TO HOP XAC SUAT
QUY HOACH bONG

Y TUONG
Y tudng cbt 16i: Y tuéng clia quy hoach ddong 14 chia mot bai todn phite tap thanh
cic bai toan con ma mdi bai todn con sau lai sit dung két qua ctia bai todn trude. Hay
cac bai todn nay cé tinh truy hoi.

Mot sb6 bai toan quen thudc cé lién quan.
« Day Fibonacci: Day Fibonacci 13 mot chudi sé tu nhién bat dau bang 0 va 1

(hodc 1 va 1), trong d6 moi sb tiép theo ludn bang tong ciia hai s6 lién trude né.
0,1,1,2,3,5,8, ...

Do mbi s6 hang ciia day duoc tinh bang cac s6 hang trude né. Ta coi tinh mdi sb

hang 1a mét bai toan, thi cdc bai todn nay la bai toan con ctia quy hoach dong.

« Quy tic nhan: Cho bai todn tinh sb cach di tit A dén B, C va dich dén & D.

Véi cach gidi quyét bang quy tac nhan thong thuong, ta tinh sd cach di tit A dén D
bang cich nhan sb6 con dudng trong ting bude véi nhau:

S=324=24

Véi cach tu duy ciia quy hoach ddng, ta c6 thé chia bai todn di tit A dén D qua B

va C thanh 3 bai toan nho la:
DPi tir A dén B: C6 3 canh. Mdi canh c6 1 trong sb. Vay tong c6 3 cach di.
Pi tirt B d@én C: C6 2 canh. M&i canh ¢ 3 trong s6. Vay tong c6 6 cach di.
Pi tir C dén D: C6 4 canh. Mdi canh cé 6 trong sb. VAy tong cb 24 cach di.

Két luan: Tu duy chi dao clia quy hoach dong 14 tim bai toan con tbi wu cho viée tinh

truy hoi va tim quy luat truy hoi ctia né.



KI THUAT CHINH

Bai toan st dung tu duy quy hoach dong c6 2 dang bai chinh tng véi 2 ki thuat chinh

cua cach giai quyét nay.

THUAT TOAN VET DAU LOANG

Vé ban chat, thuit toan vét dau loang khong phai 1a thudt todn quy hoach dong. Tuy
nhién khi gidi quyét todn hoc, 2 thuit todn nay c6 tu duy chi dao gidng nhau nén ta
c6 thé gop lai v6i nhau.

Thuét toan loang 1a ki thudt duyét tim kién trén dd thi ma ti mot diém xuét phat, ta
thuc hién kiém tra tuan tu cic 6 lién ké cho dén khi dén dich hoiic khong thé kiém tra
loang thém dudc nita. Ta ¢ thé tudng tuong gidng nhu viée giot dau loang dan tit mot
diém ra xung quanh trén mit nudec.

Céac bai toan ap dung thuit todn nay cé quy ludt hoi quy rat don gian. Két qua cta
mét bai todn con, hay sb cdch di dén mot diém bang tong sb céc cach di dén diém dé.

Dé dé& hinh dung, ta c¢6 thé xét lai bai toan dudng di da nhic dén & trén.

Ta sé xét tuan tu cac diém:

Pi tir A dén B: Vi diém xudt phét 1a A, s6 cach dén B 14 tong s6 cach dén B
ma bat dau tit A. T trén hinh vé, ta c6 thé dé dang xac dinh dugc cé 3 cach dén
B.

Pi tir B dén C: V6i diém xuat phat 1a B va B ¢6 3 cach dén, viy nén mdi con
dudng t B dén C lai ¢6 3 céch di chuyén trén d6. S6 con dudng dan dén C la 2,

v6i mdi con duong lai ¢6 3 cach di. Tong sb cach dén C 1a 6.
Pi tir C dén D: Tuong tu nhu trén, sb6 cach di tit C dén D 1a 24.

O mbi diém, ta chi can xét con duong di tit diém ngay truéc d6 ma khong can phai xét
xa hon. Béi diém ngay trudc dé da xét dén nhitng diém xa hon d6. Tic khi xét s6 cach
dén diém D, ta chi can tinh s6 cach di tit C dén D (Trong dé C cé trong sb hay ta da
xét c6 nhieu cach ton tai ¢ C). VAy nén gia tri s6 cach di tit C dén D 1a 24 ciling chinh
14 s6 cach di tit A dén D.



CAC BAI TOAN KINH DIEN

Vi du 1: Cho luéi 6 vuong c6 kich thude 7x5 nhu hinh vé. Mot con kién di chuyén ti
diém A theo céc nit trén ludi 6 vudng dén diém dich B. Cé bao nhiéu duong di t6i wu

(Hay céch di ngan nhat) ma con kién c6 thé di.

B(7;5)

Huéng dan

Véi dudng di 1a t6i wu, ¢é nghia 13 trén quang duong di chuyén, con kién khong quay
dau, khong di lap lai ma chi c6 thé di 1én trén hodc sang phai va chi di chuyén trong 12
bude.

Vé6i diém xuat phét 1a A, ta xét diém dich (1;0). Ta c6 thé thay dé dén duge diém (1;0)
thi chi c¢6 duy nhét 1 céch di thod man 13 duong thang ndi tit A dén (1;0).

Tuong tu v6i diém (0;1), ta ciing chi c6 1 cach dé dén diém nay.

Ta xét diém (1;1). Ta c6 thé thady dé dén diém (1:1), ta chi c6 thé xuat phat tit diém
(1;0) hoiic (0;1), ma mdi diém do6 lai chi cé 1 cach xuat hién. VAy nén s cdch dén diém
(1;1) 1a 2.

Ta thuc hién tinh tuan tu véi ciing tu duy dé cho cic diém sau cho dén khi tinh dén
diém dich 13 B nhu do thi sau:

Vay s6 cach di tit A dén B la 792.



Lwu ¥: Vi cdc bai todn don gidn nhu Vi du 1, thudt todn loang rat cong kénh va phuong
phdp hodn vi lap té ra toi wu hon. Tuy nhién, vdi cdc bai todn cé do thi phic tap, thudt
todn loang gan nhu la phuong phdp toi wu nhdt cho bai gidi.

Vi du 2: Cho mét luéi 6 vudng nhu hinh vé. Mot con kién di chuyén trén cac nit cta
ludi 6 vuong. Tinh sb con dudng t6i uu dé con kién di tit diém xuat phat A dén diém

dich B.

Huéng dan

V6i cach tu duy da c¢6 ¢ vi du 1, v6i bai todn nay ta c6 thé thuc hién tinh trén do thi

ngay ma khong can phai thit trén 1 diém nho.
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Vay tong s6 con duong t6i wu di tit A dén B 1a 21.

Luu y:

e Mot s6 bai todn lién quan dén co vua, giot dau hodc truyén tin cé thé khong thé
dén dich ma ta chi co thé tinh dén truong hop doi tuong di chuyén lip lai hodc khong
thé loang ra dudc nita.

e Mot s6 bai todn cd con duong dan dén mot diém khong chi & diém lién ké né ma
cd thé la diém cdch né nhiéu diém khdc, khi dé ta van dp dung duoc tu duy thudt todn

loang binh thuong.



Vi du 3: Trong mot ban ¢o vua kich thuée 4x4 nhu hinh vé, ¢c6 mot quan hau dang

nam & goc dudi bén trai c6 thé di chuyén lén trén, sang phai va di chéo mét sb 6 tuy ¥.

C6 bao nhiéu cach dé quan hau nay den 6 c¢6 mat cudi?

Wy

Huéng dan

Bai toan nay dic biét hon céc bai toan trude d6 bdi dé dén mot 6 khong nhat thiét phai

di tit mot 6 lien ké 6 d6 ma ta c6 thé di tir 6 cach d6 rat xa. Vi du quan hau cé thé dén

6 mat cudi tit ngay 3 6 ké nd, hodc ciing ¢6 thé dén tir vi tri xuat phat.
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T day ta da biét duge cach tinh dudng di dén mot diem. Bay gio ta c6 thé thuc hién

dién s trén do thi nhu binh thudng.
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Vay tong sé cach quan hau di tit géc dudi bén trai dén trén bén phai 14 188 céch.



LAP BANG BOTTOM-UP

Thuat todn quy hoach dong c6 2 16i tiép can chinh 14 Top-down va Bottom-up:
« Top-down: Tiép cin tit bai todn 16n roi phan ra thanh bai toan con.
« Bottom-up: Giai quyét bai toan con dé xdy dung dan dan bai toan 16n.

Ta thudng dung 16i tiép can Top-down dé tim quy ludt hoi quy clia bai todn va ding
Bottom-up dé 1ap bang va tinh toan.

Cu thé hon, ta sé xét mot bai todn don gian 1a tim s6 cach 1ap s6 tu nhién c6 2 chit s6
ab, a,b # 0.

Trude tién ta can sé giai thich bang bang mét phan bang nhu sau:

Gia tri/Sé céich | a
1 1
2 1

Tai cot gia tri (Ttc cot c6 gid tri 1, 2), cot nay biéu dién gid tri ma cic chit sb c6 thé

nhan duge. Vi du a trong ab cé thé nhan gia tri 1a 1, 14 2 dé tao thanh s6 10,20, ....

Tai céc cot sb cach (Céc cot bén dudi a, b hay ¢ tuong ting) bicu dién sé cidch ma chit
s6 d6 nhan mot gia tri. Vi du 0 cot chit s6 a, hang c6 gid tri 1a 1, trong bang danh s
1 tiic ¢6 duy nhéat 1 céach dé a = 1. Tuong tu véi cot chit sé a, hang c6 gia tri 2, danh
s6 1 biéu dién cho 1 cach dé a = 2.

Bay gid ta sé md rong thanh bang hoan chinh ctia viée chon sb ab:

Gia tri/Sb cach
1

O 0| | | U = | W DO
e el el e R R R R R B
Olo|lolo|lolvo|lolo|lolT

0 bang trén trudc tién ta xét tai cot chit s6 a, véi mdi chit s6 tit 1 dén 9, a chi nhén
duoc duy nhat mot cach dé xuat hién dudi dang méi chit s6 doé.

Xét dén cot chit s6 b, thuc té viee chon b 6 day 1a chon cd sb ab nhung véi gid tri a da
dugc chon san, titc ta dang tim chit sb b trong s6 16, 2b, 3b, ...9b. Diéu nay c6 nghia 1a
v6i mdi gid tri cia b thi s6 cach dé b nhan gid tri d6 phu thudc vao sd cach chon ciia a.
Tic v6i b = 1 thi toan bo sd ab cb cac cach chon la 11,21, 31, ...,91.



Dé dé hinh dung, ta c¢é thé tudng tuong viéc chon sb ab gidng nhu viée di duong tit diem
xuat phéat a dén diém dich b nhu dd thi dudi. Trong do thi dudi day ta dang tinh b = 1.
Ta c6 thé thay c6 9 cach dé b= 1, ma b c¢6 thé nhan 9 gia tri tir 1 dén 9. Vay sb ab ¢6
94+94-9+9+94+9+49+9+9=81 céach chon.

Nhan xét: S6 cich chon trong quy hoach doéng chinh 1 téng sbé cich chon
trong budc chon cudi ciing. Viéc tinh tuan ty tir trai qua phai hay tir budc 1
dén budc cudi 1a dang md rong dan dan dich ra, tic v8i mdi cot chir sé6 ma
ta tinh thi chinh 13 méi dich tam th&i ma ta diat. Thyc hién tinh todn nhu

vay cho dén dich cudi cung.

Luu y:

e Mot s6 bai todn ta khong thé nhin ra ngay quy ludt hoi quy (Tic sy
phu thudc cia buwdc chon sau vdo budc chon trudc). Vi vdy ta co thé su
dung Top-down hodc mét cdich tu duy nao dé dé thid nghiém va tim ra quy
luat bai toan.

e Vi cdc bai todn chon sb ddc biét, c6 mot sé gid tri cia ch@t sé6 nay
lai khéng hop 1é vdi chit sé khdc thi ta van ké tat cd cdc gid tri cé thé zudt

hién cta tat cd cdc ch@ s6 hodc v di gid tri phu hop cho tinh todn.
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CAC BAI TOAN VAN DUNG

Vi du 1: Liy ngau nhién mot s6 tu nhién c¢é 5 chit s6. Tinh s6 cach dé chon duoc sb
abcde saochoa <b+1<c—-T<d<e+2.

Huéng dan

Ta thuc hién 14p bang cho cac chit s6 a,b+ 1,c — 7,d, e + 2 va tat cd cac gid tri thod

man cua ching trong khoang hop Ii.

Gia tri/Sé cich |a | b+1|c-7|d | e+2
0

O 0| | O T = W DN+~

—_ —
o

Dt ¢ — 7 ¢6 thé nhan gid tri nhé hon 0 nhung ta khéng ké vao vi 0 < a < ¢ — 7.

Trude tién, ta xét s6 cdch chon a. Trong khodng tit 1 dén 9, a c6 1 cich chon cho mdi
gid tri tir 1 dén 9, céc gid tri khac bang 0. Do @ > 0 nén sau d6 ta khong can tinh todn
dén truong hop gid tri bang 0.

Tiép theo, ta xét dén s6 cach chon b. Taxét khib+1=1 maa<b+1=b+1=1
c6 duy nhat 1 trudng hop xay ra la khi a = 1.

Ta xét b+ 1 = 2, gid tri clia a thod méan dé b+ 1 =214 a = 1,a = 2. Tinh toan tuong
tu vay cho dén b+ 1 = 10.

Gia tri/Sd cach [a [ b+1[c-7[d | e+2
1 1] 1
2 1] 2
3 E
4 1] 4
5 1] 5
6 1] 6
7 1] 7
8 1] 8
9 1l 9
10 0] 9
11 0] 0




Tuong tu vay voi cot ¢ — T:

Khi ¢ — 7 = 1, ¢6 duy nhét 1 gi4 tri ctia ab(Hay ta chi néi gia tri ctia b) thod man
lab=1.

Khi c— 7 =2, c6 14+2=3 gia tri clia ab thod man.

Khi ¢ — 7 > 3, diéu nay 1a vo li vi ¢ < 10. Vay tit ¢ — 7 = 3 trd di, s6 céch chon

cua no 1a 0.

Gia tri/Sd cach [a [ b+1[c-7[d | e+2
1 1 1 1
2 1 2 3
3 1 3 0
4 1 4 0
) 1 ) 0
6 1 6 0
7 1] 7 0
8 1 8 0
9 1 9 0
10 0 9 0
11 0| 0 0
Tai 6t d, d > 1 do ¢ — 7 < d. Ta bat dau tinh tit d = 2.

Khi d = 2, s6 cach chon 13 1.

Khi d = 3, s6 cach chon 1a 143=4.

Khi d = 4, s6 cach chon 1a 14+3+0=4.

Khi d = 9, s6 cach chon 1 14+3+040+...4-0=4.

Gia tri/Sd cach [a [ b+1[c-7[d | e+2

1 1 1 1 10
2 1 2 3 |1
3 1 3 0 |4
4 1 4 0 |4
) 1 ) 0 |4
6 1 6 0 [4
7 1] 7 0 |4
8 1 8 0 [4
9 1 9 0 [4
10 0| 9 0 |0
11 0 0 0 [0




Cudi cung, véi e + 2, ta van thuc hién tinh todn véi quy luat 1a cong céc s6 cach tit hang

dau cho dén hang ciia gid tri dé tai cot trude do.

Gia tri/Sé cich |a | b+1|c-7|d|e+2
1 1 1 1 0 0
2 1 2 3 1 1
3 1 3 0 |4 5
4 1 4 0 |4 9
5 1 5 0 |4 13
6 1 6 0 |4 17
7 1 7 0 4 21
8 1 8 0 |4 25
9 1 9 0 |4 29
10 0 9 0 0 29
11 0 0 0 0 29
Tong 178

Vay ¢6 178 cach dé chon sb theo yéu cau.
Luu y: Trong lam bai thuc té, ta thuc hién tinh todn ngay trén bing va ta chi tim quy

luat trong mot mau thii nho.
Vi du 2: M6t ma khod s6 sit dung mat khau 1a mot day sbé ¢é 5 chit sé phan biét ti 1
dén 9. Mot mat khau dude goi 1d manh néu né thoid man dong thoi 2 dicu kién:
i) Khong c6 hai chit s6 1& nao ditng canh nhau.
ii) Chit s6 ditng sau luon 16n hon chit s6 ditng trude hodc ludén nhoé hon chit s6 ding
trudce.

S6 mat khau dudce coi 1a manh 13 bao nhiéu?
Huéng dan

Ta goi day s6 clia mat khau 1a abede, trong dicu kién ii) ctia bai todn dé cAp mat khau
c6 thé ¢6 cac chit s6 16n dan hodc nhé dan. Ta chi xét 1 truong hop 1a chit sé ding sau
luén 16n hon chit sé dimg trude.

Gia tri/Sé cach
1

O 00| J| | U x| W DN
[l Nl Rl N N N N e <)
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Xét trudng hop chon b, ta c6 thé thiy cach chon ctia b phu thudce vao 2 quy ludt:
b >a.
« Khi b 1é thi @ phai chan.

Diéu nay lap lai cho ¢, d, e.

Tt 2 quy luat nay, ta hoan thién bang

Gia tri/Sdcach [a|b|c|d ] e
1 t{ololo]o0
2 1{1[ofo0]0O
3 1{1(1[o]o0
4 1[3[2][17]0
5 12421
6 0]5[7] 773
7 NERENERE
8 0[o0f0]23]19
9 ojfofo] 0|31

Giéi thich:

« Vi cdc gid tri chan, sé cdch dé mot chit s6 nhan gid tri d6 14 bang tong s6 cdch ma
chit s6 truéc d6 nhan gid tri nho hon gid tri ta xét. Gia st ta xét b = 4, sd cach chon
b=141atoéng sb cich chona=1,a=2,a =3, tlc 1 +1+1=3.

« Vi céc gid tri 1é, s6 cach dé mot chit s6 nhan gid tri d6 14 bang téng sb6 cdch ma
chit s6 truéc dé nhan gia tri chan nho hon gia tri ta xét. Gid st ta xét b = 5, s6 cach
chon b =5 1a tong s6 cach chon @ = 2,a =4, tc 1 + 1 = 2.

« i do trén bang c6 cic vi tri c6 sd cach chon 1a 0 lién quan dén tinh téng tién
cia day a,b,c,d,e. Vi du nhu a # 6 vi khi @ = 6 thi khong cé sb abede thod man
a<b<c<d<e.

S6 mat khau manh cho truong hop chit s6 dimg sau 16n hon chit s6 dimg trude 1a
14+3+8+19+31=62.
Téng s6 mat khau manh 1 62.2 = 124.

Vi du 3: Hai doi tuyén A va B tham gia gidi béng ban. Mai déi c6 7 ngudi da dugce sap
xép theo mot thit tu nhat dinh. Dau tién, ngudi thit nhat ctia doi A dau véi ngusi thit
nhét ctia d6i B va ngudi thua sé bi loai. Sau dé, ngudi chién thing dau tiép véi ngusi
thit hai ctia doi kia, cdc tran thi dau tiép theo dién ra tuong tu. Cudc thi dau két thuic
cho dén khi tat ca ngudi choi ctia 1 d6i déu bi loai va doi con lai 14 chién thing. Héi ¢6

bao nhiéu cach dién ra cudc thi dau?
Huéng dan

Goi céc thanh vién ctia 2 doi A va B theo tht tu thi dau lan lugt 14 Ay, As, ..., A7 va
B1, B, ..., Br.
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Giai thich dé bai:

« Dau tién A, gip By, ta gid st A; thing thi A; sé tiép tuc dau v6i By. Ct thé tiép
dién cho dén khi mot doi c6 thanh vién thit 7, ta gid st nhu ngudi choi By gap ngudi
choi A4 va sau d6 ngudi choi By thua cudc thi cudc thi dau két thic va déi A chién
thing.

« Tinh hubng dé doi A thang c6 thé 1a A; thing By, A, thang Br,... A; thing Bs.
Bét ké d6i B dan trudc doi A bao nhiéu ban, chi can dén cudi cing thanh vién ctia doi
A cé thé thang thanh vién tht 7 ctia d6i B 1a doi A thang loi.

« Gia stt cudc thi ddu xdy ra theo trudng hop doi A thing khi As thing Br, trong
doé A; thua By, As thua By:

Al_Bl — Al—BQ — AQ—BQ — AQ—Bg — AQ—B4 — AQ—Bg, — AQ—B(; — AQ—B7 — Ag—B7

« Van dé ctia bai todn la tinh tong tat ca trudng hop ma 1 ddi cé thé thang thanh
vién thit 7 ctia doi con lai. Vi du doi A thing thi ta tinh tong sb truong hop dé A, thing
By, Ay thing By, ..., A7 thang By va ngudc lai v6i truong hop doi B thing cudc thi.
Ta c6 thé nhan thiy cich mot tran dau xay ra phu thudc vao tran dau xay ra trude do.
Khi giai toan thoéng thuong ta chua thé nhin nhan ngay dudc su phu thudc d6 nén ta
phéi kiém chitng bang mot bai todn ¢é quy mo nhoé va ¢6 thé dé dang duoc trinh bay
ngan gon.

Ta sé thit xét s6 cach dé Ay gip By xuat hién.

Ta bit dau tit 4, — By:

« Truong hop 1: A; thang thi A; — Bs. Sau dé dé xay ra Ay — By thi A; phai thua
Bs.

« Trudng hop 2: A; thua thi Ay — B;. Sau dé dé xay ra Ay — B, thi Ay phai thing
B.

Al—BQ

A-By Az-Bz

Ag—Bl

Vay sb cach dé xdy ra Ay — B, bang tong sb cach xdy ra A; — By va Ay — By.
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Ta c6 thé dé dang nhan thiy day la dang todn quy hoach dong. Tt day ta cé bang:

AB|1|2(3|4|5 |6 |7
1 o[1j1[ 11| 1] 1|1
2 |1/2(3|4|5 |6 |7
3 |1/3[6 10| 15 | 21 | 28
4 |1/4]10[20]| 35 | 56 | 84
5 |1|5[15]35] 70 | 126 | 210
6 | 1[6]|21|56]|126 252 | 462
7 | 1|7]28| 84210462 | 924

Giai thich bang nhu sau: S6 cich xay ra tai mot 6 bang tong sd cach xay ra 6 ngay trén
dé va 6 lien ke bén trai.

« Xét vi trf Ay — By ¢6 s6 cach xay ra bang tong sé cach xdy ra clia A; — By va
Ay — By, tlic1+1=2.

e Xét vi tri Ag — Bs c6 sb cach x4y ra bang tong sb cach xdy ra ciia Ag — By va
Ay — Bs, tiic 56 + 70 = 126.
Téng s6 trudng hop ma d6i A thing 14 tong sé cach xdy trong ¢t By, titc tong sb cich
ma ddi A thang 1a 1+ 7 + 28 4 84 + 210 + 462 + 924 = 1716.
Ma sb truong hop dé doi A thing va doi B thing 13 nhu nhau, vy nén tong sé cach dé
mot doi thang 1a 1716.2 = 3432.
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