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ĐÁP ÁN CHI TIẾT
Câu 1 (4,00 điểm)
a) Tìm m để hàm số có hai điểm cực trị và đường thẳng qua cực trị đi qua A(1;−4).
Điều kiện để hàm số y =−x3 +3mx2 −3(m+6)x−1 có hai cực trị: Ta có y′ =−3x2 +6mx−3(m+6).
Phương trình y′ = 0 ⇔ x2 −2mx+(m+6) = 0.
Để hàm số có hai điểm cực trị thì phương trình y′ = 0 phải có hai nghiệm phân biệt:

∆
′ = m2 − (m+6) = m2 −m−6 > 0 ⇔

[
m > 3
m <−2

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị (∆): Thực hiện phép chia y cho y′, ta có:

y = y′ ·
(

1
3

x− m
3

)
+2(m2 −m−6)x− (m2 +6m+1)

Vậy phương trình đường thẳng qua hai cực trị là:

(∆) : y = 2(m2 −m−6)x− (m2 +6m+1)

Vì (∆) đi qua A(1;−4), thay tọa độ A vào phương trình:

−4 = 2(m2 −m−6) ·1− (m2 +6m+1)⇔ m2 −8m−9 = 0 ⇔
[

m =−1 (loại)
m = 9 (thỏa mãn)

Vậy m = 9 là giá trị cần tìm.

b) Bài toán tối ưu diện tích hàng rào.
Gọi x,y (m) lần lượt là chiều dài cạnh AD và AB (x,y > 0). Tổng chi phí xây dựng là:

T = 30y(cạnh AB)+20y(cạnh CD)+20(2x)(cạnh AD,BC)+15(2x)(cạnh EF,GH)

Nên: T = 50y+70x = 35.000 ⇒ 5y+7x = 3500 ⇒ y = 3500−7x
5

Diện tích mảnh đất: S = x · y = x
(3500−7x

5

)
= 1

5(−7x2 +3500x)
Đây là parabol có đỉnh tại x = −3500

2·(−7) = 250. Khi đó y = 3500−7·250
5 = 350.

Diện tích lớn nhất là: Smax = 250 ·350 = 87.500 m2.
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Câu 2 (3,50 điểm)
a) Tìm GTLN của P = x−2y.
Từ giả thiết: 5x2−y+1 = 2x+y

(x+1)2 ⇔ 5(x+1)2
.(x+1)2 = 52x+y.(2x+ y).

Xét hàm số f (t) = 5t .t có đạo hàm luôn lớn hơn 0 với t > 0, ta suy ra (x+1)2 = 2x+ y ⇒ y = x2 +1.
Thay vào biểu thức P:

P = x−2(x2 +1) =−2x2 + x−2

GTLN của tam thức bậc hai này đạt được tại x = 1
4 . Vậy Pmax =−2

(1
4

)2
+ 1

4 −2 =−15
8 .

b) Dãy số.
Ta có un+2 −un+1 = un+1 −un +1 ⇒ vn+1 = vn +1.
Vậy (vn) là cấp số cộng có v1 = u2 −u1 = 2 và công sai d = 1.
Tổng n số hạng đầu của (vn): Sn =

n
2 [2 ·2+(n−1) ·1] = n(n+3)

2 .
Số hạng tổng quát un: un = u1 +Sn−1 =−1+ (n−1)(n+2)

2 = n2+n−4
2 .

Câu 3 (3,50 điểm)
a) Giải bất phương trình:

√
3x+1−

√
6− x+3x2 −14x−8 ≤ 0.

Điều kiện: −1
3 ≤ x ≤ 6. Sử dụng phương pháp liên hợp với nghiệm x = 5:

3(x−5)√
3x+1+4

+
x−5√

6− x+1
+(x−5)(3x+1)≤ 0

⇔ (x−5)
[

3√
3x+1+4

+
1√

6− x+1
+3x+1

]
≤ 0

Vì biểu thức trong ngoặc vuông luôn dương với mọi x ∈ [−1
3 ;6], ta có: x−5 ≤ 0 ⇔ x ≤ 5.

Kết hợp điều kiện, tập nghiệm là S = [−1
3 ;5].

b) Bài toán quy hoạch tuyến tính (Tối ưu chi phí thực phẩm).
Gọi x,y lần lượt là số hộp thực phẩm loại X và loại Y cần mua (x,y ≥ 0).
Hệ điều kiện về các đơn vị chất dinh dưỡng tối thiểu:

2x+ y ≥ 11 (Chất A)
2x+9y ≥ 27 (Chất B)
2x+3y ≥ 20 (Chất C)

Hàm chi phí cần tối thiểu hóa: L(x,y) = 200x+250y (nghìn đồng).
i. Thiết lập hệ bất phương trình và Hàm mục tiêu Hệ điều kiện về đơn vị chất dinh dưỡng tối thiểu:

2x+ y ≥ 11 (d1)

2x+9y ≥ 27 (d2)

2x+3y ≥ 20 (d3)

x,y ∈ N

Hàm chi phí cần tối thiểu hóa: L(x,y) = 200x+250y (nghìn đồng).
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ii. Xác định các điểm cực biên của miền nghiệm Xét các giao điểm của các đường biên để xác định
hình dạng miền nghiệm khả thi:

• Giao điểm của d1 và d3: Giải hệ

{
2x+ y = 11
2x+3y = 20

⇒ A(3,25;4,5).

• Giao điểm của d3 and d2: Giải hệ

{
2x+3y = 20
2x+9y = 27

⇒ B(8,25;1,16).

Chú ý: Giao điểm của d1 và d2 tại (4,5;2) không thỏa mãn điều kiện (d3) nên không thuộc miền nghiệm.
iii. Kiểm tra các điểm nguyên lân cận Vì x,y là các số nguyên, ta kiểm tra các tọa độ nguyên nằm trong
miền nghiệm gần các đỉnh A và B:

Điểm (x,y) Kiểm tra điều kiện Chi phí L (nghìn đồng)
(3,5) Thỏa mãn (d1,d2,d3) 200(3)+250(5) = 1850
(4,4) Thỏa mãn (d1,d2,d3) 200(4)+250(4) = 1800
(7,2) Thỏa mãn (d1,d2,d3) 200(7)+250(2) = 1900
(9,1) Thỏa mãn (d1,d2,d3) 200(9)+250(1) = 2050

iv. Kết luận Giá trị nhỏ nhất của hàm chi phí là 1.800.000 đồng. Phương án tối ưu là mua 4 hộp
thực phẩm loại X và 4 hộp thực phẩm loại Y.
Câu 4 (3,50 điểm)
a) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta có:

C1
n +2C2

n +3C3
n + · · ·+nCn

n = n ·2n−1

Cách 1: Sử dụng đạo hàm

• Xét khai triển nhị thức Newton: (1+ x)n = ∑
n
k=0Ck

nxk =C0
n +C1

nx+C2
nx2 + · · ·+Cn

nxn.

• Lấy đạo hàm hai vế theo x: n(1+ x)n−1 =C1
n +2C2

nx+3C3
nx2 + · · ·+nCn

nxn−1.

• Thay x = 1 vào đẳng thức trên, ta được: n ·2n−1 =C1
n +2C2

n +3C3
n + · · ·+nCn

n (đpcm).

Cách 2: Sử dụng công thức số hạng tổng quát

• Ta có: k ·Ck
n = k · n!

k!(n−k)! =
n!

(k−1)!(n−k)! = n · (n−1)!
(k−1)!(n−1−(k−1))! = n ·Ck−1

n−1.

• Khi đó: ∑
n
k=1 k ·Ck

n = ∑
n
k=1 n ·Ck−1

n−1 = n∑
n
k=1Ck−1

n−1.

• Mà ∑
n
k=1Ck−1

n−1 =C0
n−1 +C1

n−1 + · · ·+Cn−1
n−1 = 2n−1.

• Suy ra tổng bằng n ·2n−1.

b) Bài toán xác suất

• Điểm từ 18 câu chắc chắn đúng: 18×0,4 = 7,2 điểm.

• Số câu còn lại: 25−18 = 7 câu. Để điểm toàn bài > 8,5, số điểm từ 7 câu này phải > 1,3.

• Gọi k là số câu chọn đúng trong 7 câu (0 ≤ k ≤ 7). Số câu sai là 7− k.
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• Tổng điểm từ 7 câu: 0,4k−0,1(7− k) = 0,5k−0,7.

• Điều kiện: 0,5k−0,7 > 1,3 ⇔ 0,5k > 2,0 ⇔ k > 4. Vậy k ∈ {5,6,7}.

• Xác suất đúng 1 câu là p = 1/4 = 0,25.

• Xác suất cần tìm: P =C5
7(0,25)5(0,75)2 +C6

7(0,25)6(0,75)1 +C7
7(0,25)7 = 211

16384 ≈ 0,01288.

Câu 5 (5,50 điểm)
a) Tính tỷ số FA

FB′

• Tọa độ hóa: A(0,0,0), B(a,0,0), D(0,b,0), A′(0,0,2a).

• C(a,b,0), C⃗D = (−a,0,0). C⃗E = 3C⃗D = (−3a,0,0)⇒ E(−2a,b,0).

• B′(a,0,2a). Gọi F ∈ AB′ ⇒ A⃗F = kA⃗B′ ⇒ F(ka,0,2ka).

• A⃗′E = (−2a,b,−2a), A⃗′F = (ka,0,2ka−2a).

• A′F ⊥ A′E ⇔ A⃗′F · A⃗′E = 0 ⇔−2ka2 −2a(2ka−2a) = 0 ⇔ k = 2/3.

• Vì AF = 2
3AB′ nên FB′ = 1

3AB′. Vậy FA
FB′ = 2.

b) Tính thể tích khối chóp S.ABC
i. Xác định các yếu tố hình học:

• Gọi I là trung điểm của AB. Do △ABC đều nên CI ⊥ AB.

• Vì SC ⊥ (ABC)⇒ SC ⊥ AB. Suy ra AB ⊥ (SCI).

• Kẻ CH ⊥ SI tại H. Vì AB ⊥ (SCI)⇒ AB ⊥CH.

• Từ đó CH ⊥ (SAB), nên khoảng cách d(C,(SAB)) =CH = a.

ii. Xác định góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SBC):

• Kẻ HK ⊥ SB tại K. Ta có CH ⊥ SB (do CH ⊥ (SAB)), suy ra SB ⊥ (CHK).

• Do đó SB ⊥CK. Vậy góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SBC) là ĈKH = α với cosα = 1
3
√

2
.

iii. Tính toán các đại lượng: Xét △CHK vuông tại H, ta có:

sinα =
√

1− cos2 α =

√
1− 1

18
=

√
17
18

⇒CK =
CH
sinα

= a

√
18
17

Đặt BC = x, CI = x
√

3
2 và SC = y.

• Xét △SCI vuông tại C: 1
CH2 =

1
SC2 +

1
CI2 ⇒ 1

a2 =
1
y2 +

4
3x2

• Xét △SCB vuông tại C: 1
CK2 =

1
SC2 +

1
CB2 ⇒ 17

18a2 =
1
y2 +

1
x2
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Giải hệ phương trình trên:{

1
y2 +

4
3x2 =

1
a2

1
y2 +

1
x2 =

17
18a2

⇒ 1
3x2 =

1
18a2 ⇒

{
x = a

√
6

y = 3
√

7
7 a

iv. Tính thể tích khối chóp:

VS.ABC =
1
3
· y ·

(
x2
√

3
4

)
=

1
3
· 3

√
7a

7
· 6a2

√
3

4
=

3
√

21
14

a3
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