CAC BAI TOAN TAP HOP PIEM GTLN - GTNN.

Trong phéan nay chuing ta nghién cttu cac bai toan c6 ndi dung vé quy tich va
gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat. Thong thuong: Cac bai toan tap hop diém cling
chinh la cac bai todn vé min — max boi vi khi tap hop diém thoa man diéu kién nhat
dinh thi sé dat min — max. Tuy nhién: Bai toan tap hop diém thién vé vi tri twong d6i
va tinh todn, con bai todn vé min — max thién vé khao sat ham s& va bat dang thuec.
Tt d6 chung ta cting thay duoc phuong phap giai c6 ddc trung riéng

* Bai toan tap hop diém: Thuong st dung phuwong phap véc to, cac dinh ly
trong tam giac, hinh binh hanh, su d6i xting, song song, vudng gac, ...

* Bai toan min — max: Thuong stt dung phuong phap khit dan an (Thém bién,
doi bién, don bién), khao sat cuc tri, bat déng thire B.C.S , MincopxKki, ...

Nhuw vay trong phan nay cac bai toan c6 mic d6 Van dung — Van dung cao. D€
giai nhanh thi ching ta khong chi ndm vitng kién thttc ma con st dung méot s& cong
thize tinh nhanh, ky nang st dung CASIO. Néu chi lam tu luan thi cling c6 két qua
nhung thi trac nghiém thi thoi gian khong nhiéu!. Cac em can tinh téng thoi gian ctia
quy trinh gidi mot bai toan khé nhu sau:

- Doc hiéu dé va yéu ciu cia bai toin: Poc d€ hiéu ndi dung cua bai toan la gi?

- Tai hién kién thirc: Trong bai todn chtiing ta can thiét nhitng kién thirc nao?

- Xdc dinh cdc yéu to cin gidi: Chang han mat cau thi can biét tim, ban kinh,...

- Bién doi, tinh todn: Day la quy trinh cudi ciing dan dén két qua va tra 10i, c6

nhiéu khi phai vé hinh minh hoa thi cang mat nhiéu thoi gian.

Trong phéan nay, cac bai toan cé chon loc va dwgc bién soan theo chu dé: Diém —
mat phéng, biém - Mat cau, biém - Duong théng, va té hgp cua cac yéu to trén.
Trong phan 1, t6i da dua ra mot so kién thirc bd xung va cong thitc tinh nhanh, nén
phéan nay toéi khéng néu ra. Tuy nhién, trong phan nay cling cé kién thirc bd xung
httu ich d€ gitp chang ta giai nhanh, tit d6 mdi tiét kiém duoc thoi gian toan bai thi.
Dac biét trong phan nay ta nghién ctru bai toan ma tam goi la “Pinh luat phan xa

anh sing doi v6i gwong phang”.
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I. BO SUNG - BAI TOAN VE TAM Ti CU.

1. Kién thtc bo sung.

w= Véi hai diem 4,B va a, f la cac sO sao cho a+f#0. Diém [ thoa man

ald+ ﬁﬁ =0 goi la tam ti cy ctia hai diém 4, B. Khi d6 toa d6 I tinh theo cong thirc:

:axA+ﬁxB :ayA+ﬂyB Z:aZA+IBZB
! arp 7! a+rp a+p

Chiing minh: (Hoan toan twong ty v6i bd n diém)

a7174+/37§:6<:>a(5,71—57)+ﬂ(5§—57):6@(a+ﬁ)@=a@+ﬂ@ hay ta c6

o0l =—2 04+ P OB . Chuyén vé toa do ta c6 dpem.
a+pf a+p
w Chi i
v Diém I thuoc duong thang AB. Néu dat 2 —kthi p =1-k va ta ¢
a+p a+p

OI = kOA+(1-k)OB.
v Dac biét khi a=f=1 thi I la trung diém ctia AB. M6 rong d6i voi ba diém
A, B,C vabo a+f+y#0 tacd ald+ BIB+yIC =0 thiIlatim ti cy ctia ba diém dé6.
Hon nita véi tam giac ABC thi ta hay st dung GA+GB+GC =0, véi a=f=y=1.
2. Cac vi du giai toan.
Vi du 1. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(4; —3;2), B(2; 5;—1). Tim toa d6 diém K

thoa man dang thixc KA -2KB=0.
Huéng dan giai
X, —2x, V,— 2V, z,—2z

KA-2KB=0< x, = k= = 1_23 = K(0;13;-4).

Luuy.
A-2B

Dé€ tranh sai sot vé dau, dung Casio ghi CALC nhédp 4=2= (Ian 1 hoanh

do tuwong ting ctia 4,B) CALC lan 2 nhap tung do, CALC lan 3 nhap cao do.

Vi du 2. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho hai diém E(3; —3;5), F(7; 1;3). Tim toa d6 diém
K thudc truc Oy sao cho |3K—E - 2ﬁ| dat gia tri nho nhat.

Huéng dan giai

Goi I 12 diém théa man 37E —21F = 0= I(-5; -11;,9).
Khi d6 [3KE - 2KF| = ‘3(16 +1E)-2(KI + ﬁ)‘ =|Ki|= k1 dat gia tri nho nhét < K la
hinh chiéu cua I trén truc Oy, vay diém K can tim la K (0; —110).

Vi du 3. Trong khong gian toa do Oxyz, cho ba diém A4(2; 0;-1), B(5; —7;-1), C(-1; —5-7)
va M la mot diém thay d6i trén mat phang Oxy. Tim gia tri nho nhat ctia bidu thikc
P =|MA+ MB + MC|.
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Huéng dan giai
Goi G la trong tam tam giac ABC = G(2; -4;-3).

Ta co |MA+MB+MC =|3ATG|=3MG nho nhdt < M la hinh chiéu cua G trén Oxy
< M (2; —4;0) vakhi d6 MG =|-3|=3.Vay P, =9.

Vi du 4. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém P(1; 4,-3), O(-5; 2;5). Tim toa d6 diém M

in

thuoc truc Ox sao cho |W + ATQ| dat gid tri nho nhat.
A. (-2 3,0). B. (0; 3;0). C. (-6; 0;0). D. (-2; 00).
Huéng dan giai
Goi I la trung diém ctia PQ ta ¢ toa do 1(-2; 3;1).
Khi d6 |W+@| :|2W | =2MI nho nhdt < M la hinh chi€u vudng gbc cta I trén
truc hoanh. Vay toa do M (-2; 0;0). Chon D.
Vi du 5. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém 4(2; -1,0), B(5; 0;1), C(3; 2;—1). Toa do diém
M théa man dang thiic 6MA —11MB +9MC =0 la
A. (4 -35) B. (-3;—4;-5) C. (—4; 3;-5) D. (4;3;-5).
Hudng dan giai
6x,—11x, +9x.

;... & M (—4; 3;-5). Chon C.
6—-11+9

Vi du 6. Trong khdng gian Oxyz, cho ba diém 4(—1;2;-3), B(1;0;2), C(x;y;—2) thang hang.

Ta c6 6MA—11MB+9MC =0 < x,, =

Khi d6 x+ y bang

A. x+y=1. B. x+y=17. C.x—l—y:—ls—l. D.x—i—y:%.
Hudng dan giai
x=—k+1-k
Ta c6 ba diém A, B, C thang hang < OC=kOA+(1-k)OB < {y =2k
2= -3k+2(1-k)

@kz?,xz?,yz%:x+y=l. Chon A. (C6 thé cong x + y tir hé ma khéng can
giai)

Vi du 7. Trong khong gian Oxyz, cho 4 diém A4(2;4;-1), B(1;4;-1), C(2;4;3), D(2;2;-1),
biét toa d0 M (x;y;z) d€ T =MA* + MB* + MC* + MD’ dat gia tri nho nhat thi x+y+z
bang
A. 6. B. —. C. 8. D. 9.

Huéng dan giai

— = = = = 14
Goi I la diém thoa man IA+IB+IC+ID:O:>I(%; T;Oj'
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Ta c6 T =4MI* +I4* + IB* + IC* + ID* nén T nho nhat khi M trung I. Vay x+y+z:%.

3. Bai tap dé nghi.

Cau 1: Trong khong gian Oxyz, cho ba di€ém 4(3; 4;2), B(—1; 0;1), C(2; 7;-2). Toa d6 diém

Cau 2:

Cau 3:

Cau 4:

Cau 5:

M théa man dang thitc MA+2MB—-MC =0 la

A M l;—2;2 . B. M —l;—3;3 . C. M- ;2;3 . D. M l;E;—Za .
27 2 2 2 2 2°2

Trong khéng gian Oxyz, cho ba di€ém 4(-2; 1;1), B(4; 3;-3), C(5; 0;5). M la diém

N | =

thudc truc hoanh sao cho |m +MB + m| dat gia tri nho nhat. Khi d6 hoanh d6 diém
M thudc khoang nao sau day?

A. (-1;1). B. (1; 3). C. (3;5). D. (5;7).

Trong khong gian véi hé toa d6 Oxyz, cho 2 di€ém B(1;2;-3), C(7;4;-2) Néu diém

E théa nam dang thitc CE = 2EB thi toa d6 diém E 1a:

A. 3;§;—§ . B. §;3;—§ . C. 3;3;—§ . D. 1;2;l .
33 3 3 3 3

Trong mit phang véi hé toa d6 Oxyz, tam gidc ABC véi A(1;-3;3); B(2;-4;5),
C(a;-2;b) nhan diém G(1;¢;3) lam trong tdm cua né thi gia tri cua tdng a+b+c
bang.

A. 5. B. 3. C. 1. D. 2.

Trong khong gian voi hé toa do Oxyz, cho ba di€ém A (2;-1;5),B(5-5;7), M (x;y;1).
Véi gid tri nao cta x,y thi 4,B,M théng hang.

A x=4y="T. B. x=-4y=-7. C.x=4y=-7. D.x=-4y=7.

Cau 6: Trong khong gian v6i hé truc toa dd Oxyz, cho hai diém 4(0;1;-2) va B(3;-1;1). Tim

Cau 7:

Cau 8:

toa d6 diém M sao cho AM =34B.

A. M(9;—5;7). B. M(9;5;7). C. M(—9;5;—7). D. M(9;—5;—5).
Trong khong gian Oxyz, cho hai diém 4(2;-2;1), B(0;1;2). Toa d6 diém M thudc
mit phang (Oxy) sao choba diém 4, B, M thang hang la

A. M(4;-5:0). B. M(2;-3;0). C. M (0;0;1). D. M (4;5;0).

Trong khong gian Oxyz, cho bon diém 4(2;-3;7), B(0;4;1), C(3;0;5) va D(3;3;3).
Goi M la diém nam trén mit phang (Oyz) sao cho biéu thirc ‘W+W+ATC +FD‘
dat gid tri nho nhat. Khi d6 toa d6 caa M la:

A. M(O;l;—4). B. M(Z;I;O) . C. M(O;l;—2). D. M(O;l;4).

Cau 9: Trong khong gian cho ba diém 4(1;1;1), B(-1;2;1), C(3;6;—5). Di€m M thudc mat

phéng Oxy sao cho MA®* + MB*> + MC* dat gia tri nho nhat la
A. M(l;2;0). B. M(O;O;—l). C. M(1;3;—1). D. M(l;3;0).
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II. BAI TOAN VE TO HOP VEC TO.

1. Pac diém dang toan va vi du.

* Dic diém dang toan:

Nhiing bi€u thtrc ¢6 dang t0 hop cac véc to hay td hop binh phuong cac véc to
thi ching ta déu c6 thé don di€m dwa vé tdm t cuy dé€ gidi. Cu thé nhu:
|am+,8m+y/M—C| hoac nhw aMA’ +ﬂ]\—/[l§2 +7/A—/[62 voi a+ f+y#0.

* Phwong phap giai:

Goi I 1a diém thoa man «ld+ BIB+yIC =0 khi d6 bién d8i bidu thic thanh:

|am + SMB + ;/M—C| =|a+ B +y|-MI hodc nhuw

aMA +BMB +yMC = (a+B+y).MI* +ald’ + BIB* + yIC*, dén day ta bién luan M
theo diém I.

Vi du 8. [MH2_2017_BGD] Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A4(-2;3;1) va B(5; 6; 2).
Duong thang 4B cat mit phang (Oxz) tai diém M . Tinh t s& z—j\ﬁj

N P T R T
Hudng dan giai

Cach 1. (Tam ti cy)

Goi toa d6 M (x;0;z), ta c6 ba diém A, B, M thang hang khi va chi khi:

x==2k+501-k)
& OM =kOA+(1-k)OB = {0=3k+6(1-k) < k=2,x=-9,2=0< M (-9;0;0).
Z:k+2(l—k)
2 2 2
Khids - [ T3+ 1 cpona.
BM 14 +6*+2> 2

Cach 2. (Vi tri twong d6i — Tong quat)
B

dg
dy

M. < . ]
d, d(4,(0x2)) J3|

" , AM 1
Xét tam gidc dong dang, tacé ——=-—*=———"=—=—.Chon A.
BM d, d(B,(0Oxz)) 6] 2

Loi binh.
Theo cach 1 thi ching ta thuwc hién nhiéu bién doéi va tinh toan nén mat nhiéu
thoi gian khong can thiét. Trong cach 2 thi ching ta sit dung tinh chat hinh hoc nén

ngan gon va nhanh chong hon nhiéu.
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Mo rong bai toan trén ta cé hai bai toan xuat hién twong doi nhiéu trong cac bai
kiém tra hay dé thi la: Tim min (MA +MB) hoac max |MA—MB|. Cac bai toan nay ta
giai twong tw, tuy nhién cé khac. Nhung trude hét ta xét cac bai toan lién quan dén

“Tam ti cu” ¢6 dang don diém suy ra don bién.

Vi du 9. [THPT Hoang Hoa Tham-Hung Yén] Trong khong gian véi hé toa d0 Oxyz, cho

A(-1;2;1),B(2;-1;3),C(3;5;—1). Diém M(a;b;c) trén mit phang (Oyz) sao cho
MA+2MB—CM| dat gia tri nho nhat. Khi d6 2b+c¢ bang

A. 1. B. 4. C. 1. D. 4.
Huéng dan giai

Chon B

Goi 1@;%;%} Ia diém théa man 4 + 218 + IC = 0. Ta c6 [MA + 2MB + MC| = 4MI nho

53

nhét khi M la hinh chiéu ctia I trén Oyz. Do d6 toa 46 M [O;Z;E =2b+c=4.

Vi du 10. [THPT Lé Lai — Thanh Héa] Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho 4(-3;0;0),

Vi du

B(0;0;3), C(0;-3;0) va mat phang (P):x+y+z-3=0.Tim difm M thudc (P) sao

cho W+W—M—C‘ nho nhat.

A, M(-3;-3;3). B. M(3;3;-3). C. M(3;,-33). D. M(-33;3).
Hudng dan giai

Goi 1(-3;3;3) la diém thoa man JA+IB—IC=0. Ta c6 |A74+m—m|:M[ nhéd

nhét khi M la hinh chiéu cua I trén (P). Mat khac ta ¢6 I thudc (P) nén M trung I.

Chon D.

11. [Dé tham khido -BGD] Trong khdong gian Ozyz, cho hai diém A<2;—2;4),

B(—3;3;—1) va mit phang (P):2z —y 42z —8=0. Xét M la diém thay déi thudc

(P) , gid tri nho nhat ctia 2MA* + 3MB’ bang

A. 145 B. 135 C. 105 D. 108

Hudng dan giai
Chon B
Goi I(~1;11) Ia diém thoa man 2MA +3MB = 0 . Ta c6 2MA® + 3MB*nhé nhét <
M la hinh chiéu ctia I trén (P).

Ghi 2x—y+2z-8

CALC nhap toa d6 I bAm STO M bam AC
Ghi 2((2M + 2 — 2 + (M +y +2) + (2M + 2 — 4)’) = két qua 24M* =12.
Stra thanh 3((2M +z+3) +(-M+y—3°+@2M +z+ 1)2) = két qua 3BM* =123

Vay min (2MA” + 3MB) = 12 +123 = 135.
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Vi du 12. [Chuyén Lam Son- Thanh Hoa] Trong hé truc Oxyz, cho 3 diém A(-1;3;5),
B(2;6;—1), C(—4;—12;5) va mat phang (P):x+2y—-2z-5=0. Goi M la diém di
dong trén (P). Gid trj nh nhét cia biéu thike S =|MA + MB + MC| Ia

A. 42. B. 14. C. 14/3. p. 14

NE)
Hudng dan giai
Goi G(—l;—1;3) la trong tam tam gidc 4BC. Ta co S = ‘M+W+ATC" =3MG nhd
nhét khi MG la khoang cach tix G dén (D).

: 3X|x+2y—2z—5|

Gh CALC nhap toa d6 G, két qua bang 14. Chon B.

Vi du 13. [Chuyén Hung Vwong-Pht Tho] Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1;1;2),
B(-1;0;4), C(0;-1;3) va diém M thudc mdt cau (S):x*+y*+(z-1)" =1. Khi biéu
thiec MA® + MB* + MC? dat gia tri nho nhat thi d6 dai doan AM bang
A V2. B. V6. C. 6. D. 2.

Huéng dan giai
Cach 1. Phuong phéap véc to.
GoiI(0;0; 1) 1a tim m4t cau, ban kinh R=1, ta c6 I4+IB+IC =(0,0;6) = IK .
Ta cé: MA® + MB* + MC® =3MI” + I4* + IB* + IC* + 2MIIK .
Vay d€ tong nho nhat thi M/, /K nguoc huéng nhau < IM =tIK =1(0;0;6), >0
Suy ra t:%%:W =%(0;0;6):(O;O;I)SM(O;O;2):> AM =+/2 . Chon A.
Cach 2. Khao sat - BDT.
Goi M (x;y;z)€(S), tir gia thiét ta ¢ -1<z-1<1. D&t T =MA*> + MB*> + MC?, ta c6
T :(x—l)2 +(y—1)2 +(z—2)2 +(x+1)2 +y? +(z—4)2 +x° +(y+1)2 +(z—3)2
T=3x>+3)" +4+3(z-1)" —12(z=1)+1+4+9=21-12(z-1)>9.
Dau béang tai z—1=1,x=y=0< M (0,0;2) = M4 =2.
Vi du 14. [THPT Lé Quy Don-Quang Tri] Trong khong gian Oxyz, cho 2 diém A(3;—2;3),

B(1;0;5) va duong thing d: xl—l = y—22 = 2_3. Tim toa d6 diém M trén duong
thang d sao cho MA® + MB* dat gia tri nho nhat.
A. M(1;2;3). B. M(2;0;5). C. M(3;—2;7). D. M(3;0;4).

Hudng dan giai
Cach 1. Tam ti cu.
Goi 1(2;-1;4) 1a trung diém cua 4B. Ta c& MA* +MB* =2MI* + 14’ + IB* nho nhat
khi M 1a hinh chiéu ctia I trén d.
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x—2y+42z

Ghi CALC (nhap bo khi thay I vao t& cia d) 1=-3=1==STO M bam
AC
Ghi 14+ M :2—2M :3+2M === ta dwgc M (2;0;5). Chon B.

Cach 2. Khao sat Parabol.

Goi M(1+1,2-26,3+21)ed, khi d6 MA® + MB* =(1-2)" +(2t—4)" +5¢ +2(2¢-2)" la
—4-16—-16
2.18
Vi du 15. Trong khong gian Oxyz, cho A(4;-2;6);B(2;4;2);M e(a):x+2y—3z-7=0 sao cho

MA.MB nho nhét, khi d6 toa do cua M la

A. (%,%,%} B. (4:3;1). C. (1,3;4). D. (
Hudng dan giai

Goi M (x;y;z)e(a)=x+2y-3z=7 ().

Parabol d6i vdi t, nén dat GTNN tai r = — =1=- M (2;0;5). Chon B.

2 b

37 —5@68)
373 '

MAMB = MO* +@.@+M—O.(@+@) =x’+y? 422 +12—6x-2y -8z

—(x=3)" + (y 1) # (2 4) 1= (1442 9) (x-3) + (=1 +(z-4) |14,

__.___BCS @ , 3 ’ .
Suy ra MA.MB > i(x+2y—3z—3—2+12)2—14:i.142—14:0.Déubéng c6 khi va

chi khi (x;y;z)e(oz)&xI3 = y2—1 = 2_34 < M (4;3;1). Chon B.

Cach 2. Tam ti cuw

Goi 1(3;1;4) la trung diém ctia 4B . Ta c6 MAMB = MI? + 14.1B +]Tﬁ(f4 + E) hay
s A A 1 ’, . \ \ Y » A
MA.MB = MI* —ZAB2 nho nhat khi M la hinh chiéu ctia I trén («).

Ghi —

Xt 2y1; 3277 CALC (nhap toa do 1) STO M bam AC

Ghi M +x:2M + y:—3M +z bdm === ta dwoc M (4;3;1). Chon B.
Nhan xét.

Trong cach 1, ching ta bién doi dai so tich MAMB thanh “dang mat cau” sau
d6 con phai suy nghi ap dung bat dang thiic B.C.S hop 1y d€ sit dung gia thiét, ngoai
ra khi tim toa dd ctia M thi con phai tim giao diém ctia duong thang va mat phang.
Trong cach 2, chiing ta phan tich véc to hop ly thi ngan gon va dé hiéu hon nhiéu.

Vi du 16. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(-2;2;-2) va B(3;-3;3). Xét diém M thay

dodi sao cho MA_2 . Gia tri 16n nhat cia OM bang
MB 3
A 1243 B. 613 C. 36 D. 5/3.
Huoéng dan giai
Cach 1. Phuong phép véc to.
Tte gia thiét ta co:
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9AM " =4BM < 9(OM*+04* ~20M.0A)=4(OM" + OB* ~20M OB

& 50M* =40B> —904> +20_M'(9@—4@) (1).

Tir @6 OM 16n nhat khi va chi khi OM va 904 -40B = (-30;30;-30) cling huéng.
Ta c6: 40B*> —904> =0, dit OM =¢(~1;1;-1), tir (1) =15 =0+180¢ :t:%:lz.

Vay OM =12(-1;1;-1)= OM =12/3. Chon A.

Cach 2. Phuong phap hinh hoc.

-

MA 2 04 243
MB 3 OB 383’
goc O tam giac AOB, C la chan duong phan giac ngoai cuia goc O cua tam giac thi M
tring C. Toa d9 3CA-2CB =0= C(-12;12;-12)=M = OM =12+/3. Chon A.

Nhan xét dwoc do dé6 goi D la chan duong phan giac trong cta

Vi du 17. Trong khong gian xét mat cau (S) di qua hai diém A4(0;0;2), B(0;2;0) va cé tam
thudc mat phang (P):x—y+4=0. Gi4 tri nhé nhat ctia ban kinh mit cau (S) 1a
AN2. B. 24/2. C. 3. D. 243

Huwéng dan giai

Tam I mat cau thudc mat phang trung truc cia AB ¢6 phuong trinh (Q):2y-2z=0.
Do d9¢, tit phuong trinh (P) va (Q), ta ¢ toa d0 I(x;x+4;x+4), suy ra:
R=AI = \x* +(x+4) +(x+2)> =3x* +12x+20 > 242 . Chon B.

Vi du 18. Trong khong gian toa d6 (Oxyz), cho mét phang (P) di qua diém M (2;1;4) va cit

3 tia Ox,0y,0z lan luot tai 3 diém 4, B,C sao cho OB =40C . Khi V, . nho nhat, mat

phéng (P) c6 phuong trinh: ax+by+cz—1=0. Tinh 111,

a b c
2L B. 22 C. 21, D. L.
102 8 3
Huéng dan giai
Phuong trinh mit phing (ABC) theo doan chén: i+l+£:1, vOi
m n p
cny X Y z \ . A
m,n,p>0,n=4p.Hay ta viét lai (P): —+—+—=1, ma mp(P) di qua M nén
m 4p p
2 1 4
—F—+—=1
m 4p p
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Tacs1=2 40 41753, ﬂ :>lm.4p2 > y721707
m 8p 8p m.64p 6 6.16

1 2601 2 17 1 51
Suy ra minV,,,.=—4mp’ =——khi = =—=—=m=6,p="—.
y oasc = ¢ p 16 m 8p 3 p 3
Suyral+l+l=m+n+p=m+5p:6+§:ﬁ.ChQnB.
a b c 8
Nhan xét.

2 7 v < . \ X Z 7.
Bai toan tong quét: mit phing (P) di qua M (X3 9432,) va oy Yoy 202 vei

m n p
m,n,p > 0,x,,¥,,z, >0. Khi ap dung bat dfmg thaec AM-GM, va Chfmg han m=#kn,
1 . “ s
thi khi d6 22 = 3 = p =3z,, con lai hai thanh phan kia ta quy dong r6i suy ra ».
P

bén day cac em can c6 cach nhin nhan khai quat d€ giai ra nhanh nhat ma

khong phai bién doi tu ludn nhu trén.
Vi du 19. [THPT Lé Quy Don-Ha N6i] Trong khong gian Oxyz, cho diém M (1;1;1). Mat
phang (P) di qua M va cat chiéu dwong ctia cac truc Ox, Oy, Oz lan luot tai cac

diém 4, B, C thoa man 04 =20B. Tinh gia tri nhé nhat cua thé tich khoi tt dién

OABC.
s B. L. c.2. D. 2.
27 3 2 16
Huéng dan giai
Ta cé minV, ;. =%.abc tai: —=—=c=3 va 21—b+%—§:>b:%,a=%
c
Khi d6 minV, :%%%3 :%. Chon D.

Vi du 20. Cho t&t dién ABCD c6 AB,AC,AD d6i mot vudng géc va AB=a, AC=2a,AD =3a.
Goi M 1a diém thudoc mién trong cta tam gidc BCD, qua M ké cic duong thang
d.,d,,d, Tan lwot song song véi AB,AC,AD va cat cic mat phang tuong tng
(ACD),(4BD),(ABC) tai B,,C,,D,. Thé tich khdi MB,C,D, 16n nhét bing

3 3 3 3
AL B. L c L D. 2%
8 9 27 9
Huéng dan giai
Cach 1. Hé toa do.
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Lay a =1.Dung hé toa d6 Axyz nhu hinh vé, v6i B(1;0;0),C(0;2;0),D(0;0;3), khi d6

phuong trinh mit phang (BCD) la %+§+§:1<:>6x+3y+2z:6. Diém M (x;y;z)

thudc mat phang d6 sao cho x,y,z >0 va thé tich khdi MB,C,D, la:

3
1 6x3y2z 1 (6x+3y+2z) 1 _, a’
V =—Xxyz = <— =— . Neén max/, =— ., Chon C.
wBGD = g 216 27 216 27 MBGD 07 '

Cach 2. Hinh hoc tong hop (Co dién).
A

bat MB, =x,MC, =y,MD, =z .Taco V,z., =V sco +Virsp +Vor asc -
2 2 2
Khi dé VABCD:x.6;Z +y.3(6l +z.2Z :é.a.2a.3a:a3 = 6x+3y+2z="6a (1).

Mit khac ta ¢6 d,,d,.d, 1an lugt song song véi AB, AC,AD nén gbc gitta cac duong

thang d6 chinh 1a géc gifta cic mit bén (ACD),(ABD),(4BC) va déu bang 90°. Do
)
3

, 1 1 1 1 a’
d6 the tich: V.. . =—xyz = —— 6x39.22 < —— —(6x+3y+2z) =~ Chon C.
uncin, = g W= 5083y 2z S oo (6x 43y +22) = Che

GV: Pham Tuén Sinh 11



2. Bai tap kiém tra.
Cau 10: [THPT Chuyén Thai Binh] Trong khoéng gian Oxyz, cho ba diém A(1;4;5),

B(3;4;0), C(2;-1;0) va mat phang (P):3x-3y—-2z-12=0. Goi M (a;b;c) thudc
(P) sao cho MA® + MB* +3MC” dat gia tri nho nhat. Tinh tong a+b+c.

A. 3. B. 2. C. 2. D. 3.
Cau 11: Trong khong gian Oxyz, cho diém A(3;3;3) va mat phang (P) 2x+2y+z-14=0.

Xét M 1a diém thay ddi thudc (P), gia tri nho nhat cia 2MO° + MA® 1a
A. 26. B. §9. C. 4s5. D. 24.

Cau 12: Trong khoéng gian Oxyz, cho 3 diém A(—2; 2; 3);B(l; —1; 3);C(3; I; —1). Diém
Me(P):x+2z-8=0 sao cho gia trj cua biéu thitc T =2MA* + MB*+3MC* nho nhat.
Khi d6 diém M cach (Q):—x+2y—2z-6=0 mot khoang bang

A.g. B.2. C.i. D. 4.

3 3

Cau 13: Trong khong gian Oxyz, cho mit phang (P): x—y+z+1=0, cac di€ém 4(1L;1;1),
B(0;1;2),C(-2;0;1). Di€ém M (a;b;c)e(P) sao cho §=2MA*+MB* +MC* dat gia tri
nho nhat. Gia tri (3a +2b+c) bang
A2 B. .. c.-2. D. -2 .

4 4 4 2

Cau 14: Trong khong gian véi hé toa do Oxyz cho hai diém A(1;0;2), B(3;1;—-1). va mat phéng
(P):x+y+z-1=0. GoiM (a;b;c) € (P) sao cho ‘3@—2]\@‘ dat gid tri nho nhat. Tinh
S'=9a+3b+6c.

A. 4. B. 3. C. 2. D. 1.

Cau 15: [THPT An Lao Hai Phong] Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho 3 diém
A(1;2;3),B(0;1;1),C(1;0;—2) va mit phang (P):x+y+z+2=0. Goi M la diém thudc
mit phang (P) sao cho gia tri ctia biéu thitc T=MA*+2MB* +3MC* nhd nhat. Tinh
khoang c4ch tir M dén mit phang (Q):2x—y—2z+3=07?

A. & B. 121 C. 24 D. 2
3 54 54
Cau 16: [THPT Yén Dinh-Thanh Héa] Trong khong gian Oxyz, cho duong thang
x=1-t¢
d:iy=2+t vabadiém 4(6;0;0),B(0;3;0),C(0;0;4). Goi M (a;b;c) 1a diém thudc d
z=—t

sao cho biéu thiic P = MA> +2MB* +3MC* dat gia tri nhd nhat, khi d6 a+b+c bang
A. 3. B. 4. C. 1. D. 2.
Cau 17: [Chuyén Lé Hong Phong — Nam Dinh] Trong khong gian vdi hé toa dé Oxyz, cho
duong thing A:XT_I:%: Z+12 va hai diém 4(0;-1;3), B(1;-2;1). Tim toa d6 diém
M thudc duong thang A sao cho MA® +2MB’ dat gia tri nho nhat.
GV: Pham Tuén Sinh 12




A. M(5;2;-4). B. M (-L;-1;-1). C. M (1;0;-2). D. M (3;1;-3).

Cau 18: Trong khong gian Oxyz, xét mét cau (S) di qua hai diém A(1;2;1), B(3;2;3) va c6
tam thudc mat phang (P):x—y-3=0. Gia tri nhé nhat ctia ban kinh mit cau () la
A 23 B. 1. C. 3. D. 242.

Cau 19: Trong khong gian Oxyz, cho A(15-1;4), B(7:6;3), C(6;-3;6), D(814;—1) va
M (a;b;c) thudc mit cau (S):x*+y* +2z° —2x+4y—6z—11=0. Gi4 tri ctia biéu thtic
P=a+b+c khi MA*> + MB*> + MC* + MD* dat gid tri nho nhat?

A.9. B. -5. C. 16. D. 2.

Cau 20: Trong khoéng gian Oxyz, cho hai diém 4(3;1;-1), B(0;-2;3) va mat cau
(8):(x+1)"+y*+(z-1)" =1. Khi diém M thay d8i thudc (S), tim gi4 tri 16n nhét cua
biéu thttc MA* +2MB*.

A. 80. B. 56. C. 82. D. 50.

Cau 21: [Lé Hong Phong-Nam DPinh] Trong khong gian Oxyz, cho 4(0; 1; 1), B(3; 0;-1),
C(0; 21;-19) va mat cau (S):(x—l)z+(y—1)2+(z—1)2 =1. Diém M (a; b; ¢) thudc
(S) sao cho biéu thiec T =3MA* +2MB* + MC? dat gia tri nho nhét. Tinh tong a+b+c

A.a+b+c=%. B. a+b+c=0. C.a+b+c=%. D. a+b+c=12.

Cau 22: Trong khong gian véi hé toa d6 Oxyz, cho mat cau (S):(x—1) +(y—2)" +(z+1) =9
va hai diém A(4;3;1), B(3;1;3), M la diém thay d6i thudc (S). Goi P,
gid tri 16n nhat, nho nhat cua biéu thic P=2MA* -MB’. Gia tri P,

A. 64. B. 60. C. 68. D. 48.
Cau 23: [THPT Kim Lién - Ha No¢i]l Trong khong gian Oxyz, cho diém M (2;1;1). Viét

P, lan luot la

ax 2

- Pmin bang

phuong trinh mit phiang (P) di qua M va cdt ba tia Ox, Oy, Oz lan luot tai cac
diém 4, B, C khac goc O sao cho thé tich khoi t dién O4BC nho nhét.

A. 2x—-y+2z-3=0. B. 4x-y—-z-6=0.

C. 2x+y+2z-6=0. D. x+2y+2z-6=0.

Cau 24: [THPT Tran Pht — Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, mt phang (o) di qua
M (1;1;4) cat cac tia Ox, 0Oy, 0z lan luot tai 4,B,C phan biét sao cho tit dién O4BC
c6 thé tich nho6 nhat. Tinh thé tich nho nhat dé.

A.72. B. 108. C. 18. D. 36.

3. Hwong dan bai tip kiém tra.

GV: Pham Tuén Sinh 13



Cau 10: [THPT Chuyén Thai Binh] Trong khong gian Oxyz, cho ba diém 4(1;4;5),
B(3;4;0), C(2;-1;0) va mat phang (P):3x-3y—-2z-12=0. Goi M (a;b;c) thudc
(P) sao cho MA*+MB? +3MC? dat gia tri nho nhat. Tinh tong a+b+c.
A. 3. B. 2. C. 2. D. -3.
Huéng dan giai
Goi 1(2;1;1) 1a diém thoa man IA+IB+3IC =0.D4t T = MA® + MB* +3MC?, ta c6:
T =5MI* + IA4* + IB* +3IC* nho nhat khi M 1a hinh chiéu cua I trén (P).
3x—3y—2z—
22
Ghi (3M +x)+(—3M +y)+(—2M + z) = két qua bang 3. Chon A.

Ghi — 12 CALC nhéap toa do I, STO M bam AC

Cau 11: Trong khong gian Oxyz, cho diém 4(3;3;3) va mit phang (P):2x+2y+z-14=0.
Xét M 1a diém thay ddi thudc (P), gia tri nho nhat cia 2MO* + MA® 1a
A. 26. B. 89. C. 45. D. 24.
Hudng dan giai
Goi I 1a diém thoa man 210+ 14=0, toa dd 1(1;1;1) va tim hinh chiéu cta I trén(P).

_2x+2y+z-14

Ghi CALC (nhap toado ) I=1=1== STO M.

Ghi 2((2M +x)"+ (2M + ) +(M +2) )+ @M +x=3)" + (M + y=3)" +(M +2-3)’
Bam = ta duoc 45. Chon C.

Cau 12: Trong khoéng gian Oxyz, cho 3 diém A(—2; 2; 3);B(l; —1; 3);C(3; I; —1). Diém
Me(P):x+2z-8=0 sao cho gid trj cua biéu thitc T =2MA* + MB* +3MC* nho nhat.
Khi d6 diém M cach (Q):—x+2y—2z-6=0 mot khoang bang

A.g. B.2. C.i. D. 4.
3 3
Huéng dan giai
Goi I(1;1;1) la diém théa man 2[4+ IB+3IC =0. Ta tim M 14 hinh chiéu cua I trén

x+0y+2z-8

(P). Ghi - CALC (nhap toadol) 1=1=1== STO M.

—x+2y-2z-6

Ghi | CALCnhdp M +x=0M +y=2M +z == kétqua 4. Chon D.

Cau 13: Trong khong gian Oxyz, Cho(P): x—y+z+1:O,A(1;l;1) , B(O;l;2),C(—2;O;1) va
M (a;b;c)e(P) sao cho S§=2MA+MB*+MC* dat gia tri nho nhét. gia tri
(3a+2b+c) bang

AZ B.
4

c -2 D -2
4 2

Hudng dan giai

NI
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Goi I(O;%;%j 12 diém thoa man 2/4+IB+IC =0. Ta tim hinh chiéu cta I trén(P).

x—y+z+l 3.5

Ghi CALC (nhap toa dd 1) 0=7=== = STOM.,

B&m 3(M +x)+2(—M + y)+(M +z) bim = két qua % Chon B,

Cau 14: Trong khong gian véi hé toa do Oxyz cho hai diém A(1;0;2), B(3;1;-1). va mat phéng
(P):x+y+z-1=0. GoiM (a;b;c) € (P) sao cho ‘3@—2@‘ dat gid tri nho nhat. Tinh
S=9a+3b+6c.

A. 4. B. 3. C. 2. D. 1.
Huéng dan giai
Goi 7(-3;-2;8) 1a diém théa man 374-27B =0. Ta tim hinh chiéu cua I trén(P). Ghi
Y27l CALC (nhap toa 4o T) -3=-2=8= = STO M.
Ghi 9(M +x)+3(M +y)+6(M +z) bdm = két qua 3. Chon B.

Cau 15: [THPT An Liao-Hai Phong] Trong khong gian véi hé toa d§ Oxyz, cho 3 diém
A(1;2;3),B(0;1;1),C(1;0;—2) va mat phang (P):x+y+z+2=0. Goi M la diém thudc
mat phang (P) sao cho gia tri ctia biéu thiec T=MA>+2MB* +3MC*> nho nhat. Tinh
khoang c4ch tir M dén mit phang (0):2x—y—2z+3=07?

A S B 2! C. 24 p. 2L
3 54 54
Hudng dan giai
Goi / [%,%,%j 12 diém théa man I4+21B+3IC =0. Ta tim hinh chiéu cta I trén

X+y+z+2

(P). Ghi -

CALC (nhap toa do I) %:%

= %1 == STOM.

|2(M+x)—(M+y)—2(M+z)+3|
3

Cau 16: [THPT Yén Dinh-Thanh Hoéa] Trong khong gian Oxyz, cho duong thing

Ghi

91
bam = két qua 7 Chon D.

x=1-t
d:1y=2+t vabadiém 4(6;0;0),B(0;3;0),C(0;0;4). Goi M (a;b;c) la diém thudc d
z=—1
sao cho biéu thitc P = MA® + 2MB* +3MC* dat gid tri nho nhat, khi d6 a+b+c¢ bang
A. -3. B. 4. C. 1. D. 2.
Huéng dan giai
Cach 1. Tam ti cu.
Goi 1(1;1;2) 1a diém thoa man IA+2IB+3IC =0. Ta tim hinh chiéu cta I trén(d).

-X+y-z

Ghi CALC (nhép toa d6 M,I) 0=-1=2== STO M.

(Chuy a+b+c=3—-t nén) ghi 3—M bam = két qua 4. Chon B.
GV: Pham Tuin Sinh 15



Cach 2. Khao sat.

Gia sy M(l—t;2+t;—t)ed.

Ta co: P=(t+5)2 +(t+2)2 +1 +2[2(t—1)2 +12]+3[(t—1)2 +(t+2) +(t+4)2] la Parabol.

Nén P dat gi tri nho nhat tai t:—%:—l, khi do M(2:51)= a+b+c=4.
Cau 17: [Chuyén Lé Hong Phong — Nam Dinh] Trong khong gian vdi hé toa d6 Oxyz, cho

duong thing A:XT_lz%z ”12 va hai diém A(0;-1;3), B(1;-2;1). Tim toa d6 diém

M thudc duong thang A sao cho MA® +2MB’ dat gia tri nho nhat.

A. M(5;2;-4). B. M (-1;-1;-1). C. M(1;0;,-2). D. M (3;1;-3).

Hudng dan giai

Goi / (%,%Séj 12 diém théa man /4 +27B =0. Ta tim hinh chiéu cta I trén A.

Ghi 2V 72 CALC (nhap toa do M,1) %—1:-2:%2: ~ STOM.
ghi 2M +1:M :—-M -2 bam = = = két qua M (-1;-1;—1). Chon B.

Cau 18: Trong khong gian xét mat cau (S) di qua hai diém 4(1;2;1), B(3;2;3) va c6 tam
thudc mat phang (P):x—y—3=0. Gid tri nho nhat ctia ban kinh mat cau (S) la
A.24/3. B. 1. C. V3. D. 242.

Hudng dan giai
Tam I mit cau thudc mit phang trung truc caa AB ¢ phuong trinh (Q):x+z=4. Do
do tir phuong trinh ctua (P) va (Q) tacd toa do I(x;x—3;4—x), suy ra:
R=AI=/(x=1) +(x—5) +(x=3)> =\/3x* =18x+35>242 . Chon D.
Cau 19: Trong khong gian Oxyz, cho A(15-1;4), B(7;6;3), C(6;-3;6), D(814;-1) va

M (a;b;c) thude mat cau (§):x*+ )y’ +2z° —2x+4y—-6z-11=0. Gid tri cua biéu thic

P=a+b+c khi MA> + MB?> + MC* + MD* dat gia tri nho nhat?
A. 9. B. -5. C. 16. D. 2.

Hudng dan giai
GoiI(1;-2; 3) 1a tam mit cau, ta cé IA+IB+IC +ID =(32;24;0)=IK . Ta co :
MA? + MB?* + MC? + MD* = 4MI* + I4* + IB* + IC* + ID* + 2MI.IK .
Vay d€ tong nho nhat thi M7, IK nguoc hudng nhau < IM =tIK =1(32;24;0),t> 0
nén tzizi:l: M 21(32;24;0) =(4;3;0)= M (5;1;3) = a+b+c=9. Chon A.

IK 40 8 8
Cau 20: Trong khoéng gian Oxyz, cho hai diém 4(3;1;-1), B(0;-2;3) va mat cau

(8):(x+1)"+y*+(z-1)" =1. Khi diém M thay d8i thudc (S), tim gi4 tri 16n nhét cua
biéu thirtc MA*> +2MB*.
A. 80. B. 56. C. 82. D. 50.

Huéng dan giai
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Cau 21:

Cau 22:

Cach 1. Phuong phap véc to.

Goi /(-1;0;1) 1a tam mét cau, ta c6 IA+2IB = (6;-3;2)= IK . Tach:

T = MA* +2MB? =3MI” + IA* +2IB* + 2MI.IK = 42+ 2MI.IK .

Vay dé tong 16n nhat thi MI,IK cting huéng. Nén max T =42+2.1.7 =56. Chon B.
Cach 2. Khao sat — Khit bac hai dwa vé mat phang.

Goi M (x;y52),tac6 T =(x=3)" +(y=1) +(z+1) 42| 4 (y+2) +(z-3)’|

T=3(x"+)"+2")=6x+6y—10z+37 =3(~1-2x+22)~6x+6y—10z+37

T-42
<:>—12x+6y—4z+34—T:0:>d(],(P))z%Sl:TSl4+42=56. Chon B.

[THPT Lé Hong Phong-Nam Pinh] Trong khong gian Oxyz , cho ba di€ém A(0; 1; 1),

B(3; 0;-1), C(0; 21;-19) va mat cau (S):(x—1) +(y-1)" +(z-1) =1. M(a; b; ¢) la

diém thudc mit cau (S) sao cho biéu thie T =3MA* +2MB*+MC? dat gid tri nho

nhat. Tinh tong a+b+c.

A.a+b+c=%. B. a+b+c=0. C.a+b+c=%. D. a+b+c=12.
Huéng dan giai

Chon A

Goi 1(1; 1; 1) 1a tAm mét cau, ban kinh R=1.

Tacd T =3MA’ +2MB’ + MC* = 6MI” +314° + 218" + IC* + 2.MI.(314+ 2IB + IC)

Dat 3E+2E+T5:(0;18;—24) =IK , khi d6 T nho nhat néu IM,IK cung huéng. Ta

c W:t.ﬁ,t>0:>t=£=i:>1_1\/7=i(0;18;—24)= 0;2;—i :
IK 30 30 5 5

T do M l;§;l :>a+b+c:ﬂ.
55 5

Trong khéng gian voi hé toa do Oxyz, cho mat cau (S):(x—1)"+(y—2) +(z+1)" =9

va hai diém A(4;3;1), B(3;1;3); M la diém thay d6i trén (S). Goi P,,.,P,, lan luot la
gia tri 16n nhat, nho nhat ctia biéu thitc P=2MA” -MB?. Gia trj P, — P, bang
A. 64. B. 60. C. 68. D. 48.
Hudng dan giai
Goi 1(1; 2; -1) la tAm mét cau, ban kinh R=3.
Ta cé P=2MA* —MB* = MI* +214° — IB* + 2.@.(2& —E).
Dit 214— 1B = (4;3;0) =K . Khi d6 P 16n nhat, nho nhat néu MI,IK twong tng cung

huwdéng va nguoc hudng. Te do P, — P, =4.R.IK = 60. Chon B.

min

Cau 23: [THPT Kim Lién — Ha No6i] Trong khong gian Oxyz, cho diém M (2;1;1). Viét

phuong trinh mit phing (P) di qua M va cat ba tia Ox, Oy, Oz lan luot tai cac
diém 4, B, C khac gdc O sao cho thé tich khoi tit dién O4BC nho nhat.
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A.2x—y+2z-3=0. B. 4x-y—-z-6=0.

C.2x+y+2z-6=0. D. x+2y+2z-6=0.
Hudng dan giai
L 1 .2 1 1 1
Tacé minV, . =—abctai: —=—=—=—=a=6,b=c=3.
6 a b c

Khi d6 phuong trinh (P): %+§+§=1<:>x+2y+2z—6=0. Chon D.

Cau 24: [THPT Tran Pha - Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, mit phang (a) di qua
M (1;1;4) cat cac tia Ox, 0Oy, Oz Tan luot tai 4,B,C phan biét sao cho tit dién O4BC
co thé tich nho nhat. Tinh thé tich nho nhat do.

A.72. B. 108. C. 18. D. 36.
Hudng dan giai
. 1 11 4 1
Taco minV,,,.=—abctai: —=—=—=—=a=>b=3,c=12.
6 a b c

1

Khi d6 minV/, 6.3.3.12:18.Ch()n C.

BC =

III. BAI TOAN VE QUY TiCH - VI TRi TUONG POL.

1. Pac diém dang toan va vi du.

* Dic diém dang toan:

Nhiing bai toan can bién luan theo tham s6 hodc bién doi dai s6 hay xét vi tri
twong d6i &€ tim GTLN, GTNN hodc tinh toan khac. O day ching ta chi xét don 1é
cac khoang cach (Néu c6), ma khong phai tong - hiéu cac khoang cach. Phan sau ta
sé nghién cttu bai toan “Pinh luit phan xa anh sang déi véi gwong phang”.

* Phuong phap giai:

Tam ti cy la diém ma chung ta ciing can luu y. Ngoai ra ta con vé cac yéu to
phu dé giai toan: Cac yéu t& thuong can vé la vudng gdc, song song, ddi xting, bang
nhau. Twong Gng voi cac yéu td dé 1a cac tinh chat hinh hoc ciia mot s6 hinh; 1ap cac
phuong trinh duwong; tim giao diém; . . .

Vi du 21. Trong khong gian véi hé toa d0 Oxyz, cho mat phéng (P):x+3y—z—1=0 va cac
diém A(1;0;0); B(0;-2;3). Viét phuong trinh duwong théng d nam trong mat phéng
(P) diqua A4 vacach B mdt khoang 16n nhat.

x=1+¢ x=1+t¢ x=1+7t x=1+7t
A.d:y=2t . B.d:qy=—t . C.d:qy=2t . D.d:qy=-2¢t .
z=-3t z=t z=t z=t

Huéng dan giai.
Chon D.
GV: Pham Tuén Sinh 18



Goi K la hinh chiéu vudng goc ctia B trén d, ta ¢6 BK < BA nén khoang cach 16n nhat
khi d vudng gdc véi BA, d nam trong (a), suy ra u, = [ﬂ,a} .
MENU912nhap 1=2=3=val=3=1=tacéx=7,y=-2nén LTd:(7;—2;1).

Vi du 22. Cho mét cau (S): x*+y” +8x—6y—4z—11=0 va hai di€m A(1;2;3),B(-1;2;0). Goi
(P)lél mat phang chita A, B va khoang cach tir tam I dén mat phang (P) 16n nhat.
Viét phrong trinh mat phing (P) .

&(P):3x—y—2z+5=0. B. (P):3x+y—2z+1:0.
C. (P):3x+y+2z-11=0. D. (P):3x-y+2z+5=0.
Huéng dan giai.
Goi H va K lan luot 1 hinh chiéu vudng géc ctia tam I 1én mp(P) va duong thang AB,
ta c6 IH < IK nén IH 1én nhat bing IK hay IK = Z
Toa dd diém I(- 4; 3; 2), BA=(2; 0; 3).

Ghi %{;ﬁ CALC (nhp toa dd Al) —5=1=~1== Sto M
+
ghi 1+2M +4:2+40M ~3:3+3M ~2bdm === ta cd IK =n, =(3;-1;-2).

Phuong trinh (P) [a: 3x - y -2z +5=0. Chon A.

Vi du 23: [Dé tham khao 2021 - BGD] Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém 4(2;1;3) va
B(6;5;5). Xét khdi nén (N) c6 dinh 4, dudng tron ddy ndm trén mit cau duong
kinh 4B. Khi (N) c6 thé tich 16n nhét thi mit phang chita duong tron ddy cta (N)
c6 phuwong trinh dang 2x+ by +cz+d = 0. Gia tri cia b+c+d bang
A.-21. B.-12. C.-18. D. -15.

Huéng dan giai.

Goi h=1IH =d(I,(P)) , rlaban kinh day nén, R = I4 =3 la ban kinh mat cau.
Tacd AH =3+h, r* =9—h* va thé tich khdinon la: v = %7;(3 +h)(9-h%).

3+h+3+h+6-2h
3

327

3
Tacé:(3+h)(3+h)(6—2h)§( J :64:>V£%7r.64:
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D4ubang co khi 3+h=6-2h=h=1=> AH =4.

: Sl —
Mit phang (P) chita dwong tron ddy ctia ndn cd n = EAB =(2;2;1).

Dat AH =1(2;2;1),¢>0 suy ra t:§:E:(§'§'i):>1{(16-11-1_j,

3’373 3737

Phuwong trinh (P) la: 2x+2y+z-18=0. Vay b+c+d =-15. Chon D.

Vi du 24. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S): ()6—2)2 +(y—5)2 +(Z—3)2 =27 va duong
thang d:x—_1:1= 22
2 1 2

theo giao tuyén la duong tron ¢6 ban kinh nho nhat. Phuong trinh cua (P) la

. Mit phang (P) chtta duong thang d va cat mit cau (S)

ax+by—z+c=0.Ménh dé nao dudi day dung ?
A.a+b+c=1. B. a+b+c=-6. C.a+b+c=6. D.a+b+c=2.

Hudng dan giai

Goi I 1a tam mat cau, H 1a tam duong tron giao tuyén va la hinh chiéu cua I trén (P).
Ké IK vudng gbc vai d.

Puong tron ¢ ban kinh nhoé nhat khi (P) cach xa I nhat, ma [/H < IK .Vay ta phai ¢

H =K va (P) co mot vtpt n,=IK .

2(x—1)+y+2(z—2)
9

ghi 1+2M -2:M=5:2+2M -3 bdm === ta c6 toa dd véc to IK =(1;-4;1)

Ghi

CALC (nhaptoadol) 2=5=3==STOM

=(P):—x+4y—z+3=0=>a+b+c=-1+4+3=6.Chon C.

Vi du 25. [Dé 2017 - BGD] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(3;—2;6), B(O;l;O) va
madt cau (S):(x—l)2 +(y—2)2 +(z—3)2 =25. Mt phang (P):ax+by+cz—2:0 di qua
A, B va cit (S) theo giao tuyén l1a duwong tron c6 ban kinh nho nhat. Tinh T =a+b+c

A.T=3 B. T=4 C.T=5 D.T=2.

Hudng dan giai.
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Goi 7(1;2;3) 1a tdm mat cau. Ké IH,IK Tan luot vudng goc véi (P) va 4B thita c6
IH <IK , do 6 d€ duong tron giao tuyén c6 ban kinh nho nhat thi (P) cach xa tam I
nhét, hay maxd(I,(P))=IK, khi d6 IK la mot VTPT cta (P).

Ghi # CALC nhap 1=1=3== STO M, bdm AC ghi M —1:-M —1:2M -3

bam = = = ta dwoc IK =(0;,-2;-1), suy ra (P):Ox+2y+z—2 =0.Chon A.

Vi du 26. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S):x’+y*+z’+2x-4y-2z=0 va diém
M (0;1;0) . Mat phéng (P) di qua M va cht (S) theo duong tron (C) c6 chu vi nho
nhat. Goi N(x,;,;2,) la diém thudc durong tron (C) sao cho ON = J6 . Tinh y, .

A. 2. B.2. C. -1. D.3.

Hudng dan giai.
Chon B.
Mat cau c6 tam /(-1;2;1),R= J6.Ha IH vuodng goc véi (P) thi IH <IM . D& dudong
tron giao tuyén c6 chu vi nho nhat thi I cach xa (P) nhat, nhw thé ta phai c6 IH = IM
va la vtpt cta (P). Phuong trinh (P):x—y—-z=-1.
Ta c6 NO = NI =~/6 =R nén N thudc mit phang trung truc ctia OI, phuong trinh la:

(Q):—x+2y+z=3.
Suy ra N thudc d 1a giao tuyén cua (P) va (Q), cdng cac vé ta dwoc y=2.

Vi du 27. Trong khong gian véi hé toa d6 (Oxyz), cho hai mit phing (P):x-y—-z+6=0;
(0):2x+3y-2z+1=0. Goi (§) 1a mit cau cit mit phing (P) theo giao tuyén la
duong tron tam H (-1;2;3), bén kinh » =8 va cit mit phing (Q) theo giao tuyén la
dudng tron c6 ban kinh 16n nhat. Phuong trinh mit cau (S) 1a:

A (S):x*+(y—1) +(z+2) =3. B. (8):x* +(y—1) +(z-2)" =67.
C.(8):x +(y+1) +(z-2) =64. D. (8):x* +(y+1)

Huéng dan giai.

+(z+2)

Goi I 1a tam mat cau (S), I thude (Q) thi (S) cit (Q) giao tuyén la dudng tron 16n.
Mt khac diém I thudc duong thang d qua H va vudng goc véi (P ) nén cé toa do
I(—l+x;2—x;3—x), cho thudc (Q) suy ra x =1.

Suyra I1(0;1;2) va R* =3x* +7° =67. Chon B.

Vi du 28. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho mat cau (S ) co tam thudc mat phéng
(P):x+2y+z—-7=0 va di qua hai diém A4(1;2;1), B(2;5;3). Ban kinh nhé nhét cua
mit cau (S) béng

V546 \/763 345 V470

A ——. B. ——. —_— D. ——.
3 3 3 3
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Hudng dan.
Phwong trinh trung triec cua AB la ( Q) :Xx+3y+2z=16. Suy ra tam I mdt cau thudc

duong thang d 1a giao tuyén cta (P) va (Q). Phuong trinh d : xT-|-2 = ll =z I 2

(x—y+z)2

Ta c6 minR=min/A=d(4,d), ghi \/xz +y +z20 - CALCnhap3=2=-8

V546
3

=két qua . Chon A.

Vi du 29. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho hai diém A4(2;3;5), B(1;2;4) va mat cau
2
(S,):(x=1) +(y=1) +(z—m)’ =mT. Tim gid tri nho nhat ctia m d€ trén (S,,) ton tai
diém M sao cho MA>—MB* =9.

A. m=8—43. B.mz#. C.m=1. D. m=3-3.

Huwéng dan.
Goi M (x;y;z), taco (x—2)2 +(y—3)2 Jr(z—5)2 —(x—1)2 —(y—z)z _(2_4)2 =9
Suy ra Me(P):x+y+Z—4=O.

2 _ 2
Mit khdc M e(S,,) c6 tam I(L;1;m),R? =mT nén d*<R*< (m 32)

1
4
Gidira ta cd 8—4v3 <m<8+4+3. Chon A.

Vi du 30. [Dé 2019-BGD] Trong khéng gian Oxyz, cho diém 4(0;3;—2). Xét duwong thing d
thay ddi song song véi Oz va cadch Oz mot khoang bang 2. Khi khoang cach tir 4 dén
d nho nhat, d di qua diém nao dwéi day?
A. P(-2;0;,—2). B. M(0;4;—2). C. 0(0;2;-5). D. N(0;—2;—-5).

Hudéng dan giai.

("

(X
———
)

e
®
|
I
|
|
|
I
|
&--

=

Dé khoang céch tir 4 dén d nho nhat thi diém 4, d va truc Oz dong phang va khi
d6: d(4,d)=d(A4,0z)—d(d,0z)=1.
Phuong trinh d:x=0,y=2,z=¢.Khi d6 d di qua diém Q(O;Z;—S). Chon C.

Vi du 31. Trong khong gian Oxyz, diém M(x; y; z) di dong trén d la giao tuyén ctia 2 mat
phing (a):3x-y+4z+1=0 va (pB):2x+3y+z+7=0. Tim gida nho nhat cta

T=x’+y*+z7°
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sal) B. 2. c. 2oL . 2.
9 27 121 19
Hudng dan giai
Chon A.
Tacd T=x>+y>+2z°=0OM" dat gia tri nho nhat khi OM nho nhat va chinh 1a khoang
céch tir O dén d. Ta c6: u, =| n,,n, | = (~13;511).
Phuong trinh mp(P) qua O va vuong goc véidla —13x+5y+11z=0.
Giai hé ba an bdi ba mat phéng, ta duwoc M (%7,_716,%@ nén T = %

Vi du 32. [THPT Chuyén Vinh Phiic] Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mat cau
(8):x*+)*+2"—2x-2y—6z+7=0. Cho ba difm 4, M, B nam trén mit cau ()
sao cho AMB =90°. Dién tich tam gidc AMB c6 gia tri 16n nhat bang?

A. 2. B. 4. C. 4r. D. Khong ton tai.
Hudéng dan giai.

Chon B.

Mit cau ¢ ban kinh R=+1+1+9-7 =2. Tam gidc AMB vuodng tai M nén d€ dién

tich 16n nhat thi AB 1a dwong kinh mat cau. Ta co:

_1 1 2 2 _1 2
SAMB—ZQAM.BMSZ(AM +BM )—ZAB =4,

Vi du 33. [Chuyén Lé Quy Don- Quang Tri] Trong khéng gian Oxyz, cho mit phing (P):
x—y+2=0 va hai diém 4(1;2;3), B(1;0;1). Piém C(a;b;—2)e(P) sao cho tam gidc
ABC 6 dién tich nho nhat. Tinh a+b.
A 2. B. -3. C.1. D. 0.
Huéng dan giai
Chon D.
Goi C(x;x+2;,-2)e(P), ta cob: ﬂ:(O;Z;Z),E':(x—l;HZ;%). T d6 dién tich

ABCla: S:%\/s[(x—1)2+(x+2)2 +9]-(2x-2)" =3x" +6x+27 226

minS =26 & x=-1< C(-L1;,-2)=a+b=0.

Vi du 34. [Hoc mai] Trong khong gian toa do Oxyz, cho 4(-3;1;1), B(1;-1;5) va mat phang
(P):2x—y+2z+11=0. Mét cau (S) di qua hai di€m 4,B va ti€p xtic véi (P) tai diém
C. Biét C thuoc mot duong tron (7) c§ dinh. Tinh ban kinh » ctia duong tron (7).
A.r=4. B.r=2. C.r=13. D.r=+2.
Huwéng dan giai

Chon A.
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Tacd AB=(4;-2;4)=2(2-12)= 2n, nén AB vudng gbc véi (P). Goi D la giao diém
ctla AB va (P), theo tinh chét cat tuyén va tiép tuyén, ta c6: DC* = DADB khong
d6i, do d6 r=DC =~/DA.DB .
V6i DA=d(4,(P))=2,DB=d(B,(P))=8,suy ra r=+2.8 =4.

Vi du 35. [HSG tinh Nam Dinh ] Trong khéng gian Oxyz, cho 4(a;0;0), B(0;5;0), C(0;0;¢)
véi a,b,c la cac s6 thuc thay d6i, khac 0 va thoa man a+b+c=6. Goi tam mat cau

ngoai tiép ti dién O4ABC 1a I. Gi trj nhé nhit cta O bang:

A. 3. B.ﬁ. C.ﬁ. D. /3.
2 3
Huéng dan giai
Chon D.

Goi I(x; y; z) la tAm mat cau ngoai ti€p OABC, néu dung thém hinh hop chit nhat

c6 ba canh OA, OB, OC thi I 1 tdm ctia hinh hop, hay ta ¢6 1(x; y; z) = z(ﬁ- 5, E) .

2727 2
Suy ra x+y+z=a+§+c=3:>01=«/x2+y2+22 2,/%(x+y+z)2 =

Vi du 36. [THPT Yén Khanh-Ninh Binh] Trong khong gian Oxyz, cho mét phang (P) tiép

xtc véi mat cau (S ) x> +y*+2° =1 tai difm M c6 toa d6 duong. Mat phang (P) cat
cac tia Ox, Oy, Oz lan luwot tai cac di€ém 4, B, C. Gia tri nhoé nhat cta biéu thitc
=(1+04%)(1+0B*)(1+0C?) 1a:
A.24. B. 27. C. 64. D. 8.
Hudéng dan giai

Chon C.
Do tinh d&i xttng nén T nho nhat khi a=b=c>0. Khi d6 phuong trinh (P) theo

doan chin la: x+ y+z—a=0. biéu kién ti€p xuc d(O(P) u— =1=a=+3.

Vay minT =(1+a*) =4° =64.

Vi du 37. [Chuyén Lwong Thé Vinh - Dong Nail Trong khong gian Oxyz, cho hai diém
A(1;0;1), B(0;1;-1). Hai diém D,E thay d6i trén cac doan OA4,0B sao cho duong
th:fmg DE chia tam gidc OAB thanh hai phan cé dién tich bf?mg nhau. Khi DE ng:fm
nhat thi trung diém cua doan DE c6 toa d¢ la

s 2ol w [ L] co(fdo) ook

Hudng dan giai
Chon A.
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Ta c6 O4=0B=+2 nén tam gidc OAB can tai O, do vai tro ngang nhau nén DE nho

2
g_ljj =1 suyra 0D = 104,08 =105

V2T 2

(0A+OB) suy ra toa do 1(£ £ OJ

nhét khi OD = OF . Ti s dién tich 2% = (
OAB

T do: E:%(O_D#ﬁ) 5

Vi du 38. Trong khong gian Oxyz, cho 4(2;1;3), mat phang (P):x+my+(2m+1)z—m-2=0,
m la tham s8 thuc. Goi H (a;b;c) 1a hinh chiéu vuéng goc cua diém A4 trén mit

phéng (P) . Khi khoang cach tir diém 4 dén (P) 16n nhat, tinh a+5.

A. 2. B. C. D.o.

1
-

ml o | W

Huwoéng dan

Chon C
X2 =yT‘1=i1. Ké AH, AK Ian luot
vuodng goc voi (P) va d, khi d6 4H < AK nén khoang cach AH 16n nhat bang AK.

Ta can xac dinh H (a;b;c) 1a hinh chiéu ctia A trén d, khi d6 a+b=3+3¢.

X+2y-z

Ghi bam CALC nhap 0=0=3== tadu’o’ct=—% nén a+b=%.

Vi du 39. Trong khong gian v6i hé toa d6 Oxyz, cho hai mat cau (S,),(S,) Tan luot co
phuong trinh 1a x>+ y* +2° —2x-2y-2z-22=0, x*+)° +2° —6x+4y+2z+5=0. Xét
cac mit phang (P) thay d6i nhung ludn tiép xtc véi ca hai mit cau da cho. Goi
M (a;b;c) 1a diém ma tat ca cac mp(P) di qua. Tinh tong S =a+b+c.

5 5 9 9

A S=—. B. §=—. C §S=—-. D. §=
2 2 2 2

Huwéng dan.
Cac mat cau: (S,)cod tam [ (LL1),R =5, (S,)co tam 1,(3;-2;-1),R,=3. Ta o
LI, =17 <R +R, nén (S8,),(S,) cat nhau. Cac mit phang (P) luén di qua diém M

13

thudc dwong thing 7,7, thoa man M, = gm; . Toa do M(6;—?,—4] . Chon C.

Vi du 40. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho hai diém A(1;2;7) , (;,%,g) Goi

(S ) la mat cau tam I di qua hai diém 4, B sao cho Ol nho nhat. M (a;b;c) 1a diém

thudc (S ), gia tri 1on nhat cua biéu thic T'=2a—-b+2c¢ la
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A. 7. B. 18. C. 156. D. 6.
Huwéng dan.
Chon B
25+100+169
\ 12 2436 T4
Phuong trinh trung triec ctia BA la (P) : 7x + 7 v+ 72 = > =24.

Hay rtt gon thanh (P):x+2y+3z-14=0. Vi Ol nho nhat nén I 1a hinh chiéu cua
O trén (P), & day dé tim duoc 1(1;2;3). Suy ra R=14=4.

Tirdo 7=6+2(a=1)-(b-2)+2(c=3) <6+ 9 (a=1) +(6-2) +(e=3) ] =18,
Vi du 41. [Chuyen Lé Quy Don Quang Tri] Trong khong gian vdi hé toa dd Oxyz, cho mat

cAu (S):(x—1)2+(y+1)2+22=%, mat phang (P):x+y+z+1=0 va duong thang

A:%:%:? biém M thudc dwong tron giao tuyén cua (P) va (). Gia tri 16n nhat
ctia d(M:A) la
A. % B. 22. C. V2. D. %

Huwéng dan.

Mt cau c6 tam 7(1;-1;0), R? :% .Ha IH vudng gbc véi (P), IH =d(1,(P))= %

Béan kinh dudng tron giao tuyén la: r=vR*> - IH’ = /%—% = g
Duong thing A vudng géc véi (P) vacit (P) tai K; d([,A)=HK = J2=2r.

32

Khi d6 maxd (M,A)=3r == Chon A.

Vi du 42. Trong khong gian hé truc toa d§ Oxyz, cho 2 duong théng d: x2—1 =Y ;rl _Z ; 2
va a":xTJr1 :%: Z_l. Viét phureong trinh mit phang (a) chtta d va (a) tao voi
d' mot goc 16n nhat la
A.x—z+1=0. B.x-4y+z-7=0.
C5x-2y—-4z+1=0. D.3x-2y-2z-1=0.
Hudng dan giai.
Chon B.

Cach 1. Trac nghiém Casio.

Ta kiém duoc cac mit phéng déu chita d (c6 u,.n, =0 va di qua diém (1;-1;2)). Tinh

. ( |[4+2B+C]|
n
J6A 4>+ B +C?
Cach 2. Khtr dan an.

J CALC nhap vtpt trong dap an, max ¢ ~35,26°.
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Gia st vtpt a=(a;b;c) vubng goc u, nén 2a+b+2c=0=b=-2a—-2c.Ta co:

. |a+2b+c| 3|a+c|
sing = ‘cos(ud,,na) =

- \/g.\/az +b*+ 2 - x/g.\/Saz +8ac+5¢*

Do vai tro ngang nhau, khi a = ¢ thi max(sing)= \E :

,voi a’+ct #0 .

Chon ¢ =1,a =1,b =—4 va phuong trinh (a) :x—4y+z—-7=0.Chon B.
Nhan xét.
Trong cach 2, ta khit dan an tit a,b,c vé con hai dn a,c; Tong quat: phai xét
treong hop a=0Ua=0 roi chia ca tit va mau cho o dé dua vé mot an ¢=<, tiép
a

theo la khao sat ham so bién ¢. Sau day la cach 3 sit dung mot an.
Cach 3. Khao sat.

Goi A(a—1;2a;a+1)=d'n(a), diém M (;-1;2)ed — MA =(a—-22a+La-1).
= n, =| MA,u, |=(3a+32-3a-4).

Khi d6 sing = ‘cos(ﬁ;,tz;) = 23 - 16n nhat néu Parabol nhé
J6.(3a+3) +4+(3a+4)
nhat: P=18a> +42a+29, tai a = —ﬂ = —Z.
36 6

Vay E = —%(1;—4;1) va phuong trinh (a) x—4y+z=T7.
Cach 4. Vé yéu to phu.
Qua M ed vé duong thing A//d', 18y diém Be A vaké BH 1 (a),BK Ld.

Ta co sing = BH < ﬁ, dau bang c6 khi BH = BK .
BM  BM

o)

Goi (P) la mp(A,d), tacéd Zzé[;l,sz}z(—l;O;l). Ta cé (a) J_(P),d c(a) nen:

—_

n :[u:,ﬁ;]:(l;—%l), phuwong trinh (a):x—4y+z =7.

a

Vi du 43. [KTNLGV THPT Ly Thai T6] Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz, cho duong
th:fmg d:£=—y+1 = 2=z
1 2 1

phing (Q):2x-y—2z-2=0 mdt goc c6 s§ do nho nhat. Diém 4(1;2;3) cach mit

. Goi (P) la mit phing chita duong thang d va tao véi mit

phéng (P) mot khoang bang:
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A 3. B 3 c Wi p. 43

3 11 3
Huwéng dan.
Gia st (P)ﬁ(Q) =A, trong mat phéng (P) thi d "A=M . Trén d 14y diém B va ha

BH,BK vudng gbc véi (Q) va A.Khi dé BKH = ¢ 1a gbc gitta (P) va (Q).

BH _ BH — —
Tacé sinp=——>——  daubing cdkhi K =M .Khidd A Ld nén u, = [ud,ng].
BK BM

Tinh dwoc u, :(3;0;3) hoac chon a:(l;o;l) Suy ra n, = [ud,uA] (,1;-1) do do
phuong trinh (P):x+y—-z+3=0.Vay d(4,(P))= 3. Chon A.
Vi du 44. [Chuyén Nguyén Trai-Hai Duongl Duong thang A di qua diém M (311), nam

x=1
trong mit phang (a):x+y-z-3=0 va tao v6i duong thang d:< y=4+3t mot goc

z=-3-2t
nho nhat thi phuong trinh cua A la
xX= x=8+5¢ x=1+2¢ x=1+5¢
A Jy=—t. B. {y=-3-4¢. C.iy=1-t" . D. < y=1-4¢".
z=2t z=2+t¢' z=3-2¢ z=3+21

Huodng dan.
Giastt d N(a)=4, trén d 18y diém B vaha BH vudng gdc véi (a) va BK L K4 sao

cho duong thang AK //A.Khi d6 BAK = @ la goc gitta A va d.
B

N
/_,___._._-’—-'HIL’L.

Ta cé sm(p—a>a d&u bang c6 khi K =H . Khi d6 u, = AH . Ta c6 dudng

thang AH 1a giao tuyén cta (P) chtta d va vudng goc ().

np=|ug,n, |=(1:2;3) nén u, = n,,n, |=(5~41). Chon B.

Vi du 45. [Chu Van An - Ha No6i] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(2;1;—2), B(S;l;l)
vamit cau (S):x’+ ) +2° +6y+12z+9=0. Xét duwong thang d di qua 4 va tiép xic
véi (S) sao cho khoang cach tir B dén d nhé nhat. Phuong trinh ctia duong thang
d la
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x=2 x=2 x=242t x=2+t
A.jy=1+¢t . B.<y=1-4¢. C.iy=1-2¢. D.<y=1+4¢.

z=-2+2t z=-2+t z=-2+t z=-2—t

Hudng dan.

Mit cau c6 tam 1(0;—3;—6), ban kinh R=6. Ta lai c6 E=(2;4;4):>IA=6. Khi d6 4
la tiép diém va d nam trong tiép dién cia mat cau tai 4. Phuwong trinh tiép dién l1a
(P):x+2y+2z=0.
Ha BH 1 (P),BK L d thi BK >BH do dé d can tim la duong thing AH .

_X+2y+2z

Ghi CALCnhap 5=1=1== STO M,

ghiM+x-2:2M+y—1:2M+z+2 bam===suy ra AH =(2;-2;1). Chon C.

2. Bai tap kiém tra.
Cau 25. [So GD Ha N¢i| Cho hai diém 4,B c6 dinh trong khong gian ¢6 d¢ dai 4B 1a 4.
Biét rang tap hop cac di€ém M trong khong gian sao cho MA=3MB la mot mit cau.

Ban kinh mat cau d6 bang

A. 3. B.g. C. 1. Q.é.
2 2

Cau 26. Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1;1;2), mat phéang (P):(m-1)x+y+mz—-1=0,
v6i m 1a tham s6. Biét khoang cach tir diém 4 dén mit phing (P) 16n nhat. Ménh dé
nao dudi day dung?

A.2<m<6. B. m>6. C. 2<m<2. D. -6<m<?2.

Cau 27. [THTT SO 4-487] Trong hé toa do Oxyz, cho diém 4(1;2;-3) va mat phang
(P):2x+2y—z+9=0.Duodng thing d di qua 4 va cd vecto chi phuong i = (3;4;-4)
cdt (P) tai B. Diém M thay d6i trong (P) sao cho M luén nhin doan 4B dudi géc
90°. Khi d6 dai MB 16n nhat, duong thang MB di qua diém nao trong cac diém sau?
A. H(-2;-1;3). B. 1(-1;-2;3). C. K(3;0;15). D. J(-327).

Cau 28. Trong khong gian Oxyz, cho diém A4(1;2;-3), mit phang (P):2x+2y—z+9=0 va
duong thang A: xTH = % = Z_+42

(P) tai B. Diém M di dong trén (P) sao cho tam giac AMB ludn vudng tai M. Do dai

. Puong thang d di qua A, song song véi A va cat

doan MB c6 gid tri 1én nhat bang

A. 5. B. 3. C. 1845 D. 174/3.

Cau 29. [S6 GD Bic Giang] Cho x,y,z,a,b,c la cac sO thuc thay d6i théa maéan
(x+1)2+(y+1)2+(z—2)2:1 va a+b+c=3. Tim giad tri nho nhat cta biu thic

Pz(x—a)2 +(y—b)2 +(z—c)2.
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A 3-1 B. 3+1. C. 4-23. D. 4+243.

Cau 30. Trong khong gian Oxyz, cho (§):(x+3) +(y-2) +(z-5) =36, diém M (2;-2;3).
Goi A la duong thang di dong luon di qua M va tiép xtic véi mit cau (S) tai V.
Tiep diéem N di dong trén duong tron (T) co tam J (a,b,c). Tinh gia tri
P=2a-5b+10c la
A. 45. B. 42. C. 45. D. -50.

Cau 31. [M¢ Ditc - Quang Ngai] Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho bon diém 4(0;-1;2),
B(2;-3;0), C(-2:1;1), D(0;-1;3). Goi (L) la tap hop tat ca cac diém M trong khong
gian théa man dang thitc MAMB=MC.MD=1. Biét rang (L) la mdt dudng tron,

duong tron d6 cé ban kinh » bang bao nhiéu?

i X & 5

A r=——. B.r=—. C.r=—. D.r=—.
2 2 2
Cau 32. [SGD Ha Tinh] Trong khong gian véi hé truc toa d6 Oxyz, cho mat phang
(P):x+y-z-3=0 vahai diém A(L;1;1), B(-3;-3;-3). Mit cau () di qua hai diém
A, B va tiép xtic v6i (P) tai di€ém C. Biét rang C ludn thudc mot duong tron cd dinh.

Tinh ban kinh ctia duong tron dé

2f TN

D. R=
3

Cau 33. Trong khong gian véi hé toa d0 Oxyz, cho hai mit phang (P):x—y+z+3=0,

A. R=4. B. R=6. C.R=—"F

(Q):x+2y—-2z-5=0 va miat cau (S):x’+)’+z°—2x+4y—-6z-11=0. Goi M la
diém di dong trén (S) va N la diém di dong trén (P) sao cho MN ludn vudng goc
vé6i (Q). Gia tri 1on nhét cia do dai doan thing MN béng
A 9+5V3. B. 28. C. 14. D. 3+5V3.

Cau 34. Trong khong gian Oxyz, cho diém M (; \/2_, j va mdt cau (S):x’+y° +z7 =8.
Duong thing d thay d6i, di qua diém M, cit mat cau (S) tai hai diém phan biét
A, B. Tinh dién tich 16n nhat S cda tam gidc OA4B.
A.S=47. B. S=4. C.S=247. D. §=2V2.

Cau 35. Trong khong gian Oxyz, cho diém 4(0;1;-2), mit phang (P):x+y+z+1=0 va mit
cau (8):x*+y* +z° -2x-4y-7=0. Goi A la duong thang di qua 4 ndm trong mat
phing (P) va cat mit cau (S) tai hai diém B, C sao cho tam gidc IBC c6 dién tich

16n nhat voi I 1a tdm ctia mét cau (S). Phuong trinh cta A la

x=t x=t x=t x=t
A A:sy=1 . B.A:qy=1-¢. C.A:qy=1+¢. D. A:{y=1
z=-2+t z=-2 z=-2 z=-2—t
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Cau 36. Trong khong gian hé toa do Oxyz, cho hai diém 4(L;1;1), B(2;2;2) va mét cau
(8):x*+y* +2° —2x—2y+4z-10=0. Goi (P) la mit phing di qua 4,B va cit (S)
theo mot thiét dién 1a duong tron (C). Puong thing AB cit (C) tai hai diém E,F.
Diém M thudc duong tron (C) sao cho tam gidc MEF can tai M, MH la dudng cao
ung véi canh EF . Khi (C) c6 dién tich nho nhét thi phwong trinh ctia MH 1a

x=1+¢ x=1-t¢ x=-1-t¢ x=1+t¢
AL Aqy=1 . B. Aiy=1+t. C.A:Jy=1+¢ . D. A:3y=1
z=1-t z=1 z=0 z=2—t

Cau 37. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho mit cau (S):(x—1)*+(y+2)* +(z-3)* =27.
Goi () la mit phing di qua hai diém 4(0;0;-4), B(2;0;0) va cét (S) theo giao tuyén
la dwong tron (C) sao cho khoi nén cé dinh la tam cua (S) va day la duong tron (C)
c6 thé tich 16n nhat. Biét rang (a):ax+by—z+c=0.Tinh P=a—b+c
A. P=8. B. P=0. C. P=2. D. P=—4.

Cau 38. [Chuyén Lam Son-Thanh Héal Trong khong gian Oxyz, cho cac diém A(1;0;2),
B(—l;2;2) va mat cau (S):(x—l)2 +(y—2)2 +(z—3)2 =16. Goi (P) la mat phéng di
qua hai diém A4, B sao cho thiét dién ctia (P) véi mét cau (S) c6 dién tich nho nhéat.
Khi viét phuong trinh (P) dudi dang (P):ax+by+cz+3=0.Tinh T=a+b+c.

A. 3. B. -3. C.o0. D. 2.

Cau 39. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S):x*+y> +z> =9, diém M(1;1;2) va mit
phang (P):x+y+z—-4=0.Goi A la duong thing di qua diém M, nam trong mit
phéang (P) va cat mit cau (S) tai hai diém A, B sao cho dd dai doan thang AB nhé
nhat. Biét rang A co mot vecto chi phuong u=(l;a;b). Tinh gia tri cua bi€u thtic
T=a+b.

A.T=0 B.T=-1 C.T=1 D.T=-2.
Cau 40. [SGD Quang Nam] Trong khong gian Oxyz, cho mat phéng (P) x+y—-4z=0,

duong thang d:xz_1=y411=2_3

thang di qua 4, nam trong mit phing (P) va cach duong thang d mot khoang cach

va diém A(1;3;1) thudc (P). Goi A la duong

1én nhat. Goi u = (a; b; 1) 1a mdt véc to chi phuong ctia dudng thang A. Tinh a+2b.
A.a+2b=-3. B.a+2b=0. C.a+2b=4. D.a+2b="17.

Cau 41. [Chuyén Hung Vwong - Gia Lai] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém
M (-2;-2;1), A(1;2;-3) va duodng thang d :XTH:yT_S:il. Tim mot vecto chi
phuong ii ctia duong thang A di qua M, vudng goc véi duong thang d dong thoi
cach diém 4 mot khoang bé nhat.

A. ﬁ=(2;2;—1). B. ﬁ=(1;7;—1). gﬁ=(1;0;2). D. ﬁ=(3;4;—4).
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Cau 42. Trong khong gian Oxyz, cho 2 diém A4(1;50);B(3;3;6) va d :% S =§. Goi C

la diém trén duong thang d sao cho dién tich tam gidc 4BC nho nhat. Khoang cach
gitta 2 diém 4 va C la
A.29. B. 33. C.\29. D. 7.

Cau 43. [THPT Luc Ngan-Bic Giang] Trong khong gian Oxyz, cho A(2;0;0), M (L;1;1). Mat
phéng (P) thay ddi qua AM cét cac tia Oy, Oz lan luot tai B, C. Khi mit phang
(P) thay déi thi dién tich tam gidc ABC dat gia tri nho nhat bang bao nhiéu?

A. 56 B. 3v6. C. 46. D. 2.6

x=1+2¢
Cau 44. Trong khong gian Oxyz, cho diém A4(2;1;1) va dwong thang d:{y=¢ . Tim
z==-2—t

phuong trinh mit phing («) chita duong thang d va cdch A mot khoang 16n nhat.

A. (a):x+y+3z+5=0. B. (a):4x-7y+z=0.
C.(a):6x+6y+18z+5=0. D. (a):—4x+7y+z=0.

Cau 45. Trong khong gian Oxyz, 1ap phuong trinh duong thang A song song véi mat phang
(P):x+y+z-7=0 va «cat hai duong thing a’lzx—_lzlzz-i_2 va

2 1 -l
x-1_y+2 z-2

d,: " 3 5 Tan luot tai hai diém 4, B sao cho 4B ngan nhat.
xX=6-t x=6 x=6-2t
x=12-1¢ 5 5 5
A.ly=5 B.iy== . Ciy==—t . D.iy=—+t .
y_ DY 5 Y > Y 5
z=-9+¢ 9 9
z=——+t z=——+1 z=——+t
2 2 2
Cau 46. Trong khong gian voi hé toa do Oxyz, cho d, :XT_IZ%Z Zl_l; d,: x_l :gz Zzl ;
x+1 y-2 z+3 . 2 A e Y Coa s &
dy: = = . Puong thang d vudng goc vdi d,, cat hai duong thang d,,d,

2 1
theo mot doan AB. Poan théng AB c6 d0 dai nho nhat 13?

A 243, B. 10 C. 3. D. 210 .
x=2+t
x=2 y-2 z-2

Cau 47. Trong hé toa do Oxyz, cho duong théng d:yy=2+t ,d, 3 .

z=—1-2¢

va

diém N(4;4;1). Goi d la duong thing vudng géc chung ctia d, va d,, diém M (a;b;c)
thudc o . Khi d6 dai MN ngan nhat thi a+b+c bang?
A.S. B. 6. C. 4. D. 9.
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Cau 48. Trong khong gian voi hé toa dd Oxyz, goi duong thang d di qua diém A4(1;-1;2),

song song Vv6i (P):2x-y-z+3=0, dong thoi tao véi duong thang

+1 _1 A, \ \ M A
A: XT :y—2 :g mot géc nhd nhat. Phurong trinh dwong thang ¢ 1a
&x—l:y+1:z—2'B.x—1:y+1:z+2. C-x—l:y+1:z—2.D-x—1:y+1:£.
1 -5 7 4 -5 7 4 5 7 1 -5 7
Cau 49. Trong khong gian Oxyz, goi d di qua A(-1;0;-1), cit A,: x2—1 = y;2 = Z+12, sao
. . x=3 y-=-2 z+3 , ~ . . 2 \
cho goc gitrta d va A, : = == nho nhat. Phuong trinh duong thang d 1a
A x+1:Z:Z+1. B. x+l:Z:z+l. gx+1:l:z+1. D. x+1:Z:Z+1.
2 2 -1 4 5 2 4 -5 =2 2 2 1
N N . . 2 x=3 y z+1 _., \ v
Cau 50. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang A: 373 . Viét phuong trinh mat

x+3 y-1 z+2
1
A.19x-17y-20z-77=0. B. 19x-17y-20z+34=0.

C.31x-8y—-5z+91=0. D. 31x-8y—-5z-98=0.

mot goc 16n nhat?

phang (P) chita A sao cho (P) tao véi d:

Cau 51. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang A:XT_I:%:ZT

(P):2x—y+2z-1=0. Viét phrong trinh mit phing (Q) chtra A sao cho (Q) tao véi

va mit phang

(P) géc nho nhat.

A.2x—y+2z+1=0. B. 10x-7y+13z+3=0.

C.2x+y-z=0. D. —x+6y+4z+5=0.
A A . e 1A N \ 2 x y+l 2-z .
Cau 52. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho duong thang d:T=—2= 1 . Goi (P)

la mit phang chita duong thdng d va tao v6i mit phang (Q):2x—y—2z-2=0 mot
g6c c6 s8 do nho nhét. Diém 4(1;2;3) cach mit phang (P) mot khoang bang:
A3 B. /6. C. 243, D. 2.2.

Cau 53. Trong khong gian hé toa d6 Oxyz, cho hai diém A4(3;4;1), B(7;—4;-3) va mit phang
(P):x+y—z+2=0.Diém M (a;b;c),(a>2) di ddng trén (P) sao cho MAB vudng tai
M . Khi tam gidc MAB c6 dién tich nhé nhat thi tong a +2b + 3¢ bang
A. 2. B. -4. C. -2. D. 4.

Cau 54. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém 4(2;0;0), B(0;4;0), C(0;0;6). Diém M thay
d6i trén mit phing (ABC) va N la diém trén tia OM sao cho OM.ON =12. Biét rang
khi M thay do6i, diém N ludn thuéc mot mat cau ¢d dinh. Tinh ban kinh cua mat cau
do.

7 5
A B. 342, C. 243. D. .

GV: Pham Tuin Sinh 33



Cau 55. [Chuyén DHSP Ha Noi] Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1;2;4) va hai diém M,

B théa man MAMA+MBMB=0. Gia st diém M thay d6i trén duong thang
x+3 y-1 z+4

.Khi d6 diém B thay ddi trén duong thang c6 phuong trinh 1a

2 2
&x+7:X:z+l2. B.x—lzy—2zz—4.
2 2 1 2 2 1
x_y_z D.x—5:y—3:z—12.
2 2 1 2 2 1

Cau 56. [Han Thuyén - Bac Ninh] Trong khong gian Oxyz, cho diém A4(2;2;0),B(2;0,-2) va
mat phang (P):x+2y—-z-1=0. Goi M(a;b;c) la diém thudc mat phing (P) sao cho
MA=MB va gbc AMB c6 s6 do 16n nhat. Khi d6 gia tri a+4b+c bing
A.1. B. 2. C.0. D. 3.

x=14+3a+at

Cau 57. [Dang Thuc Hira — Nghé An] Trong khong gian Oxyz, cho A:qy=-2+¢

z=2+3a+((1+a)

Biét rang khi @ thay d6i ludn ton tai mot mat ciu c§ dinh qua diém M (L1;1) va tiép
xtc véi duong thang A . Tim ban kinh mat cau do.
A. 543, B.4+/3. C.743. D. 3V5.

Cau 58. Trong khéng gian Oxyz, cho mat cau (8):(x—1)"+(y-2)’ +(z-3)" =4 va duong

x=1+¢
thang d:{y=-mt (teR), m 1a tham s6 thwc. Cac mit phing (P), (P') chta
z=(m-1)

duong thang d va tiép xtc véi mat cau (S) tai 7,7"'. Khi m thay d6i thi d6 dai 77"

nho nhat 1a

A IS B, W13 c M3 p. M3
3 3 5 4
Cau 59. [S6 GD Bac Liéu] Trong khong gian Oxyz, cho mét cau (S) c6 tam /(1;2;3) va co
x=1+t
ban kinh r=2. Xét duong thang d:1y=-mt (teR), m la tham s6 thuc. Gia st
z=(m-1)t

(P),(Q) la mat phang chita d va tiép xtc véi (S) Tan luot tai M,N. Khi d6 doan
MN ngan nhét, hay tinh khoang cach tir diém B(1;0;4) dén dwong thang d .

A, B % | C 4237 4273

. D. .
21 21

Cau 60. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mét cau (S):(x—l)2 +y° +(z+2)2 =4 va

x=2-t
duong thang d:{y=1 .Goi T la tap tat ca cac gid tri ctia m d€ d cat () tai hai
z=m—1+t
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diém phan biét 4, B sao cho céc ti€p dién cta (S) tai 4 va B tao vdi nhau goc lon
nhét. Tinh tdng cac phan t ctia tap hop 7.
A. 3. B. 3. C.-5. D. 4.
A < . A . \ 2 x y—1 z+I
Cau 61. [SGD Bac Ninh] Trong khong gian Oxyz, cho dwong thang d =T v
diém A(L;1;1). Hai diém B, C di dong trén duong thang d sao cho mit phang

(04B) vudng géc véi mat phang (0AC).Goi diém B’ 1a hinh chidu vudng géc cta
diém B lén duong thang AC . Biét rang quy tich cac diém B' la dwong tron ¢S dinh,
tinh ban kinh » dwong tron nay.

J&0 3 70 3
=

A r=——. B. r C.r=——-m1. D. r= .
10 10 10

Cau 62. Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phang (a):x-my+z+6m+3=0 va
(B):mx+y—mz+3m—8=0 (v6i m 1a tham s thiec); hai mit phing nay cat nhau theo
giao tuyén la duong thang A. Goi A’ 1a hinh chiéu ctia A 1én mat phang Oxy. Biét
rang khi m thay d6i thi duwong thang A’ ludn tiép xtic véi mot mat cau cd dinh c6
tdm I (a;b;c) thudc mit phang Oxy . Tinh gia tri biéu thic P =10a" -5 +3c’.

A. P=56. B. P=9. C. P=41. D. P=73.

Cau 63. Trong khong gian Oxyz, cho (P):(1+m)x+(1-m)y—(1+3m)z—(2-8m)=0, diém
A(—4;-2;7). Biét tap hop cac hinh chiéu ctia A 1én mit phing (P) 1a mot duong
tron. Puong kinh 16n nhét ctia duong tron d6 bang:

A. 35, B. 37. C. 7V3. D. 5\3.
Cau 64. [Dé thi thir VTED] Trong khong gian Oxyz, xét s8 thuc m e (0;1) va hai mit phang

(a):2x—y+2z+10=0 va (B):£+%+%:1. Biét rang khi m thay d8i c6 hai mat
m 1-m

cau cd dinh tiép xtc dong thoi véi ca hai mit phang (a),(B). Téng ban kinh ctia hai

mat cau do6 bang

A. 6. B. 3. C. 9. D. 12.

3. Hwéng dan bai tap kiém tra.
Cau 25. [So GD Ha N¢i| Cho hai diém 4,B c6 dinh trong khong gian ¢6 d¢ dai 4B 1a 4.
Biét rang tap hop cac diém M trong khong gian sao cho MA =3MB la mot mét cau.

Ban kinh mit cau d6 bang
A. 3. B. 2. C. 1. D. 3.
2 2
Hudng dan giai.

Goi I 1a diém théa man ﬂ=9ﬁc9ﬁ—ﬁ:6:m=éw= IA =

N | o

1
2’
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Tt MA=3MB ta cod: MI* + 14>+ 2. MI.IA = 9(MJ2 +IB* + 2.@.@) .

SMI* = 14> —9IB> = MI* = % = MI = % Vay ban kinh mét cau bang % . Chon D.

Cau 26. Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1;1;2), mat phéang (P):(m-1)x+y+mz-1=0,
v6i m 1a tham s6. Biét khoang céch tir diém 4 dén mit phang (P) 16n nhat. Ménh deé
nao dudi day dung?

A.2<m<6. B. m>6. C. 2<m<2. D. -6<m<?2.
Huéng dan giai.
Cach 1. Khao sat.
|3m - 1|

\/(m—l)z+l+m2 .
N

maxd(A,(P)):Tz2,16025 khi m=5. Chon A.

Vao MENU 8 khao sat ham s, ta co

Ta ¢ d(4,(P))=

Cach 2. Quy tich - Vi tri twong d6i.
x=t
Ta c6 (P) ludn chita duong thing d:{y=1+¢ c8 dinh. Ké AH,AK lan luot vudng
z=—1
gbéc véi (P) va d thitacd AH < AK, do do maxa’(A,(P)) = AK , khi @6 AK 1a mot
véc to phap tuyén caa (P).
Ghi % CALC nhgp 1=0=2== STO M, bdm AC ghi M —1:M:—M -2 bdm

= = = ta dwoc ﬁ=%1(4;1;5),suyra m4—1 =%=%:>m=5. Chon A.

Cau 27. [THTT S6 4-487] Trong hé toa d0 Oxyz, cho di€ém A(1;2;-3) va mat phéng
(P):2x+2y-z+9=0.Dudng thang d di qua 4 va cd vecto chi phuong i =(3;4;—4)
cdt (P) tai B.Diém M thay d6i trong (P) sao cho M luén nhin doan 4B dudi géc
90°. Khi &6 dai MB 16n nhat, dwong thang MB di qua diém nao trong cac diém sau?
A. H(-2;-1;3). B. I(-1;-2;3). C. K(3;0;15). D. J(-3;2;7).

Huéng dan giai.
Theo gia thiét thi M thudc mat cau duong kinh AB, tam I la trung diém AB. Goi H la
tam duong tron giao tuyén thi M thudc duwong tron tdm H, c6 B ¢ dinh nén MB 16n
nhat khi MB la duong kinh cua duwong tron tam H, hay M 1a hinh chiéu vuong goc
cta A trén (P). Ta can viét phwomh trinh duong thang BM.
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Vao MENU 912 nhap 2=2=1=&3=4=4= ta ¢6 n, =(—4;5;2) la vtpt ctia mp(Q)
chita A, B va vudng goc véi (P). Phuong trinh (Q):—4x+5y+2z=0. Tt cac phuong
trinh (P) va (Q), cho x=¢= y=-2,z=5+2¢, cling la phuong trinh ctia MB, va di qua
diém 7(-1;-2;3). Chon B.

Nhan xét.

Day la bai toan rat tot d€ ren luyén kién thic vé toa d khong gian Oxyz, doi
hoi day du vé diém - Duong thang - mat phang - mat cau - giao tuyén - hinh chiéu -
vudng goc - song song tic la kién thikc khd co ban va tong hop trong mot bai toan.
Ngoai ra khong kém phan triru twgng, do d6 ciing can doi hoi ky nang giai nhanh, c6
thé khong kho nhung giai thong thuong thi ton kha nhiéu thoi gian.

Cau 28. Trong khong gian Oxyz, cho diém A4(1;2;-3), mit phang (P):2x+2y—z+9=0 va
duong thang A:x—H:Z: Z2+2
3 4 4

(P) tai B. Diém M di dong trén (P) sao cho tam giac AMB ludn vudng tai M. Do dai

. Puong thang d di qua A, song song véi A va cat

doan MB c6 gid trj 1én nhat bang

A. 5. B. \3. C. 184/5. D. 174/3.
Hudng dan giai.

Diém M thudgc duong tron giao tuyén ctia (P) véi mat A

cau duong kinh AB nén MB cé gia tri 1én nhat bang

duong kinh cta duong tron giao tuyén, hay M la hinh h

chiéu vudng goc ctia A trén (P).

V1-cos’ & e M

cosa

Ta cdé BM =h.tana = h.

2x+2y— ~ , \
Ghi |x+y3—”9| CALC (nhép toa dd A)1=2=-3== Sto D. Bém “ stra thanh

|2x+2y—z|

3JxXP+y 4+ 2
DN1-E?
E

CALC (nhép toadd u)3=4=-4== Sto E.

Ghi = ta c6 két qua /5. Chon A.

Cau 29. [S6 GD Bic Giang] Cho x,y,z,a,b,c 1a cac s0 thuc thay do6i thoa man
(x+1) +(y+1) +(z-2)" =1 va a+b+c=3. Tim gid tri nho nhdt cia bifu thic
P:(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2.

A3l B. 3+1. C. 4-243. D. 4+24/3.
Huéng dan giai.
Cach 2. Quy tich - Vi tri twong d6i.
Trong khong gian Oxyz, xét M(x;y;z)e(S):(x+l)2+(y+1)2+(z—2)2=1 va diém

N(a;b;c)e(a):x+y+z-3=0.Khido P:(x—a)2 —i—(y—b)2 +(z—c)2 =NM".
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Goi 7(-1;-1;2) la tam mat cau, ta co d(l,(a)): V3>R=1, suy ra min MN =3 -1 va
do d6 minP=(3-1) =4-2/3. Chon C.

Cau 30. Trong khong gian Oxyz, cho (§):(x+3) +(y—2) +(z-5)" =36, diém M (2;-2;3).
Goi A la duong thang di dong ludn di qua M va tiép xtc véi mat cau (S) tai N.

Tiep diéfm N di dong trén duong tron (T) co tam J (a,b,c). Tinh giad tri

P=2a-5b+10c la
A. 45. B. 42. C. 45. D. -50.
Hudng dan giai.

Cach 1. Phuong phap véc to.

Goi 1(-3;2;5) la tim mat cau, ban kinh R=6. Ta c6 IN> =1J.IM , dat IJ =tIM thi
2 — 4 -6 1

_ R - :ﬁzi, suy ra IJ=—(5;—4;—2):>J(1;—6;—7)
IM® 45 5 5 5°5

Vay P=2a-5b+10c =42 . Chon B.

Cau 31. [M6 Dirc — Quang Ngai] Trong mat phang toa &6 Oxyz, cho bon diém A(0;-1;2),

B(2;-3;0), C(-2:1;1), D(0;-1;3). Goi (L) la tap hop tat ca cac diém M trong khong
gian théa man dang thitc MAMB=MC.MD=1. Biét rang (L) la mdt dudng tron,

duong tron d6 cé ban kinh r bang bao nhiéu?

i i 5 5

A r=—m0H1I B. r=—. C.r=—. D.r=—.
2 2
Huéng dan giai.
Goi 1 (1;—2;1) la trung diém AB, K (—1;0;2) la trung diém cua CD. Ta c6:
MAMB =1 Ml +IAIB =1 Ml =1+%AB2 & MI =2. Suy ra M thudc mit cau tam

Ibankinh R=2.
Twong tu M thudc mat cau tam K, ban kinh R'=2. Do dé M thudc duong tron giao

2
tuyén, ban kinh r = ,/Rz —(%) = ‘/4—% :g. Chon B.

Cau 32. [SGD Ha Tinh] Trong khong gian vdi hé truc toa do Oxyz, cho mat phéng
(P):x+y-z-3=0 vahai diém A4(1;1;1), B(-3;-3;-3). Mat cau () di qua hai diém
A, B va tiép xtic v6i (P) tai di€ém C. Biét rang C ludn thudéc mot duong tron cd dinh.

Tinh ban kinh ctia duong tron dé
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A. R=4. B. R=6. C.R:T. D. R=——.

Hudng dan giai.

D

C
Goi D 1a giao diém ctia duwong thang AB v4i mat phang (P), trong mat phang (ABC)
thi giao tuyén véi mat cau la mot duong tron. Ap dung tinh chat tiép tuyén va cat

tuyén ta c6: DC =~/ DA.DB = R khong d06i, nén C thudc duong tron tam D, ban kinh

Taco DB _dy _d(B.P) |6 ,  Da+ap . _ . 4B 43 _, q

DA d, d(4/P) |2 DA 2 2

Suyra R= 23.63/3 =6. Chon B.

Cau 33. Trong khong gian vdi hé toa d0 Oxyz, cho hai mat phéng (P):x— y+z+3=0,
(0):x+2y-2z-5=0 va mit cau (S):x’+)’+z°—2x+4y—-6z-11=0. Goi M la
diém di dong trén (S) va N la diém di dong trén (P) sao cho MN ludn vudng goc
voi (Q). Gia tri 16n nhét caa do dai doan thang MN bang
A. 9+5V3. B. 28. C. 14. D.3+5/3.

Hudéng dan giai.
M

(&1

/P/N/ H
)

Mt cau (S) c6 tam I(1;-2;3), ban kinh R=5; d(1,(P))=3v3>R. MN c6 vtcp
u =n,=(1;2;-2) khong ddi, n, =(1;-11). Goi H 1a hinh chiéu ciia M trén (P).

Dt NMH =a, tacéd MN =2 nén MN < MH, = R+ IH =5+33.

sin

Ta co sina =‘cos(;,7z)‘ =L. Vay MN,, . =(5+3\/§)\/§=9+5\/§. Chon A.

3
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Cau 34. Trong khong gian Oxyz, cho diém M(E’T’OJ va mat cau (§):x’+)*+z° =8.

Duong thang d thay ddi, di qua diém M, cat mit cau (S) tai hai di€ém phan biét
A, B. Tinh dién tich 16n nhat S cta tam giac OA4B.
A 5=47. B.S=4. C. §=2V7. D. §=2V2.

Huéng dan giai.

A ‘:L N
Goi H la trung diém AB, gia st M thu¢c doan HB, thi S,,, =OH.4AH . Ma OH <OM
va AH < AM , suy ra: S, =OM.AM =15/R>~OM? =7 . Chon A.
Cau 35. Trong khong gian Oxyz, cho diém A(0;1;-2), mat phang (P):x+y+z+1=0 va mat
cau (8):x*+y* +2z°-2x-4y-7=0. Goi A la duong thang di qua 4 ndm trong mat
phang (P) va cit mit cau (S) tai hai di€m B, C sao cho tam gidc /BC c6 dién tich

16n nhat véi 1 1a tm ctia mét cau (S). Phuong trinh ctia A 1a

x=t x=t x=t x=t
A A:qy=1 B. A:sy=1-¢. C.A:qy=1+¢. D. A:{y=1
z=—2+t z=-2 z==-2 z=-2—t

Huéng dan giai.
Nhan xét diém A nam bén trong mat ciu, giao tuyén ctia (P) va (S) 1a mot duong tron
tam H ban kinh r khong d6i. Goi K 1a trung diém cua BC thi:
S,y =BK.IK = BKA/TH? + HK* . Ta ¢ BK < BA va HK < HA, suy ra

S =BANIH* + HA* < K=A= A L HA.Toa d6 1(1;2;0).

B\WC

+y+z+1 ,
_rryrET] CALCnhap 1=2=0==StoM,bam M +x:M+y: M +z===

Ghi

Ta duoc H(O;l;—l) = HA= (0;0;—1) suy ra LTA = [Z,ﬂ] = (1;—1;0). Chon B.
Cau 36. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho hai diém 4(L;1;1), B(2;2;2) va mat cau
(8):x*+y*+2° =2x—2y+4z-10=0. Goi (P) la mit phing di qua 4,B va cat (S)

theo mot thiét dién 1a duong tron (C). Puong thing 4B cat (C) tai hai diém E,F .
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Cau 37.

Diém M thudc duong tron (C) sao cho tam gidc MEF can tai M, MH la dudng cao
ung véi canh EF . Khi (C) c6 dién tich nho nhét thi phwong trinh ctia MH 1a

x=1+¢ x=1-¢ x=-1—¢ x=1+¢
A Aqy=1 . B. Aiiy=1+t. C.A:qy=1+1 . D. A:y=1
z=1—t z=1 z=0 z=2—t

Hudéng dan giai.
Nhan xét di€ém A nam trong mat cau, diém B nam ngoai mat cau. Diém M la trung
diém cung EF. Goi K 1a tam duong tron (C) thi KM cat EF tai H, ta can viét phuong
trinh KM.

Khi hinh tron (C) c6 dién tich nho nhat thi ban kinh KE nhé nhat, khi ¢6 mit phang

(P) cach xa tam I nhat. Ma IK <IH nénta co K = H suy ra IH 1a vtpt ctia mp(P).

X+y+z

Ta c6 I(1;1;-2), AB=(1L;1;1). Ghi CALCnhap 0=0=-3= Sto M

BAm 1+ M :1+M:1+ M ===ta co H(O;O;O) suy ra ﬁ=(—1;—1;2).
Ta lai 6 u, =| AB,IH | nén u, =(~1:1;0). Chon C (vi cho t=-1 ta c6 diém H).

Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mat cau (S): (x=1)’+(y+2)° +(z=3)* =27.
Goi («) la mat phang di qua hai diém 4(0;0;—4), B(2;0;0) va cat (S) theo giao tuyén
la duong tron (C) sao cho khdi non cé dinh la tam cta (S) va day la duong tron (C)
c6 thé tich 16n nhat. Biét rang (a):ax+by—z+c=0.Tinh P=a—b+c
A. P=8. B. P=0. C.pP=2. D. P=—4.

Hudng dan giai.
Goi H la tam duong tron (C) ban kinh 7, I la tam madt cau ban kinh R. Dat IH = h.

Tacod r* =R’ —h* vathé tichkhdinén dinh I1a V = %hﬂ'l"z = %ﬁh(R2 —h?).

3
2R3 _ o R

N
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Mit phang (a):ax+by—z+c=0 di qua hai diém A, B nén ta cé:

44¢c=0 =—4 2b+5
e = ¢ < (a):2x+by-z-4=0,do do h=d(1,(a)):u:3:>b=2
2a+c=0 a=2 5+ b2

Vay P=a—-b+c=-4. Chon D.

Ciu 38. [Chuyén Lam Son-Thanh Héa] Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mat cau
(8):(x=1)" +(y—2) +(z-3) =16 va cac diém 4(1;0;2), B(-1;2;2). Goi (P) la mit
phéng di qua hai diém 4, B sao cho thiét dién caa (P) véi mit cau (S) cé dién tich
nho nhat. Khi viét phuong trinh (P) dwdi dang (P):ax+by+cz+3=0. Tinh
T'=a+b+c.

A. 3. B. 3. C.o. D. -2.

Huéng dan giai.
Goi I 1a tdm mat cau, H 1a tam duwong tron giao tuyén va la hinh chiéu caa I trén (P),
ké IK vudng goc voi AB. Buong tron ¢ ban kinh nhé nhat khi (P) cach xa I nhat, ma
IH < IK .Vay ta phai c6 H =K va (P) c6 mot vipt IK .

x—1)-2y+0(z-2)
8

ghi 1+2M —1:-2M -2 :2+0M —3 bdm = = = ta c6 toa dd véc to IK =(-1;~1;~1)

2
Ghi ( CALC (nhap toa doI) 1=2=3= STOM

=(P):—x—y—-z+3=0=>a+b+c=-3. Chon B.

Cau 39. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S):x*+y? +z° =9, diém M(1;1;2) va mit
phang (P):x+y+z-4=0.Goi A la duong thang di qua diém M, nam trong mat
phang (P) va cat mat cau (S) tai hai di€ém A, B sao cho d6 dai doan thang AB nho
nhat. Biét ring Acé mot vecto chi phuong u = (L;a;b). Tinh gid tri ctia bieu thic
T=a+b.

A.T=0 B.T=-1 C.T=1 D.T=-2.

Huéng dan giai.
D& AB nho nhat thi AB cach xa tam O nhat, goi H 1a trung diém AB thi OH <OM , do
dé tacan cé AB L OM ,suy ra u, = [O—M,Z] =(1,-1;,0). Vay T =a+b=—1. Chon B.

Cau 40. [SGD Quang Nam] Trong khong gian vdéi hé toa d0 Oxyz, cho mat phéng
x-1 y+1 z-
==
phing (P). Goi A la duong thang di qua 4, nam trong mit phang (P) va cach

(P):x+y—4z=0, duong thing d: 3 va diém A(1;3;1) thudc mat

duong thing d mot khoang cach 1én nhat. Goi u = (a; b; 1) la mdt véc to chi phuong

ctia duong thang A. Tinh a+2b.

A.a+2b=-3. B. a+2b=0. C.a+2b=4. D.a+2b=7.
Hudng dan giai

Gia st MN la doan vuong goc chung ctia A va d. Tacd MN <MA do d6 MA la doan

vudng goc chung can tim. Trong d6 M 1a hinh chiéu ctia A trén d .
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: 2x—y+z

Gh CALCnhdp 0=4=-2==STO M bam AC

Ghi 2M +1—1:—M —1—-3: M 4+3—1=== ta duoc m:(—2;—3;1).
Vao MENU 91 2 nhdp dong dau 1=1=4= donghai —2=-3=—-1=
ta co ;t:(ll; -7, 1) nén a+2b=-3.Chon A.

Cau 41. [Chuyén Hung Vwong - Gia Lai] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém

Cau 42.

Cau 43.

M (-2;-2;1), A(1;2;-3) va duodng thang d :xTle:yT—S =il. Tim mot vecto chi

phuong i cta duong thang A di qua M, vudng goc véi duong thang d dong thoi

cach diém 4 mot khoang bé nhat.

A. i =(2;2;-1). B. i =(1;7;-1). C. i=(10;2). D. ii =(3;4;-4).
Huoéng dan giai

Duong thang A nam trong mp(P) di qua M va vuong goéc véi duong thang d.

Phuong trinh (P):2x+2y—z+9=0.

Ké AK 1 A,AH 1 (P)= AK > AH do d6 yéu cau bai todntacd A di M va H.

Ghi ~ 227279 pap1—2—_3—— STOM
bdm AC ghi 2M +x+2:2M +y+2:—M +z—1=== ta dugc (—1;0;—2). Chon C.

. . 1 -1 )
Trong khong gian Oxyz, cho 2 diém 4(1;5;0);B(3;3;6) va d:%:y—lzg. Goi C

la diém trén duong thang d sao cho dién tich tam gidc 4BC nhé nhat. Khoang cach
gitta 2 diém 4 va C la
A.29. B. 33. C.\29. D. 7.
Huéng dan giai.
Cach 1. Khao sat.
Lay diém C(-1+2x;1-x;2x)ed , tacd AB=(2;-2;6),AC =(-2+2x;-4—x;2x).

Ta c6: S =%\/44[(—2+2x)2 H(4=x) 440 | (4 +4x4 84204 124)

S =18x> —36x+216 > /198 =322 .

Suy ra minS =322 < x =1, khi d6 %:(0;—5;2): AC =+/29 . Chon C.

[THPT Luc Ngan-Bac Giang] Trong khong gian Oxyz, cho A(2;0;0), M (L;1;1). Mat
phing (P) thay ddi qua AM cét cac tia Oy, Oz Ian luot tai B, C. Khi mit phang
(P) thay déi thi dién tich tam gidc ABC dat gid tri nho nhat bang bao nhiéu?

A. 56 B. 3v6. C. 46 D. 246
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Cau 44.

Cau 45.

Huéng dan giai
Goi B(0;5;0),C(0;0;¢) v6i b,c>0. Phuwong trinh (P):bex +2cy +2bz—2bc =0.
Vi (P) qua M nén bc=2(b+c). Do vai trd ngang nhau nén b=c=4. Ké dudng cao
AH trong tam gidc ABC, ta c6: toa d0 H (0;2;2) = AH =VOH’ + 04’ =~/8+4 = 243.
nén min S, = %BC.AH = %.4\5.2\5 =46 .Chon C .

x=1+2t
Trong khong gian Oxyz, cho diém 4(2;1;1) va duong thang d:{y=1¢ . Tim
z=-2-t
phurong trinh mit phing (a) chita duong thing d va cdch A mot khoang 16n nhat.
B. (a):4x-Ty+z=0.

D. (a):—4x+7y+z=0.

A. (a):x+y+3z+5=0.
C.(a):6x+6y+18z+5=0.
Huéng dan giai.

Cach 1. Tric nghiém loai trtr.

Loai cac dap an B, C, D vi khong di qua M(1; 0; -2). Vay chon A.

Cach 2. Vi tri twong doi.

Goi AH, AK la khoang cach tit A Tan lwot dén («) vad. Tacd AH < AK nén yéu cau

bai toan ta phai c6 4H = AK , suy ra (&) c6 véc to phap tuyén n=AK .

—_—

| 24 Y7 CALC (nhap toa do Md) 1=1=3== Sto M.

ghi

Ghi 1+2M -2:M -1:-2-M -1

Ta dwoc 2=(—1;—1;—3) va (a):x+y+3z+5:O. Chon A.

Trong khong gian Oxyz, lap phuong trinh duong thang A song song véi mat phang

; -1 +2 -1 +2 -2 . .
(P):x+y+z-7=0 va cat dlzx—zlzz va 2:x =Yr-_z [an lwot tai
2 1 -1 1 3 —
hai diém 4,B sao cho 4B ngan nhat.
x=6—t x=6 x=6-2t
x=12-t¢ 5 5
A. y:5 E yZE C. yZE—t D. y——+t
z=-9+¢ 9 9 9
z=——+t z=——+t z=——+t
2 2

Huéng dan giai.
Goi A(2a+1;a;—2—a) va B(b+1;3b—2;2—2b) lan lwot thudc d,, 4, .
Ta ¢ ﬂ=(2a—b;a—3b+2;2b—a—4) vudng goc voi ;z=(1;1;1) suy ra
2a—b+a-3b+2+2b-a-4=0<b=a-1.Khi &6 BA=(a+1;~2a+5,a—6) va do dai
5

5

BA =(a+1) +(-2a+5) +(a—6)’ =6a>~30a+62= BA,, =l2@a=
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Do d6 ﬂ:%(—l;o;l), A di qua A(6;%;—%). Chon B.

Cau 46. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho d, :XT_I:%: Zl_l; d,: x—12 :§: Zzl ;
x+1 y-2 z+3 . 2 A Sy ¢ N g
d,: S . bPuong thang d vudng goc voi d,; cat hai duong thang d,,d,
theo mot doan théng cO do dai nho nhat 1a?
A. 243, B. V10. C. V3. D. 24/10.

Hudng dan giai.
Goi A(1+a;-2a;1+a)ed,, B(2-b;3b;—1-2b) e d, la cic giao diém v6i d can tim.
Taco AB=(1-a-b;2a+3b;-2—a-2b) Lu, =(211)
nén 2-2a-2b+2a+3b-2-a-2b=0=-a-b=0<a=-b,khi d6
AB =(1;b;-2—b)= AB* =2b" +4b+5>3 = min 4B =+/3 . Chon C.
x=2+t
Cau 47. Trong hé toa do Oxyz, cho duong théng d:yy=2+t ,d,: x;Z Y __32 = z_—12 va
z=—1-2t

diém N(4;4;1). Goi d la duong thing vudng géc chung ctia d, va d,, diém M (a;b;c)
thudc o . Khi d6 dai MN ngan nhat thi a+b+c bang?
A.5. B. 6. C. 4. D. 9.
Huwéng dan giai.

Vao MENU 91 2 nhap: 1=1=2= va 4=-3=1= suy ra u—dZ(l;l;l). Goi AB la doan
vuobng goéc chung, voi A(2+a;2+a;—1-2a)ed,,B(2+4b;2-3b;2-b)ed, ta 6
AB/ /Z =(LL1) suy ra:
x=2 _ y=2 _ z=2

1 1

4b—a=-3b-a=3+2a-b=a=-1,b=0. Vay phuong trinh d:

M 14 hinh chiéu vudng goc cta N trén d. Trong MENU 1 ghi

x+)3;+z CALCnhap 2=2=-1== Sto M, bdm 6+3M = két qua bang 9. Chon D.

Cau 48. Trong khong gian voi hé toa dd Oxyz, goi dwong thang d di qua diém 4(1;-1;2),

song song Vv6i (P):2x-y-z+3=0, dong thoi tao véi duong thing

1 _1 Y \ \ M !
:%zy—z—g mot goc nho nhat. Phuong trinh duong thang 4 1a
&x—1:y+lzz—2. B.x—lzy—i-lzz+2'
1 -5 7 4 -5 7
C. x—1:y+1:Z—2' D. x—1:y+1:Z—2.
+ 5 7 1 =5 -7

Hudéng dan giai.

Pit u, =(a,b,c) khidd ta c6 2a—b-c=0=>c=2ab, |u|=5a’+2b* ~4ab.
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25a%> —40ab +16b°
9(5a2 +2b° —4ab)

5a—4b
3450% + 2b% — 4ab

25(2 — 40t +16
9(5z2 —4t+2)

\ 7 7 — _ 2(7 7 T _
Ttr d6 ta co cos(ud,uA)— = 08 (ud,uA)—

:f(t):maxf(t):f(_—l) iz khi d6 5a = -b.

27 7\ =
cos (ud,uA)— 5

Choa=1,b=-5, C—7tacoud (1,-5;7). Chon A.

Cau 49. Trong khong gian Oxyz, goi d di qua 4(-10;-1), cat A, : x2—1 = y;2 = Z+12, sao

x-3 y-2 z+3

cho goc gitrta d va A, : nho nhat. Phuong trinh dwong thang d 1a

A —=== . B. =
2 2 -1 4

2 T4 5 27 T2 2
Hudéng dan giai.
Gia st d cit A tai B(1+2t;2+t;—2—t):>E:(2+2t;2+t;—1—t) va ta co:

— — -2 — 2t + 4+ 2t —2— 2 2\/t—2 )
COS( )_ = |l—m™wm-- = — ft .
3\/<2t+2)2+(t+2>2+(t+1)2 3\612 +14t+9 3V (1)

d?
9 . -9 — =1,
Suy ra maxf(t) = E tai ¢ = 7 Suy ra 4B =7(4,—5,—2). Chon C.

2
x+1 y z+1 x+1 y z+1 x+1 y z+1 x+1 y z+1
5 .

Cau 50. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang A: xI?’ = % = Z;rl . Viét phwong trinh mat
x+3 y-1 z+2
1

A.19x—-17y—-20z-77=0. B. 19x—-17y—-20z+34=0.
C.3lx-8y—-5z+91=0. D. 31x-8y—-5z-98=0.

phéng (P) chtta A sao cho (P) tao véi d: mot goc 1on nhat?

Huéng dan giai.
Cach 1. (Khtt dan an)
Gia stt d ct (P) tai A(3t—3;¢+1;2t-2), M,(3;0;~1)e A suy ra M,A=(3t—6;1+1;2t 1)
.Goi VTPT ctia (P) 1a n= [M—OAZ] = (~1+5,-71+17;5¢-13).
Goi ¢ la gbéc tao boi (P) vad ta co:
6
Jia(t=5) +(7-17) + (51 -13)"

sing = ‘cos(n,ud)

’, . 63 A - -
Xét f(1)=75t>—378t+483 dat nho nhat tai 1=— nén n= (2 -16. ﬂj Hay chon
25 25725 25

=(31;-8;,—5) va phuong trinh(P): 31x-8y—5z-98=0. Chon D.

A A . 7. N N \ < _1 1 \ v
Cau 51. Trong khong gian voi hé toa d§ Oxyz, cho dwong thang A:XT :%: Z+1 va mat

phéng(P):2x—y+2z-1=0. Viét phuong trinh mat phang (Q) chita A sao cho (Q)

tao véi (P) goc nho nhat.
A. 2x—y+2z+1=0. B.10x-7y+13z+3=0.
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C.2x+y—-z=0. D. —x+6y+4z+5=0.

Hu6ng dan giai.

Goi A la giao diém ctia A va (P), d la giao tuyén ctia (Q) va (P). Lay diém B thudc

A vaké BH L (P) va BK L d.Khidé BKH =a 1a goc gifra (Q) va (P).

Ta co tana = % > %, d4u bang c6 khi K trung A hay d vuéng géc véi A. Khi dé:

—_—

u, = uyin, |=(~1; 6:4) va n, =|u;u; |=(10;-7;13). Chon B,

Cau 52. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho duong thang d :%= y_—;l = 2IZ

la mit phang chita duong thdng d va tao véi mit phang (Q):2x—y—2z-2=0 mot

. Goi (P)

g6c c6 s8 do nho nhét. Diém 4(1;2;3) cach mit phang (P) mot khoang bang:

A.N3. B. /6. C. 2\3. D. 2V2.
Hudng dan giai.

Cach 1. (Khao sat ham sd)

Gia st 1, =(a;b;c) = a—2b—c=0.Goi ¢ 1a goc gitta (P) va (Q).

Ta b ‘ (—- ——)‘ |2a—b—20| |b|
aco cose=|cos(n,,n, ) = = .
T 3 b v 3P+ dbe + 26
1 1 c
Xét b#0 thi cosp =——-<-— nén maxcose dattai r=—=—-1=c=-b.
J2rt +4t+5 3 b

Chob=1=c=-1l,a=1va (P):x+y—z+3:0. Vay d(A,(P)):x/g.Ch()nA.

Cau 53. Trong khong gian véi hé toa d0 Oxyz, cho hai diém A4(3;4;1), B(7;-4;-3) va mat
phing (P):x+y-z+2=0. Diém M(a;b;c),(a>2) di dong trén (P) sao cho MAB
vudng tai M . Khi tam gidc MAB c6 dién tich nhé nhat thi tong a +2b + 3¢ bang
A. 2. B. —4. C.-2. D. 6.

Huéng dan giai.
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Kiém tra duwong thang AB song song véi (P), M thudc giao tuyén ctia mat cau duong
kinh AB v6i (P). Goi I la trung diém ctia AB va H la hinh chiéu ctaa I trén (P).

Ta 6 I(S;O;—l),H(%;—%;%) A=(-242)=2(-L21) = * =24, 117 =2

Tacd MH =~ IM?* —IH* ==~ . Chon HM—t(l;—Z;—l),t>0 suy ra t:%:%_
(2 -4 2

Vay HM = (E??J suy ra toa d6 M (3;—4;1)= a+2b+3c=-2. Chon C.

Cau 54. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz cho ba diém A4(2;0;0), B(0;4;0), C(0;0;6).

Cau 55.

Diém M thay ddi trén mit phang (4BC) va N la diém trén tia OM sao cho
OM .ON =12. Biét rgmg khi M thay d6i, difm N ludn thudc mot mat cau cd dinh.
Tinh ban kinh ctia mat cau do.
AL B. 3.2. C. 243. D.2.
2 2
Hudng dan giai
Chon A

Phuong trinh mét phéng ( 4BC) :%+%+% =1 (1).

Goi N(x;y;z), thi Wzt.ﬁ\/:(tx;ty;tz),t>0. Ma OM.ON =12 suyra t = 01]3]

12x 12y 12z
ON*’ ON*’ ON’
<:>ON2=6x+3y+2z<:>x2+y2+zz—6x—3y—2z=0.

6x+3y+2z

o !

Do d6 toa do M( j thay vao (1) ta co:

2
Vay N thudc mat cau cd dinh tam 1(3;%;1) , ban kinh R =, (3’ J{%j +17 = %

[Chuyén DHSP Ha N6i] Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1; 2; 4) va hai diém M,
B théa man MAMA+MBMB=0. Gia st diém M thay d6i trén duong thing
d'x+3 _y-1 z+4

. Khi d6 diém B thay ddi trén duong thang c6 phuong trinh 1a

2 2
&x+7:X:z+l2. B.x—lzy—2:z—4.
2 2 1 2 2 1
C.lezf_ D.x—5:y—3:z—12.
2 2 1 2 2 1

Hudng dan giai.
T hé thitc MAMA+MB.MB =0=> MAMA=—-MB.MB vi MA, MB la cic doan thing
nén hai véc to MA,MB cb huéng nguwoc nhau, hay la MA=kMB,k<0. Ma

MAMA =-MB.MB suy ra MA* = MB* = MA = MB tx d6 ta dwoc MA=—MB hay A va
B d6i xting nhau qua M.
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Cau 56.

Cau 57.

x=-7+2t
Goi M (2t-3;2t+1;t—4)ed = B(4t-T;41;2t—12) e y=2t . Chon A.
z=-12+t¢

[Han Thuyén - Biac Ninh] Trong khong gian Oxyz, cho diém A(2;2;0),B(2;0;-2) va
mat phang (P):x+2y—-z-1=0. Goi M(a;b;c) la diém thudc mat phing (P) sao cho
MA=MB va gbc AMB c6 s6 do 16n nhat. Khi d6 gia tri a+4b+c bing
A. 1. B. 2. C.0. D. 3.

Hudng dan giai.

\ : \ OB’ - 04’
Phwong trinh mp trung truc cia BAla Ox+2y+2z = — - 0= y+z=0.

x=1+3¢
Cho z=1= y=—t thay vao (P) suy ra M thudc duong thang d :{ y =—t
z=t
Taludbncéd x+4y+z=1<a+4b+c=1.Chon A.
Nhan xét.
Trong trudong hop thay ddi cau hdi chang han nhu 24 +4b + 3¢ thi ta can giai chi
tiét nho géc AMB ¢6 s8 do 16n nhat. Ta co:
(3t-1)" + 2(t2 + 2t)

m:(31_1;—t—2;t),m:(3t_1;_t;t+2):>COS(W’W): (3t—1)2 +t2+(t+2)2

—— ——\ 11 =21 +1 4 TV AP N LT s At L
cos(AM,BM) =——————=1-—-———.5uy ra AMB l6n nhat khi va chi khi
117 -2t +5 117 =2t +5

t= 11—1 = 2a+4b+3c=2+5t= ?—Z . (C6 thé giai dwa vao A4IB, I1a trung di€ém AB).

[Dang Thiac Hita — Nghé An] Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho duong
x=1+3a+at
théng A:qy=-2+t . Biét rgmg khi a thay d6i luon ton tai mot mat cau co

z=2+3a+((1+a)
dinh qua diém M (1;1;1) va tiép xtic véi duong thang A . Tim ban kinh mét cau dé.
A 5\3. B.44/3. C.7+3. D. 3V5.
Hudng dan giai
Ta thdy duong thang A nam trong mit phang ¢ dinh (P):x+y-z+3=0 va A luon
di qua diém ¢S dinh A(1;-5;-1). Qua A vé duong thang vudng géc véi (P) ta cb
phuong trinhdla x=1+t,y=-5+t,z=-1-t¢.
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T
T

Lay diém I(1+6-5+6-1-t)= MI =\’ +(t-6) +(t+2)’ va tinh khoang cach dén
(P)

|t+1+t—5+t+1+3|_

NE)
Hay ta c6 R =\/§|t| =5V3. Chon A.

P)

JE+(1=6) +(t+2) =3 =31 ~8+40 =1 =5 = 1(6,0;~6)

Cau 58. Trong khong gian Oxyz, cho mdt cau (S):(x—l)2 -I-(y—Z)2 -i-(z—?a)2 =4 va duong
x=1+¢
thang d:{y=-mt (teR), m la tham s6 thwc. Cdc mit phing (P), (P') chta
z=(m-1)

duong thing d va ti€p xtc véi mat cau (S) tai 7,7'. Khi m thay d6i thi do dai TT"
nho nhat la

PNEES 3.@. c A3 p. 313

3 5 4
Hudng dan giai

T

Goi K 1a hinh chiéu ctia tam I trén d, H 1a trung diém cua TT’, ta co:

2 2
R*=IT* =IH.IK =NR*-HT* IK = HT =R 1—11;;2 :TT'=2R‘/1—II;;2 :

min

/4 R /4 \ \ - A ? A v \7/
Taco IT' , < [—j < IK . =1FE, trong do E la hinh chiéu ctaa I trén mat phang

c6 dinh (@):x+y+z-1=0 chta d. Ta co IE:d(I,(a)):i>2:R.

3
43 413

Vay 7 =4 J1-33 - eponc
%55
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Cau 59. [S6 GD Bac Liéu] Trong khong gian Oxyz, cho mét cau (S) c6 tam /(1;2;3) va co
x=1+t¢
ban kinh r=2. Xét duwong thang d:1y=-mt (teR), m la tham s6 thuc. Gia st
= (m — l)t
(P).(Q) la mat phang chita d va tiép xtc véi (S) Tan luot tai M,N . Khi d6 doan
MN ngan nhét, hay tinh khoang cach tir diém B(1;0;4) dén dwong thang d .

A S5 543 c 4237 b 4\/273'

B. —.

3 ) 21
Huéng dan giai.

Ta c6 d nam trong mit phang (a):x+y+z-1=0 cd dinh. Goi H la trung diém cta

MN, K 14 hinh chiéu ctia tdm /(1;2;3) trén d.

Tac6 r* =IK.IH = IKNr* - H2<:>MH—r/1 suyraMN 2r /1

Dé MN nho nhat thi é 16n nhdt < IK nho nhat < IK = IE, trong d6 [E la khoang

cach tir I dén (a). Khi do6 d di qua E la hinh chiéu cta I trén ().

x+y+z-1

Ghi - CALC (nhap toa do I) STO M, bam M+1 : M +2: M + 3 = = = ta duoc

1
toa do E(?Z % gj thay vao d taco m=2. Khi d6 chon u, =(5;-1;-4).

Sx—y—4 J
Ghi \/x2+y2+zz—u CALC (nhap toa do M,B)0=0=4 = duoc 213
2511416 21

Nhan xét.
Bai toan khong qua kho nhung mat rat nhiéu thoi gian dé giai (K€ ca dung
Casio), chi thich hgp 6n tap, khong thich hop thi tric nghiém.
Cau 60. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mat cau (S):(x—l)2 +y° +(z+2)2 =4 va

x=2-t
duong thang d:{y =1 .Goi T la tap tat ca cac gid tri ctia m d€ d cat () tai hai
z=m-1+t

diém phan biét 4, B sao cho cdc ti€p dién ctia (S) tai 4 va B tao vdi nhau goc lon
nhét. Tinh tong cac phan t ctia tap hop 7.
A. 3. B. 3. C.-5. D. 4.
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Huéng dan giai
Chon B

M
Mit cau (S) c6 tam 7(1;0;-2) va ban kinh R =2. G6c giita hai mat phang 16n nhat

bang 90°, do d6 IAMB tao thanh hinh vuéng. Suy ra [H =d(1,d) = R _15.

V2

—1—= 2 2
IH =(—1)2+02+(—1—m)2—w:2©m2+2m+2—%=2

S 2mP+om=0 < [ - Vay tong cdc phan t& ctia tdp hop T bang -3.
m=—

Cau 61. [SGD Bic Ninh] Trong khong gian Oxyz, cho duong théng d :gzy—_ll = Z+11 va
diém A(L;L1). Hai diém B, C di dong trén duong thing d sao cho mit phing
(O4B) vudng géc voi mit phang (OAC).Goi diém B’ 1a hinh chiéu vudng goc cta
diém B 1én duong thang AC . Biét rang quy tich cdc diém B' 1a dwong tron ¢S dinh,

tinh ban kinh » dwong tron nay.

A.r:@. B.rzﬁ. C.r:@. D.rzﬁ.
10 5 10 10
Huéng dan giai
Chon D

Nhan xét rang duong thang OA vuong goéc véi d . Vé mp(P) chita d va vuodng goc
véi OA, phuong trinh (P) 1a x+ y+z=0. Ta thdy mp(P) di qua O, ma mit phang

(04B) vudng goc véi mit phing (OAC) nén BOC =90° hay OB L OC.
A

B

b

111] NE)

Ta cd B' thudc mat cau (S) dwong kinh OA c6 tam I(?_ — |, ban kinh R = -
Mit khac B' thudc mit phing (ABC) chita A va d . Phuong trinh (4BC):

2x+5y—z—6=0.Vay B'€(C)=(S)N(A4BC) c6 r=\R’—h".
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v6i h=d(1;(ABC)) =% nén r=+R -’ = %.

Cau 62. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho hai mit phang (a):x—my+z+6m+3=0 va
(B):mx+y—mz+3m—8=0 (véi m 1a tham sd thuc); hai mit phang nay cit nhau theo
giao tuyén la duong thang A. Goi A’ 1a hinh chiéu ctia A 1én mat phang Oxy. Biét
rang khi m thay d6i thi duong thang A’ ludn tiép xtc véi mot mat cau c§ dinh c6
tam /(a;b;c) thudc mat phang Oxy. Tinh gid tri biéu thitc P =10a” —b* +3¢”.

A. P=56. B. P=9. C. P=41. D. P=73.
Hudng dan giai
Chon C
Viétlai (&) :mx—m’y+mz+6m’+3m=0, cong theo v&€ véi () ta duoc:
mp (P): 2mx + (1 -m’ )y +6m* +6m—8=0, day la mit phang vudng goc véi mp(Oxy)
va chita A’. Mét cau (S) c6 tdm /(a;b;0), ban kinh R sao cho d(7,(P))=R. Ta co:

. [2ma+(1-m* )b+ 6m* +6m=8]  [(6-bym* +2m(a+3)+b-8]
i 4m? +(m? -1) : (m* 1) |

Chon a=-3,b=7 taduwoc R*=1< R=1 vdimoi m. Khi d6 P=10a” —b* +3c*> =41.
Cau 63. Trong khong gian Oxyz, cho (P):(1+m)x+(1-m)y—(1+3m)z—(2-8m)=0, diém

A(-4;-2;7). Biét tap hop céc hinh chiéu ctia A 1én mit phang (P) la mdt duong

tron. Duong kinh 16n nhat cia duong tron d6 bang:

A 35, B. 3V7. C. 743. D. 5V3.

Hudng dan giai
Viét lai mat phang (P) thanh: x+y—z-2+m(x—y—-3z+8)=0 do dé (P) ludn di qua
mot duong thang 4 1a giao cua hai mat phing (a):x+y-z-2=0 va

x+1 y-4 =z
-1
vuong goc cua A trén (P), I la hinh chiéu cua A trén d thi AM vudng goc voi IM nén

:x—y—-3z+8=0.Phuwong trinh cuala d: —1 . Goi M la diém chiéu
& 1

M thudc mat cau dwong kinh AL

M—
Ta co AM:|_4(1+m)_z(l_m)+7(1+3m)_(2_8m)|= |27m—1| ,
\/(1+m)2+(1—m)2+(1+3m)2 \/11m2+6m+3

Khi m = 1/27 thi AM =0, nghia la MI = AI =5+/3. Chon D.
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Cau 64. [Dé thi thir VTED] Trong khong gian Oxyz, xét s8 thuc m e (0;1) va hai mit phang
(a):2x—y+2z410=0 va (B):1+1L+%=1. Biét ring khi m thay d6i c6 hai mit
m l-m
cau cd dinh tiép xtc dong thoi véi ca hai mit phang (a),(B). Téng ban kinh ctia hai
mgt cau d6 bang
A. 6. B. 3. C. 9. D. 12.
Huéng dan giai.

Goi I(a;b;c) la tam mat cau, ban kinh R. Ta thay Lz-l- ~+1= -1.
(l—m) m(l—m)

m
a+1b +c—1
R=d(1,(p)="—" , thay m boi 1-m suyra a=bh.
|
m(1-m)
(1 )+c—1 e
m(l—m
Khi dé: R="—— = c-l=—a,R=|d. Mit khéchd(I,(a))=|a+%0,
e —
m(1-m)

suy ra |—a+12|=3|a|<:{a=_6.V$1y R +R,=6+3=9.Chon C.

Nhan xét.
O day ta thdy vai tro ngang nhau cta a,b va cuia m va 1-m nén dé€ khoang

cach khong d6i thi a =5, hon niva d€ rat gon véi mau thiee thi ¢c—1=-a. Ta c6 thé
chira cactam 7,(-6;-6;7)&1,(3;3;-2).
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IV. BAI TOAN VE TONG - HIEU KHOANG CACH.

1. Dic di€ém dang todn va vi du.

* Dic diém dang toan:

Nhiing bai toan c6 dang tong cac khoang cach hodc hiéu cac khoang cach hay
cac yéu t6 lién quan khac. O day ching ta thuong géap 1a tim min(MA4+MB) hodc
max|MA — MB| hay kho hon 1a min(aMA+ BMB) hoic tong nhiéu khoang cach.

* Phwong phap giai:

Tam ti cy la diém ma chung ta ciing can luu y. Ngoai ra ta con vé cac yéu to
phu d€ giai toan: Cac yéu t& thuong can vé la vudng gdc, song song, ddi xting, bang
nhau. Twong Gng voi cac yéu td dé 1a cac tinh chat hinh hoc ciia mot s6 hinh; 1ap cac
phuwong trinh duong; tim giao diém. Déc biét 1a bat dang thite B.C.S, Mincopxki,
khao sat, . . .

v D6i v6i tong MA+MB: Chung ta thuong chon tam t cu d,Jd+d,IB=0,
trong d6 d,,d, lan luot 1a khoang cach tit 4,B dén mit phing (a) (hodc duong
thang A).

v D3&i véi hiéu |MA - MB|: Chiing ta thuong déanh gia |MA— MB|< AB, ddu bing
c6 khi M, A, B thang hang va M ngoai doan AB.

Vi bai toan lién quan dén khoang cach nén chung ta can chu y tinh “vuéng goc”
ctia quy tich cac duong.

Vi du 46. [THPT Chuyén Hung Vwong-Pha Tho] Trong khong gian do Oxyz, cho mat
phang (P):x—2y+z-1=0 vadiém 4(0;-2;3), B(2;0;1). Diém M (a;b;c) thudc (P)
sao cho MA+ MB nho nhat. Gia tri ctia a” +b° +¢* bang:

A.ﬂ. Eg C.Z. D. 3.
4 4
Hudng dan giai.

A

T

A/
Ta c6 4, B nam mot phia ctia (P). Goi 4' ddi xting véi 4 qua (P) suy rad'(-2;2;1).
Ta c6 MA+MB =MA'+MB > A'B. Dau bang xay rakhi M = 4'B(P).

Xac dinh duoc M(l;%;lj .Suyra a’ +b*+c’ = % Chon B.

Nhan xét.
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Thoat nhin cach giai tuy ngan gon, titc 1a néu cach giai va duwa ra dap sd tinh
s&n, nhung thuc t€ qua trinh tinh todn thi mat nhiéu thoi gian. Bai toan con phat biéu
teong duong “Tim M thudc (P) d€ chu vi tam giac AMB nho nhat”.

Sau day ta phan tich hinh hoc va vi tri tweong d6i dé€ thay ro ban chat ctua bai
toan, ngoai ra con lién quan dén cach giai khac, bai toan khac va cach giai tong quat.

Goi (Q) la mat phéng chtta 4,B va vudng goc voi (P), A= (Q)ﬁ(P), cac diém
H,K lan lwot la hinh chiéu cua 4, B trén (P).

Néu M ngoai A thi ha MC vudng goc véi A, nén MA+MB > CA+CB va khi do6
MA+MB khong dat nhé nhdt. Néu M thugc A nhung ngoai doan HK thi
MA+ MB > HA+ HB hoac MA+ MB > KA+ KB, khi d6 MA+ MB cing khong dat nho
nhat. Vay ta phai c6 M thudc doan HK. Bat HK =/,CK =t, ta c6:

CA+CB=\d+(I~1) +Jd,+£ 2 \|(d, +d,) +(I—t+1)’ (Mincopxki).

[—t d, - .. d, 14
“:—:——1<:>t: I.Tacingco: 2+ =—.
d, t t d,+d, d, IB

D&u bang c6 khi

Cach 2. (Phuong phép quy tich + dai sO)
Ta cé 4B =(2;2;-2), suy ra phuong trinh (Q) chtta A, B va vudng géc véi (P) la:

x=3+4¢
(0):x+2y+3z-5=0.Nén giao tuyén (Q)n(P)=A:{y=1+r .Dén day ta co:
z=-2t

35 5

AM +BM =218 + 421 +27 +2172 +14¢ +3 >—+—=2J§, dat dwoc khi ¢ =——

Khi d6 toa do M(l;%;lj. Suy ra a’ +b* +¢’ =%. Chon B.

(Khi MA +MB nho nhét thi ciing < MA:MB=3:1=d, :d,)
Cach 3. (Tong quat + CASIO)
Ghi x—2y+z—1 CALC nhap toa do A, két qua 6, CALC nhéap toa do B, két qua 2.

Goi I 1a diém sao cho 2I4+6IB=0<> IA+3IB=0 @I(% ?1 %) Diém M can tim la

hinh chiéu ctia I trén (P). Ghi —%

CALC (nhap toa @6 I) STO M, bam AC

Ghi (M +x)2 +(—2M +y)2 +(M +z)2 bam = ta duoc % Chon B.
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Vi du 47. [THPT Chuyén Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, cho ba di€ém A4(-1;0;1), B(3;2;1)
, C(537). Diém M (a;b;c) thoa man MA=MB sao cho MB+MC nho nhét. Tinh
P=a+b+c
A. P=4. B. P=0. C. P=2. D. P=5.

Hudng dan giai.
M thudc mét phang trung triec ctia AB ¢6 phuong trinh (P): 2x+y—3=0.
Ghi 2x+ y -3 CALC nhéap toa d6 B, két qua la 5, CALC nhép toa d6 C, két qua la 10.

Goi I 1a diém sao cho 2IB+1C =0 < 1(%;%;3) .M 14 hinh chiéu ctia I trén (P).

2x+y+0z-3

Ghi - CALC (nhap toa do I) STO M, bam AC

Ghi 2M +x+M + y+0M +z badm =ta dwoc 5. Chon D.
Loi binh.

D61 véi mat phfmg thi chung ta c¢6 khéi niém hai diém “Cung phia hoac khac
phia”, nhung d6i véi duong thang thi sao?. Do d6 ta c6 phuong phép tong quat cho
bai toan tim min(MA+MB) hodc max|MA —MB| vdi vi tri ctia diém M can tim thudc
mp(P) hodc duong thfmg A bat ké cung phia hay khac phia. Goi H,K lan luot la
hinh chiéu vudng gbc ctia 4, B trén (P) (hodc A). Dat AH =d,,BK =d, va t=d,/d,.

= D6i véi bai min(MA+MB): Vi tri M thudc doan HK va thoa man hé
thitc véc to HM+tW:6©O—M:0H1+—lOK.
+t
= D061 voi bai max |MA—MB|: Vi tri M ngoai doan HK va théa man hé
OH —tOK
T,(r #1).

Khi d6 chi can tim H,K thi xac dinh duwoc M. Céc toa d0 H,K ta co thé

thirc véc to HM —tKM =0 < OM =

gan vao cac phim tuong tng A4, B trong may tinh CASIO.
Vi du 48. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho hai diém 4(6;3;2), B(2;-1;6). LAy diém
M (a;b;c) thudc mat phang (Oxy) sao cho MA+MB bé nhat. Tinh P=a’ +b’ —c*.
A. P=129. B. P=-48. C. P=33. D. P=48.
Huéng dan giai.
Cach 2. Tong quat - Tam ti cy.
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2
Ta co ti s6 t:ﬂ :u :%. Hinh chiéu H(6;3;0), K(2;-1;0) ctia A va B trén (Oxy).

d, |
Diém M thudc (Oxy) théa man HM +1KM =0 < OM = OH +10K _30H+0K
I+t 3+1
Dén day ta tim dwoc a=5, b=2.Vay P=a’+b’—c*=33. Chon C.
(Xem thém Vi du 8 va Cau 30).
Vi du 49. Trong khong gian Oxyz, cho mat phang (P):x+y+z-1=0 vahai diém A4(1;-3;0),

B(5;-1;-2). Diém M (a;b;c) thude (P) va |MA—MB| 16n nhat. Gid tri abc bang
A. 1. B. 12. C. 24. D. —24.

Huéng dan giai.
Cach 2. Tong quat.
Ghi x+y+z-1 CALC nhap toa d¢ A, két qua —3. CALC nhéap toa do B, két qua 1.
Tacdtisd t=d,/d,=3/1=3. Tim hinh chiéu H, K cta A, B trén (P).

xt+y+z-l

Ghi bam = STO B, Bam “ CALC nhap toa do A STO A.

OH -30K
1-3
(A+1)-3(B+5)
1-3
(4+0)-3(B-2)
1-3

Toa d6 M thoa man OM =

3(B-1)
3

A-3)-
bén day ta ghi: bam = thi ¢ =6, sta thanh ( )1 bdm =

thi b=-1, stta thanh bam = thi ¢ =—-4. Vay abc =24. Chon C.

x=1+2¢
Vi du 50. Trong khong gian Oxyz, cho duong thdng d:1y=1-¢ va hai diém 4(1;0;-1),
z=t
B(2;1;1). Diém M (a;b;c) thudc duong thang d sao cho |MA—MB| 16n nhat. Tinh
gia tri cua bidu thiec P=a’ +b* +¢°.
A.30. B. 10. C. 22. D. 6.

Huéng dan giai.

2 _ 2
Ghi x4yt +22 - ZXY ) A nhap 0=-l=-I== ta ¢ d,>=2. CALC nhép
1 %
1=0=1==c6 d,’ == nén ti s6 t:ﬂzizz.
2 d, 1/\2
oo (x—ytz) . . o
Stra lai la ——= bam = STO B, bam “ bam CALC nhap lai 0=-1=-1==STO A.
Piém M thudc d thoa man HM-2KM:6@0M’:%:_O—H+2O—KZ Pén

day ghi: —(1+24)+2(1+2B) bdm = thi a =3, stta thanh —(1-4)+2(1—-B) bam = thi
b=0, stta thanh —(A4)+2(B) bam = thi ¢=1. Do d6 toa d6 M(3;O;1).
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Vay P=a’+b>+c¢*=10. Chon B.

Vi du 51. [THPT Chuyén DH Vinh] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém 4(10;6;-2),
B(5;10;-9) va mat phang (a):2x+2y+z-12=0.Diém M di dong trén («) sao cho
MA, MB ludn tao véi (a) cac goc bang nhau. Biét rang M ludn thudc mot duong
tron (@) c8 dinh. Hoanh dd cta tim duong tron (@) bang
A. 4. B. 5. C. 2. D. 10.

Huéng dan giai.

Ghi 2x+2y+z-12 CALC nhéap toa do A, két qua 18. CALC nhap toa do B, két qua 9.
Tis6 t=18/9=2. Goi C la giao diém ctia dwong thang AB véi (a), M thudc doan
HK thoa man bai toan, khi do:

]
|
|
]
I
|
]
1
I
T

Cor o h___iehime Ji
g E K M H

AR _ BK = AH _MH _ 2 (biém I nhu hinh vé). Suy ra I ¢6 dinh va M
MH MK BK MK IB

thudc duwong tron (@) tdm E giao tuyén ctia mat cdu duong kinh CIvéi ().

Ta cling c6 CA = 2CB nén E 1a trung diém CM. Ta c6 CA-2CB =0 = C(0;14;-16).

Ta cé O—M:% Tim toa d6 H, K., ghi _2x+2y+z-12
+

Bam 4 CALC nhép toa do A, STO A.

(24+10)+2(2B+5)

1+2

bam = STO B.

ghi

bam =két qua x,, =4.Suyra x, =2. Chon C.
x=—1+2¢
Vi du 52. Trong hé toa do Oxyz, cho A (1; 5; 0), B (3; 3; 6), duong th:fmg d:qy=1-t va
z=2t
diém M thudc d. Tim toa d6 ciia M dé€ chu vi tam gidc AMB nho nhat?
A. M(1;0;2). B. M(2;4;3). C. M(—3;2;—2). D. M(l;4;3).

Hudng dan giai.

Ny : \ x+l_y-1_z
Can xac dinh vi tri M dé MA + MB min. Phuong trinh d:T:—IZE (nhap)
.2, 2 2 (2x—y+22)2 N ~, ,
Ghi x"+y" +z B — CALC (thay Avaott d) 2=4=0= két qua 20.

CALC (thay B vao tit d) 4=2=6= két qua 20. bén day goi I(2; 4; 3) 1a trung diém
AB.
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(2x—)w+2z)

Bam ¢ Tro vé stta thanh CALC nhap 3=3=3= kétqua r=1. Chon A.

Vi du 53. [Luong Thé Vinh - Ha Ngil Trong hé toa do Oxyz, cho A (1; 4; 2), B (-1; 2; 4),

x=5-4¢

duwong théng d:qy=2+2t va diém M thudc d. Tim gia tri nho nhat ctia dién tich tam
z=4+t¢

giac AMB

A. 243. B. V2. C. 32, D. 642

Hudéng dan giai.
Nhan xét: Do d6 dai AB khong d6i nén dién tich tam giac AMB nho nhat néu khoang
cach tt M dén AB nho nhat.
Cach 2 (Tam ti cu).
x=5 y-2 =z
4 2
Tinh cac khoang cach Ian lugt tir A, B dén d, nhap cong thic

Phuong trinh chinh tac ctia d :

I4 (nhap).

—Ax +2y+z)
\/X2+y2+zz—( x+2y+2) CALC (thay A vao t& cua d) -4=2=-2= két qua

l6+4+1
2 ;05 CALC (thay Bvao trcuiad) —6=0=0= két qua 2 ;05
bén day goi I(0; 3; 3) la trung diém AB.

CALC nhap -5=1=-1= két qua h=+/6 . Mt khdc 4B=2.3.

Do dé d,=d,.

Suyra S

min

:%AB.h - %.2\/5.\/5 =342 .Chon C.

Nhan xét.
Phwong phap VD 52 va VD 53 dwa vao co so khai quat sau:
M

Goi (a ) 1a mat phéng chira AB va (a)/ /d, d' la hinh chiéu vuéng gbc cta d

trén (a) , H 1a hinh chiéu cta M trén (a) , K1a hinh chiéu caa M trén AB.

Ta c6 MH =h khong d6i va MA=~I* + AH> =JI* + HK* + AK* , twong tu, ta c6
MA+MB =1+ HK* + AK® +~3h> + HK* + BK® >4k + 4HK? + AB® >\4h* + AB* .
Dang thitc xay ra khi (do ti s6 1:1) HK =0, 4K = BK < H =K =1 (trung diém AB).
Khi d6 M =FE va IE la doan vudong goc chung cua AB va d.
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Chu vi AMB nh6 nhédt < Dién tich AMB nhé nhét (vi MK > [E). Tuy nhién khi

thi trac nghiém ta khong thé trinh bay day du, chi st dung két qua.

Vi du 54. Trong khong gian Oxyz, cho 3 di€ém A(1;0;1);B(3;-2;0);C(1;2;-2). Goi (P) la mat
phéng di qua 4 sao cho tong khoang cach tir B va C dén (P) 16n nhat, biét ring
(P) khong cit doan BC. Khi d6, diém nao sau day thudc mit phang (P)?
A.G(-2;0;3). B. F(3;0;-2). C. E(L;3;1). D. H(0;3;1).

Huéng dan giai.

Goi BH, CK 1a khoang cach tit B, C dén (P). Goi I(2; 0; -1) la trung diém ctia BC.
ID la khoang cach tir I dén (P), khi d6 BHKC la hinh thang c¢6 ID la duong trung
binh nén BH + CK =2ID

B‘
/4
C
H
D
K
A

Ta c6 ID<IA suy ra mit phing (P) nhan AI=(1;0;-2) lam véc to phép tuyén,
phuong trinh (P):x—2z+1=0 va (P) diqua E(1;3;1). Chon C.

Vi du 55. Trong khéng gian Oxyz, cho mit cau (S8):(x—5)" +(y+3) +(z-7) =72 va hai
diém 4(0;8;2), B(9;-7;23). Goi mit phing (P) diqua 4 va (P) tiép xtic véi (S) sao
cho khoang cach tir B dén (P) 16n nhat. Gia stt n=(1;m;n) 1a mot véc to phap tuyén
ctia (P), khi d6 tich mn 13
A. 2. B. 2. C. 4. D. 4.

Hudng dan giai.
Chon C.
Phuong trinh (P) la 1(x—0)+m(y—8)+n(z—2)=0. Do (P) ti€p xtic véi (S) nén ta

N |5 —11lm+ 5n|

Vi+m?® +n’

9—-15m+21n| [S—11m+5n+4(1—m+4n)|
VI+m® +n’ VI+m® +n’ .

- - 1+1+16)(1+m* +n°
Suy ra d(B,(P))£|5 11m+5n|+4|1 m+4n|£\/7—2+4‘\/( )( )
N Jiem e
S-11lm+5n)(1-m+4n)>0
D&u bing xay rakhivachikhi 11, eme-ln=4.

1 -1 4

c6: d(I,(P))=R =72 . Khoang cach tir B dén (P) la:

d(B,(P))=

—182.

GV: Pham Tuén Sinh 61



Vi du 56. [THPT Chuyén Ngir — Ha Noi] Trong khong gian vi hé toa dd Oxyz, cho mét cau
(8):(x=1)" +(y—2)" +(z-2)" =9 va hai diém M (4;—4;2), N(6;0;6). Goi E la diém
thudc mat cau (S ) sao cho EM + EN dat gia tri 16n nhat. Viét phwong trinh tiép dién
ctia mét cau () tai E.

A. x-2y+2z+8=0.B. 2x+y—-2z-9=0. C. 2x+2y+z+1=0. D. 2x-2y+2z+9=0.
Huéng dan giai

Mt cau (§)co6 tam 7(1;2;2) vabankinh R=3.Tacé IM =IN = 345 nén AIMN can.

Goi K la trung diém cuia MN = K(5-2;4) va ta ¢c6 EM+EN 16n nhét khi

IE =tIK,1 < 0.

, R 1 p— 1 . R4 A
Do dé ¢t = Y suy ra [E = —5(4;—4;2) =(-2;2;-1)= E(-1;4;1), khi d6 tiép dién
di qua E va cé vtpt n=(2;-2;1) va phuong trinh 2x-2y+2z+9=0. Chon D.
Cach 2.

Tacé IM =(3;-6;0),IN = (5;-2;4) suy ra IM +IN =(8;-8;4) = 2K va:

P=EM? +JEN? =JEI* + IM? + 2EL.IM +~\EI* + IN* + 2EI IN
P=+/54—20E.IM +54—2IE.IN < \/(12 +1°)(108 - 21E.(IM + IN)).

P< \/2(108—4175.1?) < J2(108 + 4IE.IK ) = 6J/10.
Ddu bang xay ra khi IEIM =IEIN ~va IE,IK nguwoc huwdéng, ta co
IE =tIK =t(4;,-4;2), suy ra t=—%:>7§=(—2;2;—1):>E(—l;4;1) (Théa man
IEIM = IE.IN =—18). Phuong trinh tiép dién la: 2x—2y+2z+9=0. Chon D.

Vi du 57. Cho mit cau (8):(x+1)" +(y—4) +2’ =8 va hai diém 4(3;0;0), B(4;2;1). Goi
M la mot diém bat ky thudc mat cau (S ) Tim giad tri nho nhat cua biéu thirc

P=MA+2.MB?

A. 42 B. 63/2. C. 2\/2. D. 3\/2.
Hudéng dan giai.

Goi I(—l; 4;0),R =2+/2 1a tdm va ban kinh mat cau, ta co IA = (4; —4;0) .

Xét AM> =IM +14 —2IM A =40—-2IM IA.
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A B
Dit 14 = 4IC < IC = (1;-1;0) < €(0;3;0). Khi d6 diém C ndm trong mit cau, B
ngoai mit cau va AM’ = 40—8IM IC = 4(8+2-2IM IC) = 4CM* < AM =2CM .
P=MA+2MB=2(MC+MB)>2BC =62 . Chon B.
Céch 2. (Tong quat)

Tinh Id = (4;-4;0), 1B = (5;-2;1) nén cos(I4,1B) = A (74,1B) = o ~ 25,4

215

Dit (IB,IM )=t = (IA,IM )= —1, ta cé: P = 40— 2IM 14 + 2438 = 2IM 1B .

P =J40—32cos(a — 1) +24/38 — 8415 cos . Diing CASIO dé tim min, ta c6
min P ~ 8.48528 = 6+/2 tai ¢ ~ 7.8°.Chon B.
Nhan xét.
Cach 2 va may “Casio sé xai tat tan tat” cac loai biéu thic J2MA+3MB, ...
Vi u 58. [Chuyén DHSP Ha No6i] Trong khong gian Oxyz, cho cac diém A(1;3;2), B(—2;—1;4)

va hai diém M, N thay d6i trén mit phang (Oxy) sao cho MN = 1. Gia tri nho nhat
cua AM? + BN?1a

A.28. B. 25. C. 36. D. 20.
Huéng dan giai.

Goi H(1;3;0),K(—2;—1;0) la hinh chiéu ctia A, B trén mp(Oxy) ,dodai HK =5.
Ta chon vi tri M, N thudc doan HK nhw hinh vé, dat HM =a,NK =b thi a+b =4.
Khi d6 AM*+ BN’ = AH? +a’ +b* + KB> =4 +16+a’ +b*, suy ra:

AM? + BN? 220+%(a+b)2 =20+8=28.Chon A.

Vi du 59. [Dé - 2021 — BGD] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1;-3;-4) va B(-2;1;2).
Xét hai diém M va N thay d8i thudc mat phang Oxy sao cho MN =2. Gi4 tri 16n
nhat cta | AM — BN | bang
A 35, B. V61. C. V13. D. \/53.

Hudng dan giai.
Cach 1. Vé yéu to phu.
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Vi A, B khac phia d&i véi mp(Oxy)nén 1dy A4'(1;-3;4) déi xting véi 4 qua (Oxy).
Vé BC=NM , khi d6 |AM — BN|=|4'M — CM|< A'C. D&u bang xay ra khi va chi
khi A’, C, M thang hang.

Goi H(l;—3;0),K(—2;l;0) la hinh chiéu ctia A, B trén mp(Oxy), do dai HK =5.
Suyra CD=5+2=7=> A'C =+/7*+2> =+/53 . Chon D.

Nhan xét.

Céch giai trén kha phtic tap, yéu cau cac em can “hinh dung” duoc vi tri twong
d6i cta cdc diém A, B, M, N va mp(Oxy); ngoai ra phai vé hinh minh hoa va tinh
toan nén mat nhiéu thoi gian lam bai. C6 nghia 1a ching ta “chay theo dé bai” d€ giai
ma chua “chu dong” d€ giai toan.

Cach 2. Tong quat — Khao sat ham s6.
B

g K ¢ N %,-.M/
AL/

Goi H (1;-3;0),K (—2;1;0) 1a hinh chiéu caa A, B trén mp(Oxy), d0 dai HK =5.

Ta chon M, N ngoai doan HK (Diém M cang xa diém A cang t6t, diém N cang gan B
cang t6t; K& ca A va B cing phia hay khéc phia d6i véi (a), chiing ta cAn quan tam ¢
dayla d, >d,). Dat KN =t >0, ta xét ham s0:
F(6)=AM —BN = (741 +16 = +4 = £ (1) = 7+2t -

JT+1) +16 NP +4
f'(t)=0%t=7.Suy ra maxf (t)= f(7)=+/53. Chon D.
Cach 3. Tong quat — Bat dang thuic.
Khi thiét 1ap duoc ham s6, thi dung BDT Mincopxki ta co:

SO =At+7) +(2+2) VP +a <42 7427 - P 4=53

Déng thtic c6 khi %:%@tzl
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Loi binh.
Khi [AM — BN| 16n nhat thi ta c¢6 cac tam giac AHM ,BKN dong dang, ti sO
bing 2. Khi d6: HM =2KN < 7T+t=2t<t=7, nén AM — BN = BN =+/53 . Nhu
. HM  AH

vay ta van c6 ti s6 =——=2. Vay day xem nhuw mot cach giai (Thtra nhan két
BK

qua).
Céc bai toan trén c6 ddc diém: M _AM _ d, =¢. Hay ta c6 M :ﬂ,
NK BN d, AM BN
néi cach khac, cdc duong thang AM,BN cung tao véi (P) mot goc bang nhau ¢ .

= ‘cos(ﬁ,nj)

Ma ta co sing = ‘cos(w,ni,)

. Ta tam goi la “Dinh luat phan xa anh

sang d0i voi gwong phang!”: Tia phan xa ctia AM sé theo phrong BN; Tia phan xa
cua BN sé theo phwong AM.

Trong truong hop khi MN =0 < N=M, c6 nghia 1a mot diém M di dong
trén (@), ta quy vé bai toan “Tim M thudc («) hodc A d& |4M —BM| 16n nhat”.
Khi d¢ ta giai quyét bai toan theo cach tong quat nhu trén (C6 thé dung CASIO dé
tim max). Tia AM, BM hogc trung nhau hodc d6i xting nhau qua mat phang (P)
hodc mit phang phép tuyén cta (P) tai M; K& ca bai toan min(4M +BM ).

Toém lai: Cho hai tam gidc dong dang 1a OK!

2. Bai tip kiém tra.
Cau 65. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1;1;3),B(5;2;—1) va hai diém M, N thay doi

thudc mit phang (Oxy) sao cho diém 1(1;2;0) ludn la trung diém ctia MN. Khi biéu
thite P = MA® +2NB* + MA.NB dat gia tri nho nhat, tinh 7' =2x,, —4x, +7y,, — Yy
A. T=-10 B. T=-12 C. T=-11 D. T=-9.

Cau 66. Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz, cho hai diém A4(3;2;1), B(-1;4;-3). Lay diém
M (a;b;c) thude mat phang (Oxy) sao cho |MA4—MB| 16n nhét. Toa d6 M la
A. M(-51;0). B. M(5;1;0). C. M (5;-1;0). D. M (-5-1,0).

Cau 67. [Chu Vian An — Ha Noi] Trong khong gian Oxyz, cho duong thang A :%: i

va hai diém 4(1;2;-5), B(-1;0;2). Biét diém M thudc A sao cho biéu thirc |AA4— MB|
dat gia tri 16n nhat 7 . Khi d6 T,, béng bao nhiéu?
AT =-/57. B.T,_ =3. C.7_=2J6-3. D.T,_ =3J6.

Cau 68. [So GD Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, cho 4(-1;0;0), B(0;-1;0),C(0;0;1) va mat
phang (P):2x-2y+z+7=0. Xét M €(P), gid tri nho nhat cda ‘W—A—/[E+A—/IE"+‘H§‘
bang
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A. V2. B. V2. C. 6. D. J19.

Cau 69. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1;2;-1), B(7;-2;3) va dwong thang (d) 1a giao
tuyén ctia hai mit phang (P):2x+3y—4=0 va (Q):y+z-4=0. Diém Ie(d) sao
cho tam gidc ABI c6 chu vi nho nhat, gia tri nhé nhat d6 bang:

A.9+2417. B. 230 +417).  C.2(30++13).  D.76.
Cau 70. [THPT Hau Loc 2-Thanh Hoéa] Trong khéng gian Oxyz cho cac diém A(1;5;0),

B(3;3;6) va duong thing A:xTH:y—_llzg. Goi M (a;b;c)e A sao cho chu vi tam

giac MAB dat gia tri nho nhat. Tinh tong T'=a+b+c?
A.T=2. B. T =3. C.T=4. D.T=5.
Cau 71. [Nguyén Khuyén Tp.HCM] Trong khdng gian vdi hé truc toa dd Oxyz, cho diém

x=t

A(2;3;0), B(0;—/2;0), M(g;—ﬁ;zj va duong théngd: y=0 . Diém Cthudcdsao

z=2-t

cho chu vi tam gidc 4BC1a nho nhat thi d6 dai CM bang

A. 243. B. 4. C. 2. D. ¥

Cau 72. Trong khong gian Oxyz, goi d la duong thang di qua 4(2;1;0), song song véi mit
phang (P):x—y—z=0 va c6 tong khoang cach tir cdc diém M (0;2;0),N(4;0;0) t6i
duong thang d c6 gia tri nho nhat. Vecto chi phuong u ctia d c6 toa d6 1a
A. (1;0;1). B. (2;1;1). C. (3;2;1). D. (0;1;—1).

Cau 73. [THPT Lwong Thé Vinh-Ha Ni] Trong khéng gian Oxyz, cho diém A4(1;-6;1) va
mit phing (P):x+y+7=0.Diém B thay ddi thudc Oz; diém C thay ddi thudc mit
phéng (P). Biét rdng tam gidc ABC c6 chu vi nho nhat. Toa d6 diém B la.

A. B(0;0;1). B. B(0;0;-2). C. B(0;0;-1). D. B(0;0;2).

Cau 74. Trong khoéng gian Oxyz, cho bon diém diém A4(-4;4;0), B(2;0;4), C(1;2;—-1) va
D(7;-2;3). Gia sit M la diém di dong trén duong thang AB. Tim gia tri nho nhat cta
biéu thiee MC+MD.

A. 46 . B. 7\2. C. 82. D. 230.
Cau 75. [THPT Hoang Van Thu-Hoa Binh] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém
x=2+4
A(1;-1;2),B(3;—4;-2) va duong thing d:{y=-6t . Diém I(a,b,c) thudc d thoa
z=—1-8t
man A4+ IB dat gia tri nhé nhat. Khi d6 T =a+b+c bang
A B. -2 c.® . 2L,
58 58 29 58
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Cau 76. Trong khong gian toa d6 Oxyz cho 4(1;3;10), B(4;6;5) va M la diém thay d6i trén
mat phang (Oxy) sao cho MA, MB cung tao véi mit phang (Oxy) cic géc bang
nhau. Tinh gid tri nhé nhat cua AM .

A. V10, B. 10. C. 643. D. 82.

Cau 77. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (§): x>+ +(z —3)2 =8 va hai diém 4(4;4;3),
B(L;1;1). Goi (C) la tap hop céc diém M e(S) d€ |MA-2MB| dat gia tri nho nhét.
Biét rang (C)la mot dudng tron ban kinh R. Tinh R.

A. 6. B. V7. C. 242. D. 3.

Cau 78. [Chuyén Luong Thé Vinh — Pong Nail Trong khong gian Oxyz, cho A4(-4;-1;3),
B(-1;-2;-1), C(3;2;-3) va D(0;-3;-5). Goi («) la mat phang di qua D, ba diém 4,
B, C ndm vé cung phia so véi («). Biét tong khoang cach tir 4, B, C dén (a) 16n
nhét, trong cac diém sau, diém nao thudc mit phang () ?

A. E (7;-3;-4). B. E,(2;0;-7). C. E,(-;-1;,-6).  D. E,(36;1;-1).

Cau 79. [Lé Quy Don- Da Nang] Trong khong gian Oxyz, cho 3 diém A(-8;1;1), B(2;1;3) va
C(6;4;0). Piém M di dong trong khong gian sao cho MAMC = MAMB+34. Biét
|MA— MB| dat gid tri 16n nhat tai diém M, (x,;yy;z,) . Tinh tich s8 x,,z, .

A. 16. B. 18. C. 14. D. 12.

Cau 80. [Chuyén Son La] Trong khong gian Oxyz, cho 4(-1;0;0), B(2;3;4). Puong tron giao
tuyén cua hai mat cau (Sl):(x—l)2 +(y+1) 422 =4 va (S,):x ) +22 42y -2=0
ndm trong mit phang (P) . Xét M, N 1a hai diém bat ky thudc (P) sao cho MN =1.
Gid tri nho nhat caa AM + BN br?mg
A.5. B. 3. C.6. D. 4.

Cau 81. [Dé TNTHPT 2021 — BGD] Trong khong gian, cho hai diém A(1;-3;2) va B(-2;1;-3).
Xét hai diém M va N thay d8i thudc mat phang (Oxy) sao cho MN =1. Gia trj 16n
nhat cta | AM — BN | bang
AT B. \/41. C. 37 D. el .

Cau 82. [S& GD Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, cho mat cau(S): x> + y? +z% +2x—8y+9=0
va hai diém 4(5;10;0), B(4;2;1). Goi M la diém thudc mat cau (). Gia tri nho nhat ctua
MA +3MB bang

A N2 B. 22V2,
3 3
Cau 83. Trong khong gian Oxyz, cho cic diém A4(3;-1;2), B(1;1;2), C(1;,—1;4), dudng tron

C. 222. D. 11V2.

(C) 1a giao caa mit phing (P):x+y+z-4=0 va mit cau
(S):x’+y*+2* —4x—-6z+10=0. CO6 bao nhiéu diém M thudc (C) sao cho
T =MA+MB+MC dat gia tri I6n nhat?

A. 3. B.2. C. 4. D. 1.
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Cau 84. Trong khong gian Oxyz, cho bon diém 4(3;1;0), B(2;0;-1), C(0;2;-1), D(0;0;-2).
Véi moi diém M tuy y, dat T =MA+MB+MC+MD. Goi M,(a;b;c) sao cho T dat

gia tri nho nhat. Tinh tdng a+5b+¢ b?mg
A. 7. B. 4. C. 3. D. -13.

Cau 85. [THPT Chuyén Tuyén Quang] Cho dudong thang d;%:yT_lzg va ba diém

A(Z;O;O),B(O;4;0),C(O;O;6). biém M(a;b;c)ed thoa man MA+2MB+3MC dat gia
tri nho nhat. Tinh S=a+b+c.

A.S=&. B.S=£. C.S=—§. D.S=—£.

49 148 49 50
Cau 86. Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz, cho ba diém A4(-2;1;0), B(4;4;-3), C(2:3;-2)
x—1 y-1 z-1
-2 -1
B, C& cung phia d&i véi mit phang (). Goi d,, d,, d,1an luot 1a khoang cach tir 4

va duong thang (d): . Goi (@) la mat phang chta (d) sao cho 4,

, B, C dén (). Tim gid tri lén nhét ctia T =d, +2d, +3d,.
A. T, =2\21. B. T, =614, C.T. =14+3J21. D. T, =+203.

Cau 87. [SGD Thanh Héal Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho bon diém 4(7;2;3),
B(l;4;3), C(1;2;6), D(l;2;3) va diém M tuy y. Tinh d6 dai doan OM khi biéu thic
P =MA+MB+MC++3MD dat gia tri nho nhat.

3421 517

A OM === B. OM =+/26. C. oM =+14. D. OM ==
Cau 88. [SGD Ha N¢i] Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S,) 6 tam /(2;1;1) c6 ban kinh
bdng 4 va mit cau (S,) c6 tam J(2;1;5) c6 ban kinh bang 2. M4t phang (P) thay
doi ti€p xuc v6i hai mat cau (S,), (S,). Dat M, m Ian luot 1a gia tri 16n nhat, gia tri
nho nhat ctia khoang cach tir diém O dén (P). Gia tri M +m bang
A5, B. 83. C. 9. D. 8.
Cau 89. [TH & TT sO 8] Trong khong gian voi hé truc toa do Oxyz, cho duong théng
x+1 _ y—4 _ z—4
3 -2
d6i trén A sao cho CD=+/14 va mat cau noi tiép t& dién ABCD c6 thé tich 16n nhat.
Khi d6 toa do trung diém M caa CD la

A

va cac diém 4(2;3;-4), B(4:6,-9). Goi C,D la céc diém thay

A M B;E;E . B. M 181;—104;—42 .
35 35 35 5 5 5
M E;E;Q . D. (2;2;3).
28 14 28

3. Hwéng dan bai tap kiém tra.
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Cau 65.

Cau 66.

Cau 67.

Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1;1;3),B(5;2;-1) va hai diém M, N thay doi
thudc mit phang (Oxy) sao cho diém 1(1;2;0) ludn la trung diém ctia MN. Khi biéu
thitc P = MA> +2NB* + MA.NB dat gi4 tri nho nhat, tinh T =2x,, —4x, +7y,, -,
A. T=-10 B. T=-12 C. T=-11 D. T=-9.

Huéng dan giai.
Gia st cac diém M (1-x;2—y;0), N(1+x;2+ »;0),x° + y* # 0. Khi d6
P=x +(y—1)2 +9+2()c2 —8x+y’ +17)+x(4—x)—y(y—1)—3

2
P=2x"-12x+2y* —y+41=2(x-3)’ +2(y—%j +%z%

Vay minP:%Q x=3,y :%QM(—Z;%;OJ,N(%%;OJZ T =-10.Chon A.
Loi binh.

O day ta chon phuong phap khit dan an, bién ddi dua vé “dang mit cau” nén
twong doi ngén gon. Ngoai ra néu goi H,K la hinh chiéu cua 4,B trén mp(Oxy) thi
tavanco HM /KN =d, /d, =3/1.

Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho hai diém A(3;2;1), B(—l; 4;—3). Lay diém

M (a;b;c) thude mat phang (Oxy) sao cho |MA - MB| 16n nhit. Toa do M la

A. M(-51;0). B. M (5;1;0). C. M(5-1,0). D. M(-5;-1;0).
Huéng dan giai.

, 1 R D s 2 . . = == s
Tacotiso ¢t = Z“ :%:% nén goi C la diém théa man CA=%CB<:>C(5;1;§). Khi d6
-

diém M can tim la hinh chiéu cua C trén (Oxy)nén toa d6 M (5;1;0). Chon B.

[Chu Vin An - Ha N§i] Trong khong gian Oxyz, cho duong thang A :%: T 7

va hai diém 4(1;2;-5), B(-1;0;2). Biét diém M thudc A sao cho biéu thirc [MA4— MB|

dat gia tri 16n nhat 7 . Khi d6 T, bang bao nhiéu?

AT =-/57. B.T _ =3. C.7_=2J6-3. D.T, =3/6.

Huéng dan giai.

Cach 1. Khao sat ham s0.

Lay diém M(x;x+1;x) €A, tacd: MA=+3x>+6x+27 va MB=+/3x"+6.

Xétham s8 f (x)= MA - MB =/3x* +6x+27 —/3x* + 6, tinh dao ham:
3x+3 3x x+1 X

T B +6x127 e a6 T B rox+2] w6

Giai ra phuong trinh c6 nghiém duy nhat x=1.Suyra 7 =3.

(C6 thé vao MENU 8 dé tim min, max cta f'(x)).

Cach 2. Bat dang thtc.

/(%) /'(x)=0
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Ta viét lai MA va ap dung bat dang thirc Mincopxki:
M= (VB +V3) +(V6.36) <\[(V3x) +(V8) +(V3) +(V6) =mB+3
V3x 3

— < x=1.

J6 6

Suy ra MA— MB < 3. Dang thtic c6 khi

Cach 3. Tong quat.

2
+y+
Ghi x* +y* +2° _rtyez) CALC (nhap bo khi thay A vao tie A) 1=1=-5= két

qua d > =24, CALC (thay Bvaotk A) —1=-1=2= kétqua d,” =6.

T d6tisd: t=d, /d, =26 /~/6 =2. Tim toa do hinh chi€u H, K cia A, B trén A.

L (x+y+z) . o
Stra lai ————= bam = STO B, bam “ CALCnhaplai I =1=-5== STO A.
Toa d6 diém M théa man MH —2MK =0 < OM = %. Dén day ta ghi:

A-2B A+1-2(B+1)
1-2 1-2
Suy ra max T =|MA—MB|=6-3=3.

bdm==tacd x, =1, y,, =2 nén toa do M(1;2;1).

Loi binh.
Trong cach 3 tuy trinh bay twong doi dai, nhung thuc t€ ta chi ghi nhéap ti s6 ¢
va biéu thtc véc to, con lai 1a bAm mdy Casio. Ngoai ra ta c6 thé tim duoc
12 1

AmABzC(—E,g,—EJ va bat dang thirc |[MA—MB|< AB ludn dtng, nhung C

thudc doan thang AB nén dau bang khong xay ra. Cu thé trong bai trén, chiing ta
khong thé c6 déng thirc [MA — MB| = AB =+/57 , ma chi c6 thé 1a |MA - MB|=3.
Cach 4. Vi tri twong doi.
Treong hop AN AB =C thudc doan AB, ta co: M _C4_ 2, nghia la: A Ia
MB CB
duwong phan giac ctia goc AMB . Treong hop AN AB=C ngoai doan AB, thi M
trung C, do d6 ta ludn co (W,&) = (W,ﬁ) Suy ra tim toa do M (x;x+1;x) theo

cOng thirc:

i x—1+x-1+x+5 x+1l+x+1+x-2

cos W,T; =cos|{BM ,u | < x=1.
(4M ) = cos( BM ) > 1
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Cau 68.

Cau 69.

Vay toa do M (1;2;1), nén maxT = MB = 3.
Cach 5. Tong quat.
Goi D 1a diém trén dudng thing AB sao cho DA = 2DB, tiic B 1a trung diém ctia DA.

X+y+z

Toa do D(—3; —2;9) , ta tim hinh chiéu M ctaa D trén A. Ghi CALC nhap

-3=-3=9==STOD,bamD:D+1:D=== két qua M(1;2;1), nén maxT=MB = 3.
[So GD Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A4(-1;00), B(0;-1;0),C(0;0;1)
va mat phang (P):2x-2y+z+7=0. Xét Me(P), gid tri nho nhat cta
‘W—WH\TC +‘W9‘ bang
A. V22. B. \2. C. V6. D. 19.

Hudéng dan giai.
Goi D 1a diém sao cho DA—DB+DC =0, toa &6 D(-11;1). Bai toan tré thanh im

d, 9

gia tri nho nhat ctia MB+MD . Tis6 t = d—B =

D

Goi E 1a diém trén duong thang BD sao cho EB +%@ = E[—iiij .

13713713
. s < o1s SV R . 2x=2y+z+7 . R
Khi d6 M la hinh chiéu cta E trén (P). Ghi — nhap toa do E STO E,
bam 2E +x:-2E+y : E+z===két qua toa d0 M —EEL
13713713
Tt d6 min(MB + MD) = 9“22;34“22 — /22 . Chon A.

Cach 2. Bat dang thtc.

Theo bat dang thirc Mincopxki, ta cd :

MB+MD =BK* + KM +\/DI” + MI* > \[(BK + DI’ +(KM +MI)’

Suy ra minT :\/(dB +d,) +KI

minT =,/(d, +d,)’ +BD* (d, —d,) =[BD’+4d,d, = 6+43— V22,

Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1;2;-1), B(7;-2;3) va duong thang (d) 1a giao
tuyén cua hai mit phang (P):2x+3y-4=0 va (Q):y+z-4=0. Diém /e (d) sao
cho tam gidc ABI c6 chu vi nho nhat, gia tri nhé nhat d6 bang:
A.9+2417. B. 2(30+4/17).  C.2(30++13). D.7V6.
Huéng dan giai.
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Goi 7 e(d) can tim, suy ra toa d§ 7(2+3¢;-2¢;4+2¢) va tinh tong:

AL+ BI=\J(14+3t) +(2t+2) +(2t+5) +(3t=5) +(2-2) +(1+2¢)".
Dung CASIO, thi min (A7 + BI)=2+/30, chu vi nho nhat 1a 2(+/30 ++/17). Chon B.
Cau 70. [THPT Hau Loc 2-Thanh Hoéa] Trong khéng gian Oxyz cho cac diém A(1;5;0),

B(3;3;6) va duong thing A:xTH:y—_llzg. Goi M (a;b;c)e A sao cho chu vi tam
giac MAB dat gia tri nho nhat. Tinh tong T'=a+b+c?
A.T=2. B. T =3. C.T=4. D.T=5.

Hudng dan giai
Do AB khong d6i nén chu vi MAB nho nhat khi MB+MC nho nhat.

_ 2
Ghi x2+y2+22—(2x y+2z)

CALC (nhap bo khi thay A vao t& cha A)
2=4=0==k&t qua 20, CALC (nhap bo khi thay B vo tir cia A) 4=2=6==
két qua 20. Dén day goi /(2;4;3) la trung diém A4B. Bam 4« quay vé stra thanh

W CALC nhap 3=3=3==STOM bam AC ghi —1+2M +1—M +2M =

két qua bang 3. Chon B.
Cau 71. [Nguyén Khuyén Tp.HCM] Trong khdng gian vdi hé truc toa dd Oxyz, cho di€ém

x=t

A(2;3;0), B(0; —2; 0), M(%;—ﬁﬂj va duong théngd: y=0 . Diém Cthudcdsao
z=2—t

cho chu vi tam gidc 4BC 1a nho nhat thi d6 dai CM bang

A. 24/3. B. 4. C. 2. D. ¥

Hudéng dan giai.

Vi AB khong d6i nén ta can tim vi tri ctia C sao cho gia tri cua tong CA + CB nho nhat.

Ta 6 T=AC+BC = \[2(1=2) +9+ [ +(t=2) +2 =127 —81+17 +2r" ~41+6 >33

L 7 ’
Dau bang c6 khi t=§.Do do CM=\/(1‘—%) +2+¢>=2.Chon C.

Nhan xét.
Kinh nghiém khi 4p dung bat dang thitc Mincopxki 1a gi? Ta c6 thé phan tich
. 2 2 IV 2 nr in
trong hai can nhu sau: (a—\/it) va (\/Et—b) suy ra v€& phai la (a—b)", triét tiéu
tham s6 t. Cac s6 a, b ta im dé dang (Xem thém Cau 68 va Cau 74).
Cach 2. Tam ti cu.

+0y—z)’
Ghi vy 0= e nhap 2=3=-2= c6 d’>=9. CALC nhap
4_6—2\/5_0

0=-—+2=-2=0¢6 d,’ =4.Goilla diém sao cho 214+3IB=0, toa d6 I(g ).
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6-22

0_
“_MCALcnhapg: 22 -t duge =7

Stra thanh (

Vay M 1a hinh chiéu cua I trén d, toa 46 M (%; 0;%) nén CM =2.

Nhan xét.
o RO ~ , AC d, 3 1 s oA
Khi tong C4+CB nho nhat thi ta cling co 2 d“ =7 khi do¢ ta chi viéc giai
b

phuong trinh: 2\/2(t —2)2 +9= 3\/t2 +(1 —2)2 +2 bang SHIFT SOLVE duoc t=1.4= %

Tuy nhién ching ta phai biét dwgc ti s6 khoang cach va con phai biét biéu thirc thi
moi giai nhanh duwoc nghiém. No6i cach khac: Day xem nhu mot cach giai va la sy két
hop cta cach 2 va cach 1.

Cau 72. Trong khong gian Oxyz, goi d la duong thang di qua 4(2;1;0), song song véi mit
phang (P):x—y-z=0 va c6 tong khoang cach tir cdc diém M (0;2;0),N(4;0;0) toi
duong thing d c6 gia tri nho nhat. Vecto chi phuong u ctia d ¢6 toa do 1a
A. (1;0;1). B. (2;1;1). C. (3;2;1). D. (0;1;—1).

Huéng dan giai.
Goi mp (Q) qua A va song song voi (P), ¢ phuong trinh x—y—z—-1=0.
MH ,NK la céc khoang cach tit M, N dén d. Ta c6 MH + NK >d (M ,(Q))+d (N,(Q)).

MXSNH K 4
\

/ N
)

N
Ha ME 1(Q) suy ra dudong thang d can tim di qua A va E.

Toa d6 ctia E trén (Q) 1a E(1;1;—1) = u=EA=(L0;1).

Cau 73. [THPT Lwong Thé Vinh-Ha Noil Trong khong gian Oxyz, cho diém A4(1;—6;1) va
mat phang (P):x+y+7=0.Diém B thay d6i thudc Oz; diém C thay d6i thudc mat
phéng (P). Biét rdng tam gidc ABC c6 chu vi nho nhat. Toa 6 diém B la.

A. B(0;0;1). B. B(0;0;-2). C. B(0;0;,-1). D. B(0;0;2).
Huéng dan giai
Chon A
Nhén xét mit phing (P) song song véi truc Oz. Ta c6 AB ngdn nhat néu B 1a hinh

chiéu cua A trén Oz, con lai chon vi tri cia C trén (P) &€ CA + CB nho nhat.
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Cau 74.

Lay A’ d6i xting v6i A qua (P) thi CA+CB=CA'+CB > 4'B, ngoai ra A’B vudng goc
véi Oz nén chu vi CAB nho nhatkhi C, A’ va B thang hang. Vay toa do B(0;0;1).
Trong khong gian toa d Oxyz, cho bon diém diém A(—4;4;0), B(2;0;4), C(1;2;-1) va
D(7;-2;3). Gia sit M 1a diém di dong trén duong thang AB. Tim gia tri nho nhét cta
biéu thitc MC +MD.
A. 46 . B. V2. C. 8/2. D. 2/30..

Huéng dan giai.
Cach 1. Khao sat - BDT
Ta c6 phuong trinh (AB): x=2+3t,y =-2t,z=4+2¢. Ldy diém M thudc AB va tinh

CM + DM = \J(1+3t)" +(20+2) +(26+5) +/(5-31)" +(2—2¢)" +(=1-2¢)’.

CM + DM =~17¢* +341+30 +/17¢* — 341 +30.
CM -+ DM =TT+ T 413 417 170 413" 2 (2417 +(2413) =2450.

RS
NEENEARYE
Cach 2. Xét vi tri twong doi.

Ta c6 AB=(6;-4;4)=CD = ABDC la hinh binh hanh. Goi 7(4;0;1) la trung diém

=1<¢t=0.Chon D.

Dang thttc xay ra khi:

CD, vi tri M can tim 13 hinh chiéu vudng goc cta I trén AB.

A M B
C 7 D

3(x—2)-2y+2(z-4)
9+4+4
Tinh dugc min(CM + DM )= 2BD = 24/30. Chon D.

Ghi

CALC nhap toa do I ta c6 t =0 do d6 diém M (2;0;4)=B.

Cau 75. [THPT Hoang Vian Thu-Hoa Binh] Trong khong gian Oxyz, cho hai diém

x=2+4t
A(1;-1;2),B(3;—4;-2) va duong théng d:{y=-6t .Diém I(a,b,c) thudc d thoa
z=—1-8t
man /4 + B dat gia tri nho nhat. Khi d6 T =a+b+c bang
2
-~ B. -2 c.® D. -2,
58 58 29 58

Hudéng dan giai.
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Cau 76.

Cau 77.

Cach 1. Tam ti cu.

(4x-6y-8z) 198

Ghi x* +y* +z° - Te CALC nhédp -1=-1=3==¢6 d} =5. CALC nhap

l=—4=-1==¢cb d,’ =%. Goi K 1a trung diém AB, toa do K(2;_75;0).

(4x—6y—8z)

Stra thanh CALC nhap 0=-5/2=1== STO M (& day r:é).

, . : x L 2
I1a hinh chiéu cta K trén d, ghi 2+4M +(-6M )+(-1-8M ) bam=c6 T :5—2. Chon A.

Cach 2. Vi tri twong doi.
Ta c6 4B =(2;-3;—4)/ /u, . Viét phuong trinh mat phang trung truc ctia AB cat d tai |,
phuong trinh a: 2x-3y—4z ==, Ghi 2(2+4x)~3(~6%)~4(-1-8x) =2

SHIFT SOLVE va stta thanh (2 +4x)+(—6x)+(—1-8x) bam =ta c6 % Chon A.

Trong khong gian toa d6 Oxyz cho 4(1;3;10), B(4;6;5) va M la diém thay d6i trén
mit phing (Oxy) sao cho MA, MB cung tao véi mit phing (Oxy) cac goc bang
nhau. Tinh gid tri nhé nhat cua AM .

A. 10, B. 10. C. 6v3. D. 8v2.
Huéng dan giai.
Tinh khoang céch tit A, B dén (Oxy) thi d, =2d,. GoiIla diém thoa man I4+2IB =0

Toa do [(3;5;%}, diém M la hinh chiéu cta I trén (Oxy) nén c6 toa 46 M (3;5;0).

Tt d6 AM =6+/3. Chon C. (Xem thém Vi du 51)
Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (§):x° +)° +(z—3)2 =8 va hai diém 4(4;4;3),
B(L;1;1). Goi (C) 1a tap hop céc diém M e(S) d€ |MA-2MB| dat gia tri nho nhét.
Biét rdng (C) la mot duong tron ban kinh R. Tinh R.
A. 6. B. 7. C. 22, D. 3.
Hudng dan giai.
Chon B
Mt cau (S) c6 tam 1(0;0;3) vaban kinh r=2+2. Tinh 4 =(4;4;0).

2

Ta cé AM?> :(W—TA) — IM* + 14> —2IM JA=40-2IM IA .

1

Dit I4=4IC < IC =—(4;4;0) =(1;1;0) & C(1;1;3) . Khi d6 diém C nim trong mit cau

N

va AM? = 40—8IM IC = 4(8+2-2IM IC) = 4CM” < MA =2MC .

Suy ra |[MA-2MB|=2|MC-MB|>0. D&u bang xay ra <> MC =MB hay M thudc mat
phéng trung truc ctia BC, ¢ phuong trinh (P): 2z =4 < (P):z-2=0.

Vay M thudc (C)=(P)(S). Tacd d(1,(P))=h=1,nénR=~r" —i* =7.
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Cau 78. [Chuyén Luong Thé Vinh — Pong Nail Trong khong gian Oxyz, cho 4(-4;-1;3),
B(-1;-2;-1), C(3;2;-3) va D(0;-3;-5). Goi (&) la mat phang di qua D va ba diém
A, B, C nam vé ciing phia so véi («). Biét tong khoang cach tir 4, B, C dén (o)
16n nhat, trong cac diém sau, diém nao thudc mit phang (a)?
A. E (7;-3;-4). B. E,(2;0;,-7). C. E,(-,-1,-6).  D. E,(36;1;—1).

Huéng dan giai.

Phuong trinh (a):a(x+0)+b(y+3)+c(z+5)=0. Do ba diém 4, B, C ndm vé cung
phia so v6i (&) nén téng cac khoang céch la:

0)+b 9 15
d:d{H%+dC:pCm+xB+nfr)+ thi::?j-)+c@A+%+¢c+ )
a c

la(=2)+5(8)+c(14)] 2[a(-1)+b(4)+c(7)
d= = <2\(-1)* +42 + 77 =266 .
Na* +b* + ¢ Na> +b* +¢?
D&u bang c6 khi va chi khi
%:%:%:71:(—1;4;7):(a):—(x+0)+4(y+3)+7(z+5):O.ChQnA.

Cau 79. [Lé Quy Don- Da Nang] Trong khong gian Oxyz, cho 3 diém A(-8;1;1), B(2;1;3) va

C(6;4;0). Diém M di dong trong khong gian sao cho MAMC = MA.MB+34. Biét

|MA - MB| dat gié tri 16n nhat tai diém M, (x,; y,;z,) . Tinh tich s8 x,,z,.

A. 16. B. 18. C. 14. D. 12.

Hudng dan giai.

Bién d6i MA.MC = MAMB +34 < MABC =34 < 4(-8-x)+3(1-y)-3(1-z)=34

& M e(P):4x+3y—32+66=0.

Cach 1. Tong quat - Tam ti cy.

Ghi 4x+3y-3z+66 CALC nhdp toa do A, két qua 34. CALC nhap toa d B, két qua
d, 34

68. Ta co ti s = d” &:% Goi D thoa man m—%ﬁ=6<:>D(—18;l;—l). Ta tim
b

4x+3y—-3z+66
16+9+9

qua 0. Vay diém M trung D nén x,y,z, =18. Chon B.

bam CALC nhép toa do D, két

hinh chiéu M ctia D trén (P). Ghi —

Cau 80. [Chuyén Son La] Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A4(-1;0;0) va B(2;3;4). Goi
(P) 1a mit phang chta dudong tron giao tuyén cta hai mit cau
(S):(x=1) +(y+1) +22 =4 va (8,):x* +y* +2° +2y-2=0.Xét M, N 1a hai diém
bat ky thudc mit phang (P) sao cho MN =1. Gia tri nhé nhat caa AM + BN béng

A.b. B. 3. C.6. D. 4.
Hudng dan giai.
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Trir cdc v€ mit cdu thi phuong trinh (P):x=0 hay la (Oyz). Goi H(0;0;0),
K(O;3;4) la hinh chiéu ctia 4, B trén (P) va M,N thudc doan HK ,vdi HK =5.

Pat HM =t => KN =5-1-t=4—1.Khi d6 AM + BN =1 +1* + /2> +(4—1)".

Ap dung BDT Mincopxki, ta c6: AM + BN > \/(1+2)2 +(t + 4—t)2 =5.

_t=%<:>t=i.ChQnA.
t 1 3

Cau 81. [Dé TNTHPT 2021 — BGD] Trong khong gian, cho hai diém A(1;-3;2) va B(-2;1;-3).
Xét hai diém M va N thay d8i thudc mat phang (Oxy) sao cho MN =1. Gia trj 16n
nhat cta | AM — BN | bang
A V17 B. V41. C. 37 D. Jel.

Huéng dan giai.
Goi H,K lan lwot 1a hinh chiéu cua 4,B trén mp (Oxy) . Vi tri cac diém nhu hinh vé.

Déng thtic c6 khi 4

of fl” =§:>3HM=2KN.Dét HM =t=>KN=6+t=3t=2t+12=>1t=12.
b

Véymax(BN—AM)—EAM L 212" =37 . Chon C.

(Xem thém Vi du 51, Vi du 59 va Cau 67, Cau 68)

Cau 82. [S6 GD Ha Tinh] Trong khong gian Oxyz, cho mat cau(S): x> + y? + 2% +2x—8y +9=0
va hai diém 4(5;10;0), B(4;2;1). Goi M la diém thudc mat cau (). Gia tri nho nhat ctua
MA +3MB bang

A IV B, 222 C. 242 D. 1132,

3 3
Huéng dan giai.
Tam /( 140)R 242, tinh 14 = (6;6;0).

«/]M IA \/IM2+]A2 2IM 1A = \/80 2IM 1A .

Pat IA=9IC = IC = (z 2. Oj C(—l 4, OJ thi C ndm trong mat cau va:

MA = \/80 18IM IC = 3J——2IMIC 3\/8+——2IMIC 3MC.

Vay P =3(MC+MB)>3BC =11J2. ChonD.
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Cau 83. Trong khong gian Oxyz, cho cac di€ém A4(3;-1;2), B(1;1;2), C(1;—1;4), duong tron
(C) la giao coa mit phing (P):x+y+z-4=0 va mat cau
(S):x*+y* +2> —4x—62+10=0. Hoi cé bao nhiéu diém M thudc dudng tron (C) sao
cho T'=MA+MB+MC dat gia tri 16n nhat?

A. 3. B. 2. C. 4. D. 1.

Hudéng dan giai.
Kiém tra duoc ba diém A, B, C déu thudc mit phang (P) va déu thudc mat cau (S )
hay ching déu thudc dudng tron (C) tim K, ban kinh 7.

Mt khéc ta c6 4B = BC = CA =2+/2 hay tam gidc ABC déu, ndi tiép dwong tron (C).
A

B C
&J/
Gia str diém M thudc cung BC, dat MAC = a = MAB = 60° — , ta co:
MB+MC:2rsin(60" —a)+2rsina:>T£DA+2rsin(60" —a)+2rsina

Hay T < 2r[1+sin(60" —a>+sin a} = 2r[1+25in(300)cos(30" —a)}
T<2r [1 +cos(30° —a)] <4r=>maxT =4r < a =30 < M =D la trung diém cung BC.

Tuong tw ta c6 thém hai treong hop trén hai cung con lai. Chon A.
Nhan xét.

Bai toan khong qua khé nhung phai xét vi tri twong ddi gitra cac doi twgng hinh
hoc nén mat nhiéu thoi gian, do dé cac em can c6 ky nang giai toan nhanh. Khi xét
diém M trén cung BC thi bang cam tinh ta c6 thé chon dwoc M tring véi D dé tong T
16n nhat, nhung viéc chiing minh khong dé!. Khi cau hoi ra nhw vay thi xét duoc tam
giac déu, ta chon ludn dap an la 3. Khi hoi gia tri ctia tong thi maxT = 4r.

Khi bai toén cho tong ctia nhiéu doan thang thi hau nhu chting ta phai xét vi tri
twong doi gitra cac diém d€ tim ra “moi quan hé dac biét”. DBiéu nay hét stiic quan
trong, va la “diém mau chot” dé giai quyét bai toan, néu khong thi lam sao ma giai?.

Cau 84. Trong khong gian Oxyz, cho bon diém 4(3;1;0), B(2;0;-1), C(0;2;-1), D(0;0;-2).
Véi moi di€ém M tuy y, ddt T=MA+MB+MC+MD. Goi M,(a;b;c) sao cho T dat
gia tri nho nhat. Lac d6, tong a+5b+c bang
A. 7. B. 4. C. 3. D. -13.

Hudng dan giai.
Chon C
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Vao MENU 9 1 3 giai hé ba an, ta ¢ mit phang (ABC): x +y —2z =2, di qua diém D,
nén 4 diém A, B, C, D dong phéng, bon diém tao thanh t& giac. Tinh:

BA=(L;1;1), CA=(3;-1;1), DA=(3;1;2), CB=(2;-2;0), DB =(2;0;1), DC =(0;2;1).

C

A

D

Suy ra AD > AC>BC>BD =DC > AB nén ta ¢ tit gidc ABDC c6 hai duwong chéo AD
va BC cét nhau tai di€m M can tim, vi T =(MA+MD)+(MB+MC)2 AD+BC.

x=3t x=2+t'
Taco AD:{y=t giaovoi BC:qy=—t tai M(%;%;—l] .Vay a+5b+c=3.
xX=-2+2t z=-1
Cau 85. [THPT Chuyén Tuyén Quang] Cho duong thing d:%:yT_lzg va ba diém

A(2;0;0),B(0;4;0),C(0;0;6). Diém M (a;b;c)ed thoa man MA+2MB+3MC dat gia
tri nhé nhat. Tinh S=a+b+c.
A s=18 B. 5= c.s=-2 D.s=-2
49 148 49 50
Huéng dan giai.
Goi M (61;3t+1;2t)ed va ta can tinh S=11z+1 khi MA+2MB+3MC =T dat gia tri
nho nhat.

T=J(66=2) +(3t+1) +41> +2361 +(3t—3) +4> +3,368 + (3t-+1) +(2—6)

T =497 —18¢+5+2+/49¢> —18+9 +3+/49/* — 18/ +37 . D& thdy céc Parabol dong thoi

2J41 +12410 + 64433 148

dat nho nhattai r1=— va T = _Khi d6 S =22 Chon A.
49 7 49

min

Cau 86. Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz, cho ba diém A4(-2;1;0), B(4;4;-3), C(2;3;-2)
x—1 y-1 z-

-2 -1
B, C & cling phia d&i véi mat phang (). Goi d,, d,, d,1an luot 1a khoang cach tir 4

va duong thang (d): L Goi (@) la mit phang chta (d) sao cho 4,
, B, C dén («). Tim gia tri 16n nhét cua T =d, +2d, +3d,;.

T =2021. T. =614, C.T. =\14+3421. D. T, =~203.
Hudng dan giai.
Goimp(a):a(x—1)+b(y—1)+c¢(z—1)=0, trong d6 Z.Z:O:>a:2b+c (1).
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|-3a—c|+2[3a+3b—4c|+3|a+2b—3c|

Nat +b*+¢f '

Ta ¢6 d, +2d,+3d, =

vi A, B, C cung phia

6a+12b—18 12|26 —
v6i (@) nén T _[bat d (2). Thay (1) vao (2), ta cé: T = [2b—¢
Jad +b* + ¢ J@b+c)y +b +J
2_
T:12\/4Zz dhete axT_12\f 6J—<:>—:—3. Chon B.
5b* 4+ 4bc + 2¢* 3

Nhan xét.
Ta c6 AB = (6:3;—3) cung phuong AC = (4,2;—2) do d6 ba diém A, B, C cung
x+2 _y-1_z
1 -1
Gia st () cat A tai M trén tia d8i ctia tia AC, d§t BC = a, AC =2a, MA =b.

thuoc mot duong théng A

B
i C
I
I : \A\.
bocbooood
A
2(b+3
Tacy b _MA_ b . 2d, _2MB _2(b+3a) .
d, MC b+2a d, MC b+2a

Tix (1) va (2) suy ra d, +2d, =3d, = T = 6d,. Suy ra T 16n nh&t khi («) di qua A.
Phuong trinh (a) 1a: x+2y—3z=0 = maxT = 6d (C,(c)) = 6+/14 . Chon B.

Cau 87. [SGD Thanh Hoa] Trong khong gian voi hé toa do Oxyz, cho bén diém A(7;2;3),
B(l;4;3), C(1;2;6), D(l;2;3) va diém M tuy y. Tinh d6 dai doan OM khi biéu thic
P =MA+MB+MC ++/3MD dat gia tri nho nhat.

321

A. OM:T. B. OM =+/26. C. oM =14 . D. 0M=ﬂ.

4
Hudéng dan giai.

Chon C

Ta c6 DA=(6;0,0), DB=(0;2;0), DC =(0;0;3) nén t& dién 4BCD 1a t& dién vudng

dinh D. Gia st M(x+1y+2;z+3). Ta co MAz\/(x—6)2+y2+22 >|x—6]26-x,

MBz\/x2+(y—2)2+z2 2|y—2| >2-y; MC:\/x2+y2+(Z—3)2 2|Z—3| >3-z,

\/§MD:\/3(x2+y2+zz) > (x+y+z)2 >x+y+z.
Dod6 P>(6-x)+(2-y)+(3—z)+(x+y+z)=11.
Vay P dat gi4 tri nho nhat bang 11, khi va chi khi x=y=2z=0.Nén OM =+/14 .
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Cau 88. [SGD Ha N¢i] Trong khéng gian Oxyz, cho mit cau (S,) c¢6 tam /(2;1;1) c6 ban kinh
béng 4 vamat cau (S,) c6 tim J(2;1;5) c6 ban kinh béng 2. (P) la mit phing thay
ddi tiép xtic voi hai mat cau (S,), (S,). Dat M, m lan luot 1a gia tri 16n nhat, gia tri
nho nhat ctia khoang cach tir diém O dén (P). Gia tri M +m bang
A5, B. 83. C.9. D. 8.
Hudéng dan giai.

Chon C

Ta cé IJ =(0;0;4)= IJ =4 =R, suy ra tam J thudc mit cau (S,). Gia st dudng thing
. . . KI R, I

IJ cat (P) tai K, ta co: - -l=IK=2U =(0;0;8) = K(2;1;9).

2
Phuong trinh mp(OIJ): x—2y=0. Goi A, B la hai tiép diém trong mp(OIJ), khi do
KAB la tam giac déu. Duong thang AB qua H thudc IJ va dé thdy H 1a trung diém I,
toa d6 H(2;1;3).

x=2t
Phuong trinh AB: {y=¢ cat (S,) khi (2¢-2)" +(¢—1) +2 =16 = 5(t 1)’ =12.
z=3
mp(P) qua K, vtpt I4 1a (P):(2a-2)(x-2)+(a-1)(y-1)+2(2-9) =0 va tuong tu:
Phuong trinh (P'):(2b-2)(x—-2)+(b—-1)(y—-1)+2(z—-9)=0. Tix d6:
3|a+5| N 3p+5|  _3la+5[+3p+5] _3

J5(a=1)+4 [5(b-1) +4 VI2+4 4
Trong d6 azl+\/¥,bzl—\/§ nén M+m=%(6+6):9.

Cau 89. [TH & TT SO 8] Trong khong gian véi hé truc toa d Oxyz, cho duong thang
x+1 y-4 z-4
3 2

d6i trén A sao cho CD =+/14 va mat cau noi tiép t& dién ABCD c6 thé tich 16n nhat.
Khi d6 toa do trung diém M caa CD la

M(B'ﬁ'gj' B, M(ISI;—104;—42)

M+m= (|a+5|+|b+5|).

A va cac diém A(2;3;-4), B(4:6,-9). Goi C,D la céc diém thay

357357 35 575 5
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28 14 28
Huéng dan giai.
Ta c6 céc dién tich tam giac ACD,BCD khong d6i, mat phang (BCD) va diém A ¢
dinh nén thé tich khoi t¢ dién ABCD khong dodi. Goi [, r la tam va ban kinh mét cau
ndi tiép t& dién thi:
3V
=
S+, +8,+8,

, trong do Sl = SACD;SZ = SBCD;SB = SCAB;S4 = SDAB'

Goi CH,DK 1a cac duong cao cta cac tam giac CAB,DAB. Ta c6 r 16n nhat khi
S, + 8, nho nhét hay tong CH + DK = h + h, nho nhat.

x;Z = y;3 = Z+54, Goi M (3t—1;-2t+4;—t+4) la trung diém

=14

Phuong trinh (A4B):

Uy

ctia CD.Dé thay CD =

Ta co W:—l;:C 3t—§;—2t+5;—t+2 ,D 3t+l;—21+3;—t+z nén:
2 2 2 2 2

91

9 ) 17V 7% 507, 1521 6387
hP=|3t—=| +(-2t+2) +| —t+—| - =—"t - t+

2 2 38 38 38 152

81Y’

3Y ) 15Y St_? 507 , 507 2331
h22:[3t——j +(-2¢) +(—t+—j -~ 2 2

2 2 38 38 38 152

Suv ra fi 4+ h _\/507t2_1521t+6387+\/507t2_507t+2331 >2\/2331 39842
yrah+h =43¢ 38 152\ 38 38 152 V152 TER

Vay CH + DK = h +h, nhé nhat tai =1= M (2;2;3). Chon D.
Loi binh.

Bai toan trén néu bién luan theo vi tri twong doi béng dung hinh hinh hoc
khong gian thi sé gdp khé khan 16n va dai dong nén thi tric nghiém khong hop ly.
Tuy nhién néu ta tham s8 héa duoc tong CH +DK =h +h, = f(¢) thi vao MENU 8
ta sé khao sat duoc f (t ) , k€ ca nhu vay thi ciing rat dai va ton thoi gian, cac s6 16n

va khong dep.
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IV. BAI TOAN TONG HOP CUOI PHAN 2.
1. Dé bai.
Cau 90. Trong khong gian véi hé truc toa dd Oxyz, cho hai diém A4(2;-2;4), B(-3;3;-1) va

mit cau (S):(x—l)2 +(y—3)2 +(z—3)2 =3. Xét diém M thay d6i thudc mat cau (S),
gia tri nho nhat ctia 2MA° +3MB’* bang
A. 103. B. 108. C. 105. D. 100.

Cau 91. [Doan Thuong — Hai Duong] Trong khong gian Oxyz cho A(L;-1;2), B(-2;0;3),
C (O;l;—Z). Goi M (a;b;c) la diém thudc mat phéng (Oxy) sao cho biéu thirc
S = MAMB +2MB.MC +3MC.MA dat gia tri nho nhat. Khi d6 T =12a+12b+¢ bing
A.T=3. B. T =-3. C.T=1. D.T=-1.

Cau 92. [HSG Nam Pinh] Trong khéng gian Oxyz, cho cac diém A(4;1;5), B(3;0;1),

C(-1;2;0) va diém M (a;b;c) thdéa man MAMB+2MB.MC -5MC.MA 16n nhat. Tinh

P=a-2b+4c.
A. P=23. B. P=31. C. P=11. D. P=13.
Cau 93. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz cho 4(0;0;2), B(1;1;0) va mit cau

($):x*+)y° +(z—1)2 =%. Xét diém M thay d6i thudc(S). Gia tri nho nhat cta biéu

thiec MA®* + 2MB’? bang
AL B.>. cl p. 2L
2 4 4 4
Cau 94. [SGD Thanh héal Trong khong gian Oxyz, cho bén diém A4(2;3;5), B(-1;3;2),
C(-21;3)va D(57;4). Goi M (a;b;c) 1a diém thudc mat phéang (Oxy) sao cho biéu
thiec T =4MA* +5MB* —6MC’ + MD* dat gia tri nho nhat. Tinh téng a+b+c bang
A.12. B. 11. C. -11. D. 9.
Cau 95. [Chuyén Quang Trung- Binh Phuéc] Trong khdng gian Oxyz cho hai duwong thang
x y z—1 x—=1_y

A:T:T— 1 va A'= = E:% Xét diém M thay do6i trong khong gian, goi
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a,b lan lugt la khoang cach tr M dén A va A'. Biéu thtc o’ + 2b° dat gia tri nho
nhat khi va chi khi M = M, (x,, ..z, ). Khi d6 gia tri x, +y, bang

A.%. B.0. c? D.\2.

Cau 96. [Nho Quan A - Ninh Binh] Trong khong gian véi hé truc toa do Oxyz, cho hai diém
A(O;—l;—l),B(—l;—3;l). Gia st C,D la hai diéfm di dong trén mat phéng
(P):2x+y—2z—1:0 sao cho CD=4 va A4,C,D th:fmg hang. Goi §,,S, lan lwot la
dién tich 16n nhat va nho nhét ctia tam giac BCD. Khi d6 tdng S, +S, c6 gi tri bang

A2 B. 2. c p. 2.
3 3 3 3

" 5 o 1.
Cau 97. Trong khong gian toa d0 Oxyz, cho mit cau (S):(x —1)2 +(y+1)2 +7 = - mat phang
(P):x+y+z-1=0 va diém A(L;1;1). Di€m M thay d6i trén duong tron giao tuyén
cua (P) va (S). Gia trj 16n nhat cia AM la:

A2 B.% C.¥ Q.\/%

Cau 98. [Yén Phong-Bac Ninh] Trong khong gian véi hé toa d6 Oxyz, cho cac diém A(1;00),
B(3;2;0), C(-1;2;4). Goi M la diém thay d6i sao cho duong thing M4, MB, MC

hop véi mét phang (A4BC) cac goc bang nhau; N 1a diém thay d6i ndm trén mat cau

(S): (x—3)2 +(y—2)2 +(z—3)2 :%. Tinh gié tri nho nhat ctia d6 dai doan MN .

A.%. B. 2. gﬂ. D. 5.

2

Cau 99. Trong khong gian toa dd Oxyz, cho 5 diém A4(1;0;0), B(-1;1;0), C(0;-1;0), D(0;1;0)
, E(0;3;0). M la diém thay d6i trén mét cau (S):x” +(y—1)’+2z* =1. Gid trj 16n nhat
cua biéu thiec P = 2‘m+m+m‘+3‘m+m‘ bang:
A.12. B. 12V2. C. 24. D. 2442.

Cau 100. [DH - Quéc T¢] Trong khéng gian voi hé truc toa d6 Oxyz, cho hai diém 4(2;1;-3),
B(-3;2;1). Goi (d) la duong thang di qua M (1;2;3) sao cho tdng khoang cach tir 4
dén (d) vatr B dén (d) lalén nhat. Khi d6 phuong trinh duong thang (d) la

z B x=1 y-2 z-3
"5 4 T3 2 1
C. _ :z—3' D. x—lzy—2:Z—3.
1 13 -2 -3 2 2

Céu 101. [SP Dong Nai] Trong khong gian Oxyz, cho bon diém A(3; O;O),B(O; 2;0),C(0; 0;6)

va D(L;1;1). Goi A la duong thang di qua D va thoa man tdng khoang cach tir cac

diém 4,B,C dén A lalén nhat. Hoi A di qua diém nao trong cac diém duwdi day?
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A. M(57;3). B. M (-1;-2;1). C. M(3:4;3). D. M(7;13;5).

Cau 102. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S):(x-1)"+y*+(z-2)" =10 va hai diém
A(1;2;—4) va B(1;2;14). biém M thay d6i trén mat cau (S) Gid tri nho nhat ctaa
(MA+2MB) béng
A. 2482. B. 3/79. C. 5vJ79. D. 3./82.

Cau 103. [Hau Loc 2-Thanh Héal Trong khong gian Oxyz, cho 2 diém A(0;0;2) va B(3;4;1).
Goi (P) la mit phang chita duong tron giao tuyén cta hai mit cau
(8,):(x=1) +(y=1)" +(z+3) =25 v6i (8,): x>+ y* +2* ~2x—2y—14=0. Hai diém M,
N thudc (P) sao cho MN =1. Gia tri nho nhat ctia AM + BN la
A. B4-1. B.5. C. \/34. D. 3.

Cau 104. Trong khong gian Oxyz cho diém A4(53;-2) va mit cau (S) c6 phuong trinh
X+ +2" —4x+2y—2z-3=0. Mot duong thang d thay d6i ludn di qua 4 va ludn
cat (S) hai diém phan biét M, N . Tinh gid tri nho nhat ctia biéu thitc S =AM +4AN .
A. S =30. B.S. =20. C.S. =34-3. D.S_=5/34-9.

Cau 105. Trong khong gian Oxyz, cho bon diém A4(2;0;1), B(3;1;5), C(1;2;0), D(4;2:1).
Goi (@) la mit phang di qua D sao choba diém 4, B, C ndm cling phia d6i véi («)
va tong khoang cach tir cic diém 4, B, C dén mit phang () 1a 16n nhat. Gia st
phuong trinh (o) c6 dang: 2x+my+nz—p=0.Khidoé, T=m+n+p bang:

A.9. B. 6. C.8. D.7.

Cau 106. Trong khong gian Oxyz cho diém 4(-2;-2;-7), dwong thang d: x;I =2 ;2 = Z;?’

va mat cau (S): (x+3)° +(y+4) +(z+5)" =729. Diém B thudc giao tuyén ctia mit

cau (S) va mit phang (P):2x+3y+4z-107=0. Khi diém M di dong trén duong

thing d, gia tri nho nhat ctia biéu thitc M4+ MB bang
A. 5\30. B. 27. C. 5v29. D. \742.

Cau 107. [Dai hoc Hong Dirc ~Thanh Hoa] Trong khong gian v4i hé toa dd Oxyz, cho
A(-3;1;1), B(5;1;1) va hai mét phang (P):x+2y+z-4=0, (Q):—x+y+z-1=0. Goi
M (a;b;c) 1a diém ndm trén hai mat phang (P) va (Q) sao cho MA+MB dat gia tri
nho nhat. Tinh T =a” +b” +¢”.
A.S. B. 29. C.13. D. 3.

Cau 108. Trong khong gian Oxyz, cho diém 4(1;4;3) va mit phing (P):2y—-z=0. Biét diém
B thudc (P), diém C thudc (Oxy) sao cho chu vi tam gidc 4BC nho nhat. Hoi gia tri

nho nhat do la

A. 6:/5. B. 245. C. 45, D. 5.
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Cau 109. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho hai diém A4(3;-2;2),B(-2;2;0) va mat phang
(P):2x—y+2z-3=0. Xét cac difm M,N di dong trén (P) sao cho MN =1. Gi4 tri

nho nhat cta biéu thitc 24M* +3BN’ bang
A. 49,8. B. 45. C. 53. D. 55,8.

Cau 110. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho mit cau (S):x* +y* +2° —2x—-4y-4=0
va hai diém A4(4;2;4), B(1;4;2). MN 1a day cung ctia mdt cau thoa man MN cung
huéng véi i = (0;1;1) va MN =42 Tinh gié tri 16n nhat ctia [AM — BN]|.

A. 41, B. 42. C.7. D./17.
Cau 111. [SGD Thanh Héa] Trong khong gian Oxyz cho mét phang (P):y-1=0, duong
x=1
théng d:{y=2-t va hai diém A(—l;—3;11), B(%;O;8j. Hai diém M, N thudc mat
z=1

phang (P) sao cho d(M,d)=2 va NA=2NB.Tim gia tri nho nhat caa doan MN |

N

A. MN . =1. B. MN . =+2. C. M, ==~ D. MN, . =§.
2. Hwéng dan giai bai tip cudi phan 2.
Cau 90. Trong khong gian v6i hé truc toa do Oxyz, cho hai diém A(2;—2;4), B(—3;3;—1) va

mit cau (S):(x—1)"+(y-3)"+(z-3)" =3. Xét diém M thay d6i thuoc mit cau (),
gia tri nho nhat ctia 2MA4* +3MB’ bz‘?mg
A. 103. B. 108. C. 105. D. 100.
Hudéng dan.
Chon C
Tinh 4 = (1;-5;1),1B = (—4;0;—4) = 214 +31B = (~10;-10;~10) = IK .
Khi d6 T =2MA*> +3MB* = 5MI* + 214> +31IB* + 2MI.IK =165+ 2MI.IK .
D& T nho nhét thi M1, IK nguroc hudéng, suy ra:
minT =165—2.RIK =165-2./3.104/3 =105.

Cau 91. [Doan Thuong — Hai Duong] Trong khong gian Oxyz cho A(L;-1;2), B(-2;0;3),
C (0;1;—2). Goi M (a;b;c) la diém thudc mat phéng (Oxy) sao cho biéu thirc
S = MAMB +2MB.MC +3MC.MA dat gia tri nho nhat. Khi d6 T =12a+12b+c¢ bang
A. T=3. B. T =-3. C.T=l. D. T=-1.

Hudéng dan.
Goi I+ 1B +2(IB+1C)+3(IC+Id) =0 e 1| ;s L.
612712
Khi d6 S =6MI> +IAIB+2IB.IC +3IC.IA.

D€ S nho nhat thi MI nho nhat, suy ra M(—%;%;Oj .Vay T =-1. Chon D.
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Cau 92. [HSG Nam Dinh] Trong khéng gian Oxyz, cho cac diém A4(4;1;5), B(3;0;1),
C(-1;2;0) va di€ém M (a;b;c) théa man MAMB+2MB.MC -5MC.MA 16n nhat. Tinh

P=a-2b+4c.

A. P=23. B. P=31. C. P=11. D. P=13.
Hudng dan.

Goi T+ 18 +2(16+1€)-5(1C+ i) =0 1[13:17 |

Khi d6 S =-2MI* + IAIB+2IB.IC —5IC.IA.
P& S 16n nhat thi M/ nho nhat, suy ra M(l;%;%) —/.Vay P=13. Chon D.

Cau 93. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz cho A4(0;0;2), B(1;1;0) va mit cau
($):x*+)° +(z—1)2 =%. Xét diém M thay d6i thudc(S). Gia tri nho nhat ctia biéu

thiec MA® +2MB* bang

Al B. > cl D. 2.
2 4 4
Hudng dan.
Chon C

Tinh 14 =(0;0;1),1B = (1;1;—1) = I4+2IB =(2;2;-1) = IK .
Khi d6 T = MA® +2MB? = 3MI* + I4* +2IB> + 2MI IK = % +2MIIK .
D& T nho nhat thi M7, IK nguoc huéng, suy ra:
min 7T zﬂ—Z.R.IK :2—2.1.3 ZE.
4 4 2 4
Cau 94. [SGD Thanh héal Trong khong gian Oxyz, cho bén diém A4(2;3;5), B(-13;2),
C(-21;3)va D(57;4). Goi M (a;b;c) 1a diém thudc mat phéang (Oxy) sao cho biéu
thitc T =4MA* +5MB* —6MC* + MD* dat gid tri nho nhat. Tinh tdng a+b+c bang
A.12. B. 11. C. -11. D. 9.
Huodng dan.
Chon A.
Goi 4I4+5IB—6IC =0 1(5;7;4)=D.
Khi d6 T =3MD?+4DA*> +5DB* —6DC* + MD"* nho nhat khi M 1a hinh chiéu cta D
trén mp(Oxy). Toa dd M (5,7;0) nén a+b+c=12.
Cau 95. [Chuyén Quang Trung- Binh Phuéc] Trong khong gian Oxyz cho hai duong thang
)lc )1) = Zl_l va A':xT_I:%:%. Xét diém M thay doi trong khong gian, goi
a,b lan lwot 1a khoang cach tr M dén A va A'. Biéu thtc a” +2b° dat gia tri nho

nhat khi va chi khi M = M (x,,,,z,). Khi d6 gia tri x, +y, bang
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Cau 96.

Cau 97.

AL B.0. c? D.\2.
3 3
Hudéng dan.
Ta c6 A va A' chéo nhau, goi A(a;a;a+1)eA,B(b+1;2b;b)e A" sao cho 4B la doan
vudng goéc chung. Tinh 4B =(b+1-a;2b—a;b—1-a) cling phuong u =(1;0;-1), suy
ra: a=2b=0 va A(0;0;1),B(1;0;0). Lay M thudc doan AB thi a =MA,b=MB.

Khi &6 MA> +2MB? = 3MI* + 14> + 21B> + 2E(H + 2173) .Chon M = I thoa man:
R 2 1) .. 2
IA+2[B=0<1 E;O;g . Vay x0+y0:§.ChonC.

[Nho Quan A - Ninh Binh] Trong khong gian vdi hé truc toa d6 Oxyz, cho hai diém
A(O;—l;—l),B(—l;—3;1). Gia st C,D la hai diém di dong trén mat phéng
(P):2x+y—2z—-1=0 sao cho CD=4 va 4,C,D thang hang. Goi S,,S, Ian luot la
dién tich 16n nhat va nho nhat ctia tam gidc BCD. Khi d6 tong S, +S, c6 gia tri bang
A.ﬁ. B.ﬂ. C.E. D.H.

3 3 3 3

Hudéng dan.

Chon A

Do CD =4 khong d6i nén ta tim 4 =d(B,CD) 16n nhat va nho nhat.

Tacé maxh=BA=3 va minh=d(B,(P))=

w'oo N~

Khi d6 S, +S, = %.CD.(BA +BH ) = ?.

AT 5 v <
Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho mét cau (S):(x—1)" +(y+1)" +2* = oo mat phang
(P):x+y+z-1=0 va diém A(L;1;1). Diém M thay d6i trén duong tron giao tuyén
cua (P) va (S). Gia tri 16n nhat cia AM la:
A2 g, 32 c. 23 D. [

2 "3 —\6

Chon D

Mt cau c6 tam I(1;-1;0), R? :% .Ha IH, 4K vudng gbc véi (P). Toa do K(%,%,éj

Suy ra KI’ = % >IM* =IN* :% nén diém K nam ngoai doan MN.
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Cau 98.

Cau 99.

Ban kinh duong tron giao tuyén la: r = MH = —IH* g—g =
Ta cé KH =NKI> —IH* = |~ —==+2. Tr d6 suy ra AM 16n nht 1a:

2
max AM* = AK* +(KH +r)’ =%+£ﬁ+%} =%<:>maxAM = /%

[Yén Phong-Bac Ninh] Trong khdng gian véi hé toa dd Oxyz, cho cac diém A(1;0;0),
B(3;2;0), C(-1;2;4). Goi M la diém thay d6i sao cho duong thang M4, MB, MC

hop véi mit phang (4BC) cac géc bang nhau; N 1a diém thay d6i ndm trén mit cau

(S): (x—3)2 +(y—2)2 +(z—3)2 =%. Tinh gia tri nho nhat cta d6 dai doan MN .

A.%. B. 2. gﬂ. D. 5.

2
Hudng dan.

Vao MENU 9 1 2 viét phuong trinh (4BC):x-y+z=1.
Mt phang trung truc ciia AB 1a 2x+2y+0z=6.
Mit phang trung truc ctia CA 1a 2x-2y—4z=-10. Giai hé ba 4n ta c6 tam duong

x=1+¢
tron (ABC) la H(l; 2;2). Truc duong tronla A:{y=2-1.

z=2+t

Moi M € A déu thoa man gia thiét da cho. Tinh khoang céch tir tam mat cau 7(3;2;3)

VRS ERe )

2
dén A, tacod IK:d(],A)zx/E>R—§ Khi d6 min MN = Chon C.

Trong khong gian toa do Oxyz, cho 5 diém A(1;0;0), B(—l;l;O), C(O;—I;O), D(0;1;0)
E(0;3;0). M la diém thay d6i trén mit cau (S):x*+(y—1)*+z° =1. Gid trji 16n nhat
cta biéu thiec P = 2|M+W+ATC|+3|}%+E| bang:
A.12. B. 1242 C. 24, D. 242
Huwéng dan.
Goi G(0;0;0) la trong tam tam giac ABC, H(0;2;0) la trung diém ctia DE. Khi d6:
P=6(MG+MH), ma GH la dwong kinh ctia mat cau tam /(0;1;0).

Tacod MG+MH < [(1*+1°)(MG* + MH?) =\2GH* =242 . Vay max P=122.
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Cau 100. [DH - Qudc T¢] Trong khong gian voi hé truc toa d6 Oxyz, cho hai diém 4(2;1;-3),
B(-3;2;1). Goi (d) la dudng thing di qua M (1;2;3) sao cho tong khoang cach tir 4
dén (d) vatle B dén (d) 1alén nhat. Khi d6 phuong trinh duong thing (d) 1a

. i. B. x—lzy—2:z—3'

=5 4 -3 2 1
C. _ :z—3. D. x—1:y—2:z—3.
1 13 -2 -3 2 2
Huwéng dan.
Ta 6 d(A4,d)<AM;d(B,d)<BM = max(d(A,d)+d(B,d))=AM + BM . Khi d6 (d)

di qua M vavuodng goc v6i (4BM ):x+13y—2z=21. Chon C.

Cau 101. [SP Dong Nai] Trong khdéng gian Oxyz, cho bon diém A(3; O;O),B(O; 2;0),C(0; 0;6)
va D(L1;1). Goi A la duong thing di qua D va thoa man téng khoang cach tir cac
diém 4,B,C dén A lalénnhat. Hoi A di qua diém nao trong cac diém dudi day?

A. M(57;3). B. M (-1,-2;1). C. M (3;4;3). D. M(7;13;5).
Hudéng dan.
Ta c6 D(1;1;1) thudc mit phang (ABC):2x+3y+z=6.
x=1+2t

Ta 6 max(d(A,A)+d(B,A)+d(C,A))=AD+BD+CD. Khi d6 A:{y=1+3t di qua
z=1+t

diém M (5;7;3). Chon A.

Cau 102. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S):(x—1)"+y*+(z-2) =10 va hai diém
A(1;2;—4) va B(1;2;14). biém M thay d6i trén mat cau (S) Gid tri nho nhat cta
(MA+2MB) bang
A. 2\82. B. 3V79. C. 5V79. D. 3482.

Huwéng dan.

Ta co 14 =(0;2;-6), goi IC = iﬁ = (O;%;—%) & C(l;%;%j. Diém C bén trong ().

Ta céd AM?* = IA> + IM> —2IA.IM =40+10—8IC.IM = 4(10%—2@%) = 4MC?

Suy ra MA=2MC va §=MA+2MB=2(MB+MC)>2BC =382 . Chon D.

Cau 103. [Hau Loc 2-Thanh Hoa] Trong khéng gian Oxyz, cho cic diém A(0;0;2) va
B(3;4;1). Goi (P) la mit phang chtta duong tron giao tuyén ctia hai mat cau
(8,):(x=1) +(y=1)" +(z+3) =25 v6i (8,): x>+ y* +2* ~2x—2y—14=0. Hai diém M,
N thudc (P) sao cho MN =1. Gia tri nho nhat ctia AM + BN la

A.B4-1. B. 5. C. 34, D. 3.
Hudng dan.
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Trit céc v& hai mét cau, ta c6 phwong trinh (P):z =0, tirc 1a mat phang (Oxy).
Ha AH,BK vudng goc véi (P), toa ddo H(0;0;0),K(3;4;0) va HK =5.
Chon M,N thudc doan HK , dat NK =t = HM =4—¢.

Khi dé AM + BN =2 +(4—1)’ +JP+£* 2 \[(2+1) +(4—t+1)’ =5. Chon B.

Cau 104. Trong khong gian Oxyz cho diém A4(53;-2) va mit cau (S) c6 phuong trinh

X+ +28 —4x+2y—2z-3=0. Mot duong thang d thay d6i ludn di qua 4 va ludn

cat (S) hai diém phan biét M, N . Tinh gid tri nho nhat ctia biéu thitc S =AM +4AN .

A. S =30. B.S_ =20. C.S. =34-3. D.S_. =5/34-9.
Hudéng dan.

Mt cau tam 7(2;—1;1), bankinh R=3.Ta c6 I4* =34.

A N

Goi H 1a trung diém MN va chon vi tri M, N nhu hinh vé. Khi do:
S=44N + AM = 4(AH — HN )+ AH + HM = SAH —3HN

S =534 —TH* —=3\o—IH* =534 -1 =391 .
Khéo st ham s trén [0;3) thi S, =5v34 -9 ~20.155 tai t=0. Chon D.

Cau 105. Trong khong gian Oxyz, cho bon di€m A4(2;0;1), B(3;1;5), C(1;2;0), D(4;2;1).
Goi (@) la mit phang di qua D sao choba diém 4, B, C ndm cling phia d6i véi («)
va tong khoang cach tit cac diém 4, B, C dén mat phang («) la 16n nhat. Gia st
phuong trinh (a) c6 dang: 2x+my+nz—p=0.Khido, T=m+n+p bang:

A.9. B. 6. C.8. D.7.
Huodng dan.
(a) qua D(4;2;1) nén tacd: p=8+2m+n.Nén (a):Z(x—4)+m(y—2)+n(z—l):O.
2(6-12)+m(3-6)+n(6-3)
.24 1+ (D _3(2+ 7+ )(4+m’ +n')

\/4+m2+n2 \/4+m2+n2

Tong cac khoang cach la d =

(Vi tx s6 cung dau).

Hay d = :3\/3.

Déngcékhi%z?z%@mzl,nz—l:pz&Véy T'=m+n+p=9.Chon A.

Cau 106. Trong khong gian Oxyz cho diém 4(-2;-2;-7), dwong thang d x;l =2 ;2 = Z;3

va mat cau (S): (x+3)2 +(y+4)2 +(z+5)2 =729. biém B thudc giao tuyén ctia mat
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cau (S) va mit phing (P):2x+3y+4z-107=0. Khi diém M di dong trén duong

thang d, gia tri nho nhat ctia bidu thixc M4 + MB bang
A. 5V30. B. 27. C. 5v29. D. V742.

Huwéng dan.

Mait cau cé tam I(—3;—4;—5), ban kinh R=27. Talai ¢c6 d di qua / va vudong goc
véi (P) tai tdm H ctia dudng tron giao tuyén.
Ha 4K L(P), ¢ AK =529, IH =529, Al =HK =3=d(4,d),HB=\R* —IH* =2.
Khi d6 min(MA+MB) = AB = AK® + KB* =/725+25 =530 . Chon A.

Céu 107. [Dai hoc Hong Dirc ~Thanh Hoa] Trong khong gian vdi hé toa dd Oxyz, cho
A(—3;1;1), B(S;l;l) va hai mat phéng (P):x+2y+z—4=0, (Q):—x+y+z—1 =0. Goi
M (a;b;c) 1a di€ém ndm trén hai mit phang (P) va (Q) sao cho MA+MB dat gia tri
nhé nhat. Tinh T =4’ +b” +c”.

A. 5. B. 29. C.13. D. 3.
Huwéng dan.

x—=1 y—-1 z-—1

Giao tuyén cta (P) va (Q) 1a A =3 Tinh cac khoang cach tit 4,B

dén A,tacod t = d, _ 1. Goi I(L;1;1) la trung diém 4B, diém M can tim la hinh chiéu

b

ctia [ trén A.Ma IeA nén M (L;1;1)=1.Vay T =a’ +b” +c* =3. Chon D.

Cau 108. Trong khong gian Oxyz, cho diém 4(1;4;3) va mit phing (P):2y—z=0. Biét diém
B thudc (P), diém C thudc (Oxy) sao cho chu vi tam gidc 4BC nho nhat. Hoi gid tri

nho nhat do la

A. 635 B. 25. C. 45, D. /5.

Huodng dan.
Goi A'(1;4;-3) d6i xting v6i A(1;4;3) qua mp(Oxy). K 1a hinh chiéu vudng géc caa
A trén (P), toa dd K (1;2;4). L&y A"(1;0;5) doi xting véi 4 qua (P). Khi do:
AC+CB+BA=A'C+CB+BA"> A' A", d&u bing c6 khi A',C,B, 4" thing hang.
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Ta co A'A":\/m=4x/§. Chon C.

Cau 109. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho hai diém A4(3;-2;2),B(-2;2;0) va mat phang
(P):2x—y+2z-3=0. Xét cac diém M,N di dong trén (P) sao cho MN =1. Gia tri
nho nhat cta biéu thitc 24M* +3BN’ bang

A. 49,8. B. 45. C. 53. D. 55,8.
Huwéng dan.
Ha AH,BK vudng goc v6i (P), chon M,N thudc doan HK .
B
H M N
K
A

Tinh duoc AH = BK =3;HK = \|BA*—(AH + BK) =3.Dat NK =t = HM =21
Taco T=24M"+3BN* =2[9+(21) |+3(9+17) =5 ~81+53.

. 24
Suy ra minT = ?9 =49,8. Chon A.

Cau 110. Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz, cho mit cau (S):x* +y* +z° —2x—4y—-4=0
va hai diém A4(4;2;4), B(1;4;2). MN 1a day cung ctia mat cau thoa man MN cung
hwéng véi i = (0;1;1) va MN =42 Tinh gié tri 16n nhat ctia [AM — BN]|.

A. VA1, B. 42. C.7. D. J17.
Huwéng dan.
Chon C

Tacd MN =1(0;1;1),t > 0; MN =442 = 1 =4 = MN =(0;4;4); BA=(3;-2;2).
Diit ~MN - BA = (~3;-2:-6) = AC, khi d6 AM = (4B +BN + NM )

AM? =(BN + AC) = BN" + AC" + 2BN.AC = BN* +49+ 2BN.AC .

Suy ra max AM* khi BN, AC cung huong.

Khi d6 max AM* = BN* +49+2.BN.7=(BN +7)’ < max AM = BN +7.

Cach 2.
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Ta c6 MN =1(0;1;1),¢>0;MN =432 =t = 4= MN =(0;4;4). Diém A ngoai mit
cau, diém B trong mat cau. Mt phéng (ABI) cit mit cau la duong tron 16n.

N
B

A C

M

Dyng hinh binh hanh MNBC, khi d6 |AM —BN|=|AM —CM|< AC, d&u bang c6 khi
A, C, M thang hang.

Tacé BC =-MN =(0;-4;—4), suy ra C(1;0;-2) = CA=(3;2;6) = CA=7.

Cau 111. [SGD Thanh Héa] Trong khong gian Oxyz cho mit phang (P):y-1=0, duong

x=1
th:fmg d:{y=2-t va hai diém A(—l;—3;11), B(%;O;E@j. Hai diéfm M, N thudc mat
z=1

phéng (P) sao cho d(M,d)=2 va NA=2NB. Tim gia tri nho nhat ctia doan MN .

{2 2

A. MN,, =1. B. MN,, =+2. C. MNy, == D.MN,, =

Hudng dan.
Goi D sao cho DA+2DB=0< D(0;-1;9); goi C sao cho CA-2CB=0< C(2;3;5).
Khi d6 diém N thudc duong tron giao tuyén ctia (P) va mit cau dudong kinh CD.

Tam mét cau /(1;1;7)e(P), ban kinh R=3.

)
Goi H(L;1;1)=(P)nd, khi &6 HI =6=d(I,d). Ma d(M,d)=2 nén chon M e HI va

HM=%HI=2:>IM=4>R.Véy min MN =4-3=1. Chon A.
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V.PHU LUC.

= Phuong phap chung dé€ giai bai toan quy tich va min - max la: Cac yéu to di

dong — di chuyén — thay d6i phai duoc “rang budc — gan lién” véi cac yéu t8 c§ dinh
— khéng d6i; Ttr d6 tim ra moi quan hé can thiét dé€ giai, phwong cham la “Lay bat
bién tng van bién”.

N6i vui mot ti: Trwedc kia thi “Té Thién Pai Thanh” bay nhay tw do — tuy y, bay
gio “Ton Ngo Khong theo st phu” thi bi trong mot cai vong kim ¢6 nén chi con “Tw
do trong khuoén kho”.
= Phuwong phap dac biét hoa

Trong thi trac nghiém, chung ta cling c6 thé st dung phurong phéap déc biét hda,
nghia la: Bai toan ding trong truong hop tong quét thi cing dung trong cac truong
hop riéng. Khi d6 chting ta rtat gon mot s8 bién ddi va 1ap luan trung gian sé dan dén
két qua nhanh hon.

- Cho tham s6 vai gia tri riéng d€ xem xét

- Bdc biét hda tir biéu thitc; vai tro ngang nhau ctia cac di€ém; tinh d6i xting cta
cac bién.

Vi du 60. [Dé_2017_BGD] Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho hai diém A4(4;6;2) va
B(2;-2;0) va mit phing (P):x+y+z=0.Xét duong thing d thay d6i thudc (P) va
di qua B, goi H 1a hinh chiéu vudng géc cia 4 trén d . Biét rang khi d thay d6i thi
H thudc mot duwong tron ¢d dinh. Tinh ban kinh R ctia dwong tron do.

A.R=1. B. R=6. C. R=13. D. R=2.
Huwéng dan.
Chon B
Dé bai cho c4c yéu t& c§ dinh 1a hai diém 4, B va mit phang (P). Duong thing d
thay déi trong (P) va quay quanh diém B, ndi cach khac diém H thay ddi va thudc
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mit cau duong kinh 4B, dong thoi ndm trong (P), nén thudc duong tron giao

tuyén ¢4 dinh. Suy ra R = %BK , v6i K la hinh chiéu vuéng goc cua A trén (P).

x—4 y-4 z-4
2 2

va

Vi du 61. Trong khong gian véi hé toa d6 Oxyz, cho duong thang d :

mit cau (S):(x—l)2 +(y—2)2 +(z—3)2 =%. Goi A(xy;¥452,), (%, >0) 1a di€ém thude d
, tr 4 ké ba tiép tuyén dén mat cau (S) c6 cac ti€p diém B,C,D sao cho ABCD la tk
dién déu. Gia tri ctia biéu thtec P=x,+y,+z, la

A.6. B. 16. C.12. D. 8.
Huwéng dan.

A\

a6

Dét canh tt dién déu 1a a, ta cd AB* = AI.AH = Al = véi H la tm tam giac BCD.

C

Suy ra Ar=2% o 4 =E=a2 +R*=a’=2R*.Dodo I4* =3R*=14.
J6 2

Ta c6 tam 7(1;2;3), diém M, (4;4;4)ed cb IM? =14= A=M,. Vay x,+y,+2z,=12.
Vi du 62. [Dé_2018_BGD] Trong khong gian Oxyz, cho mét cau (S ) co tam [/ (—2; 1;2) va di

qua diém A(l;—2;—1). Xét cac diém B, C, D thudc (S) sao cho AB, AC, AD do6i

mot vudng goéc véi nhau. Thé tich ctia khéi tit dién 4BCD c6 gid tri 1én nhat bang

A.72. B. 216. C. 108. D. 36.

Hudéng dan.
Ta c6 ban kinh mit cAu R =14 =33 . Néu dung hinh hop chi nhat c6 ba canh 4B,
ACva AD thi diém [ cling la tam hinh hop. Khi d6 thé tich khoi lap phuwong 1a 16n

~ d 2R
nhat, canh a =—==—==6.Suy ra max/V ., =%.63 =36.

NERIE]
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Nhan xét.

Céc em ¢ thé dat AB=a, AC=bva AD=c thi a*+b*+c* =4R*, sau d6 sw
dung bat dang thitc AM — GM dan dén diém roi a =b = c. Cudi cling cho két qua nhu
trén.

Vi du 63.Trong khong gian véi hé toa d6 Oxyz, biét rang c6 mot duwong thang A c8 dinh nam
trong mit phang (P): (m2 + 1)x—(2m2 —2m+ l)y +(4m+2)z—m’+2m=0 khi m thay
d6i. Duong théng d di qua M (1;-1;1), 6 vecto chi phwong u =(-1;b;c), d vudng
g6c v6i A va cach O mot khoang 16n nhat. Gia tri ciia T =b+c bang
A.12. B. 9. C.11. D. 10.

Hudng dan.
Chon C
Bai cho diém M va A c6 dinh, tuy nhién ta con phai tim A.
Cho m=1,taco mp(R):2x—y+6z+1=0;cho m=0,tacdé mp(P,):x—y+2z=0.
Suy ra A=(R)N(P,), c6 phuong trinh A:xTH:yTH:il.
Ta c6 d(0,d)<OM nén theo yéu cau ta phaicé d L OM =u= [O—M,E] =(-1;56).
Vay T=b+c=11.

Vi du 64. [MH2_2017_BGD] Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, xét cac diém 4(0;0;1),
B(m;0,0), C(0;n;0), D(L1;1) véi m>0; n>0 va m+n=1. Biét rang khi m, n thay
d6i, ton tai mot mét cau ¢ dinh tiép xdc véi mét phang (4BC) va di qua D. Tinh
ban kinh R ctia mat cau do?

A. R=1. B.R:Q. C.Rzi. D.Rzﬁ.
2 2 2
Hudéng dan.
Chon A

Mit phang (ABC) theo doan chén: nx+my+mnz—mn=0. Goi I(a;b;c) la tam mat

cau, ban kinh R, ta c6 R=1ID =(a—1) +(b=1) +(c=1)" (1).

Nhan xét: \/m2 +n’ +(mn)2 = \/(m + n)2 —2mn +(mn)2 =1-mn. Tinh R= d(l, (ABC)) /
tacod: R |n(a—1+l)+m(b—1+1)+mnc—mn| _ |n(a—1)+m(b—l)+mnc+l—mn|
\/m2+n2+(mn)2 1=mn
Tir (1) va (2) néu chon a=b=1,c=0 thi R=ID=d(I,(4BC))=1.Vay I(1;1;0),R=1.
Vi du 65. [SGD Thanh Héal Cho khdi chép S.ABCD c6 thé tich 844’ va ddy ABCD 1a hinh
binh hanh. Goi M la trung diém AB, diém J thudc SC sao cho JC =2JS, diém H
thudc SD sao cho HD = 6HS . Mit phang (MJH ) chia khéi chop thanh hai phan,
tinh th€ tich phan chia dinh S ctia khoi chép
A. 184°. B. 244°. C. 21a°. D. 174°.
Huwéng dan.

Q).
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Chon D (Hinh minh hoa).

14

H.DEF

=81 va 2V, .., = 2.
PHAN TICH - MO RONG BAI TOAN min(MA +MB) hoic max|MA - MB|

CAUHOL [THPT Chu Vian An - Ha Néi | Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém
A(0;-1;2),B(1;1;2) va duong thang d:xTH:%:ZT_l. Biét diém M (a;b;c) thude
duong thang d sao cho tam gidc MAB c6 dién tich nho nhat. Khi d6, gid tri
P=a+2b+3c bang

A. 5. B. 3. C. 4. D. 10.
Phan tich

Bai todn quy vé khao sat khoang céch d(M,(4B)) nho nhat, ching ta da nghién
ctru cach giai tdng quat cho bai nay (St dung Casio sé nhanh hon). O day ta mudn
nghién cttu cau hoi: Tong T = MA+MB nho nhat. M6 rong hon la 7= MA+2MB
nho nhat.

A. Bai toan tong T = MA+ MB nho nhat.

Tham s8 héa diém M , ta quy vé xét ham s8 f(¢)= AM +BM =~/u ++/v . Khi
giai bang cac s8 cu thé, ta sé khong phat hién duoc “céi g6c” ctia ham f (¢) 1a

gi. Tuy nhién khong khé 1am, ta c6 thé dua ra biéu thitc nhu sau:

f(t)= \/&ZZZ —2(m.ﬁ)t+MoA2 +\/ﬁ2t2 —2(]\@.;)1‘+MOB2 . Duong nhién ta
cting khong can néu ra ddi véi moi cho hoc sinh, lam phtc tap thém van de, va
lai bai toan ciing khong thuong xuyén gap (Tuy d6i twong hoc sinh).
» Dung Casio khao sat:

May tinh cho gid tri gan dlng vé gid tri ctia f(¢), nhung khong cho gia
tri dting ctia ¢, nén khong biét toa &6 dung cta M . Trong tredng nay, ta van
tinh gan dung duwoc P=a+2b+3c=6¢+2.
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> Dung BDT Mincopxki:
Ta phai bién d6i trong hai can thanh dang

f(1)= \/(at—b)z +c? +\/(b'—at)2 +c¢"” . Viéc lam nay khong khd, va ta quan tam

diém roi: at—bt =+ i' (1). Khi d6 1dy ddu (+) hay dau (-) ?. Nhu thé ta phai
a \le

'_

thtr truc tiép r=aur=p (Giai ra tir (1)) vao ham sd, sau dé chon ¢. Vay
phuong phap nay la tw luan, ho trg Casio tim ¢, cling twong d6i mat nhiéu thoi
gian.

» Dung dao ham:

Tinh f'(7)= 2+ fim nghiém ctia dao ham bing Casio thi nhanh,

NN

ham s6 c6 mot diém cuc tiéu duy nhat. Chang han may cho ¢ ~ —0.538461538461
thi khi d6 ta cting khong biét duoc ¢ = —% la s& httu ti. Hién nhién ta cting tinh

duoc gan ding P=a+2b+3c=06t+2.

A ) \ A, U v M A \ ~ A, aA
Néu giai phuwong trinh vo ti T = N bang tu luan thi cing mat nhiéu
u v

thoi gian, cling c6 mét s6 hoc sinh khong giai duoc. Sau day 1a két qua ta c6 thé

. \ A ? ) s ' /A
tham khdo: ta cd u'v'<0 vanghiém ¢ cia dao ham thoa man u_' =— A“ (A,,A,
V v

1a cac biét thirc). Nhu thé dung dao ham ciing khong dé dang.

v Ap dung bai toan trén thit xem sao: f(t):\/312—2t+3 +~36 =8t +6 .

— 2—
6t-2 __ 22 4X3X3:—2,suy ra t=1.Toa d6 M (0;1;2)
6t -8 8 —4x3x%x6

thi téng T = f(¢) = MA+ MB nho nhét va bing 3.

Nghiém ctia dao ham

v Trudng hop tim gia tri 16n nhat |f(¢)|=|M4-MB| thi giai phuong trinh

33

972 sei=L Toado m[2:7:10) whi d6 max|pa—mm|=Y22
61-8 3 3373 3

Nhuw vay: Thi trac nghiém thi dung két qua, qua ba budc 1a OK ludn!. Ta cé thé
boi duong thém cho HS kha — gioi.

B. Bai todn mo rong T = MA+2MB nho nhat.
7o 1) 7 AT 3 AT A AN < 1 . J4 . r N r
Chu y la ta c6 thé doi hé s6, chang han T = MB +EMA. Khi d6 ta di xét bai toan

minT=%(2MB+MA).

» Trd vé bai toan T = MA+ MB nho nhét, ta giai tong quat theo “dinh luat
phan xa anh sang d6i véi guong phéng” thi: hai tam giac AHM va BKM dong
dang, tia t6i AM thitia phan xala MB.
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H N M K
Bay gio ta goi C,N lan luot la trung diém cua HA, HM thi ta cling c6 hai tam

HK —t

giac dong dang CHN va BKM . bat MK =t thi HN = , nhu thé ta hoan

toan tim duoc ¢. Bai toan hoan toan duoc giai quyét. Diém M can tim trong bai
toan min7 = MA+2MB khong thay d6i so v6i bai min7 = MA+ MB.

> Xét phwong phap dao ham:

Ham s8 bay gio 1a f(1)= AM +2BM =u +23/v =u ++/4v, nhu thé ta quy

vé f(t)=u+V', o day v 1a v méiva v =4v.

v' Ap dung bai toan trén tht xem sao: f'(¢)= V32 =2t +3 ++122 —32¢ +24 |

2
Nghiém cua dao ham 6r=2 =—\/ 22 4x3x3 =—l, suy ra t=1. Toa do
24t —-32 32 —4x12x24 2

M (0;1;2) thitdng T = f(¢) = MA+2MB nho nhat va bang 4.
Nhén xét: Diém M (0;1;2) khong d6i, gia tri 7 = MA +2MB la khac. Twong

tw, diém M [%,%,?j khong d6i trong bai toan max|MA —2MB| .

Loi binh.

Bai toan min(MA+MB) hoac max|MA—MB| voi M e(a) hodc nhu
min (MA +2MB) hay max|MA—-2MB| thi chiing ta giai quyét theo hinh chiéu vuéng
goéc H,K nhanh hon (HO tro Casio), nhung néu tham sd hoa thi phai viét phwong
trinh duong thang giao tuyén, khi d6 sé dai va mat thoi gian.
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	I. BỔ SUNG - BÀI TOÁN VỀ TÂM TỈ CỰ.
	1. Kiến thức bổ sung.
	2. Các ví dụ giải toán.
	Ví dụ 1. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm . Tìm tọa độ điểm K thỏa mãn đẳng thức .
	Ví dụ 2. Trong không gian tọa độ Oxyz, cho hai điểm . Tìm tọa độ điểm K thuộc trục Oy sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Ví dụ 3. Trong không gian tọa độ Oxyz, cho ba điểm  và M là một điểm thay đổi trên mặt phẳng Oxy. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
	Ví dụ 4. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm . Tìm tọa độ điểm M thuộc trục Ox sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Ví dụ 5. Trong không gian Oxyz, cho ba điểm . Tọa độ điểm M thỏa mãn đẳng thức  là
	Ví dụ 6. Trong không gian , cho ba điểm  thẳng hàng. Khi đó  bằng
	Ví dụ 7. Trong không gian , cho  điểm , , , , biết tọa độ để  đạt giá trị nhỏ nhất thì  bằng
	3. Bài tập đề nghị.
	Câu 1: Trong không gian Oxyz, cho ba điểm . Tọa độ điểm M thỏa mãn đẳng thức  là
	Câu 2: Trong không gian Oxyz, cho ba điểm . M là điểm thuộc trục hoành sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó hoành độ điểm M thuộc khoảng nào sau đây?
	Câu 3:  Trong không gian với hệ tọa độ , cho  điểm ,  Nếu điểm  thỏa nãm đẳng thức  thì tọa độ điểm  là:
	Câu 4:  Trong mặt phẳng với hệ tọa độ , tam giác  với ; ,  nhận điểm  làm trọng tâm của nó thì giá trị của tổng  bằng.
	Câu 5: Trong không gian với hệ tọa độ , cho ba điểm . Với giá trị nào của  thì  thẳng hàng.
	Câu 6: Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm  và . Tìm tọa độ điểm M sao cho .
	Câu 7:  Trong không gian , cho hai điểm , . Tọa độ điểm  thuộc mặt phẳng  sao cho ba điểm , ,  thẳng hàng là
	Câu 8:  Trong không gian , cho bốn điểm , ,  và . Gọi  là điểm nằm trên mặt phẳng  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó tọa độ của  là:
	Câu 9: Trong không gian cho ba điểm , , . Điểm  thuộc mặt phẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất là
	II. BÀI TOÁN VỀ TỔ HỢP VÉC TƠ.
	1. Đặc điểm dạng toán và ví dụ.
	( Phương pháp giải:
	Ví dụ 8. [MH2_2017_BGD] Trong không gian Oxyz, cho hai điểm  và . Đường thẳng cắt mặt phẳng  tại điểm . Tính tỉ số .
	Ví dụ 9. [THPT Hoàng Hoa Thám-Hưng Yên] Trong không gian với hệ tọa độ , cho ,,. Điểm  trên mặt phẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó  bằng
	Ví dụ 10. [THPT Lê Lai – Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho , ,  và mặt phẳng . Tìm điểm  thuộc  sao cho  nhỏ nhất.
	Ví dụ 11. [Đề tham khảo -BGD] Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt phẳng . Xét M là điểm thay đổi thuộc , giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Ví dụ 12. [Chuyên Lam Sơn- Thanh Hóa] Trong hệ trục  cho 3 điểm    và mặt phẳng  Gọi  là điểm di động trên  Giá trị nhỏ nhất của biểu thức  là
	Ví dụ 13. [Chuyên Hùng Vương-Phú Thọ] Trong không gian , cho ba điểm , ,  và điểm  thuộc mặt cầu . Khi biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất thì độ đài đoạn  bằng
	Ví dụ  14. [THPT Lê Quý Đôn-Quãng Trị] Trong không gian , cho  điểm ,  và đường thẳng . Tìm tọa độ điểm  trên đường thẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Ví dụ 15. Trong không gian , cho  sao cho  nhỏ nhất, khi đó tọa độ của là
	Ví dụ 16. Trong không gian , cho hai điểm  và . Xét điểm  thay đổi  sao cho . Giá trị lớn nhất của  bằng
	Ví dụ 17. Trong không gian xét mặt cầu  đi qua hai điểm  và có tâm thuộc mặt phẳng . Giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt cầu  là
	Ví dụ 18. Trong không gian tọa độ , cho mặt phẳng  đi qua điểm  và cắt 3 tia  lần lượt tại 3 điểm  sao cho . Khi  nhỏ nhất, mặt phẳng  có phương trình: . Tính  ?
	Ví dụ 19. [THPT Lê Quý Đôn-Hà Nội] Trong không gian , cho điểm . Mặt phẳng  đi qua  và cắt chiều dương của các trục , ,  lần lượt tại các điểm , ,  thỏa mãn . Tính giá trị nhỏ nhất của thể tích khối tứ diện
	Ví dụ 20. Cho tứ diện  có  đôi một vuông góc và . Gọi M là điểm thuộc miền trong của tam giác , qua M kẻ các đường thẳng  lần lượt song song với  và cắt các mặt phẳng tương ứng  tại . Thể tích khối  lớn nhất bằng
	Câu 10: [THPT Chuyên Thái Bình] Trong không gian , cho ba điểm , ,  và mặt phẳng . Gọi  thuộc  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng .
	Câu 11:  Trong không gian  cho điểm  và mặt phẳng  Xét  là điểm thay đổi thuộc  giá trị nhỏ nhất của  là
	Câu 12: Trong không gian  cho 3 điểm . Điểm  sao cho giá trị của biểu thức  nhỏ nhất. Khi đó điểm  cách  một khoảng bằng
	Câu 13: Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng : , các điểm,,. Điểm  sao cho   đạt giá trị nhỏ nhất. Giá trị  bằng
	Câu 14: Trong không gian với hệ tọa độ ,cho hai điểm và mặt phẳng  Gọi sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính
	Câu 15: [THPT An Lão Hải Phòng] Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 3 điểm  và mặt phẳng . Gọi M là điểm thuộc mặt phẳng (P) sao cho giá trị của biểu thức  nhỏ nhất. Tính khoảng cách từ M đến mặt phẳng ?
	Câu 16: [THPT Yên Định-Thanh Hóa]  Trong không gian , cho đường thẳng   và ba điểm ,,. Gọi  là điểm thuộc  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất, khi đó  bằng
	Câu 17: [Chuyên Lê Hồng Phong  – Nam Định] Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng  và hai điểm , . Tìm tọa độ điểm  thuộc đường thẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Câu 18: Trong không gian , xét mặt cầu  đi qua hai điểm   và có tâm thuộc mặt phẳng . Giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt cầu  là
	Câu 19: Trong không gian , cho , , ,  và  thuộc mặt cầu . Giá trị của biểu thức  khi  đạt giá trị nhỏ nhất?
	Câu 20: Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Khi điểm M thay đổi thuộc (S), tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .
	Câu 21: [Lê Hồng Phong-Nam Định] Trong không gian , cho , ,  và mặt cầu . Điểm  thuộc  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng .
	Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu  và hai điểm , M là điểm thay đổi thuộc (S). Gọi  lần lượt là giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức  Giá trị  bằng
	Câu 23: [THPT Kim Liên – Hà Nội] Trong không gian , cho điểm . Viết phương trình mặt phẳng  đi qua  và cắt ba tia , ,  lần lượt tại các điểm , ,  khác gốc  sao cho thể tích khối tứ diện
	Câu 24: [THPT Trần Phú – Hà Tĩnh] Trong không gian , mặt phẳng  đi qua  cắt các tia ,, lần lượt tại ,, phân biệt sao cho tứ diện  có thể tích nhỏ nhất. Tính thể tích nhỏ nhất đó.
	3. Hướng dẫn bài tập kiểm tra.
	Câu 10: [THPT Chuyên Thái Bình] Trong không gian , cho ba điểm , ,  và mặt phẳng . Gọi  thuộc  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng .
	Câu 11:  Trong không gian  cho điểm  và mặt phẳng  Xét  là điểm thay đổi thuộc  giá trị nhỏ nhất của  là
	Câu 12: Trong không gian  cho 3 điểm . Điểm  sao cho giá trị của biểu thức  nhỏ nhất. Khi đó điểm  cách  một khoảng bằng
	Câu 13: Trong không gian Oxyz, cho: , , , và sao cho   đạt giá trị nhỏ nhất. giá trị  bằng
	Câu 14: Trong không gian với hệ tọa độ ,cho hai điểm và mặt phẳng  Gọi sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính
	Câu 15: [THPT An Lão-Hải Phòng] Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 3 điểm  và mặt phẳng . Gọi M là điểm thuộc mặt phẳng (P) sao cho giá trị của biểu thức  nhỏ nhất. Tính khoảng cách từ M đến mặt phẳng ?
	Câu 16: [THPT Yên Định-Thanh Hóa]  Trong không gian , cho đường thẳng   và ba điểm ,,. Gọi  là điểm thuộc  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất, khi đó  bằng
	Câu 17: [Chuyên Lê Hồng Phong  – Nam Định] Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng  và hai điểm , . Tìm tọa độ điểm  thuộc đường thẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Câu 18: Trong không gian xét mặt cầu  đi qua hai điểm   và có tâm thuộc mặt phẳng . Giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt cầu  là
	Câu 19: Trong không gian , cho , , ,  và  thuộc mặt cầu . Giá trị của biểu thức  khi  đạt giá trị nhỏ nhất?
	Câu 20: Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Khi điểm M thay đổi thuộc (S), tìm giá trị lớn nhất của biểu thức .
	Câu 21: [THPT Lê Hồng Phong-Nam Định] Trong không gian  , cho ba điểm , ,  và mặt cầu .  là điểm thuộc mặt cầu  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng .
	Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu  và hai điểm  M là điểm thay đổi trên (S). Gọi  lần lượt là giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức  Giá trị  bằng
	Câu 23: [THPT Kim Liên – Hà Nội] Trong không gian , cho điểm . Viết phương trình mặt phẳng  đi qua  và cắt ba tia , ,  lần lượt tại các điểm , ,  khác gốc  sao cho thể tích khối tứ diện
	Câu 24: [THPT Trần Phú – Hà Tĩnh] Trong không gian , mặt phẳng  đi qua  cắt các tia ,, lần lượt tại ,, phân biệt sao cho tứ diện  có thể tích nhỏ nhất. Tính thể tích nhỏ nhất đó.
	III. BÀI TOÁN VỀ QUỸ TÍCH – VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI.
	1. Đặc điểm dạng toán và ví dụ.
	( Phương pháp giải:
	Ví dụ 21. Trong không gian với hệ  toạ độ  cho mặt phẳng  và các điểm ;. Viết phương trình đường thẳng  nằm trong mặt phẳng  đi qua  và cách  một khoảng lớn nhất.
	Ví dụ 22. Cho mặt cầu  và hai điểm . Gọi là mặt phẳng chứa A, B và khoảng cách từ tâm I đến mặt phẳng  lớn nhất. Viết phương trình mặt phẳng .
	Ví dụ 23: [Đề tham khảo 2021 – BGD] Trong không gian  cho hai điểm  và  Xét khối nón  có đỉnh  đường tròn đáy nằm trên mặt cầu đường kính  Khi  có thể tích lớn nhất thì mặt phẳng chứa đường tròn đáy của  có phương trình dạng  Giá trị của  bằng
	Ví dụ 24. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu  và đường thẳng . Mặt phẳng  chứa đường thẳng d và cắt mặt cầu  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính nhỏ nhất. Phương trình của  là . Mệnh đề nào dưới đây đúng ?
	Ví dụ 25. [Đề 2017 - BGD] Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Mặt phẳng  đi qua  và cắt  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính nhỏ nhất. Tính
	Ví dụ 26. Trong không gian , cho mặt cầu  và điểm . Mặt phẳng  đi qua  và cắt  theo đường tròn  có chu vi nhỏ nhất. Gọi  là điểm thuộc đường tròn  sao cho . Tính .
	Ví dụ 27. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai mặt phẳng ; . Gọi  là mặt cầu cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn tâm , bán kính  và cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính lớn nhất. Phương trình mặt cầu  là:
	Ví dụ 28. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  có tâm thuộc mặt phẳng  và đi qua hai điểm , . Bán kính nhỏ nhất của mặt cầu  bằng
	Ví dụ 29. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Tìm giá trị nhỏ nhất của  để trên  tồn tại điểm  sao cho .
	Ví dụ 30. [Đề 2019-BGD] Trong không gian Oxyz, cho điểm . Xét đường thẳng  thay đổi song song với Oz và cách Oz một khoảng bằng 2. Khi khoảng cách từ  đến nhỏ nhất, đi qua điểm nào dưới đây?
	Ví dụ 31. Trong không gian , điểm M(x; y; z) di động trên d là giao tuyến của 2 mặt phẳng  và . Tìm giá nhỏ nhất của
	Ví dụ 32. [THPT Chuyên Vĩnh Phúc] Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu . Cho ba điểm , ,  nằm trên mặt cầu  sao cho . Diện tích tam giác  có giá trị lớn nhất bằng?
	Ví dụ 33. [Chuyên Lê Quý Đôn- Quảng Trị]  Trong không gian , cho mặt phẳng :  và hai điểm , . Điểm  sao cho tam giác  có diện tích nhỏ nhất. Tính .
	Ví dụ 34. [Học mãi] Trong không gian tọa độ , cho  và mặt phẳng  Mặt cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với  tại điểm . Biết  thuộc một đường tròn  cố định. Tính bán kính  của đường tròn .
	Ví dụ 35. [HSG tỉnh Nam Định ] Trong không gian , cho , ,  với  là các số thực thay đổi, khác 0 và thỏa mãn . Gọi tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  là  Giá trị nhỏ nhất của  bằng:
	Ví dụ 36. [THPT Yên Khánh-Ninh Bình] Trong không gian , cho mặt phẳng  tiếp xúc với mặt cầu  tại điểm  có tọa độ dương. Mặt phẳng  cắt các tia , ,  lần lượt tại các điểm , , . Giá trị nhỏ nhất của biểu thức
	Ví dụ 37. [Chuyên Lương Thế Vinh – Đồng Nai] Trong không gian , cho hai điểm , . Hai điểm  thay đổi trên các đoạn  sao cho đường thẳng  chia tam giác  thành hai phần có diện tích bằng nhau. Khi  ngắn nhất thì trung điểm của đoạn có tọa độ là
	Ví dụ 38. Trong không gian , cho , mặt phẳng ,  là tham số thực. Gọi  là hình chiếu vuông góc của điểm  trên mặt phẳng . Khi khoảng cách từ điểm  đến  lớn nhất, tính .
	Ví dụ 39. Trong không gian với hệ tọa độ  cho hai mặt cầu  lần lượt có phương trình là , . Xét các mặt phẳng  thay đổi nhưng luôn tiếp xúc với cả hai mặt cầu đã cho. Gọi  là điểm mà tất cả các  đi qua. Tính tổng
	Ví dụ 40. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm , . Gọi  là mặt cầu tâm  đi qua hai điểm ,  sao cho  nhỏ nhất.  là điểm thuộc , giá trị lớn nhất của biểu thức  là
	Ví dụ 41. [Chuyên Lê Quý Đôn Quảng Trị] Trong không gian với hệ tọa độ  cho mặt cầu , mặt phẳng  và đường thẳng . Điểm  thuộc đường tròn giao tuyến của  và . Giá trị lớn nhất của  là
	Ví dụ 42. Trong không gian  hệ trục toạ độ , cho 2 đường thẳng  và . Viết phương trình mặt phẳng  chứa  và  tạo với  một góc lớn nhất là
	Ví dụ 43. [KTNLGV THPT Lý Thái Tổ] Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng . Gọi  là mặt phẳng chứa đường thẳng  và tạo với mặt phẳng  một góc có số đo nhỏ nhất. Điểm  cách mặt phẳng  một khoảng bằng:
	Ví dụ 44. [Chuyên Nguyễn Trãi-Hải Dương] Đường thẳng  đi qua điểm , nằm trong mặt phẳng  và tạo với đường thẳng  một góc nhỏ nhất thì phương trình của  là
	Ví dụ 45. [Chu Văn An – Hà Nội] Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Xét đường thẳng  đi qua  và tiếp xúc với  sao cho khoảng cách từ  đến  nhỏ nhất. Phương trình của đường thẳng  là
	2. Bài tập kiểm tra.
	Câu 25.  [Sở GD Hà Nội] Cho hai điểm  cố định trong không gian có độ dài  là . Biết rằng tập hợp các điểm  trong không gian sao cho  là một mặt cầu. Bán kính mặt cầu đó bằng
	Câu 26. Trong không gian , cho điểm , mặt phẳng , với  là tham số. Biết khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng  lớn nhất. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
	Câu 27. [THTT Số 4-487] Trong hệ tọa độ , cho điểm  và mặt phẳng . Đường thẳng  đi qua  và có vectơ chỉ phương  cắt  tại . Điểm  thay đổi trong  sao cho  luôn nhìn đoạn
	Câu 28. Trong không gian Oxyz, cho điểm  mặt phẳng  và đường thẳng  Đường thẳng d đi qua A, song song với  và cắt  tại B. Điểm M di động trên  sao cho tam giác AMB luôn vuông tại M. Độ dài đoạn MB có giá trị lớn nhất bằng
	Câu 29. [Sở GD Bắc Giang] Cho  là các số thực thay đổi thỏa mãn  và  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
	Câu 30. Trong không gian  cho , điểm . Gọi  là đường thẳng di động luôn đi qua  và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Tiếp điểm  di động trên đường tròn  có tâm . Tính giá trị  là
	Câu 31. [Mộ Đức – Quảng Ngãi] Trong không gian tọa độ , cho bốn điểm , , , . Gọi  là tập hợp tất cả các điểm  trong không gian thỏa mãn đẳng thức . Biết rằng  là một đường tròn, đường tròn đó có bán kính  bằng bao nhiêu?
	Câu 32. [SGD Hà Tĩnh] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt phẳng  và hai điểm , . Mặt cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với  tại điểm . Biết rằng  luôn thuộc một đường tròn cố định. Tính bán kính của đường tròn đó
	Câu 33. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai mặt phẳng ,  và mặt cầu . Gọi  là điểm di động trên  và  là điểm di động trên  sao cho  luôn vuông góc với . Giá trị lớn nhất của độ dài đoạn thẳng  bằng
	Câu 34. Trong không gian , cho điểm  và mặt cầu  Đường thẳng  thay đổi, đi qua điểm  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt Tính diện tích lớn nhất  của tam giác
	Câu 35. Trong không gian  cho điểm , mặt phẳng  và mặt cầu  Gọi  là đường thẳng đi qua  nằm trong mặt phẳng  và cắt mặt cầu  tại hai điểm sao cho tam giác  có diện tích lớn nhất với  là tâm của mặt cầu
	Câu 36. Trong không gian hệ tọa độ  cho hai điểm ,  và mặt cầu . Gọi  là mặt phẳng đi qua  và cắt  theo một thiết diện là đường tròn . Đường thẳng  cắt  tại hai điểm . Điểm
	Câu 37. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu . Gọi  là mặt phẳng đi qua hai điểm  và cắt  theo giao tuyến là đường tròn  sao cho khối nón có đỉnh là tâm của  và đáy là đường tròn  có thể tích lớn nhất. Biết rằng . Tính
	Câu 38. [Chuyên Lam Sơn-Thanh Hóa] Trong không gian , cho các điểm ,  và mặt cầu . Gọi  là mặt phẳng đi qua hai điểm ,  sao cho thiết diện của  với mặt cầu  có diện tích nhỏ nhất. Khi viết phương trình  dưới dạng . Tính
	Câu 39. Trong không gian Oxyz,  cho mặt  cầu , điểm  và mặt phẳng . Gọi  là đường thẳng đi qua điểm  nằm trong mặt phẳng (P) và cắt mặt cầu (S) tại hai điểm A, B sao cho độ dài đoạn thẳng AB nhỏ nhất. Biết rằng có một vectơ chỉ phương . Tính giá trị c...
	Câu 40. [SGD Quảng Nam] Trong không gian , cho mặt phẳng , đường thẳng  và điểm  thuộc . Gọi  là đường thẳng đi qua , nằm trong mặt phẳng  và cách đường thẳng  một khoảng cách lớn nhất. Gọi  là một véc tơ chỉ phương của đường thẳng . Tính
	Câu 41. [Chuyên Hùng Vương – Gia Lai] Trong không gian , cho hai điểm  và đường thẳng . Tìm một vectơ chỉ phương  của đường thẳng  đi qua , vuông góc với đường thẳng  đồng thời cách điểm  một khoảng bé nhất.
	Câu 42. Trong không gian  cho 2 điểm  và .  Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho diện tích tam giác  nhỏ nhất. Khoảng cách giữa 2 điểm  và  là
	Câu 43. [THPT Lục Ngạn-Bắc Giang] Trong không gian , cho , . Mặt phẳng  thay đổi qua  cắt các tia ,  lần lượt tại , . Khi mặt phẳng  thay đổi thì diện tích tam giác  đạt giá trị nhỏ nhất bằng bao nhiêu?
	Câu 44. Trong không gian , cho điểm  và đường thẳng . Tìm phương trình mặt phẳng  chứa đường thẳng d  và cách A một khoảng lớn nhất.
	Câu 45. Trong không gian  lập phương trình đường thẳng  song song với mặt phẳng  và cắt hai đường thẳng  và   lần lượt tại hai điểm  sao cho ngắn nhất.
	Câu 46. Trong không gian với hệ tọa độ , cho ; ; . Đường thẳng  vuông góc với , cắt hai đường thẳng  theo một đoạn AB. Đoạn thẳng AB có độ dài nhỏ nhất là?
	Câu 47. Trong hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng ,  và điểm . Gọi  là đường thẳng vuông góc chung của  và , điểm  thuộc . Khi độ dài  ngắn nhất thì  bằng?
	Câu 48. Trong không gian với hệ tọa độ  gọi đường thẳng  đi qua điểm , song song với , đồng thời tạo với đường thẳng  một góc nhỏ nhất. Phương trình đường thẳng   là
	Câu 49. Trong không gian ,  gọi  đi qua , cắt , sao cho góc giữa  và  nhỏ nhất. Phương trình đường thẳng  là
	Câu 50. Trong không gian , cho đường thẳng . Viết phương trình mặt phẳng  chứa  sao cho  tạo với  một góc lớn nhất?
	Câu 51. Trong không gian , cho đường thẳng  và mặt phẳng. Viết phương trình mặt phẳng  chứa  sao cho  tạo với  góc nhỏ nhất.
	Câu 52. Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng . Gọi  là mặt phẳng chứa đường thẳng  và tạo với mặt phẳng  một góc có số đo nhỏ nhất. Điểm  cách mặt phẳng  một khoảng bằng:
	Câu 53.  Trong không gian hệ tọa độ , cho hai điểm ,  và mặt phẳng . Điểm  di động trên  sao cho  vuông tại  . Khi tam giác  có diện tích nhỏ nhất thì tổng  bằng
	Câu 54. Trong không gian , cho ba điểm , , . Điểm  thay đổi trên mặt phẳng  và  là điểm trên tia  sao cho . Biết rằng khi  thay đổi, điểm  luôn thuộc một mặt cầu cố định. Tính bán kính của mặt cầu đó.
	Câu 55. [Chuyên ĐHSP Hà Nội] Trong không gian Oxyz, cho điểm A(1;2;4) và hai điểm M, B thỏa mãn  Giả sử điểm M thay đổi trên đường thẳng . Khi đó điểm B thay đổi trên đường thẳng có phương trình là
	Câu 56. [Hàn Thuyên - Bắc Ninh] Trong không gian  Oxyz, cho điểm  và mặt phẳng . Gọi  là điểm thuộc mặt phẳng  sao cho  và góc  có số đo lớn nhất. Khi đó giá trị  bằng
	Câu 57. [Đặng Thúc Hứa  – Nghệ An] Trong không gian , cho  . Biết rằng khi  thay đổi luôn tồn tại một mặt cầu cố định qua điểm  và tiếp xúc với đường thẳng  . Tìm bán kính mặt cầu đó.
	Câu 58. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu  và đường thẳng   là tham số thực. Các mặt phẳng ,  chứa đường thẳng d và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Khi thay đổi thì độ dài  nhỏ nhất là
	Câu 59. [Sở GD Bạc Liêu] Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và có bán kính . Xét đường thẳng ,  là tham số thực. Giả sử  là mặt phẳng chứa  và tiếp xúc với  lần lượt tại . Khi đó đoạn  ngắn nhất, hãy tính khoảng cách từ điểm
	Câu 60. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và đường thẳng . Gọi  là tập tất cả các giá trị của  để  cắt  tại hai điểm phân biệt ,  sao cho các tiếp diện của  tại  và
	Câu 61. [SGD Bắc Ninh] Trong không gian , cho đường thẳng  và điểm . Hai điểm ,  di động trên đường thẳng  sao cho mặt phẳng  vuông góc với mặt phẳng Gọi điểm là hình chiếu vuông góc của điểm  lên đường thẳng . Biết rằng quỹ tích các điểm
	Câu 62. Trong không gian , cho hai mặt phẳng  và  (với  là tham số thực); hai mặt phẳng này cắt nhau theo giao tuyến là đường thẳng . Gọi  là hình chiếu của  lên mặt phẳng . Biết rằng khi  thay đổi thì đường thẳng  luôn tiếp xúc với một mặt cầu cố địn...
	Câu 63. Trong không gian , cho , điểm . Biết tập hợp các hình chiếu của A lên  mặt phẳng  là một đường tròn. Đường kính lớn nhất của đường tròn đó bằng:
	Câu 64. [Đề thi thử VTED] Trong không gian , xét số thực  và hai mặt phẳng  và . Biết rằng khi  thay đổi có hai mặt cầu cố định tiếp xúc đồng thời với cả hai mặt phẳng . Tổng bán kính của hai mặt cầu đó bằng
	3. Hướng dẫn bài tập kiểm tra.
	Câu 25.  [Sở GD Hà Nội] Cho hai điểm  cố định trong không gian có độ dài  là . Biết rằng tập hợp các điểm  trong không gian sao cho  là một mặt cầu. Bán kính mặt cầu đó bằng
	Câu 26. Trong không gian , cho điểm , mặt phẳng , với  là tham số. Biết khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng  lớn nhất. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
	Câu 27. [THTT Số 4-487] Trong hệ tọa độ , cho điểm  và mặt phẳng . Đường thẳng  đi qua  và có vectơ chỉ phương  cắt  tại . Điểm  thay đổi trong  sao cho  luôn nhìn đoạn
	Câu 28. Trong không gian Oxyz, cho điểm  mặt phẳng  và đường thẳng  Đường thẳng d đi qua A, song song với  và cắt  tại B. Điểm M di động trên  sao cho tam giác AMB luôn vuông tại M. Độ dài đoạn MB có giá trị lớn nhất bằng
	Câu 29. [Sở GD Bắc Giang] Cho  là các số thực thay đổi thỏa mãn  và  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
	Câu 30. Trong không gian  cho , điểm . Gọi  là đường thẳng di động luôn đi qua  và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Tiếp điểm  di động trên đường tròn  có tâm . Tính giá trị  là
	Câu 31. [Mộ Đức – Quảng Ngãi] Trong mặt phẳng tọa độ , cho bốn điểm , , , . Gọi  là tập hợp tất cả các điểm  trong không gian thỏa mãn đẳng thức . Biết rằng  là một đường tròn, đường tròn đó có bán kính  bằng bao nhiêu?
	Câu 32. [SGD Hà Tĩnh] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho mặt phẳng  và hai điểm , . Mặt cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với  tại điểm . Biết rằng  luôn thuộc một đường tròn cố định. Tính bán kính của đường tròn đó
	Câu 33. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai mặt phẳng ,  và mặt cầu . Gọi  là điểm di động trên  và  là điểm di động trên  sao cho  luôn vuông góc với . Giá trị lớn nhất của độ dài đoạn thẳng  bằng
	Câu 34. Trong không gian , cho điểm  và mặt cầu  Đường thẳng  thay đổi, đi qua điểm  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt Tính diện tích lớn nhất  của tam giác
	Câu 35. Trong không gian  cho điểm , mặt phẳng  và mặt cầu  Gọi  là đường thẳng đi qua  nằm trong mặt phẳng  và cắt mặt cầu  tại hai điểm sao cho tam giác  có diện tích lớn nhất với  là tâm của mặt cầu
	Câu 36. Trong không gian với hệ tọa độ  cho hai điểm ,  và mặt cầu . Gọi  là mặt phẳng đi qua  và cắt  theo một thiết diện là đường tròn . Đường thẳng  cắt  tại hai điểm . Điểm
	Câu 37. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu . Gọi  là mặt phẳng đi qua hai điểm  và cắt  theo giao tuyến là đường tròn  sao cho khối nón có đỉnh là tâm của  và đáy là đường tròn  có thể tích lớn nhất. Biết rằng . Tính
	Câu 38. [Chuyên Lam Sơn-Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và các điểm , . Gọi  là mặt phẳng đi qua hai điểm ,  sao cho thiết diện của  với mặt cầu  có diện tích nhỏ nhất. Khi viết phương trình  dưới dạng . Tính
	Câu 39. Trong không gian Oxyz,  cho mặt  cầu , điểm  và mặt phẳng . Gọi  là đường thẳng đi qua điểm  nằm trong mặt phẳng (P) và cắt mặt cầu (S) tại hai điểm A, B sao cho độ dài đoạn thẳng AB nhỏ nhất. Biết rằng có một vectơ chỉ phương . Tính giá trị c...
	Câu 40. [SGD Quảng Nam] Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt phẳng , đường thẳng  và điểm  thuộc mặt phẳng . Gọi  là đường thẳng đi qua , nằm trong mặt phẳng  và cách đường thẳng  một khoảng cách lớn nhất. Gọi  là một véc tơ chỉ phương của đường t...
	Câu 41. [Chuyên Hùng Vương – Gia Lai] Trong không gian , cho hai điểm  và đường thẳng . Tìm một vectơ chỉ phương  của đường thẳng  đi qua , vuông góc với đường thẳng  đồng thời cách điểm  một khoảng bé nhất.
	Câu 42. Trong không gian  cho 2 điểm  và .  Gọi  là điểm trên đường thẳng  sao cho diện tích tam giác  nhỏ nhất. Khoảng cách giữa 2 điểm  và  là
	Câu 43. [THPT Lục Ngạn-Bắc Giang] Trong không gian , cho , . Mặt phẳng  thay đổi qua  cắt các tia ,  lần lượt tại , . Khi mặt phẳng  thay đổi thì diện tích tam giác  đạt giá trị nhỏ nhất bằng bao nhiêu?
	Câu 44. Trong không gian , cho điểm  và đường thẳng . Tìm phương trình mặt phẳng  chứa đường thẳng d  và cách A một khoảng lớn nhất.
	Câu 45. Trong không gian  lập phương trình đường thẳng  song song với mặt phẳng  và cắt  và   lần lượt tại hai điểm  sao cho ngắn nhất.
	Câu 46. Trong không gian với hệ tọa độ , cho ; ; . Đường thẳng  vuông góc với ; cắt hai đường thẳng  theo một đoạn thẳng có độ dài nhỏ nhất là?
	Câu 47. Trong hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng ,  và điểm . Gọi  là đường thẳng vuông góc chung của  và , điểm  thuộc . Khi độ dài  ngắn nhất thì  bằng?
	Câu 48. Trong không gian với hệ tọa độ  gọi đường thẳng  đi qua điểm , song song với , đồng thời tạo với đường thẳng  một góc nhỏ nhất. Phương trình đường thẳng   là
	Câu 49. Trong không gian ,  gọi  đi qua , cắt , sao cho góc giữa  và  nhỏ nhất. Phương trình đường thẳng  là
	Câu 50. Trong không gian , cho đường thẳng . Viết phương trình mặt phẳng  chứa  sao cho  tạo với  một góc lớn nhất?
	Câu 51. Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng  và mặt phẳng. Viết phương trình mặt phẳng  chứa  sao cho  tạo với  góc nhỏ nhất.
	Câu 52. Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng . Gọi  là mặt phẳng chứa đường thẳng  và tạo với mặt phẳng  một góc có số đo nhỏ nhất. Điểm  cách mặt phẳng  một khoảng bằng:
	Câu 53. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm ,  và mặt phẳng . Điểm  di động trên  sao cho  vuông tại  . Khi tam giác  có diện tích nhỏ nhất thì tổng  bằng
	Câu 54. Trong không gian với hệ tọa độ  cho ba điểm , , . Điểm  thay đổi trên mặt phẳng  và  là điểm trên tia  sao cho . Biết rằng khi  thay đổi, điểm  luôn thuộc một mặt cầu cố định. Tính bán kính của mặt cầu đó.
	Câu 55. [Chuyên ĐHSP Hà Nội] Trong không gian Oxyz, cho điểm A(1; 2; 4) và hai điểm M, B thỏa mãn  Giả sử điểm M thay đổi trên đường thẳng . Khi đó điểm B thay đổi trên đường thẳng có phương trình là
	Câu 58. Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu  và đường thẳng   là tham số thực. Các mặt phẳng ,  chứa đường thẳng d và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Khi thay đổi thì độ dài  nhỏ nhất là
	Câu 59. [Sở GD Bạc Liêu] Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và có bán kính . Xét đường thẳng ,  là tham số thực. Giả sử  là mặt phẳng chứa  và tiếp xúc với  lần lượt tại . Khi đó đoạn  ngắn nhất, hãy tính khoảng cách từ điểm
	Câu 60. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và đường thẳng . Gọi  là tập tất cả các giá trị của  để  cắt  tại hai điểm phân biệt ,  sao cho các tiếp diện của  tại  và
	Câu 61. [SGD Bắc Ninh] Trong không gian , cho đường thẳng  và điểm . Hai điểm ,  di động trên đường thẳng  sao cho mặt phẳng  vuông góc với mặt phẳng Gọi điểm là hình chiếu vuông góc của điểm  lên đường thẳng . Biết rằng quỹ tích các điểm
	Câu 62. Trong không gian tọa độ , cho hai mặt phẳng  và  (với  là tham số thực); hai mặt phẳng này cắt nhau theo giao tuyến là đường thẳng . Gọi  là hình chiếu của  lên mặt phẳng . Biết rằng khi  thay đổi thì đường thẳng  luôn tiếp xúc với một mặt cầu...
	Câu 63. Trong không gian , cho , điểm . Biết tập hợp các hình chiếu của A lên  mặt phẳng  là một đường tròn. Đường kính lớn nhất của đường tròn đó bằng:
	Câu 64. [Đề thi thử VTED] Trong không gian , xét số thực  và hai mặt phẳng  và . Biết rằng khi  thay đổi có hai mặt cầu cố định tiếp xúc đồng thời với cả hai mặt phẳng . Tổng bán kính của hai mặt cầu đó bằng
	IV. BÀI TOÁN VỀ TỔNG – HIỆU KHOẢNG CÁCH.
	1. Đặc điểm dạng toán và ví dụ.
	( Phương pháp giải:
	Ví dụ 46. [THPT Chuyên Hùng Vương-Phú Thọ] Trong không gian độ , cho mặt phẳng  và điểm , . Điểm  thuộc  sao cho   nhỏ nhất. Giá trị của  bằng:
	Ví dụ 47. [THPT Chuyên Hà Tĩnh] Trong không gian , cho ba điểm , , . Điểm  thỏa mãn  sao cho   nhỏ nhất. Tính
	Ví dụ 48. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm , . Lấy điểm  thuộc mặt phẳng  sao cho  bé nhất. Tính .
	Ví dụ 49. Trong không gian , cho mặt phẳng  và hai điểm , . Điểm  thuộc  và  lớn nhất. Giá trị  bằng
	Ví dụ 50. Trong không gian , cho đường thẳng  và hai điểm , . Điểm  thuộc đường thẳng  sao cho  lớn nhất. Tính giá trị của biểu thức .
	Ví dụ 51. [THPT Chuyên ĐH Vinh] Trong không gian , cho hai điểm ,  và mặt phẳng . Điểm  di động trên  sao cho ,  luôn tạo với  các góc bằng nhau. Biết rằng  luôn thuộc một đường tròn  cố định. Hoành độ của tâm đường tròn
	Ví dụ 52. Trong hệ tọa độ , cho A (1; 5; 0), B (3; 3; 6), đường thẳng  và điểm M thuộc d. Tìm tọa độ của M để chu vi tam giác AMB nhỏ nhất?
	Ví dụ 53. [Lương Thế Vinh - Hà Nội] Trong hệ tọa độ , cho A (1; 4; 2), B (-1; 2; 4), đường thẳng  và điểm M thuộc d. Tìm giá trị nhỏ nhất của diện tích tam giác AMB
	Ví dụ 54. Trong không gian  cho 3 điểm . Gọi  là mặt phẳng đi qua  sao cho tổng khoảng cách từ  và  đến  lớn nhất, biết rằng  không cắt đoạn . Khi đó, điểm nào sau đây thuộc mặt phẳng ?
	Ví dụ 55. Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm  . Gọi mặt phẳng  đi qua  và  tiếp xúc với  sao cho khoảng cách từ  đến  lớn nhất. Giả sử  là một véc tơ pháp tuyến của
	Ví dụ 56. [THPT Chuyên Ngữ – Hà Nội] Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và hai điểm , . Gọi  là điểm thuộc mặt cầu  sao cho  đạt giá trị lớn nhất. Viết phương trình tiếp diện của mặt cầu  tại .
	Ví dụ 57. Cho mặt cầu  và hai điểm , . Gọi  là một điểm bất kỳ thuộc mặt cầu . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ?
	Ví ụ 58. [Chuyên ĐHSP Hà Nội] Trong không gian Oxyz, cho các điểm A(1;3;2), B(2;1;4) và hai điểm M, N thay đổi trên mặt phẳng (Oxy) sao cho MN = 1. Giá trị nhỏ nhất của AM2 + BN2 là
	Ví dụ 59. [Đề - 2021 – BGD] Trong không gian , cho hai điểm  và  Xét hai điểm  và  thay đổi thuộc mặt phẳng  sao cho . Giá trị lớn nhất của  bằng
	2. Bài tập kiểm tra.
	Câu 65. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm  và hai điểm M, N thay đổi thuộc mặt phẳng  sao cho điểm  luôn là trung điểm của MN. Khi biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất, tính
	Câu 66. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm , . Lấy điểm  thuộc mặt phẳng  sao cho  lớn nhất. Tọa độ  là
	Câu 67. [Chu Văn An – Hà Nội] Trong không gian , cho đường thẳng  và hai điểm, . Biết điểm  thuộc  sao cho biểu thức  đạt giá trị lớn nhất . Khi đó  bằng bao nhiêu?
	Câu 68. [Sở GD Hà Tĩnh] Trong không gian  cho  và mặt phẳng  Xét  giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 69. Trong không gian , cho hai điểm A(1;2;-1), B(7;-2;3) và đường thẳng (d) là giao tuyến của hai mặt phẳng  và . Điểm  sao cho tam giác ABI có chu vi nhỏ nhất, giá trị nhỏ nhất đó bằng:
	Câu 70. [THPT Hậu Lộc 2-Thanh Hóa] Trong không gian  cho các điểm ,  và đường thẳng . Gọi  sao cho chu vi tam giác  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng ?
	Câu 71. [Nguyễn Khuyến Tp.HCM] Trong không gian với hệ trục tọa độcho điểmvà đường thẳng Điểm thuộcsao cho chu vi tam giáclà nhỏ nhất thì độ dài bằng
	Câu 72. Trong không gian , gọi  là đường thẳng đi qua, song song với mặt phẳng  và có tổng khoảng cách từ các điểm  tới đường thẳng  có giá trị nhỏ nhất. Vecto chỉ phương  của  có tọa độ là
	Câu 73. [THPT Lương Thế Vinh-Hà Nội] Trong không gian , cho điểm  và mặt phẳng . Điểm  thay đổi thuộc ; điểm  thay đổi thuộc mặt phẳng . Biết rằng tam giác  có chu vi nhỏ nhất. Tọa độ điểm  là.
	Câu 74. Trong không gian  , cho bốn điểm điểm ,,  và . Giả sử M là điểm di động trên đường thẳng AB. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
	Câu 75. [THPT Hoàng Văn Thụ-Hòa Bình] Trong không gian Oxyz, cho hai điểm  và đường thẳng . Điểm  thuộc d thỏa mãn  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó  bằng
	Câu 76. Trong không gian tọa độ  cho ,  và  là điểm thay đổi trên mặt phẳng  sao cho ,  cùng tạo với mặt phẳng  các góc bằng nhau. Tính giá trị nhỏ nhất của .
	Câu 77. Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm , . Gọi  là tập hợp các điểm  để  đạt giá trị nhỏ nhất. Biết rằng là một đường tròn bán kính . Tính .
	Câu 78. [Chuyên Lương Thế Vinh – Đồng Nai] Trong không gian , cho , ,  và . Gọi  là mặt phẳng đi qua , ba điểm , ,  nằm về cùng phía so với . Biết tổng khoảng cách từ
	Câu 79. [Lê Quý Đôn- Đà Nẵng] Trong không gian , cho 3 điểm ,và. Điểm di động trong không gian sao cho . Biết  đạt giá trị lớn nhất tại điểm . Tính tích số .
	Câu 80. [Chuyên Sơn La] Trong không gian , cho , . Đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu  và  nằm trong mặt phẳng  . Xét ,  là hai điểm bất kỳ thuộc  sao cho . Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 81. [Đề TNTHPT 2021 – BGD] Trong không gian, cho hai điểm  và . Xét hai điểm  và  thay đổi thuộc mặt phẳng (Oxy) sao cho . Giá trị lớn nhất của  bằng
	Câu 82. [Sở GD Hà Tĩnh] Trong không gian  cho mặt cầu và hai điểm . Gọi  là điểm thuộc mặt cầu Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 83. Trong không gian , cho các điểm , , , đường tròn  là giao của mặt phẳng  và mặt cầu . Có bao nhiêu điểm  thuộc  sao cho  đạt giá trị lớn nhất?
	Câu 84. Trong không gian , cho bốn điểm , , , . Với mỗi điểm  tùy ý, đặt . Gọi  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng  bằng
	Câu 85. [THPT Chuyên Tuyên Quang] Cho đường thẳng  và ba điểm . Điểm  thỏa mãn  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính .
	Câu 86. Trong không gian với hệ tọa độ , cho ba điểm , ,  và đường thẳng . Gọi  là mặt phẳng chứa  sao cho , , ở cùng phía đối với mặt phẳng . Gọi
	Câu 87. [SGD Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho bốn điểm , , ,  và điểm  tùy ý. Tính độ dài đoạn  khi biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Câu 88. [SGD Hà Nội] Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  có bán kính bằng  và mặt cầu  có tâm  có bán kính bằng . Mặt phẳng  thay đổi tiếp xúc với hai mặt cầu , . Đặt ,
	Câu 89. [TH & TT SỐ 8] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho đường thẳng  và các điểm , . Gọi  là các điểm thay đổi trên  sao cho  và mặt cầu nội tiếp tứ diện  có thể tích lớn nhất. Khi đó tọa độ trung điểm  của  là
	3. Hướng dẫn bài tập kiểm tra.
	Câu 65. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm  và hai điểm M, N thay đổi thuộc mặt phẳng  sao cho điểm  luôn là trung điểm của MN. Khi biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất, tính
	Câu 66. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm , . Lấy điểm  thuộc mặt phẳng  sao cho  lớn nhất. Tọa độ  là
	Câu 67. [Chu Văn An – Hà Nội] Trong không gian , cho đường thẳng  và hai điểm, . Biết điểm  thuộc  sao cho biểu thức  đạt giá trị lớn nhất . Khi đó  bằng bao nhiêu?
	Câu 68. [Sở GD Hà Tĩnh] Trong không gian  cho ba điểm  và mặt phẳng  Xét  giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 69. Trong không gian , cho hai điểm A(1;2;-1), B(7;-2;3) và đường thẳng (d) là giao tuyến của hai mặt phẳng  và . Điểm  sao cho tam giác ABI có chu vi nhỏ nhất, giá trị nhỏ nhất đó bằng:
	Câu 70. [THPT Hậu Lộc 2-Thanh Hóa] Trong không gian  cho các điểm ,  và đường thẳng . Gọi  sao cho chu vi tam giác  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng ?
	Câu 71. [Nguyễn Khuyến Tp.HCM] Trong không gian với hệ trục tọa độcho điểmvà đường thẳng Điểm thuộcsao cho chu vi tam giáclà nhỏ nhất thì độ dài bằng
	Câu 72. Trong không gian , gọi  là đường thẳng đi qua, song song với mặt phẳng  và có tổng khoảng cách từ các điểm  tới đường thẳng  có giá trị nhỏ nhất. Vecto chỉ phương  của  có tọa độ là
	Câu 73. [THPT Lương Thế Vinh-Hà Nội] Trong không gian , cho điểm  và mặt phẳng . Điểm  thay đổi thuộc ; điểm  thay đổi thuộc mặt phẳng . Biết rằng tam giác  có chu vi nhỏ nhất. Tọa độ điểm  là.
	Câu 74. Trong không gian tọa độ , cho bốn điểm điểm ,,  và . Giả sử M là điểm di động trên đường thẳng AB. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
	Câu 75. [THPT Hoàng Văn Thụ-Hòa Bình] Trong không gian Oxyz, cho hai điểm  và đường thẳng . Điểm  thuộc d thỏa mãn  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó  bằng
	Câu 76. Trong không gian tọa độ  cho ,  và  là điểm thay đổi trên mặt phẳng  sao cho ,  cùng tạo với mặt phẳng  các góc bằng nhau. Tính giá trị nhỏ nhất của .
	Câu 77. Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm , . Gọi  là tập hợp các điểm  để  đạt giá trị nhỏ nhất. Biết rằng  là một đường tròn bán kính . Tính .
	Câu 78. [Chuyên Lương Thế Vinh – Đồng Nai] Trong không gian , cho , ,  và . Gọi  là mặt phẳng đi qua  và ba điểm , ,  nằm về cùng phía so với . Biết tổng khoảng cách từ
	Câu 79. [Lê Quý Đôn- Đà Nẵng] Trong không gian , cho 3 điểm ,và. Điểm di động trong không gian sao cho . Biết  đạt giá trị lớn nhất tại điểm . Tính tích số .
	Câu 80. [Chuyên Sơn La] Trong không gian , cho hai điểm  và . Gọi  là mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu  và . Xét ,  là hai điểm bất kỳ thuộc mặt phẳng  sao cho . Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 81. [Đề TNTHPT 2021 – BGD] Trong không gian, cho hai điểm  và . Xét hai điểm  và  thay đổi thuộc mặt phẳng (Oxy) sao cho . Giá trị lớn nhất của  bằng
	Câu 82. [Sở GD Hà Tĩnh] Trong không gian  cho mặt cầu và hai điểm . Gọi  là điểm thuộc mặt cầu Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 83. Trong không gian , cho các điểm , , , đường tròn  là giao của mặt phẳng  và mặt cầu . Hỏi có bao nhiêu điểm  thuộc đường tròn  sao cho  đạt giá trị lớn nhất?
	Câu 84. Trong không gian , cho bốn điểm , , , . Với mỗi điểm  tùy ý, đặt . Gọi  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Lúc đó, tổng  bằng
	Câu 85. [THPT Chuyên Tuyên Quang] Cho đường thẳng  và ba điểm . Điểm  thỏa mãn  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính .
	Câu 86. Trong không gian với hệ tọa độ , cho ba điểm , ,  và đường thẳng . Gọi  là mặt phẳng chứa  sao cho , , ở cùng phía đối với mặt phẳng . Gọi
	Câu 87. [SGD Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho bốn điểm , , ,  và điểm  tùy ý. Tính độ dài đoạn  khi biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất.
	Câu 88. [SGD Hà Nội] Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  có bán kính bằng  và mặt cầu  có tâm  có bán kính bằng .  là mặt phẳng thay đổi tiếp xúc với hai mặt cầu , . Đặt ,
	Câu 89. [TH & TT SỐ 8] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho đường thẳng  và các điểm , . Gọi  là các điểm thay đổi trên  sao cho  và mặt cầu nội tiếp tứ diện  có thể tích lớn nhất. Khi đó tọa độ trung điểm  của  là
	IV. BÀI TOÁN TỔNG HỢP CUỐI PHẦN 2.
	1. Đề bài.
	Câu 90. Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Xét điểm  thay đổi thuộc mặt cầu , giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 91. [Đoàn Thượng – Hải Dương] Trong không gian  cho , , . Gọi  là điểm thuộc mặt phẳng  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó  bằng
	Câu 92. [HSG Nam Định] Trong không gian  cho các điểm , , và điểm  thỏa mãn  lớn nhất. Tính
	Câu 93. Trong không gian với hệ tọa độ  cho  và mặt cầu . Xét điểm  thay đổi thuộc. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức bằng
	Câu 94. [SGD Thanh hóa] Trong không gian , cho bốn điểm , , và . Gọi  là điểm thuộc mặt phẳng  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng  bằng
	Câu 95. [Chuyên Quang Trung- Bình  Phước] Trong không gian  cho hai đường thẳng  và . Xét điểm thay đổi trong không gian, gọi  lần lượt là khoảng cách từ M đến  và . Biểu thức đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi. Khi đó giá trị  bằng
	Câu 96. [Nho Quan A - Ninh Bình] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm . Giả sử  là hai điểm di động trên mặt phẳng  sao cho  và  thẳng hàng. Gọi  lần lượt là diện tích lớn nhất và nhỏ nhất của tam giác . Khi đó tổng  có giá trị bằng
	Câu 97. Trong không gian tọa độ , cho mặt cầu , mặt phẳng  và điểm . Điểm M thay đổi trên đường tròn giao tuyến của  và . Giá trị lớn nhất của  là:
	Câu 98. [Yên Phong-Bắc Ninh] Trong không gian với hệ tọa độ , cho các điểm , , . Gọi  là điểm thay đổi sao cho đường thẳng , ,  hợp với mặt phẳng  các góc bằng nhau;  là điểm thay đổi nằm trên mặt cầu . Tính giá trị nhỏ nhất của độ dài đoạn
	Câu 99. Trong không gian tọa độ , cho 5 điểm , , , , .  là điểm thay đổi trên mặt cầu . Giá trị lớn nhất của biểu thức  bằng:
	Câu 100. [ĐH - Quốc Tế] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm , . Gọi  là đường thẳng đi qua  sao cho tổng khoảng cách từ  đến  và từ  đến  là lớn nhất. Khi đó phương trình đường thẳng  là
	Câu 101. [SP Đồng Nai] Trong không gian , cho bốn điểm  và . Gọi  là đường thẳng đi qua  và thỏa mãn tổng khoảng cách từ các điểm  đến  là lớn nhất. Hỏi  đi qua điểm nào trong các điểm dưới đây?
	Câu 102. Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm  và . Điểm  thay đổi trên mặt cầu . Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 103. [Hậu Lộc 2-Thanh Hóa] Trong không gian , cho 2 điểm  và . Gọi  là mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu  với . Hai điểm,  thuộc  sao cho. Giá trị nhỏ nhất của là
	Câu 104. Trong không gian  cho điểm  và mặt cầu  có phương trình . Một đường thẳng  thay đổi luôn đi qua  và luôn cắt  hai điểm phân biệt . Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
	Câu 105. Trong không gian , cho bốn điểm , , , . Gọi  là mặt phẳng đi qua  sao cho ba điểm , ,  nằm cùng phía đối với  và tổng khoảng cách từ các điểm
	Câu 106. Trong không gian  cho điểm , đường thẳng  và mặt cầu : . Điểm  thuộc giao tuyến của mặt cầu  và mặt phẳng . Khi điểm  di động trên đường thẳng , giá trị nhỏ nhất của biểu thức  bằng
	Câu 107. [Đại học Hồng Đức –Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho ,  và hai mặt phẳng , . Gọi  là điểm nằm trên hai mặt phẳng  và  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính .
	Câu 108. Trong không gian , cho điểm  và mặt phẳng . Biết điểm  thuộc , điểm  thuộc  sao cho chu vi tam giác  nhỏ nhất. Hỏi giá trị nhỏ nhất đó là
	Câu 109. Trong không gian tọa độ  cho hai điểm  và mặt phẳng  Xét các điểm  di động trên  sao cho  Giá trị nhỏ nhất của biểu thức  bằng
	Câu 110. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và hai điểm .  là dây cung của mặt cầu thỏa mãn  cùng hướng với  và . Tính giá trị lớn nhất của .
	Câu 111. [SGD Thanh Hóa] Trong không gian  cho mặt phẳng , đường thẳng  và hai điểm , . Hai điểm ,  thuộc mặt phẳng  sao cho  và . Tìm giá trị nhỏ nhất của đoạn .
	2. Hướng dẫn giải bài tập cuối phần 2.
	Câu 90. Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm ,  và mặt cầu . Xét điểm  thay đổi thuộc mặt cầu , giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 91. [Đoàn Thượng – Hải Dương] Trong không gian  cho , , . Gọi  là điểm thuộc mặt phẳng  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó  bằng
	Câu 92. [HSG Nam Định] Trong không gian  cho các điểm , , và điểm  thỏa mãn  lớn nhất. Tính
	Câu 93. Trong không gian với hệ tọa độ  cho  và mặt cầu . Xét điểm  thay đổi thuộc. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức bằng
	Câu 94. [SGD Thanh hóa] Trong không gian , cho bốn điểm , , và . Gọi  là điểm thuộc mặt phẳng  sao cho biểu thức  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính tổng  bằng
	Câu 95. [Chuyên Quang Trung- Bình  Phước] Trong không gian  cho hai đường thẳng  và . Xét điểm thay đổi trong không gian, gọi  lần lượt là khoảng cách từ M đến  và . Biểu thức đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi. Khi đó giá trị  bằng
	Câu 96. [Nho Quan A - Ninh Bình] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm . Giả sử  là hai điểm di động trên mặt phẳng  sao cho  và  thẳng hàng. Gọi  lần lượt là diện tích lớn nhất và nhỏ nhất của tam giác . Khi đó tổng  có giá trị bằng
	Câu 97. Trong không gian tọa độ , cho mặt cầu , mặt phẳng  và điểm . Điểm M thay đổi trên đường tròn giao tuyến của  và . Giá trị lớn nhất của  là:
	Câu 98. [Yên Phong-Bắc Ninh] Trong không gian với hệ tọa độ , cho các điểm , , . Gọi  là điểm thay đổi sao cho đường thẳng , ,  hợp với mặt phẳng  các góc bằng nhau;  là điểm thay đổi nằm trên mặt cầu . Tính giá trị nhỏ nhất của độ dài đoạn
	Câu 99. Trong không gian tọa độ , cho 5 điểm , , , , .  là điểm thay đổi trên mặt cầu . Giá trị lớn nhất của biểu thức  bằng:
	Câu 100. [ĐH - Quốc Tế] Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho hai điểm , . Gọi  là đường thẳng đi qua  sao cho tổng khoảng cách từ  đến  và từ  đến  là lớn nhất. Khi đó phương trình đường thẳng  là
	Câu 101. [SP Đồng Nai] Trong không gian , cho bốn điểm  và . Gọi  là đường thẳng đi qua  và thỏa mãn tổng khoảng cách từ các điểm  đến  là lớn nhất. Hỏi  đi qua điểm nào trong các điểm dưới đây?
	Câu 102. Trong không gian , cho mặt cầu  và hai điểm  và . Điểm  thay đổi trên mặt cầu . Giá trị nhỏ nhất của  bằng
	Câu 103. [Hậu Lộc 2-Thanh Hóa] Trong không gian , cho các điểm  và . Gọi  là mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu  với . Hai điểm,  thuộc  sao cho. Giá trị nhỏ nhất của là
	Câu 104. Trong không gian  cho điểm  và mặt cầu  có phương trình . Một đường thẳng  thay đổi luôn đi qua  và luôn cắt  hai điểm phân biệt . Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức .
	Câu 105. Trong không gian , cho bốn điểm , , , . Gọi  là mặt phẳng đi qua  sao cho ba điểm , ,  nằm cùng phía đối với  và tổng khoảng cách từ các điểm
	Câu 106. Trong không gian  cho điểm , đường thẳng  và mặt cầu : . Điểm  thuộc giao tuyến của mặt cầu  và mặt phẳng . Khi điểm  di động trên đường thẳng , giá trị nhỏ nhất của biểu thức  bằng
	Câu 107. [Đại học Hồng Đức –Thanh Hóa] Trong không gian với hệ tọa độ , cho ,  và hai mặt phẳng , . Gọi  là điểm nằm trên hai mặt phẳng  và  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Tính .
	Câu 108. Trong không gian , cho điểm  và mặt phẳng . Biết điểm  thuộc , điểm  thuộc  sao cho chu vi tam giác  nhỏ nhất. Hỏi giá trị nhỏ nhất đó là
	Câu 109. Trong không gian tọa độ  cho hai điểm  và mặt phẳng  Xét các điểm  di động trên  sao cho  Giá trị nhỏ nhất của biểu thức  bằng
	Câu 110. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và hai điểm .  là dây cung của mặt cầu thỏa mãn  cùng hướng với  và . Tính giá trị lớn nhất của .
	Câu 111. [SGD Thanh Hóa] Trong không gian  cho mặt phẳng , đường thẳng  và hai điểm , . Hai điểm ,  thuộc mặt phẳng  sao cho  và . Tìm giá trị nhỏ nhất của đoạn .
	V. PHỤ LỤC.
	Ví dụ 60. [Đề_2017_BGD] Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm  và  và mặt phẳng . Xét đường thẳng  thay đổi thuộc  và đi qua , gọi  là hình chiếu vuông góc của  trên . Biết rằng khi  thay đổi thì
	Ví dụ 61. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng  và mặt cầu . Gọi , () là điểm thuộc , từ  kẻ ba tiếp tuyến đến mặt cầu  có các tiếp điểm  sao cho  là tứ diện đều. Giá trị của biểu thức  là
	Ví dụ 62. [Đề_2018_BGD] Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và đi qua điểm . Xét các điểm , ,  thuộc  sao cho , ,  đôi một vuông góc với nhau. Thể tích của khối tứ diện
	Ví dụ 63.Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, biết rằng có một đường thẳng ( cố định  nằm trong mặt phẳng  khi  thay đổi. Đường thẳng  đi qua , có vectơ chỉ phương ,  vuông góc với ( và cách  một khoảng lớn nhất. Giá trị của  bằng
	Ví dụ 64. [MH2_2017_BGD] Trong không gian với hệ tọa độ  xét các điểm , ,  với  và  Biết rằng khi ,  thay đổi, tồn tại một mặt cầu cố định tiếp xúc với mặt phẳng  và đi qua . Tính bán kính  của mặt cầu đó?
	Ví dụ 65. [SGD Thanh Hóa] Cho khối chóp  có thể tích  và đáy  là hình bình hành. Gọi  là trung điểm , điểm  thuộc  sao cho , điểm  thuộc  sao cho . Mặt phẳng
	CÂU HỎI:  [THPT Chu Văn An – Hà Nội ] Trong không gian , cho hai điểm  và đường thẳng . Biết điểm  thuộc đường thẳng  sao cho tam giác  có diện tích nhỏ nhất. Khi đó, giá trị  bằng

