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CHUYEN PE 8: GIOI HAN DAY SO
A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia
a) Gi6i han hiru han cia day sé
- Day s (un) ¢6 gidi han 0 khi »n dan t6i dwong vo cuc néu |un| ¢6 thé nho hon mot s6 duong bé tuy v,

ké tir mot s6 hang nao d6 tro di, ki hiéu lim u, =0.

n—»+o0

- limu, =a néu lim (u,—a)=0.

n—>+oo n—>+w
Chii y
- M6t day sb c6 gidi han thi gioi han d6 13 duy nhét.

- Khong phai day s6 nao ciing ¢ giéi han, chang han nhu day s6 (u,) v6i u, = (-1)".

- Ta c6 thé viét tat lim u, 13 limu,

n—+00
b) Giéi han vo cuc
- Day s6 (un) c6 gi61 han +oo khi n dan toi duong vo cuc néu u, co thé 16n hon mot s6 duong bat ki, ké

tr mot s hang nao d6 tro di, ki hiéu lim u, =400 .

n—>+w0

- lim u, =—o0 néu lim (-u, )=+wo.

n—+0 n—>+0
¢) Tong cap so nhan lui vé han

Cap s0 nhan vo han u,,u,q,...,u,q"",... ¢6 cong bdi ¢ thod man | g |<1 dugc goi la cap so nhan lui vo

han. Tong cua cip s6 nhan d6 1a: S = u, +u,q +...+u,q"" +...=1L.
—-q

2. Pinh li vé gi6i han hitu han

-Néu limu, = a,limv, =b thi:

lim(u, +v,)=a+b; lim(u, -v,)=a-b;

. . u, a

lim(u,-v,)=a-b; 11m—”:g(vn #0,b+0).
v

n
-Néu u, >0 véimoi n va limu, =a thi >0 va limju, =a .
3. Mot s6 giéi han co ban

.1 .1 . £ . .
- lim—=0;lim—-=0 véi k la s6 nguyén duong cho trudc;
n n

. C . c I LS e A n .
- lim—=0;lim—-=0 véi ¢ la hang s0, k 1a s6 nguyén duong cho trudc;
n n

-Néu |g|<1 thi limg" =0;
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- lim(

1+lj =e~2,718281828459045
n

- limn* =+o0 voi k 1a sé nguyén duong cho trudc;

- limg" =+ néu ¢ >1 1a sd thuc cho trudc;

X . \q- o . g U
-Neu limu, =a va limy, =+oo( hodc limv, =—o0) thi lim—==0;

v

n

4 . e y - . Ve u
-Néu limu, =a,a>0 va limv, =0,v, >0 v6imoi n thi lim—2* =+o0;

v

n

-Néu limu, =a,a>0 va limy, =t thi lim (u,v, ) =+o0.

B. BAI TAP VAN DUNG

Cau 1:

Cau 2:

T hinh vuéng c¢6 d6 dai canh bang 1, ngudi ta noi cac trung diém cua canh hinh vuéng dé tao ra

hinh vuéng moi nhu Hinh 3.

1
Hinh 3

Tiép tuc qua trinh nay dén vo han.
a) Tinh dién tich S, cua hinh vuoéng dugc tao thanh ¢ budc thi 7
b) Tinh tong dién tich ciia tt ca cac hinh vudng duoc tao thanh.
C6 1 kg chat phong xa doc hai. Biét rang, ctr sau mot khoang thoi gian 7 = 24000 nim thi mot
ntra so chat
phong xa nay bi phan ra thanh chét khac khong doc hai ddi véi sirc khoé ciia con nguoi ( T
duogc goi la chu ki
ban ra).

(Nguon: Pai s6 va Gidi tich 11, NXB GD Viét Nam, 2021)

Got u, 1a khéi luong chét phong xa con lai sau chu ki thu n.
a) Tim s6 hang tong quat u, cta day so (u, ).
b) Chting minh rang (un) c6 gidi han 13 0.

¢) Tir két qua cau b), ching t6 rang sau mot s6 nim nao d6 khéi lugng chét phong xa da cho
ban dau khong con doc hai ddi voi con ngudi, biét rang chat phong xa nay sé khong doc hai
nita néu khoi luong chat phong xa con lai bé hon 107° g.
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Cau3: Goi C la nua duong tron duong kinh 4B =2R, C, 1a dudng gdm hai nira dudng tron duong

kinh ﬁ, C, 1a dudng gdm bdn nira duong tron dudng kinh ATB, C, la duong gdém 2" nira

duong tron duong kinh % ,... (Hinh 4).

£ 0 B
Hinh 4 i
Goi p, 1a d¢ dai ctia C,, S, 1a dién tich hinh phang gi¢i han boi C, va doan thang 4B .
a) Tinh p ,S, .
b) Tim gidi han ciia cac diy sd (pn) va (Sn )

Cau 4: Tur hinh vudng dau tién c6 canh bang 1 (don vi d6 dai), ndi cac trung diém cta bon canh dé co
hinh vuéng thtr hai. Tiép tuc ndi cac trung diém cta bén canh cua hinh vudng thir hai dé duoc
hinh vuéng thir ba. Cu tiép tuc lam nhu thé, nhan dugc mot day hinh vudng (xem Hinh 5).

&
ra

Hinh 5

a) Ki hiéu a, 1a dién tich ctia hinh vudng tht #» va S, 1a tong dién tich ciia » hinh vudng dau
tién. Viét cong thic tinh a, S, (n=1,2,3,...) vatim lim S, (gi6i han nay néu co dugc goi 1a

tong dién tich cta cac hinh vudng).

b) Ki hiéu p, 1a chu vi ctia hinh vuong thtr » va Q, 1a téng chu vi cia # hinh vudng dau tién.
Viét cong thie tinh p, va 0, (n=1,2,3,...) va tim lim Q, (gi6i han nay néu c6 dugc goi la

tong chu vi cua cac hinh vudng).

Cau 5:  X¢ét qua trinh tao ra hinh ¢6 chu vi v6 cuc va di¢n tich b?mg 0 nhu sau:
Bat dau bang mot hinh vuong H, canh bang 1 don vi d§ dai (xem Hinh 6a ). Chia hinh vudng
H,, thanh chin hinh vudng bang nhau, bé di bén hinh vudéng, nhan dugc hinh H, bbn hinh
vuong, nhan dugc hinh A, (xem Hinh 6¢ ). Tiép tuc qua trinh ndy, ta nhan dwgc mot day hinh

H,(n=123,..).
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Ciu 6:

Cau 7:

Ciu 8:

x. . 1
Ta cé: H, c6 5 hinh vudng, moi hinh vuong c6 canh bang 5;

1

=— ...

1
303

W | =

H, c¢6 5.5=5 hinh vudng, mdi hinh vudng c6 canh bang

~ N 1
Tt d6, nhan dugc H, c6 5" hinh vudng, moi hinh vudng c6 canh bang 37

a) Tinh dién tich S, cia H, vatinh lim S, .
b) Tinh chuvi p, cta H, vatinh limp,.

(Qua trinh trén tao nén mot hinh, goi 1a mét fractal, dugc coi la c6 dién tich lim S, va chu vi

limp, ).

Mot bénh nhan hang ngay phai udng mot vién thude 150mg . Sau ngay dau, trudec mdi lan udng,
ham lugng thude cii trong co thé van con 5%. Tinh luong thude co trong co thé sau khi udng
vién thudc ctia ngay thir 5. Udc tinh luong thude trong co thé néu bénh nhén st dung thudc trong
mot thoi gian dai.

Cho tam giéc vudng ABC vudng tai 4 cé AB=h vagéc Bbang a(H.5.3). T Aké A4, L BC
,tr 4 ké 44, L AC,saudolaike 4,4, 1 BC. Tiép tuc qua trinh trén, ta dugc duong gép khtc
vOo han AA A, A, .... Tinh do dai duong gép khiic nay theo & va « .

Cho tam gidc OA4 A,vuong tai 4,,A/A,=a va @ =30°. Ha cac duong vudng goc
A, A, L OA; A, A, 1 OA,; A, A; 1 OA;;... Tiép tuc qua trinh ndy, ta nhan duoc duong gip khiic
A A, 4, 4,... Tinh do dai duong gap khiic nay theo a.

Ag  Ag A,
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Cau 9:

Cau 10:

Cau 11:

Cau 12:

Cau 13:

Mot mau chat phong xa 21°Po co khéi lugng ban dau m, = 42(mg) , nhung ctr sau mot khoang

thoi gian 7 =138 ngay thi khoi luong chat d6 giam di mot nira ( 7 duoc goi la chu ki ban ri).
Goi u, 1a khéi lwong con lai ctia mau chat phong xa sau n chu ki ban ra.

a) Tim s hang tong quat cua day s6 (u, ).

b) Tinh gi6i han cta ddy s6 (u,) va cho biét ¥ nghia ctia gi6i han do.

Ttr d¢ cao 100m, ngudi ta thd mot qua bong cao su xuéng dét. Gia str ctr sau mdi 1an cham dt,
. 1 . N

qua béng nady 1én mot do cao bang 2 d9 cao ma qua bong dat dugc trude do. Goi s, 1a do cao

qua bong dat dugc ¢ 1an nay thir 7.

a) Tim sb hang tong quét cta day sb (h, ).

b) Tinh gi6i han cua diy sd (hn) va néu ¥ nghia gi6i han cua diy sd (hn ) )

c)Goi §, 1a téng do dai quing dudng di duge ciia qua bong tir lic bat dau tha qua bong dén khi
qué bong cham dt lan thir ». Tinh A néu qua trinh nay cu tiép tuc dién ra mai thi tong quang
duong qua bong di chuyén dugc 13 bao nhiéu?

Cho tam giac 4 B,C, co dién tich 1a 3 (don vi dién tich). Dung tam gidc 4,B,C, bang cach ndi
cac trung diém cia cic canh B,C,,C,4,A4B,. Tiép tuc qua trinh ndy, ta co cic tam gidc
AB.C,,...,ABC ,... Kihi¢u S la dién tich cua tam giac 4 B C, .

a) Tinh §,.

b) Tinh tong S, +S, +-+++S, +-+-

Tir dd cao 55,8 m cua thap nghiéng Pisa nude Y, ngudi ta tha mot qua bong cao su cham xudng
. ' . . _ . 1

dat (Hinh 18). Gia sir moi 1an cham dat qua bong lai ndy lén do cao bang m dd cao ma qua bong

dat dugc trude do. Goi S, 1a tong do dai quing dudng di chuyén cia qua bong tinh tir lic tha
ban dau cho dén khi qua bong d6 cham dat » 1an. Tinh limS,

Cho mét tam giac déu ABC canh a. Tam giac 4,B,C, co cac dinh 1a trung diém cac canh ciia
tam gidc ABC, tam giac 4,B,C, c6 cac dinh la trung diém céc canh cua tam gidc 4,B,C,,...,

B

n+l

C,., c6 cac dinh 1 trung diém cic canh cua tam gidc 4 B,C Goi

nn-_n3>"""

tam giac A4

n+1
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DisDysevesPyse-- VA S,8,,...,8 ... theo thor ty 1a chu vi va dién tich ctia cdc tam giac

ABC,, 4,B,C,,...,ABC

n o

a) Tim gi6i han ctia céc ddy s6 (p,) va (S,).
b) Tim cac tong p,+p, +...+p, +... va S, +S, +...+S +...

Céu 14: Cho tam giac déu c6 canh bang a, goi 1 tam giac H - N&i cac trung diém cta H. | dé tao thanh
tam giac H,. Tiép theo, ndi cac trung diém cua H, dé tao thanh tam giac H, (Hinh 1). Ct tiép
tuc nhu vay, nhan dugc day tam giac H,H,,H;,.... Tinh téng chu vi va téng dién tich cac tam

giac cua day.

Hinh 1

Cau 15: Tu mot tam giac déu co dién tich béng 1, ta thuc hién 1an luot cac bude nhu sau:
Budc 1: Néi trung diém céc canh ctia tam giac di cho, chia tam giac nay thanh 4 tam giac nho

va bd di tam giac ¢ gitra (bo di 1 tam giac c6 dién tich 2 ).
Budc 2: Lam tuong tu nhu Budc 1 véi mdi tam giac trong 3 tam giac con lai (bo di 3 tam giac,

x. SN |
moi tam gidc o6 dign tich —- ).
4

Y - A (e 1 o 1 An— R U
Clr tiép tuc qué trinh nhur vy (& bude thit 7, bd di 3" tam gidc, mdi tam gic dién tich T ).

Tinh téng dién tich cac tam giac da bo di.

Budc 1 Buéc 2 Budc 3

Cau 16: Biét réng, tor vi tri 4, mGt miii tén bay voi tbec d6 10m /s hudéng théng td1 bia muc tiéu dat ¢ vi
tri B cach vi tri 4 mot khoang bang 10m (Hinh 2). Mot nha thong thai 1ap luan nhu sau: "Dé
dén duge B, trudc hét miii tén phai dén trung diém 4, cua AB. Tiép theo, né phai dén trung
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diém A, cua AB. Tiép nira, n6 phai dén trung diém 4, cia 4,B.Clr tiép tuc nhu vay, vi khong

bao gio hét cac trung diém nén mii tén khong thé bay dén dugc bia muc tiéu 6 B .

> > ; :
A '4L ’42 3

Hinh 2
Lap luan trén c6 ding khong? Néu khong, hiy chi ra chd sai lam.

Cau 17: Cho hinh vuéng H, c6 canh bang a. Chia mdi canh cta hinh vudéng nay thanh bon phan bang
nhau va ndi cac diém chia mot cach thich hop dé c6 hinh vuéng H, . Lap lai cach 1am nhu trén
v61 hinh vuong H, dé dugc hinh vudng H, .Tiép tuc qua trinh trén ta nhan duoc diy hinh vudng
H.,H, H,,...,H, ... Goi s, ladién tich cia hinh vuéng H, .

a) Tinh s .

b) Tinh tong T =5, +s5, +++++s5, +--

Ciu 18: Cho tam giac 7, c6 dién tich bang 1. Gia str c6 tam gidc T, ddng dang voi tam giac T}, tam giac

T, dong dang véi tam giac T,,..., tam giac T, ddng dang voi tam giac 7., véi ti s dong dang

1 . < A re AN ’ A LN r 5 A 5 ’ .7
E(k >1). Khi n tién tdi vO cung, tinh tong dién tich cta tat ca cac tam gidc theo % .
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CHUYEN PE 8: GIOI HAN DAY SO
A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia
a) Gi6i han hiru han cia day s6
- Day s6 (u,) c6 gi6i han 0 khi # dan t6i dwong vo cyc néu [u,| c6 thé nho hon mot s duong

bé tuy y, ké tir mot s6 hang nao d6 tro di, ki hiéu lim u, =0.
n—>+x0

- limu, =a néu lim (u, —a)=0.

n—+0 n—>+o0
Chu y
- Mot diy s c6 gidi han thi gioi han d6 1a duy nhét.

- Khong phai diy sd nao ciing c6 gidi han, chang han nhu diy s6 (”n) vol u, =(-1)".

- Ta c6 thé viét tat lim u, 13 limu,

n—>+00
b) Giéi han vo cuc

- Dy s6 (u,) c6 gidi han +oo khi n dan t6i duong v6 cuc néu u, c6 thé 16n hon mét s6 duong

bat ki, ké tir mot s6 hang nao d6 tré di, ki hiéu lim u, = +o.

n—>-+0

- lim u, = - néu lim (—un) =+00.

n—+0 n—+oo
¢) Tong cap so nhan lui vé han

Cap s0 nhan vo han u,,u,q,...,u,q"",... ¢6 cong bdi ¢ thoa man |g|<1 dugc goi 1a cap so

nhéan 10i v6 han. Tong ciia cAp s6 nhan d6 1a: S =u, +u,g+...+u,g" " +...= IL
—-q
2. Pinh li vé giéi han hiru han
-Néu limu, = a,limv, =b thi:
lim(u, +v,)=a+b; lim(u, —v,)=a-b;
: . u, a
lim(u,-v,)=a-b; hm—”:g(vn;tO,b;tO).
v

n
-Néu u, >0 v6imoi n va limu, =a thi >0 va lim,ju, =a .

3. Mét s6 giéi han co ban

- lim% =0 liank =0 v6i k 1a s6 nguyén dwong cho trudc;

. C . c ’ VY A A ~ .
- lim—=0;lim—-=0 v6i ¢ la hang s6, & 1a s6 nguyén duwong cho trudc;
n n

-Néu |¢|<1 thi limg" =0;



Cau 1:

- lim(l +1J =e=2,718281828459045
n
- limn" =+ véi k 1a sé nguyén duong cho trudc;

- limg" =+ néu g>11a s6 thuc cho trude;

£ 1 T < o N
-Néu limu, =a va limy, =+oo( hodc limv, =—o0) thi lim—~=0;
%

n

-Néu limu, =a,a>0 va limv, =0,v, >0 v6i moi n thi lim—* =+o0;
v

n
-Neéu limu, =a,a >0 va limy, =0 thi lim(u,v, )=+co.

B. BAI TAP VAN DUNG

Tt hinh vudng c6 dd dai canh bang 1, ngudi ta nodi cac trung diém ctia canh hinh vuéng dé tao ra

O

1
Hinh 3

hinh vuong méi nhu Hinh 3.

Tiép tuc qua trinh nay dén vo han.

a) Tinh di¢n tich S, cua hinh vudng dugc tao thanh ¢ budce thir n;

b) Tinh téng dién tich cua tit ca cac hinh vuong dugc tao thanh.
Loi giai

a) Goi S, 1a dién tich cta hinh vudng thtr 7.
2
Taco: S, =1;S, =l;S3 =(lj jee
2
Diy (S,) 1ap thanh cap sb nhan c6 s6 hang dau S, =1 va cong bdi ¢ =% c6 cong thic tong

1 n—1
vatla: § =|— .
auit i 5, ~{ 1

b) Ta co: |q| = |%

2 3 n—1
S:1+l+ 1 + 1 +...+ 1 +...:L:2.
2 \2 2 2 1_1
2
Vay tong dién tich ctia cac hinh vudng 1a 2 (dvdt).

<1 nén day (Sn) trén 14p thanh mot cdp s6 nhan 1ui han nén ta co:

C6 1 kg chat phong xa doc hai. Biét rang, ctr sau mot khoang thoi gian T = 24000 nim thi mot
ntra s6 chat



Cau 3:

phong xa nay bi phan ra thanh chét khac khong doc hai ddi véi strc khoé ciia con nguoi ( 77
duogc goi la chu ki
ban ra).

(Nguon: Pai s6 va Gidi tich 11, NXB GD Viét Nam, 2021)

Got u, 1a khdi luong chét phong xa con lai sau chu ki thur 7.
a) Tim s hang tong quat u, cua day sO (un) .
b) Ching minh rang (u, ) c6 gidi han 1a 0.

¢) Tur két qua cau b), chiing to rang sau mot sé nam nao d6 khdi lugng chat phong xa d cho
ban dau khong con doc hai ddi voi con ngudi, biét rang chat phong xa nay sé khong doc hai
nita néu khdi lugng chét phong xa con lai bé hon 10 g.

Loi giai
, 1 1Y
a) Ta co: u1=l;u2=5;u3= — ...

. . . \ 1 ‘ 5
Suy ra (u,) 1ap thanh mot cap sO nhan ¢6 so hang dau u, =1 va g = 5 c6 s0 hang tong quat 1a:

1 n-1
un: — .
)

n—1
b) Ta co: limu, = lim(%j =0.

1 n-1 1 n-1
Pdiu =|=| ke=|—| -10°
) . (J g (2) g

n-1
Pé chét phéng xa bé hon 10 ( g) thi Gj 10° <10 < n>31.

Vay can it nhat 30 chu ki twong Gmg v6i 720000 nam khdi lugng chat phong xa di cho ban dau
khoéng con doc hai d6i véi con nguoi.

Goi C la ntra duong tron duong kinh 4B =2R, C, 1a duong gdm hai nira dudng tron duong

kinh %, C, la duong gdém bén nira duong tron dudng kinh %, C, 1a duong gém 2" nira

duong tron duong kinh %, ... (Hinh 4).

Hinh 4 e
Goi p, 12 d9 dai cia C,,S, 1a dién tich hinh phang gii han béi C, va doan thang 4B .

a) Tinh p .S, .



b) Tim gidi han clia cac diy s6 (p,) va(S,).
Loi gidi

+) Ta co: plzﬂ—zR;pzzﬂ AR _AR_#R

g 2T Ty

PR

(pn ) lap thanh mot cip s6 nhan 10i v6 han voi sb hang dau p, = ? va cong boi q = % <1co

R (1Y
s6 hang tong quat p, = BN (Ej .

, TR TR TR’
+)TaCO: Cl= 4 ,C2:4—2,C3:T,

2
(Cn) 1ap thanh mot cap s6 nhan lui v6 han véi s6 hang dau C, = i

va cong boi q:%<1 co
n—1
s6 hang tong quat C, = % : (i) .

Tt hinh vudng dau tién c6 canh béng 1 (don vi 4o dai), ndi cac trung diém cua bdn canh dé c6
hinh vuéng thir hai. Tiép tuc ndi cac trung diém ctia bon canh ciia hinh vuéng thtr hai dé dugc
hinh vuong thir ba. Cu tiép tuc lam nhu thé, nhan dugc mot day hinh vuéng (xem Hinh 5).

7

Hinh 5
a) Ki hi¢u a, 1a di¢n tich cua hinh vuéng thtr » va S, 1a téng dién tich cua n hinh vudng dau
tién. Viét cong thirc tinh a , S, (n=1,2,3,...) vatim lim S, (gi6i han nay néu c6 duge goi 1a
tong dién tich cta cac hinh vudng).
b) Ki hiéu p, 1 chu vi ctia hinh vudng thir » va Q, 1a tong chu vi ctia # hinh vudng dau tién.
Viét cong thic tinh p, va Q, (n=1,2,3,...) vatim lim Q, (gi6i han nay néu c6 duogc goi 1a

tong chu vi cua céc hinh vudng).

Loi gidi




Cau 5:

1
by p =4 ——
) P, 2

Qn=4+4-i+4 =4. ! ~13,66

1 1
44 -
N N N

V2

Xét qua trinh tao ra hinh c6 chu vi vo cuc va dién tich b:?lng 0 nhu sau:
Bit dau bang mot hinh vuéng H, canh bang 1 don vi d9 dai (xem Hinh 6a ). Chia hinh vuéng
H,, thanh chin hinh vuong bang nhau, bé di bén hinh vuéng, nhan dwgc hinh H, bon hinh

vudng, nhan dugc hinh A, (xem Hinh 6c¢ ). Tiép tuc qua trinh ndy, ta nhan dugc mot diy hinh

H,(n=123,...).
u

i

1] | H, H1

a) b) c) d)
Hinh 6

x . 1
Ta c6: H, c6 5 hinh vudong, moi hinh vudng c6 canh bang 5;

x. . 1 1
H, c¢6 5.5=57 hinh vudng, mdi hinh vudng c6 canh bing g =3—2;....

W | —

x . 1
Tu d6, nhan dugc H, c¢6 5" hinh vudng, moi hinh vuéng c6 canh bang 3
a) Tinh dién tich S, ctia H, vatinh lim S, .
b) Tinh chuvi p, cia H, vatinh limp, .

(Qua trinh trén tao nén mot hinh, goi 1a mat fractal, duoc coi la c¢6 dién tich lim S, va chu vi

limp, ).

Loi giai
2 n n n

a) S,,:S"-(i _2 (2] tims, =tim[ 2] =0.
3" 9" 9 9

1 5Y 5Y
b =5"4.—=4.|=| limp =lim4.| = | =+o0.
) P, 7 (J mp, (3)



Ciu 6:

Mot bénh nhan hang ngay phai udng mét vién thude 150mg . Sau ngay dau, trudc mdi lan udng,
ham luwong thudc cii trong co thé van con 5%. Tinh lugng thude co trong co thé sau khi udng
vién thudc ctia ngay thir 5. Udc tinh luong thude trong co thé néu bénh nhén st dung thudc trong
mot thoi gian dai.
Loi giai
bat r=5%
a)

(] Sau khi udng vién thudc ngay thtr 1, ham luong thudc trong co thé 1a u, =150mg

(] Sau khi uéng vién thudc ngay thtr 2, ham luong thudc trong co thé 1a
u, =5%u, +150 =5%.150+150 = 150(1+r)

[ Ham luong thudc trong co thé sau khi udng vién thude ngay th 3 1a
y = 5%u, +150 =150(1+7)r +150 =150(r* +7+1)

'] Ham luong thudc trong co thé sau khi udng vién thude ngay th 4 1a
u, = 5%u, +150 =150(r” +7+1)r +150 =150 +7* +7+1)

'] Ham luong thudc trong co thé sau khi udng vién thude ngay th 5 1a
uy = 5%u, +150 =150(r* + 77 +r+1)r +150 =150(r* +7° +1* +7+1) ~157,9mg

b) Luong thudc trong co thé néu bénh nhén st dung lién tuc trong n ngay

u, = 150(7*”‘l +F" T T+ 1)

Néu su dung thudc 1au ngay thi ham luong thude trong co thé hing ngay 1a
limu, = lim [150(#"1 AT+ 1)] = 150.L = 150.@ = ISO.E.
n—+o0 l-r 95 19

n—>+0

Cho tam giac vudng ABC vudbng tai 4cd AB=h vagoc Bbang a (H.5.3) .Tu Aké A4, L BC
tir 4, ké 44, L AC,saudolaiké 4,4, L BC . Tiép tuc qué trinh trén, ta dugc duong gip khic
vO han A4 A, 4,.... Tinh d6 dai dudng gép khiic nay theo # va « .

Loi gidi

Do dai duong gap khic
v6i s6 hang tong quat

tao thanh scap s6 nhan
la:

u, =sinaxhx(sina)"”

D6 dai duong gép o khic: AA + A, A, +...

Day 1a tong cua cap s6 nhan lui vo han vé1 u, =sina xh,q =sina nén

A+ A+ = Smaxh

1-sina



Cau 8:

Cho tam giac OA4,4,vudng tai A4, A/A,=a va @ =30°. Ha cac duong vudng goc
A, A, L OA; A, A, 1 OA,; A, A, | OA;;... Tiép tuc qua trinh ndy, ta nhan dugc duong gap khuc
A A,A,4,... Tinh do dai duong gap khiic nay theo a.

A

Loi gidi

—

Cac goc m,A2A3A4,A3A4A5,... déu bang goc @ nén déu cé s6 do 30°.

3

2

B (BY
77 a ;

A, A, = A A,.cos30°=a.

A A, = A, 4,.cos30°=a.

2

2

2

ﬂz ¥3 (ﬁj

A, A, = 4,4, .cos30°=a.(7

Vay do dai cac doan thang AA4,,AA;, A, 4,,... tao thanh cAp s6 nhan 1ui vo han voi s6 hang dau
. 3 s 3

bang aT va cong boi bang B3

Tur d6, do dai duong gap khiic 4,4, 4, 4,... 1a

afi 1 a5 _@Be3)
RSN e o 22_(\5)2 =a(3+243).
2

1=

Mbt mau chit phong xa %°Po co khéi lugng ban dau m, = 42(mg), nhung cir sau mot khoang

thoi gian 7 =138 ngay thi kh6i luong chat d6 giam di mot nira ( 7 duoc goi 1a chu ki ban ri).
Goi u, 1a khéi luong con lai cia mau chét phong xa sau n chu ki ban ra.

a) Tim s6 hang téng quat ciia day s6 (u,).
b) Tinh gi6i han cua ddy s6 (u, ) va cho biét y nghia cua gi¢i han do.

Loi giai



Cau 10:

a) Vi cu sau 1 chu ki ban ra thi khoi lwgng mau chat phong xa giam mét nira nén (un) la cap so

: n N 1
nhan v6i u, =21 va cong bdi g =§.

. . . . 42
Khi d6, s0 hang tong quat cua day so (u,) la: u, =—.

n

b) Ta co: limu, :lim%:hm@-lim(%j =42-0=0.

Tur gi6i han do, ta rat ra dugc y nghia: Khi » cang dan t¢i vo cuc thi khdi luong con lai cua
mAu chat phong xa cang dan vé 0, nghia 1a sau mot khoang thoi gian da dai thi khéi lwong con
lai cia mAu chat phong xa 1a rit nho (dén muc khong dang ké).

Tir @6 cao 100m, ngudi ta tha mot qua bong cao su xudng dit. Gia sir ctr sau mdi lan cham dat,
1 1A AL an S N o s . N

qua bong ndy 1én mot do cao bang 2 do cao ma qua bong dat dugc trude do. Goi 4, 1a do cao

qua bong dat duoc ¢ 1an nay thi .

a) Tim s6 hang tong quét cta day sb (h, ).

b) Tinh gi¢i han cua day sb (4,) va néu y nghia gi6i han cua day so (4,).

c)Goi S, 1a tong do dai quang duong di dugc ctia qua bong tir lic bat dau tha qua bong dén khi
quéa bong cham dét 1an thir » . Tinh S, néu qua trinh nay ct tiép tuc din ra mai thi tong quang
duong qua bong di chuyén dugc 13 bao nhiéu?
Loi giai
e 1 . : 1 .
a) Theo dé bai ta co, h, = Zhn_l nén (h, )1a mot cap so nhan voi h, = Z-IOO =25 va cong boi
_1
q 1

) . . 1 n—1 1
Suy ra s hang tong quat cua day so (hn ) h =uq" = 25(2) = %

b) Ta co: limh A, zliml4ino:lim(loo-%j:1im100-1im(%] =100.0=0.

Tir gidi han d6, ta rat ra dugc ¥ nghia: Khi n cang dan t6i vo cuc thi do cao cta qua bong dat
duogc sau khi nay ngay cang nho va do cao d6 dan t6i 0.

c) Taco: S, :100+2(100 + 1020+ 1030 +...+mj.
4 4 4 4"

Néu qué trinh bong nay ctr tiép tuc dién ra mai, téng quang dudng qua bong di chuyén duoc la:
100 100 100

T —— L
4 4 4

limS§, = IOO+2(120 +



. 100 100 100 100

. ) ) 1 .
Vi TR S ;... lap thanh mdt cap so6 nhan Iui vo han voi ul=ﬂ va cong boi
4 47 4 4" 4
100
1 i
q=—<1néntacélimSn:100+2-i:ﬂ,
4 l—l 3
4

Viy tong quing dudng qua bong di chuyén duoc 1a %m

Cau 11: Cho tam gidc 4,B,C, c6 dién tich 1a 3 (don vi dién tich). Dung tam gidc 4,B,C, bang cich nbi
cac trung diém cia cac canh B,C,,C 4, 4B, . Tiép tuc qua trinh nay, ta c6 cic tam giic
A,B.C;,...,AB,C,,... Kihiéu §, 1a dién tich cua tam giac 4,B,C,.

a) Tinh §,.

b) Tinhténg S +S, ++S 4+

Loi giai
. L4 ., . 1 1 .
Theo cach xac dinh tam giac 4,B,C,, ta co szzzsl. Tuong tu, s3:Zs2,..., Sn:ZSn—l' Vay
n-1 n-1
1 1
s ={—=1 s=3-=] .
4 4
Ny 3
Tur do s1+s2+-~-+sn+---:—1:4_
1—=
4

Céau 12: Tirdo cao 55,8 m cua thap nghiéng Pisa nuéc Y, ngudi ta tha mot qua bong cao su cham xudng
. . x. s . ) : 1
dat (Hinh 18). Gia st mo1 lan cham dat qua bong lai ndy 1én do cao bang 10 dd cao ma qua bong

dat dugc trudc do. Goi S, 1a tong do dai quang duong di chuyén cia qua bong tinh tir lac tha

ban dau cho dén khi qua bong d6 cham dat » l1an. Tinh limS,

Hinh 16

Loi giai
Goi u, 1a day s6 thé hién quing duong di chuyén cua qua bong sau mdi 1an cham dit.

1 l 2 1 n-1
Ta co: u1:55,8,uzzﬁ-ul;u3:(ﬁj -ul;...;un:(wj U, .



Khi do6 day (un) 1ap thanh mot cap s6 nhan i vo han ¢6 s6 hang dau u, = 55,8 va cong boi

| ST
q:E thoa man |q|<l.

Suyra S, =u, +u, +...4u, +...= 55’? =62( m).
1—
10

Vay tong d6 dai quing duong di chuyén ctia qua bong tinh tir luc tha ban dau cho dén khi qua
bong d6 cham dat » 1an 13 62 m.

Cau 13: Cho mot tam gidc déu ABC canh a. Tam gidc 4,B,C, c6 cic dinh la trung diém cac canh cua

tam giac ABC, tam gidc 4,B,C, c6 cac dinh la trung diém cac canh cua tam giac 4,B,C,,...,

tam giac A4,,B,,,C,., c6 cac dinh la trung diém cic canh cia tam gisc 4 B,C,,... Goi
DisDyseesPys-- VA S,S,,...,8 ... theo tht tu 1a chu vi va dién tich ctia cic tam giac
ABC,A,B,C,,..,ABC,,....

a) Tim gi6i han cua cac diy sd ( pn) va (Sn )
b) Tim cac tong p, + p, +...+p, +... Va S, +S, +...+ 8, +...
Loi giai
a)
+)(p,) 1a day s6 chu vi cia cac tam giéc theo thit tw ABC, 4 B,C,, ...

Taco: p,=ppypc =a+a+a=3a;

1 n—1
pAA,,B"C,,z(Ej P

Suy ra:

n-1 n-1
limp, = limuéj -(3a)] = lim(%j -1im(3a)=0.3a=0.

(S,) 1a day s6 chu vi cua cac tam gidc theo thit tw ABC, 4,B,C,, ...



Cau 14:

Goi h 1a chiéu cao cua tam giac ABC va h= & .

Ta co:
S, =S, apc = ah;

1 ah 11 1 ’
=S =55 55 (3= S

b)
+) Ta co ( p, ) la mét cap so nhan Iui vo han véi so6 hang dau p, =3a va cong boi g = 5 thoa

man |q| <1 co tong:

P=p+p,+.+p +...=——=6a

_ _ .z 5 1 . 1
+) Ta cling c6 (Sn) l1a mdt cap so nhan lui v6 han véi s6 hang dau S, = 5 ah va cong boi g = 2

thoa man |q| <1 co tong:

S =85+8,+...+5 +...=

Cho tam giac déu c6 canh bang a, goi 1a tam giac H - N&i céac trung diém cua H | dé tao thanh
tam giac H, . Tiép theo, ndi cic trung diém cua H, dé tao thanh tam gisc H, (Hinh 1). Cir tiép

tuc nhu vay, nhan dugc day tam giac H,,H,,H;,.... Tinh téng chu vi va tong dién tich cac tam

giac cua day.




Cau 15:

. 3 1
Canh cua céc tam giac H|,H,,H,,... lan luot la: a;Ea, a;...

22

Tong chu vi cua céc tam gidc la:

2
2

C:3-a+3-la+3-%a+...:3a- l+l+i+... =3a- ! =6a
2 2 2

Dién tich tam giac H, la T3a2 .

. , SN U g . s Lo
Dién tich tam gidc H, bang — di¢n tich tam gidc H|; Dién tich tam giac H, bang — dién tich
4 4
tam giac H,;...

Téng dién tich cac tam giac 1a:

Szﬁaz- 1+l+i2+... :—?’az-Lz—?)a2
4 4 4 3

T mQt tam giac déu c6 dién tich béng 1, ta thuc hién 1an luot cac bude nhu sau:
Budc 1: Néi trung diém cac canh clia tam giac di cho, chia tam giac nay thanh 4 tam giac nho

. . . . . . 1
va bé di tam giac ¢ gitra (bo di 1 tam giac ¢6 dién tich 2 ).

Budc 2: Lam twong tu nhu Budc 1 véi mdi tam giac trong 3 tam giac con lai (bo di 3 tam giac,

X P |
moi tam gidc ¢ dign tich —- ).
4

<A I3 \ A 5 , 2 5 . n— L X L LN ’ 1
Cur tiép tuc qua trinh nhur vay (¢ bude thit 7, b di 3" tam giac, modi tam giac dién tich n ).

Tinh téng dién tich cac tam giac da bo di.

L LR

h 4
e

Bude 1 Buic 2 Budc 3

Loi gidi

2 3 n+l
S:l+3- 1 +3%. 1 +...4+3". 1 +...
4 "\ 4 4 4



Cau 16:

Cau 17:

. n 3
, cong boi q=Z, nén

A LR A A A NN re A A 1
Day 1a tong cap so nhan lui v6 han véi s6 hang dau u, = —
4

1
S=—-
4
Biét réng, tur vi tri A, mdt mili tén bay voi tbc d6 10m /s hudng théng té1 bia muc ti€u dat ¢ vi
tri B cach vitri 4 mot khoang bang 10m (Hinh 2). Mot nha thong thai 1ap luan nhu sau: "Dé
dén duoc B, truéc hét mii tén phai dén trung diém A, cua AB. Tiép theo, n6 phai dén trung
diém A, cia 4 B . Tiép nita, n6 phai dén trung diém A4, ctia 4,B. Cir tiép tuc nhu vay, vi khong

bao gid hét cac trung diém nén mili tén khong thé bay dén duoc bia muc tiéu & B .

» > o + - -
A .4L ,ﬁlz A3 B
Hinh 2

Lap luan trén c6 ding khong? Néu khong, hiy chi ra chd sai lam.
Loi giai

T S . £ A 2 11 £
Thoi gian d€ miii tén bay tor 4 dén 4, 1a 5 gidy, tr 4, dén 4, la Z:? gidy, tr 4, dén 4,

11
a—=—\...
8 2
2 e . , e o1 1 1
Tong thoi gian bay cua miii tén 1a §+?+?+...+2—n+....(*)

A N LA 5 A A A NEIENPN A A ‘ 1 N A At LN 1
Day la tong cia cap sO nhan lui vo han véi so hang dau la ) va cong bdi bang 3

1 A
— =1 (gidy).
-

2

Do d6, tong niy bang %
Nhu vay, mili tén dén bia myc tiéu sau 1 giay.

Lap luan cta nha thong thai khong dang, sai lam & chd cho ring tong & (*) khong phai 1a mot
s0 hiru han.

Cho hinh vudng H, c6 canh bang . Chia mdi canh ciia hinh vudng nay thanh bbn phan bang
nhau va ni cac diém chia mot cach thich hop dé c6 hinh vudng H, . Lap lai cach lam nhu trén
v6i hinh vuéng H, dé dugc hinh vuéng H, .Tiép tuc qua trinh trén ta nhan duoc diy hinh vudng
H.,H, H,,..,H, .. Gois, ladién tich cua hinh vuéng H, .

a) Tinh s, .

b) Tinhténg T=s+5++5 +-



Cau 18:

2 2
Canh cua hinh vuéng H, 1a a, = (%j J{%Ta) = \/ga.

Khi do s, =§a2 =§S1-

n—1
S 1A , 5 5 5
Li luan twong tu, ta c6 8= g8y = oS =(—j a’.

2 n—1 2
Tu do T:s1+s2+---+sn+---=a{l+§+[§j ++(§j +--}=8i.

Cho tam giac 7] c6 dién tich bang 1. Gia sir co tam gidc T, ddng dang voi tam giac T}, tam giac
T, dong dang véi tam giac T,,..., tam giac 7. dong dang véi tam gidc T, voi ti s6 dong dang
1

z(k >1). Khi # tién toi v6 cing, tinh tong dién tich cua tit ca cac tam giac theo & .
Loi giai
Goti dién tich cac tam giac 7,;75;...;T, ;7T lan luot 1a 858,558, 58,

3 sz A e sz r:o42 A FA 1 A s A r sz
Vi tam giac 7, dong dang véi tam giac 7, | véi ti so dong dang p nén dién tich tam giac T,

n—1-

bang kiz dién tich tam giac T, | hay S, = %S

1 L C A L A
Vik>1nén P<1.Véy S;5S,5..5S, S, ;... 1ap thanh mot cap so nhan lui v6 han c6 so hang
A A n 1
dau S, =1 va cong boi q:p.

Khi do, tong di¢n tich cua tat ca cac tam giadc n€u n tién tdi vo cung la:

1 k*
S=S,+S,+...+4S, | +S, +...=——=
|

I_P




CHUYEN BE TOAN THY'C TE 11 WEB: Toanthaycu.com®

CHUYEN PE 9 _GIOI HAN DAY SO
A.KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia
a) Gi6i han hiru han ciia ham s6 tai mot diém

Cho khoang K chia diém x, va ham sé f(x) xac dinh trén K hogc trén K \ {xo}.

Ham s f(x) c6 gi6i hanlasd L khi x dan t6i x, néu véi day s6 (x,) batki, x, e K\{x,} va x, > x,
thi f(x,)— L, ki hiéu }i_glf(x):L.

b) Gi¢i han mot phia

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (a;x, ).

Ham s f(x) c6 gi6i han bén tréi la sé L khi x déan t6i x, néu véi ddy s6 (x,) batki, a<x, <x, va

x, = x, thi f(x,)— L,kihiéu lim f(x)=L.

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (x,;5).
Ham s6 f(x) c6 gi6i han bén phai la s6 L khi x dén téi x, néu véi ddy so (x, ) batki, x, <x, <b va
x, = x, thi f(xn)—>L, ki higu lim f(x)=L.
X—)XO
Chii y: lim f(x) =L khi va chi khi lim f(x)=lim f(x)=L.
¢) Gi¢i han hiru han ciia ham s tai vé cuc
- Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a;+0).

Ham so f(x) c6 gidi hanlasdé L khi x dan t&i duwong vo cuc néu voi day so (xn) batki, x, >a va

x, >+ thi f(x,)— L,kihiéu lim f(x)=L.
- Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (—0;a).

Ham so f(x) c6 gidi hanlasd L khi x dan t&i &m vo cuc néu vaoi day so (xn) batki, x, <a va

x, —>—oo thi f(x,)—>L,kihigu lim f(x)=L.

d) Gi6i han vo cwe (mdt phia) ciia ham so tai mot diém

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (a;+).

Ham s f(x) c6 gi6i han 1a +o0 khi x — a" néu véi ddy so (x,) batki, x, >a va x, >a thi

f(x,) = +o0, ki hiéu lim f(x)=+o0.
- Céc truong hop lim f(x) =—o0; lim f(x) = +00; lim f(x) =—o0 dugc dinh nghia tuong tu.

¢) Gidi han vo cuwe ciia ham so tai vo cuc

Trin Dinh Cu: 0834332133 —



CHUYEN BE TOAN THY'C TE 11 WEB: Toanthaycu.com®
- Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a;+).

Ham s6 f(x) ¢6 gi6i han 1a +o0 khi x dan t6i dwong vo cuc neu véi ddy so (x, ) batki, x, >a va

x, >+ thi f(x,)—> -+, ki hiu lim f(x)=-w0.
- Cac truong hop lim f(x) = —o0; lirp f(x) =+o0; liIP f(x)=-00 dugc dinh nghia tuong tu.

2. Mot so két qua giéi han co ban

lim x = x,

X=X .
[ 0 ;

T lime=c, voi ¢ 1a hang so;

X=X

[ Giastr lim f(x)=L va limg(x)=M (L,M eR).Khi do:

1im|:f(x>+g(X):|:L+M; lim[f(x)—g(x)]:L—M;

. N
ll_)n;[f(x).g(x)]—L.M, P—glow_ﬁ(M#O)’
limf (x)=L lim,/f (x) =VL

[ Néu f(x) >0 va % thi L>0 va *%

[1 Véi ¢,k 1a cac hang s6 va k nguyén duong, ta ludn co:

) . . C .. C
lime=c; limec=c; lim—-=0; lim—-=0;
X—>+oo X—>—00 x—>+oox x—)—oox

] Céc phép toan trén gi6i han hitu han ctia ham s6 khi x — x, van con ding khi x — +o0 hodic x — —o0;

lim = +00; lim
D x%a*x—a x=a X—a

= —00
[ Véi k 1a s6 nguyén duong, ta cé:

lim x* = +00; lim x* = +00 (k chén) ; lim x* = —o0 (k 1¢)

X—>+00 X—>—00

B. BAI TAP VAN DUNG

Cau 1: Mot cong ty san xuat may tinh di x4c dinh duoc rang, tinh trung binh mot nhan vién co thé lip
50¢ x- \ . \ , . \ e
rap duoc N (t)= l—4(t >0) bo phan moi ngay sau ¢ ngay dao tao. Tinh lim N (¢) va cho biét
—+ t—>+o0
¥ nghia cta két qua.
Cau2: Chi phi (don vi: nghin dong) dé san xuit x san pham ctia mot cong ty duoc xac dinh bi ham

s6: C(x)=50000+105x.
a) Tinh chi phi trung binh C(x) dé san xuat mot san pham.
b) Tinh lim C(x) va cho biét y nghia cua két qua.

X+

Tran Dinh Cu: 0834332133
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Cau 3:

Cau 4:

Cau 5:

Cau 6:

Trong hd ¢6 chira 6000 lit nuéc ngot. Nguoi ta bom nudce bién c6 nong dd mudi 1a 30gam /lit
vao hd véi tée do 15 lit/phut.
a) Chung to rang nong do mudi ctia nude trong hd sau 7 phut ké tir khi bat dau bom 1a
30t
()=
400 +¢

(gam/lit).

b) Nong 6 mudi trong hd nhur thé nao néu ¢ — +oo.

Mot thau kinh hoi tu c6 tiéu cu 1a £ >0 khong d6i. Goi d va d’ 1an lugt la khoang cach tir vat

that va anh ciia n6 téi quang tim O cua thau kinh (Hinh 5). Ta c6 cong thic: %+% =% hay
S
d—f

Xétham sé g(d)= di Tim cac giGi han sau ddy va giai thich y nghia.

a) lim g(d);b) dlirpwg(d).

d—f*

Cho diém M(t, NI ),0 <t<1 nam trén duong tron don vi (C): x> +y* =1, diém A(1;0) la

mot giao diém cua (C) voi truc hoanh. Goi H 14 hinh chiéu vudng goc ctia M trén truc hoanh,

K 1a giao diém cuia tiép tuyén cta (C) tai M vdi truc hoanh. Khi diém M dan dén diém A thi

S
N

Mot don vi san xuat hang thu céng udc tinh chi phi dé san xudt x don vi san pham la
C(x)=2x+55 (triéu dong).

 HK o
ti s6 —— dan dén gié tri nao?
HA

y

a) Tim ham s0 f(x) biu thi chi phi trung binh d¢ san xuat m&i don vi san pham.

b) Tinh lim f(x). Gidi han nay co y nghia gi?

X—>+o0

Tran Dinh Cu: 0834332133
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Cau 7:

Cau 8:

Cau 9:

Cau 10:

Cau 11:

290,4v .
0,36v> +13,2v+264°

d6 v(m/s) 1a van tc trung binh cia cac xe khi di vao dudng ham. Tinh lir% f(v) vacho biét y

S6 luong xe 6 t6 vao mot duong ham dugc cho boi cong thirc 1(v) = rong

nghia cta két qua (1am tron két qua dén hang don vi).

Sau khi phat hién mdt bénh dich, cac chuyén gia y t€ udc tinh s6 nguoi nhi€ém bénh ké tir ngay

xudt hién bénh nhan dau tién bién do6i theo mot ham soO thoi gian (tinh theo ngay) la

g(t)=45¢> -1 (ngudi). Tée do trung binh gia ting ngudi bénh giita hai thoi diém #,,z, 1a

p - 8l)=g) py i, 80-200)
t,—t, 10 £-10

Mot thau kinh hoi tu c6 tiéu cu 1a . Goi d va d' 1an luot 13 khoang cach tir mot vat that 4B

va cho biét y nghia cua két qua tim duoc.

va tr anh A'B ' cta nd toi quang tim O cua thau kinh nhu Hinh 19. Céng thire thau kinh 1a
1 1 1

—+— .
d d f
a) Tim bi€u thirc x4c dinh ham sb d' = ¢(d).

b) Tim lim ¢(d), lim ¢(d) va lim ¢(d). Gidi thich y nghia cua cac két qua tim dugc.
d—f* d—f~ d—f

E A i
B £ —“_———y_k__,'_,____‘____ \—L__\_‘: A’
1 E > 7 O N
5 Y 4
: ! i & :
L R R — L R — »
Hinh 19

Cho diém M thay dbi trén parabol y =x; H 1a hinh chiéu vudng goc ciia M trén truc hoanh.
Goi x 1a hoanh d6 cta diém H . Tim lim (OM — MH) .

X—>+0

y
A
-2
y=x M
X
0 - >
H

Tai mot bé boi c¢6 dang hinh tron c6 dudong kinh 4B =10m, mdt ngudi xuat phat tir 4 boi thang
theo day cung AC tao vdi dudng kinh AB mdt goc a(o <a< %) , 101 chay bo theo cung nho
CB dén diém B Goi S(«) 1a quing duong nguoi d6 da di chuyén.

a) Viét cong thic tinh S(«r) theo « (0 <a< %)

Tran Dinh Cu: 0834332133
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b) Xét tinh lién tyc ctia ham s6 y = S(«r) trén khoang (0;%}.

¢) Tinh céac gidi han lim S(a) va lim S(«).
a—0" z*

a—>—
2

CAu 12: Mot bé chira 50001 nude tinh khiét. Nude mudi co chira 30 gam mubi trén mdi 1it nude duoge
bom vao bé vai toe do 251/ phit.
a) Chtrng minh rang ndng d6 mudi cua nude trong bé sau 7 phut (tinh bang khdi lvong mubi
30¢
200+¢

chia thé tich nudc trong bé, don vi: g/1) 1a C(r) =

b) Tinh lim C(¢) va cho biét y nghia cua két qua do.
t—+0

Trin Dinh Cu: 0834332133 —



CHUYEN PE 9 GIOI HAN DAY SO
A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia
a) Gi6i han hiru han ciia ham s6 tai mot diém

Cho khoang K chtra diém x, va ham sé f(x) x4c dinh trén K hogc trén K \{x,}.

Ham s6 f(x) 6 gi6i hanla sé L khi x dan toi x, néu vé6i day s (x, ) batki, x, e K \{x,} va x, > x,
thi f(x,)—> L, kihiéu lim f(x)=L.

b) Gid¢i han mot phia

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (a;x, ).

Ham s6 f(x) c6 gi6i han bén tri la so L khi x dan t6i x, néu véi ddy s6 (x,) batki, a<x, <x, va
x, > x, thi f(x,)— L,kihiéu lim f(x)=L.

- Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (x,;b).

Ham s6 f(x) c6 gi6i han bén phai 1a s6 L khi x dén téi x, néu véi day s (x, ) batki, x, <x, <b va

x, > x, thi f(x,)— L, kihi¢u lim f(x)=L.

Chu y: lim f(x)=L khivachikhi lim f(x)=lim f(x)=L.

¢) Gi6i han hiru han ciia ham s tai vo cuc

- Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a;+).

Ham s6 f(x) 6 gi¢ihan 1a sé L khi x dan téi duong v cuc néu véi ddy so (x,) batki, x, >a va
x, = +oo thi f(x,)— L, kihiéu lim f(x)=L.

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (—o0;a).

Ham s f(x) c6 gi6ihanlasd L khi x dan t6i 4m vo cuc néu voi ddy so (x, ) batki, x, <a va
x, —>—oo thi f(x,)— L, kihiéu lim f(x)=L.

d) Gi6i han vo cwe (mdt phia) ciia ham s6 tai mot diém

- Cho ham s6 y = f(x) xéc dinh trén khoang (a;+o).

Ham s6 f(x) c6 gidi han 1a +oo khi x — o néu véi day sb (xn) bét ki, x,>a va x, —>a thi
f(xn)—>+oo, ki hiéu lim f(x)=+o0.

- Céc truong hop lim f'(x) = —o0; lim f(x) = +o0; lim f(x) = -0 dugc dinh nghia tuong ty.

e) Gidi han vo cwe ciia ham so tai vo cuc



- Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a;+).

Ham so f(x) ¢6 gioi han 1 +oo khi x dan t6i dwong v cuc néu véi day so (x,) batki, x, >a va

x, = +oo thi f(x,)— +o0, ki hiéu lim f(x)=+o0.
- Cac truong hop lim f(x) =—o0; lim f(x)=4o00; lim f(x)=—o dugc dinh nghia tuwong tu.

2. Mt s két qua gi6i han co ban

lim x = x,

X=X, .
[ 0 ;

Tl limc=c, voi ¢ 1a hang so;

X=X,

1 Giastr lim f(x)=L va limg(x)=M (L,M eR).Khi dé:

1Lrn[f(x)+g(x)]:L+M; le[f(x)—g(x) =L-M;
xlgg[f(x).g(x)}L.M; mﬁii:%(zw;so);

li = lim,/f(x) =
[ Néu f(x)=0 va xggf(x) - thi L>0 va o /() \/Z;

[1 Véi ¢,k 1a cac hang s6 va k nguyén duong, ta ludn co:

. . . C
lime=c; limc=c; lim—-

X—>+0o0 X—>—0o0 X*)#»Dox x%—wx

=0; limizo;

k

[} Cac phép toan trén gidi han hitu han ctia ham s6 khi x — X, van con dtng khi x — +c0 hodic x — —o0;

lim = +00; lim
B —=a'x—a x>a X —dad

= —00
[ V6i k 1a s6 nguyén duong, ta co:

lim x* = +o0; lim x* = +o0 (k chan) ; lim x* = —o0 (k 18)

X—>+00 X—>—00

B. BAI TAP VAN DUNG

Cau 1: Mot cong ty san xuat may tinh di xac dinh duogc rang, tinh trung binh mot nhan vién co thé lap
50¢ x. »
rap duge N (t)= —4(t >0) bd phén moi ngdy sau ¢ ngdy dao tao. Tinh lim N (¢) va cho biét
t+

t—+o0

¥ nghia ctia két qua.

Loi giai
Ta ¢6: lim N (¢) = lim SOZ:Iim 50’4 = lim " =50.
t—>+o0 t—>+o0 t—>+o0 t—>+o00
o t(“_tj 1+

Y nghia: Téi da mdt nhan vién chi c6 thé 1ap dugce 50 bd phan mdi ngay.



Cau 3:

Cau 4:

Chi phi (don vi: nghin ddng) dé san xuat x san pham ciia mot cong ty dugc xac dinh béi ham
s6: C(x)=50000+105x.
a) Tinh chi phi trung binh C(x) dé san xudt mot san pham.
b) Tinh lim C(x) va cho biét y nghia cua két qua.
Loi giai

a) Chi phi trung binh C(x) d¢ san xuét mot san pham la:

(_f(x) = 50000 +105x (san pham).
50000
x(+ 105)
b) Ta co: lim C(x)= limw: lim e = lim(M%AOSj:lOS.
X+ X+ X X+ X X—>+00 X

Y nghia: Khi s6 san phiam san xuat ra ngay cang nhiéu thi chi phi trung binh chi ti da 1a 105
nghin dong.

Trong hd c6 chira 6000 lit nuéc ngot. Nguoi ta bom nudc bién co ndng do mudi 1a 30gam /lit
vao ho voi toe do 15 lit/phit.

a) Chimng to rang nong do mudi ctia nudc trong hd sau ¢ phut ké tir khi bat dau bom 1a

301
C(1) = anylit).
(6)= 00+, (&)

b) Nong d6 mudi trong hd nhu thé ndo néu 1 — +o0.
Loi giai

a) Sau thoi gian t, s6 lit nuéc bom vao hd 1a: 15t (lit).

Trong 15¢ lit nuwéc bién c6 lugng mudi: 30.15t = 450t (gam).

Nong d6 mudi trong hd sau thoi gian t phat: C (1)= 6Og§0t1 5" 43(;” .
+ +

30¢ - 30 30
1400
—+1

t

b) lim C(¢)= lim

1 =30.
X—>+oo X—>+00 400 +t x—>

:m_

Mot thau kinh hoi tu c6 tiéu cy 1a £ >0 khong doi. Goi d va d' lan luot 14 khoang cach tir vat

that va anh ctia nd toi quang tdim O ciia thiu kinh (Hinh 5). Ta c6 cong thirc: §+% =% hay
oo
d-f

Xét ham s g (d)= di Tim cac giGi han sau day va giai thich y nghia.

a) lim g(d);b) limg(d).

d—f*



Cau 5:

. 1
a) Taco: limdf = f>>0 lim——=+ow
d—f* d—-fad —

Suy ra: lim g(d)= lim—4 _ lim{df-;}:wo.
d—f* daf*d_f d—f* d_f

Vay khi vat tién gan tdi tiéu diém thi dnh cang 16n va tién to1 +oo.

. .4 :
o) Jim g(a)= Jim % m i = e
1-7
d

Vay khi vat ¢ rat xa, tién téi +co thi anh cua vat nam trén tiéu diém.

Cho diém M(t, V1-¢ ),O <t <1 nam trén duong tron don vi (C): x> +y* =1, diém A(1;0) la

mot giao diém cua (C) véi truc hoanh. Goi H 14 hinh chiéu vudng goc ctia M trén truc hoanh,

K 1a giao diém cua tiép tuyén cta (C) tai M véi truc hoanh. Khi diém A dan dén diém A thi

. 2 HK s
ti s6 —— dan dén gié tri nao?
HA

Loi gidi



Cau 6:

Cau 7:

Cau 8:

.2 2 14 o2 . A « e . HK
biém M dan dén diém A4 khi t > 17 . Do d6, ta can tim gigi han hmﬁ .Taco H(¢,0).

t—1"

Phuong trinh tiép tuyén cua (C) tai diém M nhan OM = (t, V1=¢2 ) 1am vecto phap tuyén nén

¢6 phuong trinh 1a d :t(x—t)+\/l—t2 (y—\/l—tz):O.
\ ) , A 1 1
Thay y =0 vao phuong trinh cia d ta nhan dugc x=-. Suyra K (—;0].
t t

1-t* HK 1-t* 1+t .. HK . 1+t 1+1
; = = ; im =lim = =
t "HA t(l—t) t ot HA o ¢ 1

Ta co: HAzl—t;HKzl—t: 2.
t

e A AL 4i2 s . HK . .,
Vay khi diém M dan dén diém A thi gia tri cta ti sO 7 dan dén 2.
Mot don vi san xuit hang thu cong udc tinh chi phi dé san xudt x don vi san pham la
C(x)=2x+55 (triéu dong).

a) Tim ham s f (x) biéu thi chi phi trung binh dé san xuit mdi don vi san pham.

b) Tinh lim f(x). Gi6i han nay c6 y nghia gi?

X—>+o0
Loi giai

C(x) 2x+55
. .

a) f(x)=

b) lim f(x)=2.Khi s6 luong sin phim san xuat dugc cang 16n thi chi phi trung binh dé san
X—>+0
xuit mot don vi san pham cang gan véi 2 (triéu dong).

290, 4v
0,36v* +13,2v+264°

d6 v(m/s) 1a van toc trung binh cia cac xe khi di vao dudng ham. Tinh lir% f(v) vacho biéty
v—>

S6 luong xe 6 t6 vao mot dudng ham dugce cho boi cong thirc f(v) = trong

nghia ctia két qua (Iam tron két qua dén hang don vi).
Loi giai

Ta co:

290, 4v lim 290, 4y 290,420

v—20

20 0,36V +13,2v + 264 lir?0 0,36V + 1i1£})13,2v+ 1ir2)264 0,36-20° +13,2-20+ 264

Tir két qua do, ta thdy luu lugng xe vao him ¢ thoi diém van tdc trung binh cua cac xe dat
20m/s la khoang 9 xe 6 to trong 1s.

Sau khi phat hién mot bénh dich, cac chuyén gia y té udc tinh s6 ngudi nhidm bénh ké tir ngay
xuat hién bénh nhan dau tién bién d6i theo mot ham sd thoi gian (tinh theo ngay) 1a
g(t)=45¢> =1 (ngudi). Tée d6 trung binh gia ting ngudi bénh giita hai thoi diém 7,,z, 1a

— g(tz)_g(tl) . Tinh hmg(t)_g(lo)

= va cho biét ¥ nghia cua két qua tim duoc.
12 - tl 110 t—1

th



Cau 9:

Cau 10:

Loi giai

_ 2_ 3_ 2_ 3
Ta c6 g(10) = 45-10° —10°. Khi d6 lim =800 _ ;450 =17 =45.10" ~10
t—10 t—10 t—10 t—10

(490 24500°) (P 10°) 45100 +10) (- 10)(¢ +101+100)

t—10 t—10 t—10 t—10
(t—lO)(45(t+10)—(12 +10z+100))
=lim = lim (—¢* +35¢+350) = 600.
t—10 t—10 t—10
Vay lim £ =849 _ 6

t—10 t—10

Tir két qua trén, ta thay téc do ting ngudi bénh ngay tai thoi diém t = 10 ngay 1a 600
nguoi/ngay.

Mot thau kinh hoi tu co tiéu cu 1a f. Goi d va d’ lan luot 1a khoang cach tir mot vat that 4B
va tir anh A'B ' cua nd téi quang tdim O cua thau kinh nhu Hinh 19. Céng thire thau kinh 1a
1 1 1

—+— .
d d f
a) Tim biéu thirc xac dinh ham s6 d' = p(d).

b) Tim lim ¢(d), lim ¢(d) va lim¢(d). Gidi thich y nghia ciia cc két qua tim dugec.
d—f* d—f~ d—f

i f A7 :
B > :
E F (J' m
d d |
i mmmmmmmmms e e e e e — e ——— Pl e ———— »
Hinh 19
Loi giai
a) Ta co: i:l—lQL:uad':i.
d f d d df d—f
b) Ta co:
limg(d)= lim -7 = oo, limg(d)= im-Y -,
d-f* d>f"d — f d->f" d>fd—f

o
fime(d) = fim 77 ==

Giai thich y nghia: Khi khoang cach cua vat ti thau kinh ma gan vdi tiéu cu thi khoang cach
anh cta vat dén thau kinh ra xa v6 tan nén lic d6 bang mét thudng minh khong nhin thay.

Cho diém M thay d6i trén parabol y =x?; H 1a hinh chiéu vuéng goc cia M trén truc hoanh.
Goi x 1a hoanh d6 cua diém H . Tim lim (OM — MH) .

X+



Cau 11:

).‘“4

= 2
a M
X
- >
0O
H
Loi gidi
M(x;xz);OM= X +x MH =x*.
2
. ) . . 1
lim (OM — MH) = lim (\/x2+x4 —xz): lim—2 —lim ;:5

X—>+00 /x2+x4+x2 X—>+00 L+1+1
\/ 2
X

Tai mot bé boi c¢6 dang hinh tron ¢6 dudong kinh 4B =10m , mot nguoi xuat phat tir 4 boi thang
theo day cung AC tao véi dudng kinh AB mdt goc a[O <a< %) , 10i chay bd theo cung nho
CB dén diém B Goi S(«) 13 quing duong ngudi d6 da di chuyén.

a) Viét cong thic tinh S(«r) theo « [0 <a< %j

b) Xét tinh lién tyc ctia ham s6 y = S(«) trén khoang (O;%j .

c¢) Tinh cac gidi han lim S(«) va lim S(a).
a—0" L

a—>—
2

10

Loi giai



Cau 12:

Ki hiéu O la tdm hinh tron.
a) Do tam gidc ABC vuong tai C nén AC = ABcosa =10cosa(m).
Ta c6 BOC =2BAC =2a. Suy ra d6 dai cung CB 1a / = OB.BOC =520 = 10a(m).

Quing duong di chuyén (tinh theo m ) cia nguoi do 1a

S(a)=AC+I1=10cosa +10a =10(a+cosa)(0<a <%)

b) Do cac ham y =¢ va y=cosa lién tyc trén R nén ham sd y = S(a) lién tyc trén (O; %)

¢) lim S(a) = lim 10(a +cosax) = 10( lim o + lim cosa) =10(0+1)=10.
a—0" a—0" a—0" a—0"
lim S(a)= lim 10(a +cosa) =10| lim «+ lim cos« =10(%+0J=5ﬂ'.

2

Mot bé chira 50001 nudc tinh khiét. Nude mudi c6 chira 30 gam mudi trén mdi lit nuée duge

bom vao bé véi tbe d6 251/ phut.

a) Chirg minh rang nong d6 mudi ciia nude trong bé sau ¢ phut (tinh bang khéi lugng mubi
30t

200+¢

chia thé tich nudc trong bé, don vi: g/1) 1a C(r) =
b) Tinh lim C(¢) va cho biét ¥ nghia cta két qua do.

Loi giai
a) Sau t phut thi lugng mudi trong bé 1a 30-25-t = 750t(g) va thé tich nudc trong bé 1a
5000+ 25¢() .
Vay ndng d6 mudi ciia nudc trong bé sau t phut 1a:

750¢ 30¢

C(t) = - /).
=000+ 25 2004 8"
b) Ta co: Tim C(f) = lim —2— — lim -0 3% _3¢_
t—>+0 t=+0 200+ ¢ t—+0 200 41 1

t



Theo két qua do, ta thay khi lugng nudc trong bé ting theo thdi gian dén vo han thi ndng do
mudi ctia nude s& ting dan dén gid tri 30g/1, tic 1a xp xi ndng d6 mudi cia loai nudc mubdi

cho thém vao bé.
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CHUYEN DE 10_HAM SO LIEN TUC
A. KIEN THU'C CO' BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia

a) Ham s6 lién tuc tai mét diém

Cho ham sd y = f(x) xac dinh trén khoang (a;b) va x, € (a;b). Ham s6 y = f(x) dugc goi la lién tuc tai
X, néu }Lrgf(x)zf(xo).

b) Ham s& lién tuc trén mot khoang hoac mét doan

-Ham s6 y = f(x) dugc goi la lién tuc trén khodng (a;b) néu ham sé lién tuc tai moi diém thudc
khoang dé.

-Ham s6 y = f(x) duoc goi la lién tuc trén doan [a ; b] néu ham sé d4 lién tuc trén khoang (a;b) va
lim /()= f(a);lim f(x) = /(b).

2. Cac dinh li

a) Tinh lién tuc cha mét s ham sé so’ cap co ban

- Cac ham da thirc va hai ham sé lwgng giac y =sinx, y =cosx lién tuctrén R.

- Cac ham phan thirc hiru ti va hai ham sé lvgng gidc y = tan x, y = cotx lién tuc trén tirng khoang xac

dinh cda chang.
b) Tinh lién tuc cta tdng, hiéu, tich, thwong chia hai ham lién tuc

Gidstr y = f(x) va y=g(x) lahai ham s lién tuc tai diém x,. Khi d6:
-Cachamsd y = f(x)+g(x),y = f(x)—g(x) va y = f(x)-g(x) lién tuc tai x,;

S(x)
g(x)

-Hams6 y = lién tuc tai x, néu g(x,)#0.

B. BAI TAP VAN DUNG
Caul: Hinh 16 biéu thi d6 cao h( m) clla mét qua béng duogc da |én theo thoi gian t( s), trong dé
h(t)=-21"+8t.

h (m)

[ 2 1(s)

Hinh 16

a) Chirng t6 ham s8 A(1) lién tuc trén tap xc dinh.

b) Dua vao d6 thi hdy xac dinh lirrzl(—2t2 +8t) )
t—

Trin Binh Cu: 0834332133 (I
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Cau 2: Mot bdi ddu xe 6 t6 dua ra gia C(x) (d6ng) khi thoi gian ddu xe 13 x (gi®) nhu sau:

60000 khi0 < x <2
C(x)=1 100000 khi2 < x < 4
200000 khi4 < x < 24.

Xét tinh lién tuc clia ham s6 C(x).

Cau 3: Lwc hap dan do Trai DAt tac dung 1én mot don vi khdi lwgng & khodng cach 7 tinh tir tam cha né I3
GMr )
7 khiO<r <R
()= i
> khir >R,
r

trong d6 M la khéilugng, R 1a ban kinh cla Trai Dat, G |a hdng s hdp dan. Ham s6 F ()

cd lién tuc trén (0;+c0) khong?

Cau 4: M6t bang gid cudce taxi dwgc cho nhu sau:

Giamé& clra (0, 5km) Gia cwdc cac km tiép theo dén 30km | Giad cuwde tlr km thir 31

10000 déng 13500 dong 11 000 déng

a) Viét cong thirc ham sé md ta sd tién khach phai tra theo quang dudng di chuyén.
b) Xét tinh lién tuc cia ham sd & ciu a.

Cau5:  Tai mot nha gl xe, phi glti xe 6 td con dugc tinh 20 nghin dong cho 1 gi® dau va 10 nghin déng cho moi
gio tiép theo. Goi P(t) (tinh theo chuc nghin dong) |a s6 tién phi glri xe 6 t6 con tai nha glti xe nay trong
t gio (v8i 0 <t <4 ). Viét cong thirc xac dinh ham s6 y = P(t), v& d6 thi ham s6 va xét tinh lién tuc

clia né trén nlra khoang (0;4].
Cau 6: Hinh 5 biéu thi dé cao A(m) cla mot qua bdéng dugc da Ién theo thoi gian #(s), trong dé

h(t)=at” +bt
a) Dua vao d6 thj, tima, b

b) Cho ham s6 h(t) lién tuc trén khoang (0;3).
c) V&i m thudc (0;3), tinh lim 4(¢) . Cho biét y nghta cla két qua.
t—>m

{1 A

.l

T

-y

Lad =

o] 1
Hinh 5

Tran Dinh Cu: 0834332133
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Cau 7: Biéu gia ban 1é dién sinh hoat cla EVN duwoc ap dung theo Quyét dinh 1062/QP-BCT véi mirc gid ban 1&
dién chuwa bao gdm thué gia trj gia tang, cu thé:

kWh Gia tién (dong/ kWh)
¥ 1 dén 50 728
¥ 50 dén 100 786

¥ 101 dén 200 074
¥ 201 dén 300 612
¥ 301 dén 400 919
r 401 trd [én 015

1,728 khi 0 < x <50
1,728+ (x—50).1,786  khi 50 < x <100
91,028+ (x—100).2,074 khi 100 < x <200
298,428 + (x —200).2,612 khi 200 < x <300
559,628 + (x —300).2,219 khi 300 < x < 400
781,528+ (x —400).3,015 khi x > 400

Xét tinh lién tuc clia ham s8 T'(x), voi x(kWh).

Gia tién duoc biéu dién bdi ham s67 (x) =

Cau 8: Mot bai db xe tinh phi 60000 dong cho gi& dau tién (hodc mot phan cla gid dau tién) va thém 40000
dong cho mdi gio (hodc mot phan clia mdi gio) tiép theo, t8i da la 200000 dong.
a) V& do thi ham s6 C = C(¢) biéu thi chi phi theo thai gian do xe.

b) Ham s6 d6 cd lién tuc trén [0;+o0) khéng?
c) Gia tri lirr31C(t) c6 ton tai khong? Khi mot ngudi cé thoi gian d6 xe ting dan dén 3 gidr va
-

mot ngudi cé thoi gian dd xe giam dan dén 3 gi® thi chénh I&ch chi phi gittra hai ngudi cé gidm

di khéng?
C (dong) A

200 000 —
180 000 ~—
140000 §  ~— !
R
100000t r~— |
60000+ ! b
(] i [ []
1 i 1] 1]

Ol 1234 1 (gid)

P lim () Hinh 6

Cau 9: Lwc hap dan tac dung 1én mot don vi khéi lwvgng & khodng cach # tinh tir tam Trai Dat 13
GMr

T knir<R
r)= Glj\/l
1 knirzr,
r

Tran Dinh Cu: 0834332133
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trong d6 M va R lan lugt 13 khéi lwgng va ban kinh cla Trai Dat, G 13 hang s6 hap dan. Xét

tinh lién tyc cia ham s6 F(r).

Cau 10: Mot diém dich vu tréng gitt xe 6 td thu phi 30 nghin ddng trong gi®& dau tién va thu thém 20 nghin déng
cho mbi gi®r tiép theo.
a) Viét ham s6 f'(x) mo ta s tién phi theo thoi gian trong git.
b) Xét tinh lién tuc cda ham sé nay.

Cau 11: Biét rang khi nung néng mot vat véi nhiét do tang tir 20°C, mbi phut tang 4°C trong 70 phut, sau do

gidm mdi phut 2°C trong 50 phut. Ham s6 biéu thj nhiét d6 (°C ) trong tl theo thoi gian ¢ (phut) cé

dang:
T(t) = 20+ 4¢
a-2t

khi 0<¢<70
khi 70 <# <120

(a 132 hang s8). Biét rang, T(¢) 1a ham lién tuc trén tap xac dinh. Tim gid tri cla a.

Cau 12: M6t hing taxi dua ra gia cudc cho loai xe 4 chd nhu sau:
Loai xe Gid cwdccho 1kim Gid cwdccho km thir | Gia cwéc cho im thw
dau tién 2 dén km thir 25 26 tr& 1én
VF 5 plus 20.000 dong/ km 15.000 déng/ km 15.000 déng/ km

(qua 1 km dau duwoc tinh cho km thir hai, qua km thir 25 duoc tinh cho km thi 26).
20000 khi 0<x<1

Gia cwdc dwoc biéu dién bdi ham s6 T(x) =4 20000+ (x —1).15000 khi 1<x<25
380000+ (x—25).14000  khi x > 25.

Xét tinh lién tuc clia ham s8 T'(x), voi x(km).

. . 1
Cau 13: Biéuthjddcao h (t) clia mét qua bong da 1én trén theo thoi gian ¢ (S) ,trong dé h(t) = _Etz +3t+1

a) Chirng to ham s6 /(¢) lién tuc trén tap xac dinh.
b) Dwa vao db thi hdy xac dinh lin;[—%tz +3t+lj )
-

h(t)

5,5[-===--=

Trin Binh Cu: 0834332133 (LI
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Cau 14: Mot ngudi lai xe 6 t6, trong 20 km d4au xe chay véi van t6c 40km / h, sau d6 c&r dén 10 km tiép theo

, . .. 1
xe tang toc thém x(km/h) , x> 0.Biéu thtrc vin tdc cla xe la f(x) = §+ 5+0
+ 22X

co donvido la gio

(h) Chirng té rang ham s& f(x) lién tuc trén tap xac dinh.

Trin Binh Cu: 0834332133 (N



CHUYEN DE 10_HAM SO LIEN TUC
A. KIEN THU'C CO' BAN CAN NAM
1. Cac dinh nghia

a) Ham sé lién tuc tai mot diém

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (a;b) va x, € (a;b). Ham s6 y = f(x) duwoc goi la lién tuc
tai x, néu }Lrg)f(x):f(xo).

b) Ham s6 lién tuc trén mot khodng hodc mot doan

-Ham s6 y = f(x) dugc goi la lién tuc trén khoang (a;b) néu ham sb lién tuc tai moi diém thudc

khoang dé.

-Ham s6 y = f(x) dugc goi la lién tuc trén doan [a ; b] néu ham s6 d6 lién tuc trén khoang (a;b) va
lim 7 (x) = f(a); lim f(x)= f(b).

2. Cac dinh li

a) Tinh lién tuc cha mét s ham sé so’ cap co ban

- Cac ham da thirc va hai ham so luvgng gidc y =sinx, y =cosx lién tuctrén R.

- Cac ham phan thirc hiru ti va hai ham sé lugng gidc y = tan x, y = cot x lién tuc trén tirng khoang xac
dinh cda chang.

b) Tinh lién tuc cta tdng, hiéu, tich, thwong ciia hai ham lién tuc

Gidstr y = f(x) va y=g(x) la hai ham s lién tuc tai diém x,. Khi do:
-Cachamso y = f(x)+g(x),y = f(x)—g(x) va y = f(x)-g(x) lién tuc tai x,;

J&)

-Hams6 y =
g(x)

lién tuc tai x, néu g(x,)=0.

B. BAI TAP VAN DUNG
Caul: Hinh 16 biéu thi dd cao h( m) clla mét qua béng dugc da lén theo thoi gian t( s), trong dé
h(t)=-2t>+8t¢.

h (m)
8

[ 2 [(s)

Hinh 16

a) Chirng td ham s6 /(¢) lién tyc trén tép xac dinh.
b) Dya vao db thi hdy xac dinh 1in;1(—2t2 +8t).
i—

Lo gidi



Cau 2:

Cau 3:

a) Ham s6 h(¢)=—2¢* +8t la ham da thirc nén lién tuc trén tap xac dinh.

b) Dura vao db thi ham s6 khi t tién dan dé 2 thi /(r) dan dén 8. Vay lim (-2 +8¢)=38.

t—2
Mot bai dau xe 6 t6 dua ra gia C(x) (d6ng) khi thoi gian dau xe la x (gid) nhu sau:

60000 khi0 < x <2
C(x)=1 100000 khi2 < x <4
200000 khi4 < x < 24.

Xét tinh lién tuc clia ham s6 C(x).

Loi gidi
C(x)= 60000 khi x €(0;2) nén ham s6 C(x) lién tuc trén (0;2).

C(x)=100000 khi x €(2;4) nén ham s6 C(x) lién tuc trén (2;4).
C(x)=200000 khi x € (4;24) nham s6 C(x) lién tuc trén (4;24).
Ta co:

Vay khéng ton tai 1ir121 hay ham s6 C(x) khong lién tuc tai 2.

limC (x) =100000

x—4"
limC(x) = 200000

x—>4"

Vay khéng ton tai lin} hay ham s6 C(x) khong lién tuc tai 4.

Lwc hap dan do Trai Dat tac dung 1én mot don vi khdi lvgng & khodng cach 7 tinh tir tAm cla né 1a

G}i‘fr khi0 < 7 < R
F(r): P
> khir >R,
r

trong d6 M la khéilugng, R la ban kinh cta Trai Dat, G la hang s6 hdp dan. Ham s6 F (r)

cé lién tuc trén (0;+c0) khong?

L gidi
limF (r) = lim O S GMR _GM -y o () = 1im O = G

r—R" r—>R" R3 R3 R2 > SR r—R* ]/'2 R2

Suy ra: lim, ,,F (r)=F(R).Hay ham s6 F(r) lién tuctai 7, = R.

_ GMr

R3

F(r) khi 0 <r <R nénham F(r) lién tuc trén (O;R).



Cau 4.

Cau 5:

F(r)=-—— khi »>R nénham F(r) lién tuc trén (R;+o).
r

Vay ham s6 F(r) lién tuc trén (O; +oo).

Mot bang gia cudce taxi dwgc cho nhu sau:

Gia mé clra (0,5km) | Gia cudc cac km tiép theo dén 30km | Gid cudc tir km thir 31

10000 déng 13500 doéng 11 000 déng

a) Viét cong thirc ham s6 md ta s6 tién khach phai tra theo quing duwdng di chuyén.
b) Xét tinh lién tuc cha ham sd & ciu a.
Lo giai
10000x khix <0.5

a) f(x)=15000+13500(x—0.5)khi 0.5 < x <30
403250 +11000(x—30) khix > 30

Tai mot nha glri xe, phi glti xe 6 t6 con dwoc tinh 20 nghin ddng cho 1 gidr dau va 10 nghin déng cho moi
gior tiép theo. Goi P(¢) (tinh theo chuc nghin déng) la s6 tién phi gl xe 6 t6 con tai nha glri xe nay trong
t g (voi 0 <t <4 ). Viét cong thirc xac dinh ham s6 y = P(¢), v& d6 thi ham s6 va xét tinh lién tuc

cla né trén nlra khoang (0;4] .

Loi giai
2 khi 0<t<l1
R . R Lo ) 3 khi 1<#<£2
Ham s6 P(r) trén (0;4] c6 cong thire: P(t)= 4 K 2<i<3
i 2<t<
5 khi 3<t<4

Wi

1 2 3 4

Hinh 1

Trén moi nlra khoang (0;1],(1;2],(2;3] va (3;4], ham s déu cé dang P(t)=c ( ¢ 1a hdng sd)

nén ham s& lién tuc trén moi khodng nay.



Cau 6:

Cau 7:

Tacéd limP(¢) =1im2 = 2;lim P(¢) =lim3 =3 . Do lim P(¢) # lim P(z) nén ham sé khong lién
t—>1" t—>1" t—1* t—1* t—>1" t—1*

tuc tai diém 7 =1.

Tuong tu, chi ra dugc ham s6 khdng lién tuc tai cac diém t=2 va r=3.

Vay ham s lién tuc trén céc nira khoang (0;1],(1;2],(2;3] va (3;4]; gian doan tai cac diém

t=Lt=2vat=3.

Hinh 5 biéu thj d6 cao /(m) clia mét qua bong dugce d4 1én theo thai gian £(s), trong d6 h(t) = at” + bt
a) Dya vao d6 thi, tima, b

b) Cho ham s6 h(t) lién tuc trén khoang (0;3).

c) V&i m thudc (0;3), tinh lim /(¢) . Cho biét y nghia cla két qua.
t—m

h{f:l;l

21--4

ol 1 3 1
Hinh 5
L&i gidi

a) Dua vao Hinh 5 ta thdy quy dao qua bdng di qua diém c6 toa d6 (3;0) va (1;2). Suy ra
a=-1,b=3.

b) Tl cau a, ta cd: A(t) =—t> +3¢. Vi h(t) 1a ham da thic nén A(f) lién tuc trén R, ma
(0;3) c R nén A(¢) lién tuc trén (0;3).

c) Véi me(0;3), tacé: limh(t) = lim(—t2 +3t) = —m” +3m = h(m) . Khi dan t&i thoi diém m
t—>m t—>m
bat ki thudc (0;3) thi qua béng dan dat d6 cao A(m).

Bi€u gid ban 1é dién sinh hoat cla EVN duwoc ap dung theo Quyét dinh 1062/QP-BCT véi mirc gid ban 1é
dién chua bao gdm thué gia tri gia tang, cu thé:
kWh Gia tién (déng/ kWh)
¥ 1 dén 50 728
¥ 50 dén 100 786
¥ 101 dén 200 074
¥ 201 dén 300 612
¥ 301 dén 400 919
¥ 401 tré 1én 015




1,728 khi 0 < x <50
1,728+ (x—50).1,786  khi 50 <x <100
91,028+ (x—100).2,074 khi 100 < x <200
298,428 + (x —200).2,612 khi 200 < x <300
559,628+ (x—300).2,219 khi 300 < x < 400
781,528+ (x —400).3,015 khi x > 400

Xét tinh lién tuc clia ham s6 T'(x), voi x(kWh).

Gia tién duoc biéu dién bdi ham s67(x) =

Loi gidi
+Tai x, =50 ta co:
T(50)=1,728
lim 7'(x) = lim 1,728=1,728; lim 7 (x)= lim [1,728+(x—50).1,786] = 1,728

x—50" x—50" x—50"

Vi lim 7 (x)= lim T(x)=T(50) nén ham s T'(x) lién tuc tai x, =50

x—50" x—50"

+Tai x, =100 ta cé:

T(IOO) =1, 728+(100—50).1,786 =91,028

lim 7'(x)= lim [1,728+ (x~-50).1,786]=91,028
x—100" x—100"
lim T(x)= lim [91,028+(x~100).2,074 | =91,028
Vi lim 7(x)= lim 7(x)=7(100) nén hams6 T'(x) lién tuc tai x, =100.

x—100" x—100"

+ Tai x, =200 ta co:
7(200)=91,028+(200—-100).2,074 = 298,428
lim 7T(x)= lim [91,028+(x—100).2,074] = 298,428

x—200" x—200"
lim T(x)= lim [298,428+(x~200).2,612 | = 298,428
Vi XE%T(X) = XLI%+T(x) =T(200) nén ham s& T (x) lién tuc tai x, =200

+Tai x, =300 ta co:
T(300) =208,428 + (300 —200).2,612 =559,628
lim T(x): lim [298,428+(x—200).2,612]=599,628

x—300" x—300"

lim T(x): lim [559,628+(x—300).2,219]:599,628

x—300" x—300"

Vi lim 7(x)= lim 7(x)=7(300) nénham s6 T (x) lién tuc tai x, =300.

x—300" x—300"

+ Tai x, =400 ta co:
T(400) =559,628 +(400—-300).2,219 = 781,528
lim T(x): lim [559,628+(x—300).2,219]:781,528

x—>400" x—>400"

lim 7(x)= lim [781,528+(x—400).3,015] = 781,528

x—>400" x—>400"

Vi lim 7(x)= lim 7T(x)=7(400) nénhamsé T (x) lién tuc tai x, =400

x—400" x—400*

Vay ham s T'(x) lién tuc



Cau 8:

Cau 9:

Mot bai d6 xe tinh phi 60000 ddng cho gir dau tién (hodc mdt phan cua gio dau tién) va thém 40000
dong cho mdi gio (hodc mot phan clia mdi gio) tiép theo, t8i da la 200000 dong.
a) V& do thi ham s6 C = C(¢) biéu thi chi phi theo thai gian db xe.

b) Ham s6 d6 cé lién tuc trén [0;+00) khdng?
c) Gid tri lirr31 C(t) c6 ton tai khong? Khi mot ngudi cé thai gian do xe tang dan dén 3 gior va
1>

mot ngudi cé thoi gian do xe gidm dan dén 3 gio thi chénh léch chi phi gilta hai ngudi cé gidm
di khong?

C (dbng) A
200 000 -~
180 000 -

140 000 1 r—

l...

'
=
100 000 CoL
L
600001 & 1§
Voo
LI |

Ol 1234 '

1 (gid)
i lim (A Hinh 6

Lo gidi

a) Do thihamsé C = C(t) duogc thé hién trong Hinh 6.

b) Tir d6 thi ta thady ham s& bi gidn doan tai ¢ =1 (gi®); t =2 (gi®); t =3 (gi®); t =4 (gi®) nén
ham s khong lién tuc trén [0;+c0).

c) Tir d6 thi ta cé: limC(7) =180000,limC (¢) =140000
t—3"

t—3"

VilimC(¢)# limC(z) nén khong ton tai lgr;C(t)

t—3" t—3"

Nhan thay khi mot ngudi cé thoi gian d6 xe ting dan dén 3 gio va mot ngudi cé thoi gian do
xe gidam dan dén 3 gio thi chénh léch chi phi gitta hai nguoi luén la 180000 — 140000 = 40000
(d6ng), nhu vay chénh léch chi phi gilra hai nguwdi khéng giam di.

Lwc hap dan tac dung 1én mot don vi khéi lwgng & khodng cach 7 tinh tir tam Trai DAt 13

M \hir <R
R

7= 6w
> khir > R,
.

trong d6 M va R lan lwot 1a khéi lwgng va ban kinh cla Trai Dat, G 1a hang s6 hap dan. Xét

tinh lién tuc cia ham sé F(r).

Lo gidi



Cau 10:

Cau 11:

F(r) lién tuc trén khoang [0;+0)

M6t diém dich vu tréng gitt xe 6 td thu phi 30 nghin déng trong gi®» dau tién va thu thém 20 nghin déng
cho mdi gid ti€p theo.

a) Viét ham s6 f(x) mé ta s tién phi theo thdi gian tréng git.
b) Xét tinh lién tuc cia ham sb nay.

L gidi
(30, (0<x<1)
)/ (x)= {10+20x,(x 1)

b) Ham s6 nay lién tuc trén khoang (0;+o0).

Biét rang khi nung ndng mot vat véi nhiét d6 tang tir 20°C, mdi phut ting 4°C trong 70 phut, sau d6
gidm moi phiut 2°C trong 50 phuat. Ham s8 biéu thj nhiét do (°C ) trong t theo thoi gian ¢ (phut) cé
dang:
20+4t khi0<r<70
I(1)= .
a—2t khi70<t<120

(a 13 hang s8). Biét rang, T(¢) 1a ham lién tuc trén tap xac dinh. Tim gia tricla a.

Loi giai

Tai ¢, =70 tac6:T(70)=300

lim T(x)= lim (20+4¢)=300; lim T(x)= lim (a—2t)=a—140

x—70" x—>70" x—70" x—70"

Ham s6 lién tuc trén tap xac dinh khi: lim 7'(x)= lim 7 (x)=7(60) < a—140 =300 < a =440
x—70"

x—70"

Vay gia tri cta a =440°C.

Cau 12: M6t hing taxi dua ra gia cudc cho loai xe 4 chd nhu sau:
Loai xe Gia cwéccho 1im Gia cwdéccho km thr | Gia cwéc cho km thir
dau tién 2 dén km thir 25 26 tré Ién
VF 5 plus 20.000 déng/ km 15.000 déng/ km 15.000 déng/ km

(qua 1 km dau duogc tinh cho km tht hai, qua km thi 25 duoc tinh cho km thir 26).

20000 khi 0<x <1

Gid cudc duoc bidu didn bdi ham s6 T(x) =1420000+(x—1).15000  khi l<x <25

380000 + (x —25).14000  khi x > 25.

Xét tinh lién tuc clia ham s6 T'(x), véi x(km).

L gidi

+Tai x, =1 taco:

T(1)=20000; lim 7' (x) = lim 20000 = 20000

x—>1" x>0

lim 7 (x) = lim [ 20000 +(x ~1)15000 | = 20000

x—1* x—1*

Vi lim 7 (x)=1im 7 (x)=7(1) nén ham s T(x) lién tuc tai x, =1

x—1" x—l"



+Tai x, =25 ta c6: T(25)=20000+(25-1)15000 = 380000
lim 7 (x) = lim [ 20000+ (x ~1)15000 ] = 380000

x—25" x—25"
lim 7(x) = lim [380000+(x—25)14000] = 380000
x—25% x—25"
Vi x1_1>r2r517T(x) = x1_1>r2r51+T(x) =T7(25) nén hamsé T(x) lién tuc tai x, =25.

Vay ham s6 7'(x) lién tuc

n . Al o . 1
Cau 13: Biéuthidd cao & (¢) chia mdt qua bong dé Ién trén theo thorigian 7 (i), trong d6 A (1) = ——*+3t+1

a) Chirng td ham s6 A(r) lién tyc trén tap xac dinh.
b) Dwa vao db thi hdy xac dinh lirrsl(—%t2 +3t+lj .
-

h(t)

5,5[-===--=

Lo gidi

a)Hamsé f(1)= —%ﬂ +3t+1 c6 tp xac dinh D =[0,6]. Xét trén (0;6) :

t—>0" t—>0"

+Tai 1, =0 ta co: f(O):l; limT(x):lim(—%ﬁ+3t+1j=1.
Do dé tlirg}f(t)zf(O)=1 (2).
t—6~

+Tai t,=6 taco: f(6)=1; lirng(x):lim(—%t2+3t+lj:1.
t—>

Do d6 lim /(1) =/ (6)=1 (2).

Tir (1) va (2) suy ra ham s6 lién tuc trén [0,6].

t—3

b) lim(—%ﬂ +3t+1) =5,5.

Cau 14: Mot ngudi lai xe 6 6, trong 20 km dau xe chay véi van t6c 40km / h, sau dé cir dén 10 km tiép theo

. v 1
xe tdng toc thém x(km/h), x> 0. Biéu thirc van tdc cla xe la f(x) :5+ 5+2
+ 24X

c6 donvido la gio

(h).Chingto rang ham s6 f(x) lién tuc trén tap xac dinh.



Lo gidi

Hamsé f(x)=—+

20 c6 tap xac dinh D = (0;+x).
x

. , . . 1 20
Tai x, =0 taco: /(0)=4,5; }L%}f(x)=}g£[5+5+2xj=4,5.

Do d6 lim f(x)= f(0)=4,5.Vay ham s6 lién tuc trén D = (0;+0).

x—0"
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