CHUYEN DE: KI THUAT “VET DAU LOANG”
TRONG BAI TOAN DEM VA XAC SUAT

Trung tam luyén thi 29Edu
Ngay 7 thang 11 nam 2026

Té6m t&t ndi dung

Ban Lan di hoc mdi ngdy. Gia st cic con phd tit nhd Lan dén trudng tao thanh mot
lu6i 6 vudng hodn hio, héi c6 bao nhiéu con dudng ngén nhit dé Lan di tit nha dén
truong? Rat d& phai khoéng? Vi céc con phd tao thanh mét luéi 6 vuéng m x n hoan hio,
ta c6 ngay cong thitc t6 hgp C™ ne

Trudng

Nha
Luéi 5 x 3: ¢c6 C3 = 56 con dudng ngén nhat

Nhung néu ludi d6 cé vai nga tu dang sita dudng, mot doan phd cadm di, hay méot ciy cau
b4t budc phai qua... thi céng thitc 4y con ding duge khong?

}

Truong

Nha

X: nga tu stta dudng - - -: phd cAm  ==: ciu bit budc

Lic d6, thay vi ¢6 tim mdt cong thitc cho todn bé hanh trinh, ta chi trd 13 mét cdu hoi
rat cuc bo:

“Mudn dén duogc diém ndy, ngay trudc dé ta phdi dimg & diu?”

Tra 16i dugc cadu héi dé, ta ghi sb cach dén mdi diém bang tdng sb cich dén céc diém
ditng ngay trudc né, bat dau tit diém xut phat rdi dé cic con sb “loang” dan ra téi dich.
Toan bd qué trinh chi 4p dung quy tic cong, ké ci khi so @6 c6 vt can.

Chuyén d& nay trinh bay cd s todn hoc ciia ki thuat (vi sao dugc cong, khi nao duge
cdng), sau d6 4p dung cho sdu m6 hinh thudng gip: ludi c6 vat can, ludi cé diém bit budce
di qua, ludi khong vudng, dudng di khoéng vugt dudng chéo, s d6 mét chidu ngoai ludi,
va bai todn xéc sudt trén cic dudng di.
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1 Bai toan md dau
(Bang Galton)

Nim 1889, nha khoa hoc ngudi Anh Francis Galton mé t& trong cudn Natural Inheritance mot
dung cu rat don gidn: trén mdt tAm bang dung dimg, ngusi ta déng cac hang dinh so le nhau;
tha mot vién bi tit miéng phéu & trén cling, mdi lan cham mdt chiéc dinh vién bi niy sang trai
ho#ic sang phai, cudi ciing rdi vao mot trong cdc ngin & ddy bang.

Xét mot badng Galton ¢ 6 hang dinh (hang thit k c6 k chiéc dinh) va 7 ngin dugc ddnh sb tir
0 dén 6 nhu hinh. M&i khi cham dinh, vién bi ndy sang trai hodic sang phai v8i cling x4c suit

1 A A 2,0 ’ X 7,

2 ddc lap véi cac lan cham trude.
a) C6 bao nhiéu dudng di khac nhau dé vién bi roi vao ngan s 3?
b) Tinh xé4c suét dé vién bi roi vio ngin s6 3.

c¢) Tinh x4c sudt dé vién bi roi vio mdt trong ba ngin chinh giita (ngin 2, 3 hoic 4).

e/
‘\

(Nét ditt dé la mét duong di cé thé cia vién bi.)

Méi nhin, m&i vién bi c6 26 = 64 dudng di, liét ké hét 13 khong kha thi. Nhung hay dé y: vién
bi chi ¢6 thé cham mdt chiéc dinh néu ngay trudc d6 né vita cham mot trong hai chiée dinh
nam chéo phia trén. Viy s dudng di t&i mdi chiéc dinh bing téng sb dudng di tsi hai
chiéc dinh ngay phia trén né. Tit dinh bang, cic con sb sé “loang” dan xudng ddy. Cau b)
va c) con cé mét diém tinh té: cd dudc coi 64 duong di la dong khd ndng hay khong? Ta sé quay
lai giai tron ven bai toan & Vi du 10.
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2 Co sd li thuyét

2.1 So dd budc di

Moi bai todn trong chuyén dé déu c6 chung mét khung: mot vat di tit diém nay sang diém khéc
theo nhitng luat nhit dinh. Ta tritu tugng hod khung dé nhu sau.

Dinh nghia: So d6 budc di, dudng di

Mot so dd budc di gdm:
« mot tap hitu han céc diém, goi 13 céc niit;

« mdt s6 budc di, mdi bube di di tit mot nit Y sang mot nit X khic theo ding mot
chiéu, ki hiéu Y — X. Khi d6 ta néi Y 1a mét nit lién trudc cta X. Néu tit Y
sang X c6 t con duong khéac nhau (¢ > 2) thi ta néi buéc di Y — X c6 bdi ¢.

Mot dudng di k bude tit nit A dén nit B 13 mdt day nat A = Xy, Xy, ..., Xz = B
sao cho mdi X;_; — X; (1 <4 < k) 1a mdt bude di clia so d6. Quy wde: tit mdi nit A cb
ding mot dudng di 0 budc dén chinh né.

So do dugc goi 1a khéng quay vong néu khong cé dudng di ndo (cé it nhat mot bude)
xuat phéat tit mdt nit roéi quay trd vé chinh nat dé.

N J
Vi du. Luéi 6 vudng, mdi bube chi di sang phai hosc 1én trén mét don vi: céc nit 1 cdc mét
lu6i (z; y); ntt (z; y) cé hai nit lien trude 1a (z — 1; y) (bén trai) va (z; y — 1) (bén dudi).
So dd nay khéng quay vong vi mdi budc di lam téng x + y ting ding 1 don vi, nén khong thé
quay ve diém cil.

Luu ¥: Theo ngdn ngit cta 1f thuyét dd thi, so dd budc di chinh 13 mét dd thi c6 hudng, va
so d6 khong quay vong 15 dd thi c6 huéng khéng cé chu trinh.

2.2 Nguyén li vét dau loang

Nguyén li vét dau loang N

Cho mét so do buéc di khéng quay vong va mot nit xudt phat A. Ki hitu N(X) 14 s6
dudng di tit A dén ntat X. Khi dé:

« N(A) =1,
o v6imoinit X # A, néuYs, Ys, ..., Y; 13 tit ci cic nat lién trude ctia X thi
N(X)=NM1)+ N(¥2) + - + N(¥).

Néu X khéng cé ntit lién trude nao thi N(X) = 0.

Téng quét, néu bude di Y; — X c6 boi t; thi N(X) = t;N(Y1) +toN(Ya) + - - - + N (V).

\ J
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Chirng minh.

« C6 ding mot dudng di 0 bude tir A dén A, va khong cé dudng di nao cé it nhat mdt bude
tit A quay vé A (vi s dd khong quay vong). Do d6 N(A) = 1.

o Xét X # A. Mdi dudng di tit A dén X c6 it nhat mdt budc, va bude cudi ciing ciia né
c6 dang Y; — X vé6i Y; 13 mot nit lién trude ctia X. Chia tip cdc dudng di tit A dén X
thanh k£ nhém theo nit ditng ngay truéc X: nhém thit i gom cic dudng di cé bude cudi
14 Y; — X. Mbi dudng di chi ¢ mot budc cudi nén cidc nhém d6i mdt rdi nhau.

Trong nhém thtt 3: bd budc cubi ciia mot dudng di ta dugc mdt dudng di tit A dén Y;;
ngudgc lai, ndi thém bude Y; — X vao sau mot dudng di tit A dén Y; ta dudec mot dudng
di tit A dén X. Day la tuong ttng mot — mot, nén nhém thtt i cé6 ding N(Y;) dudng di
(hosic t; - N(Y;) néu buéc Y; — X c6 bdi t;, theo quy tac nhan). Theo quy tic cong ta
dugc cong thitc can chitng minh.

Nhu vAy vé ban chét, vét dau loang chinh 1a quy tic cong dugc ap dung Lip di Lip lai,
mdi 1an cho mdt nit, trong d6 cac trudng hop dude phéan chia theo bude di cudi cing.

Vi sao can diéu kién khong quay vong?

o Néu so dd c6 vong, vat c6 thé di quanh vong bao nhiéu lan tuy ¥, nén sb dudng di c6 thé
la v6 han.

e Muén tinh N(X) ta phai biét truéc N clia moi niit lién trudéc X. Nguoi ta chimmg minh
dudce ring cc nit ciia mot so dd khong quay vong ludn sip duge thanh mét day sao cho
moi budc di déu di tit nit ding trudc sang nit dimg sau. Loang theo thit tu d6 thi mbi
nit ludn dude tinh sau tat cd cdc nit lién trude néd. Véi lubi chi di sang phai hodc 1én
trén, ta loang 1an lugt theo cdc dudng chéo z+y =0, 1, 2, ..., hodc don gidn 13 ting
hang tit dudi 1én, mdi hang tit trai sang phai.

Luu y vé tén goi: “Vét dau loang” 13 tén goi quen thudc trong luyén thi, khéng phai thudt
ngit trong sach gido khoa. Trong tin hoc, “thuit toan loang” thudng chi thuit todn tim kiém
theo chidu rong (BFS) diing dé tim cic 6 dén dudc hosic dudng di ngin nhét; dé 14 mot bai
toan khac voi bai toan dém sb dudng di trong chuyén dé nay.
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2.3 Cac hé qua

a) Luéi diy da va tam giac Pascal

Trén ludi 6 vudng, mdi budc chi di sang phai ho#ic 1én trén mdt don vi, sé dudng di tit
A(0; 0) dén mat lusi (z; y) 1a

Chatng minh. Céc mit 1udi trén hai truc chi c6 mét nit lién truée nén N(z; 0) = N(0; y) =
1=C% = CS. Vé6i z, y > 1, gia sit cong thitc ding cho moi mat luéi trén dudng chéo z +y — 1.
Theo nguyén I vét dau loang va hdng ding thitc Pascal C*~! 4+ C* | = CF:

N(z; y)=N(z—-1; y)+ N(z; y — 1) :Cx_l—l—i_caf-i-y—l = Cy

T+y z+y*

,"\ B
L 1——a 10 20 35

N \\

11— -3 *—— 6 10 15

1 2——3-> 4 5

\\ \\
N . \\
\\ \\

1 1 1—<—1— 1

A

Xoay 1uéi sao cho A nam & dinh trén ciing, truc Oy ndm bén trai va truc Oz ndm bén phai, ta
dugc tam gidc Pascal: mat 1uéi (z; y) ndm & hang thit x +y, vi tri thit x (dém tir 0, tir trai sang
phai), nén cic s6 trén dudng chéo x + y = n chinh 13 hang thit n clia tam gidc Pascal. Trong
hinh duéi, cdc s6 mau xanh 13 cc s6 xuit hién trén luéi 4 x 3 & trén; hang 3 (khung d8) ttng
v6i dudng chéo x +y = 3 ciia ludi; hai miii tén dé minh hoa C3 + C2 = C?%, titc 14 3 + 3 = 6,
cling chinh 14 phép cong loang tai mét luéi (2; 2).
Hang 0
Hang 1
Hang 2
Hang 3
Hang 4
Haing 5

Hang 6

Hang 7

Nhu vAy cong thitc t6 hgp va vét dau loang 1a hai céch nhin clia cling mdt bai toan: cong thitc
nhin todn b6 hanh trinh, con vét dau loang nhin tung bude. Khi ludi cé vit can, cong thitc toan
cuc bi phé v, con nguyén i cuc bd thi vAn ding & moi nit.
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b) Pi qua mdt diém, tranh mot diém

m \

Ki higu N(U — V) 1a s6 duong di tit ntit U dén nat V. V6i mot nat P cho trude:

o S6 dudng di tit A dén B di qua P bang N(A — P) - N(P — B) (quy tac nhan).

o S6 dudng di tit A &n B khéng di qua P bang N(A — B)—N(A — P)-N(P — B)
(phan bu).

. J

Trong so d6 khong quay vong, mot dudng di qua P khong thé qua P hai 1an, nén mdi dudng
di qua P dugc tach duy nhét thanh hai doan A — P va P — B; d6 13 li do quy t&c nhén &p
dung dugc.

Khi so d6 vita c¢6 diém bt budc vita c6 vAt can, ta khong can tach ra nhan rdi trit ma ding
ludén phép loang:

Loang hai giai doan ~

Dé dém sb duong di tit A dén B bét budc di qua nit P:

+ Giai doan 1: loang tit A dé dugc N(P).

o Giai doan 2: coi P 13 nit xuit phat méi mang gid tri N(P) (thay cho gi4 tri 1),
r6i loang tiép tit P. Gi4 tri thu dugc tai B chinh 13 sb dudng di can tim.

Néu béat budc phai di qua mét buée di P — Q (mdt cdy cau, mot doan dudng) thi & giai
doan 2 ta cho @ mang gi4 tri N(P) rdi loang tiép tit Q.

\\ J

Giai doan 2 cho két qui ding vi phép loang chi gom phép cong: néu nhan gi4 tri ban dau véi c
thi moi gi tri loang ra ciing dugc nhén véi c. Do d6 gié tri tai B bing N(A — P)-N(P — B),
ding theo Hé qua 2.

Meo dudng chéo. Trén ludi chi di sang phai hodc 1én trén, mdi budc lam z + y tang ding
1, nén moi dudng di tit A dén B cit dudng thing z + y = k tai ding mot mit luéi.
V1 thé “bét budc di qua P” tuong duong véi “khdng di qua cdc mét lusi khdc ndm trén cling
dudng chéo v6i P”. Khi loang, ta chi can ghi 0 & cdc mit lusi dé.

A B

A Trty=4
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2.4 Phuong phap giai

Phuang phap: Bén budc loang

1. M6 hinh hoa: x4c dinh c4c nit, cic bude di duge phép (ké ca chidu di va sb cach
dén), va kiém tra so dd khong quay vong (thudng cc bai todn trong chuong trinh
THPT déu mic dinh khéng quay vong). V6i mdi nit, tra 15i cAu héi: “ngay trudc
khi téi day, vat cd thé ding ¢ dau?”

2. Khéi tao: ghi 1 tai nit xudt phét; nit bi cAm thi gach bd (coi nhu ghi 0); buée di

bi cAm thi xo04 khdi so do.

3. Loang: 1an lugt theo thit ty va hudng di ma bai yéu cau (vdi ludi: timg dudng chéo,
hoic titng hang), ghi vio mdi nit téng céc s6 & cac nit lién trudc né.

4. Poc két qua tai nit dich. Néu dé héi x4c sudt, dém thém sb trudng hop ca khong
gian miu (thudng ciing bang mot 1an loang).
|\ J

2.5 M3 rong: trai so dé theo sb budc

C6 nhitng bai todn ma so d6 c¢é vong, ching han mot con kién bod doc theo céc canh ciia mot
hinh 14p phuong: n6 c6 thé bo di rdi bo lai. Khi d6 nguyén 1f vét dau loang khong 4p dung truc
tiép dugc. Tuy nhién néu dé chi héi vé cdc hanh trinh gom ding n buéc (cho phép di qua
mot nit nhidu 1an), ta cé thé “trai” so dd theo thdi gian:

D C’
af——;
D e
,h

M&i canh cia hinh ldp phuong di duoc theo cd hai chiéu, nén so do cé vong, ching han
A— B — A.

Trai theo s6 budc N

Tao céc tang 0, 1, ..., n. Mdi ntit méi 14 mot cip (X, k), nghia 13 “dang & X sau ding
k buéc”; mdi bude di Y — X clia so d6 cii cho ta cac bude di (Y, k—1) — (X, k). So do
mdi khong quay vong (vi mbi bude di lam k tédng 1), nén ta loang dugc:

NO(A) = 17 Nk(X) = Z Nk—l(Y)a

Y lién truéec X

trong d6 Ni(X) 1a s6 hanh trinh k budc di tir A va két thic tai X.
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Hinh duéi day 13 so dd da trai ctia hinh 14p phuong véi kién xuit phét tai A, tit tang 0 dén
tang 4. M&i tang chi v& nhitng dinh kién c6 thé ditg sau ding k budc (sau sb bude 18 kién chi
c6 thé 8 B, D, A, C'; sau sb bubc chén chi cé thé § A, C, B, D'). M&i miii tén di tit ting
k — 1 sang tang k, s6 nhé mau xanh canh mé&i nit 13 Ny (X). Chéng han & ting 3:

Tang 0 Tang 1 Tang 2 Tang 3 Tang 4

So dd da trai khong con vong nao: moi miii tén déu di tit trai sang phai. Vi du 11 s& dung chinh
sd dd ndy dé tinh x4c sudt kién quay v& A sau 4 budc (Ny(A) = 21).

2.6 Xac suit: khi ndo cic dudng di ddng kha ning?

Bai todn xdc sudt trén so dd budc di thudng cé mdt trong hai cach phéat biéu, can phan biét
r0.

Céch 1: “Chon ngiu nhién mdt dudng di trong tit ci cic dudng di”. Cic dudng di
R ) E s ax s
dong kha nang theo gid thiét, nén P(E) = %, trong d6 ca n(E) va n(Q2) déu dém duge bang

n
phép loang.
Cach 2: “Vat di chuyén ngiu nhién timg budc”. Lic nay dong kha ning khéng con ld
gid thiét ma can dudc chimg minh.

Ménh dé (diéu kién dong kha nang) \

Mot vat di chuyén ngiu nhién ding n budc trén mot so dd bude di. Gia sit tai moi nit
vit c6 thé dimng, déu cé ding d budc di duge phép (d khéng ddi), vat chon mot trong d

bubc d6 véi ciing xéc suat —, va cac lan chon doc lap v6i nhau. Khi dé mdi hanh trinh n

d
buéc cb cling xac suat TR Do dé, véi bién c6 E gobm n(E) hanh trinh,

. J

Chitng minh. Hanh trinh X, — X; — -+ = X,, xay ra khi va chi khi & lan chon thit i, vat

chon ding buéc X;_1 — X;; bién cb nay cb xac suit 7 Céc lan chon doc 14p nén theo cong

d

n
thitc nhan xac suat, hanh trinh c6 xac suat (—) .
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Phan vi du khi sb lya chon thay ddi. Trén ludi 2 x 1 dudi day, mot vat di tit A dén B, chi
sang phai ho#ic 1én trén; tai mdi ntt, néu c6 hai huéng thi vat chon ngdu nhién mot hudng véi

x4c suat 5 néu chi c6 mot huéng thi di theo huéng dé.

[ T]

Cé 3 duong di: LPP, PLP, PPL (v6i P la sang phai, L 13 1én trén). Nhung:

B

A

o LPP: 1én ngay & budc dau (xac suit %), sau d6 cham bién trén nén budc phai sang phai:

P(LPP) = %;
11 1 11 1
« PLP: P(PLP)=-> =7  PPLP(PPL)=_ - =1

R . . 1 x
Ba duong di khong dong kha nang, nén néu tinh theo kieu 3 cho moi duong thi sai. Nguyén
nhan: tai cic nit trén bién, s Iia chon gidm tit 2 xudng 1, vi pham gia thiét ctia ménh dé.

Ngudc lai, bing Galton thod man ménh dé: tai moi chiéc dinh vién bi déu cé ding d = 2 lua
chon v& moi hanh trinh déu géom ding n lan cham dinh. D6 13 li do ta dudc phép dém dudng
di dé tinh x4c suét trong bai todn mé dau.
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3 Céac m6 hinh bai toan dién hinh
3.1 Mo hinh 1: Ludi c6 vat can

VAt can c6 thé 13 moét nit bi cAm (phong khoé, nga tu cdm) hosic mdt budce di bi cAm (doan
dudng dang sita). Khi loang, ntit bi cAm mang s6 0, con budc di bi cAm thi don gidn 14 khong
dugc cong.

Vi du 1: (Mé cung c6 phong bi khoa)

Mbt nha tham hiém can di tit phong A (gbéc trén bén trai) dén phong B chita kho bau
(gbéc dudi bén phai) clia mot mé cung gdm 5 hang, 6 cot phong nhu hinh. M3i lan, nha
thdm hiém chi dudc sang phong ké bén phai hosic phong ké ngay bén dudi, va khong
dugc vao céc phong bi khod (t6 den). Hoéi nha thdm hiém c6 bao nhiéu céch di?

A

Ldi giai:

Buéc 1 — M6 hinh hoa. Méi phong 14 mot nat. Vi chi dude sang phai hosic xudng dusi nén
mudn vao mot phong, ngay trudc d6 nha tham hiém phai 3 phong bén trai hoic phong bén
trén ctia né. So do khong quay vong vi mdi budc déu 1lam (s6 hang + s6 cot) ting 1.

Buéc 2 — Khéi tao. Ghi 1 vio phong A; cic phong bi khoa mang s6 0.

Budc 3 — Loang. Lan ludt ting hang tit trén xudng, mdi hang tit trai sang phai, ghi vao mdi
phong tdng clia s6 & phong bén trai va sb & phong bén trén (phong nam ngoai mé cung hoic
bi khoé coi nhu 0):

A1 111|111
1 1(12)|3 |4
1112 . 3|7

. 1133|613
0O|1|4)|7]|13 2%

Budc 4 — Két luan. S6 ghi 6 phong B 13 26, viy nha tham hiém c6 26 cach di.

Nhan xét: Hay dé ¥ hang thit hai: phong bi khod & cot 2 1am cho phong & cot 3 chi nhan dugdc
sb tit phia trén. Mbi vat can “chin dong dau” theo ding cich d6, va ta khong can chia trudng
hop hay dung phan bii.
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Vi du 2: (Dudng phd cé doan dang sifa)

Céc con phd ctia mét khu dan cu tao thanh luéi 6 vudng nhu hinh. Ban An di tit nha &
A(0; 0) dén truong & B(5; 4), mdi budc chi di sang phai hogic 1én trén doc theo cc con
phé. Biét ring bén doan phd vé bang nét ditt mau dé dang sita nén khong di duge. Hdi
An ¢6 bao nhiéu cach di?

B

L3i gidi:

M&i mét Iuéi (z; y) c6 tbi da hai nit lién trude 14 (z — 1; y) va (z; y — 1). Mot doan phd dang
stta 1am méat di mot budc di, nén nit & dau trén (hofic dau phai) clia doan d6 chi con nhin sb
tit mot phia. Loang 1an lugt ting hang tit dudi 1én (céc doan dang sita da dugdc xo4 khéi hinh):

B
1 5 9 19 19 39
1 4 4 10 13 20
1 3 4 6 3 7
1 2 1 2 3 4
1 1 1 1 1 1
A

Chéng han mét ludi (2; 1) khong nhan duge tit (1; 1) nén chi mang s6 N(2; 0) = 1; mét ludi
(2; 3) khong nhan duge tir (2; 2) nén chi mang s N(1; 3).
Vay An c6 39 céch di (so v6i Cy = 126 c4ch khi khong c6 doan nao stta).
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3.2 Mo hinh 2: Bit budc di qua hoidc phai trdinh mdét diém, mot
doan dudng

Vi du 3: (Di qua P, tranh M)

Trén 1u6i 6 vudéng nhu hinh, mdt robot di tit A(0; 0) dén B(6; 4), mdi budc chi di sang
phai hogic 1én trén mot don vi. Robot bit budc phai di qua tram sac P(2; 2) va khong
duge di qua diém M (4; 3). Héi robot c¢6 bao nhiéu céch di?

B

Loi giai:
Céch 1 (t6 hgp két hgp phan bi):
o Tit A dén P: 2 budc sang phai, 2 budc 1én, c6 C2? = 6 cAch.

o Tl P dén B (chua xét M): 4 budc sang phai, 2 budc 1én, c6 C? = 15 cch. Trong dé sb
cich di qua M 1A C}-C} =3-3 =9 (tt P dén M 16i tt M dén B). Vay tit P dén B
khong qua M ¢6 15 — 9 = 6 cach.

Theo quy tic nhan, s cach dila 6-6 = 36.

Cach 2 (loang hai giai doan): Vi bét budc qua P, chi nhitng mé&t luéi thudc hinh chit nhat
AP (giai doan 1) va hinh chit nhat PB (giai doan 2) mdi c6 thé nam trén mét dudng di hop
18. Giai doan 1 loang tit A dugec N(P) = 6; giai doan 2 coi P la diém xudt phat mang sb 6 va
loang tiép, diém M bi gach boé:

B
6 18 18 24 36
Y |
6 12 6 12
1 3 6 6 6 6 6

=

N

Két qua tai B 1a 36.

Nhén xét: Cach 1 nhanh khi chi c6 mdt hai diéu kién; nhung néu c6 nhiéu diém cam, cach 1
phai dung phan bl nhiéu tang rit dé sét trudng hop, con cich 2 van chi 14 mot lan loang.
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Vi du 4: (Bat budc qua mét doan dudng)

Mot khu phd cé dang luéi 6 vudng nhu hinh; hai ngd tu ddnh ddu x dang bi phong to3.

Mot ngudi di tit A(0; 0) dén B(6; 5), mdi budc chi di sang phai ho#ic 1én trén, va mubn

ghé mot hiéu sich nim trén doan phé PQ (t6 d4m mau xanh) véi P(2; 3), Q(3; 3), nén

bét budc phai di qua doan phd PQ. Hdi ngudi d6 c6 bao nhiéu cach di?

B
X
P Q
X
A

Loi giai:
Giai doan 1 — Loang tit A d&n P. Mt lu6i (1; 2) bi cAm, loang trong hinh chit nhat AP
duge N(P) = 4.

Giai doan 2 — Qua doan PQ va loang tiép. B&t budc phai qua buéc di P — Q nén Q
nhén gia tri N(P) = 4; sau d6 loang tiép trong hinh chit nhat QB, mét ludi (4; 4) bi cam:

B
4 4 8 16
4 4 8
P Q
1 1 4 4 4 4 4
1—K—3

1 3

2

1 1 1

A

Vay c6 16 céch di. Kiém tra bang Hé qui 2: N(A — P)- N(Q — B) =4 -4 = 16.
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3.3 M6 hinh 3: Lu6i khong vuéng va luéi c6 budc chéo

Nguyén li vét dau loang khong doi héi luéi phai vudng, ciing khong doi hdi mdi nit c¢6 ding
hai ntt lién trude. Chi can tra 18i ding cau hdi “ngay trudc dé vt cé thé ding ¢ daw”.

Vi du 5: (LuGi c6 dudng chéo)

Trén ludéi 6 vudng 3 x 3, mbi 6 vudng nhd cé thém mot dudng chéo ndi géc dudi bén trai
v6i géc trén bén phai nhu hinh. Mot vat di tit A(0; 0) dén B(3; 3), mbi budc di sang
phai, lén trén hodc di chéo 1én theo dudng chéo ciia mot 6. Hbi c6 bao nhiéu cach di?

B

Loi giai:
M3t 1udi (z; y) bay gid c6 ba nit lién truée: (z —1; ), (z; y—1) va (z—1; y —1). So d van
khéng quay vong vi mdi bude lam z + y tdng. Do d6

N(z; y)=N(@—-1 y)+N(@; y—1)+N@z-1 y—1).

Vavavai
11/
11/

Vay c6 63 céch di.

So sanh véi cach dém bing t8 hgp. Néu ding 3 hop, ta phai chia trudng hop theo sé budc
chéo k (0 < k < 3): khi @6 c6 3 — k budc sang phai, 3 — k bude 1én va k bude chéo, téng cong
6 — k budc. S6 cach 13

3 (6 — k)!
2 k' (3—k)(3—k)

k=0

=20+30+12+1=63.

Két qua trung khép, nhung néu chi mot vai 6 c6 dudng chéo thi cach t6 hop gan nhu khong
dung dugc nita, con phép loang thi khéng thay ddi.
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Vi du 6: (Ludi tam giac)

Mbt tam gidc déu canh 4 dugdc chia thanh 16 tam gidc déu canh 1 béi cc dudng thing
song song vdi ba canh. Mot con kién bo tir dinh A (trén cling) dén dinh B (géc dudi
bén phai) doc theo cc canh clia céc tam gidc nhé. Mdi budc, kién chi duge bo theo mot
trong ba huéng: chéo xudng bén trai, chéo xuéng bén phai, hoiic sang phai theo canh
nam ngang (nhu hinh). Héi kién cé bao nhiéu cich bo?

N

AVAVAVAN

Lai gidi:

Mb hinh hoa. Cic nit 13 cic dinh ciia tam gidc nhd, xép theo cidc hang ngang. M&i budc,
kién hodc xubng hang duéi, hosic sang phai trén cting mét hang, nén kién khéng bao gid quay
lai vi trf cfi (so dd khong quay vong). Mot dinh X c6 ti da ba nit lién trude:

o dinh & hang trén, léch vé bén phai (tit d6 bo chéo xudng trai t6i X);
o dinh & hang trén, léch v& bén trai (tit dé bo chéo xudng phai ti X);
o dinh ké bén trai trén cling hang (tit d6 bo sang phai t6i X).

Loang lan lugt ting hang tit trén xuéng, moéi hang tit trai sang phai:
A
/ 1\

VAVAVAN
/\/\/\/\

Vay kién c6 90 céch bo.
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3.4 M6 hinh 4: Pudng di khong vugt dudng chéo

Nhidu bai todn “xép hang” cé dicu kién tai moi thoi diém (sb ngudi loai nay khéng it hon s6
ngudi loai kia, tmg vién ndy ludon dan trudc...). Khi ma hod mdi ngusi thanh mét bude di,
diéu kién d6 tré thanh: dudng di khéng dudgc vudt 1én trén mot dudng chéo. Phan ludi phia
trén dudng chéo bi xo4, rdi ta loang trén phan con lai.

Vi du 7: (Xép hang mua vé)

Mot quay ban vé gid 5000 doéng, lic mé cita khong cé san tién 18. Cé 8 ngudi xép hang
mua vé, mdi ngudi mua mot vé; trong d6 4 ngudi chi c6 td 5000 dong va 4 ngudi chi cd
t6 10000 ddng. Ngudi ban chi ding tién khich vita trd dé thdi lai. Néu chi quan tadm
ngudi ditng & mbi vi trf trong hang cam loai tién nao, c6 bao nhiéu cich xép hang dé
khong ai phai chg tién théi?

#] $EEETTES

5 000| X4 ngudi 10 000 X4 ngudi

Loi giai:

M3 hoa. Ngudi cam t3 5000 dong ttng v6i mdt budc sang phai, ngudi cam t3 10000 dong
tmg véi mot budc 1én trén. Mi cdch xép hang ttng véi diing mot dudng di tit O(0; 0) dén
K(4; 4).

Piéu kién. M5i ngudi tra to 10000 ddng can duge thdi mdt td 5000 ddng, ma t3 nay chi c6
thé dén tit nhitng ngudi cam t3 5000 dong dimg trude. Vay tai moi thoi diém, sb ngudi cAm
t3 10000 ddng da mua khéng vudt qué sb ngudi cdm t& 5000 dong da mua, titc 14 moi diém
(z; y) trén dudng di déu thod méan y < x: dudng di khéng vugt 1én trén dudng chéo OK
(dugc phép cham).

Loang trén phan lu6i thod méan y < z (m&t ludi trén dudng chéo chi nhan dugc sb tit bén trai):

K
14
5—14
2" 5——9
1 2 3 4
1 1 1 1 1
0]

Vay c6 14 cich xép hang.

Nhan xét: Céc sb trén dudng chéo 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ... dudc goi 13 céc sb Catalan;

ngudi ta ching minh dugce sé thit n bing ?an (chttng minh nam ngoai pham vi chuong
n

trinh, ban ndo muén tim hiéu thém cé thé tu chitng minh nhé).
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3.5 M5 hinh 5: So @6 mot chiéu (dd thi c6 huéng)

Vi du 8: (Ban do dudng mét chiéu)

So @6 dudi ddy mé ta céc tuyén dudng mot chidu giita céc dia diém A, C, D, E, F, B:
mbi miii tén 13 mot tuyén dudng chi duge di theo chidu mili tén; giita hai dia diém cé
thé c6 nhiéu tuyén duong khac nhau. Hbi c6 bao nhiéu cach di tit A dén B?

Loi giai:

So dd khong quay vong: s&p cac dia diém theo thtt tu A, C, D, E, F, B thi moi mili tén déu
di tit dia diém dimg trudc sang dia diém ding sau. Loang theo ding thtt tuy d6, nhan véi sb
tuyén dudng (boi) clia mdi budc:

N(A)

2

(
(C)=2-N(A) =2 (do cé 2 tuyén tit A dén C);
(D)=NA)+N({C)=1+2=3;

« N(E)=N(C)+N(D)=2+3=5;
(F)=2-N(D)+ N(E)=6+5=11,
(B)=N(E)+2-N(F)=5+22=2T.

Vay c6 27 céch di tit A dén B.

Luu y: Phai tinh N(C) truéc N(D) vi C 13 mot nit lién trude ctia D. Néu loang sai thit tu,
ta sé cong mot gia tri chua hoan chinh.

Dang ki hoc HSA/SPT/TN THPT mén Todn: 085 7342713 Trang 18/32



Pl Trung tAm luyén thi 29Edu Chuyén dé: Ki thuat vét dau loang

Vi du 9: (Cau thang cé6 bac héng)

Mot cau thang cé 10 bac. M&i budc, An bude 1én 1 bac hodic 2 bac. Biét bac thit 6 bi
héng nén An khéng dugc dat chan lén bac d6. Hdi An c6 bao nhiéu cich di tit mit dat
lén bac thi 107

Loi giai:
Coi mat dat 13 bac 0. Mudn dimg & bac k, ngay truéc d6 An phai dting & bac k — 1 hoiic bac
k — 2, nén

N(E) = N(k—1)+N(k—2), NO)=1, N(6) =0.

Loang tit dudi 1én:

Back 0|1 2/3/4(5[(6/7[8|9]10
Nk) |1]1]2[3|5|8|0|8|8]|16]24

1 2

I

mit dat

Vay An c6 24 cach di.

Nhan xét: Néu khong c6 bac héng, cacsd 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... chinh 13 day Fibonacci
va dép s6 1a 89.

Do béc 6 bi hong nén N(6) = 0 do d6: N(7) = N(5) + 0 va N(8) = 0+ N(7), phé v3 day
Fibonacci. Mét 14n nita "Vét du loang"kh&c phuc dudc nhuge diém ciia céc cach 1am cii véi
bai toan bi pha vé quy luat.
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3.6 M5 hinh 6: X4c suit trén cic dudng di ddng kha ning

Vi du 10: (Giai tron ven bai toan mé& dau)

Bang Galton c6 6 hang dinh va 7 ngin dénh s6 tit 0 dén 6. Mdi khi cham dinh, vién bi
2 /e v 2. ) N ’, X 1 A A ) ’ X 2,
nay sang trai hoac sang phai v4i cung xac suat 2 ddc lap véi cac lan trudce.
a) C6 bao nhiéu dudng di dé vién bi roi vao ngin s6 37
b) Tinh x4c suit dé vién bi roi vio ngin s6 3.

c¢) Tinh xé4c sudt dé vién bi roi vio mét trong ba ngin 2, 3, 4.

Loi giai:

a) Céc nit 13 cic chiéc dinh va cdc ngin. Mot chiée dinh (hofic mot ngin) chi cé thé duge vién
bi cham t6i tit mot trong hai chiéc dinh ndm chéo ngay phia trén né. Loang tit chiéc dinh trén
cling (mang s6 1), mdi dinh mang tdng hai s§ chéo phia trén (s nhd mau xanh ghi trén méi
dinh, s6 & ddy 1a sb6 dudng di t6i méi ngén):

e,/

/.\ Hang 0 1
1 1

AN T
[ ] [ J

1
°
1 3 3 1 Hang 2 1121
° ° ° °
1 4 6 4 1 Hang 3 1 3 3 1
) ° ° ° °
1 5 10 10 5 1 Hang 4 1 4 6 4 1
° ° ° ° ° °
Hang 5 1 5 10| 10| 5 1
1 6 15 | 20 | 15 6 1 Hang 6 1 6 15120 15| 6 1

Céc s6 loang ra chinh 13 tam gi4c Pascal; ngin j ¢ Cg dudng di. Ngéin s6 3 c6 C3 = 20 dudng
di.
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b) M&i hanh trinh gom ding 6 1an cham dinh, vA tai moi chiéc dinh vién bi c6 ding d = 2 lya
chon véi x4c sudt bang nhau, cic 1an doc 1ap. Theo ménh dé vé diéu kién ddng kha ning, 64
hanh trinh ¢6 cliing kha ning xdy ra nhu nhau. Do d6, khong gian méu la n(Q) = 64 va:

20 5

P(roi vao ngan 3) = 6116

c) S6 hanh trinh roi vao ngin 2, 3 ho#ic 4 14 15 + 20 + 15 = 50. Vay x4c sudt can tim 1a

50 25
64 32 ’

Nhén xét: Du bi ndy trai/phai ngdu nhién, cic ngiin & giita nhan bi nhidu hon hin céc ngin
& ria (20 so v6i 1). Khi thd hang nghin vién bi, cdc ngin s& dan xép thanh hinh qua chudng
(bell curve); day 1a li do bing Galton thudng dugc diing dé minh hoa phan bé nhi thitc va dé
14 cdu chuyén trong mot dip khac. Gid ta sé quay lai v6i "Vét dau loang'.

Vi du 11: (Con kién trén hinh 13p phuong)

Mot con kién dang & dinh A ciia hinh 14p phuong ABCD.A'B'C'D’. Méi gidy, kién chon
ngiu nhién mot trong ba canh xuét phét tit dinh né dang ditng (véi cling xéc suat, cic
14n chon ddc 14p) rdi bo hét canh d6 sang dinh khéc. Tinh xéc sudt dé sau ding 4 gidy
kién quay lai dinh A.

7 ,'
A & g
A ,/ . A
1
co D,
/ .
’ v .
7 1 ’
{ 4
/ 1 ’
; 1 .
I’ e Cl
/ B’#\————— ————— 3
/ -7 (S
’ -7 S
P b,
A D’

Loi giai:
Khoéng gian mAu: Mai dinh ciia hinh 14p phuong c6 dting 3 canh, nén theo ménh dé vé diéu
kién dong kha ning (véi d = 3, n = 4), 3* = 81 hanh trinh 4 buéc dong kha ning.

Pém sb6 hanh trinh quay vé A:
So d6 céc canh c6 vong (kién c6 thé bo di rdi bo lai), nén ta trai so d6 theo s6 budc. Dé gon,
chia 8 dinh thanh 4 tang theo s6 canh it nhat phai di tit A:

Tang 0: {A}

Tang 0: {B, D, A’}
Tang 0: {C, B’, D’}

Tang 0: {C’}
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Do tinh d6i xttng ctia hinh 14p phuong, cdc dinh cling nhém cé cling s6 hanh trinh Nj.
Tang 0
Tang 1
Tang 2
Tang 3

Kiém tra cic dinh ké:

Tang 0 ké 3 dinh thudc tang 1;

Tang 1 ké 1 dinh thudc tang 0 v& 2 dinh thudc tang 2;

Tang 2 ké 2 dinh thudc tang 1 va 1 dinh thudc tang 3;

Tang 3 ké 3 dinh thudc tang 2.

Theo cong thitc trai theo sb budc, s hanh trinh téi mét dinh bing tdng s6 hanh trinh t6i
céc dinh ké né & budce trude. Dién 1an lugt sb cach di vao ludi da trai, ta dude s6 cach con kién
& A tai Budc 4 1a 21.

Buée 0 Buéce 1 Budc 2 Buéce 3 Buéce 4
Vay xé4c suit kién quay vé A sau 4 gidy 1a

21 7
P =l =502
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4 Bai tap tu luyén

Tt cd cdc ciu déu & dang trd 10 ngdn. Cdc cdu héi zdc sudt (trit khi cé yéu cau khdc) lam tron
két qud dén hang phan tradm.

I Cau 1 [29Edu]: M6t robot di chuyén trong mét mé cung gém 5 hang, |A
6 cot 6 vuéng nhu hinh. Robot xuét phat tit 6 A v can dén 6 B; mdi
lan robot chi dudc sang 6 ké bén phai hodc 6 ké ngay bén dudi va khong
duge di vao cac 6 t6 den. Héi robot ¢6 bao nhiéu cach di?

Tra loi:

I Cau 2 [29Edu]: Trong mot tro choi dién ti, ban d6 14 mot bang gom 6 |A
hang, 6 cdt 6 vudng nhu hinh; cic 6 t6 den la chudéng ngai vat. Nhan vat
xuat phat 6 6 A, mdi lugt chi dude sang 6 ké bén phai hosic 6 ké ngay bén
duéi, khong duge vao & chudng ngai vat. Héi c6 bao nhiéu cach dé nhan
vit dén duge 6 B?

Tra 16i: ‘

Sy

I Cau 3 [29Edu]: C4c con phd clia mét thi trdn tao thanh luéi 6
vudéng nhu hinh. Mét ngusi di tit A(0; 0) dén B(6; 4), mdi buée ,L
chi di sang phai hodc 1én trén moét don vi doc theo cc con phé. Hai
nga tu danh ddu x dang bi cAm, khong duge di qua. Héi ngusi dé
c6 bao nhiéu cach di? T

Tra loi: ‘

I Cau 4 [29Edu]: Mot xe giao hang di tit kho A(0; 0) dén cita
hang B(7; 5) trén mang luéi dudng phd dang 6 vudng nhu hinh,
mdi budc chi di sang phai hofc 1én trén mot don vi. Ba doan dudng
vé nét ditt mau d6 dang thi cong nén khong di duge. Hébi xe c¢6 bao
nhiéu 16 trinh? '
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| Cau 5 [29Edu]: Mot khu db thi c6 cédc con phd tao thanh ludi & B
vudng 7 X 7; & gitta khu dé thi 13 mét cong vién hinh vudng (phan t6
mau) ma xe khong duge di xuyén qua, nhung van dugc di trén cic con
phd bao quanh cong vién. Mot xe di tit A(0; 0) dén B(7; 7), mdi buéc CONG
chi di sang phai hodc 1én trén mot don vi. Hbi xe ¢6 bao nhiéu cich VIEN
di?
A
Tra 1oi
I Cau 6 [29Edu]: Trén lusi dudng phd nhu hinh, mét ngudi di B
tit A(0; 0) dén B(8; 6), mdi budc chi di sang phai hojc 1én trén
mét don vi. Hai ngd tu ddnh didu x bi cAm va ba doan dudng nét * '
ditt mau d6 dang stta. Hoi ngudi d6 c6 bao nhiéu cach di?
' %
A
Tra 1oi
I Cau 7 [29Edu]: Mot robot di trén luéi 6 vuong nhu hinh tit B
A(0; 0) dén B(10; 8), mdi budc chi di sang phai hodc 1én trén
mét don vi, khéng di qua hai diém danh dau x. Goi T 14 s6 cich
¥*
di clia robot. Tinh gia tri ca ra
¥*
A
Tra 1oi
B

I Cau 8 [29Edu]: Trén ludi 6 vuéng nhu hinh, mdt ngusi di tit
A(0; 0) d@én B(7; 5), mdi budc chi di sang phai hogc 1én trén mot Q
don vi. Ngusi d6 bat budc phai ghé diém P(3; 2) va khong dugce
di qua diém Q(5; 4). Hoi c6 bao nhiéu cach di?
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I Cau 9 [29Edu]: Mét shipper di tit A(0; 0) dén B(6; 6) trén lusi
dudng phd nhu hinh, méi buéc chi di sang phai hodc 1én trén moét don
vi, vA phai 1an lugt nhin hang tai P(2; 1) rdi giao hang tai Q(4; 4)
trude khi vé B. Héi shipper c6 bao nhiéu cach di? QL |

Tra loi: ‘ ’

I Cau 10 [29Edu]: M6t khu phé cé dang 1usi 6 vuéng nhut hinh; B
hai nga tu d4nh diu x dang bi phong tod. Mot ngudi di tit A(0; 0)
dén B(8; 5), m&i budc chi di sang phai ho#c lén trén, va bat budc
phai di qua doan phé PQ (t6 ddm mau xanh) véi P(4; 2), Q(4; 3). %
Hoéi ngusi dé ¢6 bao nhiéu cach di?

A

Tra 10i:

I Cau 11 [29Edu]: Trén luéi 6 vudng nhu hinh, mét vat di tit A(0; 0) B
dén B(6; 5), m&i budc chi di sang phai hoiic 1én trén mot don vi. Héi c6
bao nhiéu céch di qua dling mot trong hai diém P(2; 2) va Q(4; 3)?

A

Tra loi:

I Cau 12 [29Edu]: Mot xe dién di tit A(0; 0) dén B(7; 6) trén B
luéi dudng phd nhu hinh, méi bubce chi di sang phai hodc 1én trén
mot don vi. Xe can ghé it nhat mot trong hai tram sac P(2; 4) va
Q(5; 2). Hoi xe ¢6 bao nhiéu céch di?
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I Cau 13 [29Edu]|: M6t robot di trén ludi 6 vuéng nhu hinh ti B
A(0; 0) dén B(10; 8), mdi budc chi di sang phai hodc 1én trén
mot don vi. Robot bat budc phai di qua diém P(4; 4) va khéng
dudce di qua diém dénh dau x. Héi robot c6 bao nhiéu cach di?

A

Tra loi:

I Cau 14 [29Edu]: Trén 1udi 6 vudng 4 x 3, mdi 6 vudng nho ¢ thém
mdt dudng chéo nbdi gbc dudi bén trai véi gée trén bén phai nhu hinh.
Mot vat di tit A(0; 0) dén B(4; 3), mdi budc di sang phai, lén trén
hoac di chéo 1én theo dudng chéo ctia mot 6. Hbi ¢6 bao nhiéu cach di?

A

Tra 10i:

I Cau 15 [29Edu]: Trén luéi 6 vudng nhit hinh, chi moét s6 6 ¢6 thém
dudng chéo ndi géc dusi bén trai véi goc trén bén phai. Mot vat di
tit A(0; 0) dén B(5; 4), mdi budc di sang phai, 1én trén, ho#ic di chéo
l1én theo mdt dudng chéo c6 trén hinh. Hoi c6 bao nhiéu cach di?

A

Tra 10i:

| Cau 16 [29Edu]: Mot tam gidc déu canh 5 dugc chia thanh 25 tam A
gidc déu canh 1 bdi cdc dudng thing song song v6i ba canh. Mot con kién
bo tit dinh A dén diém B trén canh d4y nhu hinh, doc theo cic canh ciia
céc tam gidc nhd; mdi budc kién chi bo chéo xudng bén trai, chéo xudbng
bén phai, hofic sang phai theo canh nam ngang. Hoi kién c¢6 bao nhiéu

e JAVAVAVAVAY

Tra 10i: ‘ ’
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I Cau 17 [29Edu]: Céc chit cai dugc xép thanh hinh thoi nhu hinh, cic @

c}}ﬁ c4i & hai hang lién tiép dugc n6~i Vf’ii nhau néll Chl’l{lg ké nhau. Bét
dau tit chit X 4 hang trén cung, moi lan di chuyén xuong mot chit cai

dugc nbi véi n6é & hang ngay dudi. Héi ¢ bao nhiéu cach doc dude chit @ @ @

“X ACSUAT"? (s) (s) (s) (s)
v (U U

()

Tra 16i: ‘ ’

I Cau 18 [29Edu|: Mot tam gidc déu canh 4 dudc chia thanh 16 tam gidc A
déu canh 1 nhu hinh. M6t con kién bo tit dinh A dén dinh B doc theo

céc canh clia céc tam gidc nhd; mdi bude kién chi bd chéo xudng bén trai,

chéo xubng bén phai, hodic sang phai theo canh ndm ngang. Biét rang kién

khong dude di qua diém dénh dAu x. Hoéi kién c6 bao nhiéu cach bo?

B
Tra 1oi:
I Cau 19 [29Edu]: Mot khung ludi khong gian duge tao béi cac M
thanh dai 1 don vi nhu hinh, cic diém nit c6 toa do nguyén
(z; y; 2) v6i0 < z, y, 2 < 2. Mt con kién bo tit O(0; 0; 0) dén
M(2; 2; 2) doc theo cdc thanh, mdi buéc bd mot don vi theo ]
chiéu duong ctia truc Oz, Oy hosic Oz, v khong di qua diém v
chinh gifta (1; 1; 1) (d4nh diu x). Hdi kién c6 bao nhiéu cich A
bo? @)
Tra 106i: ‘ ’
I Cau 20 [29Edu]: Trén ludi 6 vudng 5 X 5 nhu hinh, mot vat di tir K
O(0; 0) dén K (5; 5), mbi budc chi di sang phai hogc 1én trén mot don
vi, va khéng bao gid di 1én phia trén dudng chéo OK (dugc phép cham al
duong chéo). Hoi ¢6 bao nhiéu céch di?
(0]
Tra 16i
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I Cau 21 [29Edu]: Mot quay ban vé gid 5000 dong, lic mé clta khéng cé san tién 18. C6 10
ngudi xép hang mua vé, mdi ngudi mua mot vé; trong d6 6 ngudi chi cé t& 5000 dong va 4
ngudi chi c¢6 td 10000 ddng. Ngudi ban chi ding tién khich vita trad dé théi lai. Néu chi quan
tam ngudi dimg 8 mdi vi tri cam loai tién ndo, c6 bao nhiéu cich xép hang dé khéng ai phai

W (7292937573

[5k | X6 ngudi  [10k| X4 ngudi

Tra 10i: ‘

I Cau 22 [29Edu]: Trong mot cudc bau chon 18p trudng, ban An dugc 6 phiéu va ban Binh
dugc 4 phiéu. Céc phiéu duge rit ngdu nhién 1an lugt timg phiéu ra khdi hom dé kiém. Tinh
xéc sudt dé trong sudt qua trinh kiém phiéu, sau mbi lan rat, sb phiéu cia An luén nhiéu hon
s6 phiéu ctia Binh. (Viét két qud dudi dang sé thdp phdn.)

‘AnHAnHAnHAnHAnHAn‘
HOM
PHIEU

‘Binh‘ ‘Binh‘ ‘Binh‘ ‘Binh‘

I Cau 23 [29Edu]: Trén ludi 6 vudng nhu hinh, moét vat di tu _ K

O(0; 0) dén K(7; 4), mdi budc chi di sang phai hodc 1én trén mot ;

don vi. Duong thing nét dit 1a duong y = z. Hoi ¢6 bao nhiéu .

cdch di ma vat khong bao gid di 1én phia trén dudng thing nay

(dugc phép cham)? !
0O

Tra loi:

I Cau 24 [29Edu]: Trén ludi 6 vudng 7 x 7 nhu hinh, mét vat di tu K
O(0; 0) dén K(7; 7), mdi budc chi di sang phai ho#ic 1én trén mot don
vi. Hoi ¢6 bao nhiéu cach di ma vat khong di 1én phia trén dudng chéo
OK va ciing khong cham dudng chéo nay, trit tai hai diém O va K?

Tra loi:
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I Cau 25 [29Edu]: So d dusi ddy mé ta céc tuyén dudng mot chidu giita céc dia diém; mbi
mili tén 13 mot tuyén dudng chi duge di theo chidu miii tén (giita hai dia diém c6 thé c6 nhidu
tuyén dudng). Hdi c6 bao nhiéu cich di tit A dén B?

Tra 10i: ‘

I Cau 26 [29Edu]: Mét cau thang cé 8 bac. Mdi budc, em An budc
1én 1 bac hoic 2 bac. Trén béc thit 4 c6 mot chiée keo nén em An nhét
dinh phéi dit chan Ién bic nay. H6i em An c6é bao nhiéu cich di tu
mit dat 1én bac thit 8?

I Cau 27 [29Edu]: M6t cau thang c6 12 bac. Mdi budc,
Binh bu6c 1én 1 bac hoac 2 bac. Bac thit 5 va bac thit 9 bi
héng nén Binh khong duge dat chan 1én hai bac nay. Hobi
Binh c6 bao nhiéu céch di tit mit dat 1én bac thit 12?

I Cau 28 [29Edu]: Mét cau thang c6 10 bac. Mdi buéc, Chi
buée 1én 1, 2 hoac 3 bac. Bac thit 4 bi hong nén Chi khong duge
dst chan 1én bac d6. Héi Chi cé bao nhiéu cach di tit mit dat
1én bac thit 10?7
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L]

I Cau 29 [29Edu]: Trén ban c6 vua 8 x 8, mbt quin vua dit 6 6 d1. °®
M&5i nuée, quan vua di 1én ding mot hang: 1én thing, chéo 1én bén trai ;
hodc chéo 1én bén phai (khéng duge ra khoéi ban cd). Hbi ¢6 bao nhiéu |
cch d& quan vua di dén 6 d8 (6 vién ds)? 4
3
2
1

v)

a b ¢c d e f & h

Tra loi:

I Cau 30 [29Edu]: So d6 dudi day md td hé théng éng din nudc modt chidu tit tram bom S
dén bé chita T; m&i miii tén 13 mdt doan dng chi cho nudc chdy theo chidu miii tén (giita hai
diém c6 thé c6 nhiéu doan 6ng). Mot ludng nudc di tit S dén T duge xac dinh béi diy cdc doan
éng ma né chay qua. Héi c6 bao nhiéu ludng nuéce khac nhau di tit S dén T?

Tra 16i: ‘

| Cau 31 [29Edu|: Trén luéi 6 vudng nhu hinh, xét tit ci cic
duong di tit A(0; 0) dén B(6; 4) ma mdi budc chi di sang phai hojc P
lén trén mot don vi va khong di qua diém danh ddu x. Chon ngau
nhién mot dudng di trong s d6. Tinh x4c sudt dé duong di dude

chon di qua diém P(2; 3). T
A
Tra 1oi: ‘ ’

I Cau 32 [29Edu]: Mot bang Galton c6 8 hang dinh (hang thit k c¢6 &k N
chiéc dinh) va 9 ngén d4nh sb tir 0 dén 8 nhu hinh. M&i khi cham dinh, ..

M 1 L] L] L]
vién bi ndy sang trai hoac sang phai v6i cing xac suat 2 doc 1ap véi « o o .
céc 1an trude. Tinh x4c sudt dé vién bi roi vao ngin sb 4. o

Tra 16i: ‘ ’

01 23 456 7 8
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I Cau 33 [29Edu]: Mét bang Galton c¢6 10 hang dinh va 11 ngén N/
danh sb tit 0 dén 10 nhu hinh. M&i khi cham dinh, vién bi ndy sang . .

’ 1 < L] L] L]
trai hodc sang phai vdi ciing xac suat 2 doc 1ap vdi cac lan trude. e e e

Tinh x4c suat dé vién bi roi vao mét trong céc ngan 4, 5, 6. e e e

01 2345678910

Tra loi: ‘ ’

I Cau 34 [29Edu]: Tung mot dong xu cin ddi va (6N) —(65)
dong chit 6 lan lién tiép. Hinh bén minh hoa mot
day két qua (N: mit ngita, S: mit sip) bang dudng
gap khtic, méi mit ngita tng v4i mot doan di l1én, mbi
mit sip ng véi mot doan di xubng. Tinh x4c suét 2 s a4 s
dé sau mdi 1an tung, téng s6 1an xuét hién mit ngta
luén khéng it hon tdng s6 1an xuét hién mit sip.

1an tung

Tra loi:

I Cau 35 [29Edu]: Mot con kién dang & dinh A ctia luc gidc déu ABCDEF. D

Mbi gidy, kién chon ngdu nhién mot trong hai canh xuat phat tit dinh n6 g C
dang dimg (v6i cling x4c suit, cac 1an chon doc 14p) rdi bo hét canh d6 sang

dinh k&. Tinh xac suit dé sau ding 6 gidy kién & dinh A.

Tra 16i:

I Cau 36 [29Edu]: Mot con kién dang & dinh A ciia hinh 14p phuong DII
ABCD.A'B'C'D’. Méi gidy, kién chon ngiu nhién mot trong ba canh ) :
xuit phat tit dinh né dang ding (véi cling x4c sudt, céc 1an chon doc !
1ap) rdi bd hét canh d6 sang dinh khac. Tinh x4c sudt dé sau ding 5 !
gidy kién & dinh C'. bSO
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5 DPap an

Cdc cau hoi xzdc suat dugc lam tron den hang phan tram theo yéu cau cia de.

Cau 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pap an 13 15 54 388 982 1120 | 3013 170 180 54
Cau 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Pap an | 204 630 9100 129 251 48 20 26 o4 42
Cau 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Pap an| 90 0,2 165 132 21 25 20 106 393 46
Cau 31 32 33 34 35 36
Pap an | 0,38 0,27 0,66 0,31 0,34 0,25

Ban doc can dap 4n chi tiét vui long lién hé fanpage “Trung tdm luyén thi 29Edu” ho#ic Zalo
“0857342713”

—  HET——
Moi déng gép, 1 kién vui long gii vé fanpage: Trung tdm luyén thi 29Edu.
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