
HµM Sè LòY THõA, HµM Sè Mò  

Vµ HµM Sè LOGARIT 

*********** 

 

Kh¸i niÖm lòy thõa tõ l©u ®· quen thuéc víi häc sinh trung häc c¬ së vµ trung häc phæ 
th«ng. Lòy thõa ®­îc biÕt ®Õn nh­ mét phÐp to¸n thø n¨m cïng víi céng trõ nh©n chia thÓ 
hiÖn mét vai trß quan träng kh«ng thÓ thiÕu trong To¸n häc. Tr­íc kia, lòy thõa ®­îc 
hiÓu lµ phÐp “nh©n chång chÊt”, nghÜa lµ nã lµ c¸ch biÓu diÔn ng¾n gän cña mét d·y c¸c 
phÐp nh©n cho cïng mét sè, t­¬ng tù nh­ nh©n lµ mét c¸ch biÓu diÔn cña phÐp céng. Råi 
cïng víi sù ph¸t triÓn cña x· héi, nhiÒu vÊn ®Ò ph¸t sinh ®ßi hái To¸n häc ph¶i vËn ®éng 
kh«ng ngõng ®Ó ®¸p øng ®­îc nh÷ng yªu cÇu ®Æt ra. §ã chÝnh lµ nguyªn nh©n xuÊt hiÖn 
kh¸i niÖm giíi h¹n mµ tõ ®ã, ®Þnh nghÜa lòy thõa víi sè mò thùc ®· ra ®êi vµ dÇn ®­îc 
øng dông réng r·i trong lý thuyÕt còng nh­ nhiÒu lÜnh vùc cña ®êi sèng. 

Trong ch­¬ng nµy, chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu sù më réng cña kh¸i niÖm lòy thõa vµ phÐp 
to¸n ng­îc cña nã lµ logarit.  Trªn c¬ së c¸c ®Þnh nghÜa, chóng ta sÏ ph©n tÝch vµ kh¶o 
s¸t ba d¹ng hµm sè cã quan hÖ mËt thiÕt víi nhau lµ hµm sè lòy thõa, hµm sè mò vµ hµm 
sè logarit. C¸c néi dung nµy ®· mét lÇn ®­îc giíi thiÖu trong ch­¬ng V, Tµi liÖu gi¸o 
khoa Chuyªn To¸n 11 nh­ng ë møc ®é kh¸ s¬ l­îc. Do ®ã, t×m hiÓu ch­¬ng nµy chÝnh lµ 
dÞp ®Ó chóng ta thÊy râ h¬n, s©u h¬n vÒ lòy thõa,  logarit tõ c¬ b¶n cho ®Õn n©ng cao 
còng nh­ biÕt ®­îc c¸c øng dông cña chóng trong thùc tÕ.  



§1. më RéNG KH¸I NIÖM HµM Sè LòY ThõA. 

**************** 

Lòy thõa ®­îc giíi thiÖu lÇn ®Çu tiªn vµo ch­¬ng tr×nh líp 7 vµ trong suèt thêi gian sau 
®ã, chóng ta ®· dÇn ®­îc biÕt ®Õn c¸c phÐp tÝnh lòy thõa vµ c¨n thøc th«ng qua nh÷ng 
bµi tÝnh to¸n víi sè cô thÓ, nh÷ng bµi rót gän biÓu thøc ®¹i sè hay quen thuéc h¬n c¶ lµ 
víi c¸c ph­¬ng tr×nh bËc hai, bËc ba, ph­¬ng tr×nh c¨n thøc,…Tuy nhiªn, c¸c hiÓu biÕt 
cña chóng ta chØ dõng l¹i khi xem xÐt sè mò lµ h÷u tØ vµ chóng ta kh«ng hiÓu ®­îc sè cã 

lòy thõa v« tØ, ch¼ng h¹n nh­ 22  mang ý nghÜa g×. Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ cïng 
nh×n l¹i mét c¸ch tæng qu¸t vÒ lòy thõa h÷u tØ vµ tõ ®ã t×m hiÓu ý nghÜa cña lòy thõa v« tØ. 

1. Lòy thõa víi sè mò h÷u tØ 

a) Lòy thõa víi sè mò nguyªn d­¬ng  

Gièng nh­ phÐp nh©n lµ c¸ch viÕt ng¾n gän cña d·y c¸c phÐp céng, lòy thõa còng chÝnh lµ 
c¸ch viÕt ng¾n gän cña d·y c¸c phÐp nh©n nh­ ®Þnh nghÜa bªn d­íi. 

§Þnh nghÜa 1. 

Víi mçi sè nguyªn d­¬ng n , lòy thõa bËc n  (cßn gäi lµ lòy thõa cña a  víi sè mò n ) lµ 

sè na  x¸c ®Þnh bëi 

 ...
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n
a a a a a      víi 1n  vµ 1a a  

trong ®ã a  ®­îc gäi lµ c¬ sè vµ n  lµ sè mò cña lòy thõa na . 

b) Lòy thõa víi sè mò 0 vµ sè mò nguyªn ©m 

§Þnh nghÜa 2. 

Víi 0a  , lòy thõa bËc 0 cña a lµ 0 1a  . Chó ý lµ kÝ hiÖu 0 ( 0)n n  kh«ng cã nghÜa. 

Víi 0a   vµ n  lµ sè nguyªn ©m, lòy thõa bËc n  cña a  lµ 
1n

na
a . 

c) C¸c tÝnh chÊt cña lòy thõa víi sè mò nguyªn 

§Þnh lÝ 1. 

Víi 0, 0a b   vµ víi c¸c sè nguyªn , 0m n  , ta cã c¸c ®¼ng thøc sau 
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§Þnh lÝ 2. 

Cho ,m n  lµ c¸c sè nguyªn, khi ®ã ta cã c¸c ®¸nh gi¸ sau 

1) Víi 1a  th× m na a m n   . 

2) Víi 0 1a   th× m na a m n   . 

Tõ ®ã, ta cã thÓ suy ra ba hÖ qu¶ sau (nh÷ng ®iÒu th­êng sö dông trong viÖc gi¶i ph­¬ng 
tr×nh hoÆc chøng minh bÊt ®¼ng thøc). 

HÖ qu¶. 

1) Víi 0 a b   vµ m  lµ sè nguyªn th× 0m ma b m    vµ 0m ma b m   . 

2) Víi mäi sè thùc a b  vµ n  lµ sè tù nhiªn lÎ th× n na b . 

3) Víi ,a b  lµ c¸c sè thùc d­¬ng vµ n  lµ sè nguyªn kh¸c 0 th× n na b a b   . 

VÝ dô 1. Kh«ng dïng m¸y tÝnh, h·y so s¸nh hai sè 100 10099 100  vµ 100101 . 

Lêi gi¶i. Ta cã 100 100 10099 100 2.100  , ta sÏ chøng minh r»ng 100 1002.100 101 . ThËt vËy 

Theo bÊt ®¼ng thøc Bernoulli th× 
100 100101 1 11 1 100. 2

100 100 100
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 hay 

100 1002.100 101 . Do ®ã 100 100 10099 100 101  . 

C¸c bÊt ®¼ng thøc d¹ng nµy kh¸ yÕu vµ th­êng ta sÏ dïng c¸c ®¸nh gi¸ trung gian ®­a vÒ 
cïng sè mò hoÆc cïng c¬ sè ®Ó tiÖn viÖc so s¸nh. 

VÝ dô 2. 

Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc tháa m·n 0a b c   . Chøng minh r»ng 
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Lêi gi¶i. Mét kÕt qu¶ quen thuéc lµ nÕu 0a b c    th× 3 3 3 3a b c abc   . 

Do ®ã, ta chØ cÇn chøng minh 
7 7 7 4 4 4( )

7 2
a b c abc a b c   

 . 

Thay ( )c a b   vµo biÓu thøc  nµy, ta ®­îc ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng sau 

7 7 7 4 4 4( ) ( )( ( ) )     (*)
7 2

a b a b ab a b a b a b      
  

Ta cã  

7 7 7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6

5 4 3 2 2 3 4 5 2 2 2

( ) 7 21 35 35 21 7
7 ( 3 5 5 3 ) 7 ( )( )

a b a b a b a b a b a b a b ab
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MÆt kh¸c 4 4 4 4 3 2 2 3 4 2 2 2( ) 2( 2 3 2 ) 2( )a b a b a a b a b ab b a ab b            

Tõ ®ã dÔ thÊy ®¼ng thøc (*) ®óng. Ta cã ®pcm. 

H1. Víi nh÷ng gi¸ trÞ nguyªn d­¬ng nµo cña n th× 1 2 3 ... 9 10n n n n n     ? 

d) C¨n bËc n  vµ sè mò h÷u tØ 

§Þnh nghÜa 3. 

Víi n  lµ sè nguyªn d­¬ng, c¨n bËc n  cña sè thùc a  lµ sè thùc b  sao cho nb a , khi ®ã 

ta kÝ hiÖu nb a . 

Ta thõa nhËn hai kh¼ng ®Þnh sau ®©y. 

- Khi n  lµ sè lÎ, mçi sè thùc a  chØ cã mét c¨n bËc n . 

- Khi n  lµ sè ch½n, mçi sè thùc d­¬ng a cã ®óng hai c¨n bËc n . 

NhËn xÐt 

1) C¨n bËc 1 cña a  lµ a . 

2) C¨n bËc n cña 0 lµ 0 víi mäi n  nguyªn d­¬ng. 

3) Sè ©m kh«ng cã c¨n bËc ch½n. 



4) Víi n lµ sè nguyªn d­¬ng lÎ, ta cã 0 0n a a    vµ 0 0n a a   . 
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C¸c tÝnh chÊt cña c¨n bËc n 

Víi hai sè kh«ng ©m ,a b , hai sè nguyªn d­¬ng ,m n  vµ hai sè nguyªn ,p q  tïy ý, ta cã 

1) n n nab a b  ;     2) 
na an
nb b

  

3)   ppn na a       4) m n mna a  

5) NÕu 
p q
n m
  th× ( 0)p qn ma a a   vµ nmnm a a . 

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng nÕu 4 8x   th× 4 4 4 4x x x x      kh«ng ®æi. 

Lêi gi¶i. Do 4 8x   nªn ta cã  

24 4 ( 4) 4 4 4 ( 4 2) 4 2 4 2x x x x x x x                . 

24 4 4 4 4 4 ( 4 2) 4 2 2 4x x x x x x x                . 

Suy ra 4 4 4 4 ( 4 2) (2 4) 4x x x x x x             kh«ng ®æi. 

H2. Rót gän biÓu thøc sau 3 311 2 9 3 11 2 9 3M     .  

§Þnh nghÜa 4. 

Cho a  lµ mét sè thùc d­¬ng vµ r  lµ mét sè h÷u tØ. Gi¶ sö 
mr
n

  víi m  lµ mét sè nguyªn 

cßn n  lµ mét sè nguyªn d­¬ng. Khi ®ã, lòy thõa cña a víi sè mò r  lµ sè ra  x¸c ®Þnh bëi 

 
m
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e) Lòy thõa víi sè mò thùc 



Tõ c¸c néi dung trªn, ta thÊy r»ng chØ cßn xÐt lòy thõa víi sè mò v« tØ lµ cã thÓ cã mét c¸i 
nh×n ®Çy ®ñ vÒ lòy thõa víi sè mò thùc. Ta sÏ cïng xem xÐt c¸ch x©y dùng sau ®©y. 

Ta biÕt r»ng sè 2 1,141213562...  nªn nÕu ta xÐt d·y sè h÷u tØ t¹o ra b»ng c¸ch thªm 

lÇn l­ît c¸c ch÷ sè thËp ph©n vµo sau dÊu phÈy th× sÏ ®­îc mét d·y tiÕn vÒ gi¸ trÞ thùc cña 
nã. D·y ®ã chÝnh lµ 

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,         ...  

Khi ®ã, ta thÊy r»ng d·y lòy thõa 22  t¹o ra theo c¸ch trªn chÝnh lµ 

2.000, 2.639, 2.657, 2.665,...       

Ta thõa nhËn kh«ng chøng minh nhËn xÐt r»ng lu«n tån t¹i mét d·y sè h÷u tØ 1 2 3, , ,..., nr r r r  

tháa m·n lim nn
r


  víi   lµ sè v« tØ cho tr­íc. Ng­êi ta còng chøng minh ®­îc r»ng 

d·y c¸c sè thùc 31 2, , ,..., nr rr ra a a a  cã giíi h¹n x¸c ®Þnh, kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chän 

d·y sè  nr  . Ta gäi giíi h¹n ®ã lµ lòy thõa cña a víi sè mò  , kÝ hiÖu lµ a , tøc lµ 

 lim nr

n
a a


  

Chó ý r»ng nÕu xÐt lòy thõa víi sè mò 0 vµ sè mò nguyªn ©m th× c¬ sè ph¶i kh¸c 0, trong 
tr­êng hîp sè mò kh«ng nguyªn th× c¬ sè ph¶i d­¬ng. 

Ng­êi ta còng chøng minh ®­îc r»ng lòy thõa víi sè mò thùc cã ®Çy ®ñ tÝnh chÊt nh­ lòy 
thõa víi sè mò h÷u tØ. 

 

 

 

 

Nh­ vËy, viÖc ®Þnh nghÜa cho lòy thõa sè mò thùc ®· ®­îc hoµn tÊt. 

Mét c©u hái thó vÞ ®Æt ra lµ: LiÖu cã tån t¹i hay kh«ng lòy thõa cña mét sè v« tØ d­¬ng víi 
sè mò còng lµ sè v« tØ d­¬ng nh­ng gi¸ trÞ cña nã l¹i lµ sè h÷u tØ? 

C©u tr¶ lêi cho vÊn ®Ò trªn lµ kh¼ng ®Þnh vµ theo mét c¸ch nµo ®ã, ta cã thÓ kiÓm tra b»ng 
m¸y tÝnh. Tuy nhiªn, viÖc chøng minh tÝnh v« tØ, h÷u tØ cña mét sè b»ng lËp luËn qu¶ lµ 
®iÒu kh«ng ®¬n gi¶n. Ta cã mét c¸ch chøng minh quen thuéc nh­ sau 
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XÐt sè   2
2a  , nÕu nh­ a  h÷u tØ th× kÕt luËn trªn ®óng do 2  lµ mét sè v« tØ.  

NÕu ng­îc l¹i, a  lµ sè v« tØ  th× ta còng cã       
2

2 2. 2 22 2 2 2 2a
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lµ sè h÷u tØ. §Õn ®©y th× viÖc chøng minh ®· hoµn tÊt. 

Trong lÞch sö ph¸t triÓn cña To¸n häc, ng­êi ta cßn nªu ra mét lo¹i sè n÷a cã tªn lµ “sè 
siªu viÖt”. §ã lµ nh÷ng sè kh«ng thÓ nghiÖm ®óng bÊt cø mét ph­¬ng tr×nh ®¹i sè nµo 

(ph­¬ng tr×nh ®¹i sè ë ®©y cã thÓ hiÓu lµ 1 2
1 2 1 0... 0n n

n na x a x a x a x a
      , v× 

mäi ph­¬ng tr×nh dï lµ h÷u tØ hay v« tØ th× sau c¸c phÐp biÕn ®æi thÝch hîp sÏ ®­a ®­îc vÒ 
d¹ng trªn). Qua nhiÒu n¨m nghiªn cøu, ng­êi ta ®· cã rÊt nhiÒu kÕt qu¶ vÒ sè sè siªu viÖt. 

-Nhµ to¸n häc Liu-u-vin chøng minh ®­îc sù tån t¹i vµ c¸ch x©y dùng c¸c sè siªu viÖt vµo 
n¨m 1844. 

-N¨m 1873, Ec-mit ®· chøng minh ®­îc sè e (c¬ sè cña logarit tù nhiªn, sÏ ®­îc giíi 
thiÖu trong c¸c bµi tiÕp theo) lµ sè siªu viÖt. 

-GÇn 10 n¨m sau ®ã, Liu-do-man ®· ph¸t triÓn ph­¬ng ph¸p cña Ec-mit vµ chøng minh 
®­îc   lµ sè siªu viÖt. 

-§Çu thÕ kØ XX, nhµ to¸n häc næi tiÕng Hin-be ng­êi §øc ®· nªu bµi to¸n sau t¹i §¹i héi 

To¸n häc thÕ giíi: “Nh÷ng sè cã d¹ng ba , trong ®ã a  lµ sè ®¹i sè d­¬ng kh¸c 1, b lµ sè 

v« tØ ®¹i sè - ch¼ng h¹n sè 
2

2  cã ph¶i lµ sè siªu viÖt kh«ng? ”. 

-§Õn n¨m 1929, nhµ to¸n häc trÎ tuæi Ghen-ph«ng ng­êi Nga ®· chøng minh ®­îc bµi 
to¸n trong tr­êng hîp ®Æc biÖt vµ nhê ®ã mµ 1 n¨m sau, Cu-do-min ®· chøng ®­îc nh÷ng 

sè cã d¹ng pa  víi a  lµ sè ®¹i sè, p lµ sè d­¬ng kh«ng chÝnh ph­¬ng, lµ sè siªu viÖt. 

-N¨m 1934, cïng víi nhµ to¸n häc Di-ghen, Ghen-ph«ng ®· hoµn tÊt chøng minh cho bµi 
to¸n thø 7 nãi trªn cña Hin-be. 

Trªn thùc tÕ, c¸c gi¸ trÞ logarit mµ chóng ta sÏ ®Ò cËp trong ch­¬ng nµy ®a sè ®Òu lµ c¸c 
sè siªu viÖt vµ chøng minh ®­îc ®iÒu nµy ®ßi hái ph¶i dïng ®Õn c¸c c«ng cô cao cÊp. 



BµI TËP 

Bµi 1.  

a) Rót gän biÓu thøc sau 

24 3 6 8 2 1 200 9999... ...
1 3 3 5 1 1 99 100

k kA
k k

    
     

     
. 

b) Chøng minh r»ng 3 3 3 3 3
1 2 42 1
9 9 9

     

c) Rót gän biÓu thøc sau  4 42 5 2 2 5 2 5 2 2 5B          

Bµi 2. 

a) Cho , ,x y z  lµ c¸c sè thùc tháa m·n 2 3 6x y z  . TÝnh M xy yz zx   .  

b) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
28

4

12 1 1
2

xN
x
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 t¹i  2 21 2 2

2
x   . 

Bµi 3.  

a) So s¸nh hai sè  1 2 3 10001 2 3 ... 1000     vµ 
22222 . 

b) Chøng minh r»ng víi mäi 6n   th× 
2... 222...222 222...2 n

n n

   sè 2

 sè 2  sè 2

 . 

Bµi 4. 

a) Chøng minh r»ng 4 449 20 6 49 20 6 2 3    . 

b) Cho 3 31 23 513 23 513 1
3 4 4

x
     
 
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. H·y tÝnh 3 2 1A x x   . 

Bµi 5. 

a) Dïng c¸c tÝnh chÊt cña lòy thõa ®Ó chøng minh r»ng nÕu sè thùc x tháa m·n ®¼ng thøc 



2010 2012( 3) ( 4) 1x x     th× 3x   hoÆc 4x  . 

b) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña cos( ) ,xA x  . 

Bµi 6. 

Chøng minh 
2 2 2

2 2 23 3 3, ,a a b b c c    ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c  nÕu biÕt , ,a b c  lµ 

®é dµi c¸c c¹nh cña tam gi¸c nhän.  

Hái kÕt luËn cña bµi to¸n cßn ®óng kh«ng nÕu , ,a b c  lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c 

bÊt k×? 

Bµi 7. 

T×m miÒn x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ cña c¸c hµm sè sau  

a) 
1

2 4 4( ) (9 10 )f x x x         b) 2 9
7( )

( 2)
g x

x x 
 

 

c) 10( ) (sin cos )h x x x   



KIÕN THøC Bæ SUNG 

Mét sè bµi to¸n liªn quan ®Õn gi¶i to¸n trªn m¸y tÝnh cÇm tay 

D¹ng 1. TÝnh tæng hoÆc tÝch cña c¸c biÓu thøc lòy thõa phøc t¹p. 

D¹ng to¸n nµy ®ßi hái ph¶i cã kÜ n¨ng thao t¸c trªn m¸y tÝnh vµ tÝnh to¸n cÈn thËn c¸c 
phÐp to¸n trung gian hoÆc c¸c biÕn ®æi (nÕu cã). 

VÝ dô 1. T×m sè n nguyªn d­¬ng nghiÖm gÇn ®óng nhÊt ph­¬ng tr×nh d­íi ®©y  

      1031 1 2 2 3 3 . . . 1,1162 10nn n      . 

Lêi gi¶i.  
Ta cã thuËt to¸n tÝnh tÝch nµy nh­ sau (dïng quy tr×nh bÊm phÝm liªn tôc do kh«ng thÓ rót 
gän tÝch nµy ®­îc).  

- G¸n : 1A  (coi nh­ biÕn sè cã thÓ thay ®æi gi¸ trÞ). 1 SHIFT STO A  

- G¸n : 2B   (coi nh­ tÝch nhËn ®­îc khi tÝnh ®Õn n A , ®©y lµ gi¸ trÞ ®Çu lóc 1A ). 

2 SHIFT STO B . 

- Khi : 1A A   th× tÝnh *( )AB B A A  . 

1 :

( )x

ALPHA A ALPHA ALPHA A ALPHA ALPHA B ALPHA

ALPHA B ALPHA A ALPHA A y ALPHA A

  

 
 

§Õn ®©y, ta bÊm phÝm   … liªn tôc ®Õn khi nhËn ®­îc gi¸ trÞ hiÖn trªn mµn h×nh cña 

B gÇn b»ng 101,1162 10  th× lÊy gi¸ trÞ cña A t­¬ng øng. Ta thu ®­îc kÕt qu¶ lµ 12n  . 

VÝ dô 2. Cho hµm sè 
3

2( )
6log 5

x

f x
x




. TÝnh gÇn ®óng gi¸ trÞ biÓu thøc sau 

       1 2 3 100S f f f f       . 

Lêi gi¶i. Ta thÊy c¸c gi¸ trÞ trong tæng cÇn tÝnh còng nh­ biÓu thøc cña hµm sè ®· cho 
kh«ng cã g× ®Æc biÖt, v× thÕ ta cÇn ph¶i tÝnh trùc tiÕp nã th«ng qua thuËt to¸n nh­ sau 

(1) G¸n cho c¸c biÕn : 1A   vµ : 1C  . 0 SHIFT STO A  vµ 0 SHIFT STO C . 

(A dïng lµm biÕn sè cã gi¸ trÞ thay ®æi, C dïng lµm tæng). 
(2) T¨ng A thªm mét ®¬n vÞ: : 1A A  . 

(3) TÝnh gi¸ trÞ cña A  b»ng biÕn B víi B A . 

(4) Céng vµo C gi¸ trÞ cña 
3

2( )
6 log 5

B

f B
B




. 



(5) Quay l¹i b­íc (2) vµ tiÕp tôc qu¸ tr×nh nµy ®Õn khi nµo A nhËn gi¸ trÞ 100 th× dõng l¹i 
vµ ®äc kÕt qu¶ nhËn ®­îc trªn mµn h×nh. ViÖc nµy thùc hiÖn b»ng quy tr×nh bÊm phÝm 
liªn tôc nh­ sau 

1 : ( )

: 2 ( ) :

( 6 log log 3 ) 5 )

y

ALPHA A ALPHA ALPHA A ALPHA ALPHA B ALPHA A

ALPHA ALPHA C ALPHA ALPHA C x ALPHA B

ALPHA B

  

 

  

 

(6) BÊm phÝm   liªn tôc ®Õn khi nµo A nhËn gi¸ trÞ 100 th× bÊm thªm    råi dõng l¹i 

(tøc lµ ta ®· tÝnh  
100

3

2
6log 100 5

 råi céng thªm vµo biÕn C), m¸y hiÖn 49,94219105 .  

VËy 49,94219105S  (lÊy kÕt qu¶ víi c¸c ch÷ sè trªn mµn h×nh). 

 
D¹ng 2. T×m c¸c ch÷ sè tËn cïng cña mét sè. 

C«ng cô th­êng dïng ®Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n nµy chÝnh lµ dïng modun ®Ó gi¶m dÇn 
c¸c bËc cña lòy thõa, kÕt hîp víi sù trî gióp cña m¸y tÝnh víi sè t­¬ng ®èi nhá. 

VÝ dô 1. T×m n¨m ch÷ sè tËn cïng cña mét sè 
20103  khi viÕt trong hÖ thËp ph©n. 

Lêi gi¶i.  

Ta sÏ gi¶i bµi nµy b»ng c¸ch dïng ®ång d­ theo modun 10000 vµ dïng m¸y tÝnh ®Ó tÝnh 
c¸c sè cã gi¸ trÞ t­¬ng ®èi lín. Ta cã 

25 10 153 3 .3 59049.14348907 59049.48907 9443(mod100000)    . 

Tõ ®ã, ta tÝnh ®­îc  

50 25 2 2

100 50 2 2

200 100 2 2

400 200 2 2

800 400 2 2

1600

3 (3 ) 9443 70249  (mod100000)
3 (3 ) 70249 22001  (mod100000)
3 (3 ) 22001 44001  (mod100000)
3 (3 ) 44001 88001  (mod100000)
3 (3 ) 88001 76001  (mod100000)

3 (3

   

   

   

   

   

  800 2 2

2000 1600 400

2010 2000 10

) 76001 52001  (mod100000)
3 3 .3 52001.88001 40001  (mod100000)
3 3 .3 40001.59049 19049  (mod100000)

 

   

   

 

VËy n¨m ch÷ sè tËn cïng cÇn t×m lµ 19049. 



VÝ dô 4. T×m hai ch÷ sè cuèi cïng cña sè 2009 2010 20112 2 2A    . 
Lêi gi¶i. Ta sÏ dïng ®ång d­ modun 100 ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n nµy. Ta cã 

 

10 20 10 20 10

198
2000 10 20 10 10 10

0

2 1 1025 25 2 2 0(mod100) 2 2 0(mod100),

2 2 ( 1) . 2 2 0(mod100)

n n

i i i

i

n 

 



         

       

 
 

Suy ra 2000 102 2 24 76(mod100)     . Do ®ã 
2009 2010 2011 2000 9 10 112 2 2 2 (2 2 2 ) 76(512 1024 2048)

76(12 24 48) 84(mod100)
A         
   

  

VËy hai ch÷ sè tËn cïng cña A lµ 84. 
D¹ng 3. TÝnh to¸n víi ®é chÝnh x¸c cao cña c¸c sè. 

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ t×m hiÓu c¸ch tÝnh chÝnh x¸c mét gi¸ trÞ cùc lín hoÆc cùc nhá 
cña c¸c sè viÕt trong hÖ thËp ph©n. 

VÝ dô 5. T×m tÊt c¶ c¸c ch÷ sè cña sè 403 . 

Lêi gi¶i. 

BÊm trùc tiÕp trªn m¸y tÝnh, ta thÊy kÕt qu¶ thu ®­îc lµ 191,215766546.10  vµ ®©y chØ lµ 

mét gi¸ trÞ gÇn ®óng. Tuy nhiªn, ta cã thÓ kiÓm tra ®­îc lµ 203 3486784401 . 

Nh­ thÕ, ta sÏ ®Æt 20 40 20 2 2 23 3 (3 ) 2a b a ab b       . Ta muèn chän c¸c sè ,a b  

sao cho cã thÓ t×m ®­îc tÊt c¶ c¸c ch÷ sè cña 2 2, 2 ,a ab b . 

Chän 534867.10 , 84401a b  . Ta cã  

2 5 2 10 2 5(34867.10 ) 1215707689.10 , 7123528801;  2 5885619334.10a b ab    . Do ®ã 

40 2 2 10 5

15 10 10

15 10

15 10

3 2 1215707689.10 5885619334.10 7123528801
12157.10 7689.10 58856.10 1933400000 7123528801
12157.10 (7689 58856).10 (1933400000 7123528801)
12157.10 66545.10 9056928801
1215

a ab b     

    

    

  

 15 15 15

15

7.10 0,66545.10 0,000009056928801.10
12157,665459056928801.10
12157665459056928801

 




 

VËy ta ®· t×m ®­îc tÊt c¶ c¸c ch÷ sè cña 403  chØ b»ng m¸y tÝnh cÇm tay. 



VÝ dô 6. T×m ch÷ sè thËp ph©n thø 15 cña 12 . 

Lêi gi¶i. 

Ta thÊy r»ng kh«ng thÓ tÝnh trùc tiÕp ch÷ sè nµy v× khi bÊm m¸y, ta chØ thu ®­îc kÕt qu¶ 
chÝnh x¸c kh«ng qu¸ 10 ch÷ sè thËp ph©n vµ c«ng viÖc nµy cã vÎ rÊt khã kh¨n. Ta sÏ tÝnh 
gi¸n tiÕp b»ng c¸ch gi¶i ph­¬ng tr×nh bËc hai nh­ d­íi ®©y. 

TÝnh 12  b»ng m¸y tÝnh 12  , ta cã 3,464101615. 

BÊm tiÕp 3.46Ans  , m¸y hiÖn 34,10161514.10 , ®iÒu nµy cã nghÜa lµ ch÷ sè thø 9 

trong kÕt qu¶ trªn lµ ®óng mµ kh«ng cã phÐp lµm trßn nµo ®· ®­îc thùc hiÖn. 

§Æt 12 3.464101615 x   (*), ta tÝnh x b»ng c¸ch biÕn ®æi biÓu thøc 

 
2 2 2

2 2

(*) 12 ( 3,464101615) 2.3,464101615. 3,464101615 12 0

6,92820323 3,464101615 12 0

x x x

x x

       

    
 

Ta sÏ tÝnh 23,464101615 12  trªn m¸y vµ ghi ra giÊy. Ta cã 

 

 

5

22 5 2 10 5 2

10 5

15 10 10

15 10

3464101615=34641.10 1615

3464101615 34641.10 1615 34641 .10 2.34641.1615.10 1615

1199998881.10 111890430.10 2608225
11999.10 98881.10 1118.10 9043000000 2608225
11999.10 99999.10



     

  

    

  
2

9045608225
11999999999045608225 3,464101615 11,999999999045608225  

 

Suy ra 23,464101615 12   

 1111,999999999045608225 12 0,000000000954391773 9,54391773.10      

Do ®ã 2 11(*) 6,92820323 9,54391773.10 0x x     . 

Ta sÏ tiÕp tôc gi¶i ph­¬ng tr×nh nµy b»ng chøc n¨ng SOLVE cña m¸y. 
2 6,92820323 9,54391773 10 11yALPHA X x ALPHA X x SHIFT SOLVE   

M¸y hái  X = ?, nhËp vµo 1110X   vµ gi¶i 10 11yx SHIFT SOLVE   

M¸y hiÖn kÕt qu¶ lµ 111,377545868.10 .  BÊm tiÕp 1.377 10 11yAns x    

M¸y hiÖn 5,4586769  ®Ó t×m thªm gi¸ trÞ chÝnh x¸c h¬n. Tõ ®ã suy ra  

12 3,46410161513775458676  

VËy ch÷ sè cÇn t×m lµ 4. 



Bµi tËp rÌn luyÖn. 

Bµi 1. Cho 
8...88 , 1,2,3,...nB n 

n ch÷ sè 8

Hái hai ch÷ sè tËn cïng cña sè 2011B  lµ bao nhiªu?  

Bµi 2. Cho hµm sè 
2

3
( )

2
x xg x
x





. TÝnh gi¸ trÞ cña  

2 2 2 2(tan 1) (tan 2) (tan 3) ... (tan 100)S g g g g      

Bµi 3. T×m ch÷ sè thËp ph©n thø 16 cña 3 2 . 

Bµi 4. Mét trong c¸c lo¹i sè nguyªn tè næi tiÕng ®­îc biÕt ®Õn lµ sè nguyªn tè Fermat do 
chÝnh nhµ To¸n häc nµy ®Ò xuÊt. Dùa trªn quan s¸t c¸c sè h¹ng ®Çu, «ng dù ®o¸n r»ng víi 

mäi sè nguyªn d­¬ng n  th× 22 1
n

nA    lµ sè nguyªn tè. Tuy nhiªn, Euler ®· b¸c bá 

kh¼ng ®Þnh nµy b»ng c¸ch chøng minh 5A  lµ hîp sè v× nã chia hÕt cho 641.  

C¸c b¹n h·y thö x¸c ®Þnh thö xem sè 
242

24 2 1A    cã bèn ch÷ sè tËn cïng lµ g×? 



§2. LOGARIT. 

Víi bµi to¸n:  T×m x sao cho sè tù nhiªn cã d¹ng 2x  lµ lín nhÊt kh«ng v­ît qu¸ 100. 

Chóng ta còng ®· quen víi c¸ch gi¶i lµ: Do lòy thõa lín nhÊt cña 2 kh«ng v­ît qu¸ 100 

lµ 64 nªn ta cÇn t×m sè x  sao cho 2 64x  . Thö trùc tiÕp, ta thÊy x  b»ng 6. 

Dï b­íc cuèi cïng h¬i thiÕu tù nhiªn vµ râ rµng ®èi víi nhiÒu häc sinh thÝch t×m tßi th× 
c¸ch gi¶i ®ã khã chÊp nhËn ®­îc, tuy nhiªn mäi cè g¾ng c¶i thiÖn ®Òu gÆp ph¶i bÕ t¾c. 
Chóng ta râ rµng ®ang thiÕu mét c«ng cô nµo ®ã hç trî ®Ó t×m ra trùc tiÕp sè x  ®· nªu. 

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ t×m hiÓu mét kh¸i niÖm míi, cã thÓ hiÓu lµ mét phÐp to¸n 
míi bªn c¹nh phÐp lòy thõa ®· ®­îc giíi thiÖu vµ còng nhê nã mµ ta gi¶i quyÕt ®­îc mét 
sè l­îng rÊt lín c¸c vÊn ®Ò c¶ lý thuyÕt vµ c¶ thùc tÕ. PhÐp to¸n ®ã chÝnh lµ logarit. 

********************** 

1. §Þnh nghÜa. 

§Þnh nghÜa 1. 

Cho a lµ sè d­¬ng kh¸c 1 vµ b  lµ mét sè d­¬ng. Sè thùc   tháa m·n a b   ®­îc gäi lµ 
logarit c¬ sè a  cña b  vµ kÝ hiÖu lµ loga b , tøc lµ 

 logb a a b     

Chó ý 

1) Kh«ng cã logarit cña sè 0 vµ sè ©m v× a  lu«n d­¬ng víi mäi   vµ 0a . 

2) C¬ sè cña logarit ph¶i d­¬ng vµ kh¸c 1. 

3) Mét sè tÝnh chÊt cÇn chó ý 

 log

log 1 0, log 1

log , , , , 0

                           

             a

a a
bb

a

a

a b b a b b b

 

       
 

Râ rµng phÐp n©ng lªn lòy thõa vµ lòy lÊy logarit lµ hai phÐp to¸n ng­îc nhau. 

2.TÝnh chÊt vµ c¸c biÕn ®æi 

a) So s¸nh hai logarit cïng c¬ sè 



§Þnh lÝ 1 

Cho sè d­¬ng 1a   vµ c¸c sè d­¬ng ,b c . Khi ®ã  

1) NÕu 1a  th× log loga ab c b c   . 

2) NÕu 0 1a   th× log loga ab c b c   . 

HÖ qu¶  

Cho sè d­¬ng 1a   vµ c¸c sè d­¬ng ,b c . Khi ®ã 

1) Khi 1a  th× log 0 1a b b   . 

2) Khi 0 1a   th× log 0 1a b b   . 

3) log loga ab c b c    

b) C¸c quy t¾c tÝnh logarit 

§Þnh lÝ 2 

Cho sè d­¬ng 1a   vµ c¸c sè d­¬ng ,b c . Khi ®ã 

1) log ( ) log loga a abc b c   

2) log log loga a a
b b c
c

     
 

3) log loga ab b   

C¸c tÝnh chÊt 1) vµ 2) cña logarit ®­îc øng dông rÊt nhiÒu trong viÖc ®­a c¸c bµi to¸n cã 
sè mò vÒ bµi to¸n d¹ng tuyÕn tÝnh th«ng th­êng. Ta sÏ xÐt øng dông nµy trong c¸c néi 
dung kÕ tiÕp. TÝnh chÊt 3) cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng 

  1 2 3 1 2 3log ... log log log ... loga n a a a a nb b b b b b b b      

HÖ qu¶ 

Cho sè d­¬ng 1a  , sè d­¬ng b  vµ sè nguyªn d­¬ng n , khi ®ã 

1log loga a b
b
  vµ 

1log logn
a ab b

n
  



c) §æi c¬ sè cña logarit 

§Þnh lÝ 3 

Víi ,a b  lµ hai sè d­¬ng kh¸c 1 vµ c  lµ sè d­¬ng, ta cã 

loglog
log

a
c

a

bb
c

   vµ  log .log loga b ab c c  

HÖ qu¶ 1 

Víi ,a b  lµ hai sè d­¬ng kh¸c 1, ta cã 

1log
loga

b

b
a

   vµ  log .log 1a bb a   

HÖ qu¶ 2 

Víi a  lµ sè d­¬ng kh¸c 1, c  lµ sè d­¬ng vµ 0  , ta cã 

1log logaa
c c 


 

VÝ dô 1.  

a) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
32log 31

16
 
 
 

. 

b) Chøng minh r»ng 
log 1 log
log

a
a

ab

n b
n
   víi , ,a b n  lµ c¸c sè d­¬ng vµ , 1a ab  . 

c) Chøng minh r»ng 
log log loglog log log log log log

log
a b c

a b b c c a
abc

n n nn n n n n n
n

    trong 

®ã , , ,a b c n  lµ c¸c sè d­¬ng vµ , , , 1a b c abc  . 

Lêi gi¶i.  

a) Ta cã  
432
5252 2

log 3 4 4log 3log 3 log 34 5 5
5

1 12 2 2 3
16 81

 
       

 
. 

b) Ta cã 
log log log. log log log 1 log
log log log

a
a a a a

ab

n n ab ab a b b
n a n
      . 

c) BiÕn ®æi t­¬ng tù trªn 



3
2

log log log log log loglog log log log log log
log log log log log log

log log loglog log log log (log )(log ) .
log log log log log log log log

a b b c c a

a b c

abc

n n n n n nn n n n n n
a b b c c a

n n na b c abc nn
a b c a b c n n

     

 
  

 

Ta cã ®pcm. 

VÝ dô 2. Cho , ,x y z  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n 1xyz  . TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc sau 

log log log log log logz x y x y z
y z x

x y zA z x y
y z x

  
         

 

Lêi gi¶i. 

Víi a  lµ mét sè thùc d­¬ng kh¸c 1 nµo ®ã, ta cã  

log ( ) 0 log log log 0a a a axyz x y z     . 

§Æt log , log , log 0a a am x n y p z m n p       . 

Dùa theo tÝnh chÊt cña logarit, ta cã thÓ viÕt biÓu thøc A l¹i lµ 

m n n p p m p m nA
p m n m n n p p m

    
          

. 

Ta cã 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )m n n p p m mn m n np n p pm p m m n n p p m
p m n mnp mnp
          

      

3 3 3

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( 3 )
( )( )( )

( ) ( ) ( ) 3
( )( )( ) ( )( )( )

p m n p n p p m m m n p m n m n n p
m n n p p m m n n p p m

mn m n np n p pm p m m n p mnp
m n n p p m

mn p np m pm n mnp
m n n p p m m n n p p m

       
   

     

        


  
     

 
     

 

Do ®ã 9m n n p p m p m nA
p m n m n n p p m

    
           

 



H1. Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng lín h¬n 1. Chøng minh r»ng 

1 log log log 2ab bc cac a b     

3. Mét sè logarit quan träng 

a) Logarit thËp ph©n 

Trong tÝnh to¸n th«ng th­êng, ta th­êng dïng hÖ ®Õm c¬ sè 10 vµ chÝnh v× thÕ mµ phÐp 
to¸n logarit c¬ sè, hay cßn gäi lµ logarit thËp ph©n chiÕm mét vÞ trÝ rÊt quan träng. 

§Þnh nghÜa 2 

Logarit c¬ sè 10 cña mét sè thùc d­¬ng x  ®­îc gäi lµ logarit thËp ph©n cña x  vµ kÝ hiÖu 
lµ log x  hoÆc lg x . 

VÝ dô 3. BiÕt r»ng sè ch÷ sè cña mét sè nguyªn d­¬ng N viÕt trong hÖ thËp ph©n ®­îc 

tÝnh theo c«ng thøc  log 1N  . H·y so s¸nh hai sè sau 9920  vµ 501001 . 

Lêi gi¶i. Theo c«ng thøc trªn th× sè ch÷ sè cña 9920  lµ 

 99 100log 20 1 log 20 1 100.(log 2 1) 1 100.(log 10 1) 1 151                   . 

Sè ch÷ sè cña 501001  lµ  50log1001 1 50.log1000 1 151       . 

Tõ ®ã suy ra 9920  cã Ýt ch÷ sè h¬n 501001  nªn 999 5020 1001 . 

H2. H·y dù ®o¸n vµ chøng minh c«ng thøc tÝnh sè ch÷ sè cña mét sè N viÕt trong hÖ nhÞ 
ph©n, b¸t ph©n. 

b) Logarit tù nhiªn 

Chóng ta ®· ®­îc giíi thiÖu trong ch­¬ng tr×nh líp 11 gi¸ trÞ cña sè e  lµ giíi h¹n cña biÓu 

thøc 
11

x

x
     

 khi x  dÇn tíi v« cùc vµ nã xÊp xØ b»ng 2,718281828...C¸c logarit cã c¬ sè 

lµ e  l¹i xuÊt hiÖn rÊt th­êng xuyªn vµ tù nhiªn trong nhiÒu lÜnh vùc cña ®êi sèng.  

§Þnh nghÜa 3 

Logarit c¬ sè e  cña mét sè d­¬ng   ®­îc gäi lµ logarit tù nhiªn (hay logarit Nª-pe) cña 
sè  vµ kÝ hiÖu lµ ln . 



H3. Mét ng­êi göi tiÒn cã gi¸ trÞ K (VN§ ®ång) vµo ng©n hµng vµ l·i suÊt hµng th¸ng lµ 
m% ®­îc tÝnh dùa trªn tæng tiÒn vèn vµ l·i cña th¸ng tr­íc. Hái sau bao l©u th× ng­êi nµy 
nhËn ®­îc tæng tiÒn vèn vµ l·i gÊp ba lÇn tiÒn vèn ban ®Çu? 

c)Logarit nhÞ ph©n 

Mét logarit kh¸c còng ®­îc dïng trong mét sè lÜnh vùc cña ®êi sèng lµ logarit nhÞ ph©n 
víi c¬ sè 2. Trong Tin häc, hÖ nhÞ ph©n ®­îc dïng xuyªn suèt trong tÊt c¶ c¸c néi dung lÝ 
thuyÕt vµ øng dông. Nh÷ng bµi to¸n cã ®é phøc t¹p ®¸nh gi¸ theo mét ®¹i l­îng gäi lµ 
big O  th­êng cã gi¸ trÞ lµ 2log n . Mét sè bµi to¸n vËt lÝ vÒ chu k× b¸n r· còng cã xuÊt 

hiÖn logarit d¹ng nµy. Trong mét sè tµi liÖu n­íc ngoµi, ®«i khi ng­êi ta kÝ hiÖu log n  ®Ó 

chØ logarit nhÞ ph©n t­¬ng tù nh­ logarit thËp ph©n trong c¸c tµi liÖu th«ng dông ë ViÖt 
Nam. Do ®ã, ®Ó tr¸nh nhÇm lÉn, ta vÉn dïng 2log n  ®Ó chØ logarit c¬ sè 2 cña sè d­¬ng n . 

VÝ dô 4. Trong Tin häc, ®é hiÖu qu¶ cña mét thuËt to¸n tØ lÖ víi thêi gian thùc thi ch­¬ng 

tr×nh t­¬ng øng vµ ®­îc tÝnh theo c«ng thøc ( )
( )
nE n

P n
  víi n lµ sè l­îng d÷ liÖu ®­a 

vµo vµ ( )P n  lµ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n øng víi gi¸ trÞ n. BiÕt r»ng mét thuËt to¸n cã ®é 

phøc t¹p lµ 2( ) logP n n  vµ khi 300n   th× ®Ó ch¹y nã, m¸y tÝnh mÊt 0,02 gi©y. Hái khi 

90000n   th× ph¶i mÊt bao l©u ®Ó thùc thi ch­¬ng tr×nh t­¬ng øng? 

Lêi gi¶i.   

-Víi 300n   th× ®é hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n lµ 
2

300(300)
log 300

E  . 

-Víi 90000n   th× ®é hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n lµ  

2

2
2 2 2

90000 300 300 300(90000) . 150. (300)
log 90000 log 300 2 log 300

E E     

Do tèc ®é ch¹y ch­¬ng tr×nh tØ lÖ víi ®é hiÖu qu¶ cña thuËt to¸n nªn khi 90000n   th× 
ch­¬ng tr×nh cÇn 150.0,02 3  gi©y. 



BµI TËP 

Bµi 1. 

a) Chøng minh r»ng 8 9 10 2log 9 log 10 log 11 2log 3   . 

b) Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc sau 
1 , 2,3,4,...

log 2010n
n

u n   

§Æt 11 12 13 14 63 64 65 66 67,a u u u u b u u u u u         . TÝnh M b a  . 

Bµi 2. 

a) Cho , , ,x y z a  lµ c¸c sè thùc d­¬ng ®«i mét kh¸c nhau vµ kh¸c 1 tháa m·n 

log 1 log .log ,log 1 log .loga a a a a ax x z y y x     

TÝnh gi¸ trÞ biÓu thøc sau log .log .log .log .log .loga a a x y z
x y z

A a a z a a a . 

b) Cho , ,x y z  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n d·y ®¼ng thøc sau 

( ) ( ) ( )
log log log

x y z x y z x y z x y z
x y z

     
   

Chøng minh r»ng . . .y x z y x zx y y z z x  . 

Bµi 3. 

a) Cho c¸c sè thùc , ,a b c  tháa m·n 1 a b c   . Chøng minh r»ng 

log (log ) log (log ) log (log ) 0a a b b c cb c a    

b) Cho c¸c sè thùc , ,a b c  tháa m·n 3 7 11log 7 log 11 log 2527, 49, 11a b c   . TÝnh  

2 2 2
3 7 11(log 7) (log 11) (log 25)a b c   

Bµi 4. 

Víi mäi sè tù nhiªn n, h·y chøng minh r»ng 2 2log log ... 2n   
n dÊu c¨n 

. 

H·y x©y dùng vµ chøng minh c¸c ®¼ng thøc t­¬ng tù. 



Bµi 5. 

Chøng minh hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã Ýt nhÊt 6 nghiÖm ph©n biÖt 

2 3 5 10
2 3 5 30

1

x y z

x y z

xyz

     

 

Bµi 6. 

a) Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®óng víi mäi sè thùc d­¬ng x 

 2 3log (1 2 ) log (3 2 )
x

x x    

b) Cho a b . Chøng minh r»ng 
1 12 2
2 2

b a
a b

a b
        
   

. 

Bµi 7.  

Ng­êi ta ®Þnh nghÜa r»ng: “Sè siªu viÖt lµ sè thùc kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña bÊt k× ph­¬ng 

tr×nh ®¹i sè nµo”. Ng­êi ta còng ®· chøng minh ®­îc  c¸c sè 2, , 2 ,...e  lµ c¸c sè siªu 

viÖt. C¸c gi¸ trÞ cña logarit hÇu hÕt lµ c¸c sè siªu viÖt nh­ng ®Ó chøng minh ®­îc ®iÒu nµy 
thùc sù rÊt khã vµ nã n»m ngoµi ch­¬ng tr×nh THPT. Tuy nhiªn, ta còng cã thÓ chøng 
minh mét sè vÊn ®Ò ®¬n gi¶n h¬n. 

BiÕt r»ng  “logarit thËp ph©n cña mét sè nguyªn d­¬ng hoÆc lµ sè h÷u tØ hoÆc lµ sè siªu 
viÖt”, h·y chøng minh r»ng 2log 5  lµ sè siªu viÖt. 



KIÕN THøC Bæ SUNG 

Sè mét kiÕn thøc vÒ c¬ sè cña logarit tù nhiªn - sè e 
 

Nh­ trong phÇn lý thuyÕt ë trªn, ta cã nªu ra ®Þnh nghÜa r»ng 
1lim 1

n

n
e

n

   
 

. Tuy nhiªn 

trªn thùc tÕ, cßn mét d¹ng biÓu diÔn n÷a cña gi¸ trÞ nµy còng cã tÇm quan träng kh«ng 

kÐm lµ 
0

1lim
!

n

n i
e

i


  . Ta sÏ hiÓu râ h¬n vÒ d¹ng nµy cña sè e qua bµi to¸n d­íi ®©y. 

Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi 
1 1 11 ... , 1
1! 2! !nu n

n
      . 

Chøng minh r»ng tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n cña  nu  vµ giíi h¹n ®ã lµ sè v« tØ. 

Chøng minh. Ta thÊy r»ng víi mäi 3k   th× 1! 1.2.3... 2.2...2 2kk k     nªn 

1 2 1

111 1 1 1 1 1 1 121 ... 1 ... 1 1 31 11! 2! ! 1! 2 2 2 1 1
2 2

n

n nu
n 


               

 
 

Râ rµng d·y sè nµy t¨ng thùc sù vµ l¹i bÞ chÆn trªn nªn cã giíi h¹n.  

§Æt lim nu a . Ta sÏ chøng minh r»ng a  lµ sè v« tØ.  

Gi¶ sö ng­îc l¹i a  lµ sè h÷u tØ vµ tån t¹i hai sè nguyªn d­¬ng tháa ; ,pa p q
q

   vµ 

( , ) 1p q  . Khi ®ã 
1 1

1 1 2 1 2

1 1 1 ( 1)! ( 1)!( 1)! ( 1)! lim ( 1)! lim lim
! ! ! ! !

q qn n n

n n nk k k q k k q

q qq a q q
k k k k k

 

  
      

             
   
    

V× 
1

1

( 1)!( 1)! ,
!

q

k

qq a
k






   lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng nªn ta còng cã 

2

( 1)!lim
!

n

n k q

q
k




 


  . 

Tuy nhiªn, ta còng cã 

2

1 1

1

( 1)! 1 1 1...
! 2 ( 2)( 3) ( 2)( 3)...( 1)

11
1 1 1( 2). 11( 2) 2 11

2

n

k q

n q n q

i
i

q
k q q q q q n n

q
q q q

q

 

   




   

     


   

  





 



§iÒu m©u thuÉn nµy cho thÊy ®iÒu gi¶ sö ban ®Çu lµ sai. VËy a  lµ sè v« tØ. 

Mét bµi to¸n t­¬ng tù lµ 

Chøng minh r»ng 
 ! 1n e

n


 lµ sè tù nhiªn víi mäi sè tù nhiªn 0n  . 

Lêi gi¶i.  

Ta cã 
1

1 1 1 11 ...
1! 2! ! !i n

e
n i



 

        nªn 
1

1 1 1 !! ! 1 ... 1
1! 2! ( 1)! !i n

nn e n
n i



 

 
        

  

§Æt 
1

0

1 1 1 ( 1)!! 1 ... . ,
1! 2! ( 1)! !

n

i

nn n nA A
n i





  
        

   vµ  

Ta sÏ chøng minh r»ng 
1

! 1 1 1 ... 1
! 1 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)i n

n
i n n n n n n



 

    
      . 

ThËt vËy 2 3
1 1 1 1,

( 1)( 2) ( 1) ( 1)( 2)( 3) ( 1)n n n n n n n
 

      
 ,… 

X©y dùng c¸c bÊt ®¼ng thøc t­¬ng tù, ta cã 

1 0

! 1 1 1 1 1... 1 1
! 1 ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) ( 1) 1i

i n i

n
i n n n n n n n n

 

  

       
          

Do ®ã  ! 1n e nA   nªn 
 ! 1n e

A
n


  . Ta cã ®pcm. 

 

Ta ®· chøng minh ®­îc bµi to¸n nªu ra ë trªn b»ng lËp luËn t­¬ng ®èi ®¬n gi¶n nh­ng 
muèn chøng minh giíi h¹n ®ã còng chÝnh lµ e nªu ë trªn th× thùc sù kh«ng dÔ.  

C«ng thøc nµy thùc ra xuÊt ph¸t tõ mét ®Þnh lÝ næi tiÕng kh¸c gäi lµ khai triÓn Taylor mµ ë 

d¹ng tæng qu¸t cña nã chÝnh lµ 
2 3

1 ...
1! 2! 3!

x x x xe       

Tuy còng cïng xÐt giíi h¹n trªn tËp hîp sè tù nhiªn nh­ng c«ng thøc nµy tÝnh chÝnh x¸c 
sè e  h¬n vµ chØ cÇn 6n   lµ ta cã gi¸ trÞ chÝnh x¸c ®Õn 3 ch÷ sè thËp ph©n cña sè e , ®iÒu 

mµ biÓu thøc 
1lim 1

n

n
e

n

   
 

 ph¶i cÇn 5000n   míi ®¹t ®­îc. 

Trong lÜnh vùc Tæ hîp, bµi to¸n vÒ sè ho¸n vÞ kh«ng cã ®iÓm bÊt ®éng còng kh¸ næi tiÕng 



vµ nã cã liªn quan ®Õn sè e nµy. 

NÕu gäi n lµ sè phÇn tö cña mét tËp hîp vµ ( )S n  lµ sè c¸ch ®æi chç c¸c phÇn tö nµy sao 
cho kh«ng cã phÇn tö nµo n»m ë vÞ trÝ cò th× ta chøng minh ®­îc  

( ) ( ( 1) ( 2)), 1,2,3,...S n n S n S n n      

Khi ®ã, ta còng cã 
1 1 1 ( 1)( ) ! 1 ...
1! 2! 3! !

n

S n n
n

 
      

 
 

Ng­êi ta còng chøng minh ®­îc r»ng giíi h¹n cña tæng nãi trªn khi n tiÕn tíi v« cùc 

0

( 1) 1 1 1 ( 1)1 ...
! 1! 2! 3! !

k nn

k k n

 
       ®óng b»ng 1e . 

D­íi ®©y lµ mét bµi to¸n nªu lªn sù so s¸nh vÒ tÝnh to¸n gi¸ trÞ cña sè e víi hai biÓu thøc 
giíi h¹n võa nªu. 

Víi viÖc tÝnh to¸n trªn m¸y tÝnh th× thêi gian thùc hiÖn c¸c phÐp nh©n vµ chia lín gÊp ®«i 
thêi gian thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh céng vµ trõ. V× thÕ, mét tiªu chÝ ®Ó ®¸nh gi¸ tÝnh hiÖu 
qu¶ cña mét c«ng thøc (hay thuËt to¸n) lµ ë chç cho phÐp sö dông Ýt nhÊt cã thÓ c¸c phÐp 
tÝnh nh©n vµ chia. Víi sè e, ng­êi ta cã thÓ tÝnh xÊp xØ nã theo c¸c c«ng thøc sau ®©y 

1lim 1
n

n
e

n

   
 

 vµ 
0

1lim
!

n

n k
e

k


   

Theo b¹n, ®Ó tÝnh ®­îc gi¸ trÞ cña biÓu thøc  
100511

1005
A    

 
 th× cÇn tíi bao nhiªu 

phÐp nh©n vµ chia vµ khi Êy kÕt qu¶ thu ®­îc sè e chÝnh x¸c tíi bao nhiªu ch÷ sè thËp 
ph©n sau dÊu phÈy? 

C©u hái t­¬ng tù víi biÓu thøc 
6

0

1
!n

B
n

 . 

(§Ò thi Gi¶i to¸n trªn m¸y tÝnh cÇm tay cÊp khu vùc n¨m 2009) 
 

 

 

 

 



§3. HµM Sè Mò, HµM Sè LòY ThõA Vµ HµM Sè LOGARIT. 

***************** 

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ ph©n tÝch vµ xem xÐt c¸c phÐp tÝnh lòy thõa, logarit ë d¹ng 
tæng qu¸t. Th«ng qua ®ã, chóng ta sÏ t×m mèi quan hÖ s©u s¾c gi÷a ba d¹ng hµm sè lµ 
hµm mò, hµm lòy thõa vµ hµm logarit. ViÖc kh¶o s¸t tÝnh biÕn thiªn cña c¸c hµm nµy lµ 
c¬ së quan träng ®Ó gi¶i nhiÒu d¹ng To¸n quan träng. 

1. Hµm sè lòy thõa  

a) TÝnh chÊt 

Hµm sè lòy thõa lµ c¸c hµm sè cã d¹ng y x  trong ®ã   lµ mét h»ng sè tïy ý. 

Ta cã mét sè tÝnh chÊt sau cña hµm sè lòy thõa 

-Hµm sè ny x  víi n nguyªn d­¬ng x¸c ®Þnh víi mäi x  . 

-Hµm sè ny x  víi n nguyªn ©m hoÆc 0n  , x¸c ®Þnh víi mäi 0x  . 

-Hµm sè y x  víi   kh«ng nguyªn cã tËp x¸c ®Þnh lµ tËp tÊt c¶ c¸c sè thùc d­¬ng. 

Ng­êi ta ®· chøng minh ®­îc r»ng hµm sè lòy thõa liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña chóng. 

Chó ý r»ng ®¼ng thøc 
1

n nx x  chØ x¶y ra khi 0x . Do ®ã, hµm sè 
1
ny x  kh«ng ®ång 

nhÊt víi hµm sè ny x  víi *n . ViÖc xem xÐt hai hµm sè nµy nh­ nhau lµ mét sai 

lÇm th­êng gÆp cña c¸c b¹n häc sinh khi gi¶i c¸c bµi to¸n liªn quan ®Õn hµm sè lòy thõa. 

b) §¹o hµm cña hµm sè lòy thõa 

§Þnh lÝ 1. 

1) Hµm sè lòy thõa y x  víi    cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm 0x  vµ 

  1x x     

2) NÕu hµm sè ( )u u x   nhËn gi¸ trÞ d­¬ng víi mäi x  vµ cã ®¹o hµm trªn J  th× hµm sè 

 ( )y u x 
  còng cã ®¹o hµm trªn J vµ  



  1( ) ( ) ( )u x u x u x     

Chó ý 

1) Dïng ®Þnh lÝ trªn, ta cã thÓ chøng minh ®­îc c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm sè c¨n bËc n  

lµ  
1

1n
nn

x
n x 

   víi mäi 0x  nÕu n  ch½n vµ mäi 0x   nÕu n  lÎ. 

2) NÕu ( )u u x  cã ®¹o hµm trªn J vµ nhËn gi¸ trÞ d­¬ng víi mäi x J  th× khi n  ch½n, 

( ) 0u x   víi mäi x J  khi n  lÎ th× 

  1

( )( )
( )

n
nn

u xu x
n u x

   

VÝ dô 1. TÝnh ®¹o hµm cña 
1 sin xy

x


 . 

Lêi gi¶i. Ta cã 2 2

.cos (1 sin ) 1 sin 1 .cos.
2 1 sin1 sin2

x x x x x x xy
x x xx

x

      


. 

Do ®ã, ®¹o hµm cÇn t×m chÝnh lµ 2

sin 1 .cos
2 1 sin

x x x xy
x x

  


. 

H1. T×m tËp x¸c ®Þnh vµ tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè 

1
2 4

2

1
4

xy
x

 
   

. 

Chó ý r»ng trong nhiÒu tr­êng hîp, ta cÇn xÐt tÝnh biÕn thiªn cña hµm sè cã d¹ng 

( ),ny u x n   vµ cÇn tÝnh ®¹o hµm ®Ó xÐt chiÒu biÕn thiªn. Trong tr­êng hîp n ch½n 

th× ®iÒu kiÖn cÇn cã lµ ( ) 0u x   ®· râ rµng nh­ng trong tr­êng hîp n lÎ th× ®iÒu kiÖn 

( ) 0u x   cã khi ch­a ®­îc ®¸p øng (ch¼ng h¹n hµm sè 3( )f x x  x¸c ®Þnh víi mäi sè 

thùc x nh­ng khi ®¹o hµm th× trë thµnh 
23

1( )
3

f x
x

   cÇn ®iÒu kiÖn 0x  ). V× thÕ, khi 

xÐt c¸c hµm sè nh­ thÕ, ta cÇn xÐt tr­êng hîp ( ) 0u x   tr­íc råi míi kh¶o s¸t hµm sè 

( ),ny u x n   khi ( ) 0u x  . 



c) Sù biÕn thiªn cña ®å thÞ hµm sè lòy thõa 

Trong phÇn nµy, ta chØ xÐt c¸c hµm sè lòy thõa cã d¹ng y x  víi 0   vµ víi tËp x¸c 

®Þnh lµ (0; ) . Tõ c«ng thøc ®¹o hµm, ta thÊy r»ng hµm nµy ®ång biÕn trªn (0; )  nÕu 

0 vµ nghÞch biÕn trªn (0; )  nÕu 0  . 

Ta xÐt mét sè ®å thÞ minh häa 

 

§Ó dÔ dµng ®èi chiÕu c¸c tÝnh chÊt cña hai hµm sè mò vµ logarit, ta sÏ xÐt chóng trong 
cïng mét phÇn. Ta lu«n gi¶ thiÕt r»ng a  lµ sè d­¬ng kh¸c 1 ®· cho tr­íc vµ J  lµ hîp 
cña hai hay nhiÒu kho¶ng nµo ®ã. 

2) Hµm sè mò vµ hµm sè logarit 

§Þnh nghÜa 

Gi¶ sö a  lµ mét sè d­¬ng kh¸c 1. Khi ®ã 

-Hµm sè xy a  ®­îc gäi lµ hµm sè mò c¬ sè a . 

-Hµm sè logay x  ®­îc gäi lµ hµm sè logarit c¬ sè a . 

Ta còng dïng kÝ hiÖu log , lnx x  ®Ó lÇn l­ît chØ hµm sè logarit thËp ph©n vµ hµm sè logarit 

tù nhiªn, cßn hµm sè logarit th«ng th­êng víi c¬ sè a bÊt k× h× ®­îc gäi chung lµ hµm sè 
logarit. Mét sè tµi liÖu cßn dïng kÝ hiÖu exp( )y x  ®Ó chØ hµm sè logarit tù nhiªn. 



VÝ dô 2. XÐt hµm sè sau 
1( )

2 2x
f x 


. TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc sau 

 2 ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3)S f f f f f f f           

Lêi gi¶i. Ta thÊy r»ng nÕu 
1

1 2 1 2(1 )
2 2 2 2.2 2 2 2

x x

x x x
f x


   

  
. Do ®ã 

1

1 1 1 1 2 1( ) (1 )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

x

x x x x
f x f x


      

   
. 

Tõ ®ã suy ra 3S  . 

b) Mét sè giíi h¹n liªn quan 

Ta thõa nhËn r»ng c¸c hµm sè , logx
ay a y x   liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc tËp x¸c ®Þnh. 

Ta còng biÕt r»ng 
1lim 1

t

t
e

t

     
 vµ t­¬ng tù 

1lim 1
t

t
e

t

     
 nªn b»ng ®æi biÕn 

1 x
t
 , 

ta ®­îc  
1

0
lim 1 x
x

x e


  . Do ®ã, ta cã hai ®Þnh lÝ sau 

§Þnh lÝ 2. 

0

ln( 1)lim 1
x

x
x


   vµ  

0

1lim 1
x

x

e
x


  

C¸c phÐp chøng minh cho ®Þnh lÝ nµy ®· ®­îc tr×nh bµy ®Çy ®ñ trong SGK To¸n 12. Ta sÏ 
xÐt mét sè vÝ dô øng dông cña c¸c kÕt qu¶ nµy. 

VÝ dô 3. TÝnh giíi h¹n sau sin 3

0
lim cot ( 1)x

x
x e


    . 

Lêi gi¶i. Ta cã 
sin 3 sin 3

sin 3 2cos 1 1cot ( 1) . .sin 3 .cos (3 4sin )
sin sin 3 sin 3

x x
x x e ex e x x x

x x x
 

    . 

Theo ®Þnh lÝ trªn th× 
sin 3

0 0

1 1lim lim 1
sin 3

x x

x x

e e
x x 

 
   nªn sin 3

0
lim cot ( 1) 3x

x
x e


     . 

H2. TÝnh giíi h¹n sau 
3

0

ln(8 1)lim
tan .tan 2 .tan 3x

x
x x x


. 



H3. Tõ tÝnh chÊt cña hµm sè mò vµ logarit, mét b¹n gi¶i bµi to¸n d­íi ®©y nh­ sau. B¹n 
h·y nhËn xÐt tÝnh ®óng sai cña lêi gi¶i d­íi ®©y! 

T×m tÊt c¶ c¸c sè thùc x tháa m·n 
22 11 30( 7 11) 1x xx x     . Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 2 27 11 1 7 10 0 2 5x x x x x x            th× dÔ thÊy biÓu thøc ®· cho 
®óng. Do ®ã ta cã hai gi¸ trÞ tháa m·n lµ 2x   vµ 5x  . 

-NÕu 2 27 11 1 7 12 0 3 4x x x x x x             th× dÔ thÊy biÓu thøc ®· cho 

còng ®óng v× øng víi hai gi¸ trÞ 3x   vµ 4x   th× 2 11 30x x   lµ sè ch½n. Do ®ã ta cã 
hai gi¸ trÞ tháa m·n lµ 3x   vµ 4x  . 

-NÕu 2 7 11 1x x     th× ta ph¶i cã 2 27 11 0, 11 30 0 5 6x x x x x x          , 

còng tháa m·n. 

VËy cã tÊt c¶ 5 gi¸ trÞ tháa m·n biÓu thøc ®· cho lµ 2, 3, 4, 5, 6x x x x x     . 

c)§¹o hµm cña hµm sè mò vµ hµm sè logarit. 

§Þnh lÝ 3. (®¹o hµm cña hµm sè mò) 

-Hµm sè xy a  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm x  vµ   .lnx xa a a  . 

-NÕu hµm sè ( )u u x  cã ®¹o hµm trªn J th× hµm sè ( )u xy a  còng cã ®¹o hµm trªn J vµ 

( )( ) lnu xy u x a a  . 

§Þnh lÝ 4. (®¹o hµm cña hµm sè logarit) 

-Hµm sè logay x  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm 0x   vµ   1log
lna x

x a
  . 

-NÕu hµm sè ( )u u x  nhËn gi¸ trÞ d­¬ng vµ cã ®¹o hµm trªn J th× hµm sè log ( )ay u x  

còng cã ®¹o hµm trªn J vµ 
( )

( ) ln
u xy

u x a


  . 

Chó ý r»ng tõ c¸c ®Þnh lÝ trªn th× hµm sè mò vµ hµm sè logarit c¬ sè lµ e cã ®¹o hµm kh¸ 

®Æc biÖt lµ     1, lnx xe e x
x

   . Do tÝnh chÊt nµy mµ c¸c hµm sè nµy cã kh¸ nhiÒu øng 

dông trong trong viÖc gi¶i to¸n liªn quan ®Õn hµm sè. 



VÝ dô 4. Chøng minh r»ng hµm sè 3 2ln( 2 5 8)y x x x     ®ång biÕn trªn tËp x¸c ®Þnh. 

Lêi gi¶i. Ta cã 3 2 22 5 8 0 ( 1)( 3 8) 0 1x x x x x x x           . 

Do ®ã, ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña hµm sè ®· cho lµ 1x  . 

Ta cã 
3 2 2

3 2 2
( 2 5 8) 3 4 5 0, 1

2 5 8 ( 1)( 3 8)
x x x x xy x
x x x x x x

         
     

 nªn hµm sè ®· cho ®ång 

biÕn trªn tËp x¸c ®Þnh. 

VÝ dô 5. BiÕt r»ng ®a thøc ( )P x  bËc n cã ®óng n nghiÖm thùc ph©n biÖt (n lµ sè nguyªn 

d­¬ng). Víi k lµ sè thùc kh¸c 0 tïy ý, hái ®a thøc ( ) ( )kP x P x  cã bao nhiªu nghiÖm? 

Lêi gi¶i. Ta xÐt hµm sè t­¬ng øng sau ( ) ( )kxf x e P x .  

DÔ thÊy hµm sè nµy còng cã ®óng n nghiÖm thùc ph©n biÖt. Ta cã 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) 0 ( ) ( ) 0kx kx kxf x ke P x e P x e kP x P x f x kP x P x            . 

Do hµm sè ®ang xÐt cã n nghiÖm ph©n biÖt nªn ®¹o hµm cña nã ph¶i cã 1n   nghiÖm thùc 
ph©n biÖt (gi÷a c¸c kho¶ng nghiÖm cña hµm sè ban ®Çu). §a thøc ( ) ( )kP x P x  cã bËc n 

nªn nÕu nã cã 1n   nghiÖm th× nã còng ph¶i cã mét nghiÖm thùc n÷a (theo ®Þnh lÝ Viete).  

VËy ®a thøc ( ) ( )kP x P x  còng cã ®óng n nghiÖm thùc ph©n biÖt. 

H4. T×m c¸c ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè sau 4 22 2 ln(2 1)y x x x x     .  

H5. BiÕt r»ng ®a thøc ( )P x  bËc n cã ®óng n nghiÖm thùc ph©n biÖt (n lµ sè nguyªn 

d­¬ng). Víi k lµ sè thùc tïy ý, hái ph­¬ng tr×nh ( ) ( )kP x P x  cã bao nhiªu nghiÖm? 

 

Mét d¹ng hµm sè th­êng gÆp n÷a lµ hµm cã d¹ng võa lµ hµm mò, võa lµ hµm lòy thõa mµ 

vÝ dô ®¬n gi¶n nhÊt chÝnh lµ , 0xy x x  . Ta sÏ t×m c¸ch tÝnh ®¹o hµm vµ kh¶o s¸t tÝnh 

biÕn thiªn cña hµm sè nµy trªn kho¶ng (0; ) . Cã hai c¸ch th­êng gÆp lµ 

C¸ch 1. ViÕt l¹i hµm sè d­íi d¹ng lnx xy e , ®©y lµ hµm sè mò th«ng th­êng nªn ta cã 

thÓ tÝnh ®¹o hµm dÔ dµng lµ    ln lnln . (ln 1). (ln 1)x x x x xy x x e x e x x      . Do ®ã 

10 ln 1 0y x x
e

       .  



Tõ ®ã suy ra hµm nµy t¨ng trªn 
1 ;
e

  
 

 vµ gi¶m trªn 
10;
e

 
 
 

. 

C¸ch 2. LÊy logarit hai vÕ cña biÓu thøc xy x , ta ®­îc ln lny x x . §Õn ®©y, ta tÝnh 

®¹o hµm hai vÕ    ln ln ln 1 (ln 1) (ln 1)xyy x x x y y x x x
y
           . ViÖc 

kh¶o s¸t tÝnh biÕn thiªn ®­îc tiÕn hµnh t­¬ng tù. 

H6. TÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau theo hai c¸ch  

cos, 0; (sin ) , (0, )
2

x xy x x g x x 
     

H7. H·y dïng ph­¬ng ph¸p kh¶o s¸t hµm sè, chøng minh l¹i bÊt ®¼ng thøc sau 

 

 

d) Sù biÕn biªn cña hµm sè mò vµ hµm sè logarit. 

*VÒ hµm sè mò xy a . 

Hµm sè nµy liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh lµ   vµ cã tËp gi¸ trÞ lµ (0, ) . 

Hµm sè nµy ®ång biÕn víi 1a   vµ nghÞch biÕn khi 0 1a  . 

§å thÞ cña hµm sè lu«n ®i qua ®iÓm (0;1) , n»m phÝa trªn trôc hoµnh vµ nhËn trôc hoµnh 

lµm ®­êng tiÖm cËn ngang.  

 

 

 2 3log (1 2 ) log (3 2 ),
xx x x    



*VÒ hµm sè logay x . 

Hµm sè nµy liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh lµ (0, )  vµ tËp gi¸ trÞ lµ  . 

Hµm sè nµy ®ång biÕn víi 1a   vµ nghÞch biÕn khi 0 1a  .  

§å thÞ cña hµm sè lu«n ®i qua ®iÓm (1;0) , n»m bªn ph¶i trôc tung vµ nhËn trôc tung lµm 

®­êng tiÖm cËn ®øng. 

 

Qua c¸c ®å thÞ nµy, ta cµng thÊy râ h¬n tÝnh chÊt cña hai hµm ng­îc nhau lµ xy a  vµ 

logay x . Víi cïng mét c¬ sè a  cho tr­íc th× ®å thÞ cña hai hµm nµy ®èi xøng nhau qua 

®­êng th¼ng y x . 

VÝ dô 6. TÝnh giíi h¹n sau 

1
sin

0

cos5lim
cos3

x x

x

x
x

 
 
 

. 

Lêi gi¶i. Ta biÕn ®æi biÓu thøc ®· cho nh­ sau 
cos5 cos3

1 cos3 .sin .cos3
sin cos5 cos3

0 0

cos5 cos5 cos3lim lim 1
cos3 cos3

x x
x x x x

x x x x

x x

x x x
x x





 

             
 

. 

Theo giíi h¹n c¬ b¶n th× 

cos3
cos5 cos3

0

cos5 cos3lim 1
cos3

x
x x

x

x x e
x





       
 

. 



Ta còng cã 
0 0 0

cos5 cos3 2sin 4 .sin sin 4 sin 8lim lim lim . . 8
.sin .cos3 .sin .cos3 4 cos3x x x

x x x x x x
x x x x x x x x x  

        
. 

Do ®ã, giíi h¹n cÇn t×m lµ 

1
sin 8

0

cos5lim
cos3

x x

x

x e
x





   
 

. 

Chó ý. Giíi h¹n cã d¹ng nh­ sau ( )lim[ ( )]g x

x a
f x


 trong tr­êng hîp th«ng th­êng cã kÕt qu¶ 

lµ ( )[ ( )]g af a . Tuy nhiªn, mét sè bµi to¸n khi thay a  vµo c¸c hµm nµy th× ta l¹i thu ®­îc 

1 , râ rµng biÓu thøc nµy kh«ng thÓ x¸c ®Þnh ®­îc gi¸ trÞ vµ ®©y còng l¹i lµ mét d¹ng v« 
®Þnh míi ngoµi c¸c d¹ng ®· xÐt ë ch­¬ng tr×nh To¸n 11.  

Muèn khö ®­îc d¹ng v« ®Þnh nµy, hÇu nh­ ta lu«n cÇn ph¶i dïng ®Õn giíi h¹n c¬ b¶n lµ 

1lim 1
n

n
e

n

   
 

 b»ng c¸ch viÕt biÓu thøc trªn vÒ  d¹ng 

( )[ ( ) 1]1
( ) 1lim [1 ( ) 1]

g x f x

f x

x a
f x







 
   

 
, 

trong ®ã, khi x a  th× ( ) 1, ( )f x g x  . Nh­ thÕ, ta ®· chuyÓn ®­îc giíi h¹n phøc 

t¹p ë trªn vÒ 

lim ( )[ ( ) 1]( )[ ( ) 1]lim x a
g x f xg x f x

x a
e e 




 . Giíi h¹n míi thu ®­îc còng cã d¹ng v« ®Þnh nh­ng nãi 

chung ®· dÔ h¬n d¹ng tr­íc rÊt nhiÒu.  

H8. TÝnh c¸c giíi h¹n sau  

a) 
3 42lim

1

x

x

x
x





 
  

      b) 
0

lim x

x
x


   



BµI TËP 

Bµi 1.  

a) Chøng minh r»ng ln( 1), 0x x x    .  

Tõ ®ã chøng minh r»ng d·y sè 
1 1 1 1...
1 2 3nH

n
      kh«ng bÞ chÆn trªn. 

b) Cho c¸c sè d­¬ng ,a b . Chøng minh r»ng 
2

a b
b a a ba b

   
 

. 

Bµi 2. 

a) Chøng minh hµm sè ( )
x x x

x x x x x x

a b cf x
b c c a a b

  
  

 víi , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng 

cho tr­íc ®ång biÕn víi mäi x d­¬ng. 

b) Chøng minh r»ng 
2ln( )

2
x y y

x x y





 víi , 0x y  . 

Bµi 3. 

Cho hµm sè 
9( ) ,

9 3

x

xf x x 


 . 

a) Chøng minh r»ng nÕu 1a b   th× ( ) ( ) 1f a f b  . 

b) TÝnh tæng 
99

2

1
(sin )

100k

kf 

 . 

Bµi 4. 

a) Víi n lµ sè nguyªn d­¬ng lín h¬n 1, h·y tÝnh gi¸ trÞ cña 
2 111

n

A
n

     
   

 

trong ®ã [ ]x  lµ sè nguyªn lín nhÊt kh«ng v­ît qu¸ x. 

b) Chøng minh r»ng hµm sè 
2

2 21 1 ln 1
2 2
xy x x x x       tháa m·n hÖ thøc sau 

2 lny xy y    



Bµi 5. 

TÝnh c¸c giíi h¹n sau 

a) 2 1lim ln(cos )
n

n
n

 
 
 

    b) lim ln tan
4x

n
n

 


         
  

c) 

1
2 3 sin

20

1lim
2 1

x x

x

x
x x





 
   

 

Bµi 6. 

a) ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña hµm sè 2( ) ln( 1)f x x x x    t¹i ®iÓm 
3
4

x  . 

b) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc tháa m·n 4( ) 9 0a b c    . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)a b cS a a b b c c        

Bµi 7. 

Tõ viÖc kh¶o s¸t ®¼ng thøc b aa b  víi ,a b  d­¬ng, h·y gi¶i c¸c bµi to¸n sau 

i. Cho ,a b  lµ c¸c sè thøc d­¬ng ph©n biÖt tháa m·n ®¼ng thøc b aa b . Chøng minh r»ng 

bÊt ®¼ng thøc 2 2ln ( ) ln 0a b a b b b    . 

ii. Chøng minh ph­¬ng tr×nh 1( 1)x xx x    cã ®óng mét nghiÖm d­¬ng. 

iii. Gäi T lµ tËp hîp c¸c cÆp sè thùc d­¬ng ,a b  ph©n biÖt tháa m·n ®¼ng thøc b aa b . 

Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt mét sè thùc 0x  kh«ng phô thuéc ,a b  sao cho gi¸ trÞ 

nhá nhÊt cña hµm sè ( , ) ( ) 2 3a bf x x a x b x x         ®¹t t¹i   0, ( )a bf x  víi mäi cÆp 

gi¸ trÞ ( , )a b T . 

 



§4. øNG dông cña hµm sè mò vµ hµm sè logarit 

Kh«ng chØ dõng l¹i ë øng dông lý thuyÕt, c¸c hµm sè ®Ò cËp ®Õn trong phÇn nµy thÓ hiÖn 
mét vai trß quan träng trong thùc tÕ. C¸c bµi to¸n vÒ tiÒn göi ng©n hµng, vÒ ph¸t triÓn 
d©n sè, vÒ c¸c qu¸ tr×nh vËn ®éng ph¸t triÓn cña tù nhiªn,… 

********************** 

1) S¬ l­îc vÒ øng dông trong lý thuyÕt cña hµm sè mò vµ logarit 

a) C¸c bµi to¸n vÒ hµm sè 

Trong ch­¬ng tr×nh VËt lÝ 12, ta ®· quen víi c«ng thøc quan hÖ gi÷a täa ®é cña chÊt ®iÓm 

vµ gia tèc tøc thêi cña nã lµ 2( ) ( ) 0x t x t   . Mét nghiÖm quen thuéc mµ c¸c b¹n ®· 

®­îc giíi thiÖu lµ ( ) cos( )x t A t    víi t lµ thêi ®iÓm ®­îc xÐt. C¸c ph­¬ng tr×nh hµm 

cã chøa ®¹o hµm nh­ thÕ nµy ®­îc gäi lµ ph­¬ng tr×nh vi ph©n. Ph­¬ng tr×nh vi ph©n lµ 
mét trong c¸c kiÕn thøc c¬ së cña ch­¬ng tr×nh To¸n Cao cÊp trªn §¹i häc nh­ng nh÷ng 
c¸c øng dông cña nã vÉn xuÊt hiÖn ë mét sè néi dung cña To¸n S¬ cÊp. §©y lµ mét phÇn 
cùc k× quan träng cña To¸n øng dông vµ nhiÒu nhµ To¸n häc trªn thÕ giíi vÉn ®ang theo 
®uæi, t×m c¸c c«ng thøc nghiÖm cho mét sè d¹ng ®Æc biÖt cña ph­¬ng tr×nh vi ph©n. 
Ph­¬ng tr×nh vi ph©n kh«ng cã c«ng thøc gi¶i tæng qu¸t mµ chØ gi¶i ®­îc trong mét sè 
tr­êng hîp cô thÓ nhÊt ®Þnh.  

Ch¼ng h¹n ph­¬ng tr×nh ( ) 2 . ( ) 4y x x y x x   , trong ®ã Èn sè lµ hµm ( )y x  lµ mét ph­¬ng 

tr×nh vi ph©n. NghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh d¹ng nµy cã liªn quan chÆt chÏ ®Õn sè e vµ 

nh­ ®èi víi ph­¬ng tr×nh trªn, tÊt c¶ c¸c hµm tháa m·n lµ 
2

2 . xy C e  . 

Ph­¬ng tr×nh 2( ) ( ) 0x t x t    cã chøa ®¹o hµm cÊp 2 vµ c¸c biÓu thøc quan hÖ tuyÕn 

tÝnh víi nhau nªn ®­îc gäi lµ ph­¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cÊp 2 trong tr­êng hîp 
ph­¬ng tr×nh ®Æc tr­ng v« nghiÖm nªn nghiÖm hµm cña nã ®­a ra d­íi d¹ng l­îng gi¸c. 
Ch¼ng h¹n mét ph­¬ng tr×nh cïng d¹ng lµ ( ) 5 ( ) 6 ( ) 0y x y x y x     cã nghiÖm lµ 

2 3
1 2( ) x xy x C e C e  . C¸ch gi¶i cña nh÷ng ph­¬ng tr×nh nµy sau nµy sÏ ®­îc giíi thiÖu 

trong ch­¬ng tr×nh To¸n Cao cÊp cña §¹i häc. 

Mét øng dông n÷a cña hµm mò cã liªn quan ®Õn sè phøc (sÏ ®­îc giíi thiÖu ë ch­¬ng 
cuèi) lµ viÖc biÓu diÔn d¹ng l­îng gi¸c cña sè phøc.  

Sè cã d¹ng z x yi   víi 2, , 1x y i    gäi lµ sè phøc. D¹ng l­îng gi¸c cña nã chÝnh 

lµ (sin cos )z r i   . Mét c«ng thøc næi tiÕng cã liªn quan chÝnh lµ sin cosixe x i x  . 



NÕu thay x   th× ta cã 1ie    . C«ng thøc tuyÖt vêi nµy ®­îc mang tªn nhµ To¸n häc 
®Çu tiªn t×m ra nã lµ Leonhard Euler (1707 - 1783). 

C¸c hµm sè mò còng g¾n liÒn víi c¸c hµm sè hypebolic ë ch­¬ng tr×nh To¸n cao cÊp lµ 

sinh ,cosh
2 2

x x x xe e e e  
  . C¸c hµm nµy cã tÝnh chÊt t­¬ng tù nh­ c¸c hµm l­îng 

gi¸c. C¸c quan hÖ vÒ hµm ng­îc vµ ®¹o hµm cña chóng còng rÊt thó vÞ vµ cã nhiÒu øng 
dông quan träng.  

Thªm n÷a, do tÝnh chÊt chuyÓn tõ hµm siªu viÖt sang hµm h÷u tØ qua mét phÐp lÊy ®¹o 
hµm, hµm sè logarit (®Æc biÖt lµ logarit nepe) th­êng ®­îc dïng trong viÖc gi¶i c¸c bµi 
to¸n biÖn luËn sè nghiÖm, tÝnh giíi h¹n cña hµm sè. 

b) Gi¶i ph­¬ng tr×nh hµm 

Trong gi¶i tÝch hµm, ph­¬ng hµm Cauchy næi tiÕng cã d¹ng nh­ sau 

TÊt c¶ c¸c hµm sè liªn tôc tháa m·n ( ) ( ) ( ), ,f x f y f x y x y      lµ hµm tuyÕn tÝnh, 

tøc lµ ( ) ,f x ax a  . 

NhiÒu bµi to¸n ph­¬ng tr×nh hµm kh¸c cã thÓ ®­a vÒ bµi nµy, ngay c¶ c¸c hµm nh©n tÝnh 
®­îc chuyÓn vÒ céng tÝnh th«ng qua mét phÐp lÊy logarit. 

Ta xÐt c¸c vÝ dô sau. 

VÝ dô 1. Cho hµm sè ( ) : (0; )f x    tháa m·n ( ) lnf x x  víi mäi 0x   vµ  

( ) ( ) ( ), , 0f xy f x f y x y    . Chøng minh ( ) ln , 0f x x x   . 

Lêi gi¶i. 

Tõ gi¶ thiÕt ( ) ln , 0f x x x   , cho 1x  , ta ®­îc (1) 0f  . 

Ta cã  ( ) ( ) ( ), , 0f xy f x f y x y    , thay 1y  , ta ®­îc 

( ) ( ) (1), 0 (1) 0f x f x f x f      . Do ®ã (1) 0f  . 

Thay 
1y
x

 , ta ®­îc 
1 1(1) ( ) ( ) ln ln 0f f x f x
x x

     , nh­ng (1) 0f   nªn víi mäi sè 

d­¬ng x th× 
1 1( ) ( ) 0 ( ) ( )f x f f x f
x x

     . 

Trong gi¶ thiÕt, ta l¹i thay 
1x y
t

   th× 2

1 1 2( ) 2 ( ) 2 ln
ln

f f t
t t t

    . 



Trong (*), thay 
1x
t

 , ta ®­îc 2 2
2

1( ) ( ) ln( ) 2 lnf f t t t
t

      . 

Do ®ã 
1 1 12ln 2 ( ) 2ln ( ) ln ,t f t f t
t t t

        hay ( ) ln , 0f x x x   . Ta cã ®pcm. 

VÝ dô 2. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè liªn tôc tháa m·n  

( ) ( ) ( ) 8 0, , ,f x y f y z f z x x y z       . 

(§Ò thi HSGQG 2006, b¶ng B) 

Lêi gi¶i. 

Cho , , 0
2 2
t tx y z    , ta cã 2( ). 8 0

2
tf t f     

 
. Do ®ã, ( ) 0,f t t   . 

§iÒu kiÖn ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 

   
     2 2 2

8 ( ) ( ) ( )

3 log ( ) log ( ) log ( )

f x y f y z f z x

f x y f y z f z x

      

         
 

§Æt  ( ) 1( ) 2g xf x    th× ®iÒu kiÖn nµy trë thµnh ( ) ( ) ( ) 0g x y g y z g z x      . 

NÕu ®Æt ,x y u y z v     th× ( )z x u v    . Ta cã ( ) ( ) ( )g u g v g u v     . 

DÔ thÊy (0) 0g   nªn nÕu trong (*), thay , 0u x v   th× ( ) ( )g x g x   . 

Do ®ã ( ) ( ) ( )g u g v g u v   . Theo ph­¬ng tr×nh hµm c¬ b¶n th× ( )g x ax  víi a  lµ h»ng 

sè nµo ®ã. Suy ra  1( ) 2 ,axf x    

c) C¸c bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc 

T­¬ng tù nh­ trªn, do tÝnh chÊt chuyÓn ®­îc mét biÓu thøc d¹ng tÝch vÒ d¹ng tæng vµ 
ng­îc l¹i nªn c¸c hµm sè mò, logarit còng øng ®Ó gi¶i nhiÒu bµi to¸n bÊt ®¼ng thøc cã 
d¹ng phï hîp. 

VÝ dô 3. Cho ,x y  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n 
14, , 1
2

xy x y   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña biÓu thøc 3 3
1 1
2 2

(log ) (log 1)A x y   . 



Lêi gi¶i. Thay 
4x
y

  vµo biÓu thøc ®· cho vµ biÕn ®æi, ta ®­îc 

3 3 3 3 2
2 2 2 2 2 2

4(log ) ( log 1) (log ) (log 3) 9(log ) 27log 27A x x x x x
x

              

Do 1y   nªn 4x  , suy ra 
1 4
2

x   nªn nÕu ®Æt 2logt x  th× 1 2t   . 

Ta cã 29 27 9A t t     cã ®å thÞ lµ mét parabol cã bÒ lâm h­íng xuèng vµ hoµnh ®é 

cña ®Ønh lµ 
3
2

 nªn ta ®­îc: 

Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A trªn [ 1,2]  lµ 
21 1 639. 27. 27

2 2 4
A           

   
, ®¹t ®­îc khi 

1 1( , ) ;8
2 2

t x y      
 

. 

Gi¸ trÞ lín nhÊt cña A trªn [ 1,2]  lµ 
23 3 279. 27. 27

2 2 4
A            

   
, ®¹t ®­îc khi 

 3 ( , ) 2 2, 2
2

t x y   . 

H1. Dïng hµm sè ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 1, 0xe x x    . 

H2. Chøng minh r»ng víi mäi , 0x y   th× 
ln ln

ln
2 2

x y x y    
 

 

VÝ dô 4. Cho sè thùc x lín h¬n 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 

1 1 1ln 1
2

xe
x x

 
  

 
 

Lêi gi¶i. BÊt ®¼ng thøc ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

1ln
2 2

2

1 1 1 1 1ln 1 ln
2 2

1 1

xex xx x x
x x x

x
x x

e x e ex e e e e e
x x x x

xe e xe

 
  
      

             
   

    

 



-XÐt hµm sè 2( ) 1 , 0
x

xf x xe e x    . Ta cã 2 2 2 2( ) 1 0
2 2

x x x x
xx xf x e e e e e

 
        

 
 

nªn ®©y lµ hµm nghÞch biÕn. Suy ra ( ) (0) 0f x f   vµ ®¼ng thøc chØ x¶y ra khi 0x  . 

Do ®ã víi 0x   th× ( ) 0, 0f x x    hay 2 1 , 0
x

xxe e x   . 

-XÐt hµm sè ( ) 1 , 0x xg x xe e x    . Ta cã ( ) , 0x x x xg x e xe e xe x       nªn ®©y lµ 

hµm ®ång biÕn. Suy ra ( ) (0) 0g x g   vµ ®¼ng thøc chØ x¶y ra khi 0x  . 

Do ®ã víi 0x   th× ( ) 0, 0g x x   . 

Tõ hai ®iÒu nµy, ta suy ra 2 1 1
x

x xxe e xe     hay 
1 1 1ln 1
2

xe
x x

 
  

 
. 

H3. Cho , , 0a b c  . Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)a b b c c a c a a b b ca b c a b c             

2) C¸c øng dông trong thùc tÕ 

a) Trong kinh tÕ 

Ngoµi øng dông vÒ bµi to¸n l·i kÐp trong göi tiÒn vµo ng©n hµng quen thuéc, hµm sè mò 
vµ hµm sè logarit còng ®­îc dïng trong c¸c bµi to¸n vÒ t×m cùc trÞ trong nh÷ng vÊn ®Ò 

kinh tÕ kh¸c. Trong thùc tÕ, kh¸i niÖm hµm lîi Ých (utility function) 1( , ) a af x y x y   rÊt 

quan träng, nã thÓ hiÖn mèi quan hÖ gi÷a sè l­îng hµng hãa vµ c¸c yÕu tè cña thÞ tr­êng 
vµ hµm nµy th­êng lµ mét hµm lòy thõa, hµm sè mò hoÆc hµm sè logarit. VÊn ®Ò ®Æt ra 
khi ®· x¸c ®Þnh ®­îc hµm lîi Ých råi th× sè s¶n phÈm cÇn s¶n xuÊt lµ bao nhiªu ®Ó doanh 
thu ®¹t cao nhÊt. Chóng ta xem xÐt vÝ dô sau. 

VÝ dô 5. Mét c«ng ty kinh doanh nghiªn cøu thÞ tr­êng tr­íc khi tung ra s¶n phÈm míi vµ 
nhËn thÊy víi hai hµng hãa A vµ B cã gi¸ lÇn l­ît lµ 2 vµ 5 (®¬n vÞ tiÒn) th× hµm lîi Ých 

cña chóng lµ 
1 1
3 2

1 2 1 2( , ) ( ) ( )u x x x x  víi 1 2,x x  lÇn l­ît lµ sè l­îng hµng hãa lo¹i A vµ B s¶n 

xuÊt ra (®©y lµ hµm cã hai biÕn ®Ó chØ sù phô thuéc cña ®¹i l­îng lîi Ých kinh doanh theo 
sè l­îng hµng hãa). NÕu víi chi phÝ ®Þnh tr­íc lµ 40 th× cÇn s¶n xuÊt mçi lo¹i bao nhiªu 
®Ó doanh thu ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt? 

Lêi gi¶i. DÔ dµng thÊy r»ng víi c¸c d÷ kiÖn gi¶ thiÕt cho th× quan hÖ gi÷a 1 2,x x  lµ 



1 2 1 22 5 40, , [0,40]x x x x   . 

Tõ quan hÖ nµy, ta thÊy 1
2

40 2
5

xx 
 , thay vµo hµm tiÖn tÝch ®· cho, ta ®­îc hµm míi lµ  

 
1

1 2
13

2 1
40 2( )

5
xf u x    

 
. Ta cÇn t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña ®¹i l­îng nµy. 

LÊy lòy thõa mò 6 hai vÕ, ta cã  
3

26 1
2 2 1

40 2( ) ( )
5

xg u f u x     
 

. Ta cã 

 
3 2

2 21 1
1 1 1 1 1 1

40 2 3.2 40 2 8( ) 2 ( 8)( 20)
5 5 5 25

x xg u x x x x x             
   

. Do ®ã 

1 1 1 1( ) 0 0 8 20g u x x x         vµ chØ cã 1 8x   lµ ®iÓm cùc trÞ cña hµm nµy trªn 

miÒn [0,40] . 

Kh¶o s¸t hµm nµy trªn [0,40] , ta thÊy 1( )g u  ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt khi 1 8x  . 

T­¬ng øng víi 1 8x  , ta cã 2
24
5

x  . 

Nh­ng ta cÇn t×m c¸c sè nguyªn nªn ta chän gi¸ trÞ gÇn víi cÆp nµy nhÊt trong tr­êng hîp 
thùc tÕ ®Ó s¶n xuÊt cho phï hîp. 

Ngoµi ra, trong kinh tÕ, c¸c hµm biÓu diÔn cho møc lîi nhuËn cao trÇn hoÆc ®é hiÖu qu¶ 
cña qu¶ng c¸o th­êng lµ hµm mò hoÆc logarit. C¸c tÝnh to¸n t×m gi¸ trÞ cùc ®¹i hoÆc cùc 
tiÓu cho nh÷ng hµm sè nµy th­êng ®ßi hái sù hç trî cña m¸y mãc ®Ó thu ®­îc kÕt qu¶ 
nhanh chãng vµ chÝnh x¸c. 

b) Trong khoa häc kÜ thuËt 

* §é t¨ng cña hµm vµ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n. 

Trong nhiÒu lÜnh vùc khoa häc kÜ thuËt, ®Æc biÖt lµ Tin häc, kh¸i niÖm big-O ®­îc sö 
dông kh¸ nhiÒu vµ logarit còng xuÊt hiÖn th­êng xuyªn víi nã. Chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu 
thÕ nµo lµ big-O vµ ph©n tÝch øng dông cña nã. 

Cho hai hµm ( )f x  vµ ( )g x  lµ hai hµm   . Ta nãi ( )f x  lµ ( ( ))O g x  (®äc lµ big-O 

cña ( )g x ) nÕu tån t¹i hai h»ng sè C vµ k sao cho 



( ) ( ) ,f x C g x x k    

Tõ ®Þnh nghÜa nµy, ta thÊy r»ng muèn chøng minh ( )f x  lµ ( ( ))O g x , ta chØ cÇn chøng tá 

sù tån t¹i cña C vµ k (râ rµng cã nhiÒu gi¸ trÞ nh­ vËy).  

VÝ dô 6. Chøng minh r»ng 2( ) 2 3f x x x    lµ 2( )O x . 

Lêi gi¶i. Ta thÊy r»ng víi mäi 2x   th× 2 22 , 3x x x   nªn 2 2( ) 2 3 3f x x x x    . 

Do ®ã 2( ) 3 , 2f x x x    nªn 2( ) 2 3f x x x    lµ 2( )O x  øng víi 3, 2C k  . 

DÔ dµng thÊy r»ng ta còng cã 2( ) 2 3f x x x    lµ 3( )O x  øng víi 
33,
2

C k   nªn mét 

hµm sè cã thÓ cã nhiÒu big-O vµ ta th­êng quan t©m ®Õn big-O tèt nhÊt (tøc lµ chän hµm 
( )g x  sao cho ( )g x  còng lµ ( ( ))O f x , ng­êi ta cßn gäi cÆp hµm nµy lµ big-Theta cña 

nhau). Ta xÐt vÝ dô sau. 

VÝ dô 7. Chøng minh r»ng 3( ) 4f x x x     vµ 3( )g x x  lµ big-O cña nhau. 

Lêi gi¶i.  

Ta thÊy víi 2x   th× 3 3, 4x x x    nªn 3 3( ) 4 3f x x x x    . Do ®ã ( )f x  lµ big-O 

cña ( )g x  øng víi 3, 2C k  . 

Ta còng cã víi 1x   th× 3 3 3 3 32 8 0 ( 2 8) 2( 4)x x x x x x x x            nªn ( )f x  

còng lµ big-O cña ( )f x  øng víi 2, 1C k  . 

Ta cã ®pcm. 

Ng­êi ta ®· chøng minh ®­îc c¸c ®Þnh lÝ sau. 

(1) NÕu 1 2
1 2 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a x a
       lµ ®a thøc bËc n th× nã lµ ( )nO x . 

(2) Cho hai hµm sè 1( )f x  lµ 1( ( ))O g x  vµ 2 ( )f x  lµ 2( ( ))O g x  th× hµm tæng cña chóng 

1 2( )( )f f x  lµ 1 2(max{ ( ) , ( )})O g x g x . 

(3) Cho hai hµm sè 1( )f x  lµ 1( ( ))O g x  vµ 2 ( )f x  lµ 2( ( ))O g x  th× hµm tÝch cña chóng 

1 2( )( )f f x  lµ 1 2(max{ ( ) ( )})O g x g x . 



VÝ dô 8. Chøng minh r»ng log !n  lµ ( log )O n n  víi n lµ sè tù nhiªn vµ tõ ®ã xÐt big-O cña 

hµm sè 2( ) 4 log( !) ( 1) logf n n n n n   . 

Lêi gi¶i.  

Ta thÊy r»ng ! 1.2.3... . . ... log( !) lognn n n n n n n n n n     . Do ®ã log !n  lµ ( log )O n n  

øng víi 1, 1C n  . 

Tõ ®ã suy ra 4 log( !)n n  cã big-O lµ 2. .log logn n n n n  øng víi 4, 1C n   (do big-O 

cña 4n  lµ n vµ theo néi dung ®Þnh lÝ 3). T­¬ng tù, ta thÊy 2( 1) logn n  lµ big-O cña 
2 logn n   øng víi 2, 1C n  .  

Do ®ã 2( ) 4 log( !) ( 1) logf n n n n n    lµ big-O cña 2 logn n  øng víi 6, 1C n  . 

H4. H·y ®¸nh gi¸ big-O cña 2 2( ) (2 3) log( 4)f x x x x     b»ng c¸ch chøng minh r»ng 

log n  lµ big-O cña n. 

H5. Chøng minh r»ng logn n  lµ (log !)O n . 

Ng­êi ta còng ®­a ra nhiÒu ®¸nh gi¸ cho gi¸ trÞ !n , ch¼ng h¹n nh­ 

! 2
nnn n

e
    

 
 hoÆc 

log( (1 4 (1 2 )))log( !) log log
6 2

n n nn n n n         
 

. 

Trong Tin häc, mçi vÊn ®Ò th­êng gi¶i quyÕt b»ng nhiÒu thuËt to¸n mµ chóng ®­îc ®¸nh 
gi¸ bëi mét kh¸i niÖm gäi lµ ®é phøc t¹p. §ã chÝnh lµ sè phÐp to¸n cÇn ph¶i thùc hiÖn 
trong tr­êng hîp xÊu nhÊt. Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu c¸c thuËt to¸n t×m 
kiÕm vµ thuËt to¸n s¾p xÕp, hai vÊn ®Ò quen thuéc trong ®êi sèng (c¸c vÊn ®Ò nµy cã giíi 
thiÖu trong ch­¬ng tr×nh Tin häc 11). 

VÒ thuËt to¸n t×m kiÕm, ta th­êng gÆp hai thuËt to¸n t×m kiÕm tuÇn tù vµ t×m kiÕm nhÞ 
ph©n. Cã thÓ hiÓu mét c¸ch ®¬n gi¶n lµ thuËt to¸n thø nhÊt duyÖt mét phÇn tö tõ ®Çu ®Õn 
cuèi danh s¸ch trong khi thuËt to¸n thø hai l¹i chia ®«i sè l­îng phÇn tö ®Ó xem xÐt. 

Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng thuËt to¸n thø nhÊt cã big-O lµ n  (cßn gäi lµ ®é phøc t¹p 
tuyÕn tÝnh) vµ cña thuËt to¸n thø hai th× big-O lµ 2log )n . 

VÒ thuËt to¸n s¾p xÕp th× cã rÊt nhiÒu vµ hai thuËt to¸n c¬ b¶n lµ s¾p xÕp tuyÕn tÝnh, s¾p 

xÕp næi bät. C¸c thuËt to¸n nµy th­êng cã ®é phøc t¹p lµ 2n  vµ Ýt khi ¸p dông trong c¸c 
bµi to¸n s¾p xÕp víi sè l­îng d÷ liÖu lín. Ng­êi ta ®· nghiªn cøu ra nhiÒu thuËt to¸n n©ng 



cao víi ®é phøc t¹p gi¶m xuèng chØ cßn 2( log )O n n  nh­ thuËt to¸n s¾p xÕp nhanh (quick 

sort), s¾p xÕp chän (selection sort), s¾p xÕp ®èng (heap sort),… Chóng ta cã thÊy mét øng 
dông quen thuéc lµ trong c¸c tõ ®iÓn ®iÖn tö. Khi ng­êi dïng nhËp tõ vµo « t×m kiÕm, kÕt 
qu¶ tr¶ vÒ rÊt nhanh chãng vµ ®ã chÝnh lµ viÖc dïng mét thuËt to¸n s¾p xÕp cao cÊp cã ®é 
phøc t¹p lµ (1)O . 

H6. H·y chøng tá r»ng thuËt to¸n cã ®é phøc t¹p 2( log )O n n  th× tèt h¬n thuËt to¸n cã ®é 

phøc t¹p lµ 2( )O n . 

c) Trong c¸c lÜnh vùc kh¸c 

Bµi to¸n vÒ gia t¨ng d©n sè 

Theo c¸c nhµ nghiªn cøu th× d©n sè cña thÕ giíi t¨ng hµng n¨m theo mét hµm mò theo 

thêi gian cã d¹ng nh­ sau ( ) (0). ktP t P e  trong ®ã (0)P  lµ d©n sè t¹i thêi ®iÓm chän lµm 

mèc, ( )P t  lµ d©n sè thÕ giíi sau mèc thêi gian t n¨m vµ hÖ sè k ®­îc x¸c ®Þnh tïy theo 

kho¶ng thêi gian. HiÖn nµy Trung Quèc ®ang lµ n­íc ®«ng d©n nhÊt víi h¬n 1,3 tØ ng­êi 

vµ ®øng thø hai lµ Ên §é nh­ng theo nhËn ®Þnh vÒ tØ lÖ gia t¨ng hiÖn nay kh¸c nhau gi÷a 

c¸c vïng, miÒn nªn kho¶ng vµi chôc n¨m n÷a Ên §é sÏ cã d©n sè cao nhÊt thÕ giíi. N­íc 
ta hiÖn nay cã kho¶ng 89 triÖu ng­êi vµ d©n sè ®øng hµng 13 trªn thÕ giíi. C¸c n­íc ®ang 
r¸o riÕt thùc hiÖn c¸c chÝnh s¸ch d©n sè v× nÕu kh«ng trªn ®µ t¨ng tr­ëng qu¸ møc cho 
phÐp nµy th× rÊt nhiÒu vÊn ®Ò vÒ ®êi sèng, kinh tÕ x· héi n¶y sinh kh«ng thÓ kiÓm so¸t 
®­îc. Quay trë l¹i hµm t¨ng tr­ëng d©n sè, ta xÐt vÝ dô sau ®Ó hiÓu râ thªm vÊn ®Ò nµy. 

VÝ dô 9. D©n sè thÕ giíi n¨m 1950 lµ 2,56 tØ ng­êi vµ n¨m 1960 lµ 3,04 tØ ng­êi. BiÕt 
r»ng d©n sè thÕ giíi t¨ng theo hµm mò cã d¹ng nh­ trªn. H·y ­íc l­îng d©n sè vµo n¨m 
1993 vµ dù ®o¸n thÕ giíi sÏ cã sè d©n lµ bao nhiªu vµo n¨m 2020? 

Lêi gi¶i. Ta xÐt hµm t¨ng d©n sè ( ) (0). ktP t P e . 

Chän 0t   vµo n¨m 1950, tøc lµ (0) 2,56P   (®¬n vÞ lµ tØ ng­êi). 

Suy ra (10) 3,04P   vµ ta còng cã 10 1 3,043,04 2,56. .ln 0,017185
10 2,56

ke k    . 

Nh­ thÕ, hµm t¨ng tr­ëng d©n sè thÕ giíi trong giai ®o¹n nµy lµ 0,017185( ) 2,56. tP t e . 

Tõ ®ã ta tÝnh ®­îc 

-Vµo n¨m 2000, d©n sè thÕ giíi vµo kho¶ng 0,017185.50(50) 2,56. 6.05P e   tØ ng­êi. 



-Dù ®o¸n vµo n¨m 2020 sÏ lµ 0,017185.70(70) 2,56. 8.52P e   tØ ng­êi. 

Hµm sè nµy cµng vÒ sau cã ®é chÝnh x¸c kh«ng nhiÒu nªn ®Ó dù ®o¸n c¸c n¨m tiÕp theo, 
ta cËp nhËt l¹i mèc thêi gian vµ tÝnh to¸n. TÊt nhiªn, ®Ó cã ®­îc mét dù ®o¸n s¸t thùc tÕ, 
c¸c nhµ nghiªn cøu cßn dùa trªn hµng lo¹t yÕu tè kh¸c chø kh«ng chØ ®¬n gi¶n chØ lµ theo 
c¸c c«ng thøc nh­ trªn. D­íi ®©y lµ b¶ng sè liÖu vÒ d©n sè thÕ giíi hiÖn t¹i vµ dù ®o¸n 
trong vßng 50 trë l¹i ®©y. 

 

VÊn ®Ò tÝnh khèi l­îng chÊt phãng x¹ 
 
Trong vËt lÝ, kh¸i niÖm phãng x¹ ®· trë nªn qu¸ quen thuéc vµ ngµnh khoa häc nghiªn 
cøu vÒ phãng x¹ ®· thÓ hiÖn vai trß quan träng trong sù ph¸t triÓn cña thÕ giíi vµi n¨m trë 
l¹i ®©y. Nãi vÒ phãng x¹, trong ch­¬ng tr×nh VËt lÝ líp 12, chóng ta còng ®· lµm quen víi 
nh÷ng bµi to¸n vÒ tÝnh to¸n khèi l­îng chÊt cßn l¹i sau mét qu¸ tr×nh ph©n hñy tù nhiªn.  

Gi¶ sö t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu, mét lo¹i chÊt phãng x¹ cã khèi l­îng 0m  th× c«ng thøc ®Ó 

tÝnh khèi l­îng phãng x¹ cßn l¹i sau thêi gian t lµ 0( ) . ktm t m e  víi k gäi lµ hÖ sè suy 
gi¶m phô thuéc vµo tõng lo¹i chÊt. Mét kh¸i niÖm liªn quan ®Õn vÊn ®Ò nµy lµ chu k× b¸n 
hñy, ®ã chÝnh lµ kho¶ng thêi gian mµ chÊt phãng x¹ chØ cßn l¹i mét nöa mµ nã kh«ng phô 
thuéc vµo khèi l­îng chÊt ban ®Çu. Khi ®ã, b»ng biÕn ®æi c«ng thøc, ta dÔ dµng cã ®­îc 

chu k× b¸n r· 
ln 2s
k


 . 

VÝ dô 10. Chu k× b¸n r· cña Cacbon 14C  lµ kho¶ng 5750 n¨m.  

a) Cho tr­íc mét mÉu Cacbon cã khèi l­îng 100g. H·y viÕt biÓu thøc biÓu diÔn khèi 



l­îng chÊt nµy cßn l¹i sau thêi gian t. 

b) Ng­êi ta t×m ®­îc trong mét mÉu ®å cæ mét l­îng Cacbon vµ x¸c ®Þnh ®­îc nã ®· mÊt 
25% l­îng Cacbon ban ®Çu cña nã. Hái mÉu ®å cæ cã tuæi lµ bao nhiªu? 

Lêi gi¶i.  

a) Theo c«ng thøc 0( ) . ktm t m e  ®· cho th× ta cã thÓ thÊy 
1(5730) .100 50
2

m   , suy ra 

.5730 4ln 250 100. 1,21.10
5730

ke k 
    . Do ®ã, c«ng thøc cÇn t×m lµ 

41,12.10( ) 100. tm t e


  

b) Gi¶ sö t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu, mÉu ®å cæ cã chøa khèi l­îng Cacbon lµ 0m  vµ t¹i thêi 
®iÓm t (tÝnh tõ thêi ®iÓm ban ®Çu) th× khèi l­îng ®ã lµ ( )m t  th× ta cã  

ln 2 ln 2 ln 2
5730 5730 5730

0 0 0

3ln .5730
3 4( ) 75% 2378
4 ln 2

t t t
m t m e m m e e t

  
 
 
        


 n¨m. 

VËy tuæi cña mÉu ®å cæ ®ã lµ 2378 n¨m. 

H7. Mét mÉu chÊt phãng x¹ sau 99 n¨m th× khèi l­îng ban ®Çu gi¶m ®i 8 lÇn. Hái chu k× 
b¸n r· cña chÊt nµy lµ bao nhiªu n¨m vµ sau bao l©u th× khèi l­îng cña mÉu chÊt phãng 
x¹ nµy chØ cßn 5% khèi l­îng ban ®Çu? 

 

Trªn thùc tÕ, øng dông cña hµm sè mò vµ logarit cßn xuÊt hiÖn trong nhiÒu lÜnh vùc kh¸c 
nh­ vÒ nghiªn cøu ®éng ®Êt, ©m thanh, kinh doanh, di truyÒn vµ biÕn dÞ trong sinh häc,… 
C¸c hµm sè mò vµ logarit thÓ hiÖn mét c¸ch rÊt râ rµng møc ®é biÕn thiªn cña c¸c ®¹i 
l­îng ®Æc tr­ng t­¬ng øng trong tõng d¹ng. 



BµI TËP 

Bµi 1.  

a) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng. Chøng minh r»ng 3( )
a b c

a b ca b c abc
 

 . 

b) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 

2 ( ) ( ) ( ) 3( ) ( ) 27a b c b c c a a ba b c a b c         

c) Cho , , , ,x y z a b  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n ,x y z a b   . Chøng minh r»ng 

( ) ( ) ( ) 0a b b a b b a b bx y z y z x z x y       

Bµi 2. 

a) T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè ( ) :f x    tháa m·n ®¼ng thøc sau 

   ( 2 ) (4 3 2) 2 (2 2)f x f x f x     

b) Cho sè thùc a  tháa m·n 0 1a  . H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm sè :f    tháa 
m·n ph­¬ng tr×nh sau 

( ) 1 ( ) 1( ) ( ).3 (3 )
y yb f y x b f y yf x y f x b b        

(§Ò thi HSGQG n¨m 2007) 

Bµi 3. 

a) Cho 0 , 1a b  . Chøng minh r»ng 

1

0
lim

2

x x x

x

a b ab


 
 

 
. 

b) H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c cÆp sè d­¬ng ,a b  sao cho víi mäi sè nguyªn d­¬ng n vµ víi 

mäi nghiÖm thùc nx  cña ph­¬ng tr×nh 2 2
24 log (2 1)n x n x  , ta lu«n cã 

2 3n nx x
na b x    

 
Bµi 4. Mét sè øng dông cña hµm sè mò vµ hµm sè logarit. 

1. Chi phÝ tæng céng cña mét c«ng ty ®­îc tÝnh nh­ sau ( ) 90 50 tC t e   (®¬n vÞ tiÒn) víi 
t lµ thêi gian tÝnh b»ng n¨m tõ khi c«ng ty thµnh lËp ®Õn thêi ®iÓm hiÖn t¹i. TÝnh chi phÝ 
c«ng ty ®· chi ra sau 10 n¨m. 



2. Mét nghiªn cøu cho thÊy mét nhãm häc sinh ®­îc cho xem cïng mét danh s¸ch c¸c 
loµi ®éng vËt vµ ®­îc kiÓm tra l¹i xem hä nhí bao nhiªu % mçi th¸ng. Sau t th¸ng, kh¶ 
n¨ng nhí trung b×nh cña nhãm häc sinh tÝnh theo c«ng thøc ( ) 75 20ln( 1), 0M t t t     
(®¬n vÞ %). Hái sau kho¶ng bao l©u th× sè häc sinh nhí ®­îc danh s¸ch ®ã lµ d­íi 10%? 

3. Mét c«ng ty võa tung ra thÞ tr­êng mét sè s¶n phÈm míi vµ hä cã tæ chøc ph¸t qu¶ng 
c¸o ë truyÒn h×nh mçi ngµy. Mét nghiªn cøu thÞ tr­êng cho thÊy nÕu sau x qu¶ng c¸o 

®­îc ph¸t th× sè %  ng­êi xem mua s¶n phÈm lµ 0,15

100( ) , 0
1 49 xP x x

e 


.  

H·y so s¸nh tØ lÖ nµy khi cã 100, 200 vµ 500 qu¶ng c¸o ®­îc ph¸t ®i. 

4. C­êng ®é cña ¸nh s¸ng ®i qua mét m«i tr­êng kh¸c kh«ng khÝ, ch¼ng h¹n nh­ n­íc, 
s­¬ng mï, …sÏ gi¶m dÇn tïy theo ®é dµy cña m«i tr­êng vµ mét h»ng sè   gäi lµ kh¶ 

n¨ng hÊp thu tïy thuéc m«i tr­êng theo c«ng thøc nh­ sau 0
xI I e   víi x lµ ®é dµy cña 

m«i tr­êng ®ã, tÝnh b»ng mÐt. BiÕt r»ng n­íc biÓn cã 1,4  . H·y tÝnh xem c­êng ®é 
¸nh s¸ng gi¶m ®i bao nhiªu tõ ®é s©u 2m xuèng ®Õn 20m? 

Bµi 5. 

§Ó ®o ®é phãng x¹ cña mét chÊt phãng x¹  , ng­êi ta dïng mét m¸y ®Õm xung. Khi 

chÊt nµy phãng x¹ ra c¸c h¹t   , c¸c h¹t nµy ®Ëp vµo m¸y vµ khi ®ã, trong m¸y xuÊt hiÖn 
mét xung ®iÖn vµ bé ®Õm t¨ng thªm 1 ®¬n vÞ. Ban ®Çu, m¸y ®Õm ®­îc 960 xung trong 
vßng mét phót nh­ng sau ®ã 3 giê chØ cßn 120 xung trong mét phót (víi cïng ®iÒu kiÖn).  
Hái chu k× b¸n r· cña chÊt nµy lµ bao nhiªu giê? 

Bµi 6. 

Gi¶ sö mét hµm chØ møc s¶n xuÊt cña mét h·ng DVD trong1 ngµy lµ 
2 1
3 3( , )q m n m n , 

trong ®ã m lµ sè l­îng nh©n viªn vµ n lµ sè l­îng lao ®éng chÝnh. Mçi ngµy h·ng ph¶i s¶n 
xuÊt ®­îc 40 s¶n phÈm ®Ó ®¸p øng nhu cÇu kh¸ch hµng. 

BiÕt r»ng tiÒn l­¬ng cho nh©n viªn lµ 16 USD vµ cña mét lao ®éng chÝnh lµ 27 USD. 

H·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt chi phÝ trong 1 ngµy cña h·ng s¶n xuÊt nµy. 

Bµi 7. 

Trong Tin häc, thuËt to¸n t×m kiÕm trªn mét c©y c©n b»ng (mét d¹ng graph ®Æc biÖt) ®ßi 
hái sè b­íc di chuyÓn lµ ( )P n  øng víi c©y cã bËc n vµ ®­îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau 

1( 1)( 1) ( )( 1)( ) i n i
n

i P n i PP i
n

     
  vµ 

1

1 ( )
n

n n
i

P P i
n 

  . 

H·y ®¸nh gi¸ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n nµy. 



§5. ph­¬ng tr×nh, bÊt ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit. 

Ph­¬ng tr×nh, bÊt ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit ®· ®­îc xem xÐt kh¸ kÜ ë tr×nh ®é THPT vµ 
nÕu xÐt vÒ mét møc ®é nµo ®ã, c¸c bµi to¸n víi nghiÖm phï hîp (tøc lµ cã thÓ x¸c ®Þnh 
chÝnh x¸c ®­îc) lµ ®Òu cã ph­¬ng ph¸p gi¶i ®­îc. Chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu mét c¸ch cã 
hÖ thèng c¸c ph­¬ng ph¸p nµy cïng víi c¸c ý t­ëng dïng ®Ó ph©n tÝch vµ gi¶i quyÕt c¸c 
bµi to¸n l¹, kh«ng mÉu mùc. 

******************* 

Tr­íc hÕt, ta nh¾c l¹i mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cÇn biÕt vÒ c¸c ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit 
(c¸c tÝnh chÊt nµy chøng minh dÔ dµng b»ng tÝnh biÕn thiªn cña hµm sè mò vµ logarit). 

*Ph­¬ng tr×nh ,0 1xa m a    

-NÕu 0m   th× ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm. 

-NÕu 0m   th× ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt lµ logax m . 

*Ph­¬ng tr×nh log ,0 1a x m a    lu«n cã nghiÖm duy nhÊt lµ mx a . 

1.C¸c ph­¬ng ph¸p gi¶i tæng qu¸t ®èi víi nh÷ng d¹ng quen thuéc. 

D­íi ®©y chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu mét sè ph­¬ng ph¸p chÝnh ®Ó gi¶i mét ph­¬ng tr×nh, 
bÊt ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit. NhiÒu bµi to¸n ph¶i phèi hîp nhiÒu ph­¬ng ph¸p míi cã 
thÓ gi¶i quyÕt ®­îc, viÖc ph©n tÝch vµ t×m ra mét h­íng tiÕp cËn chÝnh x¸c dùa vµo d¹ng 
cô thÓ cña tõng bµi to¸n. 

a) Ph­¬ng tr×nh cã d¹ng ( ) ( )f x g xa b  trong ®ã ,a b  lµ c¸c tham sè d­¬ng cho tr­íc. 

*C¸ch gi¶i chung. 

- NÕu a b  th× theo tÝnh chÊt cña hµm sè mò , ta cã ( ) ( )f x g x , ®­a bµi to¸n vÒ d¹ng 

®¬n gi¶n h¬n. §©y cßn gäi lµ ph­¬ng ph¸p ®­a vÒ cïng c¬ sè.  

-NÕu a b  th× lÊy logarit c¬ sè a (hoÆc b ) hai vÕ ®­a vÒ ( ) log . ( )af x b g x . Do loga b  

còng lµ mét h»ng sè nªn tÝnh chÊt cña ph­¬ng tr×nh nµy còng t­¬ng tù tr­êng hîp a b . 

D­íi ®©y chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu c¸c vÝ dô ®Ó n¾m râ c¸ch gi¶i d¹ng nµy.  

VÝ dô 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 



a)        1 3 52 1 65 5 2 6. 2
x x x xx x x x        

b) 2sin sin 4(10 6 3) ( 3 1)x x    

c) 
2 2 2 2

2
1 2 3 2 3 4 3 4 5 4

( 1)8 3 5 7 210
3 5 7 2

x x x x x x x x
x

       
               

       
 

Lêi gi¶i. 

a) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

2 2 2 2

2 2 2 2

( 2)( 1) ( 3) ( 1)( 5) ( 6) 3 2 3 6 5 6

3 6 3 6 2 2
2

2
2 5

2 2

5 5 2 6.2 5 5 2 6.2

26.5 26.2 5 2 ( 3 ).log 5 6
6 3log 5 64[( 3) log 5 ( 6)] 0 0 log
log 5 1 125

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x

           

   

      

       


         


 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ 5
2

640, log
125

x x  . 

b) Ta cã 310 6 3 ( 3 1)    nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

1 sin 46sin 2( 3 1) ( 3 1) 6sin 2sin .cos .cos 2 sin (cos .cos 2 3) 0
xx x x x x x x x         

Do cos .cos 2 3 0x x    nªn ph­¬ng tr×nh nµy chØ cã nghiÖm sin 0 ,x x k k    . 

c) Ta cã 

 

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 4 3 4 5 4
( 1)

3 3 3 2 3 2 3 4 3 4 5 4 1
( 1) ( 1) ( 1)

1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 2 1

8 3 5 7 210
3 5 7 2

2 3 5 7 (3.5.7)210 2 .(3.5.7)
3 5 7 2 2

10

x x x x x x x x
x

x x x x x x x x x x
x x x

x x x x x x x x x x

       


         
  

         

               
       

   


22( 1)5 2x x

 

LÊy logarit c¬ sè 2 hai vÕ, ta ®­îc  
2 2

2 2

2
2 2 2

2( 1) (log 105) 2 (4 log 105) 2 0

(2 log 105) log 105 8log 105
4

x x x x

x

      

  
 

 

§©y chÝnh lµ hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho. 



H1. a) Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 
2

12 .3 .4 4.36
x

x x x x . 

b) Víi a lµ sè thùc d­¬ng lín h¬n 1, h·y gi¶i ph­¬ng tr×nh 
22

2 2

1 6
1 1

xxa a
a a

         
. 

 

b) D¹ng ph­¬ng tr×nh log ( ) log ( )a bf x g x  víi ,a b  lµ c¸c sè thùc d­¬ng kh¸c 1. 

Còng víi c¸ch t­¬ng tù khi gi¶i ph­¬ng tr×nh mò, ta muèn khö logarit cña ph­¬ng tr×nh 
®Ó ®­a vÒ d¹ng ®¬n gi¶n h¬n. Tuy nhiªn, c¸c ph­¬ng tr×nh logarit nµy ®ßi hái dïng mét 
sè kÜ thuËt khã h¬n ®Ó gi¶i quyÕt.  

-NÕu a b  th× theo tÝnh chÊt hµm logarit, ta còng cã ( ) ( )f x g x . 

-NÕu a b  vµ ( 1)( 1) 0a b    th× hai vÕ cña ph­¬ng tr×nh cã tÝnh ®¬n ®iÖu kh¸c nhau, ta 

dïng hµm sè ®Ó gi¶i.  

-NÕu a b  vµ ( 1)( 1) 0a b    th× ta ®Æt Èn phô ®Ó mò hãa hai vÕ. 

Ta sÏ tiÕp tôc xÐt c¸c vÝ dô minh häa d­íi ®©y. 

VÝ dô 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 2 3 3
4 4 4

3 log ( 2) 3 log (4 ) log ( 6)
2

x x x       

b) 2 2
3 5 1 1

5 5

log (log ( 1 )) log (log ( 1 ))x x x x      

b) 3 22log cot log cosx x  

Lêi gi¶i. 

a) §iÒu kiÖn 6 4, 2x x     . Ph­¬ng tr×nh ®· cho biÕn ®æi thµnh 

   

2 3 3
4 4 4

4 4

1 1 1log ( 2) 1 log (4 ) log ( 6)
2 3 3

log 4 2 log (4 )( 6)

4 2 (4 )( 6) (*)              

x x x

x x x

x x x

     

    

    

 



-NÕu 2x    th× ph­¬ng tr×nh (*) t­¬ng ®­¬ng víi 
24( 2) (4 )( 6) 6 16 0 ( 2)( 8) 0 2x x x x x x x x               

-NÕu 2x    th× ph­¬ng tr×nh (*) t­¬ng ®­¬ng víi 

2 24( 2) (4 )( 6) 2 32 0 ( 1) 33 1 33x x x x x x x               . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 2 1 33x x    . 

b) 2 2
3 5 1 1

5 5

log (log ( 1 )) log (log ( 1 ))x x x x      

Ta thÊy 2 21 0, 1 0x x x x       nªn ph­¬ng tr×nh x¸c ®Þnh trªn  . 

Ta cã   2 21 1 1x x x x      nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 

2 2
3 5 1 5

5

log (log ( 1 )) log (log ( 1 ))x x x x     . 

§Æt 2
5log ( 1 )a x x   . Ta cã 3 1

5

log loga a . Râ rµng tÝnh ®¬n ®iÖu cña hai vÕ kh¸c 

nhau nªn ph­¬ng tr×nh cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm, ta thÊy 1a   tháa nªn  

2 2 2
5

12log ( 1 ) 1 1 5 1 5
5

x x x x x x x              . 

Thö l¹i ta thÊy tháa. VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 
12
5

x   . 

c) §iÒu kiÖn cos 0,cot 0 ( 2 , 2 ),
2

x x x k k k       . 

§Æt 3 22log cot log cosx x t  . Ta cã 2 22cot 3 ,cos 2 cot 3 ,cos 4
t

t t tx x x x     . 

MÆt kh¸c 
2 2

2
2 2

cos coscot ,
sin 1 cos

a aa a k
a a

   


 nªn  

4 43 3 12 4 4 1
1 4 3

tt
t t t t t

t
          

 (*) 



VÕ tr¸i lµ hµm t¨ng theo biÕn t nªn ph­¬ng tr×nh nµy cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. Ta l¹i 
thÊy 1t    tháa m·n ph­¬ng tr×nh nªn (*) cã nghiÖm duy nhÊt lµ 1t   . 

Tõ 1t   , suy ra 
1cos 2 ,
2 3

x x k k      . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 2 ,
3

x k k    . 

H2. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
2

2011log 22011. xx x . 

b) 2 3log (1 ) log (1 2 )x x    

 

c) D¹ng ph­¬ng tr×nh ®­a ®­îc vÒ hai d¹ng c¬ b¶n trªn. 

Trong phÇn nµy, chóng ta sÏ cïng xem xÐt c¸c bµi to¸n mµ th«ng qua mét sè phÐp biÕn 
®æi nh­ dïng tÝnh chÊt cña hµm sè mò, hµm sè logarit, ®Æt Èn phô hoÆc ph©n tÝch thµnh 
nh©n tö lµ cã thÓ ®­a vÒ hai d¹ng c¬ b¶n ®· nªu trªn. C¸c bµi nµy nãi chung còng t­¬ng tù 
c¸c bµi ë trªn nh­ng ®ßi hái nhiÒu thao t¸c biÕn ®æi h¬n.  

VÝ dô 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 6 2 7 2log (log ) log (log 2 )x xx x   

b) 
2 2 22 24 .2 3.2 .2 8 12x x x xx x x x      

c)    2 2
3 7 2 3log 9 12 4 log 6 23 21 4x xx x x x        

Lêi gi¶i. 

a) §iÒu kiÖn 0 6, 5x x   . Tr­íc hÕt, ta thÊy ®©y lµ d¹ng ph­¬ng tr×nh cã d¹ng hai biÓu 

thøc logarit b»ng nhau nh­ng kh¸c c¬ sè. Do ®ã, ta sÏ ®Æt Èn phô tr­íc ®Ó ®¬n gi¶n hãa 
biÓu thøc. 

§Æt 6 2 7 2log (log ) log (log 2 )x xx x t   . Suy ra 

6
2 2

7
2 2

log log (6 )
(6 ) 1 (7 )

log 2 1 log (7 )

x t
t t

x t

x t x x
x x

x t x x





          
     

 



TiÕp tôc ®Æt 6 0x a   . Ta cã ph­¬ng tr×nh 
1( 1) 1

1 1

t t
t t aa t a

a a
               

. 

Do 
10 , 1

1 1
a

a a
 

 
 nªn ta cã thÓ xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

- NÕu 1t   th× 
1 1 1

1 1 1 1

t ta a
a a a a

               
, lo¹i. 

- NÕu 1t   th× 
1 1 1

1 1 1 1

t ta a
a a a a

               
, lo¹i. 

- NÕu 1t   th× 
1 1 1

1 1 1 1

t ta a
a a a a

               
, tháa m·n. 

Do ®ã, 1 4t x   . Thö l¹i thÊy tháa. VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 4x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi  

2 2 2

2 2

2

2 2

(2 4) 2 (4 2 ) 3(4 2 ) 0

(2 4)( 2 3) 0 2 4 0 2 3 0

2, 1, 3

x x x

x x

x x

x x x x

x x x

     

           

     

 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ 2, 1, 3x x x     . 

 c) §iÒu kiÖn 3 7 0,2 3 0, 1x x x      . 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi  

 2
3 7 2 3 3 7 2 3log (2 3) log (2 3)(3 7) 4 2log (2 3) log (3 7) 3x x x xx x x x x              

§Æt 3 7log (2 3)xt x  , ta ®­îc 21 12 3 2 3 1 0 1
2

t t t t t
t

          . 

-Víi 1t   th× 3 7log (2 3) 1 3 7 2 3 4x x x x x          , lo¹i. 

-Víi 
1
2

t   th× 3 7
1log (2 3) 3 7 2 3 ( 2)(4 1) 0
2x x x x x x            



Ph­¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm ph©n biÖt lµ 
12
4

x x     , ta thÊy chØ cã 
1
4

x    tháa 

nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
1
4

x   . 

H3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
1

1 2
2(4 2 3) log 3 4 4

x
x x xx


      

b) 2 2
2

(24 1)(24 1) (24 1)
log log log xx x x x

x x x 
   

 

d) C¸c ph­¬ng tr×nh gi¶i b»ng c¸c ®Æc tr­ng cña hµm sè  

Trong phÇn trªn, ta ®· thÊy mét bµi dïng ®Æc tr­ng hµm sè khi dïng tÝnh ®¬n ®iÖu ®Ó gi¶i 
quyÕt. Trªn thùc tÕ, c¸c d¹ng ph­¬ng tr×nh nµy kh¸ phæ biÕn, thó vÞ vµ cã mét sè bµi quen 
thuéc mµ chóng ta sÏ xÐt trong c¸c vÝ dô d­íi ®©y. C¸c bµi to¸n trong phÇn nµy cã mét 
®Æc ®iÓm chung lµ chóng cã sè nghiÖm x¸c ®Þnh tr­íc ®­îc vµ gi¸ trÞ chÝnh x¸c cña tõng 
nghiÖm ®­îc nhÈm ra dùa trªn ph­¬ng tr×nh chø kh«ng ph¶i th«ng qua mét phÐp biÕn ®æi 
cô thÓ nµo. 

Ta ph¸t biÓu l¹i hai ®Þnh lÝ quan träng dïng trong c¸c bµi to¸n liªn quan. 

-§Þnh lÝ Lagrange. Cho hµm sè ( ) :[ , ]f x a b    liªn tôc trªn [ , ]a b  vµ kh¶ vi trªn ( , )a b . 

Khi ®ã, tån t¹i mét sè thùc ( , )c a b  sao cho 
( ) ( )( ) f b f af c

b a
 


. 

-§Þnh lÝ Rolle. Cho hµm sè ( ) :[ , ]f x a b    liªn tôc trªn [ , ]a b  vµ kh¶ vi trªn ( , )a b , 

®ång thêi ( ) ( )f a f b . Khi ®ã, tån t¹i mét sè thùc ( , )c a b  sao cho ( ) 0f c  . 

Mét sè hÖ qu¶ th­êng dïng cña c¸c ®Þnh lÝ nµy lµ 

(1) NÕu hµm sè ( ) :[ , ]f x a b    liªn tôc trªn [ , ]a b  vµ kh¶ vi trªn ( , )a b  vµ ph­¬ng tr×nh 

( ) 0f x   cã k nghiÖm thuéc ( , )a b  th× ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã Ýt nhÊt 1k  nghiÖm 

thuéc ( , )a b . 

(2) NÕu ( ) :[ , ]f x a b    liªn tôc trªn [ , ]a b  vµ kh¶ vi trªn ( , )a b , ®ång thêi ®¹o hµm cÊp 

k cña hµm ( )f x  kh«ng ®æi dÊu trªn ( ) 0f x   th× ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã kh«ng qu¸ k 

nghiÖm ph©n biÖt thuéc ( , )a b . 



Ta còng nh¾c l¹i c¸c d¹ng cña bÊt ®¼ng thøc Bernoulli, mét bÊt ®¼ng thøc g¾n liÒn víi 
hµm sè mò lµ 

(1) Víi 0 1a   th× ta cã 
( 1) 1 0 1
( 1) 1 0 1

x

x

a a x x x
a a x x

           

    víi 

    víi 
 

(2) Víi 0x  th× ( 1) 1ax a x    víi mäi 1a  vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi 1x  . 

Chøng minh. 

(1) XÐt hµm sè ( ) ( 1) 1xf x a a x    .  

Ta cã 2( ) ln ( 1), ( ) (ln ) 0x xf x a a a f x a a       nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã 

kh«ng qu¸ hai nghiÖm ph©n biÖt. Ta l¹i thÊy (0) (1) 0f f   nªn 0, 1x x   lµ hai 

nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x  . VÏ b¶ng biÕn thiªn, ta dÔ dµng thÊy ®­îc r»ng 

( ) 0, ( ;0] [1; )f x x      vµ ( ) 0, (0;1)f x x   . Tõ ®ã dÔ dµng suy ra bÊt ®¼ng thøc 

cÇn chøng minh lµ ®óng. 

 (2) Ta xÐt hµm sè ( ) ( 1) 1, 0af x x a x x     .  

Ta cã 1 1 2( ) ( 1), ( ) ( 1) 0a a af x ax a a x f x a a x           nªn hµm sè ®· cho ®¹t gi¸ trÞ 

nhá nhÊt t¹i nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   hay ( ) (1) 0f x f  .  

Do ®ã, ta ®­îc ( 1) 1, 0, 1ax a x x a      . 

*D¹ng 1. Dïng hµm sè ®¸nh gi¸ trùc tiÕp. 

Trong phÇn nµy, ta xÐt c¸c bµi to¸n cã d¹ng ( ) 0f x   vµ trong ®ã, hµm ( )f x  cã ®¹o hµm 

cÊp 1, 2 hoÆc 3 ®ång biÕn. Khi ®ã, sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho ®­îc biÕt chÝnh 
x¸c vµ ®Ó hoµn tÊt lêi gi¶i, ta chØ cÇn nhÈm ra c¸c nghiÖm ®ã. 

VÝ dô 4. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) (2 )(2 4 ) 6xx   . 

b) 3 22 3 ln( 1) 0x x x x       

Lêi gi¶i.  Do 2 4 0x   víi mäi x  nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

6 62 2 0
2 4 2 4x xx x     
 

. 



§Æt 
6( ) 2,

2 4tf t t t   


 , 
2

2

4 4 (4 6.ln 4) 4( )
(2 4 )

t t

tf t    


 vµ 

2( ) 0 4 4 (4 6.ln 4) 4 0t tf t       . 

§©y lµ ph­¬ng tr×nh bËc hai theo biÕn 4t  nªn nã cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm. Do ®ã, 

ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm (mçi gi¸ trÞ d­¬ng cña 4t  cho ta ®óng 

mét gi¸ trÞ cña t). 
Ta ®ã ta thÊy ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ ba nghiÖm. 

MÆt kh¸c  ta còng cã 
1(0) (1) ( ) 0
2

f f f    nªn c¸c gi¸ trÞ nµy còng nghiÖm ®óng 

ph­¬ng tr×nh ban ®Çu. VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ba nghiÖm lµ 
10, 1,
2

x x x   . 

b) XÐt hµm sè 3 2( ) 2 3 ln( 1),  f x x x x x x       . Ta cã 

4 3 2
2

2 2

4 3 2 2

2

2 1 (3 3 5 2 2) (2 1)( ) 3 2
1 1

(3 3 3 ) (2 4 3) 0,
1

x x x x x xf x x
x x x x

x x x x x x
x x

           
   

    
   

 


 

Suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn vµ ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm.  

H¬n n÷a  3 2( 1) ( 1) 2 ( 1) 3 ln ( 1) ( 1) 1 0f               nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   

cã nghiÖm duy nhÊt lµ 1x   . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 1x  . 

H4. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) cos sinlog sin log cos(1 cos ) (1 sin )x xx xx x    

b) 
2

1 11 1
3

2
1 1ln 1 ln 1 1

x x
x x x

x x

 
          
   

 

VÝ dô 5. (Ph­¬ng tr×nh cã d¹ng ( 1) 1xa a x   ) Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) cos 2 2 cos 2 1 32 cos 2cos 2 4cosx xx x x    

b) 33 1 log (1 2 )x x x     

c) 2
25 4 27 42 5 log 5

2 2
x x xx x      

 
 



Lêi gi¶i. 

a) Ta cã  

cos 2 2 cos 2 1 3 cos 2 1 2

cos 2 2 cos 2

2 cos 2cos 2 4cos 2 (2cos 1) 2cos (2cos 1)
1(2cos 1)(2 2cos ) 0 cos 2 cos 2 1
2

x x x

x x

x x x x x x

x x x x

       

        
 

-Víi 
1cos
2

x  , ta cã 2 ,
3

x k k
    . 

-Víi cos 22 cos 2 1x x  , ta thÊy ®©y chÝnh lµ ph­¬ng tr×nh cã d¹ng Bernoulli nªn nã cã 

nghiÖm lµ cos 2 0 cos 2 1 ,
4 2

x x x k x k k 
          . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ba hä nghiÖm lµ 2 , , ,
3 4 2

x k x k x k k  
        . 

b) 33 1 log (1 2 )x x x     §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 
1
2

x . 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 3log (2 1)
33 3 log (2 1)xx x x    . 

DÔ thÊy hµm sè ( ) 3 ,tf t t t    ®ång biÕn trªn   vµ ph­¬ng tr×nh trªn chÝnh lµ 

3( ) (log (2 1))f x f x   nªn ta ®­îc 3log (2 1) 3 2 1xx x x     . 

Ph­¬ng tr×nh nµy cã d¹ng bÊt ®¼ng thøc Bernoulli nªn nã cã nghiÖm lµ 0, 1x x   vµ ®©y 

còng chÝnh lµ hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

c)  44 3 4 2 log 5 2 3x x xx x       

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 5 2 3xx  . 

§Æt 4log (5 2 3 ) 4 3 5 2x t xt x x       , mµ thay t vµo ph­¬ng tr×nh ®· cho th× ta cã 

4 3 4 2x x x t    . So s¸nh hai ®¼ng thøc nµy, ta ®­îc 4 4 4 4t x x tx t x t       . 

Còng tõ tÝnh ®ång biÕn cña hµm sè ( ) 4yf y y  , ta cã ngay x t  hay 4 3 5 2x x x   . 

Ph­¬ng tr×nh nµy t­¬ng ®­¬ng víi (4 3 1) (3 2 1) 0x xx x      . 



Theo bÊt ®¼ng thøc Bernoulli th× hai biÓu thøc trong ngoÆc cña vÕ tr¸i lu«n cïng dÊu víi 
nhau nªn ®¼ng thøc x¶y ra khi 0, 1x x  , tháa m·n ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 0, 1x x  . 

NhËn xÐt. Ta thÊy r»ng hai bµi ,b c  ë trªn cã cïng d¹ng lµ hai hµm sè ng­îc nhau ë hai 

vÕ kh¸c nhau. Còng t­¬ng tù nh­ ë ph­¬ng tr×nh ®¹i sè th«ng th­êng, d¹ng nµy cã hai 
c¸ch gi¶i quen thuéc lµ ®­a vÒ hÖ ®èi xøng hoÆc biÕn ®æi ®Ó ®­a ph­¬ng tr×nh vÒ d¹ng 

( ) ( )f x f y  vµ trong phÇn lêi gi¶i nªu trªn, chóng ta ®· ®­îc thÊy hai c¸ch ®ã. Tõ c¸c 

ph­¬ng tr×nh Bernoulli b×nh th­êng (vµ cã thÓ lµ c¸c d¹ng kh¸c), b»ng c¸ch dïng hµm sè, 
ta ®· thu ®­îc c¸c bµi to¸n thó vÞ h¬n.  

VÝ dô 6. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 25 4 3 2 10 6x x x x x x      

b) 3 212 13 14 2 3 4 870 2400 1560x x x x x x x x x         
Lêi gi¶i. 

a) XÐt hµm sè 2( ) 5 4 (3 2 10 6 ),  x x x xf x x x x        

Ta thÊy 3 3 3 3( ) 5 (ln 5) 4 (ln 4) 3 (ln 3) 2 (ln 2)x x x xf x          

Ta thÊy 0x   kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho v× nÕu ng­îc l¹i th× 
2 25 4 3 2 ,  10 6 0 5 4 3 2 10 6x x x x x x x xx x x x           , m©u thuÉn. 

Do ®ã 0 ( ) 0x f x   . Suy ra ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã kh«ng qu¸ ba nghiÖm ph©n 

biÖt. H¬n n÷a: (0) (1) (2) 0f f f    nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ®óng ba nghiÖm lµ 

0,  1,  2x x x   .  

b) XÐt hµm sè 3 2( ) 12 13 14 (2 3 4 870 2400 1560 )x x x x x xf x x x x         . 

Ta cã (4) 4 4 4 4 4 4( ) 12 .(ln12) 13 .(ln13) 14 .(ln14) 2 .(ln 2) 3 .(ln 3) 4 .(ln 4)x x x x x xf x       . 

Ta thÊy r»ng trong ph­¬ng tr×nh ®· cho, x ph¶i lµ sè kh«ng ©m v× nÕu ng­îc l¹i th× theo 

B§T Bernoulli th× 12 11 1,13 12 1,14 13 1x x xx x x      .  

Suy ra 12 13 14 36 3x x x x    . 

Tuy nhiªn, ta còng cã 
3 2 22 3 4 870 2400 1560 3 36 (870 2400 1524) 3 36x x x x x x x x x x x             



Do ®ã 3 212 13 14 36 3 2 3 4 870 2400 1560x x x x x xx x x x          , kh«ng tháa. 

Tõ ®ã ta ®­îc 0x  vµ trong hµm sè ®ang xÐt ë trªn th× (4) ( ) 0f x  . 

§¹o hµm cÊp 4 kh«ng ®æi dÊu nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã kh«ng qu¸ 4 nghiÖm. 

MÆt kh¸c (1) (2) (3) (4)f f f f    nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã ®óng 4 nghiÖm lµ 

1, 2, 3, 4x x x x    . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã 4 nghiÖm lµ 1, 2, 3, 4x x x x    . 

NhËn xÐt. Ta thÊy hai ph­¬ng tr×nh trong vÝ dô nµy kh¸ ®Ñp m¾t do sù kÕt hîp khÐo lÐo 
gi÷a c¸c hµm sè mò vµ hµm sè ®a thøc. Chóng ta sÏ ph©n tÝch c¸ch ®Ó t¹o ra c¸c ph­¬ng 
tr×nh cã d¹ng nh­ thÕ. 

Tr­íc hÕt, ta b¾t ®Çu víi d¹ng ph­¬ng tr×nh cã d¹ng ( )x xa b P x  , trong ®ã ,a b  lµ c¸c 

sè d­¬ng chän tr­íc vµ ®a thøc ( )P x  cã bËc lµ n. Râ rµng ( 1) ( ) 0nP x   trong khi ®¹o 

hµm mäi cÊp cña c¸c hµm mò bªn vÕ ph¶i lu«n d­¬ng. Khi ®ã, nÕu xÐt hµm sè 

( ) ( )x xf x a b P x    th× ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   sÏ cã kh«ng qu¸ 1n  nghiÖm. Ta sÏ 

chän tr­íc c¸c nghiÖm nµy vµ thay vµo biÓu thøc  ( )x xa b P x  ®Ó x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hÖ 

sè cña ®a thøc (hÖ 1n  ph­¬ng tr×nh víi 1n   biÕn nµy nãi chung lu«n gi¶i ®­îc). C¸ch 
lµm nµy kh¸ dÔ dµng nh­ng ta l¹i thu ®­îc nhiÒu bµi to¸n kh¸ thó vÞ. C«ng viÖc thùc hiÖn 
t­¬ng tù khi vÕ tr¸i xuÊt hiÖn nhiÒu hµm mò h¬n. 

Ta l¹i c¶i tiÕn d¹ng cña ph­¬ng tr×nh nµy b»ng c¸ch kÕt hîp hai ph­¬ng tr×nh nh­ thÕ l¹i, 

cô thÓ lµ ( ) ( )x x x xa b P x c d Q x      trong ®ã ,a c b d   vµ mçi ®a thøc ( ), ( )P x Q x  

®Òu cã bËc lµ n vµ ®­îc chän dùa trªn bé nghiÖm 1 2 3 1, , ,..., ,n nx x x x x   . Ta xÐt hµm sè sau 

( ) ( ) ( ( ) ( ))x x x xg x a b c d Q x P x      . Trong tr­êng hîp nµy, nÕu nh­ ph­¬ng tr×nh 

( ) 0g x   kh«ng cã nghiÖm ©m th× ( 1) ( ) 0ng x   nªn c¸c nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ban 

®Çu còng chÝnh lµ 1 2 3 1, , ,..., ,n nx x x x x  .   

H5. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 8 (3 1) 4x x       b) 4 1x x   

c) 19 3 (2 1) 2x x xx         d) 
2

2 2
1

2 2

2 1 1 ( 1)2ln
1 1

ex
x x x e x xe

x x




           
 



*D¹ng 2. Dïng hµm sè ®Ó ®¸nh gi¸ gi¸n tiÕp. 

C¸c bµi xÐt trong c¸c vÝ dô d­íi ®©y t­¬ng ®èi khã h¬n vµ tÝnh ®¬n ®iÖu cña c¸c hµm ch­a 
®­îc nh×n nhËn ngay tõ ®Çu, thËm chÝ, ta ch­a t×m ®­îc biÓu thøc t­êng minh cña hµm 
cÇn xÐt mµ ph¶i th«ng qua mét sè b­íc biÕn ®æi. 

VÝ dô 7. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 1 3
77 1 2log (6 5)x x     

b) 2 2 12 3 2 3 1
x x x x x     . 

c) 2log 2 2
22. log

2
x xx x   

 
 

Lêi gi¶i.  

a) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

   2 1 2 12 2 3 3 1 2
x xx x xx        

Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 2 1x x   th× 2 1 2 12 2 0,3 3 0, 1 2 0
x xx x xx         nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho 

kh«ng tháa m·n. 

-NÕu 2 1x x   th× 2 1 2 12 2 0,3 3 0, 1 2 0
x xx x xx         nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho còng 

kh«ng tháa m·n. 

-NÕu 2 1x x   th× ph­¬ng tr×nh ®· cho tháa m·n vµ khi ®ã, nghiÖm cña nã còng lµ 

nghiÖm cña 2 1x x  . 

XÐt hµm sè ( ) 2 ( 1)tf t t   . Ta thÊy 2( ) 2 .ln 2 1, ( ) 2 .(ln 2) 0t tf t f t      nªn ph­¬ng 

tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm ph©n biÖt. 

Ta l¹i thÊy (0) (1) 0f f   nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã ®óng hai nghiÖm lµ 0 vµ 1. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 0, 1x x  . 

b) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 
5
6

x  . 



§Æt 
11
6

x a a    . Ta cã ph­¬ng tr×nh 77 1 6log (6 1)a a   . 

Ta tiÕp tôc ®Æt 7log (6 1) 6 1 7ta t a      vµ 7 1 6a t  . 

Ta ®­îc hÖ sau 

7 6 1
7 7 6 6 7 6 7 6

7 6 1

t
t a t a

a

a
a t t a

t

            
 

XÐt hµm sè ( ) 7 6 ,yf y y y   . Ta cã ( ) 7 .ln 7 6 0yf y     nªn ®©y lµ hµm ®ång 

biÕn. §¼ng thøc cuèi ë trªn chÝnh lµ ( ) ( )f t f a  nªn ta cã ®­îc a t  hay 7 6 1a a  . 

§©y lµ ph­¬ng tr×nh Bernoulli xÐt ë trªn nªn nã cã nghiÖm lµ 0 1a a   , t­¬ng øng, ta 
t×m ®­îc hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ban ®Çu lµ 1 2x x   . Thö l¹i thÊy tháa. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 1, 2x x  . 

c) §iÒu kiÖn 0 1x  . §Æt 2log 2tt x x   . Thay vµo ph­¬ng tr×nh ®· cho, ta cã 

  22 2 1 2 22. 2 ( 1) 2 2 1 2 2
tt t t tt t t        . 

XÐt hµm sè ( ) 2 ,yf y y y   .  

Ta thÊy ( ) 2 .ln 2 1 0yf y     nªn hµm nµy ®ång biÕn. §¼ng thøc cuèi ë trªn chÝnh lµ 
2( 1) (2 )f t f t   nªn 2 21 2 ( 1) 0 1t t t t       . 

Tõ ®ã suy ra 2x   lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

H6. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 22011 ( 1 ) 1x x x     

b) 3 27
133 log ( 1) log
3

x x x x    

*D¹ng 3. Dïng ®Þnh lÝ Lagrange víi c¸c ph­¬ng tr×nh cã d¹ng ( ) ( )f a f b . 

Trong d¹ng nµy, ta còng sÏ xÐt mét hµm sè ®Ó gi¶i quyÕt nh­ng kh«ng ph¶i lµ biÕn x 
th«ng th­êng mµ biÕn ®­îc chän dùa vµo c¸c hÖ sè hoÆc c¬ sè cho tr­íc, biÕn x ®­îc xÐt 
d­íi d¹ng tham sè. §©y lµ mét d¹ng ph­¬ng tr×nh thó vÞ vµ c¸ch dïng ®Þnh lÝ Lagrange ®Ó 
gi¶i quyÕt lµ hiÖu qu¶ nhÊt. 



VÝ dô 8. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 3 7 2.5x x x   

b) 9 (3 2 ) 2 (8 7 ) 5 (5 2 )x x x x x x x x x     . 

Lêi gi¶i. 

a) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 3 5 5 7x x x x   . 

XÐt hµm sè 0 0( ) ( 2)x xf t t t   , trong ®ã 0x  lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh trªn, suy ra 

(3) (5)f f . 

Ta thÊy hµm sè nµy liªn tôc trªn   nªn nã còng liªn tôc trªn[3,5] , theo ®Þnh lÝ Lagrange, 

ta cã 
(3) (5)(3,5) : ( ) 0

3 5
f fc f c    


 hay  0 01 1

0 ( 1) 0x xx c c     

Tõ ®¼ng thøc nµy, ta thÊy 0 00 1x x   , tøc lµ nÕu 0x  lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· 

cho th× 0 00 1x x   . Thö l¹i, ta thÊy c¶ hai nghiÖm nµy ®Òu tháa. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 0,  1x x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

9 (3 2 ) 2 (8 7 ) 5 (5 2 ) 10 16 25 14 18 27
10 12 16 25 12 14 18 27    (*)

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

          

       
 

Gi¶ sö 0x  lµ nghiÖm (nÕu cã) cña ph­¬ng tr×nh (*).  

Ta xÐt hµm sè sau 0 0 0 0( ) ( 2) ( 6) ( 15) , 0x x x xf t t t t t t        .  

DÔ thÊy (*) (10) (12)f f  . 

Hµm sè ( )f t  liªn tôc trªn ®o¹n [10,12]  nªn theo ®Þnh lÝ Lagrange th× tån t¹i sè thùc 

(10,12)c  sao cho 
(10) (12)( ) 0

10 12
f ff c   


. Do ®ã, nÕu 0x  lµ nghiÖm cña ph­¬ng 

tr×nh (*) th× nã ph¶i tháa m·n  
0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1
0

1 1 1 1
0

( 2) ( 6) ( 15) 0

0 ( 2) ( 6) ( 15)

x x x x

x x x x

x c c c c

x c c c c

   

   

        
        

 

§¼ng thøc thø hai cho ta 0 1x   v× nÕu  

0 0 0 01 1 1 1
0 01 1 0 ( 2) ( 6) ( 15)x x x xx x c c c c              , t­¬ng tù víi 0 1x   còng 

m©u thuÉn. 
Thö l¹i trùc tiÕp, ta thÊy hai gi¸ trÞ 0, 1x x   tháa m·n ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 0, 1x x  . 



H7. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 10 40 20 30 .x x x x    

b) 2 8 10 3 4 7x x x x x x      

c) 3 (4 6 9 ) 25 2.16x x x x x x     

 

VÝ dô 9. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 6 6log 2 log10 2xx x   

b) cos cos9 4 2cosx x x   

Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 0x . Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

6 6 6 6 6 6 6log log log log log log log2 10 2.6 6 2 10 6x x x x x x x      . 

Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ 0x x .  

Ta xÐt hµm sè sau 6 0 6 0log log( ) ( 4) , 0x xf t t t t    .  

Ph­¬ng tr×nh ®· cho chÝnh lµ (2) (6)f f . Hµm sè nµy liªn tôc trªn [2,4] , kh¶ vi trªn 

(2,4)  nªn theo ®Þnh lÝ Lagrange th× tån t¹i sè thùc [2,4]c   tháa m·n 

6 0 6 0log 1 log 1
6 0

(6) (2)( ) 0 log ( 4) 0
6 2

x xf ff c x c c           
 

DÔ thÊy ®¼ng thøc trªn cho ta 0 01 6x x   , ®©y chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó 0x x  lµ 

nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho. Thö hai gi¸ trÞ nµy trùc tiÕp vµo ph­¬ng tr×nh ®· cho, ta 
thÊy tháa.  

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 1, 6x x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 
2cos 2 cos 2 cos 2 cos3 2 3.2cos 2.2cos 3 3.2cos 2 2.2cosx x x xx x x x       . 

§Æt 2cost x  th× 3 3 2 2t tt t    (*) 

Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ 0t t . Ta xÐt hµm sè 02
0( ) tf a a at  , ph­¬ng tr×nh 

trªn chÝnh lµ (2) (3)f f . 

Hµm sè nµy liªn tôc trªn [2,3]  vµ kh¶ vi trªn (2,3)  nªn theo ®Þnh lÝ Lagrange th× tån t¹i 

(2,3)c   tháa m·n 0 01 1
0 0 0

(3) (2)( ) 0 0 ( 1) 0
3 2

t tf ff c t c t t c         


. 



DÔ thÊy r»ng ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng víi 0 00 1t t   , ®©y chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó 

0t t  lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (*). Thö trùc tiÕp hai gi¸ trÞ nµy vµo, ta thÊy (*) tháa. 

Do ®ã, (*) cã hai nghiÖm lµ 0, 1t t   vµ t­¬ng øng, ta cã 
1cos 0 cos
2

x x   . 

Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh l­îng gi¸c nµy, ta thu ®­îc c¸c nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ®· cho lµ 

, 2 ,
2 3

x k x k k 
        . 

NhËn xÐt. Ta thÊy r»ng ph­¬ng ph¸p dïng ®Þnh lÝ Lagrange nh­ thÕ rÊt hiÖu qu¶ ®èi víi 
c¸c bµi to¸n d¹ng nµy. Tuy nhiªn, ë b­íc t×m ®iÒu kiÖn cÇn cña nghiÖm ph­¬ng tr×nh ®· 
cho, nÕu ph­¬ng tr×nh cã ®¹o hµm b»ng 0 víi Èn c nªu trªn kh«ng cã nghiÖm kh«ng phô 
thuéc c th× c¸ch gi¶i nµy kh«ng thÓ sö dông ®­îc vµ bµi to¸n cÇn ph¶i ¸p dông ph­¬ng 
ph¸p kh¸c ®Ó gi¶i quyÕt. 

H8. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
2 2 2 2 2 22sin 2 cos 2sin 2 cos 2sin 2 cos( ) ( )x x x x x xa b a b a a b b        

b) 1 3sin sin
22 1 3 log (1 9sin )x x x        c) 4log log( 6)10 4 6x x   

2. Mét sè d¹ng to¸n kh¸c 

VÝ dô 10. Gi¶i ph­¬ng tr×nh sau 

a) 16 1 8 27x x x    

b) 
2 1 2 2.3 ( 1).3 1 0x xx x x x        

c) 
2 2sin 1 cos 1 1 23 3 2 2 9x x x x        

Lêi gi¶i. 

a) Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 1 3 3 3 1(3 ) ( 2 ) 1 3.3 .( 2 ).1x x x x      . 

Mét kÕt qu¶ quen thuéc lµ 3 3 3 3 0a b c abc a b c       . 

Do ®ã, tõ ph­¬ng tr×nh trªn, ta ®­îc 13 2 1 0 3 3 3.2x x x x       . 

Ta sÏ chøng minh ph­¬ng tr×nh nµy chØ cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm. ThËt vËy 

XÐt hµm sè ( ) 3 3 3.2 ,t tf t t    . Ta cã  



3
2

3 3ln 2 8( ) ln 3.3 3.ln 2.2 , ( ) 0 ln 3.3 3.ln 2.2 0 log
2 ln 3 3

t
t t t tf t f t t            

 
  

§¹o hµm cña hµm sè nµy cã nghiÖm duy nhÊt nªn hµm sè  f t  ®æi dÊu kh«ng qu¸ hai 

lÇn, tøc lµ ph­¬ng tr×nh   0f t   cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm.  

Ta l¹i thÊy r»ng (1) (2) 0f f   nªn 1, 2t t   nghiÖm ®óng ph­¬ng tr×nh   0f t  . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ®óng hai nghiÖm lµ 1, 2x x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ  

2 21 2 2 2 1.3 ( 1).3 1 0 ( 1)(3 1) (3 1) 0x x x xx x x x x x             . 

XÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 0, 1x x   , ta thÊy c¸c gi¸ trÞ nµy ®Òu tháa m·n nªn ph­¬ng tr×nh trªn cã c¸c 

nghiÖm lµ 0, 1x x   . 

-NÕu 0, 1x x   , ta biÕn ®æi tiÕp ph­¬ng tr×nh thµnh 
2 1

2

3 1 3 1 0
1

x x

x x

 
 


. 

Víi 0t  , ta xÐt hµm sè sau 
3 1( )

t

f t
t


 .  

DÔ thÊy nÕu 0t   th× 
3 13 1 0 ( ) 0

t
t f t

t


     ; nÕu ng­îc l¹i 0t   th× ta còng cã 

3 13 1 0 ( ) 0
t

t f t
t


     , tøc lµ ( ) 0, 0f t x   . 

Ph­¬ng tr×nh cuèi ë trªn chÝnh lµ 2( ) ( 1) 0f x f x    nªn dÔ thÊy r»ng nã v« nghiÖm. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ®óng ba nghiÖm lµ 0, 1x x   . 

c) Ta xÐt biÕn ®æi sau  

2 2

2 2 2 2

sin 1 cos 1 1 2

sin cos sin cos 2

3 3 9 2 2 3

3.3 3.3 3 9 2.2 2 3

x x x x

x x x x x x

   

 

    

      
 

Ta cã 
2 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin cos3.3 3.3 3 9 (3 3)(3 3 )x x x x x x       



Do 2 20 sin ,cos 1x x   nªn 
2 2sin cos3 3 0,3 3 0x x    , suy ra 

2 2sin cos(3 3)(3 3 ) 0x x   . 

Trong khi ®ã, theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy th× 

2 2 232.2 2 2 2 2 3. 2 .2 .2 3x x x x x x x x         nªn 1 22 2 3 0x x    . 

§¼ng thøc x¶y ra trong hai bÊt ®¼ng thøc trªn khi vµ chØ khi 0x  . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 0x  . 

H9. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
7 2 332 128 16 13 3 3 3x x x    . 

b)
22 2( 1)( 2) ( 2) x xx x x e xe       

 

VÝ dô 11.  

a) Gi¶i ph­¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn sau   !
10 11 6 3

y
x x   . 

b) Cho sè thùc 1a  . H·y t×m tÊt c¶ c¸c bé ba sè thùc ( , , )x y z  víi 1y   tháa m·n 

ph­¬ng tr×nh 
2

2 3 3 2 8 4
log ( ) log ( ) 0

2a a
z y

xy x y xyz
 

    . 

Lêi gi¶i. 

a) Do vÕ tr¸i nguyªn nªn vÕ ph¶i còng ph¶i nguyªn, suy ra ! 1 2y y   . 

MÆt kh¸c, ta thÊy    ! !
3 11 10 6 10 ! 2 3 ! 6 3 27

y y
x x y y y            . 

-NÕu 3y   th× 11 10 6 27 10 6 16x x x x      . VÕ tr¸i t¨ng theo biÕn x nªn ph­¬ng 

tr×nh nµy cã nghiÖm lµ 1x  . 

-NÕu 3y   th× dÔ thÊy 2x  . Ta cã 

1

0 0
11 10 6 11 (9 1) 6 11 9 6 12 9 6

x x
x x x x i x i x i x i x

x x
i i

C C


 

 

              

DÔ thÊy r»ng 
1

0
9 6

x
i x i x
x

i
C






  chia hÕt cho 9 vµ vÕ ph¶i còng chia hÕt cho 9 nh­ng 12 kh«ng 

chia hÕt cho 9 nªn trong tr­êng hîp nµy ph­¬ng tr×nh nµy kh«ng cã nghiÖm nguyªn nµo 
tháa m·n. 



VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho chØ cã nghiÖm lµ 1, 3x y  . 

b) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh  2 3 3 2 2 20,4 0, 0 0, 0,4xy z y x y xyz xy x y z z y          , 

nh­ng do 1y   nªn 
1
4

z   vµ ®iÒu kiÖn trªn cã thÓ viÕt l¹i lµ 
11, , 0
4

y z xy   . 

2
2 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2

2

8 4
log ( ) log ( ) log ( ) 2log ( ) 4

2 4
1log ( ) 2log ( ) 2log ( ) 4 log ( ) 2log ( ) 2log ( ) 4
4

(log ( ) 2) 0

a a a a

a a a a a a

a

z y xyxy x y xyz xy x y

xy xy x y xy xy xy

xy

 
       

         

  

 

(do 1a  nªn 2 2 2 21 1log ( ) log (2 . ) log ( )
4 4a a ax y x y xy    nh­ biÕn ®æi ë trªn). 

§¼ng thøc ph¶i x¶y ra nªn ta cã hÖ sau 

2 2

2

2
2

1
4 0 4 1

4
1 1 1
2 2

1 1log ( ) 2 0 1
2a

zz y z y

xy xy y

xy xyxy aa

                
  

        

 

VËy víi 2a   th× cã hai bé tháa m·n lµ 
1 1 1 1( , , ) ;1; , ; 1;
2 4 2 4

x y z
              

, víi 2a   

th× kh«ng cã bé nµo tháa m·n ®Ò bµi. 

 

H10. a) Chøng minh r»ng nÕu A, B, C lµ c¸c gãc cña mét tam gi¸c th× ph­¬ng tr×nh sau 
lu«n cã 4 nghiÖm ph©n biÖt  

2 23 sin sin sin
2 2 2

x x A B C
    

b) B»ng ph­¬ng ph¸p ®¸nh gi¸, h·y gi¶i ph­¬ng tr×nh sau víi , 1a b  

(2 )( ) 2( ) ( )x x x xx a b a b x a b       



c) Hái cã bao nhiªu sè thùc x tháa m·n ph­¬ng tr×nh sau  2
1 log sin 5
5

x x ? 

Ta thÊy r»ng c¸c ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit gi¶i b»ng ph­¬ng ph¸p hµm sè nµy th× c¸c 
nghiÖm sÏ ®­îc nhÈm vµ ta cÇn chøng minh ngoµi c¸c nghiÖm ®ã ra, kh«ng cßn nghiÖm 

nµo kh¸c n÷a. Ch¼ng h¹n ta xÐt ph­¬ng tr×nh ®¬n gi¶n sau 2 3 13x x  . Râ rµng vÕ tr¸i 
cña ph­¬ng tr×nh lµ mét hµm ®ång biÕn vµ chóng ta còng dÔ dµng nhËn thÊy r»ng 2x   
nghiÖm ®óng ph­¬ng tr×nh nªn nã chØ cã nghiÖm lµ 2x  . NghiÖm nµy kh«ng ®­îc t×m 
th«ng qua mét phÐp biÕn ®æi cô thÓ nµo mµ ph¶i th«ng qua mét c¸ch cã vÎ h¬i m¬ hå.  

Tuy nhiªn, víi ®Æc tr­ng cña lo¹i ph­¬ng tr×nh nµy, chóng ta ph¶i chÊp nhËn ®iÒu ®ã vµ 
c«ng nhËn r»ng kh«ng cã mét ph­¬ng ph¸p chung nµo ®Ó gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh mò vµ 

logarit.  ThÕ cßn ph­¬ng tr×nh 2 3 14x x   th× sao? Ta còng biÕt r»ng ph­¬ng tr×nh nµy 
cã ®óng mét nghiÖm nh­ng kh«ng nhÈm ®­îc nghiÖm ®ã lµ g×. §©y l¹i lµ mét sù thËt kh¸c 
n÷a, ®ã lµ ph­¬ng tr×nh mò, logarit trong tr­êng hîp gi¶i b»ng dïng ®¹o hµm ®¸nh gi¸, 
chØ thµnh c«ng khi chóng ta nhÈm ®­îc nghiÖm cña nã. Víi quan niÖm lµ gi¶i ph­¬ng 

tr×nh th× ph¶i t×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña nã. Ch¼ng h¹n nh­ víi ph­¬ng tr×nh 22x x , 

chóng ta cã thÓ chøng minh ®­îc dÔ dµng r»ng nã cã hai nghiÖm lµ 
1
2

x    vµ mét 

nghiÖm n÷a d­¬ng n÷a thuéc (0;1)  nh­ng kh«ng thÓ chØ ra chÝnh x¸c gi¸ trÞ cña nã.  

Do ®ã, trong ch­¬ng tr×nh THPT, c¸c bµi to¸n vÒ gi¶i ph­¬ng tr×nh d¹ng nµy th­êng ®ßi 
hái ph¶i cã nghiÖm víi yªu cÇu lµ cã thÓ nhÈm ra ®­îc! Trong tr­êng hîp cßn l¹i, ta chØ 
cã thÓ t×m c¸c tÝnh chÊt hoÆc sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh mµ th«i. 

 

3) Mét sè ph­¬ng ph¸p gi¶i bÊt ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit. 

a) Ph­¬ng ph¸p ®­a vÒ ph­¬ng tr×nh 

§Ó gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh, ®«i khi viÖc ®¸nh gi¸ trùc tiÕp lµ kh«ng kh¶ thi vµ do kh«ng 
ph¶i lµ mét ®¼ng thøc nªn viÖc biÕn ®æi còng kh«ng thÓ linh ho¹t ®­îc. Trong phÇn nµy, 
chóng ta nh¾c l¹i mét ph­¬ng ph¸p ®· cã giíi thiÖu trong cuèn Tµi liÖu gi¸o khoa chuyªn 
To¸n 11 dïng ®Ó gi¶i mét sè bÊt ph­¬ng tr×nh rÊt hiÖu qu¶. Ta xÐt ®Þnh lÝ sau 

Cho hµm sè ( )f x  liªn tôc trªn miÒn D. Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã ®óng n nghiÖm 

ph©n biÖt lµ 1 2 3, , ,..., nx x x x D . Khi ®ã, gi÷a c¸c kho¶ng 1( , ), 1, 1i ix x i n    th× dÊu cña 

hµm sè ( )f x  kh«ng ®æi vµ trïng víi dÊu cña mét ®iÓm bÊt k× thuéc kho¶ng ®ã. 



Ta thÊy r»ng kÕt qu¶ nµy còng t­¬ng tù nh­ viÖc lËp b¶ng xÐt dÊu cho mét hµm sè. Khi 
®ã, khi xÐt mét bÊt ph­¬ng tr×nh cã d¹ng ( ) 0f x   hoÆc ( ) 0f x  , ta chØ cÇn xÐt ph­¬ng 

tr×nh t­¬ng øng lµ ( ) 0f x   råi gi¶i nã ra ®Ó t×m c¸c nghiÖm, xÐt dÊu cña hµm sè gi÷a c¸c 

kho¶ng ®ã råi so s¸nh víi yªu cÇu ®Ò bµi lµ hoµn tÊt. C¸ch nµy gióp ta tËn dông ®­îc c¸c 
biÕn ®æi d­íi d¹ng ®¼ng thøc cña mét ph­¬ng tr×nh vµ h¹n chÕ ®­îc viÖc l¹m dông c¸c 
tÝnh chÊt cña hµm sè vµ tÝnh to¸n phøc t¹p. 

VÝ dô 12. Gi¶i bÊt ph­¬ng tr×nh sau 
22( 1) 33 36.3 3 0x x    .  

Lêi gi¶i. XÐt ph­¬ng tr×nh t­¬ng øng lµ 
2 22( 1) 3 2 2 13 36.3 3 0 3 3 4.3x x x x         . 

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy cho bèn sè d­¬ng, ta cã 

2
2 2

1
2 2 2 2 23 3 3 1 1 1 4.3

x
x x


       , mµ 

22 2 13 3 4.3x x    nªn 

2 1 2
1 22 14.3 4.3 1 0 ( 1)

2

x
x xx x


 
       . 

§¼ng thøc ph¶i x¶y ra nªn 1x  . Thö l¹i, ta thÊy tháa. Do ®ã, ph­¬ng tr×nh ®ang xÐt cã 
nghiÖm lµ 1x  . 

DÔ thÊy víi 0 ( ;1)x     th× 
22( 1) 33 36.3 3 2 0x x      nªn nghiÖm cña bÊt ph­¬ng 

tr×nh ®· cho lµ ( ;1]x  . 

H11. Gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh sau 

a)  7
3 7

1
x x

x    víi x lµ sè d­¬ng.    b) 2 14cos 3 1 2cos
7 7 2cos

7

x

x
 
            
 

 

b) Ph­¬ng ph¸p dïng hµm sè 

VÝ dô 13. T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ a ®Ó bÊt ph­¬ng tr×nh sau nghiÖm ®óng víi mäi x. 

2.9 ( 1)3 1 0x xa a a      

Lêi gi¶i. §Æt 3 0xt   . BÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho trë thµnh 



2 2
2

9 19( 1) 1 0 ( 9 1) 9 1
9 1

tat a t a a t t t a
t t


           

 
. 

BÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho nghiÖm ®óng víi mäi x khi vµ chØ khi 20

9 1max
9 1t

ta
t t

     
. 

XÐt hµm sè 2

9 1( ) , 0
9 1

tf t t
t t


 

 
. Ta cã 

2

2 2

9 2( ) 0, 0
( 9 1)

tf t t
t t
     
 

 nªn ®©y lµ hµm nghÞch biÕn. Suy ra ( ) (0) 1f t f  . 

Do ®ã 2

9 1 1, 0
9 1

t t
t t


  

 
 nªn c¸c gi¸ trÞ a  cÇn t×m lµ 1a  . 

VÝ dô 14. Gi¶i bÊt ph­¬ng tr×nh 
12 16 18 32 1 2
27 36 48 64 2

x x x x

x x x x x
   


  

. 

Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh lµ 0x . BÊt ph­¬ng tr×nh nµy t­¬ng ®­¬ng víi 

2 2 5

3 2 2 3

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

12 16 18 32 1 2 3 .4 4 2 .3 2 1 2
27 36 48 64 3 4 .3 3 .4 42 2

2 (3 4 ) 2 (3 4 ) 1 2 2 2 1 1
(3 4 )(3 4 ) 3 4 3 42 2

2 1 2 1
3 4 3 4 2

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x

x x x x

x x

x x x

x x

       
   

     

   
     

   

   
 

 

XÐt hµm sè sau 
2 1( ) , 0

3 4

t

t tf t t
t

  


. Ta cã  

2

3 3ln 2 ln 2
1 1 1 2 2( ) ( ) 0

23 32 22 2

t
t

t t
t t

f t f t
t t t

         
               

 nªn hµm nµy nghÞch 

biÕn trªn (0; ) . Ph­¬ng tr×nh ë trªn chÝnh lµ ( ) (2 )f x f x  nh­ng do 2x x  nªn theo 

tÝnh chÊt cña hµm sè nµy th× ( ) (2 )f x f x , tøc lµ ph­¬ng tr×nh v« nghiÖm.  



Trªn miÒn (0; ) , ph­¬ng tr×nh 
12 16 18 32 1 2
27 36 48 64 2

x x x x

x x x x x
   


  

 v« nghiÖm vµ víi 

1x   th× ta thÊy 
12 16 18 32 22 1 2 1 2
27 36 48 64 175 2 2

x x x x

x x x x x
    

  
  

 nªn bÊt ph­¬ng tr×nh 

®· cho cã nghiÖm lµ (0; ) . 

Ph­¬ng ph¸p dïng hµm sè ®· qu¸ quen thuéc trong viÖc gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh mò, logarit 
®· xÐt ë trªn. ViÖc dïng nã ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ bÊt ph­¬ng tr×nh nãi chung còng cã 
®Æc ®iÓm t­¬ng tù. 

c) Ph­¬ng ph¸p dïng c¸c ®¸nh gi¸ c¬ b¶n  

Ta cã c¸c ®¸nh gi¸ sau 

-Víi 0 1a   vµ ,x y  th× x ya a  cïng dÊu víi ( 1)( )a x y  . 

-Víi 0 , 1a b   vµ x  th× x xa b  cïng dÊu víi ( )x a b . 

-Víi 0 1a   vµ 0x   th× loga x  cïng dÊu víi ( 1)( 1)a x  . 

-Víi 0 1a   vµ , 0x y   th× log loga ax y  cïng dÊu víi ( 1)( )a x y  . 

-Víi 0 , 1a b   vµ 0x   th× log loga bx y  cïng dÊu víi ( )x a b . 

C¸c kÕt qu¶ nµy cã thÓ chøng minh dÔ dµng b»ng tÝnh chÊt cña hµm mò vµ logarit. B¹n 
®äc chøng minh xem nh­ bµi tËp. Chóng ta sÏ cïng t×m hiÓu c¸c øng dông cña chóng 
trong viÖc gi¶i c¸c bµi bÊt ph­¬ng tr×nh còng nh­ mét sè d¹ng ®¸nh gi¸ ®¬n gi¶n kh¸c. 

VÝ dô 15. Víi 0 1a  , h·y gi¶i vµ biÖn luËn bÊt ph­¬ng tr×nh log 2 0a xx a  .  

Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn 0x . Ta cã 
2log log log log2 2 20 0 0a a a ax x x xx a a a a a        . 

Theo nh­ nhËn xÐt ë trªn th× x ya a  cïng dÊu víi ( 1)( )a x y   víi mäi ,x y  , do ®ã 

2log 2 20 ( 1)(log 2) 0 ( 1)(log 2)(log 2) 0a x
a a aa a a x a x x           . 

Ta l¹i cã log loga ax y  cïng dÊu víi ( 1)( )a x y   víi mäi ,x y  , do ®ã 

2 2

3 2
2

( 1)(log 2)(log 2) 0 ( 1)(log log )(log log ) 0
1( 1) ( )( ) 0

a a a a a aa x x a x a x a

a x a x
a

        

    
 



Ta còng thÊy r»ng 2
2

1 0 1 0a a
a

     . Ta cã c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 1a   th× bÊt ph­¬ng tr×nh lu«n ®óng vµ nghiÖm cña nã lµ (0; ) . 

-NÕu 0 1a   th× nghiÖm cña bÊt ph­¬ng tr×nh lµ 2 2[ ; ]a a . 

-NÕu 1a  th× nghiÖm cña bÊt ph­¬ng tr×nh lµ 2 2(0; ] {1} [ ; )a a    . 

H12. T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ x sao cho hµm sè sau cã gi¸ trÞ kh«ng ©m 

1 2( 1)3
3( ) (2 3).( 2 ).log (2 1). (2 )x x

xf x x x x x x x x 
             

VÝ dô 16. Gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh sau 

a)  35 4 3 2 1
2

x x x x     

b) 2 3 4 5log log ( 1) log ( 2) log ( 3)x x x x      . 

Lêi gi¶i.  

a) Ta thÊy r»ng 1x   lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh  35 4 3 2 1
2

x x x x    . Ph­¬ng tr×nh 

nµy cã thÓ viÕt l¹i lµ 

5 1
34
21 2 3

4 4 4

x

x x x

    


                       

. Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 1x   th× 
5 5 91 1
4 4 4

x       
 vµ 

1 2 3 1 2 3 3
4 4 4 4 4 4 2

x x x
               
     

. Suy ra  

5 1
9 3 34 :
4 2 21 2 3

4 4 4

x

x x x

    
 

                       

, tháa m·n ®Ò bµi. 

-NÕu 1x   th× dÔ dµng thÊy r»ng bÊt ®¼ng thøc trªn ®æi chiÒu vµ kh«ng ®óng víi ®Ò bµi. 

VËy nghiÖm cña bÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho lµ ( ;1)x   . 



b) §iÒu kiÖn 0x . DÔ thÊy nÕu 2x   th× hai vÕ cña bÊt ph­¬ng tr×nh b»ng nhau. Ta sÏ 
xÐt thªm c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 2x  th× 
2 1 31, 1

2 4 3 5
x x x x  
    , ta cã d·y bÊt ®¼ng thøc sau 

2 2 4 2 4
2 2log log log log log ( 2)

2 4 4
x x x x x 
     . 

3 3 3 3 5
1 3 3log log log log ( 1) log ( 5)

3 5 4
x x x x x  

       

Céng hai bÊt ®¼ng thøc nµy l¹i, ta ®­îc 2 3 4 5log log ( 1) log ( 2) log ( 3)x x x x      , 

tháa m·n ®Ò bµi. 

-NÕu 2x  th× bÊt ®¼ng thøc ®æi chiÒu nªn kh«ng tháa. 

VËy bÊt ®¼ng thøc ®· cho cã nghiÖm lµ [2; )x    

H13. Gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
ln(5 ) ln(5 ) 0

3 2 1x
x x

x
  


 

 

b) log ( 1) log 2x x   

c) 
2 4 2 23 ( 4).3 1x xx     

 

NhËn xÐt. Qua nh÷ng néi dung trªn, ta thÊy r»ng cã rÊt nhiÒu d¹ng bµi tËp ®­îc nªu ra, 
rÊt phong phó, ®a d¹ng vµ ®èi víi mét sè d¹ng cô thÓ, ta cÇn cã nh÷ng ph­¬ng ph¸p ®Æc 
tr­ng míi cã thÓ gi¶i quyÕt ®­îc. Chóng ta cÇn tù m×nh rót kinh nghiÖm qua c¸c c¸ch 
®­îc ¸p dông vµ h·y tù s¸ng t¹o thªm nhiÒu d¹ng bµi tËp t­¬ng tù cïng d¹ng ®Ó cñng cè 
thªm c¸c kÜ n¨ng vµ kinh nghiÖm cÇn thiÕt cho b¶n th©n khi gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ ph­¬ng 
tr×nh, bÊt ph­¬ng tr×nh mò, logarit. 



BµI TËP 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a) 2 2 2
2 3 6log ( 1) log ( 1) log ( 1)x x x x x x          

b) 2 3 4 4 3 2log (log (log )) log (log (log ))x x  

Bµi 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a)    2 2log log 23 1 3 1 1
x x

x x           b) 25 2 2 1 4 .5 4 1 5x x xx x x x        

c) 2 34( 2)[log ( 3) log ( 2)] 15( 1)x x x x       

d) 14 2 2(2 1)sin(2 1) 2 0x x x x y        

Bµi 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a) 3 21 1 15 4 3 2 4 2 16
2 3 6

x x x x
x x x x x x           

b) 1( 1)log 4 log( 2 )x xx x x     

c) 2 2
2 5 2 2 5

log ( 2 11) log ( 2 12)x x x x
 

      

d) 32 log (2 1)log (3 1)3 2 1
xx     

Bµi 4. Gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh sau 

a) 2 2 2 1 2 12 3 3 2x x x x                                       b)  
12 2 1 0

2 1

x

x

x  



. 

c) 
4024 2012 2

4022 2011 2 2

2012 2012
2011 2011

x x

x x

x x
x x

      
 

Bµi 5.   
a) Chøng minh r»ng mçi ph­¬ng tr×nh sau ®©y cã nghiÖm duy nhÊt 

cos           (1)
sin(cos )    (2)
cos(sin )    (3)

x x
x x
x x





 



b) Gäi , ,    lÇn l­ît lµ nghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh (1), (2), (3). Chøng minh r»ng 

.ln .ln .ln        

Bµi 6. 

a) Cho x lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (3 2 2) ( 2 1) 3x x     

Chøng minh r»ng x còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( 2 1) 2cos
9

x 
   

b) BiÕt r»ng sè thùc a tháa m·n ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

x
x ax   cã ®óng 2010 nghiÖm 

thùc. Hái ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

x
x ax   cã bao nhiªu nghiÖm thùc? 

Bµi 7. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 1 2log (2 ) log (2 2 ) 0x xx x     

b) 
2 2

cos 2

sin cos cos 2 2(2 2) (2 2) (2 2) 1
2

x

x x x  
       

 
 

c) X¸c ®Þnh c¸c sè thùc 0a  sao cho cos 2 22cos ,xa x x   . 



§6. ®¹i c­¬ng vÒ hÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit 

************** 

HÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit lµ mét d¹ng To¸n kh¸ quen thuéc trong c¸c k× thi HSG vµ 
thi Tèt nghiÖp, C§ - §H. Bªn c¹nh c¸c ph­¬ng tr×nh ®· ®Ò cËp ®Õn ë phÇn tr­íc, trong 
phÇn nµy, chóng ta kh«ng chØ xem xÐt c¸c bµi to¸n chØ ®­a ®­îc vÒ ph­¬ng tr×nh th«ng 
qua mét phÐp thÕ mµ cßn c¸c bµi thÓ hiÖn nÐt ®Æc tr­ng cña mét hÖ ph­¬ng tr×nh thùc sù. 

Kh«ng nh­ ë c¸c bµi to¸n vÒ ph­¬ng tr×nh, bÊt ph­¬ng tr×nh, c¸c bµi vÒ hÖ ph­¬ng tr×nh 
logarit nhiÒu khi ®ßi hái c¶ sù ph©n tÝch râ quan hÖ gi÷a c¸c biÕn còng nh­ tÝnh chÊt cña 
chóng ®Ó ®­a ra mét lêi gi¶i hîp lÝ. C¸c bµi to¸n d­íi ®©y ®­îc chia mét c¸ch t­¬ng ®èi 
vµo c¸c d¹ng víi c¸c c«ng cô gi¶i kh¸c nhau, bëi thÕ nªn cã nhiÒu bµi cÇn ph¶i kÕt hîp 
nhiÒu c¸ch míi cã thÓ gi¶i quyÕt ®­îc.  

1) HÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit gi¶i b»ng c¸ch biÕn ®æi biÓu thøc 

C¸c bµi to¸n nªu trong phÇn nµy chØ ®ßi hái c¸c biÕn ®æi quen thuéc vµ mang d¸ng vÎ cña 
nh÷ng bµi hÖ ph­¬ng tr×nh ®¹i sè th«ng th­êng nhiÒu h¬n, chØ cÇn n¾m c¸c tÝnh chÊt cña 
lòy thõa, biÕn ®æi biÓu thøc logarit lµ cã thÓ gi¶i ®­îc. Chóng ta th­êng gÆp d¹ng nµy ë 
c¸c k× thi §H-C§. 

VÝ dô 1. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

2 2
1 1

1 1

log (1 2 ) log (1 2 ) 4

log (1 2 ) log (1 2 ) 2
x y

x y

y y x x

y x
 

 

      


   
 

Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn 
1 1, 1; 0,1; 0

2 2
x y x y
      . 

Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 

2 2
1 1

2 2
1 1

1 1

log (1 2 ) log (1 2 ) 4

log (1 ) log (1 ) 4

log (1 ) log (1 ) 2

x y

x y

x y

y y x x

y x

y x

 

 

 

     

    

    

 

§Æt 1 1
1log (1 ) log (1 )x yt y x
t      . Ta cã 

1 2 1t t
t

    .  

Suy ra 1log (1 ) 1 1 1x y x y x y          . 



Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta ®­îc 

1 1

2 2 2 2
1

log (1 2 ) log (1 2 ) 2
2log (1 4 ) 2 1 4 (1 ) 5 2 0 0
5

x x

x

x x

x x x x x x x

 



   

              
 

Ta thÊy chØ cã nghiÖm  
2
5

x    tháa m·n ®iÒu kiÖn, tõ ®ã suy ra 
2
5

y  . 

VËy hÖ ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
2 2( , ) ;
5 5

x y    
 

. 

VÝ dô 2. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau  

a) 
log log

2 2 3
y x

x y

xy y 


 
   b) 

12

3

x y

x y

x y
y x





  
      (§Ò thi HSGQG n¨m 1976) 

Lêi gi¶i. §iÒu kiÖn 0 , 1x y  . Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 

1log log (1 log ) log 1 log 2log
2y x y x y xxy y x y x y       . 

§Æt log xt y . Ta ®­îc 21 11 2 2 1 0 1
2

t t t t t
t

           . 

-NÕu 1t   th× x y , thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai, ta cã 2
32.2 3 log
2

x x   . 

HÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 2 2

3 3( , ) log , log
2 2

x y    
 

. 

-NÕu 
1
2

t    th× 2

1y
x

 , thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai, ta cã 
2

1

2 2 3x x  . 

Ta thÊy 
2

1

2 3 2 3 1 2 1x x x       , nh­ng khi ®ã 
2

1

2

1 1 2 2x

x
    vµ 2 1x   nªn dÔ 

thÊy r»ng ph­¬ng tr×nh 
2

1

2 2 3x x   v« nghiÖm. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 2 2

3 3( , ) log , log
2 2

x y    
 

. 



b) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh , 0x y  . LÊy logarit nepe hai vÕ cña mçi ph­¬ng tr×nh, ta cã 

2 2( ) ln 12ln ln ln4 (ln ) 4(ln ) ln 2ln
( ) ln 3ln ln ln
x y x y x y x y x y
x y y x y x

          
. 

Tõ ®©y suy ra 2
2

1x y x
y

   . Ta xÐt tõng tr­êng hîp  

-NÕu 2x y  th× thay vµo hÖ ®· cho, ta cã 
2 2 2 2( ) ln 12ln ln ( 6) 0 ln 0 6 0y y y y y y y y y y            . 

Gi¶i hai ph­¬ng tr×nh nµy, ta thu ®­îc hai nghiÖm d­¬ng lµ 1 2y y   , t­¬ng øng, ta 

cã 1 4x x   , tháa m·n ®iÒu kiÖn ®· cho. 

-NÕu 2
1x
y

  th× thay vµo hÖ ®· cho, ta cã  

2 2 2 2
1 1 1 1( ) ln 12ln ( ) ln 6ln ln ( 6) 0y y y y y y y
y y y y

         . 

DÔ thÊy ngoµi nghiÖm 1y   ®· xÐt ë trªn, ph­¬ng tr×nh kh«ng cßn nghiÖm nµo n÷a do 

biÓu thøc 2
1 6 0, 0y y
y

     . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ ( , ) (1;1), (2;4)x y  . 

 

H1. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 

28 5 6
3.2 4
2 3

x

x

x

y y

y

  

 

 

     b) 
3

2
3 33

1 2 1
1log (9 ) log 3

x y

x
y

      

 

c) 

log log

log log

log log

512
8

2 2

y y

z z

x x

z x

x y

y z

x z
y x

z y

      

 



2) Mét sè hÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit gi¶i b»ng c¸ch ®¸nh gi¸ 

C¸c tÝnh chÊt ®Æc tr­ng cña hµm sè hoÆc c¸c bÊt ®¼ng thøc quen thuéc còng th­êng ®­îc 
dïng ®Ó gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit. Chóng ta sÏ cïng ph©n tÝch mét sè bµi 
to¸n ®Ó thÊy râ vai trß cña viÖc ®¸nh gi¸ trong viÖc gi¶i bµi to¸n liªn quan. 

VÝ dô 3. T×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm kh«ng ©m cña hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

 

 

Lêi gi¶i. Tõ ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta cã 0 , , 1x y z  . 

Tr­íc hÕt, ta sÏ chøng minh r»ng 23 2 1, [0;1]t t t    . 

XÐt hµm sè sau 2( ) 3 2 1,tf t t t    . Ta cã 

2 3( ) 3 .ln 3 4 , ( ) 3 .(ln 3) 4, ( ) 3 .(ln 3) 0t t tf t t f t f t        . 

§¹o hµm cÊp 3 cña hµm sè d­¬ng nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ ba nghiÖm. 

Ta l¹i thÊy (0) (1) (2)f f f   nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã ®óng ba nghiÖm ph©n biÖt 

lµ 0, 1, 2t t t   . Do hµm sè nµy liªn tôc nªn gi÷a c¸c kho¶ng chia ra bëi c¸c nghiÖm 

nªu trªn th× dÊu cña nã kh«ng ®æi, tøc lµ dÊu cña ( )f t  trªn ( ;0), (0;1),(1;2), (2; )   

kh«ng ®æi vµ trïng víi dÊu cña mét ®iÓm bÊt k× thuéc kho¶ng ®ã. 

Ta thÊy 
1 33 0
2 2

f      
 

 nªn dÊu cña ( )f t  trªn (0;1)  lµ +. Do ®ã ( ) 0, [0;1]f t t    

vµ bÊt ®¼ng thøc nªu ë trªn ®­îc chøng minh vµ dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi 0 1t t   . 

Suy ra 2 2 23 2 1,3 2 1,3 2 1x y zx y x      .  

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc nµy l¹i, ta ®­îc 2 2 23 3 3 3 2( ) 5x y z x y z       .  

§¼ng thøc ph¶i x¶y ra do ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ nªn ta cã 
2 2 2 1
, , {0,1}

x y z
x y z

    
. 

Tõ ®©y suy ra nghiÖm cña hÖ ®· cho chÝnh lµ ( , , ) (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)x y z  . 

 

2 2 2 1
3 3 3 5x y z

x y z   


  



VÝ dô 4. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

2( ) ln( 2011)
2 (2 1) 3 (3 1) 34 26

yx

x x x x

e x y x y e
y x

      


      
 

 
Lêi gi¶i. 
§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 0,  2011 0y x y    . 

Ta sÏ chøng minh r»ng nÕu hÖ ®· cho cã nghiÖm ( ; )x y  th× 0x  . ThËt vËy 

Gi¶ sö ng­îc l¹i lµ 0x  th× 2 1;  3 1 2 (2 1) 3 (3 1) 0x x x x x x       .  

MÆt kh¸c 34 26 0y x   (do 0y   vµ 0x  ) nªn m©u thuÉn. Ta xÐt ®iÒu kiÖn , 0x y  . 

Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 
2( ) ln( 2011) y xx y x y e e       

Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

- NÕu 0x y   th× 0y yx xe e e e     vµ 2 2 0x y x y    , tøc lµ hai biÓu thøc 

y xe e  vµ 2( )x y  tr¸i dÊu; trong khi ®ã ln( 2011) 0x y    nªn tr­êng hîp nµy kh«ng 

tháa m·n ®Ò bµi. 

- NÕu 0y x   th× 0y yx xe e e e     vµ 2 2 0x y x y    , tøc lµ hai biÓu thøc 

y xe e  vµ 2( )x y  còng tr¸i dÊu; trong khi ®ã ln( 2011) 0x y    nªn tr­êng hîp nµy 

còng kh«ng tháa m·n ®Ò bµi. 
 

Do ®ã 2y x . Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta ®­îc 

  2 22 (2 1) 3 (3 1) 34 26 9 4 3 2 34 26x x x x x x x xx x x x            (*) 

Ta xÐt hµm sè 2( ) 9 4 3 2 (34 26 ), 0 t t t tf t t t t       . 

Ta có:   ( ) 9 ln 9 4 ln 4 3 ln 3 2 ln 2 68 26t t t tf t t            

 2 2 2 2( ) 9 (ln 9) 4 (ln 4) 3 (ln 3) 2 (ln 2) 68t t t tf t           

 3 3 3 3( ) 9 (ln 9) 4 (ln 4) 3 (ln 3) 2 (ln 2) 0, 0t t t tf t t            . 

§¹o hµm cÊp ba cña hµm nµy kh«ng ®æi dÊu nªn theo ®Þnh lÝ Lagrange th× ph­¬ng tr×nh 
t­¬ng øng ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ ba nghiÖm ph©n biÖt. 

H¬n n÷a, ta thÊy r»ng (0) (1) (2)f f f   nªn ba gi¸ trÞ 0,  1,  2t t t    nghiÖm ®óng 

ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t  . 

Tõ ®ã suy ra ph­¬ng tr×nh (*) cã ®óng ba nghiÖm ph©n biÖt lµ 0, 1, 2  x x x   . 

Ta còng cã ba nghiÖm t­¬ng øng cña hÖ ®· cho lµ ( ; ) (0;0), (1;1), (2;4)  x y  . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ba nghiÖm lµ ( ; ) (0;0), (1;1), (2;4)  x y  . 



H2. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a)  
1

22 2 log 0
1

(1 ) 5 1 0

x y x
y

x y y

    
    

                   b) 

 
2

22
2

1 1 1 3
1 2 1 3 1 10 1 2

2 . 2 2

x x x y

yy xx 

       

 

 víi , 0x y   

  
 

3) HÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit gi¶i b»ng c¸ch dïng hµm sè 

VËn dông hµm sè vµo gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh mò, logarit lu«n lµ mét vÊn ®Ò thó vÞ vµ cã 
nhiÒu c¸ch tiÕp cËn rÊt phong phó, s¸ng t¹o. Bªn c¹nh c¸c bµi gi¶i ph­¬ng tr×nh xuÊt ph¸t 
trùc tiÕp tõ mét hµm ®¬n ®iÖu d­íi d¹ng c¸c hÖ ®èi xøng, hÖ lÆp, nhiÒu bµi hÖ ph­¬ng 
tr×nh mò, logarit còng cÇn ph¶i th«ng qua mét vµi ®¸nh gi¸ nhÊt ®Þnh míi cã thÓ gi¶i 
quyÕt ®Çy ®ñ ®­îc. 

VÝ dô 5. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

3 2 11
3 2 7

x y

y x

  


 
 

Lêi gi¶i.  

Tõ ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta cã 2log (11 3 )xy   . 

Tõ ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta cã 3log (7 2 )xy   . 

Do ®ã 2 2log (11 3 ) log (7 2 )x x   .  

Tõ ®¼ng thøc 3 2 7y x  , ta thÊy 3, 2x y  , mµ víi 2y   th× 
33 7
2

x x   . 

XÐt hµm sè 2 3
3( ) log (11 3 ) log (7 2 ), 3
2

x xf x x      . Ta cã 

3 ln 3 2 ln 2 3 2 11.2 7.3( )
(11 3 )ln 2 (7 2 ) ln 3 11 3 7 2 (11 3 )(7 2 )

x x x x x x

x x x x x xf x        
     

. 

Do 
3 3 11 11.2 7.3 0
2 2 7

x
x xx        

 
, suy ra 

3( ) 0, ;3
2

f x x      
 

. 



Hµm sè nµy nghÞch biÕn nªn cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. §ång thêi (2) 0f   nªn 2x   lµ 

nghiÖm duy nhÊt cña ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x  . 

Víi 2x  , ta cã 2
2log (11 3 ) 1y    . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ ( , ) (2;1)x y  . 

VÝ dô 6. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

2
3

2
3

2
3

( 1) 5 log (6 )

( 1) 5 log (6 )

( 1) 5 log (6 )

x y x

y z y

z x z

     

     


    

 

(§Ò thi HSGQG n¨m 2006, b¶ng A) 

Lêi gi¶i. 

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh lµ , , 6x y z  . HÖ ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

3 2

3 2

3 2

log (6 )
2 6

log (6 )
2 6

log (6 )
2 6

xy
x x

yz
y y

zx
z z


 

 
  

 

  
  

 

XÐt hµm sè 
2

( ) ,  ( ,6)
2 6
tf t t

t t
  

 
. Ta cã 

2 2

6( ) 0,  ( ,6)
( 2 6) 2 6

tf t t
t t t t


   

    
 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn. 

XÐt hµm sè 3( ) log (6 ),  ( ,6)g t t t    . Ta cã 

1( ) <0, ( ,6)
ln 3 (6 )

g t t
t

   
 

 nªn ®©y lµ hµm nghÞch biÕn. 

Gi¶ sö ( , , )x y z  lµ nghiÖm cña hÖ th× ta sÏ chøng minh x y z  . 



ThËt vËy, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö max( , , )x x y z . 

XÐt hai tr­êng hîp sau  

-NÕu x y z  . Do ( )f t  lµ hµm ®ång biÕn nªn ( ) ( ) ( )f x f y f z  , tõ hÖ trªn, suy ra 

3 3 3log (6 ) log (6 ) log (6 )y z x y z x        . Do ®ã y z , dÔ dµng cã ®­îc 

x y z  . 

-NÕu x z y  . Do ( )f t  lµ hµm ®ång biÕn nªn ( ) ( ) ( )f x f z f y  , tõ hÖ trªn, suy ra 

3 3 3log (6 ) log (6 ) log (6 )y x z y x z        . Do ®ã x z , dÔ dµng cã ®­îc 

x y z  . 

Thay x y z   vµo hÖ ph­¬ng tr×nh trªn, ta cÇn gi¶i ph­¬ng tr×nh 

3 2
log (6 )

2 6
xx

x x
 

 
 

VÕ tr¸i lµ hµm nghÞch biÕn, vÕ ph¶i lµ hµm ®ång biÕn nªn ph­¬ng tr×nh nµy cã kh«ng qu¸ 
mét nghiÖm. 

H¬n n÷a, khi thay 3x   vµo ph­¬ng tr×nh, ta thÊy tháa m·n. 

VËy hÖ ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 3x y z   . 

H3. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau  

a) 

2
4

2 2 2 2

1log
1

64 96 36 3 0

yx y
x

x y y x

 
 


    

     b) 

2

2

2 4 4
2

2 4 4
2

log ( 4 5) 1 2

log ( 4 5) 1 2

y y

x x

x x

y y

 

 

    


   
 

NhËn xÐt. Ta thÊy r»ng viÖc dïng hµm sè ®Ó gi¶i c¸c hÖ lÆp hoÆc hÖ cã d¹ng ®èi xøng 
lo¹i hai trong hÖ ph­¬ng tr×nh mò vµ logarit th­êng ®­îc thùc hiÖn t­¬ng tù nh­ trong gi¶i 
ph­¬ng tr×nh ®¹i sè th«ng th­êng. Do ®ã, ®iÓm quan träng lµ chóng ta kh¶o s¸t ®­îc ®óng 
tÝnh biÕn thiªn cña hµm sè xuÊt hiÖn trong bµi. 

 

4) Mét sè bµi to¸n vÒ biÖn luËn hÖ ph­¬ng tr×nh 

Trªn thùc tÕ, nhiÒu bµi hÖ ph­¬ng tr×nh kh«ng thÓ x¸c ®Þnh chÝnh x¸c ®­îc nghiÖm cña 
chóng nh­ng vÊn ®Ò kh¶o s¸t sè nghiÖm hoÆc tÝnh chÊt c¸c nghiÖm nµy hoÆc biÖn luËn 
nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh còng rÊt thó vÞ. C«ng cô chñ yÕu vµ quen thuéc gi¶i quyÕt 
c¸c d¹ng nµy còng vÉn lµ hµm sè. 



VÝ dô 7. Chøng minh r»ng víi mäi 0a   th× hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm duy nhÊt 

ln(1 ) ln(1 )x ye e x y
x y a

     


 
 

Lêi gi¶i. 

§iÒu kiÖn , 1x y   . Tõ gi¶ thiÕt, ta cã x y a  , thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, 

ta ®­îc ln(1 ) ln(1 )y a ye e y a y       . 

XÐt hµm sè ( ) ln(1 ) ln(1 ), 1y a yf y e e y a y y         . 

Ta cã 
1 1( ) ( ) 0

1 1 ( 1)( 1)
y a y y a y af y e e e e

y a y y y a
         

     
  

Suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn trªn ( 1, )   nªn nã cã tèi ®a mét nghiÖm. 

H¬n n÷a, 
1( ) ( 1) ln

1
y a yf y e e

y a


  
 

 cã lim ( )
y

f y


   vµ 
1

lim ( )
y

f y


   nªn theo 

tÝnh chÊt liªn tôc cña hµm ( )f y  th× ph­¬ng tr×nh ( ) 0f y   cã Ýt nhÊt mét nghiÖm. 

Do ®ã, ph­¬ng tr×nh ( ) 0f y   cã ®óng mét nghiÖm. 

Ta còng thÊy r»ng t­¬ng øng víi mçi gi¸ trÞ y, ta cã ®óng mét nghiÖm cña hÖ ph­¬ng 
tr×nh ®· cho nªn víi mäi 0a   th× hÖ cã nghiÖm duy nhÊt. 

VÝ dô 8. H·y x¸c ®Þnh sè nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

2 3

3 2

29
log .log 1
x y

x y
  



 

(§Ò thi HSGQG n¨m 2008) 

Lêi gi¶i. 

§iÒu kiÖn , 0x y  . §Æt 3 2log ,log 3 , 2a bx a y b x y     . 

Ta cã 2 3 29 9 8 29a bx y     . Do ®ã, ta ®­îc hÖ ph­¬ng tr×nh míi nh­ sau  

1

9 8 299 8 29
11

a aa b

ab b
a


    

 
  



 



Ta thÊy r»ng nÕu 0a   th× 
1

9 ,8 1a a   nªn ®¼ng thøc  
1

9 8 29a a   kh«ng thÓ x¶y ra. Do 

®ã, ta xÐt hµm sè 
1

( ) 9 8 29, 0t tf t t    . 

Ta cã 
1 1 2 1

2
2 3 4

ln8 2ln8 (ln8)( ) 9 ln 9 8 , ( ) 9 (ln 9) 8 8 0, 0t tt t tf t f t t
t t t

         . 

§¹o hµm cÊp hai cña hµm ( )f t  kh«ng ®æi dÊu nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ 

hai nghiÖm. 

Ta l¹i cã 

2 21 9 8 29 48 0, (1) 9 8 29 12 0, (2) 9 8 29 52 2 2 0
2

f f f                   
 

Theo tÝnh chÊt hµm liªn tôc th× ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã Ýt nhÊt hai nghiÖm thuéc c¸c 

kho¶ng  1 ;1 , 1,2
2

 
 
 

. 

Tõ ®ã suy ra ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã ®óng hai nghiÖm thùc hay cã ®óng hai gi¸ trÞ a  

tháa m·n ®Ò bµi, t­¬ng øng víi hai gi¸ trÞ x vµ hai nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã ®óng hai nghiÖm thùc ph©n biÖt. 

H4. T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ m sao cho hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã nghiÖm duy nhÊt 

2

2 2

2

1

xx x y m

x y

      
 

(§Ò thi HSGQG n¨m 1978) 

NhËn xÐt. Qua c¸c bµi to¸n vÒ ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nh mò, logarit ®· xÐt, chóng 
ta thÊy r»ng do mang tÝnh ®Æc tr­ng cña mét hµm siªu viÖt nªn nhiÒu biÕn ®æi ch­a thÓ 
thùc hiÖn ®­îc linh ho¹t nh­ ë ph­¬ng tr×nh ®¹i sè th«ng th­êng. C¸c bµi to¸n cã hµm sè 
mò, logarit xuÊt hiÖn kÌm theo c¸c hµm ®a thøc th­êng lµ c¸c bµi kh«ng mÉu mùc vµ ph¶i 
gi¶i b»ng c¸ch dïng bÊt ®¼ng thøc ®¸nh gi¸ hoÆc dïng hµm sè ®Ó kh¶o s¸t tÝnh biÕn thiªn. 
Vµ còng chÝnh nhê c¸c c«ng cô nµy mµ chóng ta cµng cã thªm nhiÒu bµi to¸n liªn quan 
hay h¬n, khã h¬n còng nh­ thó vÞ h¬n! 



BµI TËP 

Bµi 1. 

a) Cho ,x y  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n 9 6 4log log log ( )x y x y   . TÝnh tØ sè 
x
y

.  

b) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

4 2 4

2 2

4 2 5

8 3 4 4

xy xy x

x xy y xy y

        
 

c) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 
8 8log log

4 4

4
log log 1

x xx y
x y

  


 
 

Bµi 2. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
 2 3

2 2

log 1 log

2cos 2cos

x y

x x y y

  

   

     b) 
2

2

3 ln(2 1)
3 ln(2 1)

x x x y
y y y x

    


   
 

c)  

5

5

5

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

x

y

z

y y

z z

x x

    


   
    

    

Bµi 3.  

a) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 
8 8 8

2

log 3log .log
3log log
4 y

xy x y
x x
y



 

 

b) T×m c¸c nghiÖm d­¬ng cña hÖ ph­¬ng tr×nh sau  

2012 2011

2013

2 2

4 4 2

1

2

2
( ) ( 1)z x y

x y xy z z

x y z
x y z 

    
  
   

 

Bµi 4. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau  



a) 

3 3

3

log log 22 6
log log 1

x

x y
x

y
y x

  
  


      b) 
2 2

2 3

1 1 2
1 1 1

log log 1
2 3

x y xy
x y

     

 

 

c) 

2 22 2
2

3 5 5 3

2 4 5.2
log log log .log

x x xy y y
y xy x

x y x y

   
  

  

Bµi 5. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 

2 2
2

2

3 2

1
1

3log ( 2 6) 2log ( 2) 1

y x xe
y

x y x y

 
 

      

 

b) 
 

 

2 1 2 2 1

3 2

1 4 .5 1 2

4 1 ln 2 0

x y x y x y

y x y x

            

 

Bµi 6. 

a) T×m m ®Ó hÖ sau cã nghiÖm  
2 1 2 1

2

7 7 2011 2011
( 2) 2 3 0

x x x x
x m x m

      


    
 

b) Chøng minh r»ng hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã ®óng hai nghiÖm ph©n biÖt 

2

2

2011
1

2011
1

x

y

ye
y
xe

x

   

   

 

Bµi 7. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2

2 2 3 3 5 5
6 16 1

x y x y x y x y x y x y

xy x

                   


 
 

b) 
3 3log (log ) log (log (3 ))

cot cot log

y y y yx x

yx y
x

  



 

   



 

BµI TËP bµi 1  

Bµi 1.   

a) Rót gän biÓu thøc sau 

24 3 6 8 2 1 200 9999... ...
1 3 3 5 1 1 99 100

k kA
k k

    
     

     
. 

b) Chøng minh r»ng 3 3 3 3 3
1 2 42 1
9 9 9

     

c) Rót gän biÓu thøc sau  4 42 5 2 2 5 2 5 2 2 5B          

Bµi 2. 

a) Cho , ,x y z  lµ c¸c sè thùc tháa m·n 2 3 6x y z  . TÝnh M xy yz zx   .  

b) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
28

4

12 1 1
2

xN
x

               
 t¹i  2 21 2 2

2
x   . 

Bµi 3.  

a) So s¸nh hai sè  1 2 3 10001 2 3 ... 1000     vµ 
22222 . 

b) Chøng minh r»ng víi mäi 6n   th× 
2... 222...222 222...2 n

n n

   sè 2

 sè 2  sè 2

 . 

Bµi 4. 

a) Chøng minh r»ng 4 449 20 6 49 20 6 2 3    . 

b) Cho 3 31 23 513 23 513 1
3 4 4

x
     
 
 

. H·y tÝnh 3 2 1A x x   . 

Bµi 5. 

a) Dïng c¸c tÝnh chÊt cña lòy thõa ®Ó chøng minh r»ng nÕu sè thùc x tháa m·n ®¼ng thøc 



 

2010 2012( 3) ( 4) 1x x     th× 3x   hoÆc 4x  . 

b) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña cos( ) ,xA x  . 

Bµi 6. 

Chøng minh 
2 2 2

2 2 23 3 3, ,a a b b c c    ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c  nÕu biÕt , ,a b c  lµ 

®é dµi c¸c c¹nh cña tam gi¸c nhän.  

Hái kÕt luËn cña bµi to¸n cßn ®óng kh«ng nÕu , ,a b c  lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña mét tam gi¸c 

bÊt k×? 

Bµi 7. 

T×m miÒn x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ cña c¸c hµm sè sau  

a) 
1

2 4 4( ) (9 10 )f x x x         b) 2 9
7( )

( 2)
g x

x x 
 

 

c) 10( ) (sin cos )h x x x   



 

Lêi gi¶I bµi tËp bµi 1 

Bµi 1. 

a) Víi mäi 2k   th× 
2 22

3 3

( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1 1)2 1
1 1 ( 1 1)( 1 1)

( 1) ( 1)
2

k k k k k kk k
k k k k k k

k k

             
        

  


 

Suy ra, tæng ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3
3 3 3

1 3 1 4 2 5 3 6 4 ... 101 99
2

1 999 101 81 2 101 100
2 2

A              

         

 

b) §Æt 33 2 2a a   . Ta chøng minh 
2

3
3

11
9

a aa  
  . LËp ph­¬ng hai vÕ, ta cã 

2 3
3 3 2 3

3 2 3 3 2

2 3 3

( 1)1 9( 1)( 1) ( 1) ( 1)
9

9( 1)( 3 3 1) ( 1) 9( 1)(3 3 3 ) 27
3( 1)( 1) 3 1 1 2

a aa a a a a a

a a a a a a a a
a a a a a

 
        

           

         

 

§¼ng thøc cuèi ®óng nªn ta cã ®pcm. 

c) Rót gän biÓu thøc sau  4 42 5 2 2 5 2 5 2 2 5B          

§Æt 4 42 5 2 2 5 , 2 5 2 2 5M N B M N           . Ta cã 

24 (2 5) 4(2 5) 1MN       vµ 4 4 4 2 5M N   . 

Suy ra 4 4 2 2 2 2 22 6 2 5 ( 5 1) 5 1M N M N M N          , tøc lµ 

2

2 2 5 1 5 12 5 3
2 2

M N MN M N
             

. VËy 
5 1

2
B 
 . 



 

Bµi 2. 

a) Ta thÊy nÕu mét trong ba sè , ,x y z  b»ng 0 th× hai sè cßn l¹i còng b»ng 0 vµ 0M  . 

XÐt tr­êng hîp 0xyz  , ®Æt 2 3 6 0x y z k    . Khi ®ã 
11 1

2 ,3 ,6yx zk k k


   , mµ 

2.3 6  nªn 
1 1 11 1 1 1 1 1. 0y x yx z zk k k k k xy yz zx

x y z

 
          . 

VËy trong mäi tr­êng hîp, ta ®Òu cã 0M  . 

b) Ta cã 
24 8 4

2 4

1 2 11
2 4

x x x
x x

        
 nªn 

24 4 2 2

2 2 2

1 1 ( 1)1 1 1
2 2 2

x x x
x x x

           
. 

Do ®ã 
2 1

2
xN
x


 . Thay  2 21 2 2
2

x    vµo, ta ®­îc 

 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 22 2

1 (2 2 2) 1 2 22
1 2 22 2
2

N







   
 


. 

Bµi 3. 

a) Ta thÊy r»ng 
22 42 2 162 2 22 2 2  . 

Mµ 10 6 16 10 62 1024 1000,2 64 2 2 .2 64000       nªn 
2222 640002 2 . 

MÆt kh¸c 1 2 3 1000 1000 1001 10 1001 10010 640001 2 3 ... 1000 1000.1000 1000 (2 ) 2 2         . 

Tõ ®ã suy ra 
2222 1 2 3 10002 1 2 3 ... 1000     . 

b) Tr­íc hÕt, b»ng quy n¹p, ta chøng minh ®­îc r»ng 22 , 6n n n    . 

§Æt  
2... 222...222 , 222...2 , 6 sè 2

 sè 2  sè 2

nn n
n n

a b n   . 

Ta cã 4222...2 10 2
 sè 2

n n

n

   nªn 
4 4 54 2 4 .2 2(2 ) 2 2

n n nn n
nb    . 



 

MÆt kh¸c, dÔ dµng thÊy r»ng 
2...2 2 2 1

2
2

5 2 8.2 2 2 0
 sè 2 

nn n
n

n
a n  




       nªn  

522 22 2
a nn

n na b   . Ta cã ®pcm. 

Bµi 4. 

a) Ta cã 2 444 4 449 20 6 25 10 24 24 (5 2 6) ( 3 2) 3 2          . 

T­¬ng tù 4 49 20 6 3 2    (do 3 2 ). Suy ra 

4 449 20 6 49 20 6 2 3     

b) §Æt 3 33 323 513 23 513 23, , 1
4 4 2

a b a b ab 
        vµ 3 1x a b   . 

Suy ra 3 3 2 3 2(3 1) 27 27 9 1 27( 1) 3(3 1) 29x x x x x x x            hay 
3 3

3 3

(3 1) 3(3 1) 29 ( ) 3( ) 29
27 27

23 293 ( ) 3( ) 29 32
27 27 2

x x a b a bA

a b ab a b a b

       
  

     
  

 

VËy gi¸ trÞ cña biÓu thøc ®· cho lµ 
3
2

A  . 

NhËn xÐt. C¸c bµi to¸n d¹ng nµy th­êng ®­îc t¹o ra tõ c«ng thøc nghiÖm cña ph­¬ng 
tr×nh bËc ba trong tr­êng hîp ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt. B¹n ®äc tham kh¶o trong 
bµi ®äc thªm SGK líp 11 N©ng cao ®Ó biÕt thªm vÒ c«ng thøc nµy. 

Bµi 5. 

a) Ta xÐt ba tr­êng hîp sau 

- NÕu 4x   th× 2010 2010 20123 1 ( 3) 1 ( 3) ( 4) 1x x x x          , m©u thuÉn. 

- NÕu 3x   th× 2012 2010 20124 1 ( 4) 1 ( 3) ( 4) 1x x x x           , m©u thuÉn. 

- NÕu 3 4x   th× 3 , 4 1x x    2010 2012( 3) ( 3),( 4) (4 )x x x x      . Do ®ã 

2010 2012( 3) ( 4) ( 3) (4 ) 1x x x x        , còng m©u thuÉn. 

MÆt kh¸c, víi 3, 4x x   th× ®¼ng thøc ®óng. VËy ta cã ®pcm. 



 

b) T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña cos( ) ,xA x  . 

Do 1   nªn theo tÝnh chÊt vÒ lòy thõa sè thùc, ta cã 

*V× cos 1,x x     nªn cos 1 1( ) ( )xA  


   .  

Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ 
1


, ®¹t ®­îc khi cos 1 2 ,x x k k       . 

*V× cos 1,x x    nªn cos 1( ) ( )xA      .  

Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ  , ®¹t ®­îc khi cos 1 2 ,x x k k    . 

Bµi 6. 

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö a  lµ c¹nh lín nhÊt trong c¸c c¹nh cña tam gi¸c. Khi 

®ã, ta cã 
2 2 2

2 2 2 3 3 3,a b c a b c     nªn  

2 2 2
2 2 23 3 3( ) ( )a a b b c c      vµ 

2 2 2
2 2 23 3 3( ) ( )a a c c b b     . 

§Ó chøng minh 
2 2 2

2 2 23 3 3, ,a a b b c c    lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña tam gi¸c, ta cÇn cã  

2 2 2
2 2 23 3 3( ) ( )b b c c a a      (*) 

ThËt vËy, do , ,a b c  lµ ®é dµi c¸c c¹nh cña tam gi¸c nhän nªn 2 2 2b c a  . 

H¬n n÷a, nÕu ®Æt 
1 1 1
3 3 3, ,x a y b z c    th× 3 3 3y z x  .  

Ta cã 2 2 3 6 6 2 2 2 2 6 6 3 3 3 3 2 3 2 6( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )y z y z y z y z y z y z y z x x            . 

Suy ra 2 2 2y z x   hay 
2 2 2
3 3 3b c a  . Tõ ®ã ta thÊy bÊt ®¼ng thøc (*) ®óng. 

VËy ta cã ®pcm. 

Trong tr­êng hîp gi¶ thiÕt kh«ng cho lµ tam gi¸c nhän th× bµi to¸n kh«ng ®óng. Ch¼ng 
h¹n nh­ tr­êng hîp 4, 3, 2a b c   . Ta dÔ dµng kiÓm tra ®­îc (*) sai. 



 

Bµi 7. 

a) XÐt hµm sè 
1

2 4 4( ) (9 10 )f x x x   . 

*MiÒn x¸c ®Þnh.  Do 
1
4

 lµ sè h÷u tØ kh«ng nguyªn nªn ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña hµm sè nµy 

lµ  2 49 10 0 ( 3)( 1)( 1)( 3) 0 3 1 1 3x x x x x x x x x                  . 

Suy ra miÒn x¸c ®Þnh lµ ( ; 3] [ 1;1] [3; )D        . 

*MiÒn gi¸ trÞ. Do 
1

2 4 4(9 10 ) 0x x    nªn gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ 0, hµm sè nµy kh«ng cã gi¸ 

trÞ lín nhÊt. Suy ra miÒn gi¸ trÞ lµ [0; )R   . 

b) XÐt hµm sè 2 9
7( )

( 2)
g x

x x 
 

.  

*MiÒn x¸c ®Þnh. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña hµm sè lµ 
2

2 82 0
2

x x x    
     .  

Suy ra miÒn x¸c ®Þnh lµ ( ; 3] [ 1;1] [3; )D        . 

*MiÒn gi¸ trÞ. Hµm sè nµy kh«ng thÓ ®¹t ®­îc gi¸ trÞ 0 nªn miÒn gi¸ trÞ cña nã lµ 
( ;0) (0; )R     . 

c) XÐt hµm sè 10( ) (sin cos )h x x x  . 

*MiÒn x¸c ®Þnh. Lòy thõa ë ®©y lµ sè v« tØ nªn ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh lµ 

3sin cos 0 sin( ) 0 2 2 2 2
4 4 4 4

x x x k x k k x k                      

Suy ra miÒn x¸c ®Þnh lµ 
3( 2 ; 2 )

4 4k

D k k  


   

 . 

*MiÒn gi¸ trÞ. Do sin cos 2 sin( ) 2
4

x x x 
     nªn gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè lµ  

10( 2) , hµm sè kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

MiÒn gi¸ trÞ 
10

(0; 2 ]R  . 



 

BµI TËP bµi 2 

Bµi 1. 

a) Chøng minh r»ng 8 9 10 2log 9 log 10 log 11 2log 3   . 

b) Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc sau 
1 , 2,3,4,...

log 2010n
n

u n   

§Æt 11 12 13 14 63 64 65 66 67,a u u u u b u u u u u         . TÝnh M b a  . 

Bµi 2. 

a) Cho , , ,x y z a  lµ c¸c sè thùc d­¬ng ®«i mét kh¸c nhau vµ kh¸c 1 tháa m·n 

log 1 log .log ,log 1 log .loga a a a a ax x z y y x     

TÝnh gi¸ trÞ biÓu thøc sau log .log .log .log .log .loga a a x y z
x y z

A a a z a a a . 

b) Cho , ,x y z  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n d·y ®¼ng thøc sau 

( ) ( ) ( )
log log log

x y z x y z x y z x y z
x y z

     
   

Chøng minh r»ng . . .y x z y x zx y y z z x  . 

Bµi 3. 

a) Cho c¸c sè thùc , ,a b c  tháa m·n 1 a b c   . Chøng minh r»ng 

log (log ) log (log ) log (log ) 0a a b b c cb c a    

b) Cho c¸c sè thùc , ,a b c  tháa m·n 3 7 11log 7 log 11 log 2527, 49, 11a b c   . TÝnh  

2 2 2
3 7 11(log 7) (log 11) (log 25)a b c   

Bµi 4. 

Víi mäi sè tù nhiªn n, h·y chøng minh r»ng 2 2log log ... 2n   
n dÊu c¨n 

. 

H·y x©y dùng vµ chøng minh c¸c ®¼ng thøc t­¬ng tù. 



 

Bµi 5. 

Chøng minh hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã Ýt nhÊt 6 nghiÖm ph©n biÖt 

2 3 5 10
2 3 5 30

1

x y z

x y z

xyz

     

 

Bµi 6. 

a) Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®óng víi mäi sè thùc d­¬ng x 

 2 3log (1 2 ) log (3 2 )
x

x x    

b) Cho a b . Chøng minh r»ng 
1 12 2
2 2

b a
a b

a b
        
   

. 

Bµi 7.  

Ng­êi ta ®Þnh nghÜa r»ng: “Sè siªu viÖt lµ sè thùc kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña bÊt k× ph­¬ng 

tr×nh ®¹i sè nµo”. Ng­êi ta còng ®· chøng minh ®­îc  c¸c sè 2, , 2 ,...e  lµ c¸c sè siªu 

viÖt. C¸c gi¸ trÞ cña logarit hÇu hÕt lµ c¸c sè siªu viÖt nh­ng ®Ó chøng minh ®­îc ®iÒu nµy 
thùc sù rÊt khã vµ nã n»m ngoµi ch­¬ng tr×nh THPT. Tuy nhiªn, ta còng cã thÓ chøng 
minh mét sè vÊn ®Ò ®¬n gi¶n h¬n. 

BiÕt r»ng  “logarit thËp ph©n cña mét sè nguyªn d­¬ng hoÆc lµ sè h÷u tØ hoÆc lµ sè siªu 
viÖt”, h·y chøng minh r»ng 2log 5  lµ sè siªu viÖt. 



 

LêI GI¶I bµi tËp bµi 2 

Bµi 1. 

a) Tr­íc hÕt, ta sÏ chøng minh r»ng 1log ( 1) log ( 2)n nn n   víi mäi sè tù nhiªn 1n  . 

ThËt vËy, v× 1 1log ( 2),log 0n nn n    nªn ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy cho hai sè d­¬ng 

nµy, ta cã 1 1 1 1log ( 2) log 2 log ( 2).logn n n nn n n n       . Do ®ã 

 2
1 1 1 1 1 12 log ( 1) log ( 1) log ( 2) log 2 log ( 2).logn n n n n nn n n n n n n               

Suy ra 1
1 1 1

log ( 2) log ( 2).log 1 log ( 2) log ( 1)
log ( 1)

n
n n n n

n

n n n n n
n


  


      


. 

Tõ ®ã suy ra 8 9 10 8 2log 9 log 10 log 11 3.log 9 2log 3    . 

b) D·y sè ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 2010log , 2,3,4,...nu n n   

Do ®ã 

11 12 13 14 24 2010 2010 2010 2010 2010log 11 log 12 log 13 log 14 log 24a u u u u u           

2010log (11.12.13.14.24)  vµ 63 64 65 66 67 2010log (63.64.65.66.67)b u u u u u      . 

Tõ ®ã suy ra 

2010 2010 2010

7 3

2010 2010 20106 2

63.64.65.66.67log (63.64.65.66.67) log (11.12.13.14.24) log
11.12.13.14.24

2 .3 .5.7.11.13.67log log (2.3.5.67) log 2010 1
2 .3 .7.11.13

M b a     

   
 

Bµi 2. 

a) Tõ gi¶ thiÕt, ta thÊy tÊt c¶ c¸c biÓu thøc ®Òu x¸c ®Þnh. 

Ta cã 
1 1log 1 log .log log log

1 log log
a a a a a

a z
a

x x z x zaz
z

     


.  

Do ®ã log log 1x a
z

a z  . T­¬ng tù log log 1y a
x

a x  . 



 

H¬n n÷a, thay 
1log

1 loga
a

x
z




 vµo log 1 log .loga a ay y x  , ta ®­îc 

log loglog 1 1 log log 1 log .log
1 log log 1

a a
a a z a a

a a

y yy z a y z
z y

       
 

. 

T­¬ng tù trªn, ta còng cã log log 1z a
y

a y  . Tõ ®ã suy ra  

(log .log ).(log .log ).(log .log ) 1a y a z a x
x y z

A a a a a z a  . 

b) NÕu mét trong c¸c sè , ,x y z y z x z x y       b»ng 0 th× c¶ ba sè ®Òu b»ng 0 vµ 

dÉn ®Õn 0x y z   , m©u thuÉn.  

 

Tõ gi¶ thiÕt, ta cã 

log .( ) log .( )
log .( ) log .( )
log .( ) log .( )

x y y z x y x z x y
y z z x y z y x y z
z x x y z x z y z x

    
     
     

 

XÐt ®¼ng thøc thø nhÊt , ta cã 

log .( ) log .( ) log log .

2log log log 1 log log log .

z x yx y y z x y x z x y x y y x
y z x

z x y zx y y x y x x y y x y x
y z x y z x

 
      

 

  
           

 

BiÕn ®æi t­¬ng tù víi ®¼ng thøc thø hai, ta cã 
2log log log . xy z z y z y

z x y
 

 
. 

Ta thÊy r»ng . . log log log logy x z yx y y z x y y x y z z y     . Do ®ã, ta cÇn cã 

2 2log . log . log .( ) log ( )z xy x z y y x z x y x y y z x
y z x z x y

      
   

, ®óng. 

Do ®ã, ta ®­îc . .y x z yx y y z . Chøng minh t­¬ng tù, ta cã . .z y x zy z z x .  

Tõ ®ã suy ra ®pcm. 
 

Bµi 3. 



 

a) Ta thÊy r»ng do a b  nªn log 1a b  , khi ®ã, nÕu xÐt cïng c¸c c¬ sè lµ a  vµ b  th× 

log (log ) log (log ) 0a a b ab b  . 

Ta còng cã log 1c a   do a c , suy ra 0 log (log ) log (log )c c b ca a  . 

Tõ ®ã suy ra  log (log ) log (log ) log (log ) log (log .log .log ) 0a a b b c c b a b cb c a b c a    . 

b) Ta cã 

 
        113 7 11

3 7 3 711
log 25log 7 log 11 log 25log 7 log 11 log 7 log 11log 25

1
3 2 2

27 49 11

7 11 25 469

a b c    

   

 

Bµi 4. 

§Æt 2 2log log ... 2
n dÊu c¨n 

m  . Ta cã 2
2log ... 2 2 ... 2 2

n dÊu c¨n n dÊu c¨n 

mm     . 

Ta thÊy 2  cã thÓ viÕt l¹i lµ 
1
22 , t­¬ng tù víi 2  lµ 

21
22

 
 
  ,… 

Nh­ thÕ, gi¸ trÞ cña ... 2
n dÊu c¨n 

  cã thÓ viÕt l¹i lµ 
1
22

n
 
 
   hay 22

n

. 

Do ®ã,  ta ®­îc 2 22 2 2 2
m n m n m n

        . 

VËy 2 2log log ... 2n   
n dÊu c¨n 

, ®©y chÝnh lµ ®pcm. 

Khi thay sè 2 bëi mét sè tù nhiªn kh¸c th× c¬ sè cña logarit hoÆc bËc cña c¨n còng thay 
®æi t­¬ng øng. Tæng qu¸t, ta cã bµi to¸n sau 

Víi , ,n p q  lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng lín h¬n 1 th× log log ...
 dÊu c¨n

p p p
p q

n

n q 


. 

Chøng minh hoµn toµn t­¬ng tù nh­ trªn. 

Bµi 5. 



 

Ta sÏ t×m nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh d­íi d¹ng 

 2 3 5
log log loglog , log , log , ,
log 2 log3 log5

a b ca b c  
  
 

, trong ®ã , ,a b c  lµ ho¸n vÞ cña {2,3,5}. Theo 

c¸ch chän nµy th× ph­¬ng tr×nh thø ba cña hÖ lu«n ®­îc tháa. 

Ta l¹i thÊy 3 52 log loglog2 3 5 2 3 5 2 3 5 10b cax y z a b c             vµ 

3 52 log loglog2 .3 .5 2 .3 .5 2.3.5 30b cax y z abc    . 

Do ®ã, c¸c bé x¸c ®Þnh nh­ trªn lu«n tháa m·n hÖ ®· cho. Do cã tÊt c¶ 3!  ho¸n vÞ cña 
{2,3,5} nªn còng t­¬ng øng cã 6 nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

Bµi 6. XÐt hai tr­êng hîp 

-NÕu 0x   th× ta cã  

 2 3 2 3

2 3 2 3

1 2log (1 2 ) log (3 2 ) log 2 (1 ) log 3 (1 )
2 3

1 2 1 2log 1 log 1 log 1 log 1
2 3 2 3

x
xx x x x

x

x x

x xx x

                    
                                       

 

Ta thÊy r»ng 2 3 3
1 1 2log 1 log 1 log 1
2 2 3

x

x x

                        
 nªn bÊt ®¼ng thøc cuèi ë 

trªn ®óng vµ bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®óng víi 0x  . 

-NÕu 0x   th×    2 3 ,1 2 2 1 3 2 0
x x

x x x x       . Do ®ã 

   2 2 3log (2 1) log 3 2 log 3 2
x xx x x          

   
. BÊt ®¼ng thøc ®· cho còng ®óng. 

VËy  2 3log (2 1) log 3 2 ,
xx x x      

 
 . Ta cã ®pcm. 

b) Ta cÇn chøng minh 

   
 

2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

1 12 2 log 2 (1 2 ) log 2 (1 2 )
2 2

log 1 2 log (1 2 ) 1 2 1 2

b a
a b a a b b

a b

a b a b

b b

ab ab a b

 

   

            
   

         

 

BÊt ®¼ng thøc cuèi ®óng nªn ta cã ®pcm. 



 

Bµi 7. 

Tr­íc hÕt, ta chøng minh r»ng 2log 10  lµ sè siªu viÖt. 

ThËt vËy, gi¶ sö ng­îc l¹i, 2log 10  lµ sè h÷u tØ th× tån t¹i c¸c sè nguyªn d­¬ng ,m n   tháa 

m·n 2log 10 2 10 2 10
m

m nnm
n

     . DÔ thÊy m n  nªn ®¼ng thøc trªn cã thÓ viÕt l¹i 

lµ 2 5m n n  . Tuy nhiªn, ta thÊy r»ng vÕ tr¸i lµ sè ch½n trong khi vÕ ph¶i lµ sè lÎ nªn ®¼ng 
thøc trªn kh«ng thÓ x¶y ra. Do ®ã, theo mÖnh ®Ò “logarit thËp ph©n cña mét sè nguyªn 
d­¬ng hoÆc lµ sè h÷u tØ, hoÆc lµ sè siªu viÖt” th× 2log 10  lµ sè siªu viÖt. 

Ta l¹i cã 2 2 2 2 2 2log 10 log 2 log 5 1 log 5 log 5 log 10 1       . 

Tõ 2log 10  lµ sè siªu viÖt vµ ®Þnh nghÜa sè siªu viÖt (sè siªu viÖt kh«ng lµ nghiÖm cña 

ph­¬ng tr×nh ®· sè nµo) th× ta còng suy ra r»ng 2log 5  còng lµ sè siªu viÖt. 

 



 

BµI TËP bµi 3 

Bµi 1.  

a) Chøng minh r»ng ln( 1), 0x x x    .  

Tõ ®ã chøng minh r»ng d·y sè 
1 1 1 1...
1 2 3nH

n
      kh«ng bÞ chÆn trªn. 

b) Cho c¸c sè d­¬ng ,a b . Chøng minh r»ng 
2

a b
b a a ba b

   
 

. 

Bµi 2. 

a) Chøng minh hµm sè ( )
x x x

x x x x x x

a b cf x
b c c a a b

  
  

 víi , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng 

cho tr­íc ®ång biÕn víi mäi x d­¬ng. 

b) Chøng minh r»ng 
2ln( )

2
x y y

x x y





 víi , 0x y  . 

Bµi 3. 

Cho hµm sè 
9( ) ,

9 3

x

xf x x 


 . 

a) Chøng minh r»ng nÕu 1a b   th× ( ) ( ) 1f a f b  . 

b) TÝnh tæng 
99

2

1
(sin )

100k

kf 

 . 

Bµi 4. 

a) Víi n lµ sè nguyªn d­¬ng lín h¬n 1, h·y tÝnh gi¸ trÞ cña 
2 111

n

A
n

     
   

 

trong ®ã [ ]x  lµ sè nguyªn lín nhÊt kh«ng v­ît qu¸ x. 

b) Chøng minh r»ng hµm sè 
2

2 21 1 ln 1
2 2
xy x x x x       tháa m·n hÖ thøc sau 

2 lny xy y    



 

Bµi 5. 

TÝnh c¸c giíi h¹n sau 

a) 2 1lim ln(cos )
n

n
n

 
 
 

    b) lim ln tan
4x

n
n

 


         
  

c) 

1
2 3 sin

20

1lim
2 1

x x

x

x
x x





 
   

 

Bµi 6. 

a) ViÕt ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña hµm sè 2( ) ln( 1)f x x x x    t¹i ®iÓm 
3
4

x  . 

b) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc tháa m·n 4( ) 9 0a b c    . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)a b cS a a b b c c        

Bµi 7. 

Tõ viÖc kh¶o s¸t ®¼ng thøc b aa b  víi ,a b  d­¬ng, h·y gi¶i c¸c bµi to¸n sau 

i. Cho ,a b  lµ c¸c sè thøc d­¬ng ph©n biÖt tháa m·n ®¼ng thøc b aa b . Chøng minh r»ng 

bÊt ®¼ng thøc 2 2ln ( ) ln 0a b a b b b    . 

ii. Chøng minh ph­¬ng tr×nh 1( 1)x xx x    cã ®óng mét nghiÖm d­¬ng. 

iii. Gäi T lµ tËp hîp c¸c cÆp sè thùc d­¬ng ,a b  ph©n biÖt tháa m·n ®¼ng thøc b aa b . 

Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt mét sè thùc 0x  kh«ng phô thuéc ,a b  sao cho gi¸ trÞ 

nhá nhÊt cña hµm sè ( , ) ( ) 2 3a bf x x a x b x x         ®¹t t¹i   0, ( )a bf x  víi mäi cÆp 

gi¸ trÞ ( , )a b T . 



 

LêI GI¶I bµi tËp bµi 3 

Bµi 1.  

a) Chøng minh r»ng ln(1 ), 0x x x    .  

XÐt hµm sè ( ) ln( 1), 0f x x x x    . Ta cã 
1( ) 1 0

1 1
xf x

x x
    

 
 nªn hµm sè nµy 

®ång biÕn, suy ra ( ) (0) 0f x f   nªn ln(1 ), 0x x x    . Ta cã ®pcm. 

Trong bÊt ®¼ng thøc nµy, thay x bëi 
1
x

, ta cã 
1 1 1ln(1 ) ln( 1) lnx x
x x x
      . 

Tõ ®ã suy ra 
1 2 2

1 11 1 ln( 1) ln 1 ln( 1) ln1 1 ln( 1)
n n n

n
i i i

H i i n n
i i  

                . 

Do lim ln( 1)
x

n


    nªn lim nx
H


  , tøc lµ d·y nµy kh«ng bÞ chÆn trªn. 

NhËn xÐt. D·y sè nªu trong bµi tËp nµy cßn ®­îc gäi lµ chuçi ®iÒu hßa, lµ tæng cña c¸c 
nghÞch ®¶o cña c¸c sè tù nhiªn. Tuy tõng sè h¹ng cña tæng tiÕn vÒ 0 nh­ng tæng nµy tiÕn 
tíi v« cùc khi n tiÕn tíi v« cùc. Ngoµi c¸ch chøng minh ë trªn, cßn mét c¸ch kh¸c n÷a 

chøng minh 
2

1 1 1 1...
1 2 3 2n nH n       b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p. Chuçi ®iÒu hßa lµ 

mét kh¸i niÖm kh¸ quan träng vµ cã øng dông trong nhiÒu lÜnh vùc, khi n tiÕn tíi v« cùc, 
gi¸ trÞ cña nã xÊp xØ ln( 1)n   vµ d·y sè ln( 1)nH n   cã giíi h¹n h÷u h¹n vµ ®ã chÝnh lµ 

h»ng sè Euler. 

b) BÊt ®¼ng thøc ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi  

2 2ln ln ( ) ln ln ln 0
2

2
2ln ln 0

1 1

a b b ab a a b a b a b
a b a b

a
a b

a ab
b b

                     
   
   

     
    
   

 

Ta cã thÓ gi¶ sö a b , khi ®ã nÕu ®Æt 
at
b

  th× 0 1t  . 

 Ta cÇn chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 
2 2ln ln 0

1 1
tt

t t
           

. 



 

XÐt hµm sè 
2 2( ) ln ln , 0

1 1
tf t t t

t t
            

. Ta cã 

2 1 2 1( ) ln ln 0
1 1 1 1 1

t tf t
t t t t t

                   
 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn. 

Ta cã ( ) (1) 0f t f  . Tõ ®©y, ta cã ®pcm. 

Bµi 2. 

Ta cã  

2 2

.ln ( ) ( .ln .ln ) (ln ln ) (ln ln )
( ) ( )

x x x x x x x x x x x

x x x x x x
a a a b c a b b c c a b a b a c a c

b c b c b c

       
     

 

Do ®ã, suy ra 

2

2 2 2 2

(ln ln ) (ln ln )( )
( )

(ln ln ) (ln ln ) ( )( 2 )(ln ln )
( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x

x x x x
sym sym

x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x x
sym sym

a a b a b a c a cf x
b c b c

a b a b a b a b a b a b ca b a b
b c a c a c b c

               
     

        

 

 
 

DÔ thÊy r»ng ln ln 0 0, 0x xa b a b a b x          nªn mçi sè h¹ng trong tæng 

trªn ®Òu d­¬ng. 

VËy hµm sè ®· cho ®ång biÕn trªn (0, ) . Ta cã ®pcm. 

NhËn xÐt. Tõ kÕt qu¶ nµy, ta còng cã thÓ dïng ®Ó chøng minh mét sè bÊt ®¼ng thøc liªn 
quan b»ng c¸ch thay x  bëi c¸c gi¸ trÞ cô thÓ. VÝ dô nh­ 

Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc , , 0a b c   th×  

2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

a b c a b c
b c c a a b b c c a a b

    
     

 

BÊt ®¼ng thøc nµy nÕu chøng minh theo c¸ch th«ng th­êng sÏ rÊt phøc t¹p, cÇn ®ßi hái 
c¸c biÕn ®æi d­íi d¹ng tæng c¸c b×nh ph­¬ng. 

§¼ng thøc lu«n x¶y ra víi a b c  . 



 

b) §Æt 
2 11 ( 1) 2

2 1
x y y tt y x t

x x y t
 

      
 

.  

Do ®ã, ta cÇn chøng minh 
1ln 2 , 1
1

tt t
t


  


. 

XÐt hµm sè 
1( ) ln 2 , (1, )
1

tf t t t
t


   


. Ta cã  

2

2 2
1 4 ( 1)( ) 0, 1

( 1) ( 1)
tf t t

t t t t
      

 
 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn.  

Suy ra ( ) (1) 0f t f  , tøc lµ 
1ln 2 , 1
1

tt t
t


  


 hay 
2ln( )

2
x y y

x x y





 víi , 0x y  . 

Bµi 3. 

a) Ta sÏ chøng minh bÊt ®¼ng thøc 
2 117 1 8

n

n


    
 

, víi mäi n nguyªn d­¬ng lín h¬n 1. 

Do chØ xÐt c¸c gi¸ trÞ 1 2n n   , ta cã thÓ xÐt hµm sè 
2 11( ) 1 , 2

x

f x x
x


    
 

. Ta cã 

2

2

1 ( ) 1 (2 1)ln ( ) (2 1)ln 1 2ln 1
( )

1 (2 1)( ) 2ln 1 ( )

f x xf x x
x f x x x x

xf x f x
x x x

                 

         

 

XÐt hµm sè 2
1 (2 1)( ) 2ln 1 , 2xg x x
x x x

       
. Ta cã 

2

2 2 2 2
2 2 2 1 1( ) 0

( 1) ( 1) ( 1)
x xg x

x x x x x x
      
  

 nªn ( )g x  lµ hµm ®ång biÕn.  

Suy ra 2

1 (2 1)( ) lim 2ln 1 0
x

xg x
x x x

         
 nªn 2

1 (2 1)2ln 1 0, 2x x
x x x

       
. 

Tõ ®ã suy ra ( ) 0, 2f x x    , tøc lµ 
2 11( ) 1

x

f x
x


   
 

 lµ hµm nghÞch biÕn. 



 

Ta còng cã 
5 51 3(2) 1 8

2 2
f          

   
 vµ 

22 1
21 1 1lim ( ) lim 1 lim 1 1 7

x x

x x x
f x e

x x x



  

                  
       

 

Suy ra 7 ( ) 8, 2f x x     hay 
2 117 1 8

n

n


    
 

, víi mäi n nguyªn d­¬ng lín h¬n 1. 

Tõ ®ã ta ®­îc 
2 111 7

n

n

     
   

. 

NhËn xÐt. Bµi to¸n nµy cã thÓ dïng khai triÓn nhÞ thøc Newton ®Ó biÕn ®æi chøng minh 

bÊt ®¼ng thøc 
2 117 1 8

n

n


    
 

, víi mäi n nguyªn d­¬ng lín h¬n 1 nh­ng lêi gi¶i dµi 

dßng vµ rÊt phøc t¹p. ViÖc kh¶o s¸t tÝnh biÕn thiªn cña hµm mò võa gióp ta chøng minh 
®­îc  mét kÕt qu¶ tæng qu¸t h¬n lµ bÊt ®¼ng thøc nµy còng ®óng víi mäi sè thùc lín 
kh«ng nhá 2, võa cho ta mét lêi gi¶i ng¾n gän, râ rµng. 

b) XÐt hµm sè 
2

2 21 1 ln 1
2 2
xy x x x x      . 

Theo c«ng thøc ®¹o hµm, ta tÝnh ®­îc 

 
2 22

2 2

2 2 2 2

1
1 2 1 111 1
2 2 1 2( 1) 2 1 2 1

x
x xxy x x x x x
x x x x x


           

    
 

Do ®ã, ta cã 

 2 2 22 1 ln 1y x x x x x      ,  2 2 1xy x x x     vµ  2ln ln 1y x x    . 

Tõ ®©y, ta thÊy r»ng 2 lny xy y   . §©y chÝnh lµ ®pcm. 

NhËn xÐt. Thùc ra kÕt qu¶ trªn tuy ®Ñp nh­ng kh«ng ph¶i qu¸ khã kh¨n ®Ó t×m ®­îc. 

Ta b¾t ®Çu tõ ®¼ng thøc 2 lny xy y   , ®¹o hµm hai vÕ theo biÕn x, ta ®­îc ®¼ng thøc 

22 ( )yy xy y y xy y y
y


           


. Ta quan t©m ®Õn hµm g y , hµm nµy tháa m·n 

®¼ng thøc t­¬ng øng lµ 
2

2 .
1

gg xg g g g
xg

     


. B»ng c¸ch gi¶i ph­¬ng tr×nh vi 



 

ph©n nµy vµ dïng phÐp tÝnh tÝch ph©n (sÏ häc ë ch­¬ng tiÕp theo) ®Ó t×m l¹i hµm ( )y y x  

ban ®Çu, ta thu ®­îc hµm sè nh­ trªn.  

Cßn nhiÒu bµi to¸n t­¬ng tù kh¸c nh­ 

(1) Chøng minh r»ng 2( 1)( 1)xy x e    tháa m·n ®¼ng thøc 2
2

2 ( 1)
1

xxyy e x
x

   


. 

(2) Chøng minh r»ng 
1 ln
(1 ln )

xy
x x





 tháa m·n ®¼ng thøc 2 2 22 1x y x y   . 

(3) Chøng minh r»ng sin(ln ) cos(ln )y x x   tháa m·n ®¼ng thøc 2 0y xy x y    . 

Bµi 4. 

a) Do 1 1a b b a     , suy ra 
1

1

9 9 3( ) (1 )
9 3 9 3.9 3 9

a

a a af b f a


    
  

. 

Suy ra 
9 3( ) ( ) 1

9 3 3 9

a

a af a f b   
 

. 

b) Ta thÊy r»ng víi mäi k tháa 1 49k   th× 2 2 2(100 )sin sin ( ) sin
100 100 100

k k k  
   . 

Suy ra 
100 49 99

2 2 2 2 2

1 1 51

49 49 49
2 2 2

1 1 1

50 100(sin ) (sin ) (sin ) (sin ) (sin )
100 100 100 100 100

9 12 (sin ) (1) (0) 2 (sin ) 2 (sin ) 1
100 100 12 4 100

k k k

k k k

k k kS f f f f f

k k kf f f f f

    

  
  

  

     

       

  

  
 

Víi mäi k tháa m·n 1 24k   th× 2 2 2(50 )sin sin ( ) cos
100 2 100 100

k k k   
   , mµ 

2 2 2 2 (50 )sin cos 1 (sin ) (sin ) 1
100 100 100 100
k k k kf f   

     , theo c©u a). 

Do ®ã 
49 24

2 2 2 2

1 1

(50 ) 25 1 1(sin ) (sin ) (sin ) (sin ) 24 ( ) 24
100 100 100 100 2 2k k

k k kf f f f f   
 

         
 

VËy 
12(24 ) 1 50
2

S     . 

Bµi 5. 



 

a) Ta cã 
0

ln( 1)lim 1
x

x
x


  vµ 

0

sinlim 1
x

x
x

  víi x lµ sè thùc nªn   

2 2 2

2

2 2

1ln(cos 1 1)1 1 1lim ln(cos ) lim . (cos 1) lim (cos 1)1cos 1

1sin1 1 12lim 2 sin lim 12 2 2
2

n n n

n n

nn n n
n n n

n

nn
n

n

  

 

             
    

 

 
         

   
 

 

b) Ta cã 
1 tan

ln tan ln ln 1 tan ln 1 tan
4 1 tan

n
n n n

n


   



                            
 

. 

Còng tõ c¸c giíi h¹n quen thuéc,  ta tÝnh ®­îc 

lim ln tan lim ln 1 tan ln 1 tan
4

ln 1 tan ln 1 tantan tan
lim . . . . 2

tan ( tan )

x x

x

n n
n n n

n nn n

n n n n

   

  

  
   

 



                                      
               
  
 

 

c) Theo chøng minh d¹ng tæng qu¸t nh­ trong phÇn lý thuyÕt, ta cã 

 

2
0 2

2

11 lim 1sin2 3 sin (3 )(2 1)(3 sin )(2 1) (3 1)1 4
20 0

1lim lim
2 1

x

x
x x xx x x xx x x x x

x x

x e e e e
x x



 
 

      

 

 
      

 

Bµi 6. 

a) Ta cã 2

2
( ) ln( 1)

1
xf x x x

x
    


. Suy ra 

3 3ln 2
4 5

f     
 

 

Ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña 2( ) ln( 1)f x x x x    t¹i 
3
4

x   cã d¹ng 



 

3 3 3 3 3 3 3 9ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 5 4 4 5 20

y f x f x x                           
         

 

Do ®ã, ph­¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cÇn t×m lµ 
3 9ln 2
5 20

y x    
 

. 

b) Theo gi¶ thiÕt, ta cã 
9
4

a b c   . LÊy logarit nepe hai vÕ cña S, ta ®­îc 

2 2 2ln ln( 1) ln( 1) ln( 1)S a a a b b b c c c         . 

Ta sÏ t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc  

2 2 2ln( 1) ln( 1) ln( 1)M a a a b b b c c c          

XÐt hµm sè 2( ) ln( 1),f x x x x x    . Ta cã 

2
2

2 2 2

2( ) ln( 1) , ( ) 0,
1 ( 1)

x xf x x x f x x
x x

       
 

 

Suy ra, ( )f x  lµ hµm cã tiÕp tuyÕn t¹i mäi ®iÓm lu«n n»m d­íi ®å thÞ. Theo c©u a/, ta cã 

tiÕp tuyÕn cña 2( ) ln( 1)f x x x x    t¹i 
3
4

x   lµ 
3 9ln 2
5 20

y x    
 

. 

Do ®ã 2 3 9ln( 1) ln 2 ,
5 20

x x x x x        
 

  vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi 
3
4

x  . 

Tõ ®ã, ta ®­îc 

3 27 3 9 27 9ln 2( ) ( ) ( ) ln 2 ( ) ln 2
5 20 5 4 20 4

M f a f b f c a b c                 
   

. 

Suy ra 
9

449ln 2ln 2 4 2
4

S S    . 

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña S lµ 44 2 , ®¹t ®­îc khi 
3
4

a b c   . 

NhËn xÐt. Ph­¬ng ph¸p ®Ó chøng minh trong bµi to¸n nµy chÝnh lµ ph­¬ng ph¸p tiÕp 
tuyÕn khi tõ dù ®o¸n ®iÓm r¬i cña bÊt ®¼ng thøc vµ tÝnh chÊt hµm låi (lâm), ta ®­a hµm sè 
phøc t¹p vÒ hµm tuyÕn tÝnh. 



 

Bµi 7.  Ta thÊy ®¼ng thøc 
ln lnln ln a bb a a b
a b

   .  

XÐt hµm sè 
ln( ) , 0tf t t
t

  . Ta cã 2

1 ln( ) , ( ) 0 1 ln 0tf t f t t t e
t
        . 

Trªn miÒn (0, )e  hµm sè ®ång biÕn vµ trªn miÒn [ , )e  , hµm sè nghÞch biÕn vµ hµm ®¹t 

cùc ®¹i t¹i x e . Suy ra trong hai sè ,a b  ®· cho, cã mét sè thuéc miÒn (0, )e  vµ mét sè 

thuéc miÒn [ , )e  . 

i) Ta thÊy bÊt ®¼ng thøc ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 
ln (ln 1) (ln 1) 0 (ln 1)( ln ) 0a b b b b b a b b        . Ta xÐt hai tr­êng hîp 

-NÕu a b  th× theo nhËn xÐt trªn, ta cã a e b  , suy ra ln 1 ln 1 0b b    . 

H¬n n÷a, ta còng cã ln ln ln 0a b b a b b a     nªn hai biÓu thøc trong ngoÆc ë trªn tr¸i 
dÊu, ta cã (ln 1)( ln ) 0b a b b   . 

-NÕu a b  th× a e b  , suy ra ln 1 ln 1 0b b    . 

MÆt kh¸c ln ln ln 0a b b a b b a     nªn ta còng cã ln 1 ln 1 0b b    . Ta cã ®pcm. 

ii) Ta thÊy 1x x   nªn theo nhËn xÐt trªn, ta cÇn cã (0, ], 1 [ , )x e x e    . 

§å thÞ cña hµm 
ln( ) tf t
t

  ®¹t cùc ®¹i t¹i x e  nªn ®­êng th¼ng , 0y m e m    n»m 

ngang c¾t ®å thÞ t¹i ®óng hai ®iÓm vµ do tÝnh liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu trªn c¸c kho¶ng nªn tån 
t¹i dóng mét gi¸ trÞ m mµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai giao ®iÓm nãi trªn lµ 1.  

Suy ra cã ®óng mét gi¸ trÞ x sao cho 1 ( 1)x xx x   . B»ng c¸ch nµy, ta còng chøng minh 

®­îc víi mäi 0a   th× ph­¬ng tr×nh ( )x a xx x a    cã ®óng mét nghiÖm thùc (0, ]x e . 

iii)  Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö a b , theo nhËn xÐt trªn th× 0 a e b   . 

Theo bÊt ®¼ng thøc vÒ gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta cã 

( , ) ( ) 2 3 ( ) ( ) ( 2) (3 ) 1a bf x x a x b x x x a b x x x b a                   . 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi ( 2)(3 ) 0,( )( ) 0 2 3,x x x a b x x a x b           . 

Tuy nhiªn, do hµm sè nµy xÐt mäi cÆp ( , )a b T  vµ khi 0b a   th× x e . 

Do ®ã, gi¸ trÞ 0x  trong ®Ò bµi nªu chÝnh lµ e . 



 

BµI TËP bµi 4 

Bµi 1.  

a) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng. Chøng minh r»ng 3( )
a b c

a b ca b c abc
 

 . 

b) Cho , ,a b c  lµ c¸c sè thùc d­¬ng. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau 

2 ( ) ( ) ( ) 3( ) ( ) 27a b c b c c a a ba b c a b c         

c) Cho , , , ,x y z a b  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n ,x y z a b   . Chøng minh r»ng 

( ) ( ) ( ) 0a b b a b b a b bx y z y z x z x y       

Bµi 2. 

a) T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè ( ) :f x    tháa m·n ®¼ng thøc sau 

   ( 2 ) (4 3 2) 2 (2 2)f x f x f x     

b) Cho sè thùc a  tháa m·n 0 1a  . H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm sè :f    tháa 
m·n ph­¬ng tr×nh sau 

( ) 1 ( ) 1( ) ( ).3 (3 )
y yb f y x b f y yf x y f x b b        

(§Ò thi HSGQG n¨m 2007) 

Bµi 3. 

a) Cho 0 , 1a b  . Chøng minh r»ng 

1

0
lim

2

x x x

x

a b ab


 
 

 
. 

b) H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c cÆp sè d­¬ng ,a b  sao cho víi mäi sè nguyªn d­¬ng n vµ víi 

mäi nghiÖm thùc nx  cña ph­¬ng tr×nh 2 2
24 log (2 1)n x n x  , ta lu«n cã 

2 3n nx x
na b x    

 
Bµi 4. Mét sè øng dông cña hµm sè mò vµ hµm sè logarit. 

1. Chi phÝ tæng céng cña mét c«ng ty ®­îc tÝnh nh­ sau ( ) 90 50 tC t e   (®¬n vÞ tiÒn) víi 
t lµ thêi gian tÝnh b»ng n¨m tõ khi c«ng ty thµnh lËp ®Õn thêi ®iÓm hiÖn t¹i. TÝnh chi phÝ 
c«ng ty ®· chi ra sau 10 n¨m. 



 

2. Mét nghiªn cøu cho thÊy mét nhãm häc sinh ®­îc cho xem cïng mét danh s¸ch c¸c 
loµi ®éng vËt vµ ®­îc kiÓm tra l¹i xem hä nhí bao nhiªu % mçi th¸ng. Sau t th¸ng, kh¶ 
n¨ng nhí trung b×nh cña nhãm häc sinh tÝnh theo c«ng thøc ( ) 75 20ln( 1), 0M t t t     
(®¬n vÞ %). Hái sau kho¶ng bao l©u th× sè häc sinh nhí ®­îc danh s¸ch ®ã lµ d­íi 10%? 

3. Mét c«ng ty võa tung ra thÞ tr­êng mét sè s¶n phÈm míi vµ hä cã tæ chøc ph¸t qu¶ng 
c¸o ë truyÒn h×nh mçi ngµy. Mét nghiªn cøu thÞ tr­êng cho thÊy nÕu sau x qu¶ng c¸o 

®­îc ph¸t th× sè %  ng­êi xem mua s¶n phÈm lµ 0,15

100( ) , 0
1 49 xP x x

e 


.  

H·y so s¸nh tØ lÖ nµy khi cã 100, 200 vµ 500 qu¶ng c¸o ®­îc ph¸t ®i. 

4. C­êng ®é cña ¸nh s¸ng ®i qua mét m«i tr­êng kh¸c kh«ng khÝ, ch¼ng h¹n nh­ n­íc, 
s­¬ng mï, …sÏ gi¶m dÇn tïy theo ®é dµy cña m«i tr­êng vµ mét h»ng sè   gäi lµ kh¶ 

n¨ng hÊp thu tïy thuéc m«i tr­êng theo c«ng thøc nh­ sau 0
xI I e   víi x lµ ®é dµy cña 

m«i tr­êng ®ã, tÝnh b»ng mÐt. BiÕt r»ng n­íc biÓn cã 1,4  . H·y tÝnh xem c­êng ®é 
¸nh s¸ng gi¶m ®i bao nhiªu tõ ®é s©u 2m xuèng ®Õn 20m? 

Bµi 5. 

§Ó ®o ®é phãng x¹ cña mét chÊt phãng x¹  , ng­êi ta dïng mét m¸y ®Õm xung. Khi 

chÊt nµy phãng x¹ ra c¸c h¹t   , c¸c h¹t nµy ®Ëp vµo m¸y vµ khi ®ã, trong m¸y xuÊt hiÖn 
mét xung ®iÖn vµ bé ®Õm t¨ng thªm 1 ®¬n vÞ. Ban ®Çu, m¸y ®Õm ®­îc 960 xung trong 
vßng mét phót nh­ng sau ®ã 3 giê chØ cßn 120 xung trong mét phót (víi cïng ®iÒu kiÖn).  
Hái chu k× b¸n r· cña chÊt nµy lµ bao nhiªu giê? 

Bµi 6. 

Gi¶ sö mét hµm chØ møc s¶n xuÊt cña mét h·ng DVD trong1 ngµy lµ 
2 1
3 3( , )q m n m n , 

trong ®ã m lµ sè l­îng nh©n viªn vµ n lµ sè l­îng lao ®éng chÝnh. Mçi ngµy h·ng ph¶i s¶n 
xuÊt ®­îc 40 s¶n phÈm ®Ó ®¸p øng nhu cÇu kh¸ch hµng. 

BiÕt r»ng tiÒn l­¬ng cho nh©n viªn lµ 16 USD vµ cña mét lao ®éng chÝnh lµ 27 USD. 

H·y t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt chi phÝ trong 1 ngµy cña h·ng s¶n xuÊt nµy. 

Bµi 7. 

Trong Tin häc, thuËt to¸n t×m kiÕm trªn mét c©y c©n b»ng (mét d¹ng graph ®Æc biÖt) ®ßi 
hái sè b­íc di chuyÓn lµ ( )P n  øng víi c©y cã bËc n vµ ®­îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau 

1( 1)( 1) ( )( 1)( ) i n i
n

i P n i PP i
n

     
  vµ 

1

1 ( )
n

n n
i

P P i
n 

  . 

H·y ®¸nh gi¸ ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n nµy. 



 

LêI GI¶I bµi tËp bµi 4 

Bµi 1. 

a) Trong bÊt ®¼ng thøc ®· cho, lÊy logarit thËp ph©n hai vÕ, ta ®­îc 

log log log (log log log )
3

3( log log log ) ( )(log log log )

a b ca a b b c c a b c

a a b b c c a b c a b c

 
    

       
 

Gi¶ sö a b c   th× log log loga b c  . Theo bÊt ®¼ng thøc Chebyshev cho hai d·y ®¬n 

®iÖu cïng chiÒu th× dÔ thÊy bÊt ®¼ng thøc cuèi ë trªn ®óng. Suy ra  3( )
a b c

a b ca b c abc
 

 . 

b) Tr­íc hÕt, ta chøng minh r»ng 2( ) . .a b c b c c a a ba b c a b c    víi , , 0a b c  . 

ThËt vËy, lÊy logarit nepe hai vÕ, ta cã 

2[ ln ln ln ] ( )ln ( ) ln ( ) ln
ln (2 ) ln (2 ) ln (2 ) 0
( )(ln ln ) ( )(ln ln ) ( )(ln ln ) 0

a a b b c c b c a c a b a b c
a a b c b b c a c c a b

a b a b b c b c c a c a

       
         
         

 

Do hµm sè ( ) ln , 0f t t t   ®ång biÕn nªn biÓu thøc a b  vµ ln lna b  cïng dÊu hay 

( )(ln ln ) 0a b a b   . Tõ ®ã suy ra vÕ tr¸i ë trªn lµ tæng cña ba biÓu thøc kh«ng ©m nªn 

nã còng kh«ng ©m vµ nh­ thÕ bÊt ®¼ng thøc ®· nªu ë trªn lµ ®óng. 

TiÕp theo, ta sÏ chøng minh ( ) ( ) ( ) 3( )( ) 27b c c a a b b c c a a ba b c a b c             . 

§Æt , , , , , 0b c c a a bx a y b z c x y z       ®­a vÒ bÊt ®¼ng thøc sau 

3

3

1 1 1 1 1 1 327xyz
x y z x y z xyz

 
       

 
, ®óng theo B§T Cauchy cho ba sè d­¬ng. 

VËy bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®óng. §¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a b c  . 

c) Ta cã ,x y z a b    nªn b b bz y x  . XÐt hµm sè ( ) , 1, ( , )
a

b bb af t t t z x
b

   .  

Ta cã 
1 2

( ) , ( ) 1 0,
a a

b bb ba a af t t f t t z t x
b b b

         
 

 nªn hµm sè ( )f x  lµ hµm ®ång 

biÕn trªn ( , )b bz x . DÔ thÊy hµm sè nµy còng liªn tôc trªn miÒn x¸c ®Þnh nµy. 



 

Theo ®Þnh lÝ Lagrange th× tån t¹i sè thùc 1 ( , )b bc z y  sao cho 

 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )( )b b b b a a b bf y f z f c y z y z f c y z         

T­¬ng tù, ta còng thÊy r»ng tån t¹i sè thùc 2 ( , )b bc y x  sao cho 

2 2( )( ) ( )( ) ( )( )( )a a b b a a b b b b b bx y f c x y x y y z f c x y y z           

Ta cã 1 2( ) ( )f c f c   nªn 

 1( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )a a b b b b b b a a b b b b a ax y y z f c x y y z x y y z x y y z            

Khai triÓn bÊt ®¼ng thøc nµy, ta cã ( ) ( ) ( ) 0a b b a b b a b bx y z y z x z x y       (®pcm). 

 

Bµi 2. 

a) Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-Víi 0x   th× 2 (0) 2 (0)f f  nªn (0)f a  lµ mét sè thùc nµo ®ã. 

-Víi 0x  , ®Æt (2 2) 0
2 2

tx t x    


 th× 

 2 4 3 2 2 ( ) (2 2) 2 ( )
2 2 2 2 2 2

tf t f t f t f t f f t
                     

. 

§Æt (2 2)ut    th× ph­¬ng tr×nh trªn trë thµnh 

     1 1(2 2) (2 2) 2 (2 2)u u uf f f       

TiÕp tôc ®Æt  (2 2) ( )uf g u   vµ ( ) ( 1) ( )h u g u g u    th× ta cã 

( 1) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ),g u g u g u g u g u g u g u h u h u u              . 

B»ng quy n¹p, ta thÊy r»ng ( ) ( ) ( )g u n nh u g u    víi n lµ sè nguyªn d­¬ng. Do ®ã 

( ) ( ),0 1
( )

( ) ( ), 1,
h u k u u

g u
nh u u k u n n u n n

  
          

  (*) 

trong ®ã ( ), ( )h u k u  lµ c¸c hµm tïy ý, ( )h u  tuÇn hoµn víi chu k× 1. 



 

Suy ra  2 1( ) log , 0f x g x x


  . 

-NÕu 0x   th× tiÕn hµnh ®Æt (2 2) ( 2 1)ux t     , ta ®­îc  

 2 1( ) log , 0f x g x x


  . 

VËy hµm sè cÇn t×m lµ 
2 1

, 0
( )

(log ), 0
a x

f x
g x x



  
 víi ( )g x  x¸c ®Þnh nh­ (*). 

b) Víi mäi sè thùc ,x y  th×  

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1( ) ( ).3 (3 ) ( ) ( ( ) )3
y y yb f y x b f y y x y x b f yf x y f x b b f x y b f x b               . 

§Æt ( ) ( ) ,xg x f x b x    th× ph­¬ng tr×nh trªn chÝnh lµ ( ) 1( ) ( ).3 , ,g yg x y g x x y    (*) 

Thay 0y  , ph­¬ng tr×nh trªn trë thµnh (0) 1 ( ) 0,
( ) ( ).3

(0) 1
g g x x

g x g x
g

   
   


 

-NÕu ( ) 0,g x x   th× ta cã ngay ( ) ,xf x b x   . 

-NÕu (0) 1g   th× trong (*), thay 0x  , ta cã ( ) 1( ) 3g yg y  . 

XÐt hµm sè 1( ) 3 ,th t t t   . Ta cã 1 1 2( ) 3 ln 3 1, ( ) 3 (ln 3) 0t th t h t       nªn ph­¬ng 

tr×nh ( ) 0h t   cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm. 

Ta l¹i thÊy 
9(1) 0, (0) 0, ( ) 0

10
h h h    nªn theo tÝnh chÊt liªn tôc cña hµm sè, ph­¬ng 

tr×nh ( ) 0h t   cã ®óng hai nghiÖm lµ 1 21, ,0 1t t c c    . 

Do ®ã ( ) 1 ( ) 1
( ) 3 ,

( ) ,0 1
g y g y

g y y
g y c c

 
      

  

Gi¶ sö tån t¹i 0y   sao cho 0( )g y c  th× 

0( ) 1
0 0 0 0 0

11 (0) ( ) ( ).3 ( ) ( ) 1g yg g y y g y cg y g y c
c

            . 

§iÒu m©u thuÉn nµy cho thÊy hµm sè cã d¹ng ( ) ,0 1g y c c    kh«ng tháa m·n ®Ò bµi. 

Do ®ã ( ) 1,g y y    hay ( ) 1 ,xf x b x   . Thö l¹i ta thÊy tháa. 

VËy c¸c hµm sè tháa m·n ®Ò bµi lµ ( ) xf x b  hoÆc ( ) 1 xf x b  , mäi x.  



 

Bµi 3.  

a) Theo giíi h¹n c¬ b¶n  
1

0

1lim 1 lim 1
n

n
x x

n e
n 

     
 

 th× ta cã 

1
2

1 1 1 1 12
1 2 22

0 0 0 0
lim lim 1 1 lim lim

2 2

x x

x x
x xx x

a b

a bx
x x x x a bx a b

x x x
x x x x

a b a b e e





   

   

                  

. 

H¬n n÷a 
.ln

0 0

1 1lim lim .ln ln
.ln

x x a

x x

a e a a
x x a 

 
   vµ 

0

1lim ln
x

x

b b
x


  nªn giíi h¹n cÇn t×m lµ 

1
ln ln

ln2
0

lim
2

x x a bx
ab

x

a b e e ab




 
   

 
. 

b) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh cña ph­¬ng tr×nh lµ 2

1
2

x
n

  . 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 
2 24 2 4 1 22 2 1 2 4 2n x n xn x n x     .  

§Æt 22 1t n x  , ta cã 2 1t t  . 

XÐt hµm sè ( ) 2 1tf t t   . Ta cã 2( ) 2 .ln 1, ( ) 2 .(ln 2) 0t tf t t f t      nªn ph­¬ng 

tr×nh ( ) 0f t   cã kh«ng qu¸ hai nghiÖm.  

Ta còng cã (0) (1) 0f f   nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t   cã hai nghiÖm lµ 0, 1t t  . 

Suy ra ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 2

10,
4n nx x

n
   . 

XÐt bÊt ®¼ng thøc 2 3n nx x
na b x   . §iÒu kiÖn 0 , 1a b  . 

-Víi 0nx   th× 2 2 3n nx x
na b x    , bÊt ®¼ng thøc ®­îc tháa m·n víi mäi ,a b . 

-Víi 2

1
4nx

n
  , bÊt ®¼ng thøc ®· cho trë thµnh  

2

2
2 2

2 2

41 1
41 1 4 4

4 4
2 2

3 3 12 1 .
4 2 2 4

n
nn n

n n a ba b
n n


  

 
 

             
 

 



 

Cho n   , theo c©u a th× vÕ tr¸i cã giíi h¹n lµ ab , vÕ ph¶i cã giíi h¹n lµ e e . 

BÊt ®¼ng thøc nµy ph¶i ®óng víi mäi n nªn 3ab e e ab e   . 

Ng­îc l¹i, víi 3ab e  th×  
2 2

2 2

1 1
1 3 14 4 .

24 4
2

3 11
2 2 4

n n
n na b ab e

n

     
        

 
. 

(do ta cã bÊt ®¼ng thøc 1 ,xe x x    ). Suy ra 2 3n nx x
na b x    còng ®óng. 

VËy ®iÒu kiÖn cÇn t×m lµ 0 , 1a b   vµ 3ab e . 

Bµi 4. 

1. Theo hµm sè ®· cho th× chi phÝ c«ng ty ®· chi sau 10 n¨m lµ  

10(10) 90 50 89,99773C e    (®¬n vÞ tiÒn) 

2. Theo c«ng thøc tÝnh tØ lÖ phÇn tr¨m ®· cho th× cÇn t×m t tháa m·n 

75 20ln( 1) 10 ln( 1) 3,25 24,79t t t         (th¸ng) 

VËy sau kho¶ng 24 th¸ng (tøc lµ h¬n hai n¨m) th× sè häc sinh nhí ®­îc danh s¸ch ®ã lµ 
d­íi 10%. 

3. Khi cã 100 qu¶ng c¸o ®­îc ph¸t ra th× tØ lÖ ng­êi xem mua s¶n phÈm lµ  

1,5

100(100) 8,3799
1 49

P
e 


% 

Khi cã 200 qu¶ng c¸o ®­îc ph¸t ra th× tØ lÖ ng­êi xem mua s¶n phÈm lµ  

3

100(200) 29,0734
1 49

P
e 


% 

Khi cã 500 qu¶ng c¸o ®­îc ph¸t ra th× tØ lÖ ng­êi xem mua s¶n phÈm lµ  

7,5

100(500) 97,3614
1 49

P
e 


% 

Ta thÊy tèc ®é t¨ng cña hµm mò rÊt lín nh­ thÕ cho thÊy søc ¶nh h­ëng cña qu¶ng c¸o 
®èi víi ng­êi tiªu dïng. 

4. Theo c«ng thøc ®· cho th× c­êng ®é ¸nh s¸ng thay ®æi khi ®i tõ ®é s©u 1x  ®Õn ®é s©u 



 

2x  chÝnh lµ 
1

2 1

2

( )01

2 0

x
x x

x

I eI e
I I e









  . 

Do ®ã, khi ®i tõ ®é sau 2m xuèng ®é s©u 20m th× c­êng ®é ¸nh s¸ng gi¶m ®i  

1,4(20 2) 25,2 108,7947.10e e    lÇn 

Gi¸ trÞ nµy rÊt lín chøng tá ë ®é s©u 20m d­íi mÆt n­íc biÓn gÇn nh­ kh«ng cã ¸nh s¸ng 
chiÕu tíi ®­îc. 

Bµi 5. 

Gäi 1N  lµ sè h¹t   t¹o thµnh trong kho¶ng thêi gian 1t , kÓ tõ thêi ®iÓm ban ®Çu. 

Ta cã 1
1 01 1 01(1 )k tN N N N e       víi 01N  lµ sè h¹t phãng x¹   ban ®Çu. 

Sau 3 giê, sè nguyªn tö cßn l¹i trong chÊt phãng x¹ lµ 3
02 01.

kN N e  

KÓ tõ thêi ®iÓm nµy, trong kho¶ng thêi gian 2t  th× sè h¹t   t¹o thµnh lµ 

2
2 02 2 02 (1 )k tN N N N e      . 

Cho 1 2 1t t     phót th× theo gi¶ thiÕt, ta cã 1 2960, 120N N    . Suy ra 

1

2

3011
3

2 01

(1 ) 960 ln 2ln8 3 1
(1 ) 120

k t
k

k tk

N eN e T
N N e e T

 

 


      

 
. 

VËy chu k× b¸n r· cña chÊt phãng x¹ ®· cho lµ 1 giê. 

Bµi 6. Theo gi¶ thiÕt, ta cã chi phÝ mçi ngµy lµ 16 27C m n   USD.  

Do hµm s¶n xuÊt mçi ngµy ph¶i ®¹t ®­îc chØ tiªu 50 s¶n phÈm nªn cÇn cã 
2 1 3

2 33 3
2

4040 40m n m n n
m

     . 

BiÓu thøc biÓu diÔn mèi quan hÖ gi÷a sè l­îng nh©n viªn vµ chi phÝ kinh doanh lµ 
3

2

27.4016C m
m

   

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy th×  

3 3 3
3

2 2 2

27.40 27.40 8 .8 .27.4016 8 8 3 1440m mm m m
m m m

       



 

Do ®ã, chi phÝ thÊp nhÊt cÇn t×m lµ min 1440C   USD, ®¹t ®­îc khi vµ chØ khi 

3 3 3
3

2 3

27.40 3 .408 60
2

m m
m

    , tøc lµ sè nh©n viªn lµ 60 vµ lao ®éng chÝnh lµ xÊp xØ 18 

ng­êi (do 
160 17,778 18

9
n    ). 

Bµi 7. Theo gi¶ thiÕt, ta cã 1 0P  . Ta biÕn ®æi gi¶ thiÕt nh­ sau 

 
1

1
2

1 1 1

( 1)( 1) ( )( 1)1 1 2( ) ( 1)
n n n

i n i
n n i

i i i

i P n i PP P i i P
n n n n


 

  

     
    
  

   . 

Suy ra  
2

1 2
1

2 ( 1)
( 1)

n

n i
i

P i P
n






 
  . So s¸nh hai ®¼ng thøc nµy, ta ®­îc 

 
2

1
1 12 2 2

2( 1)( 1)( 1) ( 1) ( 1) 2n
n n n

n Pn nP P n P
n n n


 

  
     . 

Tõ ®ã, ta ®­îc c«ng thøc tÝnh nP  theo n nh­ sau 

2 2

1 1

1 1

1 ( 1)( 2) ( 1)( 3) ( 1)( 4) 12 ...
( 1) ( 2)( 1) ( 3)( 2) 2.3

2( 1) 2( 1) 2 1
( 1)( 2) 2 1

2( 1) 4

n

n n

i i

n

n n n n n n n nP
n n n n n n n n n n

n n i n
n n i n i n n i n i

n H
n

 

 

                     

   
   
         


 

   

Trong ®ã 
1 1 11 ...
2 3nH

n
      lµ chuçi ®iÒu hßa vµ cã giíi thiÖu trong bµi tr­íc. Ta biÕt 

r»ng lnnH n  cã giíi h¹n h÷u h¹n nªn big-O cña nH  lµ ln n .  

Ta còng cã 
2 1lim 2

n

n
n


  nªn dÔ dµng suy ra ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n nµy lµ 2ln n . 



 

BµI TËP bµi 5 

Bµi 1. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a) 2 2 2
2 3 6log ( 1) log ( 1) log ( 1)x x x x x x          

b) 2 3 4 4 3 2log (log (log )) log (log (log ))x x  

Bµi 2. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a)    2 2log log 23 1 3 1 1
x x

x x           b) 25 2 2 1 4 .5 4 1 5x x xx x x x        

c) 2 34( 2)[log ( 3) log ( 2)] 15( 1)x x x x       

d) 14 2 2(2 1)sin(2 1) 2 0x x x x y        

Bµi 3. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau  

a) 3 21 1 15 4 3 2 4 2 16
2 3 6

x x x x
x x x x x x           

b) 1( 1)log 4 log( 2 )x xx x x     

c) 2 2
2 5 2 2 5

log ( 2 11) log ( 2 12)x x x x
 

      

d) 32 log (2 1)log (3 1)3 2 1
xx     

Bµi 4. Gi¶i c¸c bÊt ph­¬ng tr×nh sau 

a) 2 2 2 1 2 12 3 3 2x x x x                                       b)  
12 2 1 0

2 1

x

x

x  



. 

c) 
4024 2012 2

4022 2011 2 2

2012 2012
2011 2011

x x

x x

x x
x x

      
 

Bµi 5.   
a) Chøng minh r»ng mçi ph­¬ng tr×nh sau ®©y cã nghiÖm duy nhÊt 

cos           (1)
sin(cos )    (2)
cos(sin )    (3)

x x
x x
x x





 



 

b) Gäi , ,    lÇn l­ît lµ nghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh (1), (2), (3). Chøng minh r»ng 

.ln .ln .ln        

Bµi 6. 

a) Cho x lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (3 2 2) ( 2 1) 3x x     

Chøng minh r»ng x còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( 2 1) 2cos
9

x 
   

b) BiÕt r»ng sè thùc a tháa m·n ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

x
x ax   cã ®óng 2010 nghiÖm 

thùc. Hái ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

x
x ax   cã bao nhiªu nghiÖm thùc? 

Bµi 7. Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh sau 

a) 1 2log (2 ) log (2 2 ) 0x xx x     

b) 
2 2

cos 2

sin cos cos 2 2(2 2) (2 2) (2 2) 1
2

x

x x x  
       

 
 

c) X¸c ®Þnh c¸c sè thùc 0a  sao cho cos 2 22cos ,xa x x   . 



 

LêI GI¶I bµi tËp bµi 5 

Bµi 1. 

a) XÐt ph­¬ng tr×nh 2 2 2
2 3 6log ( 1) log ( 1) log ( 1)x x x x x x          

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh lµ 1x  . §Æt 2 1t x x   . Ta cã 2 11x x
t

   . Do ®ã, ta cã 

2 3 6 2 3 6 2 3 6
1 1log log log log log log 0 log (1 log 2 log 2) 0 1t t t t t t
t t

           

Ta xÐt ph­¬ng tr×nh 2 2 2 21 1 1 1 2 1 1 1x x x x x x x x              , tháa 
m·n ®iÒu kiÖn ®· cho. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 1x  . 

b) §iÒu kiÖn 0x . Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 
2 2

4 3 4 4 3 2 3 4 3 2
2 2

3 4 3 4 3 4 3 3 4

log (log (log )) log (log (log )) (log (log )) log (log )

(log (log )) log (2log ) (log (log )) log 2 log (log )

x x x x

x x x x

  

    
 

§Æt 3 4log (log )t x . Ta cã ph­¬ng tr×nh bËc hai biÕn t lµ 

32
3

1 1 4log 2
log 2

2
t t t

 
    . Khi ®ã, ta cã 34

t

x  , thö l¹i ta thÊy tháa. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm x¸c ®Þnh nh­ trªn. 

Bµi 2. 

a) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 0x . Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

         

           

       
 

2 2 2 2

log 2 2 2 22

2

2 2

2

log log log log 2

2 log log 2 log log
2 2

2log
22log log 2

log

3 1 3 1 3 1 3 1 1

2 3 1 3 1 1 3 1 3 1 1

3 1 113 1 1 3 1 1
3 1

x

x x x x

x x x x

x
x x

x

x x

x x x x x

xx x
x

         

           

            

Ta thÊy ®¼ng thøc 
2 2

2 21 1 ( )( 1) 0
1

a ba b a b b ab a a b ab
aba b
              

 



 

Ta cã hai tr­êng hîp sau  

-NÕu 2log( 3 1) xx    th× lÊy logarit c¬ sè 2 hai vÕ, ta ®­îc  

2 2 2 2log log ( 3 1).log log 0 1x x x x      , tháa m·n ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh. 

-NÕu 2log( 3 1) 1xx    th× còng lÊy logarit c¬ sè 2 hai vÕ, ta ®­îc 

   2 2 2 2 2

2

log log .log 3 1 0 log . 1 log 3 1 0

log 0 1.

x x x

x x

        
   

 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 1x  . 

b) §iÒu kiÖn 
15 2 ,
2

x x x  . 

§Æt 5 2 , 2 1, , 0xa x b x a b     . Ta cã 

2 2 2 2 2 25 2 , 2 1 5 4 1, 5 1x x xa x b x a b x a b            . Do ®ã 

2 2 2 2 2( )( ) (5 1)(5 4 1) 5 4 .5 4 1x x x xa b a b x x x          . 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 
2 2 2 2 2 2( )( ) ( )(1 ( )( )) 0a b a b a b a b a b a b          . 

-NÕu 0a b a b     th× 5 2 2 1 5 4 1x xx x x      . 

§©y lµ d¹ng ph­¬ng tr×nh cã d¹ng Bernoulli vµ nã cã hai nghiÖm lµ 0, 1x x  , tháa 

m·n ®iÒu kiÖn ®Ò bµi. 

-NÕu 2 2( )( ) 1 (5 1)( 5 2 2 1) 1x xa b a b x x         . 

Ta thÊy r»ng 5 2 2 1 (5 2 ) (2 1) 5 1 1x x xx x x x           vµ 5 1 1x    nªn 

ph­¬ng tr×nh trªn v« nghiÖm. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 0, 1x x  . 

c) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 3x  . 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 2 3
15 1log ( 3) log ( 2) .
4 2

xx x
x


   


. 



 

Ta cã:  2 3
1 1log ( 3) log ( 2) 0,  3

ln 2 ( 3) ln 3 ( 2)
x x x

x x
       

   
, 

2
15 1 15 3 0,  3
4 2 4 ( 2)

x x
x x

          
. 

Suy ra vÕ tr¸i lµ hµm sè ®ång biÕn theo biÕn x, vÕ ph¶i lµ hµm nghÞch biÕn theo biÕn x nªn 
ph­¬ng tr×nh ®· cho cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. 

Ta thay 11x   vµo ph­¬ng tr×nh th× thÊy tháa m·n. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 11x  . 

d) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

2

2 2 2

2 2

(2 2.2 1) 2(2 1)sin(2 1) 1 0
(2 1) 2(2 1)sin(2 1) sin (2 1) cos (2 1) 0

2 1 sin(2 1) cos (2 1) 0

2 sin(2 1) 1
cos(2 1) 0

x x x x

x x x x x

x x x

x x

x

y
y y y

y y

y
y

       

            

           
       

 

Do cos(2 1) 0 sin(2 1) 1x xy y       . Ta cã hai tr­êng hîp sau 

-NÕu sin(2 1) 1x y    th× 2 0x  , v« nghiÖm. 

-NÕu sin(2 1) 1x y    th× 2 1 0x x   .  

Suy ra sin( 1) 1 1 2 ,
2

y y k k
          . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 0, 1 2 ,
2

x y k k
       . 

Bµi 3. 

a) XÐt hµm sè 3 21 1 1( ) 5 4 3 2 4 2 16,
2 3 6

x x x x
x x xf x x x x x             

 
 . 

Ta cã 2ln 2 ln 3 ln 6( ) 5 .ln 5 4 .ln 4 3 .ln 3 2 .ln 2 12 4 1 0
2 3 6

x x x x
x x xf x x x             

 
 



 

Suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn vµ ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. Ta 

thÊy 
1 1 1(1) 5 4 3 2 4 2 1 16 0
2 3 6

f              
 

. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 1x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 
1 1 1 1log 4 log( 2 ) 0 4 2x x x xx x x x x          . 

Ta xÐt ph­¬ng tr×nh 1 14 2x x x   , ®Æt 1x y  , ta cã 4 2 1 0y y y    . 

XÐt hµm sè ( ) 4 2 1y yf y y    . Ta cã ( ) 4 ln 4 2 ln 2 1y yf y    .  

DÔ thÊy r»ng ph­¬ng tr×nh ( ) 0f y   cã ®óng mét nghiÖm k  vµ ( )f y  d­¬ng trªn miÒn 

( , )k   vµ ©m trªn miÒn ( ; )k . 

Ta còng thÊy r»ng 
3 0
4

f
    

 do 
3 3 5 3
4 4 2 43 4 ln 4 2 ln 2 1 ln 2(2 2 ) 1

4
f         
 

, mµ 

3ln 2 log 2
10

    vµ 
5 3
2 4 16 102 2 2

3 3
     hay 

5 3
2 43 ln 2(2 2 ) 1 0

4
f       
 

. 

Do ®ã 
3
4

k  . Ta còng cã 
21 3 3( ) 2 ( ) 0,

2 4 4
yf y y f y y         

 
 nªn ( ) 0f k  . 

Râ rµng k lµ ®iÓm cùc tiÓu cña hµm sè nµy nªn ( ) ( ) 0f y f k  .  

Suy ra ph­¬ng tr×nh 4 2 1 0y y y     v« nghiÖm. 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 0x  . 

c) XÐt ph­¬ng tr×nh 2 2
2 5 2 2 5

log ( 2 11) log ( 2 12)x x x x
 

      

§iÒu kiÖn 22 2 12 0x x   .  

Ta thÊy r»ng 2(2 5) 9 4 5   , cßn 2(2 2 5 ) 8 4 5    nªn cã thÓ biÕn ®æi 

ph­¬ng tr×nh trªn thµnh 

2 2
2 5 2 2 5

2 2
9 4 5 8 4 5

1 1log ( 2 11) log ( 2 12)
2 2

log ( 2 11) log ( 2 12)

x x x x

x x x x

 

 

    

     
 



 

§Æt 8 4 5a    th× 2 2
1log ( 2 11) log ( 2 12)a ax x x x      , tiÕp tôc ®Æt 

2 2 2 2
1log ( 2 11) log ( 2 12) ( 1) 2 11, 2 12t t

a ax x x x t a x x a x x               . 

Suy ra ( 1) 1t ta a   . §Õn ®©y, tiÕp tôc gi¶i nh­ VÝ dô., ta cã 1t   hay 

2 2 12 8 4 5 2 2 5 2 5x x x x          .  

DÔ thÊy hai nghiÖm nµy tháa ®iÒu kiÖn ®Ò bµi nªn ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 

2 2 5, 2 5x x    . 

d) §iÒu kiÖn 3 1 0 0x x    . §Æt 2log 3, 2xa y  .  

Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi  

32

1
log 2log 3(3 1) (2 1) 1 ( 1) ( 1) 1 (( 1) 1) 1x x a a a a aay y y y               

XÐt hµm sè ( ) 1, 0af t t t    th× ph­¬ng tr×nh trªn chÝnh lµ ( ( ( )))f f f y y . 

DÔ dµng thÊy r»ng ( )f t  ®ång biÕn vµ (2) 2f   nªn ( ) , 2, ( ) ,0 2f t t t f t t t      . 

Suy ra ph­¬ng tr×nh ( ( ( )))f f f y y  cã nghiÖm duy nhÊt lµ 2y  , suy ra 1x  . 

VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 1x  . 

Bµi 4.   

a) Ta thÊy r»ng nÕu 1x   th× hai vÕ cña bÊt ph­¬ng tr×nh nµy b»ng nhau. Ta xÐt thªm c¸c 
tr­êng hîp sau 

-NÕu 1 2 2 1x x x      th× 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 12 2 ,3 3 2 3 2 3x x x x x x x x             , tháa 

m·n ®Ò bµi. 

-NÕu 1x   th× bÊt ®¼ng thøc ë trªn ®æi chiÒu vµ kh«ng tháa víi ®Ò bµi. 

VËy bÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 1x . 

b) Ta thÊy r»ng hµm sè 1 2( ) 2 2 1 2 1
2

x
xf x x x       lµ hµm nghÞch biÕn vµ 

(1) 0, ( ) (1) 0 1 1 0f f x f x x         nªn ( )f x  cïng dÊu víi 1 x . 



 

Ta còng thÊy r»ng hµm sè ( ) 2 1xg x    lµ hµm ®ång biÕn vµ (0) 0g   nªn 
(0) 0 0g x    nªn ( )g x  cïng dÊu víi x. 

Suy ra bÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 
1 0 0 1x x

x


     

VËy tËp nghiÖm cña BPT lµ (0;1] . 
 
c) §Æt 2012 y , ta xÐt bµi to¸n tæng qu¸t h¬n nh­ sau 

2 2

2 2 1 2 2( 1) ( 1)

y y x x

y y x x

x x y y
x x y y 

        
 

BÊt ph­¬ng tr×nh thø nhÊt t­¬ng ®­¬ng víi  

2 2 0 ( )( ) 0 ( )( 1) 0y x y x y x y x y x y x y xx y x y x y x y x y x y x y                

DÔ thÊy 1 0y xx y    nªn ta ®­îc y xx y . 

Ta thÊy 
ln ln ln ln 2012ln ln

2012
y x x y xx y y x x y

x y x
       . 

Ta l¹i ®Æt 2011 z , ph­¬ng tr×nh thø hai t­¬ng ®­¬ng víi 2 2z z x xx x z z   . 

BiÕn ®æi t­¬ng tù nh­ trªn, ta ®­îc 
ln ln 2011

2011
x

x
 . 

Do ®ã, hÖ bÊt ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 
ln 2012 ln ln 2011
2012 2011

x
x

  . 

XÐt hµm sè 
ln( ) , 3tf t t
t

  . Ta thÊy r»ng 2

1 ln( ) 0, 3tf t t
t
     . 

Suy ra hµm sè nµy nghÞch biÕn trªn (3, ) . 

Do ®ã, 
ln 2012 ln ln 2011 2011 2012
2012 2011

x x
x

     . §©y chÝnh lµ nghiÖm cña hÖ bÊt 

ph­¬ng tr×nh ®· cho. 

Bµi 5. a) XÐt hµm sè t­¬ng øng víi ph­¬ng tr×nh (1) lµ ( ) cosf x x x  . Do 

1 cos 1x    nªn ta chØ cÇn xÐt ;
2 2

x     
 

.  



 

Ta cã ( ) 1 sin 0, ;
2 2

f x x x          
 

 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn.  

H¬n n÷a, do (0) 0, (1) 0f f   vµ ®©y lµ hµm liªn tôc nªn ph­¬ng tr×nh ( ) 0f x   cã 

nghiÖm duy nhÊt. Ta cã ®pcm. 

C¸c ph­¬ng tr×nh (2) vµ (3) ®­îc chøng minh t­¬ng tù. 

b) DÔ thÊy  , , 0,1    . BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng víi 

ln ln ln  
  

   

XÐt hµm sè 
ln( ) ,0 1tg t t
t

   . Ta cã 2

1 ln( ) 0tg t
t
    nªn hµm sè nµy ®ång biÕn trªn 

(0,1) . Do ®ã, ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc cuèi ë trªn, ta chøng minh     . 

Gi¶ sö    th× sin(cos ) cos cos        , m©u thuÉn; tøc lµ   . 

Gi¶ sö    th× cos(sin ) cos cos        , m©u thuÉn; tøc lµ   . 

VËy      hay 
ln ln ln .ln .ln .ln        
  

     . 

Bµi 6. 

a) Ta thÊy 2
2

13 2 2 ( 2 1)
( 2 1)

   


 nªn nÕu trong ph­¬ng tr×nh ®· cho, ®Æt 

( 2 1) 0xt     th× 2 31 3 3 1 0t t t
t

      . (*) 

Ta sÏ t×m nghiÖm thùc d­¬ng cña ph­¬ng tr×nh nµy. 

Tr­íc hÕt, ta xÐt c¸c nghiÖm thuéc [ 2;2] , ®Æt 2cos , [0, ]t     , ta cã 

3 1 28cos 6cos 1 0 cos3 3 2 ,
2 3 9 3

k k k                     . 

DÔ thÊy r»ng trong ®o¹n [0, ] , cã 3 gi¸ trÞ   tháa lµ 
5 7, ,

9 9 9
  

, tøc lµ ph­¬ng tr×nh (*) 

cã ba nghiÖm lµ 
5 72cos ,2cos ,2cos

9 9 9
  

. Ph­¬ng tr×nh (*) lµ ph­¬ng tr×nh bËc ba nªn 

cã kh«ng qu¸ ba nghiÖm, suy ra ®©y lµ tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña (*). 



 

Trong c¸c gi¸ trÞ nµy, chØ cã 2cos 0
9

  nªn suy ra ( 2 1) 2cos

9
xt 

   . 

b) Ph­¬ng tr×nh thø hai cã thÓ viÕt l¹i lµ 

2
2

12 2cos
1 1 2 24 2 2(cos 1) 2 4cos

14 2 2 2 2cos
2 2

x
x

x x
x x

x
x

ax
axax

ax

            
     

    (1)

  (2)

 

Gi¶ sö 1 2 3 2011, , ,...,x x x x  lµ 2011 nghiÖm ph©n biÖt cña ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

x
x ax   (*) 

Ta thÊy r»ng ph­¬ng tr×nh (*) nµy kh«ng cã hai nghiÖm nµo ®èi nhau v× nÕu ng­îc l¹i, tån 
t¹i ,i ix x  ®Òu lµ nghiÖm cña (*) th× ta cã hÖ sau 

14 2cos
1 14 4 4 4 4 0

1 4 44 2cos( )
4

i

i
i i i i

i i
i

i

x
ix

x x x x
ix x

x
ix

ax
x

ax

 




             

, v« lÝ. 

-XÐt ph­¬ng tr×nh (1), ®Æt 2x t , ta cã 
14 2cos
4

t
t at  . Theo gi¶ thiÕt th× ph­¬ng tr×nh 

nµy cã 2011 nghiÖm ph©n biÖt lµ 1 2 3 2011, , ,...,x x x x  nªn ph­¬ng tr×nh (1) t­¬ng øng cã 2011 

nghiÖm ph©n biÖt lµ 1 2 3 20112 ,2 ,2 ,..., 2x x x x . 

-XÐt ph­¬ng tr×nh (1), ®Æt 2x t  , ta còng cã ph­¬ng tr×nh 
14 2cos
4

t
t at  . Theo gi¶ 

thiÕt th× ph­¬ng tr×nh nµy cã 2011 nghiÖm ph©n biÖt lµ 1 2 3 2011, , ,...,x x x x  nªn ph­¬ng tr×nh 

(2) t­¬ng øng cã 2011 nghiÖm ph©n biÖt lµ 1 2 3 20112 , 2 , 2 ,..., 2x x x x    . 

Do c¸c gi¸ trÞ 1 2 3 2011, , ,...,x x x x  ph©n biÖt vµ kh«ng cã hai sè nµo ®èi nhau nh­ chøng minh 

ë trªn nªn c¸c gi¸ trÞ 1 2 3 2011 1 2 3 20112 , 2 , 2 ,..., 2 ,2 ,2 ,2 ,...,2x x x x x x x x     còng ph©n biÖt. 

VËy ph­¬ng tr×nh 
14 2(cos 2)
4

x
x ax    cã ®óng 4022  nghiÖm ph©n biÖt. 

Bµi 7. 

a) §iÒu kiÖn 0 1x  . §Æt 2 2log (1 ), loga x b x   . Ta cã 

 2 2 2 2
1log (1 ) log log (1 ) log 2
4

a b x x x x            
 

. 



 

Ph­¬ng tr×nh ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi 

2 22 2 2 2

2 2
2 2

log 2 log log 2 log (1 ) 1 10 0 0
log (1 ) log

( 1) ( 1) ( 2) 0

x x b a a b a b
x x a b

a b a b

    
         



       

 

Do 2 0a b    nªn 2 2( 1) ( 1) ( 2) 0a b a b        vµ ®¼ng thøc còng x¶y ra khi vµ 

chØ khi 1a b    hay 2 2
1log (1 ) log 1
2

x x x      . 

Thö l¹i, ta thÊy tháa. VËy ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 
1
2

x  . 

b) Ph­¬ng tr×nh ®· cho viÕt l¹i lµ 

2 2

cos 2

sin cos cos 22(2 2) (2 2) 1 (2 2)
2

x

x x x 
       

 
 (*) 

Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 2 2cos 2 0 cos sinx x x   , do 2 2 1   nªn 

2 2sin cos(2 2) (2 2) 0x x    , trong khi ®ã do 
21 1 2 2

2
     nªn 

cos 2

cos 221 (2 2) 0
2

x

x 
    

 
. Trong tr­êng hîp nµy, ph­¬ng tr×nh (*)  ë trªn kh«ng 

®­îc tháa m·n. 

-NÕu cos 2 0x  , lËp luËn t­¬ng tù tr­êng hîp trªn. 

-NÕu cos 2 0x   th× (*) ®­îc tháa m·n vµ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 

,
4 2

x k k 
   . 

c) §Æt 22cos 0 2t x t    . Yªu cÇu bµi to¸n t­¬ng ®­¬ng víi viÖc t×m 0a  sao cho 
1 , [0;2]ta t t    . 

Ta thÊy r»ng víi 0t   th× bÊt ®¼ng thøc ®óng vµ kh«ng phô thuéc vµo a  nªn ta chØ cÇn 
xÐt 0 2t  . LÊy logarit nepe hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc, ta cã  



 

( 1)ln ln , (0;2]t a t t     (*) 

DÔ thÊy bÊt ®¼ng thøc nµy còng lu«n ®óng víi 1t   nªn ta chØ cÇn xÐt hai kho¶ng sau 

-NÕu (0;1)t  th× 1 0,ln 0t t   , (*) t­¬ng ®­¬ng víi 
lnln

1
ta

t



. 

BÊt ®¼ng thøc nµy ph¶i ®óng víi mäi (0;1)t  nªn 
1

lnln lim 1
1x

ta
t

 


. 

-NÕu (1;2)t  th× 1 0,ln 0t t   , (*) t­¬ng ®­¬ng víi 
lnln

1
ta

t



. 

BÊt ®¼ng thøc nµy ph¶i ®óng víi mäi (0;1)t  nªn 
1

lnln lim 1
1x

ta
t

 


. 

Do ®ã, ta cÇn ph¶i cã ln 1a a e    ®Ó tháa m·n c¶ hai bÊt ®¼ng thøc trªn. 

Thö l¹i, víi a e , ta cÇn chøng minh 1 ln , (0;2]t t t    . 

XÐt hµm sè ( ) 1 ln , (0;2]f u u u u    . Ta cã 2

1 1 1( ) 1 , ( ) 0uf u f u
u u u

        

nªn ( )f u  ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i nghiÖm cña ( ) 0f u   hay 1u  . 

Ta cã ( ) (1) 1 1 ln1 0f u f      nªn ta ®­îc 1 ln , (0;2]t t t     lµ ®óng. 

VËy gi¸ trÞ cÇn t×m lµ a e . 



 

BµI TËP bµi 6 

Bµi 1. 

a) Cho ,x y  lµ c¸c sè thùc d­¬ng tháa m·n 9 6 4log log log ( )x y x y   . TÝnh tØ sè 
x
y

.  

b) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

4 2 4

2 2

4 2 5

8 3 4 4

xy xy x

x xy y xy y

        
 

c) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 
8 8log log

4 4

4
log log 1

x xx y
x y

  


 
 

Bµi 2. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
 2 3

2 2

log 1 log

2cos 2cos

x y

x x y y

  

   

     b) 
2

2

3 ln(2 1)
3 ln(2 1)

x x x y
y y y x

    


   
 

c)  

5

5

5

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

x

y

z

y y

z z

x x

    


   
    

    

Bµi 3.  

a) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau 
8 8 8

2

log 3log .log
3log log
4 y

xy x y
x x
y



 

 

b) T×m c¸c nghiÖm d­¬ng cña hÖ ph­¬ng tr×nh sau  

2012 2011

2013

2 2

4 4 2

1

2

2
( ) ( 1)z x y

x y xy z z

x y z
x y z 

    
  
   

 

Bµi 4. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau  



 

a) 

3 3

3

log log 22 6
log log 1

x

x y
x

y
y x

  
  


      b) 
2 2

2 3

1 1 2
1 1 1

log log 1
2 3

x y xy
x y

     

 

 

c) 

2 22 2
2

3 5 5 3

2 4 5.2
log log log .log

x x xy y y
y xy x

x y x y

   
  

  

Bµi 5. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 

2 2
2

2

3 2

1
1

3log ( 2 6) 2log ( 2) 1

y x xe
y

x y x y

 
 

      

 

b) 
 

 

2 1 2 2 1

3 2

1 4 .5 1 2

4 1 ln 2 0

x y x y x y

y x y x

            

 

Bµi 6. 

a) T×m m ®Ó hÖ sau cã nghiÖm  
2 1 2 1

2

7 7 2011 2011
( 2) 2 3 0

x x x x
x m x m

      


    
 

b) Chøng minh r»ng hÖ ph­¬ng tr×nh sau cã ®óng hai nghiÖm ph©n biÖt 

2

2

2011
1

2011
1

x

y

ye
y
xe

x

   

   

 

Bµi 7. Gi¶i c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh sau 

a) 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2

2 2 3 3 5 5
6 16 1

x y x y x y x y x y x y

xy x

                   


 
 

b) 
3 3log (log ) log (log (3 ))

cot cot log

y y y yx x

yx y
x

  



 

  



 

LêI GI¶I bµi tËp bµi 6 

Bµi 1.  

a) §Æt 9 6 4log log log ( )x y x y t    . Suy ra 9 ,6 ,4t t tx y x y     hay 

2
3 39 6 4 1 0
2 2

t t
t t t

t t

 
      

 
 

§Æt 
3 0
2

t

a    
 

 th× 2 1 51 0
2

a a a  
      nh­ng do 0a   nªn 

1 5
2

a  
 . 

H¬n n÷a 
9 3
6 2

t t

t t
x a
y
    nªn 

1 5
2

x
y

 
 . 

b) XÐt hÖ ph­¬ng tr×nh 
4 2 4

2 2

4 2 5

8 3 4 4

xy xy x

x xy y xy y

        
 

§iÒu kiÖn 2 28 3 4 0, 0, 0 , 0x xy y xy y x y       . 

Ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 

   2 2

2 2

2 2

( )(8 5 ) ( )8 3 4 3 0 0
8 3 4 3

8 5( ) 0
8 3 4 3

x y x y x y yx xy y y xy y
xy yx xy y y

x y yx y x y
xy yx xy y y

  
        

  

             

 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta ®­îc ph­¬ng tr×nh sau 

24 2 44 2 5x xx x     . 

Ta thÊy r»ng 
2 22 4 ( 1) 3 32 2 2 8x x x      , suy ra 

24 2 4 4 2 25 ( 4 ) 2 8 4 3 0 ( 1) ( 2 3) 0x xx x x x x x x              . 

Do ®ã 1x   vµ 1y  . Thö l¹i ta thÊy tháa. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 1x y  . 

 



 

c) XÐt hÖ ph­¬ng tr×nh 
8 8log log

4 4

4
log log 1

x xx y
x y

  


 
 

§iÒu kiÖn , 0x y  . Ph­¬ng tr×nh thø hai t­¬ng ®­¬ng víi 4log 1 4x x y
y
   . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ ph­¬ng tr×nh, ta cã 

8 8 8 8 8 8

8
8 8

log 4 log 4 log log log 4 log

2 2 2 loglog log3 3 3
8 8

2
8 8 8 8

(4 ) 4 4 . . 4

2 1. . 4 2 log log
3 3

13log 2log 1 0 log 1 log
3

1 12 8
8 2

y y y y y

yy y

y y y y y

y y y y y y y

y y y y

y y x x



    

          

       

       

 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ 
1 1( , ) ; , (8;2)
2 8

x y
    

. 

 

Bµi 2. 

a) §iÒu kiÖn 0, 0x y  . 

Ta thÊy nÕu 0x   th×  3 2log log 1 0 1y x y     , thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai, ta 

thÊy kh«ng tháa. 

Suy ra 0x  . Khi ®ã, ta xÐt hµm sè 2( ) 2cos ,  0f t t t t   . 

Ta thÊy r»ng ( ) 2 2sin 2( sin ) 0, 0f t t t t t t         nªn hµm sè nµy ®ång biÕn trªn  

(0; )  vµ ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi ( ) ( )f x f y x y   . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta ®­îc  3 2log log 1x x  . 

§Æt  3 2log log 1 ( 3) 2 1t tx x t x       . Suy ra 

3 1( 3) 1 2 1
2 2

t t
t t           

  
 



 

VÕ tr¸i râ rµng lµ hµm nghÞch biÕn nªn ph­¬ng tr×nh nµy cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. Ta dÔ 
thÊy nghiÖm duy nhÊt cña ph­¬ng tr×nh nµy chÝnh lµ 2x  .  

VËy hÖ ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ ( , ) (2,2)x y  . 

c) §iÒu kiÖn 
1,
2

x y   . XÐt hµm sè 2 1( ) 3 ln(2 1),  
2

f t t t t t      . 

Ta thÊy 
1 1( ) 2 3 0,  

2 1 2
f t t t

t
      


 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn. 

Gi¶ sö x y  th× tõ hÖ trªn suy ra ( ) ( )f y f x y x   .  

Do ®ã nÕu ( , )x y  lµ nghiÖm cña hÖ th× x y .  

Ta cÇn gi¶i ph­¬ng tr×nh 2 2 ln(2 1) 0x x x    .  

DÔ thÊy vÕ tr¸i lµ hµm ®ång biÕn nªn ph­¬ng tr×nh nµy cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm. H¬n 
n÷a, khi thay 0x  vµo ph­¬ng tr×nh, ta thÊy tháa m·n. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ 0x y  . 

c) XÐt hÖ ph­¬ng tr×nh 

5

5

5

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

5 2 1 2log (4 1)

x

y

z

y y

z z

x x

    


   
    

      

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 
1, ,
4

x y z  .  

XÐt hµm sè ( ) 5tf t   vµ 5
1( ) 2 1 2log (4 1),
4

g t t t t     . DÔ dµng thÊy r»ng hai hµm 

sè nµy ®ång biÕn trªn 
1( ; )
4

  . 

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö x lµ sè lín nhÊt. Khi ®ã ,x y x z  . 

HÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã thÓ viÕt l¹i lµ 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

f x g y
f y g z
f z g x


 
 

 

Do ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y f x f y g y g z y z f y f z g z g x z x             . 



 

Nh­ng do ta gi¶ sö x lµ sè lín nhÊt nªn buéc ®¼ng thøc ph¶i x¶y ra, tøc lµ x y z  . 

Khi ®ã, ta chØ cÇn gi¶i ph­¬ng tr×nh ( ) ( )f t g t  hay 55 2 1 2log (4 1)t t t    . 

§Æt 5log (4 1) 5 4 1ss t t      vµ 5 2 2 1t t s   . 

Trõ tõng vÕ hai ph­¬ng tr×nh nµy, ta ®­îc  5 5 2( ) 5 2 5 2s t t st s t s       . 

Do tÝnh ®ång biÕn cña hµm sè ( ) 5 5yh y y   nªn tõ ®©y, dÔ dµng thÊy r»ng 

5 4 1tt s t    .  

§©y lµ ph­¬ng tr×nh cã d¹ng Bernoulli nªn nã cã hai nghiÖm lµ 0, 1t t  . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ ( , , ) (0,0,0),(1,1,1)x y z  . 

Bµi 3. 

a) 

2 22 2
2

3 5 5 3

2 4 5.2
log log log .log

x x xy y y
y xy x

x y x y

   
  

  

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh , 0x y  .  

Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 
2

2 4.2 5.2
x x y y
y y x x


  . 

§Æt 2 , 2
x y
y xa b   th× , 0a b  . Ta cã  

2
2 24 5 5 4 ( )(4 5 ) 0aa b b a ab a b a b a b

b
           . 

Suy ra 2 22 2
x y
y x x y x y x y

y x
       . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta ®­îc 

3 5 5 3 3 5 3 5

3 5 5

log log log .log log (1 log 3) log .log
log 0 log log 15 1 15

x x x x x x x
x x x x

    

       
 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ ( , ) (1;1), (15;15)x y  . 



 

b) §Æt 
20112 0z a  . Hai ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ cã thÓ viÕt l¹i lµ 

2 2

4 4 4 4 4 4

2 ( 1)( 1) ( 1)
2 2

x y xy a a x y a
x y a x y a

          
     

 

DÔ thÊy b»ng biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng, ta cã bÊt ®¼ng thøc 
2

( 1)( 1) 1
2

x yx y      
 

. 

Do ®ã, tõ ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta cã 
2

2( 1) 1 2
2

x ya a x y       
 

. 

Ta còng cã 
44 4

2 2
x y x y    

 
 nªn theo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta cã 

4
4 2

2
x y a x y a      

 
. 

Suy ra 2 2a x y a    nªn ®¼ng thøc trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ph¶i x¶y ra, tøc lµ 

2 ,a x y x y x y a      . 

Do ®ã, ®¼ng thøc cuèi cã thÓ viÕt l¹i lµ 1 0
( ) 1

1 1 0
z x y

x y
x y z

  
        

. 

-NÕu 1x y   th× tõ x y , ta cã ngay 
1
2

x y   vµ 
2011

20112 2
1 1
2 2

z z   . 

-NÕu 1z   th× 1 1a x y    . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ     2011 2011 20112 2 2
1 1 1, , 1;1;1 , ; ;
2 2 2

x y z
 

  
 

. 

Bµi 4.  

a) 

3 3

3

log log 22 6
log log 1

x

x y
x

y
y x

  
  


 

§iÒu kiÖn 30 , 1,x y y x   . 



 

Ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 
1log 1

log 3x
x

y
y

 


. §Æt log xt y . Ta cã 

21 1 4 4 0 2
3

t t t t
t

       


, suy ra 2log 2x y y x   . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta ®­îc 
2

3 3 3 3log log log 2log2 2 6 2 2 6x x x x     . 

§Æt 3log2 0xa   . Ta cã 2 6 ( 2)( 3) 0 3a a a a a        . 

Do ®ã 3 2log log 3
3 22 3 log log 3 3x x x     . 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 2 2log 3 2log 3( , ) (3 ,3 )x y  . 

 

b) 
2 2

2 3

1 1 2
1 1 1

log log 1
2 3

x y xy
x y

     

 

 

§iÒu kiÖn , 0x y  . Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 2 ( 1)( 2) 2( 1)( 1)
1 1 1
( ) 2 2 2 2( ) 2
( ) ( ) ( ) ( 1) 0

xy x y x y
x y xy

xy x y xy x y x y x y
xy x y x y x y xy

        
  

         

       

 

Tõ ®ã suy ra 1x y xy   . Ta xÐt hai tr­êng hîp 

-NÕu x y , dÔ thÊy  1x y   kh«ng tháa m·n nªn ta cã biÕn ®æi sau  

2 3 2 3 2 3 2 3

2 3

log log 1 (log 1)(log 1) 1 log .log log log
2 3
1 1 1 log 2 log 3 1 log 6 1 6

log log x x x

x x x x x x x x

x
x x

       

         
 

Trong tr­êng hîp nµy, hÖ cã nghiÖm lµ ( , ) (6;6)x y  . 



 

-NÕu 1xy   th× 
1y
x

  vµ ta cã  

2 3 2 3 2 3 3 2

2 3

1log log 1 (log 1)(log 1) 1 log .log log log
2 3
1 1 2 21 log 2 log 3 1 log 1

log log 3 3x x x

x x x x x x x
x

x
x x

        

         
 

Trong tr­êng hîp nµy, hÖ cã nghiÖm lµ 
2 3( , ) ;
3 2

x y    
 

. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ   2 3( , ) 6;6 , ;
3 2

x y    
 

. 

Bµi 5.  

a) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 2 6 0, 2 0x y x y      . 

Ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ cã thÓ viÕt l¹i lµ 
2 22 2( 1) ( 1)x ye x e y   . 

XÐt hµm sè ( ) ( 1), 0tf t e t t   . Ta cã ( ) ( 1) ( 2) 0t t tf t e e t e t        nªn ®©y lµ hµm 

®ång biÕn. Ph­¬ng tr×nh ë trªn chÝnh lµ 2 2( ) ( )f x f y  nªn 2 2x y x y    . 

-NÕu x y  th× ph­¬ng tr×nh thø hai trë thµnh 

3 2 3 23log (3 6) 2log (2 2) 1 log ( 2) log ( 1)x x x x        . 

§Æt 3 2log ( 2) log ( 1)x x t     th× 
2 12 3 , 1 2 3 2 1 1
3 3

t t
t t t tx x                

   
. 

VÕ tr¸i lµ hµm sè nghÞch biÕn nªn ph­¬ng tr×nh nµy cã kh«ng qu¸ mét nghiÖm thùc. Ta l¹i 
thÊy 1t   tháa m·n nªn ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm lµ 1t  , suy ra 2 3 1x x    . 

T­¬ng øng, ta cã 1y   vµ nghiÖm ( , ) (1,1)x y   tháa m·n ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh. 

-NÕu x y   th× 3 2 33log (6 ) 2log 2 1 log (6 ) 0 6 1 5x x x x           . 

Suy ra 5y    vµ nghiÖm ( , ) (5, 5)x y    còng tháa m·n ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã hai nghiÖm lµ ( , ) (1,1), (5, 5)x y   . 



 

b) §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh  2 2 0y x . 
§Æt 2t x y   th× ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ trë thµnh  

    
1

1 1 1 4 1 21 4 .5 1 2
5 5

t t
t t t

t


   

       (*) 

DÔ dµng thÊy r»ng vÕ tr¸i lµ hµm nghÞch biÕn, vÕ ph¶i lµ hµm ®ång biÕn trªn   vµ 1t   
tháa m·n ®¼ng thøc nµy nªn ®©y còng chÝnh lµ nghiÖm duy nhÊt cña (*). 

Víi 1t  , ta cã 
1

2
yx 

 , thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ, ta cã  

      3 22 3 ln 1 0y y y y . 

XÐt hµm sè 3 2( ) 2 3 ln( 1)f t y y y y      . Ta cã  

2
2 2

2 2
2 1 2( 1) 1( ) 3 2 3 0

1 1
y yf t y y

y y y y
        

   
 nªn hµm sè nµy ®ång biÕn trªn  . 

Ta còng cã ( 1) 0f    nªn 1t    lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph­¬ng tr×nh ( ) 0f t  . 

Do ®ã, ph­¬ng tr×nh (**) cã nghiÖm lµ 1y   , t­¬ng øng, ta cã 0x  , tháa m·n ®iÒu 

kiÖn x¸c ®Þnh. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ ( ; ) (0;1)x y  . 

Bµi 6.  

a) XÐt hÖ bÊt ph­¬ng tr×nh  
2 1 2 1
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§iÒu kiÖn 1x . BÊt ph­¬ng tr×nh thø nhÊt trong hÖ t­¬ng ®­¬ng víi 

2 1 2 27 (7 1) 2011(1 )x x x       (*) 

Ta xÐt c¸c tr­êng hîp sau 

-NÕu 1x   th× hai vÕ cña bÊt ph­¬ng tr×nh b»ng nhau. 

-NÕu 1x   th× 2 27 1 0,1 0x x      th× (*) ®óng. 

-NÕu 1x   th× 2 27 1 0,1 0x x      th× (*) kh«ng ®­îc tháa m·n. 

Do ®ã, (*) cã nghiÖm lµ 1 1x   . 

BÊt ph­¬ng tr×nh thø hai trong hÖ t­¬ng ®­¬ng víi  



 

2 2 3 , [ 1;1]
2

x xm x
x
 

   


 (do 2 0x   víi [ 1;1]x  ).  

Ta cã 
2 22 3 1 ( 1)( 1)2 2 2

2 2 2
x x x x x

x x x
    

     
  

 nªn bÊt ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm khi 

vµ chØ khi 2m   . 

VËy ®iÒu kiÖn cÇn t×m lµ 2m . 

b) XÐt hÖ ph­¬ng tr×nh sau 
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§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh , 1x y  . 

Tõ hai ph­¬ng tr×nh cña hÖ, ta cã 
2 21 1

x yx ye e
x y

  
 

. 

 

XÐt hµm sè 
2

( ) , ( , 1) (1, )
1

t tf t e t
t

      


, suy ra ( ) ( )f x f y . 

Ta cã 
2 2

1( ) 0
( 1) 1

tf t e
t t

   
 

 nªn ®©y lµ hµm ®ång biÕn.  

Tõ ®¼ng thøc ( ) ( )f x f y , ta cã ngay x y .  

Ta xÐt ph­¬ng tr×nh sau 
2

2011 0
1

x xe
x

  


.  

L¹i xÐt hµm sè 
2

( ) 2011, ( , 1) (1, )
1

t tg t e t
t

       


. 

Ta cã 2 2

2 2

1( ) , ( ) 0 ( 1) 1 1
( 1) 1

t tg t e g t e t t
t t
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Bµi 7. 

a) 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2
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a) §Æt 2x y a  , ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ chÝnh lµ 

2(2 2 ) 3(3 3 ) 5(5 5 )a a a a a a       . 

Ta thÊy ph­¬ng tr×nh nÕu cã nghiÖm lµ a  th× còng cã nghiÖm lµ a  nªn chØ cÇn xÐt 0a  . 

Ta sÏ chøng minh r»ng hµm sè ( ) , 1t tf x x x x    ®ång biÕn víi sè thùc t d­¬ng tïy ý. 

Ta cã 1 2( ) (1 )t tf x tx x    , do 1x   nªn 21 0tx  , suy ra hµm sè nµy ®ång biÕn trªn 

(1, ) . Do ®ã, ta ®­îc bÊt ®¼ng thøc sau 2 2 3 3 5 5a a a a a a        vµ dÊu ®¼ng thøc 

chØ x¶y ra khi 0a  .  

Suy ra 2(2 2 ) 3(3 3 ) 5(5 5 )a a a a a a       . §¼ng thøc ph¶i x¶y ra nªn 0a   hay 

2 0 2x y x y    . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø hai, ta cã  

2 3 2 3 2

3 3 3
3
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12 ( 1) 2 1
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Suy ra 
3

22
1 2

y x 


. 

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 
3 3

1 2( , ) ;
1 2 1 2

x y      
. 

b) 
3 3log (log ) log (log (3 ))

cot cot log

y y y yx x

yx y
x

  



 

 

§iÒu kiÖn 0 , 3, 1, 2x y y y    .  

Ph­¬ng tr×nh thø hai cña hÖ t­¬ng ®­¬ng víi  
sin( ) log log
sin .sin

y x x y
x y


  . 



 

Do 3 3y x     vµ ( 3,3) ( , )a        th× sin 0 0,sin 0 0a a a a       nªn 

ta thÊy nÕu x y  th× vÕ tr¸i ©m vµ vÕ ph¶i d­¬ng, nÕu x y  th× vÕ tr¸i d­¬ng, vÕ ph¶i ©m 

nªn ph­¬ng tr×nh nµy t­¬ng ®­¬ng víi x y . 

Thay vµo ph­¬ng tr×nh thø nhÊt cña hÖ, ta cã  

3
3 3 3 3

3

log (log (3 ))log (log ) log (log (3 )) log (log )
log

x x
x x x x x x

x

xx x x
x


   




    . 

§Æt 3log 0xt x   th× ph­¬ng tr×nh trªn trë thµnh  

3
3 3

loglog log 0 1x
x x

tt t t
t


        , tr­êng hîp sau lo¹i do 0t  . 

Suy ra 3 3
3log 0 1 log 1 3
2x xt t x x x x           , t­¬ng øng 

3
2

y  . 

Thö l¹i ta thÊy tháa m·n.  

VËy hÖ ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm lµ 
3
2

x y  . 

  

 


