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BÀI 1. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
1. Nhắc lại định nghĩa 
Kí hiệu K  là khoảng hoạcc đoạn hoặc nửa khoảng. Giả sử hàm số ( )y f x  xác định trên K . Ta 

nói 

 Hàm số ( )y f x  đông biến (tăng) trên K  nếu với mọi cặp 1 2,x x  thuộc K  mà 1x  nhỏ hơn 

2x  thì  1f x  nhỏ hơn  2f x , tức là    1 2 1 2 ; x x f x f x    

 Hàm số ( )y f x  nghịch biên (giảm) trên K  nếu với mọi cặp 1 2,x x  thuộc K  mà 1x  nhỏ 

hơn 2x  thì  1f x  lớn hơn  2f x , tức là    1 2 1 2 .x x f x f x    

Hàm số đồng biến hoạ̉c nghịch biển trên K  được gọi chung là hàm số đơn điệu trên K . 
Nhận xét:  

- Nếu hàm số đổng biến trên K  thì đổ thị đi lên từ trái sang phải (H.3a) ; 
- Nếu hàm số nghịch biến trên K  thì đồ thị đi xương từ trái sang phái (H.3b). 

 
2. Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm 

Định lí:  Giả sử hàm số  y f x  có đạo hàm trên khoảng K  

 Nếu   0f x   với mọi x  thuộc K  thì hàm số  f x  đồng biến trên K . 

 Nếu   0f x 
 
với mọi x  thuộc K  thì hàm số  f x

 
nghịch biến trên K . 

Tóm lại, trên K  

( ) 0 ( )  

( ) 0 ( ) 

f x f x

f x f x





  


 




 

CHÚ Ý 

Nếu ( ) 0,f x x K     thì ( )f x  không đổi trên K . 

Định lý mở rộng: Giả sử hàm số  y f x  có đạo hàm trên khoảng K  

Nếu  ' 0f x    ' 0 ,f x  Kx   và  ' 0f x 
 
chỉ tại một số hữu hạn điểm thì hàm số đồng 

biến (nghịch biến) trên K . 

Chú ý:   0f x 
 
chỉ tại một số hữu hạn điểm. Tuy nhiên một số hàm số có  ' 0f x 

 
tại vô hạn 

điểm nhưng các điểm rời rạc thì hàm số vẫn đơn điệu. 
Ví dụ: Hàm số 2 sin 2 .y x x   

Ta có  ' 2 2cos 2 2 1 cos 2 0, .y x x x        
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  0 1 cos 2   0y x x k k         có vô hạn điểm làm cho ' 0y   nhưng các điểm đó rời 

rạc nên hàm số 2 sin 2y x x   đồng biến trên .  

II - QUY TǺC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
1. Quy tắc 
Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính đạo hàm ( )f x . Tìm các điểm ( 1,2, , )ix i n   mà lại đó đạo hàm bằng 0 hoạc không 

xác định. 

Bước 3. Sắp xếp các điểm ix  theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên. 

Bước  4. Nêu kết luận vể các khoáng đống biến, nghịch biến của hàm số. 

Ví dụ. Xét sự đổng biển, nghịch biền của hàm sồ 3 21 1
2 2

3 2
y x x x     

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Cho hàm số  .y f x Tìm các khoảng đồng biến và nghịch biến của hàm số 

1. Phương pháp:  

- Bước 1: Tìm tập xác định 

- Bước 2: Tính đạo hàm ( )f x .  Tìm các điểm tại đó ( ) 0f x   hoặc ( )f x  không xác định 

- Bước 3 : Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên 

- Bước 4: Kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số theo định lý trên 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số 3 26 9 4y x x x     . 

Lời giải. 

Hàm số 3 26 9 4y x x x      có tập xác định   . 

Ta có 23 12 9y x x     . Cho 2 1
0 3 12 9 0

3. 

x
y x x

x
 
        

 

 

Vậy hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng ( ;1), (3; )   và đồng biến trên khoảng (1;3) . 

Ví dụ 2. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số 4 24 3y x x    . 

Lời giải. 

Tập xác định của hàm số 4 24 3y x x     là   . 
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Ta có 34 8y x x    . Cho  3 20 4 8 0 4 2 0y x x x x           

2 2

04 0 0

2 0 2 2.

xx x

x x x

   
           

 

Bảng biến thiên 

 

Vậy hàm số đồng biến trên mỗi khoảng ( ; 2)   và (0; 2) , hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng 

( 2;0)  và ( 2; ) . 

Ví dụ 3. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số 
3 2

7

x
y

x





. 

Lời giải. 

Hàm số 
3 2 2 3

7 7

x x
y

x x

  
 

 
 có tập xác định \{ 7}  . Ta có 

2

17
0, 7

( 7)
y x

x
 
    


. 

Bảng biến thiên 

 

Hàm số đã cho nghịch biến trên mỗi khoảng ( ; 7)   và ( 7; )  . 

Ví dụ 4. Tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số 216y x x   . 

Lời giải. 

Tập xác định: [ 4; 4]  . 

Đạo hàm: 
2

2 2

16
1

16 16

x x x
y

x x

  
  

 
. 

Cho 
2

2 2 22

0 016
0 2 2

0 16 816 0

x xx x
y x

x x xx


                 


. 

Bảng biến thiên 
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Vậy hàm số đồng biến trên khoảng ( 4;2 2)  và nghịch biến trên khoảng (2 2;4) . 

3. Bài tập 

Câu 1: Cho hàm số 
2 1

1

x
y

x





. Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên  . 
B. Hàm số đã cho nghịch biến trên  . 
C. Hàm số đã cho đồng biến trên từng khoảng xác định. 
D. Hàm số đã cho nghịch biến trên từng khoảng xác định 

Lời giải 
Chọn D 

Tập xác định:  D \ 1  . Đạo hàm: 
 

/
2

1
0,  1.

1
y x

x


   


 

Vậy hàm số nghịch biến trên các khoảng  ;1  và  1; . 

Câu 2: Cho hàm số 
3

2

3

x
y x x   . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên  . 

B. Hàm số đã cho nghịch biến trên  ;1 . 

C. Hàm số đã cho đồng biến trên  1;  và nghịch biến trên  ;1 . 

D. Hàm số đã cho đồng biến trên  ;1  và nghịch biến  1; . 

Lời giải 
Chọn A 

Đạo hàm:  2/ 2 2 1 1 0,y x x x x         và / 0 1y x   . 

Suy ra hàm số đã cho luôn đồng biến trên  . 

Câu 3: Hàm số 3 23 9y x x x m     nghịch biến trên khoảng nào được cho dưới đây? 

A.  1;3  B.  ; 3   hoặc  1; . 

C.   D.  ; 1   hoặc  3; . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: / 23 6 9.y x x    

Ta có / 20 3 6 9 0 1 3y x x x         . 

Vậy hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng  1;3 . 
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Câu 4: Hàm số 42 1y x   đồng biến trên khoảng nào? 

A. 
1

;
2

   
 

 B.  0;  C. 
1

;
2

   
 

 D.  ;0
 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 3' 8 0 0y x x    . 

Vậy hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  0; . 

Câu 5: Cho hàm số 4 22 4y x x  . Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. Hàm số đã cho nghịch biến trên các khoảng  ; 1   và  0;1 . 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng  ; 1   và  1; . 

C. Trên các khoảng  ; 1   và  0;1 , ' 0y   nên hàm số đã cho nghịch biến. 

D. Trên các khoảng  1;0  và  1; , ' 0y   nên hàm số đã cho đồng biến. 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có  3 2 0
' 8 8 8 1 ; ' 0

1

x
y x x x x y

x


        

. 

Vẽ phác họa bảng biến thiên và kết luận được rằng hàm số 

● Đồng biến trên các khoảng  1;0  và  1; . 

● Nghịch biến trên các khoảng  ; 1   và  0;1 . 

Câu 6: Cho hàm số 
2 1

2

x
y

x





. Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên .  

B. Hàm số đã cho đồng biến trên  \ 2 .  

C. Hàm số đã cho đồng biến trên  ;0 .  

D. Hàm số đã cho đồng biến trên  1; .  

Lời giải 
Chọn D 

Tập xác định:  D \ 2 .   Đạo hàm 
 2

5
0,  2.

2
y x

x
     


 

Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng  ; 2   và  2;  . 

Suy ra hàm số đồng biến trên  1; .  Chọn D 

Bình luận: Hàm số đồng biến trên tất cả các khoảng con của các khoảng đồng biến của 
hàm số. Cụ thể trong bài toán trên: 

 Hàm số đồng biến trên  2;  ; 

    1; 2;    . 
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Suy ra hàm số đồng biến trên  1; .
 

Câu 7: Cho hàm số 21y x  . Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên  0;1 . 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên toàn tập xác định. 

C. Hàm số đã cho nghịch biến trên  0;1 . 

D. Hàm số đã cho nghịch biến trên toàn tập xác định. 
Lời giải 

Chọn C 

Tập xác định  D 1;1  . Đạo hàm 
2

' ; ' 0 0
1

x
y y x

x


   


. 

Vẽ bảng biến thiên, suy ra được hàm số nghịch biến trên  0;1 . 

Câu 8: Cho hàm số 1 4y x x    . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho nghịch biến trên  1;4 .  

B. Hàm số đã cho nghịch biến trên 
5

1; .
2

 
 
 

 

C. Hàm số đã cho nghịch biến trên 
5

;4 .
2

 
 
 

 

D. Hàm số đã cho nghịch biến trên .  
Lời giải 

Chọn C 

Tập xác định:  D 1;4 .  Đạo hàm 
1 1

'
2 1 2 4

y
x x

 
 

. 

Xét phương trình 
   
1;4 5

' 0 1 4 1;4
21 4

x
y x x x

x x

        
  

. 

Vẽ bảng biến thiên, suy ra được hàm số nghịch biến trên khoảng 
5

;4 .
2

 
 
 

 

Dạng 2: Dựa vào bảng biến thiên, tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số 

1. Phương pháp: Dự vào bảng biến thiên 

* Nếu ' 0y   ( hoặc chiền biến thiên của hàm số đi xuống) trên khoảng  ;a b  thì hàm số nghịch 

biến trên khoảng đó 

* Nếu ' 0y   ( hoặc chiền biến thiên của hàm số đi lên) trên khoảng  ;a b  thì hàm số đồng biến 

trên khoảng đó 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho hàm số ( )y f x  có bảng biến thiên như hình vẽ: 
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Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng nào? 

Lời giải 

Ta có 0, ( ; 1) (0;1) 0, ( ; 2)y x y x             . 

Ví dụ 2:  

Cho hàm số ( )y f x  có bảng biến thiên dưới đây. Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; 1)  . 

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;1) . 

C. Hàm số đồng biến trên khoảng (2; ) . 

D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( 2; )  . 

Lời giải. 

Chọn D 

Dựa vào bảng biến thiên, ta có: hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;0), (0;1)  và đồng biến trên 

khoảng (1; ) . Do đó, khẳng định "Hàm số đồng biến trên khoảng ( 2; )   " sai. 

3. Bài tập 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có bảng biến thiên như sau: 

 
Trong các mệnh đề sau, có bao nhiêu mệnh đề sai? 

I. Hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng  ; 5   và  3; 2  . 

II. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  ;5 . 

III.Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng  2;  . 

IV.Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  ; 2  . 

A. 1 B. 2  C. 3 D. 4
 Lời giải 

Chọn A 
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Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy đồ thị hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  ; 2  ; 

nghịch biến trên khoảng  2;  . 

Suy ra II. Sai; III. Đúng; IV. Đúng. 

Ta thấy khoảng  ; 3   chứa khoảng  ; 5   nên I Đúng. 

Vậy chỉ có II sai. 

Câu 2: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như hình dưới đây. Mệnh đề nào sau đây là 

đúng? 

 
A. Hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng  2;   và  ; 2 .   

B. Hàm số đã cho đồng biến trên    ; 1 1;2 .     

C. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  0;2 . 

D. Hàm số đã cho đồng biến trên  2;2 .
 

Lời giải 
Chọn C 

Vì    0;2 1;2  , mà hàm số đồng biến trên khoảng  1;2  nên suy ra C đúng. 

Câu 3: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như hình dưới đây. Mệnh đề nào sau đây là 

đúng? 

 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên các khoảng 
1

;
2

   
 

 và  3; .  

B. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng 
1

; .
2

   
 

 

C. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng  3; .  

D. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  ;3 .
 

Lời giải 
Chọn C 
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số 
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● Đồng biến trên các khoảng 
1

;
2

   
 

 và 
1

;3
2

  
 

. 

● Nghịch biến trên khoảng  3; . 

Câu 4: Cho hàm số  y f x  xác định liên tục trên  \ 2  và có bảng biến thiên như hình 

dưới đây 

 
A. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng    3; 2 2; 1 .      

B. Hàm số đã cho có giá trị cực đại bằng 3.  

C. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng  ; 3   và  1; .   

D. Hàm số đã cho có điểm cực tiểu là 2.
 Lời giải 

Chọn C 
Dựa vào bảng biến thiên, ta có nhận xét sau 

Hàm số nghịch biến trên khoảng  3; 2   và  2; 1  A sai (sai chỗ dấu  ). 

Hàm số có giá trị cực đại 2Cy     B sai. 

Hàm số đồng biến khoảng  ; 3   và  1;  C đúng. 

Hàm số có điểm cực tiểu là 1  D sai. 

Dạng 3: Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  'y f x  . Tìm các khoảng đồng biến, nghịch 

biến của hàm số 

1. Phương pháp:  

 Đồ thị hàm số đi lên từ trái sang phải trên khoảng  ;a b  thì sẽ đồng biến trên khoảng đó 

 Đồ thị hàm số đi xuống từ trái sang phải trên khoảng  ;a b  thì sẽ nghịch biến trên khoảng 

đó 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho hàm số ( )y f x  xác định trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây 

đúng? 
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A. Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng ( 1;0)  và (1; ) . 

B. Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng ( ; 1)   và (0;1) . 

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( 1;1) . 

D. Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng ( 1;0)  và (1; ) . 

Lời giải. 

Dựa vào đồ thị ta thấy hàm số đồng biến trên các khoảng ( 1;0)  và (1; ) . Chọn đáp án (A) 

Ví dụ 2. Hàm số ( )y f x  có đồ thị như hình bên. Hàm số ( )y f x  đồng biến trên khoảng nào 

dưới đây? 

 

Lời giải. 

Dựa vào đồ thị, hàm số đồng biến trên ( ; 1)   và  1;  

3. Bài tập 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Khẳng định 

nào sau đây là sai? 

A. Hàm số đồng biến trên  1; .  

B. Hàm số đồng biến trên  ; 1   và  1; .  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng  1;1 .  

D. Hàm số đồng biến trên    ; 1 1; .   
 

Lời giải 
Chọn D 

Dựa vào đồ thị ta có kết quả: Hàm số đồng biến trên  ; 1   và  1; , nghịch biến 

trên  1;1  nên các khẳng định A, B, C đúng. 

Theo định nghĩa hàm số đồng biến trên khoảng  ;a b  thì khẳng định D sai. 

Câu 2: Cho hàm số  f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Khẳng định nào sau đây 

là đúng? 
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A. Hàm số đồng biến trên  ;0  và  0; .  

B. Hàm số đồng biến trên    1;0 1; .    

C. Hàm số đồng biến trên  ; 1   và  1; .   

D. Hàm số đồng biến trên  1;0  và  1; .
 

Lời giải 
Chọn D 

Từ dáng điệu của đồ thị ta nhận thấy trong khoảng    1;0 ; 1;   dáng điệu của hàm số 

là đi lên nên hàm số đồng biến trên    1;0 ; 1; .   

Theo định nghĩa hàm số đồng biến trên khoảng  ;a b  thì khẳng định B sai. 

Câu 3 : Cho hàm số  f x  có đạo hàm  'f x  xác định, liên tục trên   và  'f x  có đồ thị như 

hình vẽ bên. Khẳng định nào sau đây là đúng? 

 
A. Hàm số đồng biến trên  1; .  

B. Hàm số đồng biến trên  ; 1   và  3; .  

C. Hàm số nghịch biến trên  ; 1 .   

D. Hàm số đồng biến trên    ; 1 3; .   
 

Lời giải 
Chọn B 

Dựa vào đồ thị của hàm số  'f x , ta có nhận xét: 

  'f x  đổi dấu từ '' ''  sang '' ''  khi qua điểm 1.x    

  'f x  đổi dấu từ '' ''  sang '' ''  khi qua điểm 3.x   

Do đó ta có bảng biến thiên 

x

y

O

-4

-1 3

1
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Dựa vào bảng biến thiên ta thấy B đúng. 

Dạng 4: Tìm tham số m để hàm số đồng biến trên tập xác định 

1. Phương pháp:  

Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên K  (một khoảng, một đoạn hoặc nửa khoảng) đồng thời phương 

trình ( )f x  vô nghiệm trên K  hoặc có nghiệm rời rạc trên K . Khi đó 

  Hàm số ( )f x  đồng biến trên ( ) 0,K f x x K   . 

■ Hàm số ( )f x  nghịch biến trên ( ) 0,K f x x K    . 

Kiến thức bổ trợ 

Cho tam thức bậc hai 2( ) ( 0)h x ax bx c a    . Khi đó 

0 0
( ) 0, ( ) 0,

0. 0

a a
h x x h x x

  
          

   

Lưu ý: khi đã chắc chắn 0a  , hai công thức trên đây mới được sử dụng. 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm các giá trị của tham số m  để hàm số 3 23 3( 2) 3 1y x x m x m       đồng biến trên 

 . 

Lời giải. 

Hàm số 3 23 3( 2) 3 1y x x m x m       có tập xác định   . Hàm số đồng biến trên 
23 6 3( 2) 0,y x x m x        . 

0 3 0
1

0 9 9( 2) 0

a
m

m

  
        

  

Vậy với 1m   thì hàm số đồng biến trên  . 

Ví dụ 2. Tìm các giá trị của tham số m  để hàm số 3 21
(3 ) ( 3) ( 2) 3

3
y m x m x m x        đồng 

biến trên  . 

Lời giải. 

Hàm số 3 21
(3 ) ( 3) ( 2) 3

3
y m x m x m x        có tập xác định   . 

*  Xét 3 0 3a m m     . 
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Khi đó hàm số trở thành 26 5 3y x x    . Đây là hàm số bậc hai, có lúc tăng, lúc giảm khi xét trên 

 . Do đó ta loại 3m  . 

* Xét 3 0 3a m m     . 

Hàm số luôn tăng trên 2(3 ) 2( 3) ( 2) 0y m x m x m         

2

3
3 0 3

13
2 5 3 0 21

2

m
a m

m
m m m

                    

 

Vậy với 
3

1
2

m     thì hàm số đồng biến trên  . 

Ví dụ 3. Tìm các giá trị của tham số m  để hàm số 
7

5 3

mx m
y

x m

 


 
 đồng biến trên mọi khoảng của 

tập xác định. 

Lời giải. 

Tập xác định: 
3

\
5

m    
 

 . 

Ta có 
2

2

2 35

(5 3)

m m
y

x m
   


 
. 

Hàm số đồng biến trên mọi khoảng xác định khi và chỉ khi 

23
0, 2 35 0 ( 7;5). 

5

m
y x m m m 
            

Vậy, với ( 7;5)m   thì hàm số đồng biến trên mọi khoảng xác định của nó. 

3. Bài tập 

Câu 1: Tìm tất các các giá trị thực của tham số m  để hàm số 3 23y x x mx m     đồng biến 

trên tập xác định 
A. 1.m   B. 3.m   C. 1 3.m    D. 3.m 

 Lời giải 
Chọn B 

TXĐ: D   . Đạo hàm 2' 3 6y x x m   . 

Ycbt ' 0,y x     ( ' 0y   có hữu hạn nghiệm) 
0 3 0

3.
' 0 9 3 0

a
m

m

  
        

 

Câu 2: Cho hàm số  3 21
4 3 2017

3
y x mx m x     . Tìm giá trị lớn nhất của tham số thực m  

để hàm số đã cho đồng biến trên  . 
A. 1m  . B. 2m  . C. 4m  . D. 3m  . 

Lời giải 
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Chọn D 

Tập xác định D   . Đạo hàm 2' 2 4 3y x mx m    . 

Để hàm số đồng biến trên ' 0,y x     ( ' 0y   có hữu hạn nghiệm) 
2' 4 3 0 1 3m m m         . 

Suy ra giá trị lớn nhất của tham số m  thỏa mãn ycbt là 3.m   

Câu 3: Cho hàm số  3 2 4 9 5y x mx m x      với m  là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên 

của m  để hàm số nghịch biến trên khoảng  ; ?   

A. 4.  B. 6.  C. 7.  D. 5.
 Lời giải 

Chọn C 

TXĐ: D   . Đạo hàm 2' 3 2 4 9.y x mx m      

Để hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng  ;   thì ' 0,y x     ( ' 0y   có 

hữu hạn nghiệm)  2' 0 3 4 9 0 9 3m m m          

 9; 8;...; 3 .m m      

Sai lầm hay gặp là ''Để hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng  ;   thì 

' 0,y x    '' . Khi đó ra giải ra 9 3m      

Câu 4: Cho hàm số  3 22 3
3

m
y x x m x m     . Tìm giá trị nhỏ nhất của tham số m  để hàm 

số đồng biến trên   
A. 4m    B. 0m   C. 2m    D. 1m 

 Lời giải 
Chọn D 

TXĐ: D   . Đạo hàm: 2' 4 3y mx x m    . 

Yêu cầu bài toán ' 0,  y x     ( ' 0y   có hữu hạn nghiệm): 

TH1. ● 0m   thì 
3

' 4 3 0
4

y x x       (không thỏa mãn). 

TH2. ● 2
'

0
1.

' 3 4 0y

a m
m

m m

        
 

Suy ra giá trị m  nhỏ nhất thỏa mãn bài toán là 1.m   

Câu 5: Cho hàm số      
3

2 22 2 8 1
3

x
y m m x m x m        . Tìm tất cả các giá trị của 

tham số thực m  để hàm số nghịch biến trên .  
A. 2m   . B. 2m   . C. 2m   . D. 2m   . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có    2' 2 2 2 8y m x m x m      . 

Yêu cầu bài toán  ' 0,  y x   ( ' 0y   có hữu hạn nghiệm): 

TH1 ● 2 0 2m m     , khi đó ' 10 0,  y x      (thỏa mãn). 
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TH2 ● 
      2

2 0 2 0
2

10 2 0' 2 2 8 0

a m m
m

mm m m

                   
. 

Hợp hai trường hợp ta được 2.m    

Câu 6: Cho hàm số 
2 3mx m

y
x m

 



 với m  là tham số thực. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị 

nguyên của m  để hàm số đồng biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của S  
A. 5  B. 4  C. Vô số. D. 3  

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 
 

2

2

2 3
'

m m
y

x m

  



. 

Để hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định thì ' 0,y x m    

 2 2 3 0 1 3 0;1;2 .mm m m m            

Sai lầm hay gặp là cho  ' 0, 1 3 1;0;1;2;3 .my x m m m           

Dạng 5: Tìm tham số m để hàm số đồ ng biến và nghịch biến trên tập con của  , trên khoảng 
có độ dài bằng l 

1. Phương pháp:  

Phương pháp 1: Cô lập tham số, lập bảng biến thiên, từ đó rút ra điều kiện của tham số. 

Phương pháp 2: Lập bảng biến thiên trực tiếp để tìm các khoảng đơn điệu cụ thể, từ đó rút ra kết 
luận. 

Để hàm số 3 2y ax bx cx d     có độ dài khoảng đồng biến ( 0)a  ; nghịch biến  1 2( 0) ;a x x  

bằng l  

  Bước 1: Tính y . 

 Bước 2: Tìm điều kiện của tham số để hàm số có khoảng đồng biến và nghịch biến 

  
0

0

a 
 

 

 Bước 3: 2 1x x l   (2) thành  2 2
1 2 1 24x x x x l    . 

 Bước 4: Sử dụng định lí Vi-ét đưa (2) thành phương trình theo tham số. 

 Bước 5: Giải phương trình, so sánh với điều kiện (1) để chọn kết quả thỏa mann. 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm m  để hàm số 3 23 3 1y x x mx      nghịch biến trên (0; ) . 

Lời giải. 

Tập xác định của hàm số   . 
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Ta có 23 6 3y x x m     . 

Hàm số nghịch biến trên (0; )  khi và chỉ khi 0, (0; )y x     .  

Hay 2 23 6 3 0, (0; ) 2 , (0; )x x m x m x x x              (1).  

Xét hàm số 2( ) 2f x x x   trên (0; )  có ( ) 2 2; ( ) 0 1f x x f x x       

 

 Từ bảng biên thiên ta có (1) 1m   . 

Vậy với 1m    thì hàm số đã cho nghịch biến trên (0; ) . 

Ví dụ 2: Cho hàm số      3 2 21 2 3 2 2 2 1y x m x m m x m m        . Tìm tất cả các giá trị thực 

của tham số m  để hàm số đã cho đồng biến trên 2; .  

Lời giải 

Ta có    / 2 23 2 1 2 3 2 .y x m x m m       

Xét phương trình / 0y   có      2/ 2 21 3 2 3 2 7 1 0, .m m m m m m             

Suy ra phương trình / 0y   luôn có hai nghiệm 1 2x x  với mọi m . 

Để hàm số đồng biến trên 2;   phương trình / 0y   có hai nghiệm 1 2 2x x   

   
    

1 2 1 2

1 2 1 21 2

2 2 0 4

2 4 02 2 0

x x x x

x x x xx x

                
 

 

   2

2 1
4

3

2 3 2 2 1
2. 4 0

3 3

m

m m m


 

      

5
3

23
22

2

m
m

m


    
  

. 

Ví dụ 3: Tìm m  để hàm số 
4mx

y
x m





 nghịch biến trên ( ;1) . 

Lời giải. 

Tập xác định \{ }m  . Ta có 
2

2

4

( )

m
y

x m
 



. 

Hàm số nghịch biến trên ( ;1)  khi và chỉ khi 0, ( ;1)y x     . 

Hay 
2

( ;1) 1
2 1.

4 0 2 2

m m
m

m m

   
          


 

Vậy với ( 2; 1m    ], hàm số đã cho luôn đồng biến trên mỗi khoảng xác định. 

Ví dụ 4. Tìm a  để hàm số 3 23y x x ax a     nghịch biến trên đoạn có độ dài bằng 1 . 

Lời giải. 
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Tập xác định của hàm số   . 

Ta có: 23 6 ; 9 3
y

y x x a a
       . 

Với 9 3 0 3 0,a a y        hàm số luôn đồng biến trên  , mâu thuẫn giả 

thiết. 
Do đó 3a  không thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Với 9 3 0 3a a y      có hai nghiệm  1 2 1 2,x x x x . 

Bảng biến thiên 

 
Từ bảng biến thiên suy ra hàm số nghịch biến trên đoạn có độ dài bằng 1 khi và chỉ khi 

 2

1 2 1 2 1 2

4 9
1 4 1 4 1

3 4

a
x x x x x x a             (thỏa màn). 

Vậy với 
9

4
a  , hàm số đã cho nghịch biến trên đoạn có độ dài bằng 1 . 

3. Bài tập 

Câu 1: Tìm tất cả các giá trị của m  để hàm số    3 23 1 3 2y x m x m m x      nghịch biến 

trên đoạn  0;1 . 

A. 0.m   B. 1 0.m    C. 1 0.m    D. 1.m  
 Lời giải 

Chọn C 

Đạo hàm        2 23 6 1 3 2 3. 2 1 2 .y x m x m m x m x m m              

Ta có    2
' 1 2 1 0,  m m m m         . 

Do đó 0y   luôn có hai nghiệm phân biệt ,  2.x m x m    

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên, để hàm số nghịch biến trên      0;1 0;1 ; 2m m    

0
1 0.

2 1

m
m

m


      

 

Câu 2: Biết rằng hàm số  3 21
3 1 9 1

3
y x m x x     (với m  là tham số thực) nghịch biến trên 
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khoảng  1 2;x x  và đồng biến trên các khoảng giao với  1 2;x x  bằng rỗng. Tìm tất cả các giá trị 

của m  để 1 2 6 3.x x  ? 

A. 1m    B. 3m   C. 3m   , 1m  . D. 1m   , 
3m   

Lời giải 
Chọn D 

Ta có  / 2 6 1 9y x m x    . 

Yêu cầu bài toán ' 0y   có hai nghiệm phân biệt 1x , 2x  thỏa mãn 1 2 6 3x x   

/
/

//
/

1 2

0
0

272
6 3 3 3x x

a

 
       

     


 

   2 2 3
9 1 9 27 1 4

1

m
m m

m


          

. 

Câu 3: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 3 23y x x mx m     giảm trên đoạn có 

độ dài lớn nhất bằng 1? 

A. 
9

4
m    B. 3m   C. 3m   D. 

9

4
m   

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 2' 3 6y x x m   . 

Yêu cầu bài toán  ' 0y   có hai nghiệm phân biệt 1 2,  x x  thỏa mãn 1 2 1x x   

' 9 3 0 3 3
9

' 99 32 1 42. 1
43

m m m
mm m

a

     
           

. 

Câu 4: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 
1x

y
x m





 nghịch biến trên khoảng 

 ;2 ? 

A. 2m   B. 1m   C. 2m   D. 1m   
Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
 2

1
'

m
y

x m

 



. 

Với 1 0 1m m      thì ' 0,  y x m     hàm số đã cho nghịch biến trên từng 

khoảng  ;m  và  ;m  . 

Ycbt    ;2 ; 2m m      : (thỏa mãn). 

Cách 2. Ta có 
 2

1
'

m
y

x m

 



. 
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Ycbt 
   

1 01 0' 0, 2 1
2.

;2 2; 2

mmy x m
m

m mx m m

                         
 

Dạng 6: BÀI TẬP DÀNH CHO HỌC SINH 8+, 9+ 

Câu 1. Cho hàm số  f x  có bảng xét dấu đạo hàm  f x  như sau: 

 
Hàm số   2 2y f x x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  2;1 . B.   4; 3 . C.  0;1 . D.   2; 1 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Đặt: ; . 

 

. (  là các nghiệm bội chẵn của phương trình: ). 

Ta có bảng biến thiên: 

 

Dựa vào bảng biến thiên, suy ra hàm số  nghịch biến trên khoảng 

. 

Chú ý: Cách xét dấu : 

     2 2y g x f x x        2 2g x f x x      22 2 . 2x f x x

   0g x       22 2 . 2 0x f x x  
  

 
  

2

2 2 0

2 0

x

f x x
 

  


     
  

2

2

2

1
2 2

2 1
2 3

x
x x vo nghiem

x x
x x

  


  
   
 


 

1

1 2

1 2
1
3

x

x

x
x
x

  1 2x  2 2 1x x

  2 2y f x x   2 ; 1

 g x
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Chọn giá trị  (dựa theo bảng xét 

dấu của hàm ). Suy ra , . Sử dụng quy tắc xét dấu đa 

thức “lẻ đổi, chẵn không” suy ra dấu của  trên các khoảng còn lại. 

Câu 2. Cho hàm số  y f x  có đạo hàm         
2 3

. 2 5f x x x x  . Hàm số     10 5g x f x  

đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  ;1  . B.  1;2 . C.  2; . D.  1;3 . 

 
Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có . 

 . 

Bảng xét dấu  

 

Vậy hàm số  đồng biến trên khoảng  . 

Câu 3. Cho hàm số  f x  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số       
3 2

3y f x f x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  2;3 . B.  1;2 . C.  3;4 . D.   ; 1 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

     0 1; 1 2x   2 2 0x x       0 0 0g f

 f x    0g x      1; 1 2x

 g x

              10 5 . 10 5 5. 10 5g x x f x f x

   
 

   
            
    

210 5 0
120 10 5 0 10 5 2
5

10 5 5 1

xx
g x f x x x

x x

( )g x

 g x  1;2

x

( )g x

 21 
12

5

   0 0 0
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Ta có ; ; 

. 

+ ; ; . 

+ Bảng xét dấu của  

 

Từ bảng xét dấu suy ra hàm số  nghịch biến trên khoảng . 

Câu 4. Cho hàm số  y f x , hàm số         3 2 , ,f x x ax bx c a b c  có đồ thị như hình vẽ 

 
Hàm số     g x f f x  nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  1; . B.   ; 2 . C.  1;0 . D. 
 
  
 

3 3;
3 3

. 

Hướng dẫn giải 
    Chọn B 

Vì các điểm  thuộc đồ thị hàm số  nên ta có hệ: 

           
2

3 . 6 .y f x f x f x f x          3 . 2y f x f x f x

 
 
 

  


   
 

0

0 0

2

f x

y f x

f x

 

 
   
 




1
2

0
3
4

x
x

f x
x
x

    
   

1 1
0

4
x x

f x
x

 

 
 

  


     
 

2 1

3

4

;1

1;22
4

3

x x x

x xf x
x x
x

y

      
3 2

3y f x f x  2;3

     1;0 , 0;0 , 1;0  y f x
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Ta có:  

Xét  

 

Bảng biến thiên 

 

Dựa vào bảng biến thiên ta có  nghịch biến trên  

 

Câu 5. Cho hàm số  y f x  có đồ thị nằm trên trục hoành và có đạo hàm trên  , bảng xét dấu 

của biểu thức  f x  như bảng dưới đây. 

 

Hàm số    
 


 

 

2

2

2

2 1

f x x
y g x

f x x
 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  ;1 . B. 
 
 
 

52;
2

. C.  1;3 . D.  2; . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

. 

   
      
            
      

3 2

1 0 0
0 1 '' 3 1

1 0 0

a b c a
c b f x x x f x x

a b c c

                 . ''g x f f x g x f f x f x

           
  


                 
  

3

3
3 2

3

2

0
1

0 ' . 0 3 1 0
1

3 1 0

x x
x x

g x g x f f x f x f x x x
x x
x


  


  
   

  

1 1

2 2

1
0

( 1,325 )
( 1,325)

3
3

x
x
x x x
x x x

x

 g x   ; 2

     
  

   
  

     
  

   

2 2 2

2 2
2 2

2 . 2 2 2 . 2

2 1 2 1

x x f x x x f x x
g x

f x x f x x
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Ta có bảng xét dấu của  : 

 

Dựa vào bảng xét dấu ta có hàm số  nghịch biến trên các khoảng  và 

. 

   

 
                       

2

2 2

2

1
12 2 0 2 2

0 1
2 0 2 1

3
2 3

x
xx x x

g x x
f x x x x

x
x x

 g x

 y g x   ; 1

 1; 3
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BÀI 2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. KHÁI NIỆM CỰC ĐẠI, CỰC TIỂU 

Giả sử hàm số  y f x  xác định và liên tục trên khoảng  ;a b  ( a  có thể là  , b  có thể là  ) 

và  0 ;x a b . 

 Nếu tồn tại số h  sao cho    0f x f x  với mọi  0 0;x x h x h    và 0x x  thì ta nói hàm 

số  f x  đạt cực đại tại điểm 0.x   

 Nếu tồn tại số h  sao cho    0f x f x  với mọi  0 0;x x h x h    và 0x x  thì ta nói hàm 

số  f x  đạt cực tiểu tại điểm 0.x  Khi đó: 

Chú ý:  

 Nếu hàm số  f x  đạt cực đại tại điểm 0 ,x  thì 0x  được gọi là một điểm cực đại của hàm 

số   ,f x  0f x  được gọi là giá trị cực đại của hàm số  .f x  

  Nếu hàm số  f x  đạt cực tiểu tại điểm 0 ,x  0x  được gọi là một điểm cực tiểu của hàm 

số   ,f x   0f x  được gọi là giá trị cực tiểu của hàm số  .f x  

 Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị của hàm số và điểm cực trị 
phải là một điểm trong tập xác định K. 

 Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là giá trị cực trị (hay cực trị). 

II - ĐIẾU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM SỐ CÓ CỰC TRỊ 
ĐỊNH LÝ 1 

Giả sử hàm số ( )y f x  liên tục trên khoảng  0 0;K x h x h    và có đạo hàm trên K  hoặc trên 

0\K x , với 0h  . 

a) Nếu ( ) 0f x   trên khoảng  0 0;x h x  và ( ) 0f x   trên khoảng  0 0;x x h  thì 0x  là một điểm 

cực đại của hàm số ( )f x . 

b) Né́u ( ) 0f x   trên khoảng  0 0;x h x  và ( ) 0f x   trên khoảng  0 0;x x h  thì 0x  là một điểm 

cực tiêu của hàm số ( )f x . 

 
Ví du:  Tìm các điểm cực trị của hàm số 3 2 3y x x x    . 

III - QUY TẮC TÌM CỰC TRI 
Áp dụng Định lí 1 , ta có quy tắc tìm cực trị sau đây. 
QUY TẮC I 
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Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính ( )f x . Tìm các điếm tại đó ( )f x  bằng 0 hoặc ( )f x  không xác định. 

Bước 3. Lập bảng biến thiên. 
Bước 4. Từ báng biến thiên suy ra các diểm cực trị. 
ĐỊNH LÍ 2 

Giả sử hàm số ( )y f x  có đạo hàm cấp hai trong khoảng  0 0;x h x h  , với 0h  . Khi đó : 

a) Nếu    0 00, 0f x f x    thì 0x  là điểm cực tiểu : 

b) Nếu    0 00, 0f x f x    thì 0x  là điểm cực đại. 

Áp dụng Định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của một hàm số. 
QUY TẮC II 
1. Tìm tập xác định. 

2. Tính ( )f x . Giải phương trình ( ) 0f x   và kí hiệu ( 1,2, ,n)ix i    là các nghiệm của nó. 

3. Tính ( )f x  và  if x . 

4. Dựa vào dấu của  if x  suy ra tính chất cực trị của điểm ix . 

Ví dụ:  Tìm cực trị của hàm số 
4

2( ) 2 6
4

x
f x x   . 

CHÚ Ý 
- Giá trị cực đại (cực tiểu)  0f x  của hàm số f  nói chung không phải là giá trị lớn 

nhất (giá trị nhỏ nhất) của hàm số f  trên tập xác định K  mà  0f x  chỉ là giá trị lớn 

nhất (giá trị nhỏ nhất) của hàm số f  trên khoảng  , Ka b   và  ,a b  chứa 0.x  

- Nếu  f x  không đổi dấu trên tập xác định K  của hàm số f  thì hàm số f  không có 

cực trị. 
- Nếu 0x  là một điểm cực trị của hàm số f  thì người ta nói rằng hàm số f đạt cực trị 

tại điểm 0x  và điểm có tọa độ   0 0;x f x  được gọi là điểm cực trị của đồ thị hàm 

số .f  
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B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Cho hàm số  .y f x  Tìm các điểm cực đại, cực tiểu, giá trị cực đại giá trị cực tiểu 

1. Phương pháp 

Quy tắc 1. Lập bảng biến thiên suy ra kết luận về cực trị. 

Tìm ( )f x . 

จ Tìm các điểm ( 1,2, , )ix i n   mà tại đó   0if x   hoặc tại đó hàm số f  liên tục nhưng không có 

dạo hàm. 

Lập bảng biến thiên. Xét sự đổi dấu của ( )f x  khi x  đi qua ix , từ đó suy ra cực trị của hàm số. 

Quy tắc 2: Dựa vào đạo hàm cấp 2 . 

Tính ( )f x . 

Giải phương trình ( ) 0f x   và tìm các nghiệm ( 1,2, , )ix i n  . 

Tính ( )f x  và   ( 1,2, , )if x i n    

  0if x    hàm số đạt cực đại tại ix . 

  0if x    hàm số đạt cực tiểu tại ix . 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Tìm giá trị cực tiểu CTy  của hàm số 3 3 4y x x    . 

Lời giải 
Tập xác định: D   . 

Đạo hàm: 23 3y x    . 

Xét 2 1
0 3 3 0

1

x
y x

x

         
. 

Bảng biến thiên: 

 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy hàm số có giá trị cực tiểu là 6CTy   . 

Ví dụ 2. Tìm cực trị của hàm số 4 22 3y x x   . 

Lời giải. 

Tập xác dịnh:   . 
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Ta có: 34 4y x x   . 

Giải 3

1 2

0 4 4 0 0 3

1 2

x y

y x x x y

x y



   
       
   

 

Bảng biến thiên 

 

Hàm số đạt cực đại tại 0, CD 3x y  . 

Hàm số đạt cực tiểu tại CT1, 2x y   . 

Ví dụ 3. Tìm cực trị của hàm số 
2 4x

y
x


 . 

Lời giải. 

Tập xác định: \{0}  . 

Ta có: 
2

2 2

4 4 4
1

x
y x y

x x x
 

      . 

Giải 
2 4

0
2 4

x y
y

x y
     
     

 

Bảng biến thiên 

 

Hàm số đạt cực đại tại C2, 4x y    .  

Hàm số đạt cực tiểu tại CT2, 4x y  . 

Ví dụ 4. Tìm cực trị của hàm số 22y x x x   . 

Lời giải. 

Tập xác dịnh: [0;2] . 
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Ta có: 
2

1
1 , (0;2)

2

x
y x

x x

 
  


. 

Giải 2
2 2

1 0 2
0 2 1 1

2 ( 1) 2

x
y x x x x

x x x
              

. 

Bảng biến thiên 

 

Hàm số đạt cực đại tại CD

2
1 , 1 2

2
x y    . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Giá trị cực đại CDy  của hàm số 3 3 2  y x x  là? 

A. CD 4y . B. CD 1y . C. CD 0y . D. CD 1. y  

Lời giải. 
Chọn A 

Ta có 2 1 4
3 3 0 .

1 0

           

x y
y x

x y
 

Do đó giá trị cực đại của hàm số là CD 4y . 

Câu 2: Tìm điểm cực trị 0x  của hàm số 3 25 3 1   y x x x . 

A. 0 3 x  hoặc 0

1

3
 x . B. 0 0x  hoặc 0

10

3
x . 

C. 0 0x  hoặc 0

10

3
 x . D. 0 3x  hoặc 0

1

3
x . 

Lời giải. 
Chọn D 

Ta có 2 2

3
3 10 3;  0 3 10 3 0 .1

3


         
 


x
y x x y x x

x
. 

Câu 3: Tìm điểm cực đại 0x  của hàm số 3 3 1y x x   . 

A. 0 1x   . B. 0 0x  . C. 0 1x  . D. 0 2x  . 

Lời giải. 
Chọn A 
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Ta có    
 

2 2
1 1 3

' 3 3 3 1 ; ' 0 .
1 1 1

x y
y x x y

x y

    
      

   
 

Vậy hàm số đạt cực đại tại 1x   . 

Câu 4: Tìm các điểm cực trị của đồ thị của hàm số 3 23y x x  . 

A.  0;0  hoặc  1; 2 .  B.  0;0  hoặc  2;4 .  

C.  0;0  hoặc  2; 4 .  D.  0;0  hoặc  2; 4  . 

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có  2 0 0
' 3 6 3 2 ; ' 0 .

2 4

x y
y x x x x y

x y

  
          

. 

Câu 5: Biết rằng hàm số 3 24 3 7y x x x     đạt cực tiểu tại CTx . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. CT

1

3
x  . B. CT 3x   . C. CT

1

3
x   . D. CT 1x  . 

Lời giải. 
Chọn A 

Ta có 2

3
' 3 8 3;  ' 0 .1

3

x
y x x y

x

 
    
 


 

Vẽ bảng biến thiên, ta kết luận được CT

1

3
x  . 

Câu 6: Gọi CD CT,  y y  lần lượt là giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm số 3 3y x x  . Mệnh đề 

nào sau đây là đúng? 

A. CT CD2y y . B. CT CD

3

2
y y . C. CT CDy y . D. CT CDy y  . 

Lời giải. 
Chọn D 

Ta có 
 
 

2
1 1 2

' 3 3;  ' 0 .
1 1 2

x y
y x y

x y

   
    

    
 Do đó CT CDy y  . 

Câu 7: Gọi 1 2,  y y  lần lượt là giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm số 3 23 9 4y x x x    . 

Tính 1 2. .P y y  

A. 302P   . B. 82P   . C. 207P   . D. 25P  . 
Lời giải. 

Chọn C 

Ta có 
 
 

2
3 3 23

' 3 6 9;  ' 0 .
1 1 9

x y
y x x y

x y

   
     

    
 

Suy ra  1 2. 9. 23 207P y y     . 
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Câu 8: Cho hàm số 4 22 3y x x    . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Đồ thị hàm số có 1 điểm cực đại và không có điểm cực tiểu. 
B. Đồ thị hàm số có 1 điểm cực tiểu và không có điểm cực đại. 
C. Đồ thị hàm số có 1 điểm cực đại và 2  điểm cực tiểu. 
D. Đồ thị hàm số có 1 điểm cực tiểu và 2  điểm cực đại. 

Lời giải. 
Chọn D 

Ta có  3 2

0

' 4 4 4 1 ;  ' 0 1 .

1

x

y x x x x y x

x


        
  

 

Vẽ phát họa bảng biến thiên ta thấy đồ thị hàm số có 1 điểm cực tiểu và 2  điểm cực đại. 

Cách 2. Ta có 
1

0
2

a
ab

b

 
   

 đồ thị hàm số có ba điểm cực trị. 

Vì 1 0a     nên đồ thị có dạng chữ M. Từ đó suy ra đồ thị hàm số có 1 điểm cực tiểu và 
2  điểm cực đại. 

Dạng 2: Dựa vào bảng xét dấu của  'f x , hoặc cho hàm số   'f x , hoặc cho đồ thị  'f x bảng 

biến thiên của hàm số  f x , đồ thị của hàm số  f x . Tìm các điểm cực trị của hàm 

số 

1. Phương pháp 

* Khi dựa vào bản xét dấu của  'f x , nếu  'f x  đổi dấu bao nhiêu lần thì có bấy nhiêu điểm cực 

trị 

* Khi dựa vào bảng biến thiên của hàm số  f x , ta cần kết hợp xét dấu của  'f x  và xem thử hàm 

số  f x  có xác định tại điểm mà  'f x  đổi dấu khi đi qua hay không 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   với bảng xét dấu đạo hàm như sau: 

 
Hỏi hàm số  y f x  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 2. B. 1. C. 3. D. 0. 
Lời giải. 

Chọn A 
Nhận thấy 'y  đổi dấu khi qua 3x    và 2x   nên hàm số có 2 điểm cực trị. ( 1x   không 

phải là điểm cực trị vì 'y  không đổi dấu khi qua 1x  ). 

Ví dụ 2: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên sau: 
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Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số có ba giá trị cực trị. B. Hàm số có ba điểm cực trị. 
C. Hàm số có hai điểm cực trị. D. Hàm số đạt cực đại tại điểm 1.x   

Lời giải. 
Chọn B 
Dựa vào đồ thị hàm số, ta có các nhận xét sau: 
 Hàm số có ba điểm cực trị, gồm các điểm 1, 1, 0x x x     vì đạo hàm y  đổi dấu đi 

qua các điểm đó. 
 Hàm số đạt cực đại tại 0x  , đạt cực tiểu tại 1.x    

(đáp án A sai vì hàm số chỉ có hai giá trị cực trị là CD 3y    và CT 4y   . Nói đến đồ thị 

hàm số thì khi đó mới có ba điểm cực trị là      0; 3 ,  1;4 ,  1; 4 .A B C    

Ví dụ 3: Cho hàm số  y f x  liên tục tại 0x  và có bảng biến thiên sau: 

 
Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số có hai điểm cực đại, một điểm cực tiểu. 
B. Hàm số có một điểm cực đại, không có điểm cực tiểu. 
C. Hàm số có một điểm cực đại, hai điểm cực tiểu. 
D. Hàm số có một điểm cực đại, một điểm cực tiểu. 

Lời giải. 
Chọn D 

● Tại 2x x  hàm số  y f x  không xác định nên không đạt cực trị tại điểm này. 

● Tại 1x x  thì dễ thấy hàm số đạt cực đại tại điểm này. 

● Tại 0x x , hàm số không có đạo hàm tại 0x  nhưng liên tục tại 0x  thì hàm số vẫn đạt cực 

trị 

tại 0x  và theo như bảng biến thiên thì đó là cực tiểu. 

Vậy hàm số có một điểm cực đại, một điểm cực tiểu. 
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Ví dụ 4: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình bên. Hỏi hàm số có bao nhiêu 

điểm cực trị? 

 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 
Lời giải. 

Chọn D 
Theo định nghĩa cực trị thì từ đồ thị ta nhận thấy hàm số có 5 điểm cực trị. 

Ví dụ 5: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên đoạn  2;2  và có đồ thị là đường cong trong 

hình vẽ bên. Hàm số  f x  đạt cực đại tại điểm nào dưới đây? 

 

A. 2x   . B. 1x   . C. 1x  . D. 2.x   
Lời giải. 

Chọn B 
Theo định nghĩa điểm cực đại thì hàm số đạt cực đại tại 1x   . 

Ví dụ 6: Biết rằng hàm số  f x  có đạo hàm là        2 3 5
' 1 2 3f x x x x x    . Hỏi hàm số  f x  

có bao nhiêu điểm cực trị? 
A. 4 . B. 3 . C. 2 . D. 1. 

Lời giải. 
Chọn B 

Ta có   0, 1
' 0

2, 3

x x
f x

x x

 
    

. Tuy nhiên lại xuất hiện nghiệm kép tại 1x  (nghiệm kép 

thì 'y  

x

y

-2

-1

-1 O 1
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qua nghiệm không đổi dấu) nên hàm số đã cho có ba điểm cực trị. 

Ví dụ 7: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên   và hàm số  y f x  có đồ thị như hình 

vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây đúng? 

 

A. Hàm số  y f x  đạt cực đại tại điểm 1.x   . 

B. Hàm số  y f x  đạt cực tiểu tại điểm 1.x   

C. Hàm số  y f x  đạt cực tiểu tại điểm 2.x   . 

D. Hàm số  y f x  đạt cực đại tại điểm 2x   . 

Lời giải. 
Chọn C 

Dựa vào đồ thị hàm số  y f x , ta có các nhận xét sau: 

  f x  đổi dấu từ " "  sang " "  khi đi qua điểm 2x    suy ra 2x    là điểm cực trị 

và là 

điểm cực tiểu của hàm số  .y f x  

  f x  không đổi dấu khi đi qua điểm 1, 1x x    suy ra 1, 1x x    không là các 

điểm 

cực trị của hàm số  .y f x  

Vậy hàm số đã cho đạt cực tiểu tại điểm 2.x    

 

3. Bài tập rèn luyện 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên  1\ x , có bảng biến thiên như sau: 
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Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số đã cho có một điểm cực tiểu và không có điểm cực đại. 
B. Hàm số đã cho không có cực trị. 
C. Hàm số đã cho có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu. 
D. Hàm số đã cho có một điểm cực đại và không có điểm cực tiểu. 

Lời giải. 
Chọn A 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy 

  f x  đổi dấu từ " "  sang " "  khi đi qua điểm 1x  nhưng tại 1x  hàm số  f x  không 

xác định nên 1x  không phải là điểm cực đại. 

  f x  đổi dấu từ " "  sang " "  khi đi qua điểm 2x  suy ra 2x  là điểm cực tiểu của hàm 

số. 

Câu 2: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên sau: 

 

Hàm số  y f x  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 5. . B. 3. . C. 4. . D. 2.  
Lời giải. 

Chọn B 

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy đồ thị hàm số  y f x  cắt trục hoành tại một điểm duy 

nhất 

và đồ thị hàm số  y f x  có hai điểm cực trị suy ra đồ thị hàm số  y f x  có 3  điểm 

cực trị. 

Câu 3: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình bên. Hỏi hàm số có bao nhiêu 

điểm cực trị? 
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A. 0. B. 1. C. 3. D. 2. 
Lời giải. 

Chọn D 
Dễ nhận thấy hàm số có một điểm cực trị là điểm cực tiểu tại 1.x   

Xét hàm số  f x  trên khoảng 
1 1

;
2 2

  
 

, ta có    0f x f  với mọi 
1 1

;0 0;
2 2

x         
   

. Suy ra 0x   là điểm cực đại của hàm số. Vậy hàm số có 2 điểm cực trị. 

Câu 4: Hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình bên. Hỏi hàm số có bao nhiêu 

điểm cực trị? 

 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 0 . 
Lời giải. 

Chọn A 
Dễ nhận thấy đồ thị hàm số có hai điểm cực trị đối xứng nhau qua .Oy  

Vấn đề nằm ở chỗ là điểm có đồ thị gấp khúc có phải là điểm cực trị của đồ thị hàm số hay 
không? Câu trả lời là có  
Vậy hàm số đã cho có 3 điểm cực trị, gồm 2 điểm cực tiểu và 1 điểm cực đại. 

Câu 5: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình bên. Hỏi hàm số có bao nhiêu 

điểm cực trị? 

 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 
Lời giải. 

Chọn D 
Theo định nghĩa cực trị thì từ đồ thị ta nhận thấy hàm số có 5 điểm cực trị. 

x

y

2

-1 O 1



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12  vui lòng liên hệ zalo chính tác giả Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa  và được nhiều ưu đãi. “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 13 

Câu 6: Hàm số  f x  có đạo hàm  f x  trên khoảng K . Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số  f x  

trên khoảng K . Hỏi hàm số  f x  có bao nhiêu điểm cực trị? 

 

A. 0. . B. 1. . C. 2. . D. 4.  

Lời giải. 
Chọn B 

Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình  ' 0f x   chỉ có một nghiệm đơn (cắt trục hoành tại 

một 

điểm) và hai nghiệm kép (tiếp xúc với trục hoành tại hai điểm) nên  'f x  chỉ đổi dấu khi 

qua 

nghiệm đơn. Do đó suy ra hàm số  f x  có đúng một cực trị. 

Nhận xét. Đây là một dạng toán suy ngược đồ thị. 

Dạng 3: Tìm tham số m để hàm số có cực trị, hàm số có cực trị thỏa điều kiện K  

1. Phương pháp 

* Hàm số đạt cực trị tại 0x  thì  0' 0f x   

Đối với hàm bậc ba, ta có thể làm trắc nghiệm như sau: 

- Hàm bậc ba có cực trị (hai điểm cực trị) khi và chỉ khi ' 0y   có hai nghiệm phân biệt ' 0y    

- Hàm bậc ba không có cực trị ' 0y    

- Hàm số đạt cực tiểu tại 0

( ) 0

( ) 0
o

o

f x
x x

f x





 
  


 

- Hàm số đạt cực đại tại 0

( ) 0
x x

( ) 0

f xo

f xo





 
  


 

* Hàm số trùng phương  4 2 , 0y ax bx c a     có 3 điểm cực trị khi 0ab   

* Hàm số trùng phương  4 2 , 0y ax bx c a     có 1 điểm cực trị khi 0ab   

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Tìm m để hàm số  3 2 21
4 3

3
y x mx m x      đạt cực đại tại điểm 3x  . 
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Lời giải. 

Ta có 2 22 4 2 2y x mx m y x m         

Hàm số đạt cực đại tại 3x   thì 

2 1
(3) 0 6 5 0

5

m
y m m

m
 

       
 

Với 1, (3) 2.3 2.1 4 0m y      suy ra 3x   là điểm cực tiểu. 

Với 5, (3) 2.3 2.5 4 0m y       suy ra 3x   là điểm cực đại. 

Ví dụ 2. Cho hàm số 3 2( ) 3 ( 1) 2f x x mx m x     . Tìm m  để hàm số đạt cụcc tiểu tại 2x  . 

Lời giải. 

Tập xác định:   . Ta có 2( ) 3 6 1f x x mx m     . Diều kiện cần để hàm số đạt cực trị 

tại điểm 2x   là (2) 0f   , hay 

12 12 1 0 11 11 1.m m m m         

Thử lại: 

Cách 1. Khi 1m  , ta có 

2( ) 3 6 ,

( ) 6 6,

(2) 0, (2) 12 6 6 0.

f x x x

f x x

f f





 

 

 

    

 

Suy ra hàm số đạt cực tiểu tại diểm 2x  . Vậy 1m   thỏa mản các yêu cầu dề bài. 

Cách 2. Khi 1m  , ta có 

3 2 2 0
( ) 3 2, ( ) 3 6 , ( ) 0

2

x
f x x x f x x x f x

x
  

        
 

 

Hàm số đạt cực đại tiểu tại 2x  . Vậy 1m   thỏa mản yêu cầu đề bài. 

Ví dụ 3. Tìm m  để hàm số 3 2( ) 3 1f x x x mx     có hai điểm cực trị. Gọi 1 2,x x  là hai điểm cực 

trị đó, tìm m  để 2 2
1 2 3x x  . 

Lời giải. 

Ta có: 2( ) 3 6 ,f x x x m x      . Vậy: 
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2( ) 0 3 6 0.f x x x m       

Điều kiện để hàm số có hai diểm cực trị 1 2,x x  là (1) có hai nghiệm phân biệt, hay 

36 12 0m    , tức là 3m  . 

Khi đó 1 2,x x  là hai nghiệm của (1) nên: 

1 2 1 22, .
3

m
x x x x    

Theo giả thiết: 

 22 2
1 2 1 2 1 2

2 2 3
3 2 3 4 3 1

3 3 2

m m
x x x x x x m              

Vậy yêu cầu bài toán là: 
3

2
m  . 

Ví dụ 4. Tìm tất cả giá trị của tham số m  để hàm số  4 22 2 3 2y x m x m      có ba điểm cực 

trị. 
Lời giải 

Ta có:  4 22 2 3 2y x m x m     ;    3 2' 4 4 2 4 2y x m x x x m       

2

0
' 0

2 (1)
x

y
x m
 

  
 

 

Để hàm số có ba điểm cực trị  phương trình ' 0y   có ba nghiệm phân biệt 

 phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt khác 0  2 0 2m m    . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 3 23 6y x mx mx m     có hai điểm cực 

trị. 

A.  0;2m .  B.    ;0 8;m    . 

C.    ;0 2;m    . D.  0;8m . 

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có  2 2' 3 6 6 3 2 2y x mx m x mx m      . 

Để hàm số có hai điểm cực trị 2 2 2 0x mx m     có hai nghiệm phân biệt 

2 0
' 2 0 .

2

m
m m

m


       

 

Câu 2: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để hàm số 3 2 2017
3

m
y x x x     có cực trị. 

A.  ;1m  .  B.    ;0 0;1m   . 

C.    ;0 0;1m   .  D.  ;1m  . 
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Lời giải. 
Chọn D 

Nếu 0m   thì 2 2017y x x   : Hàm bậc hai luôn có cực trị. 

Khi 0m  , ta có 2' 2 1y mx x   . 

Để hàm số có cực trị khi và chỉ khi phương trình 2 2 1 0mx x    có hai nghiệm phân biệt 

0
0 1.

' 1 0

m
m

m


      

 

Hợp hai trường hợp ta được 1m  . 
Nhận xét. Sai lầm thường gặp là không xét trường hợp 0m   dẫn đến chọn đáp án B.  

Câu 3: Tìm các giá trị của tham số m  để hàm số   3 23 2 3y m x mx     không có cực trị. 

A. 3m  . B. 0m  , 3m  . C. 0m  . D. 3m  . 
Lời giải. 

Chọn C 

● Nếu 3m   thì 26 3y x   . Đây là một Parabol nên luôn có một cực trị. 

● Nếu 3m  , ta có   2' 3 3 4y m x mx   . 

Để hàm số có không có cực trị khi ' 0y   có nghiệm kép hoặc vô nghiệm 
2' 4 0 0.m m      

Câu 4: Cho hàm số    3 2 21 1
3 2 2 3 1 4

3 2
y x m x m m x       . Tìm giá trị thực của tham số m  để 

hàm số có hai điểm cực trị là 3x   và 5x  . 
A. 0m  . B. 1m  . C. 2m  . D. 3m  . 

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có    2 2' 3 2 2 3 1y x m x m m      . 

Yêu cầu bài toán ' 0y   có hai nghiệm 3x   hoặc 5x   

   
   

2 2

22

9 3 3 2 2 3 1 0 2 6 4 0
2

2 12 16 025 5 3 2 2 3 1 0

m m m m m
m

m mm m m

               
        

. 

Câu 5: Biết rằng hàm số 3 2y ax bx cx     0a   nhận 1x    là một điểm cực trị. Mệnh đề nào 

sau đây là đúng? 
A. a c b  .  B. 2 0a b  .  
C. 3 2a c b  .  D. 3 2 0a b c   . 

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có 2' 3 2y ax bx c   . 

Hàm số nhận 1x    là một điểm cực trị nên suy ra  ' 1 0y    

3 2 0 3 2a b c a c b       . 
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Câu 6: Biết rằng hàm số 3 23 3y x mx mx     có một điểm cực trị 1 1x   . Tìm điểm cực trị còn 

lại 2x  của hàm số. 

A. 2

1

4
x  . B. 2

1

3
x  . C. 2

1

3
x   . D. 2 2 6.x m    

Lời giải. 
Chọn B 

Ta có 2' 9 2y x mx m   . 

Để hàm số có hai điểm cực trị ' 0y   có hai nghiệm phân biệt 

2 0
' 9 0 .

9

m
m m

m


       

  *  

Theo giả thiết:  ' 1 0 9 3 0 3y m m         (thỏa mãn  * ). 

Với 3m    thì 2

1
' 9 6 3;  ' 0 .1

3

x
y x x y

x

 
    
 


. 

Câu 7: Cho hàm số  3 2 21
4 5

3
y x mx m x      với m  là tham số thực. Tìm tất cả các giá trị 

của m  để hàm số đạt cực tiểu tại điểm 1x   . 
A. 1.m  . B. 3m   . C. 1m  , 3m   . D. 3 1.m    

Lời giải. 
Chọn B 

Ta có  2 2' 2 4y x mx m    . 

Vì 1x    là điểm cực tiểu của hàm số   2 1
' 1 0 2 3 0 .

3

m
y m m

m


          

 

Thử lại ta thấy chỉ có giá trị 3m    thỏa mãn 'y  đổi dấu từ '' ''  sang '' ''  khi qua 1x   . 

Câu 8: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 3 24 12y x mx x    đạt cực tiểu tại 

điểm 2.x    
A. 9.m    B. 2.m   C. 9.m   D. Không có .m  

Lời giải. 
Chọn D 

Đạo hàm   2' 12 2 12f x x mx    và  '' 24 2f x x m  . 

Riêng hàm bậc ba, yêu cầu bài toán tương đương với 
 
 

' 2 0

'' 2 0

f

f

 


 
 

12.4 4 12 0 9

48 2 0 24

m m

m m

    
      

: vô nghiệm. 

Cách trắc nghiệm. Thay ngược đáp án nhưng lâu hơn cách tự luận. 
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Câu 9: Gọi 1 2,  x x  là hai điểm cực trị của hàm số  3 2 2 33 3 1y x mx m x m m      . Tìm các giá 

trị của tham số m  để 2 2
1 2 1 2 7.x x x x    

A. 0m  . B. 
9

2
m   . C. 

1

2
m   . D. 2m   . 

Lời giải. 
Chọn D 

Ta có    2 2 2 2' 3 6 3 1 3 2 1y x mx m x mx m          . 

Do 2 2' 1 1 0,  m m m         nên hàm số luôn có hai điểm cực trị 1 2,  x x . 

Theo định lí Viet, ta có 
1 2

2
1 2

2

1

x x m

x x m

 


 
. 

Yêu cầu bài toán    2 2 2 2
1 2 1 23 7 4 3 1 7 4 2x x x x m m m m             . 

Câu 10: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số   3 22 3f x x x m    có các giá trị 

cực trị trái dấu. 
A. 1m   , 0m  .  B. 0m  , 1.m    
C. 1 0m   .  D. 0 1.m   

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có    
 
 

2
0 0

' 6 6 ; ' 0 .
1 1 1

x f m
f x x x f x

x f m

   
    

    
 

Yêu cầu bài toán  1 0 1 0m m m       . 

Câu 11: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 4 2 22y x mx m m     có ba điểm 

cực trị. 
A. 0.m  . B. 0.m  . C. 0.m  . D. 0.m   

Lời giải. 
Chọn C 

Ta có  3 2

2

0
' 4 4 4 ;  ' 0 .

x
y x mx x x m y

x m


        

 

Để hàm số có ba điểm cực trị  ' 0y   có ba nghiệm phân biệt 0 0.m m     

 

Dạng 4: Viết phương trình đường thẳng đi qua các điểm cực trị 

1. Phương pháp 

Cho hàm số bậc ba 3 3 ( 0)y ax bx cx d a      có đồ thị là ( )C . 

  Bước 1: Thưc hiện phép chia đa thức: 3 2y ax bx cx d     cho 23 2y ax bx c     được thương 

là ( )q x  và phần dư là ( )r x mx n  , ta được: ( ) ( )y y q x r x    

  Bước 2: Đường thẳng ( ) : ( )d y r x mx n    là đương thẳng di qua hai điểm cực trị 
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2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Viết phương trình đường thẳng đi qua diểm ( 1;1)M   và vuông góc với dường thẳng di qua 

diểm cực trị của 3 2( ) : 6 9 2C y x x x    . 

Lời giải. 

Tập xác dịnh:   . 

Ta có: 2 2 1
3 12 9 0 3 12 9 0

3

x
y x x y x x

x
  
           

. 

Bảng biến thiên 

 

Suy ra tọa độ hai diểm cực trị là (1;2), (3; 2) (2; 4)A B AB   


. 

Phương trình dường thẳng d  di qua ( 1;1)M   và vuông góc với AB  là : 2( 1) 4( 1) 0d x y     

: 2 3 0d x y    . 

Ví dụ 2. Cho hàm số 3 23 3 ( 2) 1  (1) (m là tham s? th?c). y x x m m x      

1) Tìm m để hàm số (1) có hai cục̣ trị cùng dấu. 

2) Khi đồ thị hàm số có hai diểm cực trị, hãy viết phương trình dường thẳng di qua hai diểm cực trị 
đó. 

Lời giải. 

1.  Tập xác dịnh:   . Ta có 23 6 3 ( 2)y x x m m     .  

Hàm số (1) có hai cực trị cù̀ng dấu khi và chỉ khi 0y   có hai nghiệm phân biệt cìng dấu, hay 

2 29 9 ( 2) 0 2 1 0 ( 1) 0
( 2;0) \{ 1}.

( 2) 0 ( 2) 0 ( 2;0)
 

m m m m m
m

P m m m m m

                   
         

 

2. Ta có:  

2 2 23 2

2
2

2 2

1
3 6 3 ( 2) 2( 1) ( 1)3 3 ( 2) 1

3 3
3 6 3 ( 2) 0

3 6 3 ( 2) 0

2( 1) ( 1) .

x
y x x m m m x my x x m m x

x x m m
x x m m

y m x m

                       
        

     

 

Vậy đường thẳng di qua hai diểm cực trị là 2 2: 2( 1) ( 1) .y m x m       
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3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 3 22 3 1y x x   
. 
A. 1.y x   B. 1.y x   C. 1.y x    D. 1.y x    

Lời giải. 
Chọn B 

Ta có 2 0 1
6 6 ;  0 .

1 2

x y
y x x y

x y

           
 

Suy ra đồ thị hàm số đã hai điểm cực trị là  0;1A  và  1;2B . 

Khi đó, đường thẳng đi qua hai điểm cực trị chính là đường thẳng AB  có phương trình 
1.y x   

Cách 2. Lấy y  chia cho 'y , ta được 
1 1

1
3 2

y x y x
       
 

. 

Suy ra phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị là phần dư trong phép chia, đó là 
1y x  . 

Câu 2: Cho hàm số 3 23 9y x x x m    . Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị 

của đồ thị hàm số. 
A. 8y x m   .  B. 8 3y x m    .  

C. 8 3y x m    .  D. 8 3y x m    . 

Lời giải. 
Chọn B 

Ta có 2 1 5
' 3 6 9;  ' 0 .

3 27

x y m
y x x y

x y m

    
          

 

Suy ra tọa độ hai điểm cực trị là  1;5A m   và  3; 27B m  . 

Suy ra đường thẳng đi qua hai điểm ,  A B  có phương trình 8 3y x m    . 

Câu 3: Tìm giá trị thực của tham số m  để đường thẳng  : 2 1 3   d y m x m  vuông góc với 

đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 3 23 1  y x x . 

A. 1
.

2
m  B. 3

.
2

m  C. 1
.

4
m  D. 3

.
4

m  

Lời giải. 
Chọn D 

Xét hàm 3 23 1y x x   , có 2' 3 6y x x   

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị 2 1y x    

Đường thẳng  : 2 1 3d y m x m     có một VTCP là  2 1; 1 .dn m  


 

Ycbt   3
. 0 2. 2 1 1 0 .

4AB dn n m m       
 
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Dạng 5. BÀI TẬP DÀNH CHO HỌC SINH ĐIỂM 8+,9+ 

Câu 1. Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên  . Hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ.  

 
Hàm số    23g x f x   đạt cực tiểu tại điểm 

A. 0.x   B. 2.x   C. 2.x    D. 2.x    

Hướng dẫn giải 
Chọn A. 

Phương trình  ' 0f x   có 2 nghiệm bội lẻ là 1, 3.x x                          

Ta có:      2 23 2 . 3 .g x f x x f x
         

Cho   2 2

2 2

0 0

0 3 1 4

3 3 0

x x

g x x x

x x

  
         
    

 

Suy ra   0g x   có 3 nghiệm bội lẻ là 0, 2x x   . 

Vì    3 6. 6 0g f     nên ta có bảng xét dấu  g x  như sau: 

 
Lưu ý: Do các nghiệm đều là nghiệm bội lẻ, nên  'g x đổi dấu khi đi qua mỗi nghiệm ấy. Chính 

vì vậy mà ta chỉ cần biết dấu của một khoảng nào đó sẽ suy ra dấu ở các khoảng còn lại. Do 
hàm số liên tục, nên chỉ cần biết dấu tại 1 điểm, ta sẽ biết dấu ở khoảng chứa điểm đó. 

Ở bài này, ta xét tại điểm  3 2;x   . 

Câu 2. Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên  . Hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. 

 
Số cực trị của hàm số    2 2h x f x x   là 
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                A. 2. B. 4. C. 3. D. 5. 

Hướng dẫn giải 
Chọn C. 

Ta có:      2h 2 2 . 2 .   x x f x x                                                                    

Dựa vào đồ thị, ta có   2

2

1

h 0 2 1

2 3.


     
  

x

x x x

x x

 

Phương trình trên chỉ có 3 nghiệm bội lẻ là 1, 3  x x  nên hàm số  h x  chỉ có 3 điểm 

cực trị. 
Chú ý: Ta chỉ cần quan tâm đến nghiệm bội lẻ, nên trong bài này ta bỏ qua nghiệm x=0 

của phương trình  ' 0f x   (là nghiệm bội chẵn nên đạo hàm không đổi dấu khi qua 

nghiệm này). Ta cũng không cần xét đến phương trình 2 2 1x x    
 

Câu 3.  Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên  , hàm số  2 y f x  có đồ thị như hình 

dưới. Số điểm cực trị của hàm số  y f x  là 

 
A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

Hướng dẫn giải 
Chọn B. 

Ta có số điểm cực trị của hàm số  y f x bằng với số điểm cực trị của  2 y f x . Vì 

hàm số  2 y f x  có 2 điểm cực trị nên hàm số  y f x  có 2 điểm cực trị. 

Câu 4. Cho hàm số  y f x  liên tục trên   có đồ thị  2 y f x  như hình vẽ. Số điểm cực trị 

của hàm số  2 3 4  y f x  là  
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A. 4. B. 5. C. 3. D. 2. 

Hướng dẫn giải 
Chọn A. 

Nhận xét: Số điểm cực trị của hàm số  2 3 4  y f x  bằng với số điểm cực trị của hàm 

số  y f x  và bằng với số điểm cực trị của hàm số  2 y f x . Ta có đồ thị hàm số 

 2 y f x  cắt trục hoành tại 4 điểm phân biệt nên hàm số  2 y f x  có 4 điểm cực 

trị. Vậy hàm số  2 3 4  y f x  có 4 điểm cực trị. 

Câu 5. Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên   và có đồ thị như hình vẽ dưới (chỉ đạt cực trị tại 3 

điểm và cũng chỉ có 3 điểm chung với trục hoành).  

 

Số điểm cực trị của hàm số     2
g x f x     là 

A. 5. B. 4. C. 3. D. 6. 
Hướng dẫn giải 

Chọn A. 

Ta có:      2g x f x . f x .  Cho  
 
 

0
0

0

f x
g x

f x

 
   


 

(1)

(2).
  

Dựa vào đồ thị trên, ta có: 

1

2

(1) 0

x x

x

x x


 
 

 (các nghiệm đều là nghiệm bội lẻ). 

2

(2) 3

0

x

x

x

 
 
 

(trong đó 0x   nghiệm kép,hai nghiệm kia là nghiệm đơn). 

Vậy phương trình   0g x   có 5 nghiệm bội lẻ. 

Do vậy số điểm cực trị của hàm số     2
g x f x     là 5. 

Câu 6. Cho hàm số  y f x có đạo hàm trên  và có đồ thị như hình vẽ bên dưới (chỉ đạt cực trị 

tại 3 điểm và cũng chỉ có 3 điểm chung với trục hoành).  
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Số điểm cực trị của hàm số    g x f f x     là 

A. 6  B. 7 C. 8 D. 9 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Ta có:      . .g x f x f f x       

Cho  
 

 
0

0
0

f x
g x

f f x

 
   

    
 
(1)

(2)
 

Dựa vào đồ thị trên ta có: 

1

2

(1) 0

x x

x

x x


 
 

 (các nghiệm đều là nghiệm bội lẻ). 

 
 
 

1

2

(2) 0

.

f x x

f x

f x x




 
 

 

Phương trình   1f x x  với  1 2; 1x     có 2 nghiệm đơn khác với 3 nghiệm 

1 2; 0;x x x x x   . 

Phương trình   0f x   có 2 nghiệm đơn là 2, 3x x    (khác với 5 nghiệm đơn trên) và 

nghiệm kép 0x  . 

Phương trình   2f x x  với  2 2;3x   có 2 nghiệm đơn khác với tất cả các nghiệm trên. 

     Vậy phương trình   0g x   có tổng cộng 9 nghiệm bội lẻ nên hàm số    g x f f x     

có tổng cộng 9 điểm cực trị. 
Chú ý: Chỉ cần quan tâm đến nghiệm bội lẻ hoặc nghiệm mà đạo hàm đổi dấu khi đi qua 

của phương trình  ' 0f x   

Câu 7. Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có đúng 2 điểm cực trị 1, 1x x    có đồ 

thị như hình vẽ sau: 
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Hỏi hàm số  3 23 6 9 1 2020y f x x x      có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

Do hàm số  y f x  có đúng hai điểm cực trị 1, 1x x    nên phương trình   0f x   có 

hai nghiệm bội lẻ phân biệt 1, 1x x   . 

Ta có:    2 3 2' 3 3 12 9 ' 6 9 1y x x f x x x        

  
 

2

3 2
0

3 2 2

1

33 12 9 0

0 6 9 1 1 1;0

6 9 1 1 3 0.

x

xx x

y x x x x x

x x x x x

 
                         


 

Vì 0y   có các nghiệm lẻ là 0 , 1x x x  và 3x   nên hàm số 

 3 23 6 9 1 2020y f x x x      có tất cả 4 điểm cực trị. 

Câu 8. Cho hàm số  f x  có đạo hàm  22( ) ( 1) 4f x x x x    .Có bao nhiêu giá trị nguyên dương 

của tham số m  để hàm số  2( ) 2 12g x f x x m    có đúng 5 điểm cực trị ? 

A. 18.  B. 17.  C. 16.  D. 19.  
Lời giải. 

Chọn B 

Ta có :  2 2

1
( ) 0 ( 1) 4 0 0

4

x
f x x x x x

x

  
       
 

, trong đó 1x    là nghiệm kép. 

       2 2( ) 2 12 4 12 2 12g x f x x m g x x f x x m          

Xét      24 12 20 12 0x fx x x mg       (*) 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12  vui lòng liên hệ zalo chính tác giả Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa  và được nhiều ưu đãi. “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 26 

 
 

22

22

2 2

33
2 12 1 ( )2 12 1
2 12 12 12 0

2 12 4 2 12 4 2

xx
x x m lx x m
x x mx x m

x x m x x m

  
                
       

 

( Điểm cực trị của hàm số  g x  là nghiệm bội lẻ của phương trình (*) nên ta loại phương 

trình 22 12 1x x m     ). Xét hàm số 22 12y x x   có đồ thị (C) có ' 4 12y x   

Ta có bảng biến thiên 
 

 
Để  g x  có đúng 5 điểm cực trị thì mỗi phương trình    1 ; 2  đều có hai nghiệm phân biệt 

3  
Do đó, mỗi đường thẳng 4y m   và y m   phải cắt đồ thị (C) tại 2 điểm phân biệt có 

hoành độ khác 3. Nhận xét: đường thẳng 4y m   luôn nằm trên đường thẳng y m   . 

Ta có: 18 m    18m  . Vậy có 17  giá trị m  nguyên dương  

Câu 9. Biết rằng hàm số  f x  xác định, liên tục trên   có đồ thị được cho như hình vẽ bên.  

 
Số điểm cực trị của hàm số  5 3 1 20y f f x      là 

A. 6.          B. 5. C. 3. D. 4. 

Hướng dẫn giải 
Chọn D. 

Số điểm cực trị của hàm số  5 3 1 20y f f x      bằng với số điểm cực trị của hàm số 

 3 1y f f x      và cũng bằng với số điểm cực trị của hàm số    g x f f x    . 

Ta có:      .g x f x f f x      . 
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 
 

 
0

0
0

f x
g x

f f x

 
   

    
 
 
 
1

2
 

Dựa vào đồ thị, ta có 

  0
1

2

x

x


  

 (trong đó 0x  và 2x   là nghiệm bội lẻ). 

 
 
 

0
2

2

f x

f x


 


 
 
 
3

4
 

 3 3x   (nghiệm đơn) hoặc 0x   (nghiệm kép). 

  04 3x x    (nghiệm đơn). 

Vậy phương trình   0g x   có 4 nghiệm bội lẻ nên  g x  có 4 điểm cực trị 

Suy ra hàm số  5 3 1 20y f f x       cũng có 4 điểm cực trị. 
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BÀI 3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
1. Định nghĩa 
Cho hàm số. xác định trên tập D.  

 Số M  được gọi là giá trị lớn nhất (GTLN) của hàm số  y f x  trên tập D , nếu   f x M  

với D x  và tồn tại 0 x D  sao cho  0 f x M . Kí hiệu:  
D

max .



x

M f x  

 Số m  được gọi là giá trị nhỏ nhất (GTNN) của hàm số  y f x  trên tập D , nếu   f x m  với 

D x  và tồn tại 0 Dx  sao cho  0 f x m . Kí hiệu:  
D

min .



x

m f x  

2. Định lý 

Hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  ; a b  tồn tại 
 

 
;

max
a b

f x , 
 

 
;

min
a b

f x . 

3. Cách tìm GTLN – GTNN trên một đoạn 

Bước 1: Tìm các điểm 1 2, ,..., nx x x  trên  ;a b  mà tại đó   0 f x  hoặc  f x  không 

xác định. 

Bước 2: Tính          1 2,  ,  ,  ...,  ,  nf a f x f x f x f b . 

Bước 3: Tìm số lớn nhất M  và số nhỏ nhất m  trong các số trên thì 

 
 

 
 

;

;

max

min

 





a b

a b

M f x

m f x
. 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Tìm GTLN, GTNN của hàm số trên  ,a b  

1. Phương pháp 
 Bước 1:   

Hàm số đã cho  y f x  xác định và liên tục trên đoạn   ; .a b   

Tìm các điểm 1 2, ,..., nx x x  trên khoảng  ;a b , tại đó    0f x  hoặc  f x  không xác định. 

 Bước 2:  Tính          1 2, , ,..., , .nf a f x f x f x f b  

 Bước 3:  Khi đó:                
  

 1 2,
max max , ,..., , , .na b

f x f x f x f x f a f b   

                                       
  

 1 2,
min min , ,..., , , .na b

f x f x f x f x f a f b   

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số  3 22 3 12 2y x x x     trên doạn [ 1;2]
. 

Lời giải. 

Ta có: 26 6 12y x x    . 
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2 1
0 6 6 12 0

2

x
x x

x


       

 

Trên doạn [ 1: 2]  ta có: ( 1) 15y   ; (1) 5; (2) 6y y   . 

Vậy [ 1;2]max 15y   tại 1x    và [ 1;2]min 5y    tại 1x  . 

Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
1

y x
x

   trên đoạn 
1

;2
2
 
  

. 

Lời giải. 

Với 0x   ta có: 
2

2 2

1 1
1

x
y

x x
 
   . 

2
2

2

1
0 0 1 0 1.

x
y x x

x
 
          

Trên doạn 
1

: 2
2
 
  

 ta có: 
1 5 5

; (1) 2; (2)
2 2 2

y y y
     
 

. 

Vậy 1
;2

2

5
max

2
y 

  

  tại 
1

2
x   hoặc 2x   và 1

;2
2

min 2y 
  

  tại 1x  . 

Ví dụ 3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2( ) 4 5f x x x    trên doạn [ 2;3] . 

Lời giải. 

Ta có: 
2

2
( )

4 5

x
f x

x x

 


 
. 

2

2
( ) 0 0 2 0 2.

4 5

x
f x x x

x x

 
       

 
 

( 2) 17; (2) 1; (3) 2f f f     

Vậy [ 2;3]max ( ) 17f x   tại 2x    và [ 2;3]min ( ) 1f x   tại 2x  . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số   3 22 4 1f x x x x     trên đoạn  1;3 .  

A. 
 

 
1;3

67
max .

27
f x   B. 

 
 

1;3
max 2.f x   C. 

 
 

1;3
max 7.f x   D. 

 
 

1;3
max 7.f x  

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm    
 

 
2

2 1;3
' 3 4 4 ' 0 .2

1;3
3

x
f x x x f x

x

  
        
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Ta có 

 
 
 

 
 

1;3

1 4

2 7 max 2.

3 2

f

f f x

f

     

 

Cách 2. Sử dụng chức năng MODE 7 và nhập hàm   3 22 4 1f X X X X     với thiết lập 

Start 1, End 3,  Step 0,2 . 

Quan sát bảng giá trị  F X  ta thấy giá trị lớn nhất  F X  bằng 2  khi 3.X  . 

Câu 2: Gọi ,  M m  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số   3 22 3 1f x x x    trên đoạn 

1
2;

2

     
. Tính P M m  . 

A. 5P  . B. 1P  . C. 4P  . D. 5P  . 
Lời giải. 

Chọn D 

Đạo hàm    2

1
0 2;

2
' 6 6  ' 0 .

1
1 2;

2

x

f x x x f x

x

                         

 

Ta có 

 
 

 

 

1
2;

2

1
2;

2

min 52 5

1 0 5.
max 0

1 1
2 2

m f xf

f P M m
M f x

f

     

     

                             

. 

Câu 3: Biết rằng hàm số   3 23 9 28f x x x x     đạt giá trị nhỏ nhất trên đoạn  0;4  tại 0x . Tính 

0 2018.P x   

A. 3.P   B. 2019.P   C. 2021.P   D. 2018.P   
Lời giải. 

Chọn C 

Đạo hàm    
 

 
2

1 0;4
' 3 6 9 ' 0 .

3 0;4

x
f x x x f x

x

          
 

Ta có 

 
 
 

 
 

0;4

0 28

3 1 min 1

4 8

f

f f x

f

     

 khi 03 2021.x x P    . 

Câu 4: Xét hàm số   3 24
2 3

3
f x x x x     trên  1;1 . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số có giá trị nhỏ nhất tại 1x   và giá trị lớn nhất tại 1x  . 
B. Hàm số có giá trị nhỏ nhất tại 1x   và giá trị lớn nhất tại 1x  . 
C. Hàm số có giá trị nhỏ nhất tại 1x   nhưng không có giá trị lớn nhất. 
D. Hàm số không có giá trị nhỏ nhất nhưng có giá trị lớn nhất tại 1x  . 

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm    22' 4 4 1 2 1 0,  .f x x x x x          
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Suy ra hàm số  f x  nghịch biến trên đoạn  1;1  nên có giá trị nhỏ nhất tại 1x   và giá trị 

lớn nhất tại 1x  . 

Câu 5: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số   4 22 5f x x x    trên đoạn  2;2 .  

A. 
 

 
2;2

max 4.f x


 . B. 
 

 
2;2

max 13.f x


  C. 
 

 
2;2

max 14.f x


  D. 
 

 
2;2

max 23.f x


  

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm    
 
 
 

3

0 2;2

' 4 4 ' 0 1 2;2 .

1 2;2

x

f x x x f x x

x

          
   

 

Ta có 

   
   
 

 
 

2;2

2 2 13

1 1 4 max 13.

0 5

f f

f f f x

f


         

. 

Câu 6: Cho hàm số   4 22 4 10f x x x   . Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm 

số trên đoạn  0;2 .  

A. 10;  6.M m    B. 12;  6.M m    

C. 10;  8.M m    D. 12;  8.M m   

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm    
 
 
 

3

0 0;2

' 8 8 ' 0 1 0;2 .

1 0;2

x

f x x x f x x

x

        
  

 

Ta có 

 
 
 

 
 

 
 

0;20;2

0 10

1 12 max 12;  min 6.

2 6

f

f M f x m f x

f

        

. 

Câu 7: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số  
2 3

1
x

f x
x



 trên đoạn  2;4 . 

A. 
 

 
2;4

min 6f x  . B. 
 

 
2;4

min 2f x  . C. 
 

 
2;4

min 3f x  . D. 
 

 
2;4

19
min

3
f x  . 

Lời giải. 
Chọn A 

Đạo hàm  
 

 
 

 
2

2

1 2;42 3
' ' 0 .

3 2;41

xx x
f x f x

xx

           
 

Ta có 
 
 

 
 

 
2;4

2 7

3 6 min 6.

19
4

3

f

f f x

f

     

 

Cách 2: Sử dụng công cụ TABLE (MODE 7). 
Bước 1: Bấm tổ hợp phím MODE 7. 
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Bước 2: Nhập  
2 3

.
1

X
f X

X



 

Sau đó ấn phím   (nếu có  g X  thì ấn tiếp phím  ) sau đó nhập 
Start 2

End 4 .

Step 0.2

   

 

(Chú ý: Thường ta chọn End Start
Step

10
 ) 

Dựa vào bảng giá trị ở trên, ta thấy 
 

   
2;4

min 3 6.f x f  . 

Câu 8: Tập giá trị của hàm số   9
f x x

x
   với  2;4x  là đoạn  ;a b . Tính P b a  . 

A. 6P  . B. 13
2

P  . C. 25
4

P  . D. 1
2

P  . 

Lời giải. 
Chọn D 

Đạo hàm    
 
 

2
2

2 2

3 2;49 9
' 1 ' 0 9 0 .

3 2;4

xx
f x f x x

x x x

              
 

Ta có 

 

 

 
 

 
 

 
2;4 2;4

13
2

2
13

3 6 min 6;  max
2

25
4

4

f

f f x f x

f

       

 

  13 13 1
; 6; 6 .

2 2 2
a b P b a

           
. 

Câu 9: Cho hàm số  
22 1

1
x x

f x
x
 


. Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 

trên đoạn  0;1 .  

A. 2;  1.M m    B. 2;  1.M m    

C. 1;  2.M m    D. 2;  2.M m   

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm  
 

2

2

2 4
'

1

x x
f x

x




. Ta có 
   
 
' 0,  0;1

' 0 0

f x x

f x x

      
. 

Suy ra hàm số  f x  đồng biến trên đoạn  0;1 . 

Vậy  
   

 
   

0;1

0;1

max 1 2
.

min 0 1

M f x f

m f x f

      
 

Câu 10: Cho hàm số   3 1
3

x
f x

x



. Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số trên 

đoạn  0;2 .  

A. 1
5;  .

3
M m    B. 1

;  5.
3

M m    

C. 1
;  5.

3
M m    D. 1

5;  .
3

M m   
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Lời giải. 
Chọn C 

Đạo hàm  
 2

8
'

3
f x

x




. Ta có    ' 0, 0;2f x x   . 

Suy ra hàm số  f x  nghịch biến trên đoạn  0;2 . 

Vậy  
   

 
   

0;2

0;2

1
max 0

3 .
min 2 5

M f x f

m f x f

      

. 

Câu 11: Tìm tập giá trị T  của hàm số   2 2
f x x

x
   với  3;5x  . 

A. 
38 526

;
3 15

T
     

. B. 
38 142

;
3 5

T
     

. C. 
29 127

; .
3 5

T
     

 D. 
29 526

;
3 15

T
     

. 

Lời giải. 
Chọn C 

Đạo hàm      
3

2 2

2 12
' 2 0,  3;5

x
f x x x

x x


      . 

Suy ra hàm số đồng biến trên  3;5  nên 
 

   
 

   
3;5 3;5

29 127
min 3 ;  max 5

3 5
f x f f x f    . 

Vậy tập giá trị của hàm số là đoạn 29 127
; .

3 5

 
 
  

 

Câu 12: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số   2 4 .f x x x     

A. 1.M  . B. 2.M  . C. 3.M  . D. 4.M   

Lời giải. 

Chọn B 

TXĐ:  D 2;4 . 

Đạo hàm      1 1
' 0 3 2;4 .

2 2 2 4
f x f x x

x x
      

 
 

Ta có 

 
 
 

2 2

3 2 2.

4 2

f

f M

f

     

. 

Câu 13: Cho hàm số   2 14 5f x x x    . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại 7.x   

B. Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 2 6.  
C. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại 1.x   

D. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2 3.  

Lời giải. 

Chọn D 

TXĐ:  D 7;5  . 

Đạo hàm      1 1
' 0 1 7;5 .

2 14 2 5
f x f x x

x x
       

 
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Ta có 

 
 
 

 
   

7;5

7 2 3

5 2 6 min 7 2 3.

1 6

f

f f x f

f


        

. 

Câu 14: Tìm giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số   24f x x x  . 

A. 2;  0.M m    B. 2;  2.M m    

C. 2;  2.M m    D. 2;  0.M m   

Lời giải. 
Chọn C 

TXĐ:  D 2;2 .   Đạo hàm  
2 2

2

2 2

4 2
' 4

4 4

x x
f x x

x x

   
 

 

 
 
 

2
2 2;2

' 0 4 2 0 .
2 2;2

x
f x x

x

         
   

 

Ta có 

 
 
 
 

2 0

2 2
2;  2.

2 2

2 0

f

f
M m

f

f

         

. 

Câu 15: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số   22f x x x   . 

A. 2.m  B. 1.m   C. 1.m  D. 2.m   
Lời giải. 

Chọn A 

TXĐ: D 2; 2 .      Đạo hàm  
2

1
2

x
f x

x
  


 

  2
2 22

0
0 1 2 1 2; 2 .

22

xx
f x x x x

x xx

                    
 

Ta có 

 
 
 

2 2

1 2 2.

2 2

f

f m

f

      

. 

Dạng 2: Tìm GTLN, GTNN trên khoảng hoặc nửa khoảng 

1. Phương pháp 
 Bước 1: Tính đạo hàm ( )f x . 

 Bước 2: Tìm tất cả các nghiệm ( ; )ix a b  của phương trình  ( ) 0f x  và tất cả các điểm 

 ( ; )i a b  làm cho ( )f x  không xác định. 

 Bước 3. Tính 


 lim ( )
x a

A f x , 


 lim ( )
x b

B f x , ( )if x , ( )if . 

 Bước 4. So sánh các giá trị tính được và kết luận 
( ; )
max ( )
a b

M f x , 
( ; )
min ( )
a b

m f x .  

Nếu giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) là A  hoặc B  thì ta kết luận không có giá trị lớn nhất (nhỏ nhất).  
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2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 3 2( ) 2 6f x x x x     trên khoảng ( 1:1) . 

Lời giải. 

Tập xác định:   , ta chỉ xét trên khoảng ( 1;1) . 

Đạo hàm: 2

1
3 4 1; 0 1

3

x
y x x y

x
 


    
 


. 

Bảng biến thiên: 

 

Từ bảng biến thiên ta có ( 1;1)

158 1
max

27 3
y y

     
 

. 

Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2

( )
4

x
f x

x



 trên  . 

Lời giải. 

Tập xác định:   , ta chỉ xét trên nửa khoảng 
1

;
2
  

. 

Đạo hàm: 2 3
( ) (1 )(3 5 ); ( ) 0 0, 1,

5
f x x x x f x x x x         . 

 Bảng biến thiên: 

 

1 1
 V?y min ( ) ( 2)  và max ( ) (2) . 

4 4
f x f f x f        

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số   1
f x x

x
   trên khoảng  0; .  

A. 2.m   B. 0.m   C. 2.m   D. 1.m   
Lời giải. 
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Chọn A 

 

Đạo hàm    
 

 
22

2

1
1 1 0;1

' ' 0 .
1 0;1 1

2 2

xxxf x f x
x

x x x
x x

    
     

   
 

Bảng biến thiên 

Từ bảng biến thiên ta tìm được giá trị nhỏ nhất của hàm số là  1 2f  . 

Câu 2: Tìm giá trị nhỏ nhất m  của hàm số   2 2
f x x

x
   trên khoảng  0; .  

A. 1.m   B. 2.m   C. 3.m   D. 4.m   
Lời giải. 

Chọn C 

Đạo hàm        
3

2 2

2 12
2 0 1 0; .

x
f x x f x x

x x


           

Lập bảng biến thiên & dựa vào bảng biến thiên ta thấy 
 

   
0;
min 1 3.f x f


  . 

Câu 3: Gọi CTy  là giá trị cực tiểu của hàm số   2 2
f x x

x
   trên  0; . Mệnh đề nào sau đây 

là đúng? 

A. 
 CT 0;
min .y y


 . B. 

 CT 0;
1 min .y y


  . C. 

 CT 0;
min .y y


 . D. 

 CT 0;
min .y y


  

Lời giải. 
Chọn C 

Đạo hàm      
3

2 2

2 2 2
' 2 ' 0 1 0; .

x
f x x f x x

x x


          

Qua điểm 1x   thì hàm số đổi dấu từ '' ''  sang '' ''  trong khoảng  0; . 

Suy ra trên khoảng  0;  hàm số chỉ có một cực trị và là giá trị cực tiểu nên đó cũng 

chính là giá trị nhỏ nhất của hàm số. Vậy 
 CT 0;
min .y y


 . 

Câu 4: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số   1
f x x

x
   trên  0;3 .  

A. 3.M  . B. 
8

3
M  . C. 

3
.

8
M  . D. 0.m   

Lời giải. 
Chọn B 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12  vui lòng liên hệ zalo chính tác giả Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa  và được nhiều ưu đãi. “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 10 

Đạo hàm    2

1
1 0,  0;3 .f x x

x
       

Suy ra hàm số  f x  đồng biến trên  0;3  nên đạt giá trị lớn nhất tại 3x   và 

 
   

0;3

8
max 3 .

3
f x f  . 

Dạng 3: Dựa vào bảng biến thiên của hàm số  y f x  hoặc đồ thị hàm số. Tìm GTLN, GTNN 

của hàm số 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên sau: 

 
Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Giá trị lớn nhất của hàm số bằng 2. 
B. Giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng 1.  
C. Giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng 1. 
D. Giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng 1  và 1. 

Lời giải. 
Chọn A 
Dựa vào bảng biến thiên nhận thấy: 
●   2, xf x      và  0 2f   nên GTLN của hàm số bằng 2.  

●   1,  f x x     và vì  lim 1
x

f x


  nên không tồn tại 0x   sao cho  0 1f x  , do đó 

hàm số không có GTNN. 
Có thể giải thích cách khác: 'y  đổi dấu qua 0x   và tồn tại  0 2y   nên giá trị lớn nhất 

của hàm số bằng 2 . 

Câu 2: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên như sau: 

 
Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số có đúng một cực trị. 
B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 
C. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ nhất bằng 1 . 
D. Hàm số đạt cực đại tại 0x   và đạt cực tiểu tại 1x  . 
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Lời giải. 
Chọn D 
A sai vì hàm số có 2 điểm cực trị. 
B sai vì hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1 . 
C sai vì hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên  . 
D Đúng. 

Câu 3: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên sau: 

 
Khẳng định nào sau đây là đúng? 
A. Hàm số có hai điểm cực trị. 
B. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 4.  
C. Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 3.  
D. Hàm số có một điểm cực tiểu. 

 
Lời giải. 

Chọn B 
A sai vì hàm số có ba điểm cực trị là 1;  0;  1.x x x    

C sai vì hàm số không có giá trị lớn nhất. 
D sai vì hàm số có hai điểm cực tiểu là 1x   và 1.x  . 

Câu 4: Cho hàm số  y f x  và có bảng biến thiên trên  5;7  như sau: 

 
Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
A. 

 
 

5;7
min 2f x


  và hàm số không đạt giá trị lớn nhất trên  5;7 . 

B. 
 

 
5;7

max 6f x


  và 
 

 
5;7

min 2f x


 . 

C. 
 

 
5;7

max 9f x


  và 
 

 
5;7

min 2f x


 . 

D. 
 

 
5;7

max 9f x


  và 
 

 
5;7

min 6f x


 . 

Lời giải. 
Chọn A 
Dựa vào bảng biến thiên, ta nhận thấy: 
● Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng 2 , đạt tại  1 5;7x    . 
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● Ta có 
   

 
7

lim

9, ;7

9

5

x

f x x

f x


    
 



. Mà  7 5;7   nên không tồn tại  0 5;7x    sao cho  0 9f x 

. Do đó hàm số không đạt GTLN trên  5;7 .  

Vậy 
 

 
5;7

min 2f x


  và hàm số không đạt giá trị lớn nhất trên  5;7 . 

Câu 5: Cho hàm số  y f x  có đồ thị trên đoạn  2;4  như hình vẽ. Tìm giá trị lớn nhất M  của 

hàm số  y f x  trên đoạn  2;4.  

 
A. 2.M   B.  0 .M f  C. 3.M   D. 1.M   

 
Lời giải. 

Chọn C 

 
Từ đồ thị hàm số  y f x  trên đoạn  2;4  ta suy ra đồ thị hàm số  f x  trên  2;4  như 

hình vẽ. 
Do đó 

 
 

2;4
max 3f x


  tại 1.x   

Câu 6: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình bên. Giá trị lớn nhất của hàm số này trên đoạn 

 2;3  bằng: 

A. 2. . B. 3. . C. 4. . D. 5.  
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Lời giải. 
Chọn C 
Nhận thấy trên đoạn  2;3  đồ thị hàm số có điểm cao nhất có tọa độ  3;4 .  

  giá trị lớn nhất của hàm số này trên đoạn  2;3  bằng 4.  

Câu 7: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên  , có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm giá trị 

nhỏ nhất m  và giá trị lớn nhất M  của hàm số  y f x  trên đoạn  2;2 . 

 
A. 5,  0.m M    B. 5,  1.m M    

C. 1,  0.m M    D. 2,  2.m M   

Lời giải. 
Chọn B 
Nhận thấy trên đoạn  2;2  

● Đồ thị hàm số có điểm thấp nhất có tọa độ  2; 5   và  1; 5  

  giá trị nhỏ nhất của hàm số này trên đoạn  2;2  bằng 5.  

● Đồ thị hàm số có điểm cao nhất có tọa độ  1; 1   và  2; 1  

  giá trị lớn nhất của hàm số này trên đoạn  2;2  bằng 1.  

Câu 8: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên 
3

1;
2

    
 và có đồ thị là đường cong như hình vẽ 

bên. Giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số  f x  trên 
3

1;
2

    
 là 

 

A. 4,  1.M m    B. 7
,  1.

2
M m    

C. 4,  1.M m    D. 7
,  1.

2
M m   

Lời giải. 
Chọn C 
Theo định nghĩa max min của hàm số ta suy ra được điều này 
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Câu 9: Cho hàm số  y f x  xác định trên   và có đồ thị như hình bên. Khẳng định nào sau đây 

là sai? 

 
A. Hàm số có hai điểm cực trị. 
B. Hàm số có GTLN là 2 và GTNN là 2.  
C. Hàm số đồng biến trên  ;0  và  2; .  

D. Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị  0;2 & 2; 2 .  

Lời giải. 
Chọn B 
Dựa vào đồ thị suy ra hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất. Chú ý. Học sinh 
thường nhầm tưởng giá trị cực đại là giá trị lớn nhất, giá trị cực tiểu là giá trị nhỏ nhất nên 
chọn B 

Câu 10: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình sau: 

 
(I). Hàm số nghịch biến trên khoảng  0;1 . 

(II). Hàm số đồng biến trên khoảng  1;2 . 

(III). Hàm số có ba điểm cực trị. 
(IV). Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 2.  
Trong các mệnh đề đã cho có bao nhiêu mệnh đề đúng? 
A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải. 
Chọn B 
Xét trên  0;1  ta thấy đồ thị đi xuống (từ trái sang phải) nên hàm số nghịch biến. Do đó (I) 

đúng 
Xét trên  1;2  ta thấy đồ thị đi lên, rồi đi xuống, rồi đi lên. Do đó (II) sai. 

Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy có ba điểm cực trị. Do đó (III) đúng. 
Hàm số không có giá trị lớn nhất trên  . Do đó (IV) sai. 
Vậy có 2  mệnh đề đúng. 
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Dạng 4: Tìm tham số m để hàm số đạt giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

1. Phương pháp 

Ta thường sử dụng kết quả sau 

 Nếu  y f x  đồng biến trên   ;a b  thì 
   
   

  

  

 





;

;

min

max
a b

a b

f x f a

f x f b
. 

 Nếu  y f x  nghịch biến trên   ;a b  thì 
 
 

  

  

 





;

;

min ( )
.

max ( )
a b

a b

f x f b

f x f a
 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1:  Cho hàm số 
1mx

y
x m





 (với m là số thục̣). Tìm m  để hàm số đạt giá trị lớn nhất trên đoạn 

[1;4] bằng 1 . 

Lời giải. 
Tập xác dịnh của hàm số: \{ }m  . 

Ta có: 
2

2

1
0,

( )

m
y x

x m
 
   


  nên hàm số luôn đồng biến trên tìng khoảng xác định của 

nó.  
Do đó hàm số dạt giá trị lớn nhất (nếu có) tại 4x  , tức là 

4 1 5
1 4 1 4 .

4 3

m
m m m

m


      


 

Thử lại ta thấy 
5

3
m   là giá trị thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Ví dụ 2:  Tìm tất cả các giá trị của m  để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2 1

( )
1

x m
f x

x

 



 trên đoạn 

[1;2]  bằng 1 . 

Lời giải. 

Ta có 
2

3
( )

( 1)

m
f x

x
 




. 

Nếu 3m   thì ( ) 2, [1;2]f x x    (không thỏa bài toán). 

Nếu 3m   thì ( ) 0, [1;2]f x x    . Do đó [1;2]

1
min ( ) (1) 1 1

2

m
f x f m


      (nhận). 

Nếu 3m   thì ( ) 0, [1;2]f x x    . Do đó [1;2]

3
min ( ) (2) 1 0

3

m
f x f m


      (loại). 

Vậy 1m  . 

Ví dụ 3: Cho hàm số  ( ) 1f x m x  (m là tham số thực khác 0). Gọi 1 2,m m  là hai giá trị của m thỏa 

mãn   2

[2;5] [2;5]
min ( ) max ( ) 10f x f x m . Tính 1 2m m   

Lời giải. 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12  vui lòng liên hệ zalo chính tác giả Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa  và được nhiều ưu đãi. “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 16 

Với mọi   2;5x có 


'( )
2 1

mf x
x

. Ta thấy dấu của '( )f x phụ thuộc vào dấu của m 

  0m thì ( )f x đơn điệu trên   2;5      
[2;5] [2;5]
min ( ) max ( ) (2) (5) 2f x f x f f m m  

Từ giả thiết ta được 
 

          

2 2 5
10 2 3 10 0 .

2
m

m m m m m
m  

Vậy  1 2 3m m . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số   2 4f x x x m     có giá trị lớn nhất trên 

đoạn  1;3  bằng 10.  

A. 3.m  . B. 6m   . C. 7m   . D. 8m   . 
Lời giải. 

Chọn B 

Đạo hàm      ' 2 4 ' 0 2 1;3 .f x x f x x          

Ta có 

 
 
 

 
   

1;3

1 5

2 4 max 2 4

3 3

f m

f m f x f m

f m


   


     
  

. 

Theo bài ra: 
 

 
1;3

max 10 4 10 6f x m m


       . 

Câu 2: Giá trị lớn nhất của hàm số  
2

1
x m

f x
x



 trên đoạn  0;1  bằng 

A. 
21

2
m . B. 2m . C. 

21
2
m . D. 2.m  

Lời giải. 
Chọn C 

Đạo hàm  
 

 
2

2

1
' 0, 0;1

1

m
f x x

x

   


. 

Suy ra hàm số  f x  đồng biến trên  
 

   
2

0;1

1
0;1 max 1 .

2
m

f x f
    

Câu 3: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2

1

x m
y

x





 trên đoạn  1;0  bằng 

A. 
2 1

2

m 
. B. 2m . C. 

21

2

m
. D. 2.m  

Lời giải. 
Chọn B 

Đạo hàm 
 

 
2

2

1
' 0, 1;0

1

m
y x

x

 
    


. 

Suy ra hàm số  f x  nghịch biến trên  
 

    2

1;0
1;0 min 0f x f m


     . 

Câu 4: Tìm giá trị thực của tham số a  để hàm số   3 23f x x x a     có giá trị nhỏ nhất trên 

đoạn  1;1  bằng 0.  
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A. 2.a  . B. 6a  . C. 0a  . D. 4a  . 
Lời giải. 

Chọn D 

Đạo hàm    
 
 

2
0 1;1

' 3 6 ' 0 .
2 1;1

x
f x x x f x

x

   
      

   
 

Ta có 

 
 
 

 
   

1;1

1 2

0 min 1 4.

1 4

f a

f a f x f a

f a


  


    
  

 

Theo bài ra: 
 

 
1;1

min 0 4 0 4.f x a a


      . 

Câu 5: Cho hàm số    3 2 21 2f x x m x m      với m  là tham số thực. Tìm tất cả các giá trị 

của m  để hàm số có giá trị nhỏ nhất trên đoạn  0;2  bằng 7.  

A. 1m   . B. 7m   . C. 2m   . D. 3m   . 

Lời giải. 
Chọn D 

Đạo hàm   2 2' 3 1 0,  f x x m x      . 

Suy ra hàm số  f x  đồng biến trên  
 

    2

0;2
0;2 min 0 2.f x f m     

Theo bài ra: 
 

  2

0;2
min 7 2 7 3.f x m m       . 

Câu 6: Cho hàm số  
2

8

x m
f x

x





 với m  là tham số thực. Tìm giá trị lớn nhất của m  để hàm số 

có giá trị nhỏ nhất trên đoạn  0;3  bằng 2.  

A. 4m  . B. 5m  . C. 4m   . D. 1m  . 
Lời giải. 

Chọn A 

Đạo hàm 
 

 
2

2

8
' 0,  0;3

8

m
y x

x


   


. 

Suy ra hàm số  f x  đồng biến trên đoạn  
 

   
2

0;3
0;3 min 0 .

8

m
f x f     

Thao bài ra: 
 

 
2

0;3
min 2 2 4

8

m
f x m           giá trị m  lớn nhất là 4.m  . 

Câu 7: Cho hàm số 
1

x m
y

x



 (với m  là tham số thực) thỏa mãn 
   1;2 1;2

16
min max

3
y y  . Mệnh đề nào 

dưới đây là đúng? 
A. 0 2m  . B. 2 4m  . C. 0m . D. 4m . 

Lời giải. 
Chọn D 

Đạo hàm  
 2

1

1

m
f x

x

 


. 
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Suy ra hàm số  f x  là hàm số đơn điệu trên đoạn  1;2  với mọi 1m . 

Khi đó 
   

   
1;2 1;2

1 2 16 5 25
min max 1 2 5

2 3 3 6 6
m m m

y y f f m
           . 

Vậy 5m  là giá trị cần tìm và thỏa mãn điều kiện 4m . 

Dạng 5: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+  

Câu 1. Cho hàm số ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

 
Hàm số ( 1)y f x   có giá trị nhỏ nhất trên đoạn  0;2  bằng 

A. ( 2)f  . B. (2)f . C. (1)f . D. (0)f . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D. 

Đặt   ( 1)g x f x   và đặt     1 , 0;2 0;1 .t x x t       

Lúc đó ta cần tìm giá trị nhỏ nhất của    , 0,1f t t  

Dựa vào bảng biến thiên ta có hàm số ( )f t  có giá trị nhỏ nhất 
 0;1
min ( ) (0).f t f  

Câu 2. Cho hàm số ( )y f x  có đồ thị như hình vẽ sau. Khi đó hàm số 2(2 )y f x   đạt giá trị nhỏ 

nhất trên 0; 2 
   bằng 

A. ( 2)f  . B. (2)f . C. (1)f . D. (0)f . 

 
 

Hướng dẫn giải 

Chọn B. 

Đặt 22t x  . Từ  2 20; 2 0 2 2 2 0 0;2x x x t            . 
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Dựa vào đồ thị, hàm số ( )y f t  có giá trị nhỏ nhất 
 0;2
min ( ) (2).f t f  

Câu 3. Cho hàm số 4 2( )y f x ax bx c     xác định và liên tục trên   và có bảng biến thiên sau 

 

Giá trị nhỏ nhất của hàm số ( 3)y f x   trên đoạn  0;2  là 

A. 64. B. 65. C. 66. D. 67. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C. 

Hàm số có dạng 4 2( )f x ax bx c   . Từ bảng biến thiên ta có 

4 2

'

(0) 3 3 3

(1) 2 2 2 ( ) 2 3

4 2 0 1(1) 0

f c c

f a b c b f x x x

a b af

    
               
      

. 

Đặt    3, 0;2 3;5t x x t     . 

Dựa vào đồ thị, hàm số ( )y f t  đồng biến trên đoạn  3;5 . 

Do đó 
   0;2 3;5
min ( 3) min ( ) (3) 66f x f t f    . 

Câu 4. Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm và liên tục trên . Biết 

rằng đồ thị hàm số '( )y f x  như dưới đây. Lập hàm số 
2( ) ( )g x f x x x   . 

Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( 1) (1)g g  . 

B. ( 1) (1)g g  . 

C. (1) (2)g g . 

D. (1) (2)g g . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D. 
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Ta có ' '( ) ( ) 2 1g x f x x   . 

Từ đồ thị hàm số '( )y f x  và đường thẳng 2 1y x   ta có '( ) 0g x   

'

1

( ) 2 1 1

2

x

f x x x

x

 
    
 

. 

Bảng biến thiên 

 
Dựa vào bảng biến thiên, rõ ràng (1) (2)g g  

 

Câu 5 : Cho hàm số  f x . Biết hàm số  f x  có đồ thị như hình dưới đây. Trên đoạn   4;3 , hàm 

số        
2

2 1g x f x x  đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm? 
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A.  3x . B.  4x . C.  3x . D.  1x . 

Lời giải 
Chọn D 

 Ta có         2 2 1g x f x x . 

                 Giải phương trình:  

          
     

                 


      

3 4;3

0 2 2 1 0 1 1 4;3

4 4;3

x

g x f x x f x x x

x

 

 Tương giao đồ thị như sau 

 

 Bảng biến thiên: 
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 Vậy trên đoạn   4;3 , hàm số  g x  đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm  1x . 

Câu 6: Cho hàm số   4 3 2y f x ax bx cx dx     ,  , , ,a b c d , biết đồ thị hàm số  y f x  

như hình vẽ. 

 

Gọi S  là tập hợp các giá trị của x  sao cho hàm số    
   2

2 2

2 2

f x
g x

f x f x




 
 đạt giá trị 

lớn nhất hoặc đạt giá trị nhỏ nhất. Số phần tử của tập S  là 
A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. 7 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Đặt  f x t , ( ; ], 2t a a    

Ta có    
   2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

f x t
g x

f x f x t t

 
 

   
. 

Đặt   2

2 2

2 2

t
h t

t t




 
, ( ; ], 2t a a   . 

   
 

2

22

2 2 0
' 0

22 2

t t t
h t

tt t

  
     

. 

Ta có bảng biến thiên của hàm số  h t . 

 

Ta có   2

2 2
0 2

2 2

a
h a a

a a


   

 
 nên từ bảng biến thiên suy ra: 
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 
 

 
;

max max 1 2
a

g x h t t


   


 hay   2f x  (phương trình này có 3 nghiệm). 

 
 

 
;

min min 1 0
a

g x h t t


    


 hay   0f x  (phương trình này có 4 nghiệm). 

Vậy có tất cả 7 giá trị của x  sao cho hàm số  g x  đạt giá trị lớn nhất hoặc đạt giá trị nhỏ 

nhất. 

Câu 7: Cho hàm số ( )
1

x m
f x

x





. Số giá trị của m  thỏa mãn 

 
 

 
 

1;2 1;2

16
min max

3
f x f x   là 

A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có: 
   1;2 1;2

16
min ( ) max ( )

3
f x f x   (1). Đặt  

1

x m
h x

x





 có đạo hàm:  

 2

1
'

1

m
h x

x





. 

Nếu 1m   thì 
 

 
 

 
1;2 1;2

min max 1f x f x   (loại) 

Nếu 1m   thì   0, 1h x x     và    1 2
1 ; 2

2 3

m m
h h

 
   

Trường hợp 1:    1 , 2 0h h   khi đó 1m    

Phương trình (1) 
1 2 16

2 3 3

m m 
  5m   (TM) 

Trường hợp 2:    1 , 2 0h h   khi đó 2m    

Phương trình 1 (1) 
1 2 16

2 3 3

m m 
  

39

5
m


   (TM) 

Trường hợp 3:
   1 . 2 0

1 2

2 3

h h

m m



  




 khi đó 
7

1
5

m     

Phương trình (1) 
2 16

3 3

m 
 14m   (không TM) 

Trường hợp 4:
   1 . 2 0

2 1

3 2

h h

m m



  




 khi đó 
7

2
5

m


    

Phương trình (1) 
1 16

2 3

m
  35

3
m    (không TM) 

Vậy 
39

5,
5

m m


   nên có 2 giá trị của m  thỏa mãn. 

Câu 8: Cho hàm  f x  liên tục trên đoạn  4;4  và có bảng biến thiên như hình vẽ bên dưới. 
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Có tất cả bao nhiêu giá trị thực của tham số m  thuộc đoạn  4; 4  để hàm số 

     3 2 3g x f x x f m    có giá trị lớn nhất trên đoạn  1;1  bằng 8 ? 

A. 12 . B. 11. C. 9 . D. 10 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Cách 1: 

Đặt  3 2t f x x  . Vì  1;1x  nên  6;5t  . Khi đó,  g x t n   với  3n f m
.
 

Do đó, 
 

   
1;1

5 8
3

5 6
max max 5 ; 6 8

6 8
2

6 5

n
n

n n
g x n n

n
n

n n



    
       

        

 

Với    3 3. 3 1n f m f m     , suy ra có 5  giá trị của m .
 

Với     2
2 3. 2

3
n f m f m


       , suy ra có 6  giá trị của m .

 

Vậy có 11 giá trị của m
 
thỏa mãn yêu cầu đề bài. 

Cách 2: 

Vì  1;1x  nên  3 33 3 3 6 3 5.x x f x x        . 

Ta có :      3 3 3 8, 1;1f x x f m x           38 3 3 8, 1;1f x x f m x         

   
   

 
3

3

3 8 3
1;1

8 3 3

f x x f m
x

f m f x x

      
   

 
 

 

 

15 8 3
.2

8 3 6
3

f mf m

f m f m

    
       

 

Do đó    
 

 
3

1
max 3 3 8 2

3

f m
f x x f m

f m


      


. 

Với   1,f m  có 5  giá trị của m . Với   2
,

3
f m




 
có 6  giá trị của m . 

Vậy có 11 giá trị của m
 
thỏa mãn yêu cầu đề bài. 
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BÀI 4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG 

1. Định nghĩa 

Cho hàm số  y f x  xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng    ; ,  ;a b   hoặc 

 ;  ). Đường thẳng 0y y được gọi là đường tiệm cận ngang (gọi tắt là tiệm cận ngang) của đồ 

thị hàm số  y f x  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

   0 0 lim ;     lim
x x

f x y f x y
 

   

 

Vi dụ. Cho hàm số 
1

( ) 1f x
x

   xác định trên khoảng (0; ) . 

Đó thị hàm só có tiệm cận ngang 1y   vì 
1

lim ( ) lim 1 1. 
x x

f x
x 

 
   

 
 

II. TIỆM CẬN DỨNG 

Định nghĩa : 

Đường thẳng 0x x  được gọi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt là tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số 

 y f x  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

       
0 0 0 0

  lim ;    lim ;    lim ;    lim
x x x x x x x x

f x f x f x f x
      

         

x

y

y0 H

M

xM

(C)

O
1
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Chú ý: Với đồ thị hàm phân thức dạng   0;  0
ax b

y c ad bc
cx d


   


 luôn có tiệm cận ngang là 

a
y

c
  và tiệm cận đứng .

d
x

c
   

Ví dụ 1. Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị ( )C  của hàm số
1

. 
2

x
y

x





  

Giải 

2

1
lim

2x

x

x


 


 (hoặc 

2

1
lim

2x

x

x


 


 ) nên đường thẳng 2x    là tiệm cận đứng của 

( )C . 

Vì 
1

lim 1
2x

x

x





 nên đường thẳng 1y   là tiệm cận ngang của ( )C . 

Ví dụ 1. Tìm tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
22 1

2 3

x x
y

x

 



. 

Giải 

Vì 
2

3

2

2 1
lim

2 3x

x x

x
  
 

 
 


 (hoăc 

2

3

2

2 1
lim

2 3x

x x

x
  
 

 
 


 ) nên đường thẳng 

3

2
x   là tiệm 

cận đứng của đồ thị hàm số đã cho. 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Dựa vào định nghĩa tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số
 1. Phương pháp 

 Cho hàm số  y f x  xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng    ; ,  ;a b   

hoặc  ;  ). Đường thẳng 0y y được gọi là đường tiệm cận ngang (gọi tắt là tiệm cận 

ngang) của đồ thị hàm số  y f x  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

   0 0 lim ;     lim
x x

f x y f x y
 

   

 Đường thẳng 0x x  được gọi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt là tiệm cận đứng) của đồ thị 

hàm số  y f x  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

       
0 0 0 0

  lim ;    lim ;    lim ;    lim
x x x x x x x x

f x f x f x f x
      

         

x

y

xM

(C)

x0

MH

O
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2. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  có  lim 1



x

f x  và  lim 1


 
x

f x . Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

B. Đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận ngang. 

C. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1y  và 1 y  

D. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1x  và 1 x . 

Lời giải 

Chọn C 

Theo định nghĩa về tiệm cận, ta có: 

 lim 1 1


  
x

f x y  là TCN,  lim 1 1


    
x

f x y  là TCN. 

Câu 2: Cho hàm số  y f x  có  lim 0



x

f x  và  lim


 
x

f x . Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

B. Đồ thị hàm số nằm phía trên trục hoành. 

C. Đồ thị hàm số có một tiệm cận ngang là trục hoành. 

D. Đồ thị hàm số có một tiệm cận đứng là đường thẳng 0.y  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  lim 0 0


  
x

f x y  là TCN. 

Đáp án B sai vì chọn hàm 

1
; 1

2

1
; 1

2

    
  

     

x

x

x

y

x

. Vậy ta chỉ có đáp án C đúng. 

Câu 3: Cho hàm số  y f x có  lim 0



x

f x  và  
0

lim


 
x

f x . Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận đứng. 

B. Trục hoành và trục tung là hai tiệm cận của đồ thị hàm số đã cho. 

C. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận đứng là đường thẳng 0y . 

D. Hàm số đã cho có tập xác định là  D 0,  . 

Lời giải 

Chọn B 

Theo định nghĩa về tiệm cận, ta có: 

 lim 0 0


  
x

f x y  là TCN,  
0

lim 0


  
x

f x x  là TCĐ. 
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Câu 4: Cho hàm số  y f x có  lim 1


 
x

f x  và  
1

lim


 
x

f x . Khẳng định nào sau đây là 

khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 

B. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang. 

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang 1 y  và tiệm cận đứng 1.x  

D. Đồ thị hàm số haitiệm cận ngang là các đường 1 y  và 1.y  

Lời giải 

Chọn C 

Theo định nghĩa về tiệm cận, ta có: 

 lim 1 1
x

f x y


      là TCN,  
1

lim 1
x

f x x


     là TCĐ. 

Câu 5: Cho hàm số  y f x  có  lim 1



x

f x  và    
2 2

lim lim 10.
  

 
x x

f x f x  Khẳng định nào sau 

đây là đúng? 

A. Đồ thị hàm số có một tiệm cận ngang là 1y  và đường thẳng 2x  không phải là tiệm 

cận đứng. 

B. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang 1y  và tiệm cận đứng 2.x  

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang 1y  và tiệm cận đứng 10.x  

D. Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang nhưng có một tiệm cận đứng 2.x  

Lời giải 

Chọn A 

Theo định nghĩa về tiệm cận, ta có: 

 lim 1 1


  
x

f x y  là TCN. 

   
2 2

lim lim 10 0
  

   
x x

f x f x x  không phải là TCĐ. 

Câu 6: Cho hàm số  f x  có tập xác định là    D 3;3 \ 1;1   , liên tục trên các khoảng của tập 

D  và có 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
3 1 1

1 1 3

lim ; lim ; lim ;

lim ; lim ; lim .

  

  

     

  

     

     
x x x

x x x

f x f x f x

f x f x f x
 

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số có đúng hai TCĐ là các đường thẳng 3x    và 3x  . 

B. Đồ thị hàm số có đúng hai TCĐ là các đường thẳng 1x    và 1x  . 

C. Đồ thị hàm số có đúng bốn TCĐ là các đường thẳng 1x   và 3x   . 

D. Đồ thị hàm số có sáu TCĐ. 

Lời giải 

Chọn C 

Câu 7: Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 
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A. Đồ thị hàm số  y f x  có tiệm cận ngang 1y  khi và chỉ khi  lim 1



x

f x  và 

 lim 1



x

f x  

B. Nếu hàm số  y f x  không xác định tại 0x  thì đồ thị hàm số  y f x  có tiệm cận 

đứng 0x x  

C. Đồ thị hàm số  y f x  có tiệm cận đứng 2x  khi và chỉ khi  
2

lim


 
x

f x  và 

 
2

lim


 
x

f x . 

D. Đồ thị hàm số  y f x  bất kì có nhiều nhất hai đường tiệm cận ngang. 

Lời giải 

Chọn D 

A sai vì chỉ cần một trong hai giới hạn  lim 1



x

f x  hoặc  lim 1



x

f x  tồn tại thì đã suy 

ra được tiệm cận ngang là 1y . 

B sai,ví dụ hàm số 3 1 y x  không xác định tại 2 x  nhưng 
 

 
2

lim
 x
f x  và 

 
 

2
lim

 x
f x  không tiến đến vô cùng nên 2 x  không phải là tiệm cận đứng của đồ thị 

hàm số. 

C sai vì chỉ cần tồn tại một trong bốn giới hạn sau: 

       
2 2 2 2

lim , lim , lim , lim
      

       
x x x x

f x f x f x f x . 

D đúng vì chỉ có hai giới hạn    lim , lim
 x x

f x f x . 

Dạng 2: Dựa vào bảng biến thiên của đồ thị hàm số tìm các đường tiệm cận 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên  \ 1 , có bảng biến thiên như sau: 

 
Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 1 y  và tiệm cận ngang 2. x  

B. Đồ thị hàm số có duy nhất một tiệm cận. 

C. Đồ thị hàm số có ba tiệm cận. 

D. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 1 x  và tiệm cận ngang 2. y  

Lời giải 

Chọn D 

Từ bảng biến thiên, ta có: 
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 
 

 
 

1

1

lim
1

lim

x

x

f x
x

f x





 

 

    

 là TCĐ. 
lim 2

2
lim 2

x

x

y
y

y




    
 là TCN. 

Câu 2: Cho hàm số  f x  xác định và liên tục trên  \ 1 ,  có bảng biến thiên như sau: 

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

 
A. Đồ thị hàm số có một đường tiệm cận. 

B. Đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận. 

C. Đồ thị hàm số có hai TCN 2,y 5y  và một TCĐ 1. x  

D. Đồ thị hàm số có bốn đường tiệm cận. 

Lời giải 

Chọn C 

Từ bảng biến thiên, ta có: 

 
 

 
 

1

1

lim

1
lim





 

 

  
   

 


x

x

f x

x
f x

 là TCĐ. 

 lim 5 5


  
x

f x y  là TCN và  lim 2 2


  
x

f x y  là TCN. 

Câu 3: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như sau: 

 

Kết luận nào sau đây đầy đủ về đường tiệm cận của đồ thị hàm số  y f x ? 

A. Đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang 1 y . 

B. Đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang 1y . 

C. Đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang 1 y , tiệm cận đứng 1. x  

D. Đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang 1y , tiệm cận đứng 1. x  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
1

lim 2


  
x

f x  nên đồ thị hàm số không có TCĐ. 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12  vui lòng liên hệ zalo chính tác giả Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa  và được nhiều ưu đãi.  “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 7 

Ta có  lim 1 1


    
x

f x y  là TCN;  lim 1 1


  
x

f x y  là TCN. 

Câu 4: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên như sau: 

 
Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Đồ thị hàm số có một đường tiệm cận đứng. 

B. Hàm số đạt cực tiểu tại 0.x  

C. Giá trị lớn nhất của hàm số là 2.  

D. Hàm số không có cực trị. 

Lời giải 

Chọn A 

Dựa vào bảng biến thiên, ta có nhận xét như sau: 

A đúngvì    
0 0

lim lim 0
  

   
x x

f x f x x  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

B saivì tại 0x  hàm số không xác định. 

C saivì hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 1 trên khoảng  0;  mà không đạt giá trị lớn 

nhất trên khoảng  ;0 . 

D saivì đạo hàm y  đổi dấu từ ''   sang ''   khi đi qua điểm 1 1  x x  là điểm cực 

đại của hàm số. 

Câu 5: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là 3. x  

B. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là 3.x  

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 0.y  

D. Đồ thị hàm số có tất cả hai đường tiệm cận. 

Lời giải 

Chọn D 

Từ bảng biến thiên, ta có: 
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lim 0 0


  
x

y y  là TCN; 

 

 

3

3

lim

3
lim





 

 

 
     

x

x

y

x
y

 là TCĐ; 

3

3

lim
3

lim









 
    

x

x

y
x

y
 là TCĐ. 

Vậy đồ thị hàm số có tất cả ba đường tiệm cận. Do đó D sai. 

Câu 6: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
Hỏi đồ thị hàm số đã cho có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 

Chọn C 

Từ bảng biến thiên, ta có: 

lim 0 0


  
x

y y  là TCN;
 2

lim 2
 

   
x

y x  là TCĐ; 

0
lim 0


  

x
y x  là TCĐ. 

Vậy đồ thị hàm số đã cho có đúng ba đường tiệm cận. 

Câu 7: Cho hàm số  y f x  có bảng biến thiên như sau: 

 
Hỏi đồ thị hàm số đã cho có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1.  B. 2.  C. 3.  D. 4.  

Lời giải 

Chọn B 

Từ bảng biến thiên, ta có: 

lim


 
x

y  đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang; 
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 2
lim 2

 
   

x
y x  là TCĐ; 

1
lim 1


  

x
y x  là TCĐ. 

Vậy đồ thị hàm số đã cho có đúng hai đường tiệm cận. 

Dạng 3: Cho hàm số  y f x . Tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số 

Câu 1: Tìm tọa độ giao điểm của đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2

.
2





x

y
x

 

A.  2;2 . B.  2;1 . C.  2; 2  . D.  2;1 . 

Lời giải 

Chọn D 

TXĐ  D \ 2 .   

Dễ thấy đồ thị hàm số có TCĐ: 2 x  và TCN: 1y . 

Suy ra giao điểm của hai đường tiệm cận là  2;1 . 

Câu 2: Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 4

16

 



x x

y
x

. 

A. 2. B. 3. C. 0. D. 1. 

Lời giải 

Chọn D 

Xét phương trình 2 16 0 4    x x . Ta có: 

  
  

2

24 4 4 4

1 43 4 1
lim lim lim lim 4

16 4 4 4   

   
      

   x x x x

x xx x x
y x

x x x x
 là TCĐ; 

  
  

2

24 4 4 4

1 43 4 1 5
lim lim lim lim 4

16 4 4 4 8   

   
     

   x x x x

x xx x x
y x

x x x x
 không là TCĐ. 

Vậy đồ thị hàm số có duy nhất một tiệm cận đứng. 

Câu 3: Đồ thị hàm số 
2

2

9





x

y
x

 có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 

Chọn C 

TXĐ:  D \ 3 .  Ta có: 

2 23 3 3 3

2 2
lim lim ; lim lim 3

9 9      

 
      

 x x x x

x x
y y x

x x
 là TCĐ; 

2 23 3 3 3

2 2
lim lim ; lim lim 3

9 9      

 
       

 x x x x

x x
y y x

x x
 TCĐ; 
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2 2

2 2

1 2 1 2

lim lim 0; lim lim 0 0
9 9

1 1
   

 
     

 
x x x x

x x x xy y y

x x

 là TCN. 

Vậy đồ thị hàm số có đúng ba tiệm cận. 

Câu 4: Đồ thị hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng? 

A. 
1

.y
x

 B. 
4

1
.

1



y

x
 C. 

2

1
.

1



y

x
 D. 

2

1
.

1


 
y

x x
 

Lời giải 

Chọn A 

Nhận thấy các đáp án B, C, D hàm số có TXĐ: D    nên không có TCĐ. 

Dùng phương pháp loại trừ thì A đúng. 

(Thật vậy; hàm số 
1

y
x

 có 
0 0

1
lim lim 0

  
   

x x
y x

x
 là TCĐ) 

Câu 5: Đồ thị hàm số 

2 1
khi 1

2
khi 1

1

 
 

  

x
x

xy
x

x
x

 có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 

1 1

2
lim lim 1

1  
   

x x

x
y x

x
 là TCĐ; 

2
lim lim 2 2

1 
   

x x

x
y y

x
 là TCN; 

2 1
lim lim 1 1
 


   

x x

x
y y

x
 là TCN. 

Vậy đồ thị hàm số có đúng ba tiệm cận. 

Câu 6: Tìm tất cả các đường tiệm cận của đồ thị hàm số   3 2
.

1


 


x

y f x
x

 

A. Đồ thị hàm số  f x  có đúng một tiệm cận ngang là đường thẳng 3y   và không có 

tiệm cận đứng. 

B. Đồ thị hàm số  f x  không có tiệm cận ngang và có đúng một tiệm cận đứng là đường 

thẳng 1x   . 

C. Đồ thị hàm số  f x  có tất cả hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 3y   , 3y   và 

không có tiệm cận đứng. 
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D. Đồ thị hàm số  f x  không có tiệm cận ngang và có đúng hai tiệm cận đứng là các 

đường thẳng 1x   , 1x  . 

Lời giải 

Chọn C 

TXĐ: D   đồ thị không có tiệm cận đứng. 

Ta có 3 2
lim 3 3

1x

x
y

x

   


 là TCN; 3 2
lim 3 3

1x

x
y

x

   


 là TCN. 

Câu 7: Đồ thị hàm số 
2

2

1

2

x
y

x x




 
 có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1. B. 2. C. 4. D. 3. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2

2

1
lim lim 1 1

2 


   

 x x

x
y y

x x
 là TCN. 

Xét phương trình 2 2
2 0 .

2


      

x
x x

x
 

2

22 2

2

22 2

1
lim lim

2
2

1
lim lim

2

 

 

 

 

 
      

     

x x

x x

x
y

x x
x

x
y

x x

 là TCĐ; 

2

22 2

2

22 2

1
lim lim

2
2

1
lim lim

2

x x

x x

x
y

x x
x

x
y

x x

 

 

 

 

            

 là TCĐ. 

Vậy đồ thị hàm số đã cho có ba đường tiệm cận. 

Câu 8: Cho hàm số 
2

1

1






x
y

x
. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận đứng, không có tiệm cận ngang. 

B. Đồ thị hàm số có đúng hai tiệm cận đứng, không có tiệm cận ngang. 

C. Đồ thị hàm số có đúng hai tiệm cận ngang, không có tiệm cận đứng. 

D. Đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận đứng và một tiệm cận ngang. 

Lời giải 

Chọn C 

TXĐ: D    đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng. 

Ta có: 
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2

2 2

1 1
1 1

1
lim lim lim lim 1 1

1 11 1 1
   

                
  

x x x x

x x
x x x

y y
x x x

x x

 là TCN; 

2

2 2

1 1
1 1

1
lim lim lim lim 1 1

1 11 1 1
   

                  
   

x x x x

x x
x x x

y y
x x x

x x

 là TCN. 

Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng và có đúng hai tiệm cận ngang. 

Câu 9: Đồ thị hàm số 
2

1

4 2 1




 

x
y

x x
 có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 24 2 1 0,     x x x  TXĐ của hàm số D   . Do đó đồ thị hàm số không 

có tiệm cận đứng. 

Xét 
2

1 1 1
lim

2 24 2 1


  

 x

x
y

x x
 là TCN; 

2

1 1 1
lim

2 24 2 1


    

 x

x
y

x x
 là TCN. 

Vậy đồ thị hàm số có đúng hai đường tiệm cận. 

Câu 10: Đồ thị hàm số 
2

1

1

x
y

x





 có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 0 . 

Lời giải 

Chọn C 

TXĐ:    D 1;1 1;    . Ta có: 


    

    

1 1 1

1 1 1

1 1
lim lim lim

1 1 1 1
1

1 1
lim lim lim

1 1 1 1

x x x

x x x

x
y

x x x x
x

x
y

x x x x

  

  

  

  

                  

 là TCĐ; 


           1 1 1

1 1
lim lim lim 1

1 1 1 1       


     

   x x x

x
y x

x x x x
 là TCĐ; 


3 4

2

2

1 1
1

lim lim lim 0 0
11 1

  


    

 
x x x

x x xy y
x

x

 Là TCN. 

Vậy đồ thị hàm số có đúng ba đường tiệm cận. 
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Dạng 4: Bài toán tìm tham số m liên quan đến đường tiệm cận 

Câu 1: Tìm giá trị thực của tham số m  để đồ thị hàm sô 
1

2

mx
y

x m





có đường tiệm cận đứng đi 

qua điểm  1; 2 .M   

A. 2m  . B. 0m  . C. 
1

.
2

m   D. 
2

2
m  . 

Lời giải 

Chọn A 

TXĐ: D \
2

m   
 

 . 

Ta có
2 2

2 2

1
lim lim

2

1 2
lim lim

2

m m
x x

m m
x x

mx
y

x m
m

x
mx

y
x m

 

 

         
   

         
   

    
      

 


 là TCĐ. 

Do đó ycbt 1 2
2

m
m      . 

Câu 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để đồ thị hàm số 
22 5

3

m x
y

x





 nhận đường thẳng 

8y   làm tiệm cận ngang. 

A. 2.m   B. 2.m    C. 2.m    D. 0.m   

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

2 22 5
lim lim 2 2

3x x

m x
y m y m

x 


   


 là TCN. 

Do đó ycbt 22 8 2m m    . 

Câu 3: Biết rằng đồ thị hàm số 
 2 3 5m n x

y
x m n

  


 
 nhận hai trục tọa độ làm hai đường tiệm cận. 

Tính tổng 2 2 2.S m n    

A. 2.S   B. 0.S   C. 1.S    D. 1.S    

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 

 2 3 5
lim lim 2 3 2 3
x x

m n x
y m n y m n

x m n 

  
       

 
 là TCN; 

 
lim

x n m
y x m n

 
     là TCĐ. 
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Từ giả thiết, ta có 2 20 1
2 0.

2 3 0 1

m n m
S m n

m n n

   
          


 

Dạng 5: Bài tập dành cho học sinh điểm 8+, 9+ 

Câu 1. Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có bảng biến thiên như hình vẽ dưới đây. 

 

Tổng số đường tiệm cận của hàm số 
 

1

1
y

f x



 là 

A. 2. B. 3. C. 1. D. 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D. 

Số đường tiệm cận đứng của đồ thị là số nghiệm của phương trình    1 0 1f x f x     . 

Từ bảng biến thiên ta thấy phương trình có hai nghiệm phân biệt nên đồ thị hàm số 
 

1

1
y

f x



 

có hai đường tiệm cận đứng. 

Ta có 
 

1 1 1
lim

1 3 1 4x f x
 

 
; 

 
1 1 1

lim
1 1 1 2x f x
 

 
 nên đồ thị hàm số có hai đường tiệm 

cận ngang là 
1

4
y   và 

1

2
y  . 

Vậy đồ thị hàm số 
 

1

1
y

f x



 có bốn đường tiệm cận. 

Câu 2. Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên như hình vẽ bên 

dưới. 

 

Tổng số tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
 3

1

3
y

f x x


 
 là 

A. 2. B. 4. C. 3. D. 1. 

Hướng dẫn giải 
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Chọn A. 

Đặt 3t x x  , ta có khi x  thì t    và khi x  thì t   . 

Mặt khác ta có 23 1 0,t x x       nên với mọi t  phương trình 3x x t   có duy nhất 

một nghiệm x. 

Số đường tiệm cận đứng của đồ thị là số nghiệm của phương trình 

    3 0 3f t f t     . 

Từ bảng biến thiên ta thấy phương trình có duy nhất một nghiệm nên đồ thị hàm số 

 3

1

3
y

f x x


 
 có một tiệm cận đứng. 

Ta có 
   3

1 1
lim lim 0

33x t f tf x x 
 

 
; 

   3

1 1
lim lim 0

33x t f tf x x 
 

 
 nên đồ thị 

hàm số 
 3

1

3
y

f x x


 
 có một tiệm cận ngang là 0y  . 

Vậy đồ thị có hai đường tiệm cận 

Câu 3. Cho hàm số bậc ba    3 2 , , ,f x ax bx cx d a b c d      có đồ thị như hình vẽ dưới đây. 

 

Đồ thị hàm số    2

1

4 3
g x

f x


 
 có bao nhiêu đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang? 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 5. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C. 

Đặt 24t x  , ta có khi x  thì t   . 

Khi đó    
1

lim lim 0
3x t

g x
f t 

 


 nên 0y   là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số  g x . 

Mặt khác    
2

2 2

2

4 2 6
4 3 0 4 3

04 4

x x
f x f x

xx

     
        

  
 

  Đồ thị hàm số  g x  có ba đường tiệm cận đứng. 

Vậy đồ thị hàm số  g x  có bốn đường tiệm cận. 

Câu 4: Cho đồ thị hàm số  như hình vẽ dưới đây: 3 2y ax bx cx d   
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Đồ thị của hàm số  có bao nhiêu đường tiện cận đứng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 Chọn C 

Xét phương trình . 

Dựa vào đồ thị ta suy ra: 

Phương trình , với  là nghiệm đơn và  là nghiệm kép. 

Suy ra: . 

 Phương trình , các nghiệm đều là nghiệm đơn. 

Suy ra . 

Khi đó:

 

 

 

Vậy đồ thị hàm số  có  đường tiệm cận đứng 

Cách 2: Chọn hàm số . Ta có  

Đồ thị hàm số qua 4 điểm . 

     
2

2

3 2

3 6

x x
g x

f x f x

 




5 4 3 2

   
 
 

2
0

3 6 0
2

f x
f x f x

f x


   



  2
0

1

x
f x

x

 
   

2x   1x 

      2
2 1 , 0f x a x x a   

   
 

0

2 2 1

1

x

f x x m m

x n n

 


      
  

       2 , 0f x ax x m x n a    

    
   

  
     22

1 3 2 1 3 2

3 2 3 2 1

x x x x
g x

f x f x a x x x x m x n

   
 

      

 
      2

3 2
, 0

3 2 1

x
a

a x x x x m x n


 

   

 g x 5

 f x   3 2f x ax bx cx d   

       2;0 , 1;4 , 0;2 , 1;0A B C D 
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suy ra  hay  

 Khi đó: 

 

                Vậy đồ thị hàm số  có  đường tiệm cận đứng 

Câu 5: Cho hàm số bậc ba  có bảng biến thiên như hình bên dưới. 

 

Đồ thị hàm số  có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận đứng và 

tiệm cận ngang 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 Chọn B 

Hàm số  xác định khi  

Ta có  là hàm bậc ba và dựa vảo bảng biến thiên ta có 

. 

 

  

1

0

3

2

a

b

c

d


 
  
 

  3 3 2f x x x  

             
  

    

2 2 2

2 3 3

2 2

3 2 3 2 3 2

3 6 3 2 3 3 2 3

1 3 2

3 2 1 3

x x x x x x
g x

f x f x f x f x x x x x

x x

x x x x

     
  

    

 


  

 g x 5

 y f x

 
 

2 7 3 4 5

1

x x
g x

f x

  




4 3 2 5

 g x

 

5

4
1

x

f x

  

  

 y f x  2 1y a x  

3

3

a
y x ax b   

 
 

3

31 3 33 3 1
1 1 1

1
3

a
a by a

y x x
y a b

a b

                      


 
2 3 5 6

3

2 3 3

2 7 4 5
3

2 7 3 4 5
lim lim lim 0

3 1 13 1 1 1
x x x

x x x x x xg x
x x

x x x

  

    
  

     
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. 

 

 

 

 

 (vì  

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

                  Vậy đồ thị hàm số có tiện cận ngang là  và tiệm cận đứng là  
Câu 6: Cho hàm số bậc ba  có đồ thị như hình vẽ. Hỏi đồ thị hàm số 

 có bao nhiêu đường tiệm cận? 

 
A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 Chọn C 

Điều kiện xác định của hàm số  g x  là . 

0y 

 
 

    
   

2

2

4 8 4 12 7 3 4 5

1 1 2 7 3 4 5

x x f xx x
g x

f x f x x x

    
 

    

    
       

2
4 1 1

1 1 2 7 3 4 5

x f x

f x f x x x

 


    

    
      

2

2

4 1 1

3 3 2 1 2 7 3 4 5

x f x

x x x x x x x

 


      

  
    

4 1

3 3 2 2 7 3 4 5

f x

x x x x x x




     

     0
3 3 2 2 7 3 4 5

3

x
x x x x x x

x


       



5

4
x  

 
 

0

0

lim
0

lim
x

x

g x
x

g x









    
 

 

 
3

3

lim
3

lim
x

x

g x
x

g x









  
  

 

0y  3y 

  3 2f x ax bx cx d   

 
   

2

2

3 2 1x x x
g x

x f x f x

  


  

3 5 6 4

1x 
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Xét phương trình       
2 0x f x f x      . 

Xét phương trình    0f x  có nghiệm kép  và nghiệm đơn . 

Xét phương trình    1f x  có ba nghiệm đơn . Ta thấy 

 
 





  


 

lim

lim
x

x

f x

f x
 

Nên không mất tính tổng quát, ta có 

+    

+    

Do đó: 

  
Khi đó 

+ không tồn tại giới hạn  không là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

 

+ . 

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số . 

    . . 1 0x f x f x       
 

0

0

1

x

f x

f x

 



 

2x  1x 

, 1 2

, 1 2,

, 2

x a a

x b b b a

x c c

  
    
  

  0f x     2
1 2 0x x  

  1f x       0x a x b x c   

 
            

2 2

22

3 2 1 3 2 1

1 2

x x x x x x
g x

x f x f x x x x x a x b x c

     
 

       

 
 

0

0

lim

lim
x

x

g x

g x













 0x 

 g x

 
      

2

2
1 1

3 2 1
lim lim

1 2x x

x x x
g x

x x x x a x b x c  

  
  

    

 1x   g x
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+  

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số . 

+  

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số . 

+  

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số . 

+  

  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số . 

+ . 

  là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số . 

Vậy đồ thị hàm số  có 6 đường tiệm cận. 

Câu 7: Cho hàm trùng phương  có đồ thị như hình vẽ. Hỏi đồ thị hàm số 

 có tổng cộng bao nhiêu tiệm cận đứng? 

 
       

 
       

2

2
2 2

2

2
2 2

3 2 1
lim lim

1 2

3 2 1
lim lim

1 2

x x

x x

x x x
g x

x x x x a x b x c

x x x
g x

x x x x a x b x c

 

 

 

 

   
  

    


          

 2x   g x

 
      

 
      

2

2

2

2

3 2 1
lim lim

1 2

3 2 1
lim lim

1 2

x a x a

x a x a

x x x
g x

x x x x a x b x c

x x x
g x

x x x x a x b x c

 

 

 

 

   
  

    


          

 x a  g x

 
       

 
       

2

2

2

2

3 2 1
lim lim

1 2

3 2 1
lim lim

1 2

x b x b

x b x b

x x x
g x

x x x x a x b x c

x x x
g x

x x x x a x b x c

 

 

 

 

   
  

    


          

 x b  g x

 
       

 
       

2

2

2

2

3 2 1
lim lim

1 2

3 2 1
lim lim

1 2

x c x c

x c x c

x x x
g x

x x x x a x b x c

x x x
g x

x x x x a x b x c

 

 

 

 

   
  

    


          

 x c  g x

 
       

2

2

3 2 1
lim lim 0

1 2x x

x x x
g x

x x x x a x b x c 

  
 

    

 0y   g x

 g x

4 2y ax bx c  

  
   

2 2

2

4 2

2 3

x x x
y

f x f x

 


   
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A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

 Chọn D 

Ta có: . 

Xét . 

Dựa vào đồ thị ta thấy các nghiệm  là các nghiệm kép (nghiệm bội 2). 

Do đó đa thức  có bậc là 8. 

Suy ra . 

Vậy đồ thị hàm số có 4 đường tiệm cận đứng là . 

 

 

 

5 2 3 4

  
   

2 2

2

4 2

2 3

x x x
y

f x f x

 

    

    
   

  
   

2

2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 3

x x x x x x x

f x f x f x f x

    
 

         

   2
2 3 0f x f x     

 
 

1

3

f x

f x

 
   

, 2

0

, 2

2

2

x m m

x

x n n

x

x

  
 
  
 
  

0; 2x x  

   2
2 3f x f x   

  
      

2

2 22 2

2 2

2 2

x x x
y

a x x x x m x n

 


       2

1

2a x x x m x n


  

0, 2, ,x x x m x n   
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BÀI 5. ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ  

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

1. Hàm số  2 0   y ax bx c a  

- Tập xác định:  . 
Trường 

hợp 
Bảng biến thiên Đồ thị 

0a   

 
 

 

0a    

 

 

* Kết luận: Đồ thị hàm số 2y ax bx c    là 1 parabol có đỉnh ;
2 4

b
I

a a

   
 

; trục đối xứng là đường 

thẳng 
2

b
x

a
  . 

+ Bề lõm hướng lên trên nếu 0a  ; bề lõm hướng xuống dưới nếu 0a  . 

2. Hàm số  3 2 0y ax bx cx d a      

- Tập xác định:  . 
- Tính y  tính   của phương trình 0y  . 

Trường 
hợp 

0a   0a   

0   
0y   có 2 

nghiệm 
phân biệt 

1 2,x x . 

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 
0   Bảng biến thiên Bảng biến thiên 

-

4a

+∞ +∞

-b

2a
+∞-∞

y

x

-b

2a

-

4a

O

y

x

I

x

y

-∞ +∞
-b

2a

-∞-∞

-

4a
-b

2a

-

4a

O

y

x

I

+-+ 0 0y'

CT

x2x

y

-∞ +∞x1

+∞

-∞

CĐ

O

y

x

CĐ

-∞

+∞

x1 +∞-∞

y

x x2

CT

y' 00- + -

O

y

x
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Đồ thị 

 

 
Đồ thị 

 

3.  Hàm số 
ax b

y
cx d





 ( 0c   và 0ad bc  ) 

- Tập xác định: \
d

c
  
 

  

- Ta có: 
 2

ad bc
y

cx d

 


 

- Tiệm cận đứng: 
d

x
c

   

- Tiệm cận ngang: 
a

y
c

  

- Đồ thị nhận giao điểm ;
d a

I
c c

  
 

 của hai đường tiệm cận làm tâm đối xứng. 

0ad bc   0ad bc   

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

4. Hàm số trùng phương:  4 2 0y ax bx c a     

- Tập xác định:  . 

x

y

-∞ +∞

+∞
-∞

O

y

x

-∞

+∞

+∞-∞

y

x

O

y

x

++
a

c

y'
-d/cx

y

-∞ +∞

a

c

+∞

-∞

O

y

x-d/c

a/c

I

-∞

+∞a

c

+∞-∞

y

x -d/c
y'

a

c

- -

O

y

x-d/c

a/c
I
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- Ta có:  3 24 2 2 2y ax bx x ax b     . 

Trường 
hợp 

0a   0a   

. 0ab   
Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

. 0ab   
Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

Bảng biến thiên 

 
Đồ thị 

 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1 : Cho đồ thị hàm số. Tìm hàm số 

Câu 1: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

2

-2

y

1
O-1

 
A. 3 3y x x  . B. 3 3y x x   . C. 4 22y x x   . D. 4 22y x x  . 

Lời giải 
Chọn A 

CT

+0
0

CĐ +∞+∞

-
-b

2a +∞-∞

y

x

-b

2a

CT

y' 00- + -

O

y

x

CĐ

-0
0

CĐ

-∞-∞

-
-b

2a +∞-∞

y

x

-b

2a

CT

y' 00+ - +

O

y

x

CT
+∞ +∞

+∞-∞

y

x

O

y

x

x

y

-∞ +∞

-∞-∞
CĐ

O

y

x
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Đặc trưng của đồ thị là hàm bậc ba nên loại C,D.  
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a   nên chỉ có A phù hợp. 

Câu 2: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

y

O

 
A. 2 1y x x    . B. 3 3 1y x x    . C. 4 2 1y x x   . D. 3 3 1y x x    

Lời giải 
Chọn D 
Đặc trưng của đồ thị là hàm bậc ba. Loại đáp án A và C.  
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . 

Câu 3: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

y

-2

-2

-1 O

2

 
A. 3 23 2y x x    .  B. 3 23 2y x x   .  

C. 3 23 2y x x   .  D. 3 23 2y x x    . 

Lời giải 
Chọn B 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Loại đáp án A,D.  

Thấy đồ thị cắt trục hoành tại điểm 1x    nên thay 
1

0

x

y

 
 

 vào hai đáp án B và C, chỉ có 

B thỏa mãn. 

Câu 4: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 
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x

y

1

2

-1 2O

 

A.    2
1 1y x x   .  B.    2

1 1y x x   .  

C.    2
1 2y x x   .  D.    2

1 2y x x   . 

Lời giải 
Chọn C 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Loại đáp án B,D.  
Để ý thấy khi 0x  thì 2y  . Do đó chỉ có đáp án C phù hợp. 

Câu 5: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

y

1

2

1

O
2x 

 
A. 3 1y x   .  B. 3 3 2y x x    .  

C. 3 23 3 2y x x x     . D. 3 2y x   . 

Lời giải 
Chọn D 
Để ý thấy khi 0x   thì 2y   nên ta loại đáp án A.  

Dựa vào đồ thị, suy ra hàm số không có cực trị nên ta loại đáp án B vì 2' 3 3y x    có 

hai nghiệm. 

Đồ thị hàm số đi qua điểm có tọa độ  1;1 , kiểm tra thấy C & D đều thỏa mãn. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm: CASIO3 23 3 2 0 2.x x x x        

Xét phương trình hoành độ giao điểm:  3 32 0 2 1;2x x      . Do đó chỉ có D 

thỏa mãn. 

Câu 6: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 
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x

y

O

2
1

1-1
 

A. 4 22 2   y x x .  B. 4 22 2  y x x .  

C. 4 24 2  y x x .  D. 4 22 3  y x x . 

Lời giải 
Chọn B 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Loại đáp án A.  
Để ý thấy khi 0x   thì 2y   nên ta loại đáp án D.  

Đồ thị hàm số đi qua điểm có tọa độ  1;1  nên chỉ có B thỏa mãn. 

Câu 7: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

-1

O

y

1-1

1

 
A. 4 22 1  y x x .  B. 4 22 4 1   y x x .  

C. 4 22 1   y x x .  D. 4 22 1   y x x . 

Lời giải 
Chọn B 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Loại A.  
Đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 1  nên thể hiện 1c   . Loại D.  

Đồ thị hàm số đi qua điểm có tọa độ  1;1  nên chỉ có B thỏa mãn. 

Câu 8: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 
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x
-1

O

y

1

3

 
A. 4 22 3   y x x .  B. 4 22 3   y x x .  

C. 4 22 3   y x x .  D. 4 22 3  y x x . 

Lời giải 
Chọn A 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Loại D.  
Dựa vào đồ thị thấy khi 0x  thì 3y  . Loại B.  

Hàm số có một cực trị nên ,  a b  cùng dấu. 

Câu 9: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x

O

y

1

 
A. 4 2 2  y x x .  B. 4 2 2  y x x .  

C. 4 2 1  y x x .  D. 4 2 1  y x x . 

Lời giải 
Chọn D 
Dựa vào đồ thị ta thấy khi 0x  thì 1y  . Loại A,B.  

Hàm số có một cực trị nên ,  a b  cùng dấu. 

Câu 10: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

x1
2



1
2

y

O
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A. 
1

.
2 1

x
y

x





 B. 

3
.

2 1

x
y

x





 C. .

2 1

x
y

x



 D. 

1
.

2 1

x
y

x





 

Lời giải 
Chọn C 

Các chi tiết đồ thị hàm số có TCĐ: 
1

2
x    và TCN: 

1

2
y   đều giống nhau. 

Chỉ có chi tiết đồ thị hàm số đi qua gốc tọa độ là phù hợp cho đáp án C.  
Cách 2. Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định tức 

0y  . Kiểm tra ta thấy chỉ có C & D thỏa mãn. 

Đồ thị hàm số đi qua gốc tọa độ  0;0O  nên đáp án C thỏa mãn. 

Câu 11: Cho hàm số   3 2    y f x ax bx cx d  có bảng biến thiên sau: 

 
Đồ thị nào trong các phương án A, B, C, D thể hiện hàm số  y f x ? 

x

y

1

2

-1 O

-2

A

 

x

y

1

2

-1 O

4
B

 
  

x

y

1

-4

-1
O

-2

C

 

x

y

1

2

-1
O

-2

D

 

Lời giải 
Chọn A 
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy: 
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● Khi x thì y . Loại C và D.  

● Tọa độ các điểm cực trị là  1;2  và  1; 2  nên đáp án A là phù hợp. 

Câu 12: Cho hàm số 3 2   y ax bx cx d  có đồ thị như hình bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

1

2

-1 O

-2

 
A. Hàm số có hệ số 0a . 

B. Hàm số đồng biến trên các khoảng  2; 1  và  1;2 . 

C. Hàm số không có cực trị. 
D. Hệ số tự do của hàm số khác 0 . 

Lời giải 
Chọn B 
Hình dáng đồ thị thể hiện 0a  . Do đó A sai. 

Hàm số đồng biến trên các khoảng  ; 1  và  1; . Do đó B đúng. 

Hàm số có hai cực trị. Do đó C sai. 
Đồ thị hàm số đi qua gốc tọa độ nên hệ số tự do của hàm số phải bằng 0 . Do đó D sai. 

Câu 13: Cho các dạng đồ thị (I), (II), (III), (IV) như hình dưới đây: 

x

y

x

y

x

y

x

y

 
Liệt kê tất cả các dạng có thể biểu diễn đồ thị hàm số 3 2   y x bx cx d . 

A. (I). B. (I) và (III). C. (II) và (IV). D. (III) và (IV). 
Lời giải 

Chọn B 

Hàm số 3 2   y x bx cx d  có hệ số của 3x  dương nên loại (II) và (IV). 

Xét 23 2   y x bx c có 2
' 3  y b c . Ta chưa xác định được 2

' 3  y b c  mang dấu gì 

nên có thể xảy ra trường hợp (I) và cũng có thể xảy ra trường hợp (III). 

Câu 14: Cho các dạng đồ thị (I), (II), (III) như hình dưới đây: 
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x

y

 

x

y

 

x

y

 
(I)  (II)  (III) 

Liệt kê tất cả các dạng có thể biểu diễn đồ thị hàm số 3 2   y x bx x d . 

A. (I). B. (I) và (II). C. (III). D. (I) và (IIII). 
Lời giải 

Chọn A 

Hàm số 3 2   y x bx x d  có hệ số của 3x  dương nên loại (II). 

Xét 23 2 1   y x bx có 2
' 3 0,     y b b . Do đó hàm số có hai cực trị. 

Câu 15: Biết rằng hàm số  3 2 0    y ax bx cx d a  có đồ thị là một trong các dạng dưới đây: 

x

y

 

x

y

 

x

y

 

x

y

 
(I) (II) (III) (IV) 

 
Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Đồ thị (I) xảy ra khi 0a  và   0 f x  có hai nghiệm phân biệt. 

B. Đồ thị (II) xảy ra khi 0a  và   0 f x  có hai nghiệm phân biệt. 

C. Đồ thị (III) xảy ra khi 0a  và   0 f x  vô nghiệm hoặc có nghiệm kép. 

D. Đồ thị (IV) xảy ra khi 0a  và   0 f x  có có nghiệm kép. 

Lời giải 
Chọn C 

Dạng 2: Cho bảng biến thiên. Yêu cầu tìm hàm số 

Câu 1: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên như sau? 
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A. 3 23 9 2    y x x x . B. 3 21 2
3

3 3
   y x x x . 

C. 3 23 9 2   y x x x .  D. 3 21 2
3

3 3
    y x x x . 

Lời giải 
Chọn B 
Dựa vào BBT và các phương án lựa chọn, ta thấy: 
Đây là dạng hàm số bậc 3  có hệ số 0a  . Loại A và D.  

Mặt khác, đồ thị hàm số đi qua điểm  1;1  nên loại C.  

Câu 2: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên như sau? 

 
A. 32 6 . y x x   B. 32 6 8.   y x x   

C. 32 6 .  y x x   D. 32 6 8.  y x x  

Lời giải 
Chọn A 
Dựa vào dáng điệu của bảng biến thiên suy ra 0a  . Loại B & C.  
Thử tại 1 4x y    . Thay vào 2 đáp án còn lại chỉ có A thỏa. 

Câu 3: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên như sau sau? 

 
A. 3 23 3 1    y x x x . B. 3 2 2  y x x x .` 

C. 3 23 3 2   y x x x .  D. 3 23 3 2    y x x x . 

Lời giải 
Chọn D 
Dựa vào dáng điệu của bảng biến thiên suy ra 0a  . Loại B & C.  
Thử tại 1 1x y   . Thay vào 2 đáp án còn lại chỉ có D thỏa. 

Câu 4: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên như sau? 
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A. 4 22 1  y x x .  B. 4 22 1   y x x .  

C. 4 22 2  y x x .  D. 4 22 2   y x x . 

Lời giải 
Chọn D 
Dựa vào BBT và các phương án lựa chọn, ta thấy: 
Đây là dạng hàm số trùng phương có hệ số 0a  . Loại A và C.  

Mặt khác, đồ thị hàm số đi qua điểm  0;2  nên loại B.  

Câu 5: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên như sau? 

 

A. 
2

.
1

x
y

x

 



 B. 

2
.

1

x
y

x

 



 C. 

2
.

1

x
y

x

 



 D. 

2
.

1

x
y

x

 



 

Lời giải 
Chọn B 
Dựa vào bảng biến thiên, ta có các nhận xét sau: 
● Hàm số có TCĐ 1x   ; TCN 1y   . Do đo ta loại phương án C & D.  

● Hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định. Thử đáp án A, ta có 
 2

3
' 0

1
y

x


 


 

không thỏa mãn. 

Câu 6: Trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D dưới đây. Hàm số nào có bảng 
biến thiên sau? 

 

A. 
1

1

x
y

x





. B. 

2

1

x
y

x





. C. 

1 2

1

x
y

x





. D. 

2 1

1

x
y

x





. 

Lời giải 
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Chọn C 
Dựa vào BBT và các phương án lựa chọn, ta thấy 
Đây là dạng hàm phân thức hữu tỉ, có tiệm cận đứng là 1x   . Loại A và B.  
Do đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 2y   . 

Dạng 3: Cho bảng biến thiên, đồ thị hàm số . Tìm, xác định dấu các tham số thuộc hàm số 

 y f x  

Câu 1: Cho hàm số   4 2  y f x ax bx  có bảng biến thiên như hình vẽ sau: 

 
Tính giá trị của a  và .b  
A. 1a  và 2. b   B. 2a  và 3. b   

C. 
1

2
a  và 

3
.

2
 b   D. 

3

2
a  và 

5
.

2
 b  

Lời giải 
Chọn A 

Đạo hàm    3 2' 4 2 2 2 .f x ax bx x ax b     

Từ bảng biến thiên ta có 
 
   
1 1 1

2' 1 2 2 0

f a b a

bf a b

           
. 

Câu 2: Hàm số 3 2y ax bx cx d     có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

1

2

-1 O

 
A. 0,  0,  0,  0a b c d    . B. 0,  0,  0,  0a b c d    . 

C. 0,  0,  0,  0a b c d    . D. 0,  0,  0,  0a b c d    . 

Lời giải 
Chọn C 
Đồ thị hàm số thể hiện 0a  ; cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên 0d  . 

Hàm số có CD CT
CD CT

CD CT

0
1 0,  1

. 0

x x
x x

x x

 
     

.  *  
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Ta có 23 2 0.y ax bx c      Do đó  
0

0

2
0 0 0

3* .

0 0 0
3

a

a

b b
b

a a
c c

c
a a





      
     


 

Vậy 0,  0,  0,  0.a b c d     

Câu 3: Hàm số 3 2y ax bx cx d     có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

1-1 O
 

A. 0,  0,  0,  0.a b c d     B. 0,  0,  0,  0.a b c d     

C. 0,  0,  0,  0.a b c d     D. 0,  0,  0,  0.a b c d     

Lời giải 
Chọn A 
Đồ thị hàm số thể hiện 0a  ; cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên 0d  . 

Hàm số có CD CT
CD CT

CD CT

0
1,  1 0

. 0

x x
x x

x x

 
     

.  *  

Ta có 23 2 0.y ax bx c      Do đó  
0

0

2
0 0 0

3* .

0 0 0
3

a

a

b b
b

a a
c c

c
a a





      
     


 

Vậy 0,  0,  0,  0.a b c d     

Câu 4: Hàm số 4 2y ax bx c    có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

O

 
A. 0,  0,  0.a b c     B. 0,  0,  0.a b c     

C. 0,  0,  0.a b c     D. 0,  0,  0.a b c    

Lời giải 
Chọn C 

Đồ thị hàm số thể hiện 0.a  

Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị nên 00 0.aab b    

Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên 0.c  
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Vậy 0, 0, 0.a b c    

Câu 5: Hàm số 4 2y ax bx c    có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

O

 
A. 0,  0,  0.a b c     B. 0,  0,  0.a b c     

C. 0,  0,  0.a b c     D. 0,  0,  0.a b c    

Lời giải 
Chọn B 
Đồ thị hàm số thể hiện 0.a   

Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị nên 0 0.ab b    
Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ âm nên 0.c   
Vậy 0,  0,  0a b c   . 

Câu 6: Hàm số  4 2  0y ax bx c a     có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

x

y

O

 
A. 0,  0,  0.a b c     B. 0,  0,  0.a b c     

C. 0,  0,  0.a b c     D. 0,  0,  0.a b c    

Lời giải 
Chọn A 
Dựa vào dáng điệu đồ thị suy ra 0a  . 

Hàm số có 1 điểm cực trị nên 00 0.aab b    
Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ âm nên 0.c   
Vậy 0,  0,  0.a b c    

Câu 7: Hàm số 
ax b

y
cx d





 với 0a   có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 
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x

y

O

 
A. 0,  0,  0.b c d     B. 0,  0,  0.b c d     

C. 0,  0,  0.b c d     D. 0,  0,  0.b c d    

Lời giải 
Chọn A 
Từ đồ thị hàm số, ta thấy 

● Khi 00 0 0.ab
y x b

a
        

● Khi 00 0 0bb
x y d

d
      . 

Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 00 0.dd
x c

c
      

Vậy 0,  0,  0.b c d    

Câu 8: Hàm số 
bx c

y
x a





 0;a  ,  ,  a b c có đồ thị như hình vẽ bên.Mệnh đề nào sau đây là 

đúng? 

x

y

O

 
A. 0,  0,  0.a b c ab     B. 0,  0,  0.a b c ab     

C. 0,  0,  0.a b c ab     D. 0,  0,  0.a b c ab     

Lời giải 
Chọn A 
Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 0x a  ; tiệm cận ngang 0.y b   

Mặt khác, ta thấy dạng đồ thị là đường cong đi xuống từ trái sang phải trên các khoảng xác 

định của nó nên 
 2 0, 0.
c ab

y x a c ab
x a

       


 

Vậy 0,  0,  0.a b c ab     
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Câu 9: Đường cong ở hình bên là đồ thị hàm số 
ax b

y
cx d





 với ,  ,  ,  a b c d  là các số thực. Mệnh 

đề nào sau đây là đúng? 

x2

1

y

O

 
A. 0, 1.y x      B. 0, 2.y x      

C. 0, 1.y x      D. 0, 2.y x     

Lời giải 
Chọn B 

Dựa vào hình vẽ, ta thấy hàm số 
ax b

y
cx d



 nghịch biến trên mỗi khoảng xác định và đường 

thẳng 2x  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số suy ra 0, 2y x    . 
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BÀI 6. TƯƠNG GIAO CỦA HAI ĐỒ THỊ VÀ TIẾP TUYẾN VỚI ĐỒ THỊ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. TƯƠNG GIAO 

Xét hai đồ thị    : C y f x  và    : D y g x . 

Phương trình hoành độ giao điểm giữa  C  và  D  là:    f x g x .  1  

Số điểm chung giữa  C  và  D  đúng bằng số nghiệm của phương trình  1 . 

 C  và  D  được gọi là tiếp xúc với nhau khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 
   
   

.
 


 

f x g x

f x g x
 

II. TIẾP TUYẾN 

Trên mặt phẳng tọa độ Oxỵ cho đường cong   ,C  Giả sử  C  là đồ thị của hàm số   y f x  và 

  0 0;  ( ).M x f x C  Kí hiệu   ;M x f x  là một điểm di chuyển trên  .C  Đường thẳng 0MM  là 

một cát tuyến của  .C  

 

Nhận xét rằng khi 0x x  thì   ;M x f x  di chuyển trên  C  tới điểm   0 0;  ( )M x f x C và ngược 

lại. Giả sử cát tuyến 0MM  có vị trí giới hạn, kí hiệu là 0M T  thì 0M T  được gọi là tiếp tuyến của 

 C tại 0.M  Điểm 0M  được gọi là tiếp điểm. 

Các dạng phương trình tiếp tuyến và phương pháp giải sẽ được đề cập trong phần bài tập bên dưới 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Dựa vào đồ thị biện luận số nghiệm của phương trình 

1. Phương pháp 

Biện luận số nghiệm của phương trình f (x) m  bằng đồ thị ( khi bài toán cho sãñ đồ thị): ta dưa vào 

sự tinh tiến của đồ thi y m  theo hướng lên hoă̆c xuống trên trục tung. 
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- 1m m  : vô nghiệm. 

- 1 2 : 2m m m   nghiệm - 

2 3 :1m m m   nghiệm. 

- 3 : 2m m  nghiệm. 

- 3 4 : 3m m m   nghiệm. 

- 4 : 2m m  nghiệm. 

- 4 :1m m  nghiệm 

 

 

 
 

Cần lưu ý các phép biến đổi đồ thị 

      1. Dạng 1:  Từ đồ thị    :C y f x  suy ra đồ thị     :C y f x .  

    Ta có:    
 

   
 

    khi  0

  khi  0

f x x
y f x

f x x
  

và  y f x  là hàm chẵn nên đồ thị  C  nhận Oy làm trục đối xứng. 

 Cách vẽ  C  từ  C : 

Giữ nguyên phần đồ thị bên phải Oy của đồ thị    :C y f x . 

Bỏ phần đồ thị bên trái Oy của  C , lấy đối xứng phần đồ thị được giữ qua Oy. 

      2. Dạng 2:  Từ đồ thị    :C y f x  suy ra đồ thị     :C y f x . 

Ta có:      
   

   
 

     khi  0

   khi  0

f x f x
y f x

f x f x
 

 Cách vẽ  C  từ  C : 

Giữ nguyên phần đồ thị phía trên Ox của đồ thị (C):  y f x . 

Bỏ phần đồ thị phía dưới Ox của (C), lấy đối xứng phần đồ thị bị bỏ qua Ox. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1: Cho hàm số 4 22 1y x x    có đồ thị như hình vẽ.  
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Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho phương trình 4 22 2 0x x m     có bốn 
nghiệm thực phân biệt. 

A. 2 1m      B. 2 3m     

C. 0 1m     D. 1 2m   

Lời giải. 

Chọn D. 

Phương trình đã cho tương đương với 4 22 1 1x x m    . Số nghiệm của phương trình là 

số giao điểm của đồ thị hàm số 4 22 1y x x    và đường thẳng 1y m  . 

- Nếu 1 0 1m m     : phương trình vô nghiệm. 

- Nếu 1 0 1m m     : phương trình có 2 nghiệm. 

- Nếu 0 1 1 1 2m m       : phương trình có 4 nghiệm. 

- Nếu 1 1 2m m     : phương trình có 3 nghiệm. 

- Nếu 1 1 2 :m m     phương trình có 2 nghiệm. 

Ví dụ 2: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên đoạn   2; 2  và có đồ thị là đường cong 

trong hình vẽ bên dưới. Các giá trị của tham số m  để phương trình   f x m  có 6 

nghiệm thực phân biệt là 

 

A.  0 2m . B.  0m . C.  2m . D.  0 2m . 

Lời giải. 

 Chọn A 

 

x

y

2

1

-2 -1 2O 1
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Từ đồ thị của hàm số  y f x  ta có phương trình   f x m  có 6  nghiệm thực phân 

biệt khi và chỉ khi  0 2m . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm tất cả các giá trị 

thực của tham số m  để phương trình   2018 0f x m    có duy nhất một nghiệm. 

x

-1
-1

y

1
O

3

 
A. 2015,  2019.m m    B. 2015 2019.m    

C. 2015,  2019.m m    D. 2015,  2019.m m   

Lời giải 
Chọn C 

Phương trình    2018 0 2018 .f x m f x m       Đây là phương trình hoành độ 

giao điểm của đồ thị hàm số  y f x  và đường thẳng 2018y m   (có phương song 

song hoặc trùng với trục hoành). 

Dựa vào đồ thị, ta có ycbt 
2018 3 2015

.
2018 1 2019

m m

m m

   
      

 

Câu 2: Cho hàm số 4 22y x x    có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm tất cả các giá trị thực của tham 

số m  để phương trình 4 22x x m    có bốn nghiệm phân biệt. 

x

2

-1 O

y

1

1
y m

 
A. 0 1.m   B. 0 1.m   C. 1.m  D. 0.m  

Lời giải 
Chọn B 

Phương trình 4 22x x m    là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số 
4 22y x x    và đường thẳng y m  (cùng phương với trục hoành). 

Dựa vào đồ thị ta thấy để phương trình đã cho có bốn nghiệm phân biệt 0 1.m    

Câu 3: Cho hàm số  y f x  xác định trên   và có đồ thị như hình bên. Tìm tất cả các giá trị 

thực của tham số m  để phương trình  f x m  có sáu nghiệm phân biệt. 
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x
-1

O

y
1

-4

-3

 
A. 0 4m  . B. 0 3m  . C. 3 4m  . D. 4 3.m     

Lời giải 
Chọn C 

Trước tiên từ đồ thị hàm số  y f x , ta suy ra đồ thị hàm số  y f x  như hình sau: 

x-1 O

y

1

4

3

y m

 
Dựa vào đồ thị, để phương trình  f x m  có sáu nghiệm phân biệt 3 4.m    

Dạng 2 : Dựa vào bảng biến thiên biện luận số nghiệm của phương trình 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  xác định, liên tục trên   và có bảng biến thiên sau: 

 
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình   1f x m   có đúng hai 

nghiệm. 

A. 2 1.m      B. 0,  1.m m     

C. 2,  1.m m      D. 2,  1.m m     

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình    1 1f x m f x m     . Đây là phương trình hoành độ giao điểm 

của đồ thị hàm số  y f x  và đường thẳng 1y m   (cùng phương với trục hoành). 
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Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy để phương trình đã cho có đúng hai nghiệm khi và chỉ khi 

1 0 1
.

1 1 2

m m

m m

    
      

 

Câu 2: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 1  và liên tục trên từng khoảng xác định, có bảng 

biến thiên như sau: 

 
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để đồ thị hàm số  y f x  cắt đường thẳng 

2 1y m   tại hai điểm phân biệt. 

A. 
3

1 .
2

m   B. 1 2.m   C. 
3

1 .
2

m   D. 
3

1 .
2

m   

Lời giải 

Chọn D 

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy để đồ thị hàm số  y f x  cắt đường thẳng 2 1y m   

tại hai điểm phân biệt 
3

1 2 1 2 1 .
2

m m        

Sai lầm hay gặp là cho 
3

1 2 1 2 1
2

m m      Đáp án C thường được chọn Lí 

do là giá trị của hàm số không bằng 2  mà chỉ tồn tại lim 2
x

y


  và giá trị của hàm số không 

bằng 1 mà chỉ tồn tại 
1

lim 1
x

y


 . 

Câu 3: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên như sau: 

 
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho phương trình  f x m  có đúng hai 

nghiệm. 

A. 2.m    B. 1m   , 2.m    
C. 2.m    D. 1m   , 2.m   
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Lời giải 

Chọn B 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình  f x m  có đúng hai nghiệm khi và chỉ khi 

1
.

2

m

m

 
 

 

Câu 4: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 0 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên như sau: 

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho phương trình  f x m  có ba nghiệm 

phân biệt. 

A. 1 2.m    B. 1 2.m    C. 1 2.m    D. 2.m   
Lời giải 

Chọn B 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình  f x m  có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 

1 2m   . 

Câu 5: Cho hàm số  y f x , xác định trên  \ 1;1 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có 

bảng biến thiên sau: 

 
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  sao cho đường thẳng 2 1y m   cắt đồ thị hàm 

số đã cho tại hai điểm phân biệt. 

A. 2.m     B. 1.m    

C. 2m   , 1.m    D. 2m   , 1.m   

Lời giải 

Chọn D 
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Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy đường thẳng 2 1y m   cắt đồ thị hàm số  y f x  tại 

hai điểm phân biệt khi và chỉ khi 
2 1 3 1

.
2 1 3 2

m m

m m

   
      

 

Nếu yêu cầu bài toán có duy nhất một nghiệm thực 3 2 1 3.m     

Câu 6: Giả sử tồn tại hàm số  y f x  xác định trên  \ 1 , liên tục trên mỗi khoảng xác định 

và có bảng biến thiên như sau: 

 
Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình  f x m  có bốn nghiệm. 

A. 2 0.m    B. 2 0m   , 1.m   C. 2 0.m    D. 2 0.m    

Lời giải 

Chọn C 

Dựa vào bảng biến thiên, phương trình  f x m  có bốn nghiệm khi và chỉ khi 

2 0.m    

Nhận xét. Học sinh rất dễ sai lầm vì cho rằng 2 0.m    Nếu bài toán yêu cầu có hai 

nghiệm 
1

2

m

m


   

, có ba nghiệm 
1

2

m

m


   

, có năm nghiệm 0 1.m   

Câu 7: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 2 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên sau: 

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình   0f x m   có nhiều nghiệm 

thực nhất. 

A.    ; 1 15; .m      B.    ; 15 1; .m      

C.    ; 1 15; .m      D.    ; 15 1; .m      

Lời giải 
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Chọn C 

Phương trình    0f x m f x m     . Đây là phương trình hoành độ giao điểm của 

đồ thị hàm số  y f x  và đường thẳng y m   (cùng phương với trục hoành). 

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy để phương trình đã cho có nhiều nghiệm thực nhất khi và 

chỉ khi 
1 1

.
15 15

m m

m m

    
     

 

Câu 8: Cho hàm số  y f x  xác định trên  \ 1 , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên như sau: 

 

Khẳng định nào dưới đây là sai? 

A. Phương trình  f x m  có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 
1

.
3 4

m

m

 
  

 

B. Hàm số đạt cực đại tại 
 
 

2

2

3 0 3

1 0 1

x x x

x x x

     


    
 

C. Hàm số đồng biến trên khoảng  ;1 .  

D. Đồ thị hàm số  y f x  có ba đường tiệm cận. 

Lời giải 

Chọn C 

Dựa vào bảng biến thiên nhận thấy hàm số đồng biến trên các khoảng  ; 1   và  1;1

. Vì vậy khẳng đinh C là sai. 

Dạng 3: Tương giao của hai đồ thị 

1. Phương pháp 

Xét hai đồ thị    : C y f x  và    : D y g x . 

Phương trình hoành độ giao điểm giữa  C  và  D  là:    f x g x .  1  

Số điểm chung giữa  C  và  D  đúng bằng số nghiệm của phương trình  1 . 
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2. Ví dụ 

Ví dụ 1: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m  sao cho đường thẳng 1y mx   cắt đồ thị 

của hàm số 
3

1

x
y

x





 tại hai điềm phân biệt. 

Lời giải: 

Phương trình hoành độ giao điểm 23
1 4 0

1

x
mx mx mx

x


     


(1) ( 1)x    

Yêu cầu bài toán   Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt khác 1  

2

2

16 0
( ;0) (16; )

( 1) ( 1) 4 0 ( ;0) (16; )
4 0

m m
m

m m m

   
                



 

Ví dụ 2: Cho hàm số 3 23 2y x x    có đồ thị ( )C  và đường thẳng d  qua (1;0)M  và có hệ số góc 

m. Tìm tất cả các giá trị của m để đường thẳng d  cắt ( )C  tại 3 điểm phân biệt có hoành 

độ 1 2 3, ,x x x  thỏa mãn 2 2 2
1 2 3 5x x x   . 

Lời giải: 

Phương trình đường thẳng d qua (1;0)M  và có hệ số góc m là̀ ( 1)y m x   

Phương trình hoành độ giao điềm: 3 23 2 ( 1)x x m x     

 2
2

1
( 1) 2 2 0

2 2 0

x
x x x m

x x m


           

 

Hai đồ thị cắt nhau tại 3 điềm phân biệt (2)  có 2 nghiệm phân biệt khác 1 . 

3 00
3

3 01 2 2 0

m
m

mm

    
           

 

Gọi 1 2 3, , 1x x x   là 3 nghiệm của phương trình (1). 

Theo đinh lí Viet ta có 1 2

1 2

2

2

x x

x x m

 
   

 

Ta có  22 2 2
1 2 3 1 2 1 25 2 1 5 4 2( 2 ) 4 2x x x x x x x m m                 

Vậy 2m   .  

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Biết rằng đường thẳng 2 2y x    cắt đồ thị hàm số 3 2y x x    tại điểm duy nhất có 

tọa độ  0 0;x y . Tìm 0y . 

A. 0 4y  . B. 0 0y  . C. 0 2y  . D. 0 1y   . 

Lời giải 
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Chọn C 

Phương trình hoành độ giao điểm: 32 2 2x x x      

3 3 0 0 2x x x y       . 

Câu 2: Cho hàm số   22 1y x x    có đồ thị  .C  Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.  C  không cắt trục hoành. B.  C  cắt trục hoành tại một điểm. 

C.  C  cắt trục hoành tại hai điểm. D.  C  cắt trục hoành tại ba điểm. 

Lời giải 

Chọn B 

Phương trình hoành độ giao điểm của  C  với trục hoành: 

  22 1 0 2 0 2.x x x x         

Vậy đồ thị hàm số cắt trục hoành tại một điểm. 

Câu 3: Biết rằng đồ thị hàm số 3 23 2 1y x x x     cắt đồ thị hàm số 2 3 1y x x    tại hai điểm 

phân biệt A  và B . Tính độ dài đoạn thẳng .AB  

A. 3.AB   B. 2 2.AB   C. 2.AB   D. 1.AB   
Lời giải 

Chọn D 

Phương trình hoành độ giao điểm: 3 2 23 2 1 3 1x x x x x       

   23 2 1 1
4 5 2 0 1 2 0 .

2 1

x y
x x x x x

x y

   
              

 

Suy ra    1; 1 , 2; 1 1.A B AB     

Câu 4: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số    21y x x mx m    cắt trục 

hoành tại ba điểm phân biệt. 

A.  4; .m    B. 
1 1

; ;0 .
2 2

m
          
   

 

C.  0;4 .m   D.  1 1
; ;0 4; .

2 2
m             

   
 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình hoành độ giao điểm: 

     
2

2

1
1 0 .

0 1

x
x x mx m

x mx m


        
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Ycbt   Phương trình  1  có hai nghiệm phân biệt khác
2

2

1 .1 0
1

4 0

m m

m m

    
   

 

 

1 4
2 1 0 2 1

44 0 2
0 0

m
m

m
mmm m

m m

                    

. 

Câu 5: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để đồ thị hàm số 3 23y x x   cắt đường thẳng 

y m  tại ba điểm phân biệt. 

A.  4;0 .m    B.  0; .m   

C.  ; 4 .m     D.    ; 4 0; .m      

Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm bậc ba 3 23y x x  , có CD2

CT

0 0
' 3 6 ' 0 .

2 4

x y
y x x y

x y

   
     

   
 

Dựa vào dáng điệu của đồ thị hàm bậc ba, ta có ycbt CT CD 4 0.y m y m        

Câu 6: Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để phương trình 3 23 3 1 0x x m     có ba nghiệm 
phân biệt trong đó có đúng hai nghiệm lớn hơn 1. 

A. 
1 5

3 3
m  . B. 

5
1

3
m  . C. 

7
2

3
m  . D. 

4
2

3
m   . 

Lời giải 

Chọn B 

Phương trình 3 23 1 3x x m    . 

Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 3 23y x x  , ta được 

x

-4

-2

y

1O 2 3

1 3y m 

 

Dựa vào đồ thị, ta có ycbt 
5

4 1 3 2 1
3

m m        . 

Chú ý: Sai lầm hay gặp là cho 4 1 3 0m    . 
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Câu 7: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 3 22 3 2 1x x m    có đúng hai 
nghiệm phân biệt: 

A. 
1

2
m   , 1m   .  B. 

1

2
m   , 

5

2
m   .  

C. 
1

2
m  , 

5

2
m  .  D. 1m  , 

5

2
m   . 

Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số   3 22 3f x x x  , có 

    CD2

CT

0 0
' 6 6 ' 0 .

1 1

x y
f x x x f x

x y

   
     

   
 

Dựa vào dạng đặc trưng của đồ thị hàm bậc ba, phương trình đã cho có đúng hai nghiệm 

phân biệt khi CD

CT

12 1 2 1 0
2

2 1 2 1 1
1

m y m m

m y m
m

                

. 

Dạng 4: Phương trình tiếp tuyến tại điểm 

1. Phương pháp: 

 Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại một điểm 

 

 

 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm  0 0 0;M x y  có dạng   

     0 0 0 0 0 0: ' 'y y f x x x y f x x x y         

 Điểm  0 0 0;M x y được gọi là tiếp điểm. 

 0x  là hoành độ tiếp điểm và 0y  là tung độ tiếp điểm. 

 Điểm M Ox  thì tọa độ của M là  ;0M x ; điểm M Oy  thì tọa độ của M  là  0;M y .  
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Chú ý 

 Nếu cho x0 thì tìm  0 0 .y f x   

 Nếu cho y0 thì tìm x0 là nghiệm của phương trình   0  .f x y   

 Tính  '  ' .y f x  Suy ra    0 0'   ' .y x f x   

2. Ví dụ minh họa 

Ví dụ 1: Cho hàm số 
4

2 5
3 ( )

2 2
  

x
y x C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (C) tại 

điểm có hoành độ 1 . 

Lời giải 

Gọi  0 0 0M x ; y (C).  Phương trình tiếp tuyến tại 0M  có dạng:    *
0 0y k x x y   . 

Đạo hàm   3
0 0 0y x 2x 6x    

Theo giả thiết 0x 1 y(1) 0    và k y (1) 4    thay vào  *  ta được phương trình tiếp 

tuyến là 

4( 1) 4 4     y x x  

Ví dụ 2: Cho hàm số: 
3

2( ) 2 3 ( )
3

    
x

y f x x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm 

trên (C)  có hoành độ 0x , với  0'' 6f x . 

Lời giải 

Gọi  0 0 0M x ; y (C)  

Phương trình tiếp tuyến tại 0M  có dạng:    *
0 0y k x x y    

Tính    2
0 0 0 0 0' 4 3; '' 2 4      f x x x f x x  

Theo giả thiết  0 0 0 0

16
6 2 4 6 1 ( 1)''

3
          f x x x y  

  2
0k f x f ( 1) ( 1) 4( 1) 3 8             

Thay vào  *  ta được phương trình tiếp tuyến cần tìm là 

16 8
8( 1) 8

3 3
       y x y x . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên khoảng K  và có đồ thị là đường cong  C

. Viết phương trình tiếp tuyến của  C  tại điểm   ;M a f a ,  a K . 

A.     y f a x a f a   . B.     y f a x a f a   . 
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C.     y f a x a f a   . D.     y f a x a f a   . 

Lời giải 

Chọn A 

Phương trình tiếp tuyến của  C  tại điểm   ;M a f a  có dạng 

    y f a f a x a        y f a x a f a    . 

Câu 2: hàm số 3 3 2y x x     có đồ thị  C . Viết phương trình tiếp tuyến của  C  tại giao điểm 

của  C  với trục tung. 

A. 3 2y x   . B. 3 2y x  . C. 2 1y x  . D. 2 1y x   . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có:    0; 2C Oy A   ;  0 3y  . 

Tiếp tuyến tại  0; 2A   có dạng:  3 0 2 3 2y x x     . 

Câu 3: Gọi M  là giao điểm của trục tung với đồ thị hàm số   2: 1C y x x   . Tiếp tuyến của 

 C  tại M  có phương trình là 

A. 
1

1
2

y x  . B. 
1

1
2

y x   . C. 1y x   . D. 1y x  . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2

2 1

2 1

x
y

x x

 
 

. 

0 0x   
 

0

1
0

2
1

y

y

   
 

 

Phương trình tiếp tuyến của  C  tại điểm  0;1M  có dạng 

 1
0 1

2
y x    

1
1

2
y x   . 

Câu 4. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số 3 22 2019y x x x     tại điểm có hoành độ 

0 1x    là 

A. 8 2016y x  . B. 8 2007y x  . C. 8 2014y x  . D. 8 2023y x  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Với 0 01 2015x y    . Ta có  23 4 1 1 8y x x y       . 
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Tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 0 1x    có phương trình  8 1 2015y x    hay 

8 2023y x  . 

Câu 5. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số  2
4 –y x x  tại điểm  0 1 ; 9M  là 

A. 3 12y x  . B. 3 8y x  . C. 3 3y x  . D. 3 6y x  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có  2 3 2 28 16 3 16 164 –y x x x x x y x x        nên hệ số góc của tiếp tuyến 

cần tìm là:  1 3y  . 

Tiếp tuyến tại điểm  0 1 ; 4M  có phương trình  3 1 9y x    hay 3 6y x  . 

Câu 6. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số 4 22 1y x x    tại điểm có hoành độ 0 2x    

là 
A. 40 80.y x    B. 40 57.y x    C. 40 103y x   . D. 40 25y x    

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Với 0 02 23x y    . Ta có 34 4y x x     2 40y    . 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 0 2x    là  40 2 23y x     hay 

40 57y x   . 

Câu 7. Cho hàm số 4 22 3y x x    có đồ thị  C . Phương trình tiếp tuyến của đồ thị  C  tại 

 1 ; 6M  là 

A. 8 2y x  . B. 8 5y x  . C. 8 8y x  . D. 8 14y x  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có 34 4y x x    

Với 0 01 ( ) (1) 8x y x y     . Phương trình tiếp tuyến của đồ thị  C  tại  1 ;  6M  là

 8 1 6y x    hay 8 2y x  . 

Câu 8. Cho hàm số 
1
2

xy
x





 có đồ thị ( )C . Tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có tung độ bằng 4  là 

A. 3 5y x  . B. 3 13y x   . C. 3 13y x  . D. 3 5y x   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 
Điều kiện 2x  . Hoành độ tiếp điểm là nghiệm của phương trình 
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1 4 1 4( 2) 3
2

x x x x
x


      


 (thỏa mãn) 

Ta có: 2

3 (3) 3
( 2)

y y
x
    


. 

Phương trình tiếp tuyến cần tìm 3( 3) 4y x     hay 3 13y x   . 

Dạng 5 : Tiếp tuyến có hệ số góc 

1. Phương pháp: Viết phương trình tiếp tuyến  của (C): y = f(x), biết  có hệ số góc k cho trước. 

 Cách 1:Tìm toạ độ tiếp điểm. 

  Gọi M(x0; y0) là tọa độ tiếp điểm. Tính f(x0). 

   có hệ số góc k  f (x0) = k (*) 

  Giải phương trình (*), tìm được x0 và tính y0 = f(x0).  

 Lúc đó phương trình tiếp tuyến là    0 0: y f x k x x    . 

 Cách 2: Dùng điều kiện tiếp xúc. 

 

  Phương trình đường thẳng   có dạng: y = kx + m. 

   tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm: 

    
( )

'( )

f x kx m

f x k

  



 (*) 

  Giải hệ (*), tìm được m. Từ đó viết phương trình của   

Chú ý: Hệ số góc k của tiếp tuyến   có thể được cho gián tiếp như sau: 
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 tạo với chiều dương trục hoành góc   thì  k = tan 

  song song với đường thẳng d: y = ax + b thì  k = a  

 vuông góc với đường thẳng d: y = ax + b (a  0) thì  k = 
1

a
  

  tạo với đường thẳng d: y = ax + b một góc  thì  ta sử dụng công thức góc của hai đường 

thẳng hoặc tan
1

k a

ka





  

2. Ví dụ minh họa 

Ví dụ 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
1

1





x

y
x

 (C) có hệ số góc bằng 2 . 

Giải 

Gọi  0 0 0M x ; y (C) . Phương trình tiếp tuyến tại 0M  có dạng:    *
0 0y k x x y   . 

Đạo hàm  
 0 2

0

2

1
 


y x

x
 

Theo giả thiết: 

 
 

  02 2
0 0 0 0 02

00

02
k y x 2 2 2 1 1 2 0

21
 

               

x
x x x x

xx
 

Với 0 0x 0 y 1     và k 2 . Thay vào  *  ta được phương trình tiếp tuyến: 

2( 0) 1 2 1    y x x  

Với 0 0x 2 y 3     và k 2.  Thay vào  * ta được phương trình tiếp tuyến: 

2( 2) 3 2 7    y x x  

Ví dụ 2: Cho hàm số: 3 23 3  y x x x . Viết phương trình tiếp tuyến của (C) biết tiếp tuyến song 

song với đường thẳng có phương trình y 3x . 

Giải 

Gọi  0 0 0M x ; y (C).  Phương trìnhtiếp tuyến tại 0M  có dạng:    *
0 0y k x x y   . 

Tiếp tuyến song song với : y 3x   nên có hệ số góc  0k f x 3   

Do đó: 02 2
0 0 0 0

0

0
3 6 3 3 3 6 0

2


        

x
x x x x

x
 

Với 0x 0  thì 3 2
0y 0 3 0 3 0 0       

Và  0 3 f x  nên pttt là: 0 3(x 0) 3    y y x  (loại vì trùng với   ). 
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Với 0x 2  thì 3 2
0y 2 3.2 3.2 2     và  0f x 3   nên phương trìnhtiếp tuyến là: 

2 3( 2) 3 4     y x y x  

Vậy có một tiếp tuyến thỏa mãn đề bài là: y 3x 4  . 

Ví dụ 3: Cho hàm số 4 2y x x 6    . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị ( C  ). Biết tiếp tuyến 

vuông góc với đường thẳng 
1

1
6

 y x . 

Giải 

Tiếp tuyến   vuông góc 
1

d : 1
6

  y x  Phương trình tiếp tuyến : y 6x b    . 

  tiếp xúc (C)   hệ số có nghiệm: 
4 2

3

16 6

104 2 6

       
      

xx x x b

bx x
 

Vậy   vuông góc d: 
1

1
6

  y x  Phương trình : y 6x b     

  tiếp xúc (C)   hệ sau có nghiệm: 
4 2

3

16 6
.

104 2 6

       
      

xx x x b

bx x
 

Vậy : y 6x 10    . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Biết tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 2 2y ax bx    tại điểm  1; 1A   vuông góc với đường 

thẳng 2 3 0x y   . Tính 2 2a b . 

A. 2 2 10a b  . B. 2 2 13a b  . C. 2 2 2a b   . D. 2 2 5a b   . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có  3 24 2 2 2y ax bx x ax b     . 

Đường thẳng 
1 3

2 3 0 2 3
2 2

          x y y x y x  có hệ số góc 
1

2
k  . 

Suy ra  1 2f      2 2 2 2 1a b a b       . 

 1; 1A  thuộc đồ thị hàm số nên 2 1 1a b a b        

Ta có hệ phương trình: 2 22 1 2
5

1 3

a b a
a b

a b b

   
         

. 

Câu 2: Cho hàm số 3 23 6 5y x x x    . Tiếp tuyến của đồ thị hàm số có hệ số góc nhỏ nhất có 

phương trình là 
A. 3 9y x  . B. 3 3y x  . C. 3 12y x  . D. 3 6y x  . 

Lời giải 
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Chọn D 

Ta có: 23 6 6y x x     2
3 1 3 3x    . Dấu " "  xảy ra khi 1x  9y  . 

Do đó, tiếp tuyến của đồ thị có hệ số góc nhỏ nhất bằng 3 và là tiếp tuyến tại điểm  1;9M

. 

Phương trình tiếp tuyến là:  3 1 9y x   3 6y x   . 

Câu 3: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
3

22 3 1
3

x
y x x     song song với đường thẳng 3 1y x   

có phương trình là 

A. 
29

3
3

y x  .  B. 
29

3
3

y x  , 3 1y x  . 

C. 
29

3
3

y x  .  D. 3 1y x  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Tiếp tuyến song song với đường thẳng 3 1y x   nên có hệ số góc 3k  . 

Ta có 2 4 3y x x     nên có phương trình 2 4 3 3x x    
0

4

x

x


  

. 

+ Với 0x   1y    0;1A  nên phương trình tiếp tuyến là 3 1y x   (loại). 

+ Với 4x   
7

3
y   

7
4;

3
B    
 

 nên có phương trình tiếp tuyến là 
29

3
3

y x   (thỏa 

mãn). 

Câu 4: Cho hàm số 
3

22
4 2

3

x
y x x     , gọi đồ thị của hàm số là  C . Viết phương trình tiếp 

tuyến của  C  có hệ số góc lớn nhất. 

A. 
9 25

2 12
y x  . B. 

25
5

12
y x  . C. 

9 25

4 12
y x  . D. 

7 5

2 12
y x  . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi  d  là tiếp tuyến cần tìm phương trình và 0x  là hoành độ tiếp điểm của  d  với  C  

thì hệ số góc của  d :
2

2
0 0 0 0

9 1 9
'( ) 2 2 4

2 2 2
k y x x x x          

 
; 0

9 1

2 2
k x   . 

Vậy 
9

max
2

k   đạt được khi và chỉ khi 0

1

2
x  . 

Suy ra phương trình tiếp tuyến  d :
9 1 1 9 25

2 2 2 2 12
y x y x

          
   

. 
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Câu 5: Gọi  C  là đồ thị của hàm số 
2

2

x
y

x



. Viết phương trình tiếp tuyến của  C  vuông góc 

với đường thẳng 
4

 1
3

y x  . 

A.   3 7 3 1
: ,

4 2 4 2
d y x y x      . B.   3 3

: , 1
4 4

d y x y x     . 

C.   3 9 3 1
: ,

4 2 4 2
d y x y x    . D.   3 9 3 1

: ,
4 2 4 2

d y x y x      . 

Lời giải 

Chọn D 

Tiếp tuyến  d  của  C  vuông góc đường thẳng 
4

1
3

y x   suy ra phương trình  d  có 

dạng: 
3

4
y x m   . 

 d  tiếp xúc  C  tại điểm có hoành độ 0x  khi hệ 

2
0

0
0

2
0 0

2
0

3

2 4

4 3

(2 ) 4

x
x m

x

x x

x


   


    

 có nghiệm 0x

2
0 0

2
0

4 3

(2 ) 4

x x

x

 
  

 0 06 2x x        3 9 3 1
: ,

4 2 4 2
d y x y x       . 

Câu 6: Gọi  mC  là đồ thị của hàm số 3 22 3( 1) 1y x m x mx m       và  d  là tiếp tuyến của 

 mC  tại điểm có hoành độ 1x   . Tìm m  để  d  đi qua điểm  0;8A . 

A. 0m  . B. 1m  . C. 2m  . D. 3m  . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có 26 6( 1)y x m x m     , suy ra phương trình tiếp tuyến  d  là: 

    '( 1)( 1) ( 1) 12 7 1 3 4 12 7 4 8y y x y m x m y m x m               . 

(0;8) ( ) 8 4 8 0A d m m      . 

Câu 7: Cho hàm số 
2 1

1

x x
y

x

 



 có đồ thị  C . Viết phương trình tiếp tuyến của  C , biết tiếp 

tuyến song song với đường thẳng : 3 4 1 0x y    . 

A. 
3 3

4 4
y x  ;

3
1

4
y x  . B. 

3
3

4
y x  ;

3 5

4 4
y x  . 

C. 
3

9
4

y x  ;
3

7
4

y x  . D. 
3 3

4 4
y x  ;

3 5

4 4
y x  . 

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có 
2

2

2

( 1)

x x
y

x

 


. Gọi 0 0( ; )M x y  là tọa độ tiếp điểm của tiếp tuyến d  với  C  

2 2
0 0 0 0

02
0 0

2 1
: ( )

( 1) 1

x x x x
d y x x

x x

  
  

 
 

Vì d  song song với đường thẳng
3 1

:
4 4

y x   , nên ta có: 

2
20 0
0 0 0 02

0

2 3
2 3 0 1, 3

( 1) 4

x x
x x x x

x


        


. 

  0 1x    phương trình tiếp tuyến: 
3 3

4 4
y x  . 

  0 3x  phương trình tiếp tuyến:
3 5

4 4
y x  . 

Câu 8: Phương trình các tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 23 1y x x    tại các điểm có tung độ bằng 

5  là 
A. 20 35y x  .  B. 20 35y x    và 20 35y x  . 

C. 20 35y x   và 20 35y x   . D. 20 35y x   . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 5y  4 23 4 0x x     2x  
 
 

2 20

2 20

f

f

   
 

 
. 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 

  20 2 5 20 35y x x       , 

  20 2 5 20 35y x x     . 

Câu 9: Có bao nhiêu điểm thuộc đồ thị hàm số 
2 1

1

x
y

x





 thỏa mãn tiếp tuyến với đồ thị có hệ số 

góc bằng 2018 ? 
A. 1. B. 0 . C. Vô số. D. 2 . 

Lời giải 

Chọn B 

Tập xác định  \ 1D  . 

 2
1

0, 1
1

y x
x

    


. 
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Hệ số góc tiếp tuyến tại điểm 0x  trên đồ thị bằng  0 2018y x   
 2

1
2018

1x


 


 vô 

nghiệm. 

Vậy không có tiếp tuyến nào của đồ thị hàm số có hệ số góc bằng 2018 . 

Dạng 6 : Phương trình tiếp tuyến đi qua 

1. Phương pháp: Viết phương trình tiếp tuyến  của    :C y f x , biết  đi qua điểm ( ; )A AA x y . 

 

Cách 1: Tìm toạ độ tiếp điểm. 

   Gọi M(x0; y0) là tiếp điểm. Khi đó: y0 = f(x0), y0 = f (x0). 

   Phương trình tiếp tuyến : y – y0 = f (x0).(x – x0) 

   đi qua ( ; )A AA x y nên: yA – y0 = f (x0).(xA – x0) 

  (2) 

   Giải phương trình (2), tìm được x0. Từ đó viết phương trình của . 

Cách 2: Dùng điều kiện tiếp xúc. 

  Phương trình đường thẳng  đi qua ( ; )A AA x y và có hệ số góc k:  

   A Ay y k x x    

   tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm: 

  
( ) ( )

'( )
A Af x k x x y

f x k

   



  (*) 

   Giải hệ (*), tìm được x  (suy ra k ). Từ đó viết phương trình tiếp tuyến . 

2. Ví dụ: 

Ví dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến của  C :  

1. 
3

2 3 1
3

   
x

y x x  đi qua điểm 
1

0;
3

 
 
 

A  

2. 4 24 3   y x x  đi qua điểm cực tiểu của đồ thị.  
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Lời giải. 

1. Ta có: 2 2 3   y x x  

Phương trình tiếp tuyến d  của  C  có dạng : 0 0 0( )( ) ( )  y y x x x y x   

( trong đó 0x là hoành độ tiếp điểm của d  với  C ) 

3
2 2 2 3 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
( 2 3)( ) 3 1 ( 2 3) 1

3 3
             

x
y x x x x x x x x x x x  

3 2 3 2
0 0 0 0 0

1 1 2
0; 1 2 3 4 0 2.

3 3 3
              
 

A d x x x x x  

Suy ra phương trình tiếp tuyến cần tìm là  
1

y 3x
3

  . 

2. Điểm cực tiểu của  C  là  A 0; 3 .  

Phương trình tiếp tuyến d  của  C  có dạng : 0 0 0( )( ) ( )  y y x x x y x   

( trong đó 0x là hoành độ tiếp điểm của d  với  C ) 

3 4 2
0 0 0 0 0( 4 8 )( ) 4 3      y x x x x x x  3 4 2

0 0 0 0( 4 8 ) 3 4 3     x x x x x  

4 2 4 2
0 0 0 0(0; 3) 3 3 4 3 3 4 0         A d x x x x 0 0 x  hoặc 0

2

3
 x  

Với 0 0x  thì phương trình d: y 3   

Với 0

2

3
 x  thì phương trình d: 

16 59
y

93 3
  x  

Với 0

2

3
x  thì phương trình d: 

16 59
y

93 3
 x  

Vậy, tiếp tuyến cần tìm là: y 3  ,
16 59

y
93 3

  x ,
16 59

y
93 3

 x  

3. Bài tập trắc nghiêm 

Câu 1. Cho hàm số 3 23 6 1y x x x     có đồ thị  C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị 

 C  biết tiếp tuyến đi qua điểm (0 ;1)N . 

A. 
33 11
4

y x   . B. 
33 12
4

y x   . C. 
33 1
4

y x   . D. 
33 2
4

y x   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Gọi  3 2
0 0 0 0; 3 6 1M x x x x    là tọa độ tiếp điểm. Ta có: 23 6 6y x x    . 
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Phương trình tiếp tuyến với  C  tại M  có dạng: 

2 3 2
0 0 0 0 0 0(3 6 6)( ) 3 6 1y x x x x x x x        . 

Tiếp tuyến đi qua (0 ;1)N 2 3 2
0 0 0 0 0 01 (3 6 6)( ) 3 6 1x x x x x x        

3 2
0 0 02 3 0 0x x x      hoặc 0

3
2

x   . 

Với 0 0x  , suy ra phương trình tiếp tuyến: 6 1y x   . 

Với 0
3
2

x   , suy ra phương trình tiếp tuyến: 
33 1
4

y x   . 

Câu 2. Cho hàm số 3 23 2y x x   . Có tất cả bao nhiêu tiếp tuyến của đồ thị hàm số đi qua 

điểm  1;0A  

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Gọi  3 2
0 0 0; 3 2M x x x   là tọa độ tiếp điểm. Ta có 23 6y x x   . 

Phương trình tiếp tuyến với  C  tại M  có dạng:   2 3 2
0 0 0 0 03 6 3 2y x x x x x x      . 

Tiếp tuyến đi qua  1;0A   2 3 2
0 0 0 0 03 6 1 3 2 0x x x x x        

3 2
0 0 02 6 6 2 0x x x      0 1x  . Vậy có duy nhất một tiếp tuyến cần tìm. 

Câu 3. Cho hàm số 
2 2

3
x xy
x
 




 có đồ thị  C . Có bao nhiêu tiếp tuyến của đồ thị  C  đi qua 

điểm  4;1A ? 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 0 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có 
 
2

2

6 5

3

x xy
x

  


. Gọi 
2

0 0
0

0

2
;

3
x x

M x
x

  
   

 là tọa độ tiếp điểm. 

Phương trình tiếp tuyến với  C  tại M  có dạng: 
 

 
2 2

0 0 0 0
02

00

6 5 2
33

x x x x
y x x

xx

   
  


 

Tiếp tuyến đi qua  4;1A
 

 
2 2

0 0 0 0
02

00

6 5 2
1 4

33

x x x x
x

xx

   
   


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0
0

2
0 0 0

13
175 22 17 0
5

xx
x x x

         

. Vậy có hai tiếp tuyến cần tìm. 

Câu 4. Cho hàm số 
2

1
xy

x



 có đồ thị  C . Biết rằng có hai tiếp tuyến của đồ thị  C  đi qua 

điểm  0;1A . Tích hệ số góc của hai tiếp tuyến đó bằng 

A. 1. B. 1 . C. 2 . D. 2 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có 
 2

2

1
y

x
 


. Gọi 0

0
0

2
;

1
x

M x
x

 
   

 là tọa độ tiếp điểm. 

Phương trình tiếp tuyến với  C  tại M  có dạng: 
 

  0
02

00

22
11

x
y x x

xx
  


 

Tiếp tuyến đi qua  0;1A
 

  0
02

00

221
11

x
x

xx
   


 

   
0 0 0

2 2
0 00 0 0 0 0

1 1 1 2
2 1 01 2 2 1 1 2

x x x
x xx x x x x

            
           

. 

Suy ra tích hệ số góc cần tìm là:    
   2 2

2 21 2 . 1 2 . 1
1 2 1 1 2 1

y y    
   

. 

Dạng 7 : Bài tập dành cho học sinh điểm 8+,9+ 

Câu 1: Cho hàm số  xác định trên R và hàm số  có đồ thị như hình bên 

dưới. Đặt . Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số  để hàm số 

 có 5 điểm cực trị? 

 

A. 3. B. 4. C. 5. D. Vô số. 
Lời giải 

 Chọn D  
                Từ đồ thị hàm số  ta thấy  cắt trục hoành tại  điểm có hoành độ dương (và  

điểm có hoành độ âm) 
 có  điểm cực trị dương 

 y f x  'y f x

   g x f x m  m

 g x

 f x  f x 2 1

 f x 2
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 có  điểm cực trị 

 có  điểm cực trị với mọi  (vì tịnh tiến sang trái hay sang phải không 

ảnh hưởng đến số điểm cực trị của hàm số). Chọn D 

Chú ý: Đồ thị hàm số  có được bằng cách lấy đối xứng trước rồi mới tịnh tiến. 

Đồ thị hàm số  có được bằng cách tịnh tiến trước rồi mới lấy đối xứng. 

Câu 2: Cho hàm số  xác định trên R và hàm số  có đồ thị như hình bên dưới. 

Đặt . Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số  để hàm số  có 

đúng 5 điểm cực trị? 

 

A. 2. B. 3. C. 4. D. Vô số. 
Lời giải 

 Chọn B  

                Từ đồ thị  ta có  Suy ra bảng biến thiên của  

 

Yêu cầu bài toán  hàm số  có  điểm cực trị dương (vì khi đó lấy đối xứng 

qua  ta được đồ thị hàm số  có đúng  điểm cực trị). 

Từ bảng biến thiên của  suy ra  luôn có  điểm cực trị dương  tịnh tiến 

 (sang trái hoặc sang phải) phải thỏa mãn 

Tịnh tiến sang trái nhỏ hơn  đơn vị  

Tịnh tiến sang phải không vượt quá  đơn vị  

Suy ra   

Câu 3: Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. 

 f x 5

 f x m  5 m

 f x m

 f x m

 y f x  'y f x

   g x f x m  m  g x

 f x  
2

0 1 .

2

x

f x x

x

     

 f x

  f x m 2

Oy  f x m 5

 ,f x  f x m 2 

 f x

1 1.m 

2 2.m 

 2 1 2; 1;0 .mm m      

 y f x



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 28 

 

Đồ thị hàm số  có 5 điểm cực trị khi 

A. 2. B. 3. C. 4. D. 6. 
Lời giải 

 Chọn B  
                 Vì hàm  đã cho có  điểm cực trị nên  cũng luôn có  điểm cực trị 

(do phép tịnh tiến không làm ảnh hưởng đến số cực trị). 
Do đó yêu cầu bài toán  số giao điểm của đồ thị  với trục hoành là  

Để số giao điểm của đồ thị  với trục hoành là  ta cần 

Tịnh tiến đồ thị  xuống dưới tối thiểu  đơn vị  vô lý 

Hoặc tịnh tiến đồ thị  lên trên tối thiểu  đơn vị nhưng phải nhỏ hơn  đơn vị 

  

Câu 4: Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. 

 

Với  thì hàm số  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 5. 
Lời giải 

 Chọn C  
                Đồ thị hàm số  được suy ra từ đồ thị hàm số  bằng cách lấy đối xứng trước 

rồi mới tịnh tiến. Lấy đối xứng trước ta được đồ thị hàm số  như hình bên dưới 

    22018g x f x m  

 f x 3   22018 f x m 3

   22018 f x m 2.

  22018 f x m 2,

 f x 2 2 2 : m

 f x 2 6

 2 2 6
2 6 2;2 .

6 2


          

mm
m m

m

 y f x

1m      g x f x m 

 f x m  f x

 f x



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 29 

 

Dựa vào đồ thị hàm số  ta thấy có  điểm cực trị  cũng luôn có  

điểm cực trị (vì phép tịnh tiến không làm ảnh hưởng đến số cực trị). Chọn C 

Câu 5: Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới. 

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số  để hàm số  có 5 điểm cực trị. 

A. . B. . C. . D. . 
Lời giải 

 Chọn A  

                 Nhận xét: Hàm  là hàm số chẵn nên đồ thị đối xứng qua trục  

 là một điểm cực trị của hàm số. 

Ta có  với  

  

Để hàm số  có  điểm cực trị   có  nghiệm phân biệt khác 

 

Cách 2.  

Đồ thị hàm số  được suy ra từ đồ thị hàm số  bằng cách tịnh tiến trước rồi mới lấy 

đối xứng. 

Để hàm số  có  điểm cực trị  hàm số  có  điểm cực trị dương. Do 

đó ta phải tịnh tiến điểm cực đại của đồ thị hàm số  qua phía bên phải trục tung 

nghĩa là tịnh tiến đồ thị hàm số  sang phải lớn hơn  đơn vị  

 f x 3  f x m  3

 y f x

m    g x f x m 

1m   1m   1m 1m

   g x f x m  Oy

0x 

   .
x

g x f x m
x

   0.x 

     theo do thi 1 1
0 0 .

1 1
f x x m x m

g x f x m
x m x m

                  
 *

 g x 5   * 4 0

1 0

1 0 1.

1 1

m

m m

m m

          

 f x m  f x

 f x m 5   f x m 2

 f x

 f x 1 1.m 
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Câu 6: Cho hàm số  có đồ thị như hình vẽ bên dưới 

 

Tìm tất cả các giá trị của tham số  để đồ thị hàm số  có đúng  

điểm cực trị. 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
 Chọn B  

                Xét  

 Ta tính được 

 

Bảng biến thiên của hàm số  

 

Dựa vào bảng biến thiên, suy ra đồ thị hàm số  có  điểm cực trị. 

Suy ra đồ thị hàm số  có  điểm cực trị khi 

và chỉ khi đồ thị hàm số  nằm hoàn toàn phía trên trục  (kể cả tiếp xúc) 

  

 y f x

m      2h x f x f x m   3

1
.

4
m 1

.
4

m 1.m 1.m

           2 2 1 .g x f x f x m g x f x f x        

 
 
 

 

 

theo do thi 

1
0

0 3 .
2 1

 0

f x

x
f x

g x x
f x

x a a

            

     
 

 

21 1 1

3 .

1
2

g f f m m

g m

g a m

       

 g x

 g x 3

       
2

2 1 1
2 4

h x f x f x m f x m
          

3

 g x Ox

1
.

4
m 
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Câu 7. Cho hàm số  f x thỏa mãn  2 21 1f x x x x      với x  . Gọi   là tiếp tuyến 

của đồ thị hàm số  f x  tại điểm có hoành độ 0
1
2

x  . Giả sử   cắt Ox  tại điểm A và cắt 

Oy  tại điểm B . Khi đó diện tích của tam giác OAB  bằng 

A. 1. B. 2 . C. 4 . D. 8 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Đặt 2 1t x x    suy ra 0t   ( vì 2 1x x   với mọi x  và 0x x   với mọi x ). 

Ta có   2 21 1 1x x x x       suy ra 2 11x x
t


   . 

Vậy   1f t
t


  với 0t   hay   1f x
x


  với 0x  . 

Có   2

1f x
x

    
1 4
2

f    
 

 suy ra tiếp tuyến của đồ thị hàm số  f x  tại điểm có hoành 

độ 

0
1
2

x   là đường thẳng   có phương trình: 
1 1 1 4 4
2 2 2

y f x f x            
    

. 

Khi đó   cắt Ox  tại điểm  1 ; 0A  và cắt Oy  tại điểm  0 ; 4B   nên diện tích của 

OAB  là 

1 1. . 1 . 4 2
2 2OABS OAOB     . 

Câu 8. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số ( )y f x  tại điểm có hoành độ 1,x   biết 
2 3(1 2 ) (1 )f x x f x     là đường thẳng nào sau đây? 

A. 3 7 6 0x y   .  B. 7 6 0x y   .  

C. 7 6 0x y   .  D. 3 7 6 0x y   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:    22 3 3(1 2 ) (1 2) 1 1 xf fx x fx x xf      . 

Đạo hàm hai vế    2 32 1 1f x f x x    , ta có 

       24. 2 1 . 2 1 3 1 . 1 1f x f x f x f x       . 

Cho 0x   ta được        24 1 . 1 3. 1 . 1 1f f f f        1 . 1 . 4 3 1 1f f f     .  1  

Từ    2 32 1 1f x f x x    , cho 0x   ta có 
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   2 31 1 0f f 
 
 
1 0

1 1

f

f

 
 

 
. 

Nếu  1 0f   thì mâu thuẫn với  1 , do đó  1 1f   , khi đó 

     1 1 . 4 3 1f       11
7

f    . 

Phương trình tiếp tuyến  1 1 1
7

y x     
1 6
7 7

y x     hay 7 6 0x y   . 

Câu 9. Cho hai hàm số  y f x  và  y g x  đều có đạo hàm trên   và thỏa mãn 

     3 2 22 2. 2 3 . 36 0f x f x x g x x      , x  . Phương trình tiếp tuyến của đồ thị 

hàm số  y f x  tại 2ox   là 

A. 3y x  . B. 2 4y x  . C. 2y x   . D. y x . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 
3 2 2(2 ) 2 (2 3 ) . ( ) 36 0f x f x x g x x      , x   1 . 

Vì  1 đúng x   nên cũng đúng với 3 20 (2) 2 (2) 0x f f   
(2) 0
(2) 2
f
f

 
  

. 

Lấy đạo hàm hai vế của  1 ta có: 

2 23 (2 ). '(2 ) 12 (2 3 ). (2 3 ) 2 . ( ) . ( ) 36 0 ,f x f x f x f x x g x x g x x             . 

Cho 0x  23 (2). (2) 12 (2). (2) 36 0f f f f       2 . 

Ta thấy (2) 0f   không thỏa mãn  2 nên (2) 2f  , khi đó (2) 1f   . 

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số  y f x  tại 2ox   là 

    2 2 2y f x f    y x  . 

Câu 10. Cho hàm số 
2 1

1
xy
x





 có đồ thị là  C . Gọi điểm I  là giao của hai đường tiệm cận của 

 C . M  là một điểm bất kì trên  C  và tiếp tuyến của  C  tại M  cắt hai tiệm cận tại 

,A B . Biết chu vi tam giác IAB  có giá trị nhỏ nhất bằng a b  với ,a b . Hỏi mệnh 

đề nào sau đây đúng? 

A. 4 0a b   . B. 2 0a b  . C. 2 2 100a b  . D.   2a b .

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
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Ta có 
 2

1

1
y

x

 


. Giả sử      0 0 0; , 1M x y C x   suy ra tiếp tuyến của  C  tại điểm 

M  có phương trình 
 

  0
02

00

2 11
11

x
y x x

xx


  


. 

Vì 
1 1

2 1 2 1lim ,lim
1 1x x

x x
x x  

 
   

 
 nên đường thẳng 1x   là tiệm cận đứng của  C . 

Mà
2 1lim 2

1x

x
x





 nên đường thẳng 2y   là tiệm cận ngang của  C , suy ra  1 ; 2I . 

Điểm 0

0

2
1 ;

1
x

A
x

 
   

 là giao điểm của tiệm cận đứng và tiếp tuyến, điểm  02 1 ; 2B x   là 

giao điểm của tiệm cận ngang và tiếp tuyến. 

Ta có chu vi của tam giác IAB  bằng IA IB AB   

 
 

2

0 0 2
0 0

2 42 1 4 1
1 1

x x
x x

     
 

. 

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có 2 4 4.2 4 8IA IB AB      . 

Đẳng thức xảy ra khi 0
0

0

0
1 1

2
x

x
x
 

    
 

Vậy chu vi tam giác IAB  đạt giá trị nhỏ nhất bằng 4 8  khi  0 ; 1M  hoặc  2 ; 3M . 

Suy ra 4, 8a b   nên 4 0a b   . 
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BÀI 1. LŨY THỪA 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
I. Khái niện lũy thừa 

1. Lũy thừa với số mũ nguyên 

Cho n  là một số nguyên dương, a  là một số thực tùy ý. Lũy thừa bậc n  của a  là tích của n  thừa 
số a . 

1

 thöøa soá 

. ... ;n

n a

a aa a a a   

Trong biểu thức na , a  được gọi là cơ số, số nguyên n  là số mũ 

Với 0a , 0n  hoặc n  là một số nguyên âm, lũy thừa bậc n  của số a  là số na  xác định bởi:

0 1
1; n

n
a a

a
  . 

Chú ý: 

 Kí hiệu 00 , 0n  ( n nguyên âm) không có nghĩa. 

 Với 0a  và n nguyên, ta có 1n
n

a
a

  

2. Phương trình nx b  

a) Trường hợp n lẻ: Với mọi số thực b, phương trình có nghiệm duy nhất 

b) Trường hợp n chẵn 

 Với 0b  , phương trình vô nghiệm 

 Với 0b  , phương trình có một nghiệm 0x   

 Với 0b  , phương trình có hai nghiệm đối nhau 

3. Căn bậc n  

a)Khái niệm: Với n nguyên dương, căn bậc n của số thực a  là số thực b sao cho nb a . 

Ta thừa nhận hai khẳng định sau: 

 Khi n là số lẻ, mỗi số thực a  chỉ có một căn bậc n. Căn đó được kí hiệu là n a  

 Khi n là số chẵn, mỗi số thực dương a có đúng hai căn bậc n là hai số đối nhau là n a  ( còn gọi là 

căn bậc số học của a ) và n a . 

b) Tính chất căn bậc n: Với a, b  0, m, n  N*, p, q  Z ta có: 

.n n nab a b ; ( 0)
n

n
n

a a
b

b b
  ; 

  ( 0)
p

n p na a a  ; m n mna a  

Nếu ( 0)n mp qp q
thì a a a

n m
   ; Đặc biệt mn mn a a  

 
 

,

,
n n

a nle
a

a n chan

 


 

4. Lũy thừa với số mũ hữu tỉ 

Cho số thực a  dương và r  là một số hữu tỉ. Giả sử m
r

n
 , trong đó m  là một số nguyên, còn n là 

một số nguyên dương.  Khi đó, lũy thừa của a với số mũ r là số ra  xác định bởi 
m

nr mna a a  . 
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4. Lũy thừa với số mũ vô tỉ: ( SGK) 

II. TÍNH CHẤT CỦA LŨY THỪA VỚI SỐ MŨ THỰC 

Cho ,a b  là những số dương; ,    

.a a a    ;  
a

a
b


 


 ;   a a

  ;  
a a

b b

 


   
 

 

Nếu 1a  thì a a       

Nếu 0 1a  thì a a       

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1: Tính, rút gọn và biến đổi biểu thức 

Câu 1: Cho a, b  là các số thực dương thỏa 2 5ba  . Tính. 62a 4bK   . 
A. 226K  . B. 202K  . C. 246K  . D. 242K  . 

Lời giải 
Chọn C 

 36 22 4 2 4 250 4 246b bK a a       . 

Câu 2: Cho biểu thức 54P x , với 0x  . Mệnh đề nào dưới đây là mệnh đề đúng? 

A. 
4

5P x . B. 9P x . C. 20P x . D. 
5

4P x . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 54P x  
5

4x . 

Câu 3: Rút gọn biểu thức 
1

63 .P x x  với 0x  . 

A. 2P x . B. P x . C. 
1

8P x . D. 
2

9P x . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
1

63 .P x x
1 1

3 6.x x
1 1

3 6x



1

2x x . 

Câu 4: Cho a  là một số dương, biểu thức 
2

3a a  viết dưới dạng lũy thừa với số mũ hữu tỉ là? 

A. 
5

6a . B. 
7

6a . C. 
4

3a . D. 
6

7a . 
Lời giải 

Chọn B 

Với 0a  , ta có 
2 2 2 1 71

3 3 3 2 62.a a a a a a


   . 

Câu 5: Viết biểu thức 3 4.P x x  ( 0x  ) dưới dạng luỹ thừa với số mũ hữu tỷ. 

A. 
5

4P x . B. 
5

12P x . C. 
1

7P x . D. 
1

12P x . 
Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 

1 1
1 5 53 3
4 4 12.P x x x x

   
     
   

. 

Câu 6: Biểu thức 6 53. .Q x x x với  0x   viết dưới dạng lũy thừa với số mũ hữu tỷ là 

A. 
2

3Q x . B. 
5

3Q x . C. 
5

2Q x . D. 
7

3Q x . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
1 5 51
3 6 32 . .Q x x x x  . 

Câu 7: Cho biểu thức 

 
7 1 2 7

2 2
2 2

.a a
P

a

 




  với 0a  . Rút gọn biểu thức P  được kết quả 

A. 5P a . B. 4P a . C. 3P a . D. P a . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

 
7 1 2 7 3

5
22 2

2 2

.a a a
P a

aa

 




   . 

Câu 8: Viết biểu thức 

5
2 3 42

6 5

a a a
P

a
 ,  0a   dưới dạng lũy thừa với số mũ hữu tỉ. 

A. P a . B. 5P a . C. 4P a . D. 2P a . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

5
2 3 42

6 5

a a a
P

a


45
2 32

5

6

a a a

a


5 4 5

2 52 3 6a a
  

  . 

Câu 9: Cho 0x  , 0y  . Viết biểu thức 
4

565 .x x x  về dạng mx  và biểu thức 
4

55 6:y y y  về 

dạng ny . Tính m n . 

A. 
11

6
. B. 

8

5
 . C. 

11

6
 . D. 

8

5
. 

Lời giải 
Chọn A 
Với 0x  , 0y  , ta có 

4
565 .x x x

1
4 4 5 4 5 11 16

55 5 6 5 6 122 12
4 5 1 103

. . . .
5 6 12 60

x x x x x x x m
  

        
 

. 
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4
4 4 5 15

55 6 5 6 12
5 1

6 12

4 5 1 7
:

5 6 12 60
.

y
y y y y n

y y

  
       . 

Do đó 
11

6
m n  . 

Câu 10: Cho số thực dương 0a   và khác 1. Hãy rút gọn biểu thức 

1 1 5

3 2 2

1 7 19

4 12 12

a a a

P

a a a

 
 

 
 

 
 

. 

A. 1P a  . B. 1P  . C. P a . D. 1P a  . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 
 
 

 
1 1 5

1 1 53 2 2
23 2 6

1 7 51 7 19
4 12 64 12 12

1 1
1

1

a a a
a a a a a

P a

a a a aa a a

 
         

 
  

 

. 

Câu 11: Cho biểu thức 3 2 3kP x x x  0x  . Xác định k  sao cho biểu thức 
23

24P x . 

A. 2k  .  B. 6k  .  
C. 4k  .  D. Không tồn tại k . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 
3 2 3 5 3

2 133 2 3 6

k k
k k k kP x x x x x x x

 
 

    . 

Yêu cầu bài toán xảy ra khi : 
5 3 23

4
6 24

k
k

k


   . 

Câu 12: Cho 0x  , 0,y x y   và 

121 1

2 2 1 2
y y

K x y
x x


  

          
. Xác định mệnh đề đúng. 

A. 2K x . B. 1K x  . C. 1K x  . D. K x . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 

21 112 21 1 1 1 2 2
2 2 2 2

1

2

1 2
y y x y

K x y x y x
x x

x


                             

. 

Câu 13: Rút gọn biểu thức 

11
3 7 3

4 7 5

.

.

a a
A

a a
  với 0a   ta được kết quả 

m

nA a , trong đó m , *n  

và 
m

n
 là phân số tối giản. Khẳng định nào sau đây là đúng? 
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A. 2 2 312m n   . B. 2 2 312m n  . C. 2 2 543m n  . D. 2 2 409m n   
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 

11
3 7 3

4 7 5

.

.

a a
A

a a


7 11

3 3

5
4 7

.

.

a a

a a



19

7a . 

Suy ra 19m  , 7n   2 2 312m n   . 

Câu 14: Rút gọn biểu thức 

7
3 5 3

4 7 2

.

.

a a
A

a a
  với 0a   ta được kết quả 

m

nA a , trong đó m , *n  

và 
m

n
 là phân số tối giản. Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 2 2 25m n  . B. 2 2 43m n  . C. 23 2 2m n  . D. 22 15m n  . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 

7
3 5 3

4 7 2

.

.

a a
A

a a


5 7

3 3

2
4 7

.

.

a a

a a


5 7 2
4

3 3 7a
  


2

7a
2

7

m

n


  

22 15m n   . 

Dạng 2: So sánh đẳng thức và bất đẳng thức đơn giản 

Phương pháp 

Nếu 1a  thì a a       

Nếu 0 1a  thì a a       

Câu 1: Cho số thực 1a   và các số thực  ,  . Kết luận nào sau đây đúng? 

A. 1,a    .  B. a a      .  

C. 
1

0,
a    .  D. 1,a    . 

Lời giải 
Chọn B 

Câu 2: Cho 0a  , 0b   và x , y  là các số thực bất kỳ. Đẳng thức nào sau đúng? 

A.  x x xa b a b   . B. .
x

x xa
a b

b
   

 
. C. x y x ya a a   . D.  xyx ya b ab . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
x

a

b
 
 
 

x

x

a

b
 .x xa b . 

Câu 3: Cho các số thực , , ,a b m n  với  , 0a b  . Tìm mệnh đề sai? 
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A. 2a a . B. .
m

m ma
a b

b
   

 
. C.  nm m na a  . D.   .

m m mab a b  

Lời giải 
Chọn C 

Câu 4: Cho các số dương 1a   và các số thực  ,  . Đẳng thức nào sau đây là sai? 

A. .a a a    . B. .a a a   . C. a
a

a


 


 . D.  a a

  . 

Lời giải 
Chọn B 

Câu 5: Cho các số thực a , m , n  và a  dương. Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. m n ma a n   . B. 
m

m n
n

a
a

a
  . C. m n m na a a   . D. 

m
m n a

a
n

  . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: 
m

m n
n

a
a

a
  . 

Câu 6: Cho ,a b  là các số thực dương và ,m n  là hai số thực tùy ý. Đẳng thức nào sau đây là sai? 

A.   .
n n nxy x y .  B. .m n m nx x x  .  

C.   .nm m nx x .  D.  .
m nm nx y xy
 . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có   . .
m n m n m nxy x y
    

Câu 7: Cho ,a b  là các số thực dương, ,m n  là các số thực tùy ý. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 

nào đúng? 

A.  2
.

mm ma b ab . B. .m n mna a a . C.  .
mnm na b ab . D. 

m

m m b
a b

a
    

 
. 

Lời giải: 
Chọn D 

Câu 8: Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
5 6

3 3

4 4
      
   

.  B. 
7 6

4 4

3 3

 
      
   

.  

C. 
6 7

3 3

2 2
      
   

.  D. 
6 5

2 2

3 3

 
      
   

. 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 9: Cho    2 1 2 1
a b

   . Kết luận nào sau đây đúng? 

A. a b . B. a b . C. a b . D. a b . 
Lời giải 
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Chọn B 

Câu 10: Cho 
3

0;x


  
 

 và m , n  là các số thực tùy ý. Khẳng định nào sau đây sai? 

A. m nx x m n  . B. m nx x m n  . C.   .nm m nx x . D. .m n m nx x x  . 

Lời giải 
Chọn B 

Do 
3

1

  nên với 

3
0;x


  
 

 thì m nx x m n  . 

Câu 11: Cho a  thuộc khoảng 
2

0;
e

 
 
 

,   và   là những số thực tuỳ ý. Khẳng định nào sau đây là 

sai? 

A.   .b
a a   .  B. a a a     .  

C. .a a a    .  D. a a      . 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 12: Cho    . Kết luận nào sau đây đúng? 
A. . 1   . B.   . C.   . D. 0   . 

Lời giải 
Chọn B 

Vì 3,14 0    nên .        

Câu 13: Với   là số thực bất kỳ, mệnh đề nào sau đây sai? 

A.  2
10 100  . B.  10 10


  . C. 210 10


  . D.   22

10 10  . 

Lời giải 
Chọn D 

Đáp án D sai do với mọi 0a   và ,  m n  ta có:     .n mm n m na a a  . 

Khi đó    2 2 210 10 10
   . 

Câu 14: Cho các số thực  , , 0, 1a b a b    . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A.   .ab a b
   .  B.  a b a b

     .  

C. 
a a

b b

 


   
 

.  D.  a b a b
     . 

Lời giải 
Chọn A 

Câu 15: Cho ,a b  là các số thực thỏa điều kiện 
3 4

4 5

a a
      
   

 và 
45

34b b . Chọn khẳng định đúng 

trong các khẳng định sau? 
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A. 0a   và 1b  . B. 0a   và 0 1b  . C. 0a   và 0 1b  . D. 0a   và 1b   
Lời giải 

Chọn C 

Vì 
3 4

0
4 5

a a

a
        
   

. 

Và 
45

34 0 1.b b b     

Câu 16: Cho 1a  . Mệnh đề nào dưới đây là đúng. 

A. 
3 2

1
a

a
  B. 

2017 2018

1 1

a a
  C. 3

5

1
a

a
   D. 

1

3a a  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có : 3

5

1
a

a
 

3 5

1 1

a a
  3 5a a   luôn đúng với 1a  . 

Câu 17: Xét a , b  là các số thực thỏa mãn 0ab  . Khẳng định nào sau đây sai? 

A. 3 6ab ab . B.  88 ab ab . C. 6 6 6.ab a b . D.  
1

5 5ab ab . 

Lời giải 
Chọn C 

Vì 
0 0

0
0 0

a a
ab

b b

  
     

. 

Với 0a  , 0b   thì 6 a , 6 b  vô nghĩa. Nên khẳng định 6 6 6.ab a b  là sai. 

Câu 18: Trong các khẳng định sau khẳng định nào sai? 

A. 30 202 3 . B. 0,99 0,99e  . C. 32 3 . D. 34  24 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: e   và 0,999 1  nên 0,99 0,99e  , do đó đáp án B sai. 

Câu 19: Nếu   1

7 4 3 7 4 3
a

    thì 

A. 1a  . B. 1a  . C. 0a  . D. 0a  . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có:   7 4 3 7 4 3 1    nên      1 1 1

7 4 3 7 4 3 7 4 3 7 4 3
a a  

        

1 1 0a a       (do 7 4 3 1  ). 

Câu 20: Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A.    2017 2018

2 1 2 1   . B.    2018 2017

3 1 3 1   . 

C. 2 1 32 2  .  D. 

2018 2017

2 2
1 1

2 2

   
        

   
. 
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Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Ta có 
0 3 1 1

2018 2017

   



   2018 2017

3 1 3 1     nên B sai. 

Câu 21: Tìm khẳng định đúng? 

A.    2016 2017

2 3 2 3   . B.    2016 2017

2 3 2 3   . 

C.    2016 2017

2 3 2 3
 

     . D.    2016 2017

2 3 2 3
 

   . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có    2016 2017

0 2 3 1 2 3 2 3       . 

Câu 22: Tìm tập tất cả các giá trị của a  để 75 221 a a ? 

A. 0a  . B. 0 1a  . C. 1a  . D. 
5 2

21 7
a  . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 7 2 621a a . 

Ta có 75 2 5 621 21 21a a a a   mà 5 6  vậy 0 1a  . 
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BÀI 2. HÀM SỐ LŨY THỪA 
A. KIẾN THỨC GIÁO KHOA CẦN NẮM 

1.Khái niệm hàm lũy thừa 

Hàm số lũy thừa là hàm số có dạng ,y x   . 

Chẳng hạn, các hàm số 
1

2 23
4

1
, , , , ,y x y x y y x y x y x

x
       là những hàm số luỹ thừa. 

Chú ý: Tập xác định của hàm số lũy thừa phụ thuộc vào giá trị của   

- Với   nguyên dương thì tập xác định là R 

- Với  nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là  \ 0  

- Với   không nguyên thì tập xác định là  0;  

Theo định nghĩa, đẳng thức 
1

n nx x  chỉ xảy ra nếu 0.x   Do đó, hàm số 
1

ny x  không đồng nhất 

với hàm số  *ny x n  . Ví dụ 3y x  là hàm số căn bậc 3, xác định với mọi x ; còn hàm 

số lũy thừa 
1

3y x  chỉ xác định khi 0x   

2.Đạo hàm của hàm số lũy thừa 

   
 

 

'

1

'

1

1 1' .  vôùi 0; ' . . ', vôùi 0

1
,  vôùi moïi 0 neáu  chaün, vôùi moïi 0 neáu  leû

'
,  vôùi moïi u 0 neáu  chaün, vôùi moïi u 0 neáu  leû

n

n n

n

n n

x x x u u u u

x x n x n
n x

u
u n n

n u

    





    

  

  

 

Ví dụ 

a) 

'3 1

4 4
4

3 3
( 0)

4 4
x x x

x

 
   

 
; 

b)  3 3 13 ( 0)x x x


  . 

3. Khảo sát hàm số lũy thừa 

Tập xác định của hàm số lũy thừa y x  luôn chứa khoảng  0;  với mọi   . Trong trường 

hợp tổng quát ta khảo sát hàm số y x  trên khoảng này. 

0    0    

Tập khảo sát:  0;D   . 

Sự biến thiên: 
1. 0y x       hàm số đồng biến trên 

Tập khảo sát:  0;D   . 

Sự biến thiên: 
1. 0y x       hàm số nghịch biến trên 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 2 

 0; . 

Giới hạn: 
0

lim 0; lim
xx

x x 
 

   . 

  Hàm số không có tiệm cận. 
Bảng biến thiên 

 
 

 0; . 

Giới hạn: 

0
lim
x

x


 TCĐ: 0x  . 

lim 0
x

x


   TCN: 0y   

Bảng biến thiên 

 
 

Đồ thị hàm số luôn đi qua điểm  1;1A . 

 

CHÚ Ý 

Khi khảo sát hàm số luỹ thừa với số mũ cụ thể, ta phải xét hàm số đó trên toàn bộ tập xác định của 
nó. 

Dưới đây là dạng đồ thị của ba hàm số : 3y x  (H. 29a), 2y x  (H. 29b), (y x  H. 29c). 

 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Tìm tập xác định và tính đạo hàm của hàm số 
 
1. Phương pháp 

Cần nhớ lại: Xét hàm số   a
y f x     
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 Nếu a  nguyên dương thì hàm số xác định khi và chỉ khi  f x  xác định. 

 Nếu a  nguyên âm hoặc bằng 0  thì hàm số xác định khi và chỉ khi   0f x  . 

 Nếu a  không nguyên thì hàm số xác định khi và chỉ khi   0f x  . 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Tìm tập xác định của hàm số   
4

1y x   

Hướng dẫn giải 

Điều kiện xác định:    1 0 1x x . 

Ví dụ  2:  Tìm tập xác định của hàm số   
1
51y x   

Hướng dẫn giải 

Vì 1
5

 nên điều kiện xác định của hàm số là    1 0 1x x . 

Vậy tập xác định của hàm số là  1; . 

Ví dụ  3: Tìm tập xác định D  của hàm số   
  

2 32 3 4y x x . 

Hướng dẫn giải 

Hàm số xác định khi   2 3 4 0x x
  

  

1
4

x
x

. 

Vậy tập xác định D  của hàm số là:        ; 1 4;D . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm tập xác định của hàm số  
1

2 33 2y x x


    

A.    ;1 2;   . B.  \ 1;2 . C.  2

2

2 ln 5

x
y

x
 


. D.  . 

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số lũy thừa có số mũ không nguyên thì điều kiện là cơ số phải dương, nên suy ra 

 
1

2 33 2


  y x x  có điều kiện là    2 2
3 2 0 ;1 2;

1


         

x
x x x

x
 

Vậy tập xác định của hàm số là    ;1 2;   D . 

Câu 2: Tìm tập xác định D  của hàm số  
1

32y x  . 

A.  ;2D   . B.  2;D   . C.  ; 2D   . D.  ;D   

. 
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Lời giải 

Chọn C 

ĐKXĐ: 2 0 2x x    . Suy ra TXĐ:  ; 2D   . 

Câu 3: Tập xác định của hàm số   32 1y x


   là 

A.  ; 1  . B.  1; . C.  0; . D.  \ 1 . 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện xác định của hàm số   32 1y x


   là: 2 1 0 1.x x      

Vậy tập xác định của hàm số là  \ 1 . 

Câu 4: Tìm tập xác định của hàm số   201922y x x  . 

A.    ;0 0;   .  B.  0;2 .  

C.  .  D.    ;0 2;   . 

Lời giải 
Chọn B 
Điều kiện xác định của hàm số là 22 0 0 2    x x x . 
Suy ra tập xác định của hàm số đã cho là  0;2 . 

Câu 5: Tập xác định của hàm số  
2019

2 20204y x x   là: 

A.    ;0 4;   . B.    ;0 4;   . C.  0;4 . D.  \ 0;4R . 

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số  
2019

2 20204y x x   xác định    2 4
4 0 ;0 4;

0

x
x x x

x


         

. 

Câu 6: Hàm số nào dưới đây có tập xác định không phải là khoảng  0; ? 

A. 5y x  . B. 2y x . C. 
1

3y x . D. 1,7y x  . 

Lời giải 
Chọn A 

Xét hàm số   
   y f x  thì tập xác định phụ thuộc vào giá trị của  . 

Cụ thể: 
+ Nếu   nguyên dương thì hàm số xác định khi và chỉ khi  f x  xác định. 

+ Nếu 0   hoặc   nguyên âm thì hàm số xác định khi và chỉ khi   0f x . 

+ Nếu   không nguyên thì hàm số xác định khi và chỉ khi   0f x . 
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Vì 5  là số nguyên âm nên tập xác định của hàm số 5y x  là  \ 0 . 

Câu 7: Tập xác định của hàm số    
3

22 53 2 3y x x x
      là 

A.      ;1 2; \ 3D     . B.    ; \ 1;2D    . 

C.    ; \ 3D    .  D.    ;1 2;D     . 

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số    
3

22 53 2 3y x x x
      xác định khi 

2 3 2 0

3 0

x x

x

   


 
 

1

2

3

x

x

x

 
 
 

. 

Vậy      ;1 2; \ 3 .D      

Câu 8: Tập xác định của hàm số   2
2 1y x

   

A. 
1

;2
2

 
 
 

. B. 
1

\
2

 
 
 

 . C. 
1

;
2
  

. D. 
1

;
2

  
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số lũy thừa với số mũ nguyên âm nên điều kiện là 1
2 1 0

2
   x x  

Vậy tập xác định là 
1

\
2

 
 
 

 . 

Câu 9: Tập xác định D  của hàm số 3(3 5)y x


   là 

A. 
5

\
3

 
 
 

 . B. 
5

;
3

  
 

. C. 
5

;
3
  

. D. 
3

;
5

  
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số 3(3 5)y x


   xác định khi: 3 5 0x 
5

3
x   nên tập xác định 

5
; .

3
D

   
 

 

Câu 10: Tập xác định của hàm số   201924 3y x x


   là 

A.  \ 4;1 .  B. .  C.  4;1 .  D.  4;1 .  

Lờigiải 

Chọn A 
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Vì   201924 3y x x


    là hàm số lũy thừa có số mũ nguyên âm nên điều kiện xác định là 

2 1
4 3 0 .

4

x
x x

x


      

 

Vậy tập xác định của hàm số là  \ 4;1 .D    

Câu 11: Tập xác định của hàm số  2 122 3
e

y x x


    là 

A. 
3

\ ;1
2

  
 

 .  B.  3
; 1;

2

    
 

.  

C. 
3

;1
2

 
 
 

.  D.  . 

Lời giải 
Chọn C 

Vì 2 1e  không là số nguyên nên điều kiện là 2 3
2 3 0 ;1

2
x x x

       
 

 

Dạng 2: Tính đạo hàm
 1. Phương pháp: 

Cần thuộc các công thức sau 

   
 

 

'

1

'

1

1 1' .  vôùi 0; ' . . ', vôùi 0

1
,  vôùi moïi 0 neáu  chaün, vôùi moïi 0 neáu  leû

'
,  vôùi moïi u 0 neáu  chaün, vôùi moïi u 0 neáu  leû

n

n n

n

n n

x x x u u u u

x x n x n
n x

u
u n n

n u

    





    

  

  

 

Đối với trắc nghiệm thì ta có thể dùng công cụ MTCT 
2. Các ví dụ 

Tính đạo hàm của các hàm số sau : 

a) 24 3 1y x x   ; 

b)  
1

2 44y x x   ; 

c)   32 3 2y x x    

Giải 

a) Ta có  
1

2 24 3 1y x x    nên 

   
1

2 22

2

1 8 3
4 3 1 4 3 1 .

2 2 4 3 1

x
y x x x x

x x

  
     

 
 

b)  
8

2 4
1

4 (2 1)
4

y x x x
      
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c)   3 123 3 2 (2 3)y x x x
     , 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm đạo hàm của hàm số  2 21 
e

y x  trên  . 

A.   12 22 1


  
e

y x x .  B.   22 1


  
e

y ex x . 

C.   12 21
2


  

ee
y x .  D.    2 221 ln 1   

e

y x x . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có:        1 1 22 2 2 22 2 21 .2 1 1 1
2

   
         

 

e e e
ee

y x x x ex x ex x . 

Câu 2: Hàm số  225 1y x  có đạo hàm là. 

A. 
 225

4

1
 


y

x
. B. 22 1  y x x . C. 5 24 1  y x x . D. 

 325

4

5 1
 



x
y

x
 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Vì Áp dụng công thức   1. . n nu n u u . 

Câu 3: Cho   2 3 2.f x x x  Giá trị của  1f   bằng: 

A. 2 . B. 8

3 .
 C. 4 . D. 3

8
. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Với 0x  thì    
2 8 5

2
3 3 3

8

3


   f x x x f x x  nên   8

1
3

 f . 

Câu 4: Tính đạo hàm của hàm số  6
1 cos 3 .y x   

A.  5
18sin 3 cos3 1y x x   . B.  5

18sin 3 1 cos3y x x   . 

C.  5
6sin 3 1 cos3y x x   . D.  5

6sin 3 cos3 1y x x   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có      6 5
1 cos3 6 1 cos3 . 1 cos3 '     y x y x x . 

   5 5
6 1 cos3 .3sin3 18sin3 1 cos3 .   x x x x . 
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Câu 5: Đạo hàm của hàm số  
1

2 31y x x    là 

A. 

 223

2 1

3 1

x
y

x x

 
 

.  B.  
2

2 3
1

1
3

y x x    .  

C.  
8

2 3
1

1
3

y x x    .  D. 
3 2

2 1

2 1

x
y

x x

 
 

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có    
 

1
12 23

223

1 2 1
1 1

3 3 1

x
y x x x x

x x

       
 

. 

Câu 6: Tính đạo hàm của hàm số  
1

2 33y x  . 

A.  
2

2 3
2

3
3

y x x


   .  B.  
2

2 3
1

3
3

y x


   . 

C.    
1

2 233 ln 3y x x    . D.    
1

2 232 3 ln 3y x x x    . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có:    
2

2 23
1

3 3
3

y x x
 

     
2

2 3
2

3
3

x x


  . 

Câu 7: Cho hàm số 24 3y x  , phương trình 0y   có mấy nghiệm thực: 

A. 0 . B. 3 . C. 1. D. 2 . 

Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số 4 2 3 y x . 

Ta có:  
1

2 43
 

   
 

y x  
3

2 4
1

3 .2
4



 x x

 324

1

2 3


x
 với    ; 3 3;    x . 

Ta thấy 0 y  với    ; 3 3;    x  do đó phương trình 0 y  vô nghiệm. 

Câu 8: Tính đạo hàm của hàm số  
2

3siny x x . 

A.  
1

3
2

sin
3

y x x
  .  B.    

1

3
2

sin . sin cos
3

y x x x x x
   . 

C. 
3

2 sin cos

3 sin

x x x
y

x x

    . D.  
1

3
2

sin .cos
3

y x x x
  . 
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Lời giải. 

Chọn B 

       
2 1

1
3 3

2 2
sin . sin sin . sin cos

3 3
y x x x x x x x x x

      . 

Dạng 3. Sự biến thiên và nhận dạng đồ thị hàm số 
 
1.  Phương pháp  

Lưu ý: Trong dạng bài toán này lưu ý những đặc điểm sau của đồ thị hàm số y x : 

 Đồ thị luôn đi qua điểm  1,1A  

 Đồ thị hàm số không có tiệm cận khi 0  , 

 khi 0   đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là trục Ox , tiệm cận đứng là trục Oy .Đồng 

biến trên  ;0  và nghịch biến trên  0;  

2. Các ví dụ  

Ví dụ 1: Khảo sát  sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 

a) 4y x ; 

b) 2y x


 . 

Lời giải 

a)  

 

b) 
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3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào là mệnh đề sai? 

A. Hàm số y x  có tập xác định tùy theo  . 

B. Đồ thị hàm số y x  với 0   có tiệm cận. 

C. Hàm số y x  với 0  nghịch biến trên khoảng (0; ) . 

D. Đồ thị hàm số y x  với 0   có hai tiệm cận. 

Lời giải 

Chọn B 

Đồ thị hàm số y x  với 0   không có tiệm cận. 

Câu 2: Đồ thị nào dưới đây không là đồ thị của hàm số y x ? 

A. . B. . 

C. . D.  

Lời giải 

Chọn C 

Đồ thị hàm số y x không đi qua điểm (0;1) . 
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Câu 3: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị hàm số nào? 

 

A. 
1

2y x


 . B. 
1

2y x . C. 2xy  . D. 12xy   

Lời giải 

Chọn B 

Nhận thấy đồ thị hàm số đi qua gốc tọa độ nên loại đáp án C và D 

Nhận thấy đồ thị hàm số đi qua điểm (4;2) nên loại đáp án A 

Câu 4: Hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. 

 

A. 2y x . B. 2 xy  . C. 
1

2y x


 . D. 2logy x . 

Lời giải 

Chọn C 
Đồ thị hàm số đi qua điểm nhận Ox,Oy làm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng loại C,D 

Dùng máy tính kiểm tra đáp án thấy đồ thị đi qua chọn đáp án C. 

Câu 5: Cho hàm số 2y x . Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Đồ thị hàm số không cắt trục hoành. 

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng  0;  . 

C. Hàm số có tập xác định là  0;  . 

D. Đồ thị hàm số không có tiệm cận. 

Lời giải 

Chọn D 
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Tập xác định:  0;  D , suy ra C đúng. 

Do 0x  nên 2 0 x , suy ra A đúng. 

Ta có: 2 12. 0; 0      y x x , suy ra B đúng. 

Ta có 2

0
lim






 

x
x  nên đồ thị hàm số nhận Oy  làm tiệm cận đứng, đáp án D đúng. 

Câu 6: Cho hàm số 2 ,y x  có các khẳng định sau 

I. Tập xác định của hàm số là  0;D   . 

II. Hàm số luôn đồng biến với mọi x thuộc tập xác định của nó. 

III. Hàm số luôn đi qua điểm  1;1M . 

IV. Đồ thị hàm số không có tiệm cận. 

Hỏi có bao nhiêu khẳng định đúng? 
A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 1. 

Lời giải 

Chọn C 

Do 2   nên hàm số xác định với mọi 0.x  Vậy khẳng định I đúng. 

Do 2 12. 0  y x  với mọi 0x  nên hàm số đồng biến trên tập xác định. Khẳng định II 

đúng. 

Do   21 1 1 y  nên khẳng định III đúng. 

Do 2lim


 
x

x  và 2

0
lim 0




x
x  nên đồ thì hàm số không có đường tiệm cận. Vậy IV đúng. 

Câu 7: Cho hàm số 2y x


  có đồ thị. Phương trình tiếp tuyến của tại điểm M0 có hoành độ 

0 1x   là: 

A. 1
2

y x


  .  B. 1
2 2

y x
 

   .  

C. 1y x    .  D. 1
2 2

y x
 

     

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
1

2

2
y x

 
    1

2
y

   

Với 0 1x   thì 0 1y   

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là: 1
2 2

y x
 

    
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Câu 8: Cho các hàm số ; ;y x y x y x      có đồ thị trên cùng một hệ trục tọa độ như hình vẽ 

bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng. 

 
A.     . B.     . C.     . D.     . 

Lời giải 

Chọn D 

Từ hình vẽ ta thấy hàm số y x  nghịch biến trên  0;  nên 0  . 

Từ hình vẽ ta thấy hàm số y x  đồng biến trên  1;  và nằm dưới đường thẳng 

y x  nên 0 1  . 

Từ hình vẽ ta thấy hàm số y x đồng biến trên  1;  và nằm trên đường thẳng y x  

nên 1  . 

Vậy     . 

Câu 9: Cho hàm số 3y x  khẳng định nào sau đây đúng? 

A. Đồ thị hàm số cắt trục Ox . 
B. Đồ thị hàm số không có tiệm cận. 
C. Đồ thị hàm số có một tiệm cận đứng và không có tiệm cận ngang. 
D. Đồ thị hàm số có một tiệm cận đứng và một tiệm cận ngang. 

Lời giải 

Chọn D 

* TXĐ:  0; D . 

* Đồ thị hàm số: 
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Từ đồ thị hàm số ta thấy đồ thị hàm số có một tiệm cận đứng là trục Oy  và một tiệm cận 

ngang là trục Ox . 

Đáp án đúng là D. 

Câu 10: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình bên, biết  f x  là một trong 4  hàm số dưới 

đây. Tìm  f x . 

 

A.  
1

3f x x . B.   3f x x . C.  
1

3f x x


 . D.   3f x x . 

Lời giải. 

Chọn A 

Hàm số có tập xác định là  0; D , loại đáp án B,D. 

Hàm số tăng trên D , loại C. 

Câu 11: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình bên, biết  f x  là một trong 4  hàm số dưới 

đây. Tìm  f x . 
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A.  
1

3f x x . B.   3f x x . C.  
1

3f x x


 . D.   3f x x . 

Lời giải. 

Chọn C 

Hàm số có tập xác định là  0;D   , loại đáp án B,D. 

Hàm số giảm trên 

 

2

233

bx
y

a bx
 


, loại A. 

Câu 12: Cho hàm số 2 2019( ) (1 )f x x  . Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đồng biến trên R . B. Hàm số đồng biến trên ( ;0) . 

C. Hàm số nghịch biến trên ( ;0) . D. Hàm số nghịch biến trên R . 

Lời giải 
Chọn B 

Đạo hàm:          2018 20182 2 22019. 1 . 1 2019. 1 . 2f x x x x x        

Nhận thấy ngay:  201822019. 1 0x  . Nên ta có thể nhận thấy ngay dấu của đạo hàm 

cùng dấu với  x . Ta có bảng biến thiên: 

 
Vậy hàm số đồng biến trên  ; 0 . 
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BÀI 3. LOGARIT 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. KHÁI NIỆM LOGARIT 

1. Định nghĩa: Cho 2 số , 0a b   dương với a  khác 1. Số   thỏa mãn đẳnng thức a b   được gọi 

là logarit cơ số a của b và ký hiệu loga b  

  log b a ba  

Chú ý 

 Không có logarit của số 0 và số âm vì a  luông dương với mọi   

 Cơ số của logarit phải dương và khác 1 

 Theo đinh nghĩa logarit ta có các tính chất sau 

2. Tính chất 

Cho hai số dương a  và b , 0a  . Ta có các tính chất sau 

 log
log 1 0; log 1; , , 0; log ,

baa a b b b aa a a
            

Ví dụ. Tính 

a) 
log 324 ; b) 

log 4
33 ; c)

log 322 ; d) 2log 4  e) 3

1
log

3
 

f) 2

1
log

16
 g) 3(2

log 1
) aa với  0 1a  h) 

log 3log 57 4949  

II. CÁC QUY TẮC TÍNH LOGARIT 

1. Logarit của một tích: Với 0 1; , 0a b c    ta có  log log logbc b ca a a   

Logarit của một tích bằng tổng các logarit 

Ví dụ 3: Tính 

a) 12 12log 6 log 2  b) 1 1 1

2 2 2

4
log 6 log 24 log

9
   

Chú ý: Công thức trên có thể mở rộng cho tích của n số dương: 

 
 

1 2 1 2

1 2

log . ... log log ... log

, , ,..., 0, 1

a n a a a n

n

b b b b b b

a b b b a

   

 
 

2. Logarit của một thương: a > 0; b1> 0; b2> 0, a 1  

2

1log log log1 2b

b
b ba a a

 
  
 
 

  

Logarit của một thương bằng hiệu các logarit 

 1
0 1, 0log log , a b

b
ba a

      
 

  
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Ví dụ. Tính 

a) log 100 log 425 25 ; b) 
2 2 2

log 20 log 6 log 15  . 

c) 2 2 2log 5 log 10 log 25  . d) 14log 6 log 7 log3 3 3   

3. Logarit của một lũy thừa: a > 0; b> 0, a 1  

 log logb ba a
   

Logarit của một lũy thừa bằng tích của số mũ với logarit của cơ số 

  1log logn b
n

ba a  

Ví dụ 5. Cho log 2;log 3b ca a   . Hãy tính log xa , biết 

a) 
2 3

4
a b

x
c

  b) 
2

3
a b

x
c

  c) 2 23x a bc  

III. ĐỔI CƠ SỐ:  

Cho a > 0; b > 0; c>0, a 1 , c 1  

1
; , 1;

log 1log log log log , 0
log log

b
bcb b b ba a aaa ac b

 
   

 

Ví dụ.  

a) Tính 36 1

6

1
log 2 log 3

2
 ;  

b)Cho log 3 ;log 5 ;log 272 3a b c   . Tính 50log63  

V. LOGARIT THẬP PHÂN. LOGARIT TỰ NHIÊN 

1. Lôgarit thập phân 

Lôgarit thập phân là logarit cơ số 10 của một số dương x  được gọi là logarit thập phân của x  và 
được kí hiệu là log x  hoặc lg . 

Một ứng dụng quan trong của logarit thập phân trong các bài toán Casio 

Rõ ràng khi 10nx   thì log x n . Còn với số 1x   tùy ý, viết x  trong hệ thập phân thì số các chữ số 

đứng trước dấu phẩy của x  là 1n  , trong đó n  là phần nguyên của log x , kí hiệu  logn x . 

Thật vậy, vì 10n  là số tự nhiên bé nhất có 1n   chữ số nên số các chữ số đứng trước dấu phẩy của x  
bằng 1n   khi và chỉ khi 110 10n nx   , tức là log 1n x n   ; điều này chứng tỏ  logn x . 

Ví dụ: Để tìm số các chữ số của 20082  khi viết trong hệ thập phân người ta lấy giá trị gần đúng của 
log 2  là 0,3010  và ta được 

   2008.log 2 1 2008.0,3010 1 605    . Vậy số 20082  có 605 chữ số. 

2. Lôgarit tự nhiên: Lôgarit tự nhiên là lôgarit cơ số e. Kí hiệu log lne b b  
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B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Tính toán về logarit 
1. Phương pháp 

 Nắm và sử dụn thành thạo các công thưc 

 Có thể sử dụng máy tính cầm tay gán vào các ô nhớ và thử đáp án 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho 0 1a  . Tính giá trị của biểul thức 
log 4

aa . 

Lời giải. 

2log 4 2log 4 log 4 24 16.a a aa a a     

Ví dụ 2. Rút gọn biểu thức 2 3 4
2 4 6 8log 2log 3log 4loga a a a

P b b b b    . 

Lời giải. 

2 3 4
2 4 6 8log 2log 3log 4log 2log 4 log 6log 8log 4log . a a a a a aa a a

P b b b b b b b b b          

Ví dụ 3: Cho hai số thực dương ,a b  và 1a   thỏa mãn 2
16log ,log

4 a
ba b

b
  . Tính ab ? 

Hướng dẫn giải 

Ta có: 4
2 2

16log .log . log 4 2 16
4a
ba b b b b

b
        

2
2log 4 16 . 16 256a a a b ab        . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho các số thực dương a , b  thỏa mãn 2log a x , 2log b y . Tính  2 3
2logP a b . 

A. 2 3P x y  B. 2 3P x y   C. 6P xy  D. 2 3P x y   

Lời giải 

Chọn D 

 2 3
2logP a b 2 3

2 2log loga b  2 22log 3loga b  2 3x y  . 

Câu 2: Cho , 0a b  và , 1a b  , biểu thức 3 4log .logba
P b a  có giá trị bằng bao nhiêu? 

A. 18 . B. 24 . C. 12 . D. 6 . 

Lời giải 

Chọn B 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 4 

3 4log .logba
P b a    6log . 4 log 24a bb a  . 

Câu 3: Cho b  là số thực dương khác 1. Tính 
1

2 2log .bP b b
 

  
 

. 

A. 
3

2
P  . B. 1P  . C. 

5

2
P  . D. 

1

4
P  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 
1

2 2log .bP b b
 

  
 

5

2logb b
5

log
2 b b

5

2
 . 

Câu 4: Cho 0a  , 1a  . Biểu thức 
2loga aa  bằng 

A. 2a . B. 2 . C. 2a . D. 2a . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2loga aa 2loga aa 2a . 

Câu 5: Giá trị biểu thức 4 2log 9 log 52A   là: 
A. 8A  . B. 15A  . C. 405A  . D. 86A  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 4 2 4 2 2 2log 9 log 5 log 9 log 5 log 3 log 52 2 .2 2 .2 3.5 15A      . 

Câu 6: Cho 0, 1a a  . Tính giá trị của biểu thức 3 3

1
log

a
P

a
   
 

 

A. 9P   . B. 1P   . C. 1P  . D. 9P  . 
Lời giải 

Chọn A 

 Tự luận : 13

3

3
3

1
log log 9 log 9aa

a

P a a
a

       
 

 

 Trắc nghiệm : Sử dụng máy tính, thay 2a   rồi nhập biểu thức 3 3

1
log

a a
 
 
 

 vào máy 

bấm = ta được kết quả 9P   . 

Câu 7: Cho a  là số thực dương khác 2 . Tính 
2

2

log
4a

a
I

 
  

 
. 

A. 
1

2
I  . B. 

1

2
I   . C. 2I  . D. 2I   . 

Lời giải 

Chọn C 
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22

2 2 2

log log 2log 2
4 2 2a a a

a a a
I

             
    

. 

Câu 8: Cho a  là số thực dương và b  là số thực khác 0 . Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng? 

A. 
3

3 3 32

3 1
log 1 log 2log

3

a
a b

b

 
   

 
. B. 

3

3 3 32

3
log 1 3log 2log

a
a b

b

 
   

 
. 

C. 
3

3 3 32

3
log 1 3log 2log

a
a b

b

 
   

 
. D. 

3

3 3 32

3
log 1 3log 2log

a
a b

b

 
   

 
. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  
3

3 2
3 3 32

3
log log 3 log

a
a b

b

 
  

 
 3

3 3 3log 3 log loga b   . 

3
3 3 3log 3 log loga b    3 31 3log 2loga b   . 

Câu 9: Cho log 3 a . Tính log 9000  theo a . 

A. 6a  B. 2 3a  . C. 23a . D. 2 3a  . 
Lời giải 

Chọn D 

Cách 1: log 9000 log 9 log1000 2log 3 3 2 3a      . 

Cách 2: Gán log 3 a . Tính  log9000 2 3 0a   . 

Câu 10: Cho 6log 9 .a  Tính 3log 2  theo a  

A. .
2

a

a
 B. 2

.
a

a

  C. 2
.

a

a

  D. 2
.

a

a

  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 6 2.3log 9 2log 3
3

2

log 2.3
a  3

2
log 2 1

a
   3

2
log 2 .

a

a


   

Câu 11: Cho , 0a b  . Rút gọn biểu thức 2
2 4log loga a

b b  

A. 2loga b  B. 0  C. loga b  D. 4 loga b  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2

2 4log loga a
b b

1
2log .4.log

2a ab b  4 loga b . 

Câu 12: Cho log 2a x  , log 3b x   với a , b  là các số thực lớn hơn 1. Tính 
2

log a

b

P x . 
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A. 6 . B. 6 . C. 1

6
. D. 1

6

 . 

Lời giải 

Chọn B 

Vì a , b  là các số thực lớn hơn 1 nên ta có: 

2 3
2 3 3 2

3

log 2

log 3
a

b

x x a
a b a b a b

x x b

           
. 

3 1

2 22

2

log log log 2log 6a b
b bb
b

P x x x x       . 

Câu 13: Đặt 2log 3a   và 5log 3b  . Hãy biểu diễn 6log 45  theo a  và b .  

A. 6

2
log 45

a ab

ab b





.  B. 

2

6

2 2
log 45

a ab

ab


 .  

C. 6

2
log 45

a ab

ab


 .  D. 

2

6

2 2
log 45

a ab

ab b





. 

Lời giải 
Chọn A 

 
 

2
3

6
3

log 5.3
log 45

log 2.3
 3

3

log 5 2

log 2 1





 

1
2

1
1

b

a





 

2a ab

ab b





. 

Câu 14: Cho 2  số thực dương a , b  thỏa mãn a b , 1a  , log 2a b  . Tính 3log
a

b

T ba . 

A. 
2

5
T   . B. 

2

5
T  . C. 

2

3
T  . D. 

2

3
T   . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 1
log 2 log

2a bb a   . 

3 3 3log log log
a a a

b b b

T ba b a  

3 3

1 1

log log
b a

a a

b b

  . 

3 3 3 3

1 1

log log log log
b b a a

a b a b
 

 
1 1

3 3
log 3 3log

2 2b aa b
 

 
. 

1 1 2
3 1 3 3. 3 3.2
2 2 2

   
 

. 

Câu 15: Với 2log 5a   và 3log 5b  , giá trị của 6log 5  bằng 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 7 

A. 
ab

a b
. B. 

a b

ab


. C. 

1

a b
. D. a b . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 6
5

1
log 5

log 6


5 5

1 1
1 1log 2 log 3
a b

 
  5 5

1 1
1 1log 2 log 3
a b

 
 

ab

a b



. 

Câu 16: Biết  3log 1xy   và  2log 1x y  , tìm  log xy ? 

A.   5
log

3
xy  . B.   1

log
2

xy  . C.   3
log

5
xy  . D.  log 1xy  . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có    3log 1 log 2log 1xy xy y    ,    2log 1 log log 1x y xy x     

Vậy 2log 2logx y x y    

Xét    
1

3 2 3 5log 1 log 1 5log 1 10xy y y y y        

Vậy    
3

3 5 3
log log log 10

5
xy y

 
   

 
 

Câu 17: Tính giá trị của biểu thức  2 3

10 2 2log log log
a ba

a
P a b b

b
 

   
 

 ( với 

0 1;0 1a b    ). 

A. 2P  . B. 1P  . C. 3P  . D. 2P  . 

Lời giải 

Chọn B 

Sử dụng các quy tắc biến đổi logarit 

.

 

 

 

2 3

10 2 2

10 2

log log log

1
log log 2 log log 3. 2 log

2
1 1

10 2log 2 1 log 6 1.
2 2

a ba

a a a a b

a a

a
P a b b

b

a b a b b

b b

 
   

 

          

        

. 

Câu 18: Biết 27 8 2log 5 ,  log 7 ,  log 3a b c    thì 12log 35  tính theo ,  ,  a b c  bằng: 

A. 
 3

.
2

b ac

c




 B. 
3 2

.
1

b ac

c




 C. 
3 2

.
2

b ac

c




 D. 
 3

.
1

b ac

c




 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có: 27 3 3

1
log 5 log 5 log 5 3

3
a a    , 8 2 2

1
log 7 log 7 log 7 3

3
b b    . 

Mà 
 
 

 2 2 2 32 2
12 2

2 22

log 7.5 3log 7 log 3.log 5log 7 log 5 3 .3
log 35 .

log 3 2 log 3 2 2 2log 3.2

b acb c a

c c

 
    

   
 

Câu 19: Cho , 0a b  , nếu 2
8 4log log 5a b   và 2

4 8log log 7a b   thì giá trị của ab bằng 

A. 92 . B. 8 . C. 182 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 
2 62 2

8 4 2

2 3
24 8

2 2

1
log log 5log log 5 log 6 23

1 log 3log log 7 2log log 7
3

a ba b a a

ba b ba b

                   


. 

Vậy 92ab  . 

Dạng 2. So sánh hai số logarit 

1. Phương pháp 

 Nếu 1a   thì log loga ab c b c    

 Nếu 0 1a   thì log loga ab c b c    

2. Bài tập trắc nghiệm 
Câu 1: Số nào trong các số sau lớn hơn 1  

A. 0,5

1
log

8
. B. 0,2log 125 . C. 1

6

log 36 . D. 0,5

1
log

2
. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 

1

3
0,5 2

1
log log 2

8


 3 1  , 1
3

0,2 5
log 125 log 5 3 1   . 

1
2

1 6
6

log 36 log 6 2 1   , 0,5 0,5

1
log log 0,5

2
 1 . 

Câu 2: .Cho a , b  là các số thực, thỏa mãn 0 1a b   , khẳng định nào sau đây đúng? 

A. log log 0b aa b  .  B. log 1b a  .  

C. log 0a b  .  D. log log 2a bb a  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
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Vì 0 1a b    nên log log 1 log 0b b ba a    và log log 1 log 0a a ab b   . 

Suy ra : log log 0b aa b  . 

Câu 3: Cho các số thực a , b  thỏa mãn 1 a b  . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 
1 1

1
log loga bb a

  .  B. 
1 1

1
log logb aa b

  . 

C. 
1 1

1
log loga bb a

  .  D. 
1 1

1
log loga bb a

  . 

Lời giải 

Chọn A 

Vì 1 a b   nên ta có log logb ba b log 1b a   và log loga aa b 1 loga b  . 

Do đó log 1 logb aa b 
1 1

1
log loga bb a

   . 

Câu 4: Cho 0 1a b   , mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. log logb aa b . B. log logb aa b . C. log 1a b  . D. log 0a b  . 

Lời giải 

Chọn A 

Do 0 1a   nên hàm số logay x  nghịch biến trên  0; . 

Đáp án B sai, vì: Với 1 log log 1 log 0a a ab b b     . 

Đáp án D sai, vì: Với log log log 1a a aa b a b b     . 

Với 0 1a b    ta có 0 log 1a b  . 

Đáp án C sai, vì: Nếu  21
log log log log 1

logb a a a
a

a b b b
b

      (vô lí). 

Đáp án A đúng, vì: Nếu  21
log log log log 1

logb a a a
a

a b b b
b

      (luôn đúng). 

Câu 5: Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A. 3log 5 0 .  B. 2 22 2
log 2016 log 2017

x x 
 . 

C. 0,3log 0,8 0 .  D. 3 4

1
log 4 log

3
   
 

. 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 0,3log 0,8 0 00,8 0,3  0,8 1   (sai) 
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Câu 6: Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. 3log 1  . B. 3ln 3 log e . C. 3 7log 5 log 4 . D. 1

2

log 2 0 . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 3 3 3log 5 log 3 log 5 1    

7 7 7log 4 log 7 log 4 1    

Vậy: 3 7log 5 log 4 . 

Câu 7: Cho a , b  là các số thực thỏa mãn 0 1a b   . Mệnh đề nào sau đây đúng ? 

A. log 0b a  . B. 3m  . C. 2m   . D. log 1a b  . 

Lời giải 

Chọn B 

Vì 0 1a b    nên 

 log log 1b ba b     A sai. 

 2 5 5 0x y z      log logb aa b     B đúng, C sai. 

 log loga aa b log 1a b    D sai. 

Câu 8: Cho hai số thực ,a b  thỏa mãn điều kiện 0 1a b   . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 1 log loga bb a  .  B. log 1 loga bb a  .  

C. 1 log logb aa b  .  D. log 1 logb aa b  . 

Lời giải 

Chọn B 

Do 0 1a   nên với a b  ta có: 1 log log log 1a a aa b b    . 

Tương tự do 0 1b   nên với a b  ta có: log log 1b ba b  . 

Vậy log 1 loga bb a  . 

Câu 11: Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Nếu 0 a b   thì e e

2 2

log loga b . B. Nếu 0 a b   thì log loga b . 

C. Nếu 0 a b   thì ln lna b . D. Nếu 0 a b   thì 
4 4

log loga b  . 

Lời giải 

Chọn D 

Nếu 0 a b   thì     

4 4

log loga b   do 
  

1
4


 . 

Câu 12: Gọi 0,5 0,5log 4 log 133 ; 3a b  , khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 
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A. 1a b  . B. 1b a  . C. 1a b  . D. 1b a  . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có 0,5 0 ,5log 4 log 13 3 1a    , 0,5 0,5log 13 log 13 3 1b     (1)  

Lại có 0,5 0,5log 13 log 43 3  (2)  

Từ (1)  và (2)   1b a   

Dạng 3 : Đẳng thức logarit 

Câu 1: Giả sử ,x y  là các số thực dương. Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. 2 2 2log log logxy x y    B. 

 2 2 2

1
log log log

2
xy x y   

C. 2 2 2log log log
x

x y
y
    D. 

 2 2 2log log logx y x y    

Lời giải 

Chọn D 

Do  2 2 2log log logx y xy  . 

Câu 2: Cho hai số thực dương a  và ,b  với 1.a   Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A.  2log 2 2logaa
ab b  . B.  2

1
log log

2 aa
ab b . 

C.  2

1 1
log log

2 2 aa
ab b  . D.  2

1
log log

4 aa
ab b . 

Lời giải 

Chọn C 

Với ,  0a b   và 1,a   ta có 

       2

1 1 1 1 1
log log log log 1 log log .

2 2 2 2 2a a a a aa
ab ab a b b b       . 

Câu 3: Với các số thực dương a ,b  bất kì. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A.  ln ln lnab a b  . B. ln ln ln
a

b a
b
  . C.  ln ln .lnab a b . D. 

ln
ln

ln

a a

b b
 . 

Lời giải 
Chọn A 

Câu 4: Cho các số thực dương a , b , c  khác 1. Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây. 

A. log log loga a a

b
b c

c
  . B. 

log
log

log
c

a
c

a
b

b
 . 

C.  log log loga a abc b c  . D. 
log

log
log

c
a

c

b
b

a
 . 
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Lời giải 
Chọn B 
Với các số thực dương a , b , c  khác 1, ta có 

log log loga a a

b
b c

c
   nên A đúng. 

log
log

log
c

a
c

b
b

a
  nên B sai và D đúng. 

 log log loga a abc b c   nên C đúng. 

Câu 5: Giả sử ta có hệ thức 2 2 7a b ab    , 0a b  . Hệ thức nào sau đây là đúng? 

A.  2 2 22 log log log .a b a b    B. 2 2 22 log log log .
3

a b
a b


   

C.  2 2 2log 2 log log .
3

a b
a b


   D. 2 2 24log log log .

6

a b
a b


   

Lời giải 

Chọn B 
+) 

     2 2 2 2
2 2 2 2 22log log log log loga b a b a b ab a b ab a b ab              

+)  
2

2 2 2
2 2 22log log log 9 7

3 3

a b a b
a b ab a b ab a b ab

            
 

. 

Câu 6: Cho ,  a b  là các số thực dương thoả mãn 2 2 14a b ab  . Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. 
ln ln

ln
4 2

a b a b 
 .  B.  2 2 22 log 4 log loga b a b    . 

C.  4 2 22log 4 log loga b a b    . D. 2log log log
4

a b
a b


  . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  22 2 14 16
4

a b
a b ab a b ab ab

        
 

 

Nên ta có
ln ln

ln ln
4 2

a b a b
ab

 
   vậy A 

đúng      2

2 2 2 2 22log log log 16 4 log loga b a b ab a b        vậy B đúng 

     2

4 4 4 4 42log log log 16 2 log loga b a b ab a b        vậy C sai 

2 22 log log log
4

a b
a b


   vậy D đúng 

Cách 2:. 

Câu này ý C sai vì    2

4 4 4 4 4 42 log 4 log log log 4log 4 loga b a b a b ab         
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   2 24
4 4 4 4log log 4 log log 64a 64aa b ab b a b b       

. 

Câu 7: Cho các số thực dương a , b  thỏa mãn 3log 2log 1a b  . Mệnh đề nào sau đây đúng. 

A. 3 2 1a b  . B. 3 2 10a b  . C. 3 2 10a b  . D. 3 2 10a b  . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 3log 2log 1a b  3 2log log 1a b    3 2log 1a b  3 2 10a b  . 

Câu 8: Với các số thực dương a , b  bất kỳ. Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. 
2

2 2 23

9
log 2 2log 3log

a
a b

b
   . B. 

2

3

9
ln 2ln 3 2ln 3ln

a
a b

b
   . 

C. 
2

3

9
log 2 log3 2log 3log

a
a b

b
   . D. 

2

3 3 33

9
log 2 2log 3log

a
a b

b
   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Nhận thấy  
2

2 3
2 2 23

9
log log 9 log

a
a b

b
   

2 3
2 2 2 2 2 2log 9 log log 2log 3 2 log 3loga b a b       

Vậy B, C, D đúng. 

Câu 9: Với các số thực dương a ,b  bất kì. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A.  ln ln lnab a b  . B. ln ln ln
a

b a
b
  . C.  ln ln .lnab a b . D. 

ln
ln

ln

a a

b b
 . 

Lời giải 
Chọn A 

Câu 10: Cho các số thực dương a , b , c  khác 1. Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau đây. 

A. log log loga a a

b
b c

c
  . B. 

log
log

log
c

a
c

a
b

b
 . 

C.  log log loga a abc b c  . D. 
log

log
log

c
a

c

b
b

a
 . 

Lời giải 
Chọn B 
Với các số thực dương a , b , c  khác 1, ta có 

log log loga a a

b
b c

c
   nên A đúng. 

log
log

log
c

a
c

b
b

a
  nên B sai và D đúng. 

 log log loga a abc b c   nên C đúng. 
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Câu 11: Cho 4
2log

a
P b  với 0 1a   và 0b  . Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A.  2logaP b   .  B.  2logaP b  .  

C.  1
log

2 aP b   .  D.  1
log

2 aP b  . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  4

2 1 1
log 2. log log

4 2 aaa
P b b b     (Do 0 1a   và 0b  ). 

Câu 12: Cho 0a  , 0b   và 2 2 7a b ab  . Chọn mệnh đề đúng. 

A.    2 ln ln ln 7a b ab  . B.    1
3ln ln ln

2
a b a b   . 

C.  1
ln ln ln

3 2

a b
a b

    
 

. D.    3
ln ln ln

2
a b a b   . 

Lời giải 
Chọn C 

Với 0a  , 0b  , ta có  22 2 7 9a b ab a b ab      

 
2 2

ln ln
3 3

a b a b
ab ab

          
   

 

 1
2ln ln ln ln ln ln

3 3 2

a b a b
a b a b

            
   

. 

Câu 13: Cho các số , 0a b   thỏa mãn 2 2 14a b ab  . Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau. 

A.   2 22
log 4 log loga b a b    . B.    2

2 2 2log 4 log loga b a b   . 

C.  2 2 2log 2 log log
4

a b
a b

    
 

. D.  2 2 2

1
log log log

16 2

a b
a b

    
 

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
2

22 2 2 214 2 16 16
4

a b
a b ab a b ab ab a b ab ab

            
 

. 

 
2

2 2 2 2 2 2log log 2log 2log 4 log log
4

a b
ab a b a b

        
 

. 

  2 22
log 4 log loga b a b     . 

Câu 14: Cho  1 4

4

1
log log 1y x

y
   , với 0,y y x  . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng 

định sau? 

A. 3 4x y . B. 3x y . C. 
3

4
x y . D. 

3

4
y x . 
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Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

 1 4

4

1
log log 1y x

y
    4 4log log 1y x y      4 4log 1 logy y x   

 4 4log log 4.y y x    4y y x  
3

4
x y  . 

Câu 15: Với mọi số thực dương a  và b  thỏa mãn 2 2 8a b ab  , mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
1

log( ) (log log )
2

a b a b   . B. log( ) 1 log loga b a b    . 

C. 
1

log( ) (1 log log )
2

a b a b    . D. 
1

log( ) log log
2

a b a b    . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 2 2 8a b ab   2
2 8a b ab ab     2

10a b ab   . 

Hay ta có 

 2
log log10a b ab   2 log 1 log loga b a b    

   1
log 1 log log

2
a b a b     . 

Câu 16: Cho  2 2
2 2log 1 logx y xy   , với 0xy  . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định 

sau? 

A. x y . B. x y . C. x y . D. 2x y . 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có 

 2 2
2 2log 1 logx y xy    2 2

2 2log log 2x y xy   2 2 2x y xy    2
0x y  

x y  . 

Câu 17: Cho log 2a x , log 3b x  với a , b  là các số thực lớn hơn 1. Tính
2

log a

b

P x . 

A. 6P   . B. 1

6
P  . C. 1

6
P   . D. 6P  . 

Lời giải 

Chọn A 

Cách 1: log 2a x  , log 3b x 

3
3 12

2 3 2 2
2 2

a b
x a b a b b

b b



        . 

Do đó 1

22

log log 2log 2.3 6a b
bb

P x x x        . 
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Cách 2: 2log 2 1a x x a    . log 2a x  , log 3b x 
1

log
2x a  , 

1
log

3x b  . 

Khi đó 
2

2

1 1 1
log 6

1 1log 2 loglog 2.
2 3

a
x xb

x

P x
a a b
b

     
 

. 

Câu 18: Với các số thực a , 0b   bất kì, rút gọn biểu thức 2
2 1

2

2 log logP a b   ta được 

A.  2
2log 2P ab .  B.  2

2logP ab .  

C. 
2

2log
a

P
b

   
 

.  D. 2 2

2
log

a
P

b
   
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 2
2 1

2

2log logP a b  2 2
2 2log loga b   2

2log ab . 

2014P  . 

Câu 19: Với các số thực dương a , b  bất kì, đặt 

0,3
10

3 5


 

  
 

a
M

b
. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
1

log 3log log
2

  M a b . B. 
1

log 3log log
2

  M a b . 

C. log 3log 2log  M a b . D. log 3log 2log M a b . 

Hướngdẫngiải 

Chọn A. 

0,3
10

3 5


 

  
 

a
M

b

0,3
10

5

3


 
 
 
 

a

b

3

0,5




a

b
 

3
3 0,5

0,5

1
log log log log 3log log

2


 



 
       

 

a
M a b a b

b
 

Câu 20: Cho , 0, 1, 1  a b a ab . Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai. 

A. 
1

log
1 log


ab

a

a
b

.  B. 
1

log (1 log )
2

 a aab b . 

C.  2

1
log 1 log

4
  aa

a
b

b
. D. 2log ( ) 4(1 log )  aa

ab b . 

Lời giải 

Chọn C 
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1 1 1
log

log log log 1 log
  

 ab
a a a a

a
ab a b b

. 

  1 1
log log (1 log )

2 2
  a a aab ab b . 

   2

1

21 1 1
log log log log 1 log

2 4 4
      
 

a a a aa

a a
a b b

b b
 

Câu 21: Cho các số thực dương , ,a x y , a  khác 1. Đẳng thức nào sau đây đúng? 

A. 
log

log
log 10

a

a

x
x  .  B. 

log
log

log e
a

a

x
x  .  

C. 
log

log
ln10

a x
x  .  D. 

log
log

log
x a

x
a

 . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
log

log
log 10

a

a

x
x  . 

Dạng 4 : Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Cho    log 2,log 3a bbc ca  . Tính  logcS ab . 

A. 
7
5

S  . B. 
7
6

S  . C. 
5
7

S  . D. 
6
7

S  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Đặt log , logc cx a y b  .  

Ta có   log 1 1log 2 log log 2 2 2
log log

c
a a a

c c

b ybc b c
a a x x

          . 

  log 1 1log 3 log log 3 3 3
log log

c
b b b

c c

a xca c a
b b y y

          . 

Do đó ta có hệ 

1 42 1 2 5
1 1 3 33

5

y
xy xx

x x y yy

              
 

. 

Thay vào   7log log log .
5c c cS ab a b     

Câu 2: Cho các số thực dương ,a b  khác 1 và số thực dương x  thỏa mãn 

   log log log loga b b ax x . Mệnh đề nào sau đây đúng? 
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A. 
 log log

log
b a
a

b

a x b .  B. 
 log log

log
b a
a

b

a x a .  

C. 
 log log

log
a a
b

b

a x b .  D. 
 log log

log
a a
b

b

a x a . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có     log
log log log log

log

k
b

a b b a k
a

x a
x x k

x b

    


 

k

k

a

b

x b

x a

  


 

 
 log log

log log log log log
b ak k
a

k b
a b k

a a b a a
a

bb a a b b k b x b
a

 
         

 
 

Câu 3: Cho các số thực dương , , , , , ,x y z t a b c thỏa mãn 
lnln ln lnyx z t

a b c
    và 2 2. .x y z t . 

Tính 2S a b c    

A. 4S  . B. 
1
2

S  . C. 2S   . D. 2S  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có: 

ln ln
ln ln
ln ln

a a

b b

c c

x t x t
y t y t
z t z t

   


  
   

 

Do đó  22 2 2( 1) 2( 1) 2a b c a b cxy z t t t t t t t a b c S             

Câu 4: Cho hai số thực dương , 1x y   thỏa mãn log logx yy x  và    log logx yx y x y   . 

Tính giá trị biểu thức 4 2 1S x x   . 
A. 2S  . B. 3S  . C. 4S  . D. 5S  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Điều kiện: 
, 1

0
x y
x y
 
  

. Ta có:  

 2 1log 1 (L)1 1log log log log 1
log 1 (TM)log

x
x y x x

xx

y
y x y y y x y

yy x
 

           
. 
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Ta có:     2
2

1 1 1log log log log log 0x y x x xx y x y x x x
x x x

     
               

     
 

2 4 2
2

1 1 1 0x x x
x

       . Vậy 4 2 1 1 1 2S x x      . 

Câu 5: Giá trị của tham số thực m  để tồn tại duy nhất một cặp số thực ( ; )x y  thỏa mãn đồng thời 

các điều kiện 2019log ( ) 0x y   và 2 1x y xy m     là 

A. 
1

2
m 
 . B. 0m  . C. 2m  . D. 

1
3

m 
 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
Theo đề 

 

 
2019

2

2 2

2 2

0 1log ( ) 0 0 1

2 1 ( )2 1 2 1 ( )

0 1
2 2 1 0

0
1 0

( 1) ( 1) 1
1 1 1 1( ; ) 1

22

x yx y x y

xy m x yx y xy m xy m x y

x y
x y x y m

x y
x y
x y m

YCBT d I d R m m

              
            

    
     

  
   
     

  
      

 

Câu 6: Cho hàm số   2log
2
mxf x

x



 với m  là số thực dương. Tìm giá trị thực của m, biết rằng 

với mọi số thực  , 0; 2a b  thỏa mãn 2a b   ta luôn có     3f a f b  . 

A. 3m  . B. 8m  . C. 2 2m  . D. 9m  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:   2 2 2log log log
2 2
mx xf x m

x x
  

 
 

Do đó         2 2 2 2 2
22 log log log log 2log

2
a af a f b f a f a m m m
a a


        

  

Theo giả thiết ta có:     3f a f b   nên 
3
2

22log 3 2 2 2m m    . 

Câu 7: Với mỗi cặp số thực  ;x y  thỏa mãn    2 2
2 4log 2 log 7x y x xy y     có bao nhiêu số 

thực z  thỏa mãn    2 2
3 9log 3 log 3 4x y x xy zy    . 
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A. 2 . B. 1. C. 3 . D. 0 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có: 
   
       

   

2 2
22 4 2 2

2 22 2
3 9 2 2 2

3 3

2 0,3 0
log 2 log 7

log 2 log 7
log 3 log 3 4

log 3 log 3 4

x y x y
x y x xy y

x y x xy y
x y x xy zy

x y x xy zy

              
        

 

  
 

2 2 2 2 2

2 22 2 2

2

2 0,3 0 2 0,3 0
1; 2

2 7 3 3 6 0
9; 216 23 3 4

x y x y x y x y x x
y yx y x xy y x xy y
z zx xy yx y x xy zy z

y


                         

           


. 

Câu 8: Cho log ,loga bbc x ca y   và 
2log

1c
mx nyab
pxy
 




, với , ,m n p  là các số nguyên. Tính 

2 3S m n p    

A. 6S  . B. 9S  . C. 0S  . D. 3S  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có 

log 1log
log log log log 1 1
log log log log 1 1log

1log

c
c

a c c c

b c c c
c

c

bc yx a
x bc a x a b xy
y ca ca a y b xby

xyb

                          

. 

Mặt khác, 
2log log log

1c c c
x yab a b
xy
 

  


. Do đó 

1
1 2 3 6
1

m
n S m n p
p

 
      
 

. 

Câu 9: Cho 0 1a   tìm số tự nhiên n  thỏa 

mãn 3
2 2 2 2log 2019 2 log 2019 3 log 2019 ... log 2019 1008.2017 log 2019na aa a a

n      

A. 2016n  . B. 2019n  . C. 2017n  . D. 2020n  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

 
3 3 3 2 2

3 3 3 3 2 2

log 2019 2 log 2019 3 log 2019 ... log 2019 1008 .2017 log 2019

1 2 3 ... log 2019 1008 .2017 log 2019
a a a a a

a a

n

n

    

     
 

 3 3 3 3 2 21 2 3 ... 1008 .2017n     
  2

2 21
1008 .2017 2016

2
n n

n
 

     
 
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Câu 10: Cho ba số thực dương , ,a b c  theo thứ tự lập thành một cấp số nhân và 64a b c   . Giá 

trị của biểu thức    2 23log logP ab bc ca abc     bằng: 

A. 18 . B. 6 . C. 24 . D. 8  

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có 

   

2

3

264 64

ac b
abc b
ab bc ca b a c ca b b b b

 



         

. 

Do đó   3
2 2 23log 64 log 3log 64 3.6 18P b b     . 

Câu 11: Cho 3 số 22017 log ;a  32018 log ;a 42019 log ;a theo thứ tự lập thành cấp số cộng. 

Công sai của cấp số cộng này bằng: 

A. 1. B. 12 . C. 9 . D. 20 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Do 3 số 22017 log ;a  32018 log ;a 42019 log ;a theo thứ tự lập thành cấp số cộng. Suy 

ra 
 

 
2 4 3

2 2 3 2 3 2 3

2017 log 2019 log 2 2018 log
1log log 2log 3log 4log log 3 4log 2 0 1.
2

a a a

a a a a a a a

    

         
.  

Vậy công sai 3 2log log 1 1d a a    . 

Câu 12: Tìm số tự nhiên n  thoả mãn 
23 33 3

1 1 1 120
log log log lognx x x x

     với 0 1x   

A. 15n  . B. 20n  . C. 12n  . D. 10n  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
Do 0 1x   nên ta có: 

   
2

2 1 2

3 3 3

. 11 1 1 log 3.3 ....3 log 3 log 3
log log log 2n

n n
x x x

n n
x x x

   
        

Vậy ta có: 
 . 1

120 15
2

n n
n


    
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BÀI 4. HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LOGARIT 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. HÀM SỐ MŨ 

1. Định nghĩa: Cho 0, 1a a  . Hàm số xy a  được gọi là hàm số mũ cơ số a  

2. Đạo hàm của hàm số mũ:   Vôùi moïi x ,0 a 1 

 
 

x x

u u

e e

e u e








  
 
 

.ln

.ln

x x

u u

a a a

a u a a








 

Ví dụ: Tính đạo hàm các hàm sau: 

2 2 24 21) ; 2) cos 2 . ; 3) 3 ; 4)
2

x
x x x x x

x

e
y e y x e y y 

     

3. Khảo sát hàm số mũ  0, 1xy a a a    

, 1xy a a   ,0 1xy a a    

Tập xác định D = R 

' .ln 0,xy a a x    ' .ln 0,xy a a x    

lim 0; lim ;x xa a
x x

  
 

 lim ; lim 0x xa a
x x

  
 

 

Tiệm cận ngang: trục Ox 
BBT 

 

BBT 
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II. HÀM SỐ LÔGARIT 

1. Định nghĩa: Cho 0, 1a a  . Hàm số logay x  được gọi là hàm số logarit cơ số a  

2. Đạo hàm của hàm số logarit: Với mọi 0 1a   

 

 

1
log '

.ln

log '
.ln

'

xa
x a

a
u a

u
u





 
 

 

1
ln '

1
ln ' . '

x
x

u u
u




 

Ví dụ: Tính đạo hàm các hàm sau 

   2
2 4

ln 1
1) ln ; 2) ; 3) log ; 4) log ln(cos )

2

xx e
y x x y y y x

x x


      

4. Sự biến thiên và đồ thị  hàm số logarit 

log , 1y x aa   log ,0 1y x aa    

Tập xác định D =  0;  

1
' 0, 0

.ln
y x

x a
     

Hàm số đồng biến trên D 

1
' 0, 0

.ln
y x

x a
     

Hàm nghịch biến trên D 

lim ; lim ;
0

y
x x

y


   
 

 lim ; lim ;
0

y
x x

y


   
 

 

Tiệm cận đứng: trục Oy 
BBT 

 

BBT 
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B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1. Tìm tập xác định, tập giá trị của hàm số 
1. Phương pháp: 0 1a   

Hàm số  logay f x  xác định khi   0f x   

2. Các ví dụ 
Tim tâp xác định của các hàm số sau : 

a)  2
3log 2y x x  ; 

b)  2
0,2log 4y x   

c) 
2

1
log

3
y

x



 

d) 
4

2

log 3
y

x



. 

Lời giải 

a) Hàm số  2
3log 2y x x   xác định khi 2 2 0x x   hay 2x    hoặc 0x  . 

Vạy tập xác định của hàm số là ( ; 2) (0; )D       : 

b) Hàm số  2
0,2log 4y x   xác định khi 24 0x   hay 2 2x   . 

Vậy tập xác định của hàm số là ( 2;2)D   . 

c) Hàm số 
2

1
log

3
y

x



 xác định khi 

1
0

3 x



 hay 3x  . Vạy tập xác định của hàm số là 

( ;3) . 

d) Hàm số 
4

2

log 3
y

x



 xác định khi 

4

0

log 3

x

x


 

 hay 
0

64

x

x


 

 

Vạy tập xác định của hàm số là (0;64) (64; )D    . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tập xác định của hàm số  2log 10 2y x   là 

A.  ;2  B.  5;  C.  ;10  D.  ;5  

Lời giải 
Chọn D 
Hàm số xác định  10 2x 0 x 5 D ;5         

Câu 2: Tập xác định của hàm số  2log 2 y x x  là 
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A.  2;0 D  B.  \ 0 D  C.    ; 2 0;    D  D.  D  

Lời giải 
Chọn C 

Hàm số đã cho xác định 2 0
2 0

2


      

x
x x

x
. Vậy    ; 2 0;    D  

Câu 3: Hàm số x 1y log   x. xác định khi và chỉ khi: 

A. 
x 1

x 2


 

 B. x 1  C. x 0  D. x 2  

Lời giải 
Chọn A 

Hàm số x 1y log x  xác định khi 

x 0 x 0
x 1

x 1 0 x 1
x 2

x 1 1 x 2

  
            

 

Câu 4: Cho 0 1.a   Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau 

A. Tập giá trị của hàm số xy a  là   

B. Tập xác định của hàm số ay log x  là   

C. Tập xác định của hàm số xy a  là   

D. Tập giá trị của hàm số ay log x  là   

Lời giải 
Chọn D 

Hàm số ay log x  có tập giá trị là   

Câu 5: Tập xác định của hàm số  là 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn D 

Hàm số đã cho xác định  

Vậy . 

Câu 6: Hàm số  x x
2y log 4 2 m   có tập xác định là   thì 

A. 
1

m
4

  B. m 0  C. 
1

m
4

  D. 
1

m
4

  

Lời giải 
Chọn D 

Hàm số có tập xác định là  x x x x4 2 m 0, x m 2 4 x              

Đặt    x 2

t 0

1
t 2 0 m t t t 0 m max f t m .

4
            

 2
2y log 3 2x x  

 D 1;3   D 0;1  D 1;1   D 3;1 

23 2x x 0 3 x 1.       

 D 3;1 
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Câu 7: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số  2y ln x 2mx 4    xác định với mọi 

x .   

A.    m ; 2 2;      B.  m 2;2   

C.    m 2;2 2;      D.  m 2;2   

Lời giải 
Chọn D 
Hàm số xác định với mọi 

2 2x x 2mx 4 0, x ' m 4 0 2 m 2                 

Dạng 2. Tính đạo hàm  
1. Phương pháp:  

 
 

x x

u u

e e

e u e








  
 
 

.ln

.ln

x x

u u

a a a

a u a a








 

Với mọi 0 1a   

 

 

1
log '

.ln

log '
.ln

'

xa
x a

a
u a

u
u





 
 

 

1
ln '

1
ln ' . '

x
x

u u
u




 

Ngoài ra ta có thể sử dụng MTCT để kiểm tra và thử đáp án 

2. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Hàm số  2 18 6 3 ln 2  x xy x là đạo hàm của hàm số nào sau đây? 

A. 
2 18   x xy  B. 

2 12   x xy  C. 
23 3 12   x xy  D. 

23 3 18   x xy  

Lời giải 
Chọn A 

Câu 2: Đạo hàm của hàm số 
1

2x

x
y


  là 

A. 
 

x

1 x 1 ln 2
y '

4

 
  B. 

 
x

1 x 1 ln 2
y '

2

 
  C. 

x

x
y '

4
   D. 

x

x
y '

2
   

Lời giải 
Chọn B 

   x x

x x

2 x 1 2 ln 2 1 x 1 ln 2
y '

4 2

   
   

Câu 3: Đạo hàm của hàm số 
1

9x

x
y


  

A. 
 

2

1 2 1 ln 3
' .

3 x

x
y

 
   B. 

 
2

1 1 ln 3
' .

3 x

x
y

 
  

C. 
 1 2 1 ln 9

' .
3x

x
y

 
   D. 

 1 2 1 ln 3
' .

3x

x
y

 
  
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Lời giải 
Chọn A 

         
2 2 2

1 .9 9 . 1 9 9 1 ln 9 1 2 1 ln 3
.

9 9 3

x x x x

x x x

x x x x
y


      

     

Câu 4: Tính đạo hàm của hàm số  3log 2 2 .y x   

A. 
 

1
y '

2x 2 ln 3



 B. 

1
y '

x 1



 C. 

 
1

y '
x 1 ln 3




 D. 
1

y '
2x 2




 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 
 

   
2x 2 ' 1

y ' .
2x 2 ln 3 x 1 ln 3


 

 
 

Câu 5: Cho hàm số 3log (2 1)y x  , ta có: 

A. 
1

2 1
y

x
 


. B. 

1

(2 1)ln3
y

x
 


. C. 

2

(2 1)ln3
y

x
 


. D. 

2

2 1
y

x
 


. 

Lời giải 

Chọn C 

Câu 6: Đạo hàm của hàm số 
2

1

log
y

x
  là: 

A. '
2

ln 2
.

ln
y

x x
   B. '

2

ln 2
.

ln
y

x x
  C. '

2
2

ln 2
.

log

x
y

x
   D. '

2
2

ln 2
.

log

x
y

x
  

Lời giải 
Chọn A 

 '

2'
2 2

log ln 2

ln ln

x
y

x x x
     

Câu 7: Kết quả tính đạo hàm nào sau đây sai? 

A.  3 3 ln 3 x x  B.  10 10 ln10x x   C.  3

1
log

ln 3
 x

x
 D.  2 2 x xe e  

Lời giải 
Chọn D 

Ta có  2 22 x xe e , suy ra D sai. 

Câu 8: Cho hàm số   2 .xf x x e  Bất phương trình   0f x   có tập nghiệm là: 

A.  2; 2  B.    ; 2 0;     C.    ;0 2;    D.  0;2  

Lời giải 
Chọn D 

 
2

22
' 0 2 0 0 2


       

x

x x
f x x x x

e
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Câu 9: Đạo hàm của hàm số  2
ln 2

1

x
y x

x


 


 là: 

A. 
 

 2

3ln 2
.

1

x

x




  B. 

 
 2

1 3ln 2
.

1

x x

x

  


 

C.  1
ln 2 .

1
x

x



  D. 

 
 

 
2

3ln 2 ln 2
.

11

x x

xx

  



 

Lời giải 
Chọn B 

 
   

 
'

2 2

3ln 23 2 1 1
ln 2 .

1 2 11 1

xx
y x

x x xx x

  
    

   
 

Câu 10: Đạo hàm của hàm số    2 1 ln 1y x x    là. 

A.   2 1
2 ln 1

1

x
x

x


 


.  B.  2 ln 1x x  .  

C. 
2 1

2
1

x
x

x





.  D.   2 1

2 ln 1
1

x
x

x


 


. 

Lời giải 
Chọn A 

              

 

1
2 1 .ln 1 2 1 . ln 1 2.ln 1 2 1 .

1

2 1
2ln 1

1

y x x x x x x
x

x
x

x

          



  



 

Câu 11: Đạo hàm của hàm số 2

1
log

ln

x
y

x

   
 

 là: 

A. 
 
ln 1

.
1 ln 2

x x x

x x

 


  B. 
 

ln 1
.

1 ln ln 2

x x x

x x

 


  

C. 
 
ln 1

.
1 ln 2

x x x

x

 


  D. 
 

ln 1
.

1 ln 2.ln

x x x

x x x

 


 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có: 
 

'

'

1
ln 1ln

.
1 1 ln 2.lnln 2

ln

x
x x xx

y
x x x x

x

 
     
 

 

Câu 12: Cho hàm số    2 `

2  1 2 2.x af x v a f ln    Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 2 0a    B. 0 1a   C. 1a   D. 2a    
Lời giải 

Chọn A 
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Ta có    2 1 12 .2 ln 2 1 2 ln 2.2 2 ln 2 2 1 1x a a af x x f a             

Câu 13: Cho hàm số 
1

lny
x

 . Hệ thức nào sau đây đúng? 

A. ' 0ye y   B. ' 0ye y   C. . ' 0ye y   D. 
2

1
. 'ye y

x
  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
/

2

1 1 1 1
' .

1
y x

x x x
x

           
   

, 
1 1

ln ' 0y yxe e y e
x

      

Dạng 3. So sánh, Đẳng thức, bất đẳng thức 

 
1. Phương pháp 

1:

0 1:

1: log log

0 1: log log

x y

x y

a a

a a

a a a x y

a a a x y

a x y x y

a x y x y

    

     
    
     

 

2. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai? 

A. 
2,3 2,3

10 12
.

11 11
      
   

  B. 
2 2

7 8
.

9 9

 
      
   

  

C.    3,1 3,1
2,5 2,6 .

    D.    7,3 7,3
3,1 4,3 .  

Lời giải 

Chọn A 

Dùng tính chất: 

, 1

0

x x

a b

a b a b

x


   
 

 

Câu 2: Nếu   1

7 4 3 7 4 3
a

    thì 

A. 1a  B. 1a  C. 0a  D. 0a  
Lời giải 

Chọn D 

BPT    1 1

7 4 3 7 4 3 1 1 0
 

         
a

a a  

Câu 3: Cho      với , .   Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A.     B.     C.     D.     

Lời giải 
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Chọn A 

Câu 4: Cho 0,3 3log 0,07; log 0,2.M N  Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. 0 .N M   B. 0 .M N   C. 0 .N M   D. 0.M N   
Lời giải 

Chọn B 

+ Ta có: 0,3

0 0,3 1
log 0,07 0

0 0,07 1
M

 
    

 

3

3 1
log 0,2 0

0 0,2 1
N


    

 

+ Suy ra: 0M N   

Câu 5: Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A.    2017 2018

2 1 2 1   . B. 

2019 2018

2 2
1 1

2 2

   
        

   
. 

C.    2018 2017

3 1 3 1   . D. 2 1 32 2  . 

Lời giải 
Chọn C 

Do 
2018 2017

3 1 1




 
 nên    2018 2017

3 1 3 1   . 

Câu 6: Cho  Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A.  B.  C.  D.  
Lời giải 

Chọn D 

 

Câu 7: Có kết luận gì về a nếu    3 1
2 1 2 1a a

      1  

A.   1; 1 ; 0
2

a
 

     
 

 B.   1; 1 0;
2

a  
     

 
 

C.   1; 1 ;0
6

a  
     

 
 D.    ; 2 1; 0a       

Lời giải 
Chọn A 

Điều kiện xác định: 
1

2 1 0 .
2

a a      

0 a 1; , .   

a
a

a




     aa a a 0


   a a
    a a


 

 a a


 
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Ta có:  
 

 
 

 
 

2

3 3 3

1 2 1 11 1
1 0 0

2 12 1 2 1 2 1

a a a

aa a a

  
     

  
 

Lập bảng xét dấu ta được: 
1

0
2

1

a

a

  


 

. 

Câu 8: Trong các bất đẳng thức sau, bất đẳng thức nào sai? 

A. 2 2log 5 log   B. 
2 12 1

log log e


   C. 
3 13 1

log log 7


   D. 7log 5 1  

Lời giải 
Chọn C 

Ta có: 3 1 1   do đó 
3 13 1

7 log log 7.


      

Câu 9: Cho 0 1a  , 1b   và log 2aM  , 2logN b . Khi đó khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 0M   và 0N  .  B. 0M   và 0N  .  
C. 0M   và 0N  .  D. 0M   và 0N  . 

Lời giải 
Chọn D 

Câu 10: Với những giá trị nào của a
 
thì    

2 1

3 31 1a a
    ? 

A. 1 2a  . B. 2a  . C. 1a  . D. 0 1a  . 
Lời giải 

Chọn A 

Vì 

   
2 1

3 3

2 1

3 3

1 1a a
 

  

   

0 1 1 1 2a a       . 

Câu 11: Nếu 
19 15

5 7a a và    log 2 7 log 2 5b b    thì: 

A. 1,0 1  a b  B. 0 1, 1  a b  C. 0 1,0 1   a b  D. 1, 1 a b  

Lời giải 
Chọn B 

19 15

5 7a a  vì mũ không là số nguyên nên 0a . Mặt khác 
19 15

5 7
  nên 1 0 1   a a  

   log 2 7 log 2 5  b b  để có nghĩa thì 1 0 b  và 2 7 2 5    nên 

1b  

Câu 12: Cho các số thực a,b thỏa mãn 1. a b  Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau: 

A. log loga bb a  B. log loga bb a  C. ln lna b  D.  1

2

log 0ab  

Lời giải 
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Chọn A 

Cho 4; 2 a b ta có: 
1

log ; log 2
2

 a bb a nên A sai. 

Câu 13: Cho a, b là các số thực dương, thỏa mãn 
43

34a a  và b b

1 2
log log .

2 3
  Mệnh đề nào dưới 

đây đúng? 
A. a 1,0 b 1    B. 0 a 1, b 1    C. 0 a 1,0 b 1     D. a 1, b 1   

Lời giải 
Chọn B 

Ta có 
43

34
3 4

a a 0 a 1 do
4 3

      
 

 

Mặt khác b b

1 2 2 1
log log b 1 do

2 3 3 2
     
 

 

Câu 14: Cho hai số thực a và b sao cho với 5 4a a   và 
3 4

log log
4 5b b

      
   

. Trong các mệnh đề 

sau mệnh đề nào là đúng? 
A. 1; 1.a b    B. 1;0 1a b   .  

C. 0 1; 1.a b     D. 0 1;0 1.a b     

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 
5 4

5 4
0 1a

a a 

  
  


 và 

3 4

4 5
1

3 4
log log

4 5b b

b

   
           

. 

Vậy 0 1; 1.a b    

Câu 15: Cho    2 1 2 1
a b

   . Kết luận nào sau đây đúng? 

A. a b . B. a b . C. a b . D. a b . 
Lời giải 

Chọn B 

Do 0 2 1 1    nên hàm số mũ  2 1
x

y    nghịch biến trên   và ta có:

   2 1 2 1
a b

  
 


 
a b  

Câu 16: Tìm tập tất cả các giá trị của a để 75 221 a a  

A. 0 a 1   B. 
5 2

a
21 7

   C. a 1  D. a 0  

Lời giải 
Chọn A 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang hay cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 12 
 

25
75 221 721a a a a 0 a 1       

Câu 17: Cho p, q là các số thực thỏa mãn
2p q

p 2q1
m , n e ,

e


   

 
 biết m n.  So sánh p và q  

A. p q  B. p q  C. p q  D. p q  

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 
2p q

q 2p p 2q1
m e , n e .

e


     

 
 Vì m n  nên q 2p p 2q q p.      

Câu 18: Cho a 1.  Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. 
3 2a

1
a

  B. 3

5

1
a

a
   C. 

1

3a a  D. 
2016 2017

1 1

a a
  

Lời giải 
Chọn B 

Do a 1    vưới m n  thì m na a  

Do 3
55

1 1
3 5 a

aa
       

Câu 19: Cho 0 a 1.   Khẳng định nào đúng? 

A. 2

3

1
a

a
   B. 

3 2

a
1

a
  C. 

1

3a a  D. 
2017 2018

1 1

a a
  

Lời giải 
Chọn A 

Phương pháp: Xét hàm số có dạng xy a ,a 0,a 1:    

+ Nếu 0 a 1  hàm số nghịch biến trên  ;   

+ Nếu a 1 : hàm số đồng biến trên  ;   

Cách giải: Với 0 a 1:   

2 2 3

3 2 3

1 1 1
a a a 0 a 1

a a a
          (luôn đúng). Vậy phương án A đúng. 

3

3 2

a
1 a 1 a 1

a
      (Loại). Vậy phương án B sai. 

1 1 1

3 3 2a a a a a 1      (Loại). Vậy phương án C sai. 

2017 2018
2017 2018

1 1
a a a 1

a a
      (Loại). Vậy phương án D sai. 

Câu 20: Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 

A. Khi 0x   thì 2
2 2log 2 log .x x  B. Khi 0 1a   và b c  thì .b ca a  

C. Với a b  thì log log 1.a bb a   D. Điều kiện để 2x  có nghĩa là 0.x   

Lời giải 
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Chọn C 

Đáp án C sai vì với 
1 log

log 1 log
log 1

a
b a

b

b
a b a b

a


     

 

Câu 21: Cho a là số thực dương khác 1. Xét hai số thực 1 2,x x . Phát biểu nào sau đây đúng? 

A. Nếu 1 2x xa a  thì 1 2.x x  B. Nếu 1 2x xa a  thì 1 2.x x  

C. Nếu 1 2x xa a  thì   1 21 0.a x x    D. Nếu 1 2x xa a  thì   1 21 0.a x x    

Lời giải 
Chọn C 

  
1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1:
1 0.

1:

x x

x x

a a a x x
a x x

a a a x x

        
   

 

Dạng 4. GTLN và Gtnn của hàm số 

Câu 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số  2 xy x e   trên  0; 4 .  

A. 
 0;3
min y e.   B. 

 0;3
min y 0.  C. 

 
2

0;3
min y 2e .   D. 

 
4

0;3
min y 2e .  

Lời giải 
Chọn A 

Em có    xy e x 1 , y 0 x 1 0; 4 .        

Khi đó       4y 0 2, y 1 e, y 3 2e .      

Vậy 
 

 
0;3

min y y 1 e.    

Câu 2: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số  trên đoạn  

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

Xét hàm số  trên đoạn , ta có  Suy ra hàm số 

đã cho là hàm số đồng biến trên . Khi đó  

Câu 3: Giá trị lớn nhất của hàm số  2
2 exy x   trên  1;3  là 

A. e . B. 0 . C. 3e . D. 4e . 
Lời giải 

Chọn C 

     2 22 2 e 2 e e 2x x xy x x x x       . 

0
0

2

x
y

x

    
. Ta có:      31 3; 3 e ; 2 0y y y   . 

Vậy GTLN của hàm số  2
2 exy x   trên  1;3  là 3e . 

2xy x e   0;1 .

 x 0;1
max y 2e



 

2

x 0;1
max y e 1


 
 

2

x 0;1
max y e



 x 0;1

max y 1




2xy x e   0;1  2xy ' 1 2e 0 x 0;1 .    

 0;1
 

  2

0;1
max y y 1 1 e .  
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Câu 4: Giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m của hàm số lny x x  trên đoạn 
1

;
2
 
  

e
e

 lần lượt là 

A.  1
, ln 2

2
  M e m e

e
  B. 

1
,

2
  M e m

e
 

C.   11
ln 2 ,

2
   M e m e

e
 D. 

1
,  M e m

e
 

Lời giải 

Chọn D 

1 1 1
' 1.ln . ln 1 0 ln 1 ;

2
             

y x x x x x e
x e e

 

Ta có  1 ln 2 1 1 1 1
; ; ;  min

2 2

                
   

y y e e y M Maxy e m y
e e e e e

 

Câu 5: Giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của hàm số lny x x   trên đoạn 
1

;
2

e 
  

 lần lượt là 

A. 1 và 1e   B. 1 và e  C. 
1

ln 2
2
  và 1e   D. 1 và 

1
ln 2

2
  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có: 
1 1

' 1 0 0 1
x

y x
x x


       . Ta có    1 1

ln 2; 1 1; 1
2 2

y y y e e       
 

 

1; 1Maxy e Miny     

Câu 6: Giá trị lớn nhất của hàm số  2 lny x x  trên đoạn  2;3 là 

A. 
 2;3

max 4 2ln 2 y   B. 
 2;3

max 1y   

C. 
 2;3

max y e   D. 
 2;3

max 2 2ln 2  y  

Lời giải 
Chọn C 

Xét hàm số:  2 ln y x x trên  2;3  

Có  ' 2 ln 1 1 ln    y x x x  

   ' 0 1 ln 0 ln 1 2;3        y x x x x e  

(2) 4 2 ln 2; ( ) ; (3) 6 3ln 3y y e e y      

Vậy 
 

 
2;3

max  y y e e  

Câu 7: Giá trị lớn nhất M  và giá trị nhỏ nhất m  của hàm số 2 2lny x x   trên 1e ;e    là 

A. 2e 2M   , 2e 2m   . B. 2e 2M   , 1m  . 

C. 2e 1M   , 1m  .  D. 2e 2M   , 1m  . 
Lời giải 

Chọn D 
ĐKXĐ: 0x   
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2 2lny x x   
2

2y x
x

  
22 2x

x


  

0y   
22 2

0
x

x


   22 2 0x    1x    1x   1e ;e    

Ta có:  1 1y  ,   2e e 2y   ,  -1 2e e 2y    

2e 2M   , 1m  . 

Câu 8: M là giá trị lớn nhất, m là giá trị nhỏ nhất của hàm số  2y x 4 ln 1 x    trên đoạn  2;0  

Tích M.m là 
A. 0. B. 1 4ln 2.  C. 4ln 2 1.  D. 4 ln 2.  

Lời giải 
Chọn A 

24 2x 2x 4
y 2x

1 x 1 x

     
 

 

 Cho 
 
 

2
x 1 2;0

y 0 2x 2x 4 0
x 2 2;0

    
        

  
 

  f 1 1 4 ln 2   ;  f 2 4 4 ln 3   ;  f 0 0  

 Trong các kết quả trên, số nhỏ nhất là: 1 – 4ln2, số lớn nhất là: 0 

 Vậy, 
 2;0

m min y 1 4ln 2


    khi x = –1; 
 2;0

M max y 0


   khi x = 0 

Suy ra M.m = 0 

Câu 9: Gọi M , N  lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2.  xy x e  trên đoạn 

 1;1 . Tính tổng M N . 

A. 3 M N e .  B.  M N e .  
C. 2 1 M N e .  D. 2 1 M N e . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  22 2      x x xy xe x e xe x . 

Cho  
 
 

0
0 2 0

2



      



x
x N

y xe x
x L

. 

Khi đó  1 y e ;   1
1 y

e
;  0 0y . 

Do đó 
 1;1

Min 0


 m y  tại 0x  và 
 1;1

Max


 M y e  tại 1 x . 

Vậy  M m e . 

Dạng 5. Nhận dạng đồ thị 
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Câu 1: Cho a là số thực dương khác 1. Hình nào sau đây là đồ thị của hàm số mũ  

A.  B.  

C.  D.  
Lời giải 

Chọn C 

Hàm số có tập xác định là  và tập giá trị là  

Câu 2: Biết (C1), (C2) ở hình bên là hai trong bốn đồ thị của các hàm số 

  1 1
3 , , 5 ,

32

x x
x

xy y y y
            

. Hỏi (C2) là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

 

A.  3
x

y  B. 
1

2

   
 

x

y  C. 5 xy  D. 
1

3
   
 

x

y  

Lời giải 
Chọn A 
- Ta thấy (C1), (C2) đều có hướng đi lên khi x tăng   (C1), (C2) đồng biến x  . 

- Mà hàm xy a  đồng biến khi 1a  , nghịch biến khi 0 1a  . Do đó ta loại hàm 

1

2

x

y
   
 

 và 
1

3

x

y
   
 

. 

xy a ?

xy a   0;
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- Xét khi 0x   thì (C1) ở trên (C2)    1 2y C y C  . Mà      25 3 : 3 .
x x

x C y    

Câu 3: Đối xứng qua đường thẳng y x  của đồ thị hàm số 
x

2y 5  là đồ thị nào trong các đồ thị 

có phương trình sau đây? 

A. 
5

y log x  B. 2
5y log x  C. 5y log x  D. 5

1
y log x

2
  

Lời giải 
Chọn A 

Ta đưa hàm số về dạng:  
x x
2y 5 5 .   

Dựa vào lý thuyết “Hai hàm số x
ay a , y log x   có đồ thị đối xứng nhau qua đường phân 

giác của góc phần tư thứ nhất y = x” 

Hoặc thay x = y và y = x ta có  y

5
x 5 y log x    

Câu 4: Đường cong trong hình bên dưới là đồ thị của một hàm số 
trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D 
dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 

A. 
x

1
y

2
   
 

 B. 2y x  

C. 2y log x  D. xy 2  

Lời giải 
Chọn D 
Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy hàm số có tập xác định là   và đồng biến trên   

Do đó chỉ có đáp án D thỏa mãn 

Câu 5: Tìm a để hàm số  log 0 1a x a   có đồ thị là hình bên 

 

A. 2a   B. 2a   C. 
1

2
a   D. 

1

2
a    

Lời giải 
Chọn A 

Đồ thị hàm số đi qua điểm   22; 2 log 2 2 2 2a a a       
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Câu 6: Nếu gọi  1G là đồ thị hàm số xy a và  2G  là đồ thị hàm số ay log x với 0 a 1.   

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A.  1G và  2G  đối xứng với nhau qua trục hoành. 

B.  1G và  2G  đối xứng với nhau qua trục tung. 

C.  1G và  2G  đối xứng với nhau qua đường thẳng y x  

D.  1G và  2G  đối xứng với nhau qua đường thẳng y x   
Lời giải 

Chọn C 

Mọi điểm        m
1 a 2A m; n G a n m log n B n;m G        

Hai điểm A và B đối xứng nhau qua đường thẳng y x  

Do đó  1G và  2G đối xứng nhau qua đường thẳng y x  

Câu 7: Cho hai hàm số ,x xy a y b   với ,a b là hai số thực dương khác 1, lần lượt có đồ thị là 

1( )C  và 2( )C  như hình bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

 
A. 0 1a b    B. 0 1b a    C. 0 1a b    D. 0 1b a    

Lời giải 
Chọn B 

- Đồ thị hàm số 1( )C  đồng biến nên ' ln 0 1xy a a a     

- Đồ thị hàm số 2( )C  nghịch biến nên ' ln 0 0 1xy b b b     . Do đó 0 1b a    

Câu 8: Cho hai hàm số log , loga by x y x   có đồ thị    1 2, ,C C được vẽ trên cùng mặt phẳng 

tọa độ. Mệnh đề nào sau đây đúng? 
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A. 0 1.b a    B. 0 1 .b a    C. 0 1.a b    D. 0 1 .a b    
Lời giải 

Chọn B 

Ta thấy đồ thị hàm số logb x  nghịch biến nên 0 1b   

Ta thấy đồ thị hàm số loga x  đồng biến nên 1a   

Câu 9: Cho 0, 0, 1.a b b    Đồ thị các hàm số xy a  và logby x  cho như hình vẽ bên. Mệnh 

đề nào sau đây là đúng? 

 
A. 1; 0 1.a b    B. 1 0; 1.a b    C. 0 1; 0 1.a b     D. 1; 1.a b   

Lời giải 
Chọn A 

Quan sát đồ thị ta thấy. Hàm số xy a  đồng biến 0a  . Hàm số logby x  nghịch biến 

0 1b    

Câu 10: Cho đồ thị hàm số xy a  và logby x  như hình vẽ: 

 

Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 
1

0
2

a b     B. 0 1a b     

C. 0 1b a     D. 
1

0 1,0
2

a b     

Lời giải 
Chọn B 

+ Xét hàm số xy a  đi qua  0;1  suy ra đồ thị hàm số (1) là đường nghịch biến, suy ra 

0 1a  . 
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+ Xét hàm số logby x  đi qua (1;0) suy ra đồ thị hàm số (2) là đường đồng biến suy ra 

b>1. 
Suy ra 0 1 .a b    

Câu 11: Cho 3 số , , 0, 1, 1, 1.   a b c a b c  Đồ thị các hàm số , ,  x x xy a y a y c  được cho 

trong hình vẽ dưới. 

 
Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A.  b c a  B.  a c b  C.  a b c  D.  c a b  
Lời giải 

Chọn B 

Ta có hàm số ; x xy b y c đồng biến, hàm số  xy a  nghịch biến nên 1; , 1 a b c . Thay 

10x , ta có 10 10  b c b c  

Câu 12: Cho các hàm số  xy a , log , log b cy x y x  có đồ thị như hình vẽ. 

 
Chọn khẳng định đúng. 
A. c b a  . B. b a c  . C. a b c  . D. b c a  . 

Lời giải 
Chọn A 

Hàm số  xy a  đồ thị có dáng đi xuống từ trái sang phải nên nghịch biến trên   do đó 

0 1 a  (1). 

Hai hàm số log by x  và log cy x  đồ thị có dáng đi lên từ trái sang phải nên đồng biến 

trên khoảng  0;  do đó 1 , 1   b a c a  (2). 

Quan sát đồ thị ta thấy với 0 1 x  thì log logb cx x , suy ra c b . 

Quan sát đồ thị ta thấy với 1x  thì log logb cx x , suy ra c b . 

Suy ra 1 b c  (3) 
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Từ (1), (2), (3) suy ra  c b a . 
Cách khác: 
Dễ thấy 1a  , 1b  , 1c  . Nên a  là số nhỏ nhất. 

Xét đường thẳng 1y   cắt đồ thị hai hàm số logby x  và logcy x  lần lượt tại các điểm 

 ;1B b  và  ;1C c  

(hình vẽ). Dễ thấy c b  vậy c b a  . 

Câu 13: Hình vẽ dưới đây vẽ đồ thị của 3  hàm số mũ. 

 

Khẳng định nào dưới đây đúng? 
A. a b c  . B. 1a c b   . C. 1b c a   . D. b a c  . 

Lời giải 
Chọn B 

Dựa vào đồ thị ở hình 5  ta thấy đồ thị của hàm số  xy b  là nghịch biến nên 0 1 b . 

Vẽ đường thẳng 1x  ta có đường thẳng 1x  cắt đồ thị hàm số  xy a  tại điểm có tung 

độ y a  và cắt đồ thị hàm số  xy c  tại điểm có tung độ là y c . Khi đó điểm giao với 

 xy a  nằm trên điểm giao với  xy c  nên 1 a c . Vậy 1  a c b . 

Câu 14: Trên hình 2.13, đồ thị của ba hàm số , ,  x x xy a y b y c  (a, b, c là ba số dương khác 1 

cho trước) được vẽ trong cùng một mặt phẳng tọa độ. Dựa vào đồ thị và các tính chất của 
lũy thừa, hãy so sánh ba số a, b và c 

 
A. c b a   B. b c a   C. a c b   D. a b c   

Lời giải 

Chọn C 

Dựa vào hình vẽ, ta thấy rằng: Hàm số xy a là hàm số đồng biến; hàm số x xy b , y c   

là hàm số nghịch biến. 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang hay cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 22 
 

Suy ra a 1 và  
0 b 1

a b;c .
0 c 1

 
   

 Gọi  BB 1; y  thuộc đồ thị hàm số 

x
B

1
y b y ;

b
    

Và  CC 1; y  thuộc đồ thị hàm số x
C

1
y c y .

c
    Dựa vào đồ thị, ta có 

B C

1 1
y y c b.

b c
      

Câu 15: Cho a, b, c là ba số thực dương và khác 1. Đồ thị các hàm số 

a b cy log x, y log x, y log x    được cho trong hình vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây là 

mệnh đề đúng? 

 
A. a b c   B. c a b   C. c b a   D. b c a   

Lời giải 
Chọn B 

Hàm số cy log x  nghịch biến 0 c 1,    các hàm a by log x, y log x  đồng biến nên 

a; b 1  Chọn a bx 100 log 100 log 100 a b c a b.         

Câu 16: Cho ba số thực dương a, b, c khác 1. Đồ thị các hàm số x x
ay log x, y b , y c    được cho 

trong hình vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

 

A. b c a   B. a b c   C. c a b   D. c b a   
Lời giải 

Chọn C 

Hàm số  xy c  là hàm nghịch biến nên 0 1 c . 
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Hàm số  xy b  là hàm đồng biến nên 1b  

Hàm số log ay x  là hàm đồng biến nên 1a . Lấy đối xứng đồ thị hàm log ay x  qua 

đường phân giác thứ nhất của mặt phẳng toạ độ ta có đồ thị hàm số  xy b  tăng nhanh hơn 

đồ thị hàm số  xy a  nên b a  
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BÀI 5. PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Phương trình mũ cơ bản 

Phương trình mũ cơ bản là phương trình có dạng  0; 1xa b a a    

- Nếu 0b   thì phương trình có duy nhất một nghiệm logax b ; 

- Nếu 0b   hoặc 0b   thì phương trình vô nghiệm. 

2. Cách giải một số phương trình mũ cơ bản 

a) Đưa về cùng cơ số 

         , 0, 1A x B xa a A x B x a a      

Ví dụ . Giải các phương trình mũ sau 

a) 
2 4 53 9x x     b) 

1
5 7 2

1,5
3

x
x


    

 
 c) 2 1 22 4 10x x    

Giải. 

a) Đưa hai vế về cùng cơ số 3, ta được phương trình đã cho tương đương với: 
2 4 5 2 2 (1) 23 3 4 5 2 4 3 0x x x x x x           . 

 Giải phương trình bậc hai này được hai nghiệm là 1x   và 3x  . 

b)  Đưa về cùng cơ số 1,5, phương trình đã cho tương đương với:  
5 71,5 x   11,5 5 7 1 1x x x x         .  

Vậy 1x   là nghiệm của phương trình. 

c) Phương trình đã cho tương đương với 

 
1 33

4 16 4 10 4
2 2

x x x        4

20 20
10 4 log

33 33
x x    .  

Vậy 4

20
log

33
x   là nghiệm của phương trình. 

b) Phương pháp đặt ẩn phụ 
2 . 0x xa a     . Đặt  , 0xt a t   

Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

a) 9 4 3 3 0x x       b) 9 3 6 2 4 0x x x      

c) 15 5 6 0x x      d) 25 2.5 15 0x x    

Lời giải 

a) 9 4.3 3 0x x    đặt 3xt   với 0t   ta được phương trình: 2 4. 3 0 1t t t      hoặc 3t   ( 2 
nghiệm đều thoả điều kiện 0t   ). 

với 1 3 1 0xt x      

với 3 3 3 1xt x      
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b) 9 3.6 2.4 0x x x    chia 2 vế của phương trình cho 4x  ta được phương trình sau 
2

9 6 3 3
3 2 0 3 2 0

4 4 2 2

x x x x
                    
       

 đặt (3 / 2)xt   với 0t   ta được phương trình 

2t 3.t 2 0 t 1      hoặc t 2  (2 nghiệm đều thoả t 0  ) 

với 1 (3 / 2) 1 0xt x      

vớit x
3

2

2 (3 / 2) 2 log 2x      

c) 15 5 6 0 5 5.5 6 0x x x x         

Đặt x5t   (với 0t   ) thì 5 1 / tx   ta được phương trình: 

21
5 6 0 6 5 0 t 1t t t

t
          hoặc 5t   (thoả điều kiện 0t   

với 1 5 1 0xt x      

với 5 5 5 1xt x      

d) d) 225 2.5 15 0 5 2.5 15 0x x x x        đặt 5xt   với 0t   ta được phương trình 
2 2 15 0 5t t t      (nhận) hoặc 3t    (loại) 

với 5 5 1 0xt x      

 c) Logarit hóa 

Nếu phương trình cho ở dạng ( )

0 1

0

( ) log

f x

a

a

a b b

f x b

     

. 

Vi dụ : Giải phương trình sau 

a) 3 2x    b) 2 3 1x x   

Lời giải: 

a) 3 2x   ta logarit cơ số 3 hay vế 

3 3 3

6 6

Pt log 3 log 2 log 2

)2 3 1 (2.3) 1 6 1 log 6 log 1 0

x

x x x x x

x

b x

   

         
 

Hoặc có thể làm như sau, lấy logarit cơ số 2 của 2 vế ta được 

   2 2 2 2 2log 2 3 log 1 log 2 3 0 log 2 log 3 0x x x x x x          

 2 2log 3 0 1 log 3 0 0x x x x          

II. PHƯƠNG TRÌNH LOGARI 

1. Phương trình logarit cơ bản: là phương trình có dạng loga x b  với 0 1a   

log b
a x b x a    

2. Cách giải một số phương trình mũ cơ bản 

a) Đưa về cùng cơ số 
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       
0, 1 ( ) 0 ( ( ) 0)

log log
a a

a a

f x hoac g x
f x g x

f x g x

      
 

Ví dụ 1: Giải các phương trình sau 

a) 3 3log (2 1) log 5x    b)  2
2 2log ( 3) log 2 1x x x     

c) 5log ( 1) 2x     d) 2 2log ( 5) log ( 2) 3x x     

Lời giải: 

a) ĐK: 2 1 0 ( 1/ 2)x x      

PT 2x 1 5 2x 4 x 2        (thoả ĐK) 

b) ĐK: 23 0,2 1 0x x x      ta được: 1x   hoạcc ( 3) ( 1 / 2)x     

Ta có:  2 2 2
2 2log ( 3) log 2 1 3 2 1 2 2 4 0x x x x x x x x              

2x x 2 0 x 1        (thoả) hoặc x 2  (thoả) 

c) ĐK: 1 0 1x x     

Ta có: 2
5log ( 1) 2 1 5 26x x x        (thoả) 

d) ĐK: 5 0x    và 2 0x    ta được: 5x   

Ta có:  
3

2 2 2log ( 5) log ( 2) 3 log ( 5)( 2) 3 ( 5)( 2) 2x x x x x x             
2x 3x 18 0 x 3        (loai) hoạcc x 6  (thoà) 

b) Phương pháp đặt ẩn phụ 
2log .log 0a ax x     . Đặt  log , 0at x x   

Ví dụ 2: Giải các phương trình sau 

a) 2
3 3log 2 log 3 0x x    

b) 94log log 3 3 0xx     

Lời giải: 

a) ĐK: 0x   

Ta đặt 3logt x  khi đó 2 2 3 0 1PT t t t       hoạcc 3t    

Với t 31 log x 1 x 3      

Với 3
33 log 3 3 1/ 27t x x          

b) 94log log 3 3 0xx     ĐK: 0 1x   

3 3PT 2log x 1/ log x 3 0     

Ta đặt 3t log x  khi đó 2PT 2t 1 / t 3 0 2 3t 1 0 t 1t           hoặc t 1/ 2  

Vớit 31 log 1 3x x      (thoả) 

Vớit 31/ 2 log 1/ 2 3x x      (thoả) 
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 c) Mũ hóa 

   
( ) 0

loga b

f x
f x b

f x a

   
 

Ví dụ 3: Giải các phương trình sau: 

a) ln( 3) 1 3x      

b)  2log 5 2 2x x    

Lời giải: 

a) ĐK: 3 0 3x x     với điều kiện này ta mũ hóa 2 vế của PT đã cho ta được PT: 
( 3) 1 3 1 33ln xe e x e         1 3 3x e     (thoả) 

b)  2log 5 2 2x x    

ĐK: 5 2 0 2 5x x     

$ 2log 5 2 2PT 2 2 5 2 4.2
x x x x       $ 

Đặt 2 0, 5xt t t    do 2 5x   ta được: 25 (4 / ) 5 4 0t t t t       

1t   (thoả) hoạc 4t   (thoả) 

Vớit 1 x 0    

Vớit 4 2x    

 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Phương pháp đưa về cùng cơ số 

Câu 1: Phương trình 2 12 32x   có nghiệm là 

A. 
5

2
x  . B. 2x  . C. 

3

2
x  . D. 3x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 12 32x     2 1 5x      2x  . 

Câu 2: Phương trình 

2 2 3
11

7
7

x x
x

 
   

 
 có bao nhiêu nghiệm? 

A. 0 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 

Chọn C 
2 2 3

11
7

7

x x
x

 
   

 

2 2 3 1
1 1

7 7

x x x   
       
   

2 2 3 1x x x      2 4 0x x   

1 17

2
x


   
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Câu 3: Phương trình  22
log log 2x x  có bao nhiêu nghiệm? 

A. 0 . B. 2 . C. 3 . D. 1. 

Lời giải 

Chọn A 

 22
log log 2x x 

 2
2 2log log 2

0

x x

x

   


 

2 2

0

x x

x

  
 



2 2 0

0

x x

x

   
 



1

2

1

22

0

x

xx

x

  
  
 

. 

Vậy phương trình đã cho có 1 nghiệm. 

Câu 4: Số nghiệm của phương trình    2
3 1

3

log 4 log 2 3 0x x x     là 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 0 . 

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện 
2

0

4 0 4
0

2 3 0 3

2

x

x x x
x

x
x

 
        

    

. 

Phương trình đã cho    2
3 3log 4 log 2 3x x x     

2 4 2 3x x x    2 2x 3 0x   
1

3

x

x


   

. 

Kết hợp điều kiện ta được 1x  . 

Câu 5: Tập nghiệm S  của phương trình 
3 1

4 7 16
0

7 4 49

x x
        
   

 là 

A. 
1

2
S

   
 

. B.  2S  . C. 
1 1

;
2 2

  
 

. D. 
1

; 2
2

S
   
 

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
3 1

4 7 16
0

7 4 49

x x
        
   

 
2 1 2

4 4

7 7

x 
       
   

 2 1 2x     
1

2
x   . 

Câu 6: Cho phương trình    
2 1 2

7 4 3 2 3
x x x  

   . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. Phương trình có hai nghiệm không dương. 

B. Phương trình có hai nghiệm dương phân biệt. 
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C. Phương trình có hai nghiệm trái dấu. 

D. Phương trình có hai nghiệm âm phân biệt. 

Lời giải 

Chọn A 

Do  2

7 4 3 2 3    nên phương trình ban đầu tương đương với 

     
22 1 2

2 3 2 3
x x x  

   22 2 2 2x x x      22 0x x    
0

1

2

x

x



  


. 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm không dương. 

Câu 7: Nghiệm của phương trình    2 2log 1 1 log 3 1x x     là 

A. 3x  . B. 2x  . C. 1x   . D. 1x  . 

Lời giải 
Chọn A 

Điều kiện xác định 
1

1 0 1
1

3 1 0 3
3

x
x

x
x x

         

. 

Khi đó phương trình trở thành 

   2 2log 2 2 log 3 1 2 2 3 1 3 3x x x x x x             . 

Vậy phương trình có nghiệm 3x  . 

Câu 8: Số nghiệm thực của phương trình    3

3 1

3

3log 1 log 5 3x x     là 

A. 3  B. 1 C. 2  D. 0  

Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện: 5x   

   3

3 1

3

3log 1 log 5 3x x       3 33log 1 3log 5 3x x    

   3 3log 1 log 5 1x x       3log 1 5 1x x        1 5 3x x     

2 6 2 0 3 7x x x        

Đối chiếu điều kiện suy ra phương trình có 1 nghiệm 3 7x    

Câu 9: Nghiệm của phương trình 1 1
1

1
2 .4 . 16

8
x x x

x
 

   là 

A. 3.x   B. 1.x   C. 4.x   D. 2.x   

Lời giải 

Chọn D 
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   2 1 3 11 1 1 4
1

1
2 .4 . 16 2 .2 .2 2

8
x xx x x x x

x

   
     

   1 2 1 3 1 4 2.x x x x x          

Câu 10: Tổng tất cả các nghiệm của phương trình 
2 22 1 22 .3 18x x x x     bằng 

A. 1. B. 1 . C. 2 . D. 2 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2 2 22 1 2 2 2 22 .3 18 6 36 2 2 2 2 0 x x x x x x x x x x             . 

Phương trình 2 2 2 0x x    có hai nghiệm phân biệt. 

Theo định lí vi-et tổng hai nghiệm của phương trình là: 1 2 2x x  . 

Câu 11: Tổng các nghiệm của phương trình    2

33
log 2 log 4 0x x     là 2S a b  . Giá trị 

của biểu thức .Q a b  bằng 

A. 0. B. 3. C. 9. D. 6. 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 2 4x  . 

Với điều kiện trên, phương trình đã cho tương đương 

     3 3 32log 2 2log 4 0 log 2 4 0 2 4 1x x x x x x             

  
  

2

2

2 4 1 6 7 0 3 2

2 4 1 36 9 0

x x x x x

x x xx x

         
    

       
So lại điều kiện, ta nhận hai 

nghiệm 1 23 2; 3x x    

Ta được: 1 2 6 2 6; 1S x x a b       .  

Vậy . 6Q a b  . 

Dạng 2. Phương pháp đặt ẩn phụ 

Câu 1: Cho phương trình 14 2 3 0x x   . Khi đặt 2xt  , ta được phương trình nào dưới đây? 

A. 22 3 0t   . B. 2 3 0t t   . C. 4 3 0t   . D. 2 2 3 0t t   . 

Lời giải 

Chọn D 

 214 2 3 0 2 2.2 3 0x x x x        

Đặt  2 0xt t  . Phương trình trở thành 2 2 3 0t t    

Câu 2: Gọi 1x , 2x  là hai nghiệm của phương trình 2
2 2log 3log 2 0x x   . Tính 1 2P x x  . 

A. 6 . B. 3 . C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 
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Chọn A 

2
2 2log 3log 2 0x x   2 1

2 2

log 1 2

log 2 4

x x

x x

  
    

. 

Vậy 1 2 2 4 6P x x     . 

Câu 3: Tổng bình phương tất cả các nghiệm của phương trình 2
2 3 2log 3log .log 3 2 0x x    

A. 20  B.18  C. 6  D. 25  

Lời giải 

Chọn A 
2 2
2 3 2 2 2log 3log .log 3 2 0 log 3log 2 0x x x x      

2 1 2 2
1 2

2 2

log 1 2
20

log 2 4

x x
x x

x x

  
       

 

Câu 4: Phương trình 2 1 16 5.6 1 0x x     có hai nghiệm 1x , 2x . Khi đó tổng hai nghiệm 1 2x x  là. 

A. 5. B. 3. C. 2. D. 1. 

Lời giải 

Chọn D 

1

2

2
2 1 1 2 6 26 5.6

6 5.6 1 0 1 0 6 5.6 6 0
6 6 6 3

xxx
x x x x

x

   
            


. 

1 2 1 2
1 26 .6 3.2 6 6 1x x x x x x       . 

Câu 6: Gọi T  là tổng các nghiệm của phương trình 2
1 3

3

log 5log 4 0x x   . Tính T . 

A. 4T  . B. 5T  . C. 84T  . D. 4T   . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình 32 2
1 3 3 3

33

log 1 3
log 5log 4 0 log 5log 4 0

log 4 81

x x
x x x x

x x

  
          

. 

Vậy 3 81 84T    . 

Câu 7: Phương trình 2 19 6 2x x x   có bao nhiêu nghiệm âm? 

A. 3  B. 0  C. 1 D. 2  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 2 19 6 2x x x 
2

3 3
9 6 2.4 2 0

2 2

x x
x x x             

   
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 3
1

2

3
2

2

x

x

L
    
      

 3

2

log 2x  . 

Vậy phương trình đã cho không có nghiệm âm. 

Câu 8: Gọi 1 2,x x  là nghiệm của phương trình    2 3 2 3 4
x x

    . Khi đó 2 2
1 22x x  bằng 

A. 2. B. 3 . C. 5. D. 4. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có:    2 3 . 2 3 1
x x

   . Đặt     1
2 3 , 0 2 3

x x

t t
t

      . 

Phương trình trở thành: 21
4 4 1 0 2 3t t t t

t
         . 

Với  2 3 2 3 2 3 1
x

t x        . 

Với       1

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 1
x x

t x


             . 

Vậy 2 2
1 22 3x x  . 

Câu 9: Biết rằng phương trình  2
2 2log log 2018 2019 0x x    có hai nghiệm thực 1 2,x x .Tích 

1 2x x  bằng 

A. 2log 2018  B. 0,5 C. 1 D. 2 

Lời giải 

Chọn D 

 2
2 2log log 2018 2019 0x x   .  1  

Điều kiện 0.x   

Đặt 2logt x . Phương trình trở thành 2
2log 2018 2019 0.t t      2  

Do 0ac   nên phương trình  2  có hai nghiệm 1 2, .t t Khi đó phương trình  1  có 2 nghiệm 

1 2,x x  thỏa mãn 1 2 1 2 2 2log ; logt x t x  . 

Theo Vi-et ta có 1 2 1t t   hay  2 1 2 1 2log 1 2x x x x   . 

Câu 10: Tìm số nghiệm thực của phương trình  2 2 2
2 4log log 4 5 0x x   . 

A. 2  B. 4  C. 1 D. 3  
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện 0x  . 

Phương trình  2 2 2
2 4log log 4 5 0x x   2 2 2

2 2

1
log log 6 0

2
x x     
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2
2

1 97
log

4
x


    2

2

1 97
log

4
x


 . Vậy phương trình đã cho có 4  nghiệm. 

Câu 11: Cho phương trình    1
5 25log 5 1 .log 5 5 1x x   . Khi đặt  5log 5 1xt   , ta được phương 

trình nào dưới đây? 

A. 2 1 0t     B. 2 2 0t t     

C. 2 2 0t     D. 22 2 1 0t t    

Lời giải 

Chọn B 

   1
5 25log 5 1 .log 5 5 1x x     1  

TXĐ:  0;D   . 

Ta có       2
1

25 55

1
log 5 5 log 5.5 5 log 5 1 1

2
x x x       . 

Đặt  5log 5 1xt     0t  . 

Phương trình  1  trở thành  1
. 1 1
2

t t   2 2 0t t    . 

Câu 12: Tích tất cả các nghiệm của phương trình 43 3 30x x   bằng 

A. 3 . B. 1. C. 9 . D. 27 . 

Lời giải 

Chọn A 

4 81
3 3 30 3 30

3
x x x

x
     . 

Đặt  3 0xt t  , phương trình đã cho trở thành: 

281
30 30 81 0

27 3 27 3

3 3 3 1

x

x

t t t
t

t x

t x

     

     
 

    

Vậy tích tất cả các nghiệm của phương trình là 1.3 3 . 

Câu 13: Biết phương trình 22log 3log 2 7xx    có hai nghiệm thực 1 2x x . Tính giá trị của biểu 

thức   2

1

x
T x  

A. 64T  . B. 32T  . C. 8T  . D. 16T  . 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 
0

1

x

x


 

. 

Ta có: 22log 3log 2 7xx   2
2

3
2 log 7

log
x

x
    



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 11 
 

2
2 22 log 7 log 3 0x x   

2

2

log 3

1
log

2

x

x



 


8

2

x

x


 


. 

1 2x  ; 2 8x     2

1

x
T x   8

2 16 . 

Câu 14: Phương trình 
2 21 13.9 10.3 3 0x x x x       có tổng các nghiệm thực là: 

A. 2 . B. 0 . C. 1. D. 2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
2 13x xt   , điều kiện 0t  . 

Khi đó phương trình đã cho có dạng: 23 10 3 0t t    
3

1

3

t

t



 


 

Với 
2 1 2 2 1

3 3 3 1 1 2 0
2

x x x
t x x x x

x
  

              
 

Với 
2 1 2 2 01 1

3 1 1 0
13 3

x x x
t x x x x

x
  

              
 

Tập nghiệm của phương trình là  2; 1;0;1S     nên tổng tất cả các nghiệm thực là 2 . 

Câu 15: Gọi S  là tập hợp tất cả giá trị nguyên của tham số m  sao cho phương trình 
1 216 .4 5 45 0x xm m     có hai nghiệm phân biệt. Hỏi S  có bao nhiêu phần tử? 

A. $13$ B. 3  C. 6  D. 4  

Lời giải 

Chọn B 

Đặt  4 , 0xt t  . Phương trình trở thành: 2 24 5 45 0t mt m    . 

Phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình có hai nghiệm 
phân biệt 0t  . 

0

0

0

P

S

 
 
 

2

2

45 0

5 45 0

4 0

m

m

m

  


  
 

 

3 5 3 5

3 3

0

m

m m

m

  


    
 

3 3 5m   . 

Vì m  nguyên nên  4;5;6m . Vậy S  có 3  phần tử. 

Câu 16: Có bao nhiêu số nguyên m  để phương trình 14 .2 2 0x xm m    có hai nghiệm 1x , 2x  

thỏa mãn 1 2 3x x  ? 

A. 2 . B. 0 . C. 1. D. 3 . 

Lời giải 

Chọn C 
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Phương trình  4 2 .2 2 0 1x xm m     

Đặt 2xt  , 0t   phương trình trở thành  2 2 . 2 0 2t m t m   . 

Để phương trình  1  có hai nghiệm 1x , 2x  thỏa mãn 1 2 3x x   điều kiện là phương trình 

 2  có hai nghiệm 1 2,  0t t   thỏa mãn 1 2 1 2
1 2. 2 .2 2 8x x x xt t     suy ra 2 8 4m m   . 

Câu 17: Tìm giá trị thực của m  để phương trình 2
3 3log log 2 7 0x m x m     có hai nghiệm thực 

1 2,x x  thỏa mãn 1 2 81.x x   

A. 4m    B. 44m   C. 81m   D. 4m   

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 3logt x  ta được 2 2 7 0t mt m    , tìm điều kiện để phương trình có hai nghiệm 

1 2,t t  

 1 2 3 1 3 2 3 1 2 3log log log log 81 4t t x x x x       

Theo vi-et suy ra 1 2 4t t m m     

Dạng 3. Phương pháp logarit hóa, mũ hóa 

Câu 1: Số nghiệm của phương trình    2
0,52 log 5 6 1 0x x x        là 

A. 1. B. 0. C. 3. D. 2. 

Lời giải 

Chọn D 

ĐKXĐ: 2 3
5 6 0

2

x
x x

x


     

. 

Kết hợp ĐKXĐ ta có: 

     2 2
0,5 0,52 log 5 6 1 0 log 5 6 1x x x x x             

2 1 2 1
5 6 0,5 5 4 0 .

4

x
x x x x

x
 

          
 

Đối chiếu với ĐKXĐ ta thấy phương trình đã cho có 2 nghiệm. 

Vậy tổng các nghiệm của phương trình là 9 7 2   

Câu 2: Tập nghiệm của phương trình  2
2log 2 1x x    là 

A.  0 . B.  0;1 . C.  1;0 . D.  1 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có:  2
2log 2 1x x   2 2 2x x   

0

1

x

x


  

. 

Câu 3: Nghiệm của phương trình  log 1 2x    là 
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A. 5 . B. 21. C. 101 . D. 1025 . 

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện của phương trình là 1x  . 

  2log 1 2 1 10 101x x x       . 

Vậy 101x   thỏa mãn điều kiện nên phương trình đã cho có nghiệm là 101x  . 

Câu 4: Tập nghiệm của phương trình 2 4 16log log log 7x x x    là: 

A.  16 .  B.  2 . C.  4 . D.  2 2 .  

Lời giải 

Chọn A 

Điều kiện: 0x  . 

2 4 16 2 2 2 2

1 1 7
log log log 7 log log log 7 log 7.

2 4 4
x x x x x x x          

4
2log 4 2 16x x x      . 

Câu 5: Tích các nghiệm của phương trình 
2 1 2 32 3x x   bằng 

A. 23log 3 . B. 2log 54 . C. 4 . D. 21 log 3 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có:  2 1 2 3 2 2
2 2 22 3 1 2 3 log 3 2 log 3. 1 3log 3 0x x x x x x           . 

Vì 0ac  phương trình có hai nghiệm phân biệt 1 2,x x  và 

1 2 2 2 2 21 3log 3 log 2 log 27 log 54x x         . 

Câu 6: Gọi 1,x  2x  là hai nghiệm của phương trình 
2 22 .5 1.x x x   Khi đó tổng 1 2x x  bằng 

A. 52 log 2 . B. 52 log 2  . C. 52 log 2 . D. 22 log 5 . 

Lời giải 

   2 22 2 2
5 5 5

1

2 5

2 .5 1 log 2 .5 0 log 2 2 0 log 2 2 0

0
.

2 log 2

x x x x x x x x x x x

x

x

           


   

. 

Câu 7: Phương trình 
1

27 .2 72
x

xx



  có một nghiệm viết dưới dạng logax b  , với a , b  là các số 

nguyên dương. Tính tổng S a b  . 

A. 4S  . B. 5S  . C. 6S  . D. 8S  . 
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện 0x  . 
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Phương trình 
1

27 .2 72
x

xx




1

3
2 33 .2 3 .2

x
xx

 
 
  

3 3
3

2

3 2

3 2

x

x

x



 
3 3

2 33 2
x

xx


    

3
33 2

x
xx


  3

3

3
log 2 xx

x


    3

3
3 log 2

x
x

x


      3

1
3 log 2 0x

x
     
 

 

3

3

1
log 2

x

x



 


 
 2

3

log 3

x N

x N


 

 
. 

Suy ra 
2

3

a

b


 

. Vậy tổng 5S a b   . 

Câu 8: Tính tổng tất cả các nghiệm thực của phương trình  4log 3.2 1 1x x    

A. 2 . B. 1. C. 5 . D. 6 . 

Lời giải 

Chọn A 

  1
4log 3.2 1 1 3.2 1 4 4 12.2 4 0x x x x xx            

Đặt  2 0xt t  . Phương trình trở thành: 2 12 4 0 6 4 2t t t       

Với  26 4 2 2 6 4 2 log 6 4 2xt x        . 

Với  26 4 2 2 6 4 2 log 6 4 2xt x        . 

Tổng các nghiệm là    2 2 2log 6 4 2 log 6 4 2 log 4 2     . 

Câu 9: Phương trình  2log 5 2 2x x    có hai ngiệm 1x , 2x . Tính 1 2 1 2P x x x x   . 

A. 11 . B. 9 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 2 5x   

 2log 5 2 2x x     25 2 2x x  
4

5 2
2

x
x

  
2 1

2 4

x

x

 



 

0

2

x

x


 

 

  1 2 1 2 2P x x x x     

Câu 10: Tổng tất cả các nghiệm thực của phương trình  6log 3.4 2.9 1x x x    bằng 

A. 4  B. 1 C. 0  D. 3  

Lời giải 

Chọn B 

Phương trình đã cho tương đương 
2

1 2 2
3.4 2.9 6 3. 6. 2 0

3 3

x x
x x x            

   
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Đặt  2
, 0 .

3

x

t t    
 

 Khi đó ta có phương trình 23 6 2 0t t    

Hiển nhiên phương trình có 2  nghiệm phân biệt 1 2,t t  dương và thỏa mãn 

1 2

1 2 1 2

2 2 2 2
. . 1.

3 3 3 3

x x

t t x x           
   

 

Dạng 4: Sử Dụng Tính Đơn Điệu Hàm Số 

Câu 1: Hỏi phương trình 3.2 4.3 5.4 6.5x x x x    có tất cả bao nhiêu nghiệm thực? 

A. 0 . B. 1. C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: 3.2 4.3 5.4 6.5x x x x  
2 3 4

3 4 5 6 0
5 5 5

x x x
              
     

. 

Xét hàm số   2 3 4
3 4 5 6

5 5 5

x x x

f x              
     

, x  . 

Có   2 2 3 3 4 4
3 ln 4 ln 5 0

5 5 5 5 5 5

x x x

f x ln              
     

, x   nên hàm số  f x  nghịch 

biến trên   suy ra phương trình   0f x  có nhiều nhất một nghiệm  1 . 

Mặt khác     8 22 176
1 . 2 . 0

5 25 125
f f

      
 

 nên phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc 

khoảng  1;2 .  2 . 

Từ  1 và  2  suy ra phương trình đã cho có nghiệm duy nhất. 

Câu 2: Số nghiệm của phương trình  5log 32 x x   là: 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 0 . 

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: 3x    

Đặt  5log 3t x  5 3tx   , phương trình đã cho trở thành 

2 5 3t t  2 3 5t t  
2 1

3. 1
5 5

t t
        
   

 

Dễ thấy hàm số   2 1
3.

5 5

t t

f t
       
   

 nghịch biến trên   và  1 1f   nên phương trình 

có nghiệm duy nhất 1t  . 

Với 1t  , ta có  5log 3 1x   2x   

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 2x  . 
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Câu 3: Tích tất cả các nghiệm phương trình 5 3 5 3log log log logx x x x   bằng 

A.15  B. 20  C. 25  D. 30.  

Lời giải 

Chọn A 
Điều kiện 0.x   

Phương trình 5 3 5 3log log log logx x x x    5 3 3log log 1 logx x x   

5
3

1
log 1 , ( 3).

log 1
x x

x
   


 

Hàm số 5logy x  đồng biến trên  0; , hàm số 
3

1
1

log 1
y

x
 


nghịch biến trên các 

khoảng  0;3 và  3; . Do đó phương trình trên có tối đa hai nghiệm, mỗi khoảng có tối 

đa một nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là 1 và 15. 

Dạng 5: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+  

Câu 1: Tập hợp các số thực m  để phương trình         2ln 3 1 ln 4 3x mx x x  có nghiệm là 

nửa khoảng  ;a b . Tổng của a b  bằng 

A. 
10
3

. B. 4 . C. 
22
3

. D. 7 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Phương trình         2ln 3 1 ln 4 3x mx x x
    

     

2

2

4 3 0
3 1 4 3
x x
x mx x x

 

   

   


2 4
1 3

x mx
x

x  


  
 




2

1
4

3

*x
x
xm

x
. 

Xét hàm số    


2 4x xf x
x

 với  1 3x . 

Khi đó    2

2' 4xf x
x

;    
    

2
' 0

2
x

f x
x

. 

Bảng biến thiên của hàm số    


2 4x xf x
x

 trên khoảng  1;3  
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Nhận xét: Phương trình ban đầu có nghiệm khi và chỉ khi phương trình  *  có nghiệm 

trên khoảng  1; 3 . 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình  *  có nghiệm trên khoảng  1;3  khi và chỉ 

khi  3 4m  hay  3; 4m . Do đó  3a ,  4b . 

Vậy   7a b . 

Câu 2: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để phương trình:       14 3 .2 9 0x xm m  

có hai nghiệm dương phân biệt. 

A. 3 . B. 4 . C. 5 . D. Vô số. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Đặt:     2 0 1xt x t , phương trình đã cho trở thành:      2 2 3 9 0t m t m . 

Bài toán trở thành: Tìm các giá trị nguyên của tham số m  để phương trình: 

     2 2 3 9 0t m t m  có hai nghiệm phân biệt 1 2,t t  thỏa mãn  1 21 t t

      

 
         
           
 
      
  

2 2

1 2 1 2 1 2

5 0 5 0
1 1 0 1 0 *

3 1 3 1
2 2

m m m m
t t t t t t
S Sm m

 

Phương trình:      2 2 3 9 0t m t m  có hai nghiệm phân biệt 1 2,t t nên theo Viet ta có: 

    


 

1 2

1 2

2 3
. 9

t t m
t t m

 

Thay vào hệ  *  ta được 

  
   

         
     



2

5
05 0

4 0 4 0 4
3 1 2

m
mm m

m m m
m m

 

Vì      , 0 4 1;2 ;3m m m . 

Vậy có 3  giá trị nguyên của tham số m thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
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Câu 3: Cho phương trình    24 2 2 0x x m  với m  là tham số. Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên 

của m  để phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt 1 2,x x  thỏa mãn  1 20 x x ? 

A. 1. B. 3 . C. 2 . D. 0 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
   24 2 2 0x x m      4 4.2 2 0 1x x m . Đặt   2 0xt t  

       21 4 2 0 2t t m  

Để phương trình  1 có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn  1 20 x x  

     1 20
1 22 2 2 1x x t t  

Thì phương trình  2  thỏa:    1 20 1 1t t  

  

 


  
   

1 2

1 2

0
2

1 1 0
t t
t t

 

 

   
  

         1 2 1 2

16 4 2 0
6

4 2
5

1 0

m
m
m

t t t t
. Vậy  5m  thỏa yêu cầu. 

Câu 4: Phương trình          1 2 1 2 2 1 4 0
x x

a  có 2  nghiệm phân biệt 1 2,x x  thỏa mãn 


 1 2 1 2

log 3x x . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
 

   
 

3;
2

a . B. 
 

  
 

3 ;0
2

a . C. 
 

 
 

30;
2

a . D. 
 

  
 

3 ;
2

a . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Vì     1 2 2 1 1 . Đặt      1 2 0
x

t t    
12 1

x

t
 

Phương trình trở thành: 


  
1 2 4 0at
t

     2 4 1 2 0 1t t t . 

Để phương trình ban đầu có 2 nghiệm phân biệt thì phương trình  1  phải có hai nghiệm 

dương 1 2,t t . 

   
   
   

1 2

1 2

2 3 0
4 0

1 2 0

a
t t
t t a


  

3 1
2 2

a . 

Và thỏa mãn 


 1 2 1 2
log 3x x   

  
1 2

1 2 3
x x

 1

2

3
t
t

 1 23t t . 

     
         
          

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2 1 2

3 3 3
4 1 1

1 2 1 2 1.3 1

t t t t
t t t t
t t a t t a a
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Vậy với  1a  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 5: Cho phương trình       14 8 5 2 2 1 0x xm m  (m  là tham số) có hai nghiệm phân biệt 

1x , 2x  thỏa mãn  1 2 1x x . Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A.   1;3m . B.    5; 3m . C.   3;0m . D.   0;1m . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

      14 8 5 2 2 1 0x xm m   *  

Đặt  2xt , điều kiện  0t , phương trình  *  trở thành 

     24 8 5 2 1 0t m t m         4 1 2 1 0t t m    





 

1

2

1
4
2 1.

t

t m
 

Phương trình  *  có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 
  



 

2 1 0
12 1
4

m

m
   

 


 

  


1
2 * *
3 .
8

m

m
 

Lại có  1 2 1x x      2 1 2 2log log 1t t        2 2
1log log 2 1 1
4

m    

  2
1log 2 1
2

m  

   2 1 2m    



2 1
2

m . 

Câu 6: Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để tồn tại duy nhất cặp  ;x y thỏa 

mãn các điêu kiện log 
 

  2 2 2
(4 4 4) 1

x y
x y  và      2 2 2 2 2 0.x y x y m  Tổng các giá 

trị của S  bằng 

A. 33. B. 24. C. 15. D. 5. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Điều kiện:   4 4 4 0x y  

Ta có  
           

            

2 2
2 2

2
2 22 2

log (4 4 4) 1 4 4 6 0
 

2 2 2 02 2 2 0
x y

x y x y x y
x y x y mx y x y m

có nghiệm duy nhất 

 ;x y . 
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Với     2 2 4 4 6 0x y x y  là phương trình đường tròn tâm (2;2)A , bán kính 1 2R . 

Với      2 2 2 2 2 0x y x y m  là phương trình đường tròn tâm ( 1;1)B , bán kính 

2R m  với  0m . 

Hai đường tròn có điếm chung duy nhất khi xảy ra các trường hợp sau: 

Hai đường tròn tiếp xúc ngoài         2
1 2 2 10 ( 10 2)AB R R m m . 

Hai đường tròn tiếp xúc trong         2
1 2 2 10 ( 10 2)AB R R m m . 

Vậy tổng các giá trị của tham số     2 2( 10 2) ( 10 2) 24m . 

Câu 7: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để phương trình 
 

 
   

 

2 4 3
4 21 1

5

x x

m m  có 4 

nghiệm phân biệt? 

A.  0 1m . B.  1m . C.  1m . D.  0m . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Vì    4 2 1 0,m m m  nên phương trình tương đương với 

     2 4 2
1
5

4 3 log 1x x m m  (1) 

Vẽ đồ thị hàm số bậc hai   2 4 3y x x  

 

Từ đó suy ra đồ thị hàm số   2 4 3y x x  
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Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 

            4 2 4 2
1
5

10 log 1 1 1 1 0 1
5

m m m m m . 

Câu 8: Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc khoảng  10;10  để phương trình 

  21 ln 0
2
x x m  có nghiệm? 

A. 18 . B. 9 . C. 10 . D. 12 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Điều kiện xác định  0x  

Ta có:      2 21 1ln 0 ln
2 2
x x m x x m  

Xét hàm số     21 ln , 0
2

f x x x x  có    
1'f x x
x

 

Giải phương tình  


        
0

21' 0 0 1 0 1
x

f x x x x
x

 

Bảng biến thiên 

 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình có nghiệm khi 
1
2

m . 

Mà        , 10;10 1; 2; 3...;9m m m . Có 9 giá trị của m  

Câu 9. Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn  1 10y  và 

         
21 2

2 22 .log 2 3 4 .log 2 2x yx x y ? 

A. 9 . B. 3 . C. 6 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có          
21 2

2 22 .log 2 3 4 .log 2 2x yx x y  

             

2 21 2
2 22 .log 1 2 2 .log 2 2x yx y   1 . 

Xét hàm số      22 .log 2 , 0.tf t t t
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Vì      
      

2
22 .ln 2.log 2 0, 0
2 ln 2

t
tf t t t

t
 nên hàm số  f t  đồng biến trên 

 0; . 

Khi đó                
2 2

1 1 2 1 2f x f y x y .
 

Mà       
2

1 10 2 1 20y x
    

 
    

1 2 1 20

1 20 1 2

x

x
. 

Mặt khác       3; 2; 1;3;4;5x Z x . Vì 1x  phải chẵn nên x  lẻ. 

Vậy có 4  cặp số nguyên  ;x y  thỏa đề bài. 

Câu 10. Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn      20 20, 20 20x y  và 

    152 3 12 2 3yx x y ? 

A. 41 . B. 40 . C. 37 . D. 32 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:               1 15 52 3 12 2 3 2 3 5 2 3 1y yx xx y x y . 

Xét hàm số    2 3tf t t ,    2 3tf t t  đồng biến trên  . 

Suy ra      5 1 4x y y x . 

Kết hợp với điều kiện      20 20; 20 20x y  suy ra x  nguyên thuộc   20; 16 thỏa 

đề. Vậy có 37  cặp số nguyên  ;x y  thỏa đề. 

Câu 11. Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn  1 2020x  và      2log 2 5 10.2 2yx x y

? 

A. 31 . B. 11 . C. 2020 . D. 21 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có:             1 1
2 2 2log 2 5 10.2 2 log 5 1 log 2 5.2 1y y yx x y x x . 

Xét hàm số     2log 5 1f t t t ,  f t  đồng biến trên  0; . Suy ra  12yx . 

Từ  1 2020x  suy ra          1
2

11 2 2020 2 1010 1 log 1010 9,98
2

y y y . 

Có 11 giá trị nguyên của y thỏa đề. Vậy có 11  cặp số nguyên  ;x y  thỏa đề. 

Câu 12. Có bao nhiêu cặp số nguyên  ;x y  thỏa mãn  1 2018y  và 


 
    

1
1

5
3 1log 2 3

1

x
xy

y

? 

A. 10 . B. 8 . C. 5 . D. 6 . 
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Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Điều kiện 

  
     

1

1 2018
13 1 0

1

x

y
x

y
. 

Ta có 


 
    

1
1

5
3 1log 2 3

1

x
xy

y            1 1
5 5log 3 1 log 1 1 1 3x xy y   

               1 1
5 5log 3 1 3 1 log 1 1x x y y  (1). 

Xét hàm số    5logf t t t  trên khoảng   0 ; . 

Ta có     
1 1 0

ln 5
f t

t
 với mọi   0 ;t  nên hàm số    5logf t t t  đồng biến 

trên khoảng   0 ; . Từ  1  ta có       13 1 1xf f y    13 1 1x y   13 2xy

. 

Vì  1 2018y    11 3 2 2018x   13 3 2020x     31 1 log 2020x  

   30 log 2020 1x . 

Vì x  nguyên nên   0;1;2 ;3;4 ;5x . Vậy có 6  cặp  ;x y  thỏa bài toán.  

Câu 13. Cho hai số thực dương  thỏa mãn  4 6 9log log logx y x y   . Giá trị của tỉ số  

bằng 

A. 
1 5

2

 
. B. 

1 5

2


. C. 

1 5

4


. D. 

1 5

4

 
. 

Hướng dẫn giải 

     Chọn A 

 Đặt  4 6 9log log logx y x y t   

4

6

9

t

t

t

x

y

x y

 


 
  

.  

Mà  2 24 .9 (6 )t t t x x y y   
 

 

2 2

1 5

2
0

1 5
/

2

x
l

y
x xy y

x
t m

y

  


        


.  

 

,x y
x

y
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BÀI 6: BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Bất phương trình mũ cơ bản 

Bất phương trình mũ cơ bản là bất phương trình có dạng , , ,x x x xa b a b a b a b     

Ta xét bất phương trình có dạng xa b . 

- Nếu 0b  , tập nghiệm của bất phương trình là R , vì xa b, x R   .. 

- Nếu 0b   thì bất phương trình tương đương với loga bxa a . 

Với 1a  , nghiệm của bất phương trình là logax b . 

Với 0 1a  , nghiệm của bất phương trình là logax b . 

2. Cách giải bất phương trình mũ đơn giản 

a) Đưa về cùng cơ số 

       

   

0 1

1
f x g x

a

f x g x
a a

a

f x g x

  
     

 

 Ví dụ 1: Giải bất phương trình mũ sau: 
2 13 3x x x   

Lời giải 

Ta có: 
2 13 3x x x  2 21 1 0 1 1x x x x x            

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: [ 1;1]  

 Ví dụ 2: Giải bất phương trình mũ sau: 
4 2

2 5

5 2

x x
      
   

 

Lời giải: 

- Ta có thể biến đỗi theo 1 trong 2 cách sau (thực tế thì cùng phương pháp). 

 Cách 1: Bất phương trình được biến đỗi về dạng: 
4 2 4 2

2 5 2 2 2
4 2 3 2

5 2 5 5 3

x x x x

x x x x
                          

       
 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 
2

;
3

   
 

 Cách 2: Bất phương trình được biến đổi về dạng: 
4 2 4 2

2 5 5 5 2
4 2 3 2

5 2 2 2 3

x x x x

x x x x
                            

       
 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 
2

;
3

   
 

Ví dụ 3: Giải bất phưong trình 
21 3( 5 2) ( 5 2)x x     . 
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Lời giải 

Ta có: 11
( 5 2)( 5 2) 1 5 2 ( 5 2)

5 2
       


 

Vậy: 
2 21 3 1 3 2( 5 2) ( 5 2) ( 5 2) ( 5 2) 1 3x x x x x x                

2 2 0 1 2x x x         

Vậy BPT có tập nghiệm [ 1;2]S    

b) Đặt ẩn phụ 
   2 0f x f xa a     . Đặt    , 0f xt a t   

 Ví dụ 1: Giải bất phương trình mũ sau: 19 2.3 16 0x x    

Lời giải: 

 19 2.3 16 0 *x x    

Ta đặt 3xt   (điều kiện 0t   ), khi đó phương trình (   biến đổi về dạng: 

2 2 8( loai )
3 6.3 16 0 6 16 0 2

2
x x t

t t t
t

 
          

 

Với: 32 3 2 log 2xt x      

Vậy bất phương trình có tập nghiệm  3 2;log   

Ví dụ 2: Giải bất phương trình 3 4 5x x x  . 

Lời giải: 

Chia 2 vế của phương trình cho ta được: 
3 4

3 4 5 1
5 5

x x
x x x           

   
 

Xét hàm số: 
3 4

( )
5 5

x x

f x        
   

, TXĐ: D    
3 3 4 4

( ) ln ln 0,
5 5 5 5

x x

f x x                     
       

  

Suy ra hàm số ( )f x  nghịch biến trên R . 

Mạt khác: (2) 1 ( ) 1 2f f x x      

Vậy BPT có tập nghiệm là ( ; 2)S   . 

Ví dụ 3: Giải bất phương trinh sau: (7 4 3) 3(2 3) 2 0x x      

Lời giải: 

Ta có: 27 4 3 (2 3)    và (2 3)(2 3) 1    nên đặt xt (2 3) , t 0    ta có bất phương 

trình: 

 2 3 23 / 2 0 2 3 0 ( 1) 3 0 1 (2 3) 1 0xt t t t t t t t x                    

Vậy, bất phương trình cho có nghiệm là 0x   

c) Phương pháp logarit hóa 
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 

 

( )

0 1

log

1

log

a

a

f xa

a

f x b

a

f x b

b

  
 
 


 



 

( ) ( )

1

( ) ( ). log

0 1

( ) ( ). log

b
af x g x

b
a

a

f x g x
a b

a

f x g x

 


     

 

Ví dụ 1: Giải bất phương trình 
2 4 22 5x x  . 

Lời giải: 

Lấy logarit cơ số 2 hai vế của bát phương trình đã cho ta có: 

     2 4 2 2
2 2 2 2

2

2
log 2 log 5 4 ( 2) log 5 ( 2) 2 log 5 0

log 5 2
x x x

x x x x
x

  
             

 

Vậy BPT có tập nghiệm  2; log 5 2 [2; )S      . 

II. BẤT PHƯƠNG TRÌNH LOGARIT 

1. Bất phương trình logarit cơ bản 

Bất phương trình logarit cơ bản có dạng loga x b  (hoặc log , log , loga a ax b x b x b    với 

0, 1a a  . 

2. Cách giải một số bất phương trình logarit đơn giản 

a) Đưa về cùng cơ số 

   
   

   

0

log log

1

1
a a

a

f x

a

g x
f x g x

g xf x

  
 
 


 



 

Ví dụ 1: Giải bất phương trình logarit sau: 1 1

5 5

log (3 5) log ( 1)x x    

Lời giải: 

1 1

5 5

2 6
5

log (3 5) log ( 1) 0 3 5 1 35
3

3

x
x x x x x

x


           



 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là: 
5

;3
3

 
 
 

 

Ví dụ 2: Giải bất phương trình logarit sau:  2
3 1

3

log 1 1 log ( 1)x x     *  

Lời giải: 

- Ta có thể thực hiện biến đổi theo 1 trong 2 cách sau: 
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+ Cách 1: Điều kiện 2 1 0x    và 1 0 1x x     

- Biến đỗi bất phương trình logarit về dạng: 

   2 2 2 2
3 3 3 3log 1 1 log ( 1) log 1 log 3( 1) 1 3( 1) 3 2 0

( 1)( 2) 0 1 2

x x x x x x x x

x x x

               

      
 

Kết hợp với điều kiện 1x   ta nhận được tập nghiệm của BPT là: (1;2)  

+ Cách 2: Bất phương trình biến đỗi tương đương về dạng: 

   2 2
3 3 3

2

2

2
3log 1 1 log ( 1) log 1 log 3( 1) 0 1 3( 1)

| | 11 0
1 2

1 23 2 0

x x x x x x

xx
x

xx x

            

   
          

 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình logarit trên là: (1;2) 

b) Phương pháp mũ hóa 

 

 

1

log ( )
0 1

b

a

b

a

f x a
f x b

a

f x a

 
      

 

Ví dụ: Giải bất phương trình logarit sau: 8log (4 2 ) 2x   

Lời giải 

- Điều kiện 4 2 0x   suy ra 2x  . 
2 2

8 8 8log (4 2 ) 2 log (4 2 ) log 8 4 2 8 4 2 64 2 60 30x x x x x x                  

Vậy tập nghiệm của bất phương trình logarit là: ( ; 30]   

c) Phương pháp đặt ẩn phụ 

Ví dụ : Giải bất phương trình 2
2 2log 5log 6 0x x    

Lời giải 

Đăt 2logt x , khi đó phương trình trở thành: 

2 5 6 0 ( 1)( 6) 0 1 6t t t t t            

Do đó ta có: 

2 2 2 2

1 1
1 log 6 log log log 64 64

2 2
x x x          

Vậy tập nghiệm bất phưong trình là 
1

;64
2

S
    

. 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Đưa về cùng cơ số 

Câu 1: Nghiệm của bất phương trình 2 1
3

9
x   là 

A. 4x . B. 0x . C. 0x  . D. 4x . 
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Lời giải. 

Chọn A 

2 2 21
3 3 3 2 2 4

9
x x x x            . 

Câu 2: Tập nghiệm S  của bất phương trình 

2 4
1

8
2

x x
   
 

 là: 

A.  ;3S   .  B.  1;S   . 

C.    ;1 3;S     .  D.  1;3S  . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

2 4
1

8
2

x x
   
 

2 4 3
1 1

2 2

x x 
       
   

2 4 3x x    2 4 3 0x x    1 3x x   

. 

Vậy    ;1 3;S     . 

Câu 3: Giải bất phương trình 

2 4
3

1
4

x 
   
 

 ta được tập nghiệm T . Tìm T . 

A.  2;2T   .  B.  2;T   . 

C.  ; 2T    .  D.    ; 2 2;T       

Lời giải 

Chọn A 

Bất phương trình  
2 4

23
1 4 0 2;2

4

x

x x


         
   

Vậy tập nghiệm  2;2 T . 

Câu 4: Bất phương trình 2 4x   có tập nghiệm là: 

A.  2;T   . B.  0;2T  . C.  ;2T   . D. T  . 

Lời giải 

Chọn A 
22 4 2 2 2x x x     . 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là:  2;T   . 

Câu 5: Tìm tập nghiệm S  của bất phương trình  1 1

2 2

log 3 log 4x   . 

A.  3; 7S  . B.  3; 7S  . C.  ; 7S   . D.  7;S   . 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có:  1 1

2 2

log 3 log 4x   0 3 4x    3 7x   . 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  3; 7S  . 

Câu 6: Tìm tập nghiệm S  của bất phương trình 
2 32 4x x    

A.    1 2S ; ;    . B.  1S ;  . C.  1 2S \ ;  . D.  2S ;  . 

Lời giải 

Chọn A 

Bất phương trình tương đương với 

2 3 2 2 2 2
2 2 3 2 3 2 0

1
x x x

x x x x
x

  
           

. 

Câu 7: Tập nghiệm S  của bất phương trình 2 1
5

25

x
x


    

 
 là 

A.  ;2S   . B.  ;1S   . C.  1;S   . D.  2;S   . 

Lời giải 

Chọn D 

 22 21
5 5 5 2

25

x
xx x x


       

 
. 

Câu 8: Tập nghiệm của bất phương trình 2 42 2x x  là 

A.  0;4 . B.  ; 4 . C.  0;16 . D.  4; . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 42 2 2 4x x x x    4x  . 

Câu 9: Tập nghiệm của bất phương trình  2ln 2ln 4 4x x   là: 

A. 
4

;
5

   
 

.  B.    1; \ 0  .  

C.  4
; \ 0

5
   
 

.  D.  4
; \ 0

3
   
 

. 

Lời giải 

Chọn C 

Đk: 1 0x   ;  2ln 2ln 4 4x x    22 4 4x x   215 32 16 0x x   

4

3
4

5

x

x

  

  

. 

Kết hợp với điều kiện ta được tập nghiệm  4
; \ 0

5
S

    
 

. 
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Câu 10: Tập nghiệm của bất phương trình  2 2log log 12 3x x   là: 

A.  0;6 . B.  3; . C.  ;3 . D.  0;3 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  2 2log log 12 3x x 
0

12 3

x

x x


   

0 3x   . 

Câu 11: Gọi S  là tập nghiệm của bất phương trình    2 2log 2 5 log 1x x   . Hỏi trong tập S có 

bao nhiêu phần tử là số nguyên dương bé hơn 10? 

A. 9 . B. 15 . C. 8 . D. 10 . 

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: 
2 5 0

1 0

x

x

 
  

1x  . 

   2 2log 2 5 log 1x x     2 5 1x x      6 x . 

Kết hợp với điều kiện ta có tập nghiệm của bất phương trình:  1;S   . 

Vậy trong tập S có 8  phần tử là số nguyên dương bé hơn 10 . 

Câu 12: Bất phương trình    4 2log 7 log 1x x    có bao nhiêu nghiệm nguyên? 

A. 3 . B. 1. C. 4 . D. 2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện 1x   . 

    2
4 2log 7 log 1 7 2 1x x x x x         

2 6 0 3 2x x x        . 

Do điều kiện nên tập nghiệm của bất phương trình là  0,1S  . 

Câu 13: Tập nghiệm của bất phương trình  e e

3 3

log 2 log 9x x   là 

A.  3; . B.  3;9 . C.  ;3 . D.  0;3 . 

Lời giải 

Chọn C 

 e e

3 3

log 2 log 9x x 
2 0

9 0

2 9

x

x

x x


  
  

0

9

3

x

x

x


 
 

3 9x   . 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  3;9S  . 

Câu 14: Tập nghiệm của bất phương trình    4 3 4 3
log 9 5 log 3 1x x

 
    là 
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A.  1; . B. 
5

;1
9

 
 
 

. C. 
1

;1
3

  
 

. D. 
1 5

;
3 9

  
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện: 
9 5 0

3 1 0

x

x

 
  

5

9
1

3

x

x

  
  


5

9
x  . 

Ta có:    4 3 4 3
log 9 5 log 3 1x x

 
   9 5 3 1x x    1x  . 

Kết hợp với điều kiện, ta có tập nghiệm của phương trình là: 
5

;1
9

S
   
 

. 

Câu 15: Tập nghiệm của bất phương trình:  2 2log 3 log 2x x    là 

A.  3; . B.  4; . C.    ; 1 4;    . D.  3;4 . 

Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện xác định: 3x  . 

 2 2log 3 log 2x x   2 3 4x x  
4

1

x

x


   

. Vậy tập nghiệm của bpt là  4;S  

. 

Câu 16: Bất phương trình 
2

2 10
3 4 1

2
2

x
x x


     

 
 có bao nhiêu nghiệm nguyên dương? 

A. 2 . B. 4 . C. 6 . D. 3 . 

Lời giải 

Chọn D 

Bất phương trình tương đương với 
2 3 4 10 22 2x x x    2 3 4 10 2x x x      2 6 0x x     

2 3x   . Do 0x   nên 0 3x  . 

Mà x   nên  1;2;3x .Vậy có 3  giá trị nguyên dương thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 17: Tập nghiệm của bất phương trình   1
33 5 5

x
x


  là: 

A.  ; 5  . B.  ;0 . C.  5;  . D.  0; . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có:   1
33 5 5

x
x




1
335 5

x
x


  1

3
3

x
x


   1 3 9x x    5x   . 

Câu 18: Tập nghiệm của bất phương trình    1 1

5 2 5 2
x x 

    là 
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A.  ;1S   . B.  1;S   . C.  ;1S   . D.  1;S   . 

Lời giải 

Chọn A 

   1 1

5 2 5 2
x x 

       1 1

5 2 5 2
x x  

     1 1x x      1x  . 

Vậy  ;1S   . 

Dạng 2: Phương pháp mũ hóa và logarit hóa 

Câu 1: Tập nghiệm của bất phương trình 12 3x x  là: 

A.  . B. 2

3

; log 3
 
 
 

. C.  2; log 3 . D. 2

3

log 3;
 

 
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Cách 1:      1 1
2 2 2 22 3 log 3 1 log 3 1 log 3 log 3x x xx x x x           

2
2 2 2

3
2

log 32
log log 3 log 3

23 log
3

x x x      . 

Cách 2: 1
2

3

2
2 3 3 log 3

3

x
x x x       

 
. 

Câu 2: Giải bất phương trình 
2

3 2x x  

A.  0;x  . B.  20; log 3x . C.  30; log 2x . D.  0;1x . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
2

3 2x x
2

3 3log 3 log 2x x  2
3log 2 0x x    30 log 2x   . 

Câu 3: Tập nghiệm của bất phương trinh 12 3x x là 

A.  . B. 2

3

; log 3
 
 
 

. C.  2; log 3 . D. 2

3

log 3;
 

 
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Cách 1:      1 1
2 2 2 22 3 log 3 1 log 3 1 log 3 log 3x x xx x x x           

2
2 2 2

3
2

log 32
log log 3 log 3

23 log
3

x x x      . 

Cách 2: 1
2

3

2
2 3 3 log 3

3

x
x x x       

 
. 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 10 

Câu 4: Cho hàm số   21
.5

2

x
xf x    

 
. Khẳng định nào sau đây là sai? 

A.   2
21 log 5 0f x x x    . B.   2

21 log 5 0f x x x    . 

C.   2
51 log 2 0f x x x    . D.   21 ln 2 ln 5 0f x x x     . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có:   1f x 
21

.5 1
2

x
x   

 

2

2

1
log .5 0

2

x
x

     
   

 

2

2 2

1
log log 5 0

2

x
x    

 
2

2log 5 0x x     nên phương án A sai. 

Câu 5: Giải bất phương trình  3log 2 1 3x    

A. 4x  . B. 14x   C. 2x  . D. 2 14x  . 
Lời giải 

Chọn B 

 3log 2 1 3x     32 1 3x   14x  . 

Câu 6: Giải bất phương trình  3log 2 1 2x   ta được nghiệm là 

A. 
1

5
2

x  . B. 
1

5
x  . C. 5x  . D. 5x  . 

Lời giải 

Chọn A 

 3log 2 1 2x  
2 1 0

2 1 9

x

x

 
  


1

2
5

x

x

 

 

. 

Câu 7: Giải bất phương trình  1

2

log 1 0x  ? 

A. 0x  . B. 0x  . C. 0x  . D. 1 0x   . 

Lời giải 

Chọn B 

 1

2

log 1 0x  
1 0

1 1

x

x

 
  

 0x  . 

Câu 8: Các giá trị x  thỏa mãn bất phương trình  2log 3 1 3x    là: 

A. 3x . B. 
1

3
3
 x . C. 3x . D. 

10

3
x . 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có  2log 3 1 3 3 1 8 3x x x       . 

Câu 9: Bất phương trình  0,5log 2 1 0x    có tập nghiệm là? 

A. 
1

;
2
  

 B. 
1

;
2

  
 

 C.  1;  D. 
1

;1
2

 
  

 

Lời giải 

Chọn D 

Điều kiện: 2 1 0x   1

2
x  . 

 0,5log 2 1 0x   02 1 0,5x   2 2x  1x  . 

So sánh với điều kiện ta có tập nghiệp của bất phương trình là 
1

;1
2

S     
. 

Câu 10: Tìm số nghiệm nguyên của bất phương trình  2log 9 3x  . 

A. 7 . B. 6 . C. 8 . D. 9 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có:  2log 9 3x  0 9 8x    1 9x   . Vì x  1;2;3;4;5;6;7;8x  . 

Vậy có 8  nghiệm nguyên. 

Câu 11: Tập nghiệm của bất phương trình  2log 1 3x   là: 

A.  ;10 . B.  1;9 . C.  1;10 . D.  ;9 . 

Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện: 1 0 1x x    . 

Ta có:  2log 1 3 1 8 9x x x       . 

Kết hợp điều kiện ta có tập nghiệm của bất phương trình đã cho là  1;9 . 

Câu 12: Tập nghiệm của bất phương trình  2
3log 2 3x    là: 

A.    ; 5 5;S      . B. S   . 

C. S  .  D.  5;5P   . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có:  2
3log 2 3x   2 2 27x   2 25x  5 5x   . 

Câu 13: Số nghiệm thực nguyên của bất phương trình  2log 2 11 15 1x x  
 
là 

A. 3.  B. 4 . C. 5.  D. 6.  

Lời giải 
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Chọn B 

ĐK: 2 5
2 11 15 0

2
x x x      hoặc 3x  . 

 2log 2 11 15 1x x    22 11 15 10x x    22 11 5 0x x    1
5

2
x  . 

Kết hợp điều kiện ta có: 
1 5

2 2
x   hoặc 3 5x  . Vậy BPT có 4 nghiệm nguyên là: 

 1;2;4;5x . 

Câu 14: Tìm tập nghiệm S  của bất phương trình: 1

2

2
log 2

1x



. 

A.  1;1 2S   . B.  1; 9S  . C.  1 2;S     . D.  9;S   . 

Lời giải 

Chọn B 

1

2

2
log 2

1x





1 0

2 1

1 4

x

x

 



 


1

1 8

x

x


  


1

9

x

x


 

. 

Câu 15: Bất phương trình 3 1

2

max log , log 3x x
 

 
 

 có tập nghiệm là 

A.  ;27 .
 

B.  8;27 .
 

C. 
1

; 27
8

 
 
 

. D.  27; .  

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: 0x  . 

3 1

2

max log , log 3x x
 

 
 

3

1

2

27log 3 1
271log 3 8

8

xx
xx x

         

. 

Vậy tập nghiệm của BPT là: 
1

; 27
8

 
 
 

. 

Câu 16: Tập nghiệm của bất phương trình   2
1 2

2

log log 1 1x     là: 

A. 1; 5S     .  B.  ; 5 5;S        . 

C. 5; 5S     .  D.  5; 1 1; 5S       . 

Lời giải 

Chọn B 

* ĐKXĐ: 
     

2
2 2

2

log 1 0
1 1 ; 2 2;

1 0

x
x x

x

           
 

. 
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Bất phương trình   2
1 2

2

log log 1 1x      
1

2
2

1
log 1 2

2
x


     
 

  2 1 4x    

2 5x    ; 5 5;x         . 

* Kết hợp điều kiện ta được:  ; 5 5;x        . 

Dạng 3: Phương Pháp Đặt Ẩn Phụ 

Câu 1: Cho phương trình  2 10 43 6.3 2 0 1x x    . Nếu đặt  53 0xt t   thì  1  trở thành 

phương trình nào? 

A. 29 6 2 0.t t     B. 2 2 2 0.t t     

C. 2 18 2 0.t t     D. 29 2 2 0.t t    

Lời giải. 

Chọn B 
 2 52 10 4 53 6.3 2 0 3 2.3 2 0xx x x          

Vậy khi đặt  53 0xt t   thì  1  trở thành phương trình 2 2 2 0.t t    

Câu 2: Cho phương trình 125 26.5 1 0x x    . Đặt 5xt  , 0t   thì phương trình trở thành 

A. 2 26 1 0t t   . B. 225 26 0t t  . C. 225 26 1 0t t   . D. 2 26 0t t  . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 125 26.5 1 0x x    225.5 26.5 1 0x x    . 

Vậy nếu đặt 5xt  , 0t   thì phương trình trên trở thành 225 26 1 0t t   . 

Câu 3: Xét bất phương trình 2 25 3.5 32 0x x   . Nếu đặt 5xt   thì bất phương trình trở thành 
bất phương trình nào sau đây? 

A. 2 3 32 0t t   .  B. 2 16 32 0t t   .  

C. 2 6 32 0t t   .  D. 2 75 32 0t t   . 

Lời giải 

Chọn D 
2 25 3.5 32 0x x    2 25 3.5 .5 32 0x x     25 75.5 32 0x x    . 

Nếu đặt 5 0xt    thì bất phương trình trở thành bất phương trình 2 75 32 0t t   . 

Câu 4: Cho phương trình 
2 22 2 34 2 3 0x x x x     . Khi đặt 

2 22x xt  , ta được phương trình nào 
dưới đây? 

A. 2 8 3 0t t   . B. 22 3 0t   . C. 2 2 3 0t t   . D. 4 3 0t   . 

Lời giải 

Chọn A 

Phương trình 
2 22 2 34 2 3 0x x x x       2 22

2 3 22 2 .2 3 0x x x x     . 

Kho đó, đặt 
2 22x xt  , ta được phương trình 2 8 3 0t t   . 
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Câu 5: Khi đặt 5logt x  thì bất phương trình  2
5 5

log 5 3log 5 0x x    trở thành bất phương trình 

nào sau đây? 

A. 2 6 4 0t t   . B. 2 6 5 0t t   . C. 2 4 4 0t t   . D. 2 3 5 0t t   . 

Lời giải 

Chọn C 

 2
5 3

log 5 3log 5 0x x    2

5 5log 1 6log 5 0x x     2
5 5log 4log 4 0x x    . 

Với 5logt x  bất phương trình trở thành: 2 4 4 0t t   . 

Câu 6: Bất phương trình 2log 2019 log 2018 0x x    có tập nghiệm là 

A. 201810;10S     .  B. 201810;10S   .  

C.  1; 2018S  .  D.  201810;10S  . 

Lời giải 

Chọn A 

Điều kiện: 0x  . 

Ta có 2 2018log 2019 log 2018 0 1 log 2018 10 10x x x x         . 

Kết hợp với điều kiện, ta có tập nghiệm của bất phương trình là 201810;10S     . 

Câu 7: Tìm số nghiệm nguyên của bất phương trình 2
2 2log 8log 3 0x x    

A. 5 . B. 1 . C. 7 . D. 4 . 

Lời giải 

Chọn A 

Điều kiện: 0x  . 

2
2 2log 8 log 3 0x x  

1
2 2
2 2log 8 log 3 0x x    2

2 2log 4log 3 0x x     

21 log 3x   2 8x   . So với điều kiện ta được 2 8x  . 

Câu 8: Tìm tập nghiệm S  của phương trình 2
2 2log 5log 4 0x x    

A.    ;2 16;S     . B.    0;2 16;S    . 

C.    ;1 4;S     .  D.  2;16S  . 

Lời giải 

Chọn B 

ĐK: 0x   

Đặt 2logt x , t . 

Bất phương trình tương đương 2 1
5 4 0

4

t
t t

t


     

. 

 2log 1x  0 2x   . 

 2log 4 16x x   . 
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Vậy tập nghiệm của bất phương trình    0;2 16;S    . 

Câu 9: Số nghiệm nguyên của bất phương trình 3 9.3 10x x   là 

A. Vô số. B. 2 . C. 0 . D. 1. 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 3xt   0t  , bất phương trình có dạng 
9

10t
t

  2 10 9 0t t    1 9t   . 

Khi đó 1 3 9x   0 2x  . Vậy nghiệm nguyên của phương trình là 1x  . 

Câu 10: Tập nghiệm của bất phương trình 16 5.4 4 0x x    là: 

A.    ;1 4;T     . B.    ;1 4;T     . 

C.    ;0 1;T     . D.    ;0 1;T     . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 4xt  , 0t  . 

16 5.4 4 0x x    trở thành 2 5. 4 0t t  
4

1

t

t


  

4

0 1

t

t


   

4 4

0 4 1

x

x

 
 

 

1

0

x

x


  

. 

Vậy    ;0 1;T     . 

Câu 11: Biết  ;S a b  là tập nghiệm của bất phương trình 3.9 10.3 3 0x x   . Tìm T b a  . 

A. 
8

3
T  . B. 1T  . C. 

10

3
T  . D. 2T  . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 3.9 10.3 3 0x x     2
3. 3 10.3 3 0x x     

1
3 3

3
x    3 3

1
log log 3

3
x    

1 1x    . Khi đó bất phương trình có tập nghiệm là  1;1S   , do vậy 

 1 1 2T     . 

Câu 12: Nghiệm của bất phương trình 2 15 5 5 5x x x    là. 

A. 0 1x  . B. 0 1x  . C. 0 1x  . D. 0 1x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 2 15 5 5 5x x x   . 

 2 5 5 1
5 6.5 5 0

05 1

x
x x

x

x

x

         
 

Câu 13: Bất phương trình 64.9 84.12 27.16 0x x x    có nghiệm là: 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “ Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 16 

A. 1 2x  . B. 
9 3

16 4
x  . C. 1x   hoặc 2x  . D. Vô nghiệm. 

Lời giải 

Chọn A 
2

4 4
64.9 84.12 27.16 0 27. 84. 64 0 1 2

3 3

x x
x x x x               

   
. 

Câu 14: Tìm tất cả giá trị của m  để bất phương trình  9 2 1 3 3 2 0x xm m      nghiệm đúng 

với mọi số thực x . 

A.  5 2 3; 5 2 3m     . B. 
3

2
m   . 

C. 
3

2
m   .  D. 2m  . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt 3xt  , 0t  . Khi đó, bất phương trình trở thành: 

 2 2 1 3 2 0t m t m       1 3 2 0t t m      3 2 0t m    3 2t m     1  

(Do 0t  ). 

Để bất phương trình đã cho nghiệm đúng với mọi x  thì  1  phải nghiệm đúng với 

mọi  0;t  . 

Điều này tương đương với 3 2 0m   
3

2
m   . 

Vậy giá trị cần tìm của m  là 
3

2
m   . 

Câu 15: Cho Hàm số   2

2

4

3

7

x

x
f x




 . Hỏi mệnh đề nào sau đây sai? 

A.      21 2 log 3 4 log 7 0f x x x      . 

B.      2
0,3 0,31 2 log 3 4 log 7 0f x x x      . 

C.      21 2 ln 3 4 ln 7 0f x x x      . 

D.    2
31 2 4 log 7 0f x x x      . 

Lời giải 

Chọn B 

  2

2

4

3
1 1

7

x

x
f x




   2

2

0.3 0,34

3
log log 1

7

x

x




     2

0,3 0,32 log 3 4 log 7 0x x     . 

Dạng 4: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Biết tập nghiệm của bất phương trình    
22 5 6 13

3
x x

x  là một đoạn   ;a b  ta có a b  

bằng: 
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A.   11a b . B.   9a b . C.   12a b . D.   10a b . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Điều kiện:        2 5 6 0 1 6x x x x  

Ta có:                    
2 22 5 6 2 5 6 2 213 3 3 2 5 6 5 6 2

3
x x x x x

x x x x x x x  



        
           
       

2

2 2

5 6 0 6 1
2 0 2 1;10

105 6 4 4

x x x x
x x x

xx x x x
 

Vậy   11a b  

Câu 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để bất phương trình 

     9 1 3 .3 2 6 0x xm m  có tập nghiệm là  . 

A. 
1
3

m . B. Không tồn tại m .    C.  2m . D.  
1
3

m . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có 

     
               

3 19 1 3 .3 2 6 0 3 2 3 3 1 0 3 3 1 0
3

x
x x x x xm m m m m , 

vì    3 2 0,x x . Xét hàm số   


3 1
3

x

g x  trên  . 

     3 ln 3 0 ,
3

x

g x x . Suy ra hàm số  g x  luôn đồng biến trên  ;  


 
1lim
3x

g x  

Do đó      9 1 3 .3 2 6 0x xm m  có tập nghiệm là  
 

3 1
3

x

m  có tập nghiệm là   

  
1
3

m  

Câu 3: Tìm các giá trị thực của tham số m  để bất phương trình    0,02 2 0,02log log 3 1 logx m  

có nghiệm với mọi   ;0x . 

A.  9.m  B.  2.m  C.  0 1.m  D.  1m . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có:    0,02 2 0,02log log 3 1 logx m
 

Tập xác định:  D . Điều kiện tham số m :  0m  

Ta có:         0,02 2 0,02 2log log 3 1 log log 3 1x xm m  
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Xét hàm số          2log 3 1 ,  ;0xf x x  có 
        



3 .ln 3( ) 0,  ;0
3 1 ln 2

x

x
f x x  

Bảng biến thiên  f x  

 
Khi đó với yêu cầu bài toán thì  1.m  

Câu 4: Có bao nhiêu giá trị nguyên của   10;10m  để bất phương trình   4 2 0x x m  

nghiệm đúng với mọi    1;2x  

A. 17. B. 0. C. 21. D. 5. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Đặt  2 , 0x t t . Bất phương trình trở thành:      2 20t t m t t m  (1

         1;2 2;4x t . Xét    2f t t t  với    2;4t . 

             
12 1; 0 2;4
2

f t t f t t . 

     
  

   
2;4

2 6; 4 20 min 6f f f . 

(1)   m f t , với    2;4t . 

Bất phương trình đã cho nghiệm đúng với mọi     1;2x   
  

  
2;4

min 6m f t m . 

Vì     10;10m  có 17 giá trị cần tìm. 

Câu 5: Cho bất phương trình     25 15 2.9 .3 5 3x x x x x xm  (m là tham số thực). Tập hợp tất cả 

các giá trị của m  để bất phương trình nghiệm đúng với mọi x  thuộc đoạn   0 ; 1  là 

A. 
11
2

m . B. 
11
2

m . C. 
11
3

m . D. 
11
3

m . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Chia hai vế của bất phương trình cho 23 x ( 3 0x ), ta được 

   
       

   

2
5 5(1 ) 2 0
3 3

x x

m m  

Đặt 
 

 
 

5
3

x

t . 

Với 
 

      
 

50 ;1 1 ;
3

x t , ta có bất phương trình bậc hai     2 (1 ) 2 0t m t m  
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Bài toán trở thành tìm m  để bất phương trình:     2 (1 ) 2 0t m t m , 
 

   
 

51 ;
3

t  

       
                

   
2 5 5(1 ) 2 0, 1 ; 1 2 0, 1 ; *

3 3
t m t m t t t m t  

Vì 
 

     
 

51 0, 1 ;
3

t t , nên    
            

 

5 5 11* 2 0, 1 ; 2 0
3 3 3

t m t m m  

Câu 6:  Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham số m  thuộc đoạn   10;10  để bất 

phương trình 
  

   
 

2
2

3 2

2 1log 2 4 5 2
1

x x m x x m
x x

 có nghiệm. Số phần tử của tập hợp 

S  bằng 

A. 20. B. 10. C. 15. D. 5. 

Hướng dẫn giải 

 Chọn B 

Điều kiện xác định: 
  


 

2

2

2 1 0
1

x x m
x x

    22 1 0x x m  .  

Khi đó:  

  
   

 

2
2

3 2

2 1log 2 4 5 2
1

x x m x x m
x x

  
     

 

2
2

3 2

2 1log 1 2 4 4 2
1

x x m x x m
x x  

 
  

    
 

2
2

3 2

2 1log 2 4 4 2
3 1
x x m x x m
x x

 

         2 2
3 3log 2 1 log 3 1x x m x x           2 22 2 1 6 1x x m x x  

    2
3log 2 1x x m     22 2 1x x m    2

3log 3 1x x    26 1x x .  

Xét hàm số    3log 2f t t t  với  0t . 

Ta có:       
1 2 0, 0

.ln3
f t t

t
. Suy ra hàm số  f t  đồng biến trên khoảng   0 ; . 

Do đó  tương đương với    22 1f x x m     23 1f x x    22 1x x m

   23 1x x    2 2 2x x m . 

Bất phương trình   2 2 2x x m  có nghiệm    minm g x  với     2 2 2g x x x . 

Xét hàm số     2 2 2g x x x  với x  có    2 2g x x . 

   0g x   2 2 0x   1x . 

Bảng biến thiên 
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Từ bảng biến thiên suy ra   min 1g x . Do đó  1m . 

Vì   10;10m  nên tập   1;2;...;10S . Vây S  có 10 phần tử. 

Câu 7:  Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. Gọi S  là tập hợp các giá trị của tham số m  

để bất phương trình                
sin sin 22 2.2 3 . 2 1 0f x f x f xx m m  nghiệm đúng với 

mọi x . Số tập con của tập hợp S  là 

 
A. 4 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 

Hướng dẫn giải 

 Chọn C 

Nhận xét phương trình    2 1 0f x  có một nghiệm đơn  2x  nên biểu thức sẽ đổi dấu 
khi đi qua điểm  2x . Do đó để bất phương trình nghiệm đúng với mọi x  thì 

phương trình         sin sin 22 2.2 3 0f x f xx m m  phải có một nghiệm  2x

 
       

2 1
2 3 0

3
m

m m
m

. 

Thử lại với  1m  ta có: 

              
sin sin1 2 2.2 2 2 1 0f x f x f xx             sin2 1 2 2 1 0f x f xx  

      sin2 1 sin 0f x f x   sin 2x  luôn đúng với mọi x    1m  thỏa mãn 

ycbt. 

Thử lại với  3m  ta có: 

               
sin sin3 2 2.2 6 2 1 0f x f x f xx              sin2 3 2 2 1 0f x f xx  

   sin3 2 0f x     3m  không thỏa mãn ycbt. 

Vậy   1S . Số tập con của S  là 2 đó là  1  và  . 
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Câu 8:  Cho hàm số      3 2f x ax bx cx d  với , , ,a b c d  có đồ thị như hình vẽ. Gọi S là tập 

hợp tất cả các giá trị nguyên thuộc đoạn   10;10  của tham số m để bất phương trình 

        2 3 22 81 0
3 3

f x x x f m  có nghiệm. Số phần tử của tập hợp S bằng 

A. 9. B. 10. C. 12. D. 11. 

Hướng dẫn giải 

 Chọn D 

 

Điều kiện    1;1x . 

Khi đó                   2 3 2 2 3 22 8 2 81 0 1
3 3 3 3

f x x x f m f x x x f m . 

Đặt        2 3 22 81
3 3

g x f x x x . Ta có bảng sau: 

 

Vậy bất phương trình đã cho có nghiệm khi    4f m . Vì m nguyên thuộc đoạn   10;10  

nên   3;1;2;...;10m . Do đó S có 11 phần tử. 
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BÀI 1. NGUYÊN HÀM 

A. KIẾN THỨC SÁCH GIÁO KHOA CẦN NẮM 

I. NGUYÊN HÀM VÀ TÍNH CHẤT 

1. Nguyên hàm 

Định nghĩa: Cho hàm số  f x  xác định trên K  ( K  là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa đoạn của 

). Hàm số  F x được gọi là nguyên hàm của hàm số  f x  trên K nếu    'F x f x  với mọi 

.x K  

Định lý 1: Nếu  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  thì với mỗi hằng số C, hàm số 

   G x F x C   cũng là một nguyên hàm của  f x  trên .K  

Định lý 2: Nếu  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  thì mọi nguyên hàm của  f x  

đều có dạng   ,F x C với C  là một hằng số. 

Hai định lý trên cho thấy: 

Nếu  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  trên K  thì   ,CF x C  là họ tất cả các 

nguyên hàm của  f x  trên .K  Kí hiệu 

    .f x dx F x C   

Chú ý: Biểu thức  f x dx  chính là vi phân của nguyên hàm  F x  của   ,f x  vì 

     ' .dF x F x dx f x dx   

2. Tính chất của nguyên hàm 

Tính chất 1 

   'f x dx f x C   

Tính chất 2 

   kf x dx k f x dx  , k là hằng số khác 0. 

Tính chất 3 

        .f x g x dx f x dx g x dx        

3. Sự tồn tại của nguyên hàm 

Định lý 3: Mọi hàm số f liên tục trên K đều có nguyên hàm trên K. 

4. Bảng nguyên hàm 

0dx C  dx x C   

1

1

x
x dx C








 
  

11 ( )
( )

1

ax b
ax b dx C

a







  

  
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1
lndx x C

x
   1 1

ln
( )

dx ax b C
ax b a

  
  

x xe dx e C   1ax b ax be dx e C
a

    

cos sinxdx x C   
   1

cos a sinx b dx ax b C
a

     

sin cosxdx x C       1
sin cosax b dx ax b C

a
      

ln

x
x a

a dx C
a

   
ln

x
x a

a dx C
a a

 
 


    

2

1
tan

cos
dx x C

x
   

   2

1 1
tan

cos
dx ax b C

ax b a
  

  

2

1
cot

sin
dx x C

x
    

 2

1 1
cot

sin
dx x C

ax b a
  

  

 2 2

1
ln , 0

2

dx x a
C a

x a a x a


  

    2 2

1
ln , 0

2

dx x a
C a

a x a x a


   

   

2

3
xdx x x C    2 1

.
3

ax b dx ax b ax b C
a

      

1
2dx x C

x
   

1 1
2.dx ax b C

aax b
  

  

II. PHƯƠNG PHÁP TÍNH NGUYÊN HÀM 

1. Phương pháp đổi biến số 

Định lý 1: Nếu ( ) ( )f u du F u C   và ( )u u x  có đạo hàm liên tục thì: 

   ( ) . '( ) ( )f u x u x dx F u x C   

Hệ quả: Với  0u ax b a    ta có 

   1
.f ax b dx F ax b C

a
     

2. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần: 

Định lý 2: Nếu hai hàm số  u u x  và  v v x  có đạo hàm liên tục trên K thì: 

           ' ' .u x v x dx u x v x u x v x dx    
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B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Nguyên Hàm Đa Thức 

1. Phương pháp 

Dùng các phép biến đổi, các phương pháp tính nguyên hàm đưa nguyên hàm về nguyên hàm hàm 

đa thức: 11
d

1
n nx x x C

n
 

 ;     11 1
d .

1

n n
ax b x ax b C

n a

   
  

 

2. Ví dụ 

Ví  dụ 1: Tìm nguyên hàm của hàm số     1 2f x x x   . 

Hướng dẫn giải 

Ta có:     1 2f x x x   2 3 2x x   . 

Khi đó:  df x x  2 3 2 dx x x   =
3

23 2
3 2
x x x C   . 

Ví  dụ 2:  Biết hàm số  y f x  có   23 2f x x x m    ,  2 1f   và đồ thị của hàm số  y f x  

cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 5 . Tìm hàm số  f x  

Hướng dẫn giải 

Theo lý thuyết ta có:    df x x f x C   . 

Ta có:    2d 3 2 df x x x x m x     3 2+ + x x mx C  . 

Khi đó  f x  có dạng:   3 2
1+ + f x x x mx C   

Theo đề ta có: 
 
 
2 1

0 5

f

f

 


 

3 2
1

11

32 + 2 + 2 1
55

mm C
CC

          
. 

Vậy hàm số   3 2 3 5f x x x x    . 

3. Baì tập trắc nghiệm 

Câu 1: Khẳng định nào sau đây sai? 

A. 0dx C .  B. 
5

4 d
5

x
x x C  .  

C. 
1

d lnx x C
x

  .  D. e d ex xx C  . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
1

d lnx x C
x

    C sai. 

Câu 2: Tìm nguyên hàm   2dF x x  . 

A.   2F x x C  .  B.   2F x x C  .  
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C.  
3

3
F x C


  .  D.  

2 2

2

x
F x C


  . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có   2 2dF x x x C    . 

Câu 3: Cho    df x x F x C  . Khi đó với 0a  , a , b  là hằng số ta có  df ax b x  bằng 

A.    1
df ax b x F ax b C

a
    . B.    1

df ax b x F ax b C
a b

   
 . 

C.    df ax b x F ax b C    . D.    df ax b x aF ax b C    . 

Lời giải 

Chọn A 

Theo công thức nguyên hàm mở rộng ta có:    1
df ax b x F ax b C

a
    . 

Câu 4: Họ nguyên hàm của hàm số   23 1f x x   là 

A. 3x C . B. 
3

3

x
x C  . C. 6x C . D. 3x x C  . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có  23 1 dx x
3

3.
3

x
x C   3x x C   . 

Câu 5: Họ nguyên hàm của hàm số   23 2 5f x x x   là 

A.   3 2 5F x x x   .  B.   3F x x x C   . 

C.   3 2 5F x x x x C    . D.   3 2F x x x C   . 

Lời giải 

Chọn C 

Nguyên hàm của hàm số   23 2 5f x x x    là   3 2 5F x x x x C    . 

Câu 6: Họ nguyên hàm của hàm số   2
2

1 1

3
f x x

x
    là 

A. 
4 2 3

3

x x
C

x

  
 .  B. 

2

2
2x C

x


  .  

C. 
4 2 3

3

x x
C

x

 
  .  D. 

3 1

3 3

x x
C

x


   . 

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có 2
2

1 1
d

3
x x

x
   
  2 2 1

d
3

x x x    
 

31

3 3

x x
C

x
     . 

Câu 7: Họ nguyên hàm của hàm số   ee. 4f x x   là 

A. 101376 .  B. 2 e 1e .x C  .  

C. 
e 1

4
e 1

x
x C



 


.  D. 
e 1e.

4
e 1

x
x C



 


. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có    
e 1

e e.
d e. 4 d 4

e 1

x
f x x x x x C



    
  . 

Câu 8: Hàm số nào sau đây không phải là một nguyên hàm của hàm số  5
( ) 3 1f x x  ? 

A.    6
3 1

8
18

x
F x


  .  B.    6

3 1
2

18

x
F x


  . 

C.    6
3 1

18

x
F x


 .  D.    6

3 1

6

x
F x


 . 

Lời giải 

Chọn D 

Áp dụng     1
1

d
1

ax b
ax b x C

a







  

  với 1    và C  là hằng số. 

Vậy hàm số ở phương án D thỏa yêu cầu đề. 

Câu 9: Họ các nguyên hàm của hàm số   4 25 6 1f x x x    là 

A. 320 12x x C  .  B. 5 32x x x C   .  

C. 5 320 12x x x C   .  D. 
4

22 2
4

x
x x C   . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  4 2 5 35 6 1 d 2x x x x x x C      . 

Câu 10: Nguyên hàm của hàm số   2018f x x , ( )x  là hàm số nào trong các hàm số dưới 

đây? 

A.   20182017.F x x C  , ( )C . B.  
2019

2019

x
F x C  , ( )C . 

C.   2019F x x C  , ( )C . D.   20172018.F x x C  , ( )C . 

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có: 
2019

2018d
2019

x
x x C  . 

Câu 11: Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2 2 3f x x x    thỏa mãn  0 2F  , giá trị 

của  1F  bằng 

A. 4 . B. 
13

3
. C. 2 . D. 

11

3
. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
3

2 22 3d 3
3

x
x x x x x C      . 

 F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  có  0 2F  2C  . 

Vậy  
3

2 3 2
3

x
F x x x      13

1
3

F  . 

Câu 12: Xét  53 44 3 dI x x x  . Bằng cách đặt: 44 3u x  , khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 51
d

16
I u u  . B. 51

d
12

I u u  . C. 5dI u u  . D. 51
d

4
I u u  . 

Lời giải 

Chọn A 

4 3 31
4 3 d 16 d d d

16
u x u x x u x x      . 

51
d

16
I u u   . 

Câu 13: Cho      6 8 7
2 3 2 d 3 2 3 2x x x A x B x C       với A , B   và C . Giá trị của 

biểu thức 12 7A B  bằng 

A. 
23

252
. B. 

241

252
. C. 

52

9
. D. 

7

9
. 

Lời giải 
Chọn D 

Đặt 3 2t x 
2

3

t
x


 

1
d d

3
t x  . 

Ta có: 

62 2
. d

3 3

t
t t


  7 62

+2 d
9

t t t 
8 72 4

. .
9 8 9 7

t t
C      8 71 4

. 3 2 . 3 2
36 63

x x C     . 

Suy ra 
1

36
A  , 

4

63
B  , 

1 4 7
12. 7.

36 63 9
  . 
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Dạng 2: Nguyên Hàm Phân Thức 

1. Phương pháp: Tách hàm số muốn lấy nguyên hàm thành các hàm số phân thức cơ bản: 

1
dx ln x C;

x
 

     
2

1 1
dx C

x x
    

1 1
dx ln ax b C;

(ax b) a
  


   

n n 1

1 1
dx C

(ax b) a(n 1)(ax b)  
   ; 

2 2

1 1 x a
dx ln C

x a 2a x a


 

 
 

2 2

1 1 x
dx arctg C

x a a a
 

  

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số   1

2 1
f x

x



; biết  1 2F  . Tính  2F . 

Lời giải 

Ta có   1
ln 2 1

2
F x x C   ;  1 2 2F C    

  1
ln 2 1 2

2
F x x      1

2 ln 3 2
2

F   . 

 

Ví dụ 2: Tính nguyên hàm 
22 7 5

d
3

x x
I x

x

 


 . 

Lời giải 

Ta có: 
22 7 5

d
3

x x
I x

x

 



2

2 1 d
2

x x
x

      2 2ln 2x x x C     . 

Ví dụ 3: Tìm nguyên hàm  
dx

x x 3   

Hướng dẫn giải 

   dx 1 1 1 1 1 x 3dx ln x 3 ln x C ln C.
3 x 3 x 3 3 xx x 3

  
          

    

Ví dụ 4: Biết  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2
xf x

x 1



 và  F 0 1.  Tính  F 1 .   

Hướng dẫn giải 

     2 2
2 2 2
x 1 2x 1 1 1F x dx dx d x 1 ln x 1 C.

2 2 2x 1 x 1 x 1
      

       

Do  F 0 1  nên C 1.   

Ví dụ 5: Biết     x 1 dx aln x 1 bln x 2 C, a,b .
x 1 2 x


     

   Tính giá trị biểu thức a b.  

Hướng dẫn giải 
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  
x 1 2 3dx dx 2ln x 1 3ln x 2 C

x 1 x 2x 1 2 x

a 2
a b 5.

b 3

 
           

 
     

 
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Họ nguyên hàm của hàm số   6
2

1 1
7 2f x x

x x
     là 

A. 7 1
ln 2x x x

x
   .  B. 7 1

ln 2x x x C
x

    . 

C. 7 1
ln 2x x x C

x
    . D. 7 1

ln 2x x x C
x

    . 

Lời giải 

Chọn D 

 df x x 7 1
ln 2x x x C

x
     . 

Câu 2: Nguyên hàm của hàm số   1

2
f x

x



 là: 

A. ln 2x C  .  B. 
1

ln 2
2

x C  .  

C.  ln 2x C  .  D.  1
ln 2

2
x C  . 

Lời giải 

Chọn A 

Câu 3: Nguyên hàm của hàm số   1

1 2
f x

x



 là 

A.  d 2ln 1 2f x x x C    . B.  d 2ln 1 2f x x x C   . 

C.   1
d ln 1 2

2
f x x x C    . D.  d ln 1 2f x x x C   . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
1 1

d ln 1 2
1 2 2

x x C
x

   
 . 

Câu 4: Tìm họ nguyên hàm của hàm số 
 2

1

1
y

x



. 

A. 
   2 3

1 2
d

1 1
x C

x x
 

  . B. 
 2

1 1
d

11
x C

xx
  

 . 
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C. 
 2

1 1
d

11
x C

xx
 

 . D. 
   2 3

1 2
d

1 1
x C

x x


 

  . 

Lời giải 

Chọn B 

 2

1
d

1
x

x    2
1 dx x

    1
1x C

   
1

1
C

x


 


. 

Câu 5: Một nguyên hàm của hàm số  
1

x
f x

x



. 

A.  d ln 1 1f x x x x    . B.  d ln 1 1f x x x x    . 

C.    d ln 1f x x x x   . D.  ln 1x x  . 

Lời giải 

Chọn A 

d
1

x
x

x 
1 1

d
1

x
x

x

 



1

1 d
1

x
x

     ln 1x x C     

Vậy  d ln 1 1f x x x x     là một nguyên hàm của  f x . 

Câu 6: Biết  F x  là một nguyên hàm của   1

1
f x

x



 và  0 2F   thì  1F  bằng. 

A. ln 2 . B. 2 ln 2 . C. 3 . D. 4 . 

Lời giải 
Chọn B 

  1
d ln 1

1
F x x x C

x
   

  mà  0 2F   nên   ln 1 2F x x   . 

Do đó  1 2 ln 2F   . 

Câu 7: Nguyên hàm  F x  của hàm số   1

2 1
f x

x



, biết 

e 1 3

2 2
F

   
 

 là: 

A.   1
2ln 2 1

2
F x x   . B.   2 ln 2 1 1F x x   . 

C.   1
ln 2 1 1

2
F x x   . D.   1

ln 2 1
2

F x x   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Áp dụng công thức nguyên hàm mở rộng 

  1
d

2 1
F x x

x



1

ln 2 1
2

x C   . 

Mà 
e 1 3

2 2
F

   
 

1 e 1 3
ln 2 1

2 2 2
C

     
 

1C  . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 10 

Câu 8: Tìm họ nguyên hàm của hàm số  
2 1

1

x x
f x

x

 



. 

A. 
1

1
x C

x
 


.  B. 

 2

1
1

1
C

x
 


.  

C. 
2

ln 1
2

x
x C   .  D. 2 ln 1x x C   . 

Lời giải: 

Chọn C 

Ta có  
2 1 1

1 1

x x
f x x

x x

 
  

 
 

 
2

d ln 1
2

x
f x x x C     . 

Câu 9: Cho biết 
2 13

d ln 1 ln 2
( 1)( 2)

x
x a x b x C

x x


    

  . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 2 8a b  . B. 8a b  . C. 2 8a b  . D. 8a b  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn D 
Ta có 

2 13
d

( 1)( 2)

x
x

x x


 

5 3
d

1 2
x

x x
     

1 1
5 d 3 d

1 1
x x

x x
 

  
5ln 1 3ln 2x x C     . 

Vậy 
5

3

a

b


  

8a b   . 

Câu 10:  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2 1
3

2 1
f x x

x
 


. Biết  0 0F  , 

 1 ln 3
b

F a
c

  trong đó a , b , c  là các số nguyên dương và 
b

c
 là phân số tối giản. Khi 

đó giá trị biểu thức a b c   bằng. 

A. 4 . B. 9 . C. 3 . D. 12 . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có   2 1
3 d

2 1
F x x x

x
     3 1

ln 2 1
2

x x C    . 

Do  0 0F    0C      3 1
ln 2 1

2
F x x x   . 

Vậy   1
1 1 ln 3

2
F      1;a   1;b   2c     4a b c   . 
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Câu 11: Cho hàm số  f x  xác định trên 
1

\
2

 
 
 

  thỏa mãn   2

2 1
f x

x
 


 và  0 1f  . Giá trị 

của biểu thức    1 3f f   bằng 

A. 4 ln15 . B. 3 ln15 . C. 2 ln15 . D. ln15 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có    
 1

2. 2 12 2 ln 2 1
2 1 2 1

d x
f x f x dx dx x c

x x


     

    . 

 0 1f  1c     ln 2 1 1f x x    . 

 
 

1 ln 3 1

3 ln 5 1

f

f

  


 
    1 3 2 ln15f f     . 

Dạng 3: Nguyên Hàm Căn Thức 

1. Phương pháp 

Đổi biến số đưa nguyên hàm cần tìm về nguyên hàm của hàm lũy thừa hoặc nguyên hàm của hàm 
phân thức. 

Chú ý thêm các công thức mở rộng sau: 

2

3
xdx x x C    2 1

.
3

ax b dx ax b ax b C
a

      

1
2dx x C

x
   

1 1
2.dx ax b C

aax b
  

  

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tìm nguyên hàm của hàm số    f x x x , x 0 .   

Hướng dẫn giải 

3 5
22 22 2x xdx x dx x C x x C.

5 5
       

Ví dụ 2: Tìm nguyên hàm  2I dx, x 0 .
x

    

Hướng dẫn giải 

Ta có 

1 11 2
22 xI dx 2 x dx 2. C 2 2. x C 2 2x C.

1x
2

 

          

Ví dụ 3: Tính  3 2 4x dx, x 0
x

 
  

 
  kết quả là:  

Hướng dẫn giải 
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2 5
3 2 3 34 4 3x dx x dx x 4ln x C.

x x 5

               
    

Ví dụ 4. Cho 
 

  
b2

2
x 3

I x x 3dx C, a,b \ 1 .
a




       

Tính 2
b aS log a log b 2018?    

Hướng dẫn giải 

Đặt 2 2 2t x 3 t x 3 2tdt 2xdx xdx tdt.          

Suy ra 

3
2

3
2

x 3tI t.tdt t dt C C.
3 3

  
         

Vậy 2
3 3S log 3 log 3 2018 2020.     

Ví dụ 5:  Cho    n *dxI 2x 1 ln 2x 1 4 C, n .
2x 1 4

       
     

Tính 
nS cos
4

 
  

 
. 

Hướng dẫn giải 

Đặt 2t 2x 1 t 2x 1 tdt dx        

 4tdt 4I 1 dt t 4ln t 4 C 2x 1 ln 2x 1 4 C.
t 4 t 4

 
                

  Vậy n 4 .  

Vậy 
nS cos 1.
8

 
   

 
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Hàm số nào dưới đây là một nguyên hàm của hàm số   1f x x   trên  0; . 

A.   3 22
1

3
F x x x   .  B.   32

2
3

F x x x   . 

C.   1

2
F x

x
 .  D.   1

2
F x x

x
  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có :   32
1 d

3
x x x x C    . 

Câu 2: Họ nguyên hàm của hàm số   20183f x x x  là 

A. 
2019

673

x
x C  .  B. 

2019
32

2019

x
x C  . 
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C. 
20191

673

x
C

x
  .  D. 20171

6054
2

x C
x
  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có: 

 20183 dx x x
1

201823 dx x x
 

  
 


3
20192

3.
3 2019
2

x x
C  

2019
32

2019

x
x C   . 

Câu 3: Tìm họ nguyên hàm của hàm số   2 3f x x   

A.   2
d 2 3

3
f x x x x C   . B.    1

d 2 3 2 3
3

f x x x x C    . 

C.    2
d 2 3 2 3

3
f x x x x C    . D.  d 2 3f x x x C   . 

Lời giải 

Chọn B 

Xét  2 3 dI x x  . 

Đặt 2 3x t   2 2 3t x    2 d 2dt t x  . 

2. d t dI t t t t   31

3
t C   31

2 3
3

x C      1
d 2 3 2 3

3
f x x x x C     . 

Câu 4: Một nguyên hàm của hàm số   1 2f x x   là: 

A.  3
2 1 1 2

2
x x  .  B.  3

1 2 1 2
2

x x   .  

C.  3
2 1 1 2

4
x x  .  D.  1

1 2 1 2
3

x x   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có  d 1 2 df x x x x     1
1 2 d 1 2

2
x x    , với 

1

2
x  . 

 df x x   31 2
. 1 2

2 3
x C     1

1 2 1 2
3

x x C      

Câu 5: Hàm số  F x  nào dưới đây là nguyên hàm của hàm số 3 1y x  ? 

A.    
4

3
3

1
8

F x x C   . B.    434
1

3
F x x C   . 

C.     33
1 1

4
F x x x C    . D.    34

3
1

4
F x x C   . 

Lời giải 
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Chọn C 

Ta có: 3 1dI x x  . 

Đặt: 3 1t x  3 1t x   23 d dt t x  . 

2.3 dI t t t   33 dt t  43

4
t C    43

3
1

4
x C     33

1 1
4

x x C    . 

Vậy     33
1 1

4
F x x x C    . 

Câu 6: Tìm hàm số  F x  biết  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x x  và  1 1F  . 

A.   2

3
F x x x .  B.   2 1

3 3
F x x x  . 

C.   1 1

22 2
F x

x
  .  D.   2 5

3 3
F x x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có:   dF x x x   

Đặt t x  suy ra 2t x  và d 2dx t . Khi đó 32
.2 d

3
I t t t t C  

2

3
I x x C   . 

Vì  1 1F   nên 
1

3
C  .Vậy   2 1

3 3
F x x x  . 

Câu 7: Tìm hàm số  f x , biết rằng   4f x x x    và  4 0f  . 

A.  
28 40

3 2 3

x x x
f x    . B.   2

1f x
x

  . 

C.  
28 88

3 2 3

x x x
f x    . D.  

22
1

2

x
f x

x
   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có:    df x f x x 
28

3 2

x x x
C   . 

 4 0f 
28.4 4 4

0
3 2

C     40
4 d

3
C x x x     . 

Vậy  
28 40

3 2 3

x x x
f x    . 

Câu 8: Tìm một nguyên hàm của hàm số   2

1
f x

x



. 

A.   1

1
F x

x



.  B.   4 1F x x  .  



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 15 

C.   2 1F x x  .  D.   1F x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt 1t x   2 1t x    2 d dt t x  . 

Ta có: 

 df x x
2

d
1

x
x




4
d

t
t

t
    4

' 2
49

h   4t C  4 1x C   . 

Vậy một nguyên hàm của hàm số   2

1
f x

x



 là   4 1F x x  . 

Câu 9: Biết  F x  là nguyên hàm của hàm số   1
1

2 1
f x m

x
  


 thỏa mãn  0 0F   và 

 3 7F  . Khi đó, giá trị của tham số m  bằng 

A. 2 . B. 3 . C. 3 . D. 2 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có  F x
1

1 d
2 1

m x
x

 
      1 1x m x C     . 

Theo giả thiết, ta có 
 
 
0 0

3 7

F

F





 

1 0

3 8

C

C m

 
   

 
1

3

C

m

 
  

. 

Vậy  F x 1 2 1x x    . 

Câu 10: Họ nguyên hàm của hàm số   2 34f x x x   là 

A.  332
4

9
x C  .  B. 32 4 x C  .  

C.  331
4

9
x C  .  D.  332 4 x C  . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 2 34 dx x x   3 31
4 d 4

3
x x      

1
3 32

1
4 d 4

3
x x    

3
3 2

1 2
. 4

3 3
x C    

 332
4

9
x C   . 

Chú ý: Trong lời giải viết dấu “ ” thay cho dấu “  ” vì  
1

3 3 24 4x x    nhưng ta 

mượn tạm công thức nguyên hàm của  
1

3 24 x  để tính nguyên hàm của 34 x . 

Câu 11: Tìm họ nguyên hàm của hàm số   1

2 2 1
f x

x



. 
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A.   1
d 2 1

2
f x x x C   . B.  d 2 1f x x x C   . 

C.  d 2 2 1f x x x C   . D.  
 

1
d

2 1 2 1
f x x C

x x
 

  . 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

Đặt 2 1x t  22 1x t   d dtx t  . 

Khi đó ta có 
1

2 1d
2

x x
1 dt

2

t

t
  

1
dt

2
 

1

2
t C 

1
2 1

2
x C   . 

Câu 12: Khi tính nguyên hàm 
3

d
1

x
x

x


 , bằng cách đặt 1u x   ta được nguyên hàm nào? 

A.  22 4 du u u . B.  2 4 du u . C.  22 4 du u . D.  2 3 du u . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt 1u x  , 0u   nên 2 1u x 
2

d 2 d

1

x u u

x u


 

 
. 

Khi đó 
3

d
1

x
x

x




2 1 3
.2 d

u
u u

u

 
   22 4 du u  . 

Câu 13: Tìm nguyên hàm  F x của hàm số   2

2 1
f x

x



 thỏa mãn  5 7F  . 

A.   2 2 1F x x  .  B.   2 2 1 1F x x   . 

C.   2 1 4F x x   .  D.   2 1 10F x x   . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
 d 2 12

d 2
2 1 2 2 1

x
x

x x




   2 2 1x C   ; 

Do  5 7F   nên 6 7C  1C  . 

Dạng 4. Nguyên hàm của hàm số lượng giác 

1. Phương pháp 

* Bảng nguyên hàm cơ bản: 

   1
sin cosax b dx ax b C

a
     

 

   1
cos sinax b dx ax b C

a
    

 

 
 2

1
cot

sin

dx
ax b C

aax b
    


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 
 2

1
tan

cos

dx
ax b C

aax b
   


 

tan ln cosx x C     

cot ln sinxdx x C    

* Với bài toán tìm nguyên hàm  sin ;cos I f x x dx  ta sử dụng phương pháp đổi biến trong 

các trường hợp sau: 

•  Nếu    sin ;cos sin ;cos  f x x f x x  ta đặt cost x ; 

•  Nếu    sin , cos sin ;cos  f x x f x x ta đặt sint x ; 

•  Nếu      sin ;cos sin ; cos sin ;cos   f x x f x x f x x  ta có thể sử dụng công thức hạ bậc 

hoặc đặt tant x  (hoặc cott x ). 

* Tìm nguyên hàm  tanI f x dx   (hoặc  cotI f x dx   

Ta có thể đặt tant x  ( cott x ) và chuyển về bài toán tìm nguyên hàm 
 

21



f t dt

I
t

. 

* Phướng pháp sử dụng biến đổi vi phân 

   2 2sin cos sin 2d A x B x C A B xdx   
 

 4 4sin cos sin 4d x x xdx  
. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Tìm nguyên hàm của hàm số    f x cos 3x 1 .   

Hướng dẫn giải 

Ta có:        1 1cos 3x 1 dx cos 3x 1 d 3x 1 sin 3x 1 C.
3 3

         

Ví dụ 2: Tìm nguyên hàm  F x của hàm số  f x tan x.  

Hướng dẫn giải 

Ta có    d cosxsin xdxF x tan xdx ln cosx C.
cosx cosx

          

Ví dụ 3: Tìm nguyên hàm 
dxI .

1 cos 2x


   

Hướng dẫn giải 

Ta có 2
1 1I dx tan x C.

22cos x
    

Ví dụ 4: Nếu F(x) là nguyên hàm của hàm số  f x sin 5xsin 2x  thì: 

Hướng dẫn giải 

Ta có  2f x 2sin 5xsin 2x cos 3x cos7x    
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Suy ra    sin 3x sin7x sin 3x sin7x2 f x dx C f x dx C
3 7 6 14

         

Ví dụ 5: Tìm nguyên hàm của hàm số   3f x cos xsin x.  

Hướng dẫn giải 

Ta có:      3 3 41cos x sin xdx cos x d cos x cos x C.
4

       

Ví dụ 6: Tìm họ nguyên hàm của hàm số  f x sin 5x.cos 3x.  

 A. 
cos8x cos 2x C.

16 4
    B. 

cos 4x cos x C.
8 4

    

 C. 
cos 4x cos x C.

8 2
    D. 

cos8x cos 2x C.
16 4

    

Hướng dẫn giải 

Ví dụ 6:  Biết  cos x adx ln 5sin x 9 C, a,b
5sin x 9 b

   
  , 

a
b

 là phân số tối giản. Tính giá trị 

2a b  

Hướng dẫn giải 

 d 5sin x 9cos x 1dx
5sin x 9 5 5sin x 9




  
1 ln 5sin x 9 C
5

  
 

Vậy a 1,b 5.  Nên 2a b 3.    

Ví dụ 7:  Cho  cos 2x dx F x C
sin x cos x

 
  và  F a b.    Tính  6A a b .   

Hướng dẫn giải 

Ta có:  
2 2cos 2x cos x sin xF x dx dx

sin x cos x sin x cos x


 
    

    
cos x sin x cos x sin x

dx cosx sin x dx sin x cosx.
sin x cosx

 
    

   

 F 1 a b A 1.         

Ví dụ 8:  Cho  3cos xsin xdx F x C   và   1F 0 a b .
4

     

Tính 2 2A a b 2018.    

Hướng dẫn giải 

3cos xsin xdx  

Đặt u cos x du sin xdx    . 
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 

   

4 4
3 3

23 3

u cos xcos xsin xdx u du C C
4 4

1 1F 0 a b a b 0.
4 4

A a b 2018 a b 2ab a b 2018 2018.

       

        

        

 
 

3. Bài tập trắc nghiêm 

Câu 1: Khẳng định nào sau đây là đúng. 

A.    tan ln cos .xdx x C  B.   sin 2 cos .
2 2
x xdx C  

C.    cot ln sin .xdx x C  D.    cos 2 sin .
2 2
x xdx C  

Lời giải 

Chọn A 

Xét    cos ' sin
ln cos ' tan .

cos cos

x x
x C x

x x
       Suy ra khẳng định A đúng. 

Câu 2: Tính tích phân 
4

2

0

os I c xdx



 

A. 
2

8
I

 
  B. 

2

4
I

 
  C. 

1

3
I   D. 

2

3
I   

Lời giải 

Chọn A 

Cách giải:  
  

  
      

 
 
4 4 4

2

0 0 0

1 1 1 2cos 1 cos 2 sin 2
2 2 2 8

I xdx x dx x x  

Câu 3: Tìm nguyên hàm của hàm số 
3

2

1 sin x
f (x)

sin x


 . 

A. f (x)dx cot x cos x C    . B. f (x)dx tan x cos x C    . 

C. f (x)dx cot x cos x C    . D. f (x)dx tan x cos x C    . 

Lời giải 

Chọn A 
3

2 2

1 sin 1
sin x cot osx+C

sin sin

x
dx dx dx x c

x x


      

 

Câu 4: Tìm nguyên hàm của hàm số 2( ) (sin os )f x x c x   

A. 
1

( ) cos 2 .
2

f x dx x x C    B. 
1

( ) cos 2 .
2

f x dx x C   

C. 
1

( ) cos 2 .
2

f x dx x C    D. 
1

( ) cos 2 .
2

f x dx x x C    
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Lời giải 

Chọn D 

   2 2 2sin cos sin cos 2sin cosx x dx x x x x dx    
 

  1
1 sin 2 cos 2

2
x dx x x C      

Câu 5: Cặp hàm số nào sau đây có tính chất: Có một hàm số là nguyên hàm của hàm số còn lại? 

A.   sin 2f x x  và   2cosg x x . B.   2tanf x x  và   2 2

1

cos
g x

x
 . 

C.   xf x e  và   xg x e . D.   sin 2f x x  và   2sing x x . 

Lời giải 

Chọn D 

Vì  /2sin 2sin cos sin 2x x x x 
 

Câu 6: Tìm nguyên hàm 
dxI .

1 cos 2x


  

A. 
1I tan x C.
2

    B. I tan x C.    

C. I tan x C.    D. 
1I tan x C.
2

    

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có 2
1 1I dx tan x C.

22cos x
    

Câu 7: Nếu F(x) là nguyên hàm của hàm số  f x sin 5xsin 2x  thì: 

A.   sin 3x cos7xF x C.
6 14

    B.   sin 3x sin7xF x C.
6 14

    

C.   cos 3x cos7xF x C.
6 14

    D.   cos 3x cos7xF x C.
6 14

    

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có  2f x 2sin 5xsin 2x cos 3x cos7x    

Suy ra    sin 3x sin7x sin 3x sin7x2 f x dx C f x dx C
3 7 6 14

         

Câu 8: Tìm nguyên hàm của hàm số   3f x cos xsinx.  

A.   4f x dx cos x C.    B.   41f x dx cos x C.
4

    
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C.   41f x dx sin x C.
4

   D.   41f x dx sin x C.
4

    

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có:      3 3 41cos x sin xdx cos x d cos x cos x C.
4

       

Câu 9: Nguyên hàm 
28cos x sin 2x 3I dx

sin x cos x
 


  bằng 

A. I 4cos x 5sin x C.    B. I 3cos x 4sin x C.    

C. I 3cos x 6sin x C.    D. I 3cos x 5sin x C.    

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

   22 1 2sin xcosx 4 2cos x 18cos x sin 2x 3I dx dx
sin x cos x sin x cosx

   
 

    

2(s inx-cosx) 4cos 2x dx sinx-cosx 4(s inx+cosx) dx
sinx-cosx


      

3cos x 5sin x C.    

Câu 10: Tìm nguyên hàm  F x  của hàm số  
2 2

2 2
tan x 2cot xf x .
cos x sin x

   

A.  
3 3tan x 2cot xF x C.

3 3
    

B.  
3 3tan x 2cot xF x C.

3 3
    

C.  
3 3tan x 2cot xF x C.

3 3
     

D.  
3 3tan x 2cot xF x C.

3 3
     

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

   

 
    

 

     

  

 

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3
2 2

tan x 2cot x tan x 2cot xdx dx dx
cos x sin x cos x sin x

tan x 2cot xtan xd tan x 2cot xd cot x C.
3 3

 

Câu 11: Tìm họ nguyên hàm của hàm số  f x sin 5x.cos 3x.  

A. 
cos8x cos 2x C.

16 4
     B. 

cos 4x cos x C.
8 4

    

C. 
cos 4x cos x C.

8 2
    D. 

cos8x cos 2x C.
16 4

    
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Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có        1 1f x sin 5x.cos 3x sin 8x sin 2 x f x dx sin8x sin 2x dx
2 2

        

Suy ra   cos8x cos 2xf x dx C.
16 4

     

Câu  12: Biết  cos x adx ln 5sin x 9 C, a,b
5sin x 9 b

   
  , 

a
b

 là phân số tối giản. Giá trị 2a b  là 

A. 10.   B. 4.  

C. 7.   D. 3.  

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

 d 5sin x 9cosx 1dx
5sin x 9 5 5sin x 9




  
1 ln 5sin x 9 C
5

  
 

Vậy a 1,b 5.  Nên 2a b 3.    

Dạng 5: Nguyên Hàm Hàm Mũ, Loga 

1. Phương pháp 

Sử dụng bảng nguyên hàm cơ bản và vi phân: Đặc biệt tính chất       f x dx f x C . 

Sử dụng phương pháp đổi biến số: Nếu gặp dạng    .    f u x u x dx  thì ta đặt  u u x . 

Đặc biệt:   1
log . af x dx

x
 thì ta biến đổi 

ln
log

ln
a

x
x

a
 rồi đặt lnu x  

  x xf a a dx  thì ta đặt  xu a  

Sử dụng phương pháp nguyên hàm từng phần:  *  udv uv vdu  thường trong trường hợp này ta 

chọn đặt u  bằng hàm lôgarit và dv là biểu thức còn lại. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Cho   2dx 3 4f x x x C   . Tìm  dxxf e  

Hướng dẫn giải 

Ta có   2d 3 4f x x x x C     6 4f x x     6 4x xf e e   . 

Vậy  dxf e x   6 4 dxe x   6 4xe x C   . 

Ví dụ 2: Hàm số  y f x  có một nguyên hàm là   2e xF x  . Tìm nguyên hàm của hàm số 

  1
ex

f x 
 

Hướng dẫn giải 

Ta có:      2 2e 2ex xf x F x     
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Suy ra: 
   

21 2e 1d d 2e e d 2e e
e e

x
x x x x

x x

f x
x x x C  
        . 

Ví dụ 3: Tìm họ nguyên hàm của hàm số 
 2

e( )
e 1

x

x
f x 


  

Hướng dẫn giải 

Ta có 
   2 2

e d(e 1)d
e 1 e 1

x x

x x
x 


 
 

1
e 1x C

 


. 

Ví dụ 4: Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2xf x e x   thỏa mãn   30
2

F  . Tìm  F x  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Xét đáp án D , ta có: 
 
   

30
2

' 2x

F

F x e x f x





   

. 

Cách 2: Ta có   22x xe x dx e x C    . 

 F x  là 1 nguyên hàm của hàm số   2xf x e x   suy ra  F x  có dạng 2xe x C   

Theo đề bài   0 23 3 10 0 .
2 2 2

F e C C        Vậy   2 1 .
2

xF x e x    

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm nguyên hàm của hàm số   2xf x e  

A. 2x 2x1
e dx e C.

2
     B. 2x 2x1

e dx e C.
2

   

C. 2x 2xe dx 2e C.    D. 2x 2xe dx 2e C.    

Lời giải 

Chọn B 

Theo công thức nguyên hàm cơ bản ax b ax b1
e dx e C

a
   . Suy ra 2x 2x1

e dx e C
2

  . 

Câu 2: Tìm nguyên hàm của hàm số 12xy 12 .  

A. 2x 12 4x12 dx 12 ln12 C   B. 2x 12x12 dx 12 ln12 C   

C. 
12x

2x 12
12 dx C

ln12
 

 
 D. 

12x 1
2x 12

12 dx C
ln12



   

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  
12x 12x 1

12x 12x 12x1 12 12
12 dx 12 d 12x C 12 dx C

12 12.ln12 ln12



         
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Câu 3: Cho ( )F x  là nguyên hàm của hàm số 
ln

( )
x

f x
x

 . Tính ( ) (1)F e F  

A. I e . B. 
1

I
e

 . C. 
1

2
I  . D. 1I  . 

Lời giải 

Chọn C 

 
      2

( ) (1)

ln 1
ln ln ln( )

2
1

2

x

e

x
F dx x d x x

x

F F

  

  

 
 

Câu 4: Biết F làm một nguyên hàm của hàm số   20162016 xf x e  và  0 2018F  . Giá trị của 

F là 

A.  F 1 2016.   B.   2016F 1 2016e .  

C.   2016F 1 2016e 2. 
 
 D.   2016F 1 e 2017.   

Lời giải 

Chọn D 

   2016x 2016xF x 2016e dx e C F 0 1 C 2018 C 2017          

   2016x 2016F x e 2017 F 1 e 2017.       

Câu 5: Tìm nguyên hàm 
 2

2

ln 1

1





x x

I dx
x

 

A.  2ln 1  I x C   B.  2 21
ln 1

4
  I x C  

C.  21
ln 1

2
  I x C   D.  2 2ln 1  I x C  

Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức nguyên hàm hợp   2
2

2
ln 1

1
 


x

d x dx
x

 

      2 2 2 21 1
ln 1 ln 1 .ln 1

2 4
      I x d x x C  

Câu 6: Kí hiệu  F x  là một nguyên hàm của hàm số   1

1x
f x

e



, biết  0 ln 2F   . Tìm tập 

nghiệm S của phương trình    ln 1 3xF x e   . 

A.  3;3S    B.  3S   C. S   D.  3S    

Lời giải 

Chọn B 
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 1
ln 1

1 1

x
x

x x

e
dx dx dx x e C

e e
     

     

Vì      0 ln 2 0 ln 1xF C F x x e         

Xét phương trình    ln 1 3 3xF x e x      

Dạng 6: Nguyên Hàm Từng Phần 

1. Phương pháp 

Cho hai hàm số u  và v  liên tục trên  ;a b  và có đạo hàm liên tục trên  ;a b . Khi 

đó:  *  udv uv vdu  

Để tính tích phân   
b

a

I f x dx  bằng phương pháp từng phần ta làm như sau: 

Bước 1: Chọn u, v sao cho   f x dx udv  (chú ý:   dv v x dx ). 

Tính  v dv  và .du u dx . 

Bước 2: Thay vào công thức  * và tính  vdu . 

Cần phải lựa chọn u  và dv hợp lí sao cho ta dễ dàng tìm được v  và tích phân  vdu  dễ tính hơn 

udv . Ta thường gặp các dạng sau 

Loại 1:   sin

cos

 
  

 
 x

I P x dx
x

, trong đó  P x  là đa thức 

Với dạng này, ta đặt   sin
,  

cos

 
   

 

x
u P x dv dx

x
. 

Loại 2:     ax bI x e dx  

Với dạng này, ta đặt 
 



 



ax b

u P x

dv e dx
, trong đó  P x  là đa thức 

Loại 3 :    ln I P x mx n dx  

Với dạng này, ta đặt 
 
 

ln  




u mx n

dv P x dx
. 

Loại 4 : 
sin

cos

 
  

 
 xx

I e dx
x

 

Với dạng này, ta đặt 

sin

cos

  
  

  
 

x

x
u

x

dv e dx

 để tính  vdu  ta đặt 

sin

cos

  
  

  
 

x

x
u

x

dv e dx

. 
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2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Tìm nguyên hàm của hàm số 2xy x.e   

Hướng dẫn giải 

 2x 2x 2x 2x

2x 2x 2x

1 1 1x.e dx xd e x.e e dx
2 2 2

1 1 1 1x.e .e C e x C.
2 4 2 2

  

 
       

 

  
 

Ví dụ 2: Tìm nguyên hàm của hàm  f x x.s inx  

Hướng dẫn giải 

Ta có  F x f(x)dx x.sin xdx     

Đặt  u x du dx
F x xcos x cosxdx xcos x sinx C.

dv sin xdx v cosx
  

            
  

Ví dụ 3: Tìm nguyên hàm của hàm số    2f x x ln 3x .  

Hướng dẫn giải 

 2I x ln 3x dx   

Đặt 2
3

3du dxu ln 3x 3x
1dv x dx v x
3


   

  


 

3 3 3 2 3 31 1 3 1 1 1 1I x ln 3x x dx x ln 3x x dx x ln 3x x .
3 3 3x 3 3 3 9

         

Ví dụ 4: Tìm nguyên hàm của hàm   2
xf x .

cos x
   

Hướng dẫn giải 

Đặt   2
2

u x du dx xf x dx dx xtan x tan xdxdxdv v tanx cos x
cos x

 
        

     

 d cos xsin xxtan x dx xtan x xtanx ln cosx C.
cosx cos x

         

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Biết    .  xF x ax b e  là nguyên hàm của hàm số  2 3 . .  xy x e  Khi đó a b  là 

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 

Lời giải 

Chọn A 

     2 3 2 3x xy x e F x x e dx      
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2 3 2   
   

x x

u x du dx

dv e dx v e
 

         2 3 2 3 2 2 3 2 2 1x x x x x xF x x e dx x e e dx x e e x e            

Khi đó 3 a b . 

Câu 2: Cho tích phân  
4

0

1 sin 2 d . 


I x x x  Tìm đẳng thức đúng 

A.  
4

4
0

0

1 cos 2 cos2 d    




I x x x x . B.  
4

0

1 cos2 cos 2 d    


I x x x x . 

C.  
4

4
0

0

1 1
1 cos 2 cos 2 d

2 2
    




I x x x x . D.  
4

4
0

0

1 1
1 cos 2 cos 2 d

2 2
    




I x x x x . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt
1

1
sin 2 cos2

2

      

du dx
u x

dv xdx v x
 ta có  

4

0

1 1
1 cos2 cos24

2 2
0

    I x x xdx


 

Câu 3: Biết rằng  2 23 3 3   x xe cos xdx e acos x bsin x c , trong đó a, b, c là các hằng số, khi đó 

tổng 
a + b có giá trị là 

A. 
1

13
  B. 

5

13
  C. 

5

13
 D. 

1

13
 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt    2 cos3 sin 3xf x e a x b x c   . Ta có 

 
   

2 2 2 2

2 2

' 2 cos3 3 sin 3 2 sin 3 3 cos3

        2 3 cos3 2 3 sin 3

x x x x

x x

f x ae x ae x be x be x

a b e x b a e x

   

   
 

Để f là một nguyên hàm của hàm số 2 cos3xe x , điều kiện là 

  2

2
2 3 1 513' cos3 .
2 3 0 3 13

13

x

a
a b

f x e x a b
b a

b

            


 

Câu 4: Tính nguyên hàm    2 cos3
2 sin 3xdx sin 3

x x
I x b x C

a


      . Tính 

27M a b  . Chọn đáp án đúng: 

A. 6 B. 14 C. 34 D. 22 

Lời giải 
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Chọn A 

Đặt 
2

.
sin 3xdx

u x

dv

 
 

Ta được cos3

3

du dx

x
v





 

 

Do đó: 

   2 cos3 2 cos31 1 1
cos3 sin 3 3; 6

3 3 3 9 9

x x x x
I xdx x C a b M

 
             

Câu 5: Họ nguyên hàm của hàm số ( ) sin 2f x x x  là 

A. 
1 1

( ) cos 2 sin 2
2 4

F x x x x C    . B. 
1 1

( ) cos 2 sin 2
2 4

F x x x x C   . 

C. ( ) cos 2 sin 2F x x x x C    . D. ( ) cos 2 sin 2F x x x x C   . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 

1
cos2 cos2 cos2 sin 2

cos 2
2 2 2 4sin 2

2

u x u
x x x x x x

I dx Cx
v x v

  
             

  

Câu 6: Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số    5 1 xf x x e   và  0 3.F   Tính  1 .F  

A.  1 11 3.F e   B.  1 3.F e   C.  1 7.F e   D.  1 2.F e   

Lời giải 

Chọn C 
1

0

1

0

(5 1)

5 1 5 ,

1 1
(5 1) 5 (5 1) 5 4 (1) (0) (1) 7

0 0

x

x x

x x x x

I x e dx

u x du dx dv e dx v e

I x e e dx x e e e F F F e

 

      

             





 

Câu 7: Tìm x cos 2xdx.  

A. 
1 1

x.sin 2x cos2x C.
2 4

   B. x.sin 2x cos2x C.   

C. 
1 1

x.sin 2x cos2x C.
2 2

   D. 
1 1

x.sin 2x cos2x C.
2 4

   

Lời giải 

Chọn D 
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Đặt 
du dx

u x 1 1
x cos 2xdx x sin x2x sin 2xdx1

dv cos2xdx 2 2v sin 2x
2

       
   

1 1
x sin 2x cos2x C.

2 4
    

Câu 8:    cos3 1
2 sin 3 sin 3

x m x
x xdx x C

n p


     . Tính giá trị của m n p  . 

A. 14 B. 2.  C. 9 D. 10 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 
2

.cos3
sin 3

3

du dx
u x

x
dv xdx v

      

 

Khi đó    2 cos3 1
2 sin 3 sin 3 .

3 9

x x
x xdx x C


      

Suy ra 2, 3, 9m n p    

Vậy 14.m n p    

Dạng 7: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Cho hàm số   32 2 22 2x xf x x e xe  , ta có   3 2 2 2x x xf x dx me nxe pe C    . Giá trị của 

biểu thức m n p  bằng 

A. 
1
3

. B. 2 . C. 
13
6

. D. 
7
6

. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Vì   3 2 2 2x x xf x dx me nxe pe C    nên    3 '
2 2 2x x xme nxe pe C f x    

 

Suy ra  3 32 2 2 2 2 2 23 2 2 2 2x x x x xmx e nxe n p e x e xe       đồng nhất 2 biểu thức ta được 

hệ phương trình sau: 

2
3 2 3
2 2 1

2 0 1
2

mm
n n

n p p


 

    
    



. Suy ra: 
13
6

m n p   . 

Câu 2: Gọi  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2xf x  , thỏa mãn   10
ln 2

F  . Tính giá trị 

biểu thức        0 1 ... 2018 2019T F F F F     . 

A. 
20192 11009.
ln 2

T 
 . B. 2019.20202T  .             C. 

20192 1
ln 2

T 
 . D. 

20202 1
ln 2

T 
 . 
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Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có   2d 2 d
ln 2

x
xf x x x C     

 F x  là một nguyên hàm của hàm số   2xf x  , ta có   2
ln 2

x

F x C   mà   10
ln 2

F   

  20
ln 2

x

C F x    . 

       0 1 ... 2018 2019T F F F F      

 2 2018 20191 1 2 2 ... 2 2
ln 2

     
20201 2 1.

ln 2 2 1





20202 1
ln 2


  

Câu 3: Gọi  F x  là một nguyên hàm của hàm số   xf x e , thỏa mãn  0 2020F  . Tính giá trị 

biểu thức        0 1 ... 2018 2019T F F F F     . 

A. 
2020 1 2019.2020

1
eT
e


 


. B. 

2019 1 2018.2019
1

eT
e


 


. 

C. 
2020

21 2020
1

eT
e


 


.                                       D. 

2019
21 2019

1
eT
e


 


. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có  d dx xf x x e x e C     

 F x  là một nguyên hàm của hàm số   xf x e , ta có   xF x e C   mà  0 2020F   

 2019 2019xC F x e     . 

       0 1 ... 2018 2019T F F F F     2 2018 20191 ... 2019.2020e e e e        

2020 1 2019.2020
1

e
e


  


. 

Câu 4: Cho hàm số  f x  xác định trên  \ 1  thỏa mãn   1'
1

f x
x




,  0 2017f  , 

 2 2018f  . Tính    3 1S f f   . 

A. ln 4035S  . B. 4S  . C. ln 2S  . D. 1S  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Trên khoảng  1; :   1'
1

f x dx dx
x


    1ln 1x C       1ln 1f x x C    . 

Mà 1(2) 2018 2018f C   . 
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Trên khoảng  ;1   1'
1

f x dx dx
x


    2ln 1 x C       2ln 1f x x C    . 

Mà (0) 2017f  2 2017C  . 

Vậy   ln( 1) 2018 khi 1
ln(1 ) 2017 khi 1

x x
f x

x x
   

    
. Suy ra    3 1 1f f   . 

Câu 5: Cho hàm số  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2

2cos 1
sin

xf x
x


  trên khoảng  0; . 

Biết rằng giá trị lớn nhất của  F x  trên khoảng  0;  là 3 . Chọn mệnh đề đúng trong 

các mệnh đề sau. 

A. 3 3 4
6

F  
  

 
.  B. 

2 3
3 2

F  
 

 
.  

C. 3
3

F  
  

 
.  D. 

5 3 3
6

F  
  

 
. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có:   2 2 2

2cos 1 cos 1d d 2 d d
sin sin sin

x xf x x x x x
x x x


       

 
2 2

d sin 1 22 d cot
sinsin sin

x
x x C

xx x
        

Do  F x  là một nguyên hàm của hàm số   2

2cos 1
sin

xf x
x


  trên khoảng  0;  nên hàm 

số  F x  có công thức dạng   2 cot
sin

F x x C
x

     với mọi  0;x  . 

Xét hàm số   2 cot
sin

F x x C
x

     xác định và liên tục trên  0; . 

    2

2cos 1'
sin

xF x f x
x


   

Xét    2

2cos 1 1' 0 0 cos 2  
2 3sin

xF x x x k k
x

 
          . 

Trên khoảng  0; , phương trình  ' 0F x   có một nghiệm 
3

x 
  

Bảng biến thiên: 
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 
 

0;
max 3

3
F x F C



 
    

 
. Theo đề bài ta có, 3 3 2 3C C     . 

Do đó,   2 cot 2 3
sin

F x x
x

    . Khi đó, 3 3 4
6

F  
  

 
.  

Câu 6: Biết rằng exx  là một nguyên hàm của  f x  trên khoảng  ;  . Gọi  F x  là một 

nguyên hàm của  exf x  thỏa mãn  0 1F  , giá trị của  1F   bằng 

A. 
7
2

. B. 
5 e

2


. C. 
7 e

2


. D. 
5
2

. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có    e e ex x xf x x x    ,  ;x    . 

Do đó        e ex xf x x       ,  ;x    . 

Suy ra    e 1xf x x  ,  ;x    . 

Nên      e 1 e 2x xf x x x           e e 2 .e 2x x xf x x x     . 

Bởi vậy      212 d 2
2

F x x x x C     . 

Từ đó    210 0 2 2
2

F C C     ;  0 1 1F C    . 

Vậy        2 21 1 72 1 1 1 2 1
2 2 2

F x x F          . 

Câu 7: Giả sử hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên ,  nhận giá trị dương trên khoảng  0;  

và thỏa mãn      1 1, ' 3 1f f x f x x    với mọi 0.x   Mệnh đề nào sau đây là 

đúng? 

A.  4 5 5.f   B.  1 5 2.f 
 

C.  3 5 4.f   D.  2 5 3.f   

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có 

   
 
 

. 3 1

1
3x 1

f x f x x

f x
f x

 


 



  2ln 3 1 .
3

f x x C     Vì 

  4 4
1 1 0 .

3 3
f C C        

     
2 4 4

3 1
3 3 32 4

ln 3 1 5 3,8.
3 3

x
f x x f x e f e

 
          Vậy  3 5 4.f   



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa . “Tránh mua các trang và cá nhân khác” 

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 33 

Câu 8: Cho hàm số  f x  có đạo hàm trên  \ 0  thỏa mãn     2f x
f x x

x
    và  1 1f   . Giá 

trị của 
3
2

f  
 
 

 bằng 

A. 
1

96
. B. 

1
64

. C. 
1

48
. D. 

1
24

. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có 

           
4

2 3 3 3

4
f x xf x x xf x f x x xf x x xf x x dx C
x

               . 

  51 1
4

f C     . Khi đó  
4 5 3 1
4 2 96

xf x f
x
  

   
 

. 

Câu 9: Biết    2 e xF x ax bx c    là một nguyên hàm của hàm số    22 5 2 e xf x x x     trên 

 . Giá trị biểu thức   0f F bằng: 

A. 
1

e


. B. 3e . C. 220e . D. 9e . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Tính        2 2e 2 ex xF x ax bx c ax a b x b c              22 5 2 e xx x    . 

Suy ra 

2 2
2 5 1

2 1

a a
a b b

b c c

     
      
     

 nên    22 1 e xF x x x     . 

Tính  0 1F   suy ra     0 1 9ef F f   . 

Câu 10: Cho  F x  là một nguyên hàm của hàm số   4 3 2

2 1
2
xf x

x x x



 

 trên khoảng  0;  thỏa 

mãn   11
2

F  . Giá trị của biểu thức        1 2 3  ... 2019S F F F F      bằng 

A. 
2019
2020

. B. 
2019.2021

2020
. C. 

12018
2020

. D. 
2019
2020

 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:  
   4 3 2 2 2 22

2 1 2 1 1 1d d d
2 1 1

x xF x x x x
x x x xx x x

       
     

   . 
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Suy ra:   1 1
1

F x c
x x

   


 mà   11
2

F   nên 1c  . Hay   1 1 1
1

F x
x x

   


. 

Ta có:        1 2 3  ... 2019S F F F F      

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1  ... 1
1 2 2 3 3 4 2019 2020

S        
                       
       

 

1 1 11 2019.1 2018 2018
2020 2020 2020

S        . 

Câu 11: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn (1) 3f  và (4 '( )) ( ) 1x f x f x    với mọi 0x  . Tính (2)f . 

A. 6 . B. 2 . C. 5 . D. 3 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:  (4 '( )) ( ) 1 ( ) '( ) 4 1 ( ) ' 4 1x f x f x f x xf x x xf x x           

    2( ) ( ) 'd 4 1 d 2xf x xf x x x x x x C        . 

Với 1x   thì 1 (1) 3 3 3 0f C C C       . 

Do đó 2( ) 2xf x x x  . Vậy 22 (2) 2.2 2f    hay (2) 5f  . 

Câu 12: Cho hàm số  y f x  xác định trên  , thỏa mãn   0f x  , x   và 

   2 0f x f x   . Tính  1f   biết rằng  1 1f  . 

A. 4e . B. 3e . C. 4e . D. 2e . 
Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Vì   0f x  , nên ta có:    2 0f x f x  
 
 

2
f x
f x


 
 
 

d 2d
f x

x x
f x


   . 

:C    ln 2f x x C   ln 2f x x C   . 

Cho 1x    ln 1 2f C    ln1 2 C    2C    

Do đó:  ln 2 2f x x    2 2xf x e      41f e   . Do đó:
9
2

S a b c     . 

Câu 13: Cho hàm số  f x  xác định trên  \ 2  thoả mãn   3 1
2

xf x
x
 


,  0 1f   và 

 4 2f   . Giá trị của biểu thức    2 3f f   bằng 

A. 12 . B. ln2 . C. 10 ln 2 . D. 3 20 ln 2 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có:     3 1 7d d 3 d 3 7 ln 2
2 2

xf x f x x x x x x C
x x
            

   , 

 \ 2x   . 
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Xét trên khoảng  2;   ta có:  0 1 7 ln 2 1 1 7 ln 2f C C        . 

Do đó,   3 7 ln 2 1 7 ln 2f x x x     , với mọi  2 ;x   . 

Suy ra  2 7 7 ln 4 7 ln 2 7 7 ln 2f      . 

Xét trên khoảng  ; 2   ta có:  4 2 12 7 ln 2 2 14 7 ln 2f C C          . 

Do đó,   3 7 ln 2 14 7 ln 2f x x x     , với mọi  ; 2x   . Suy ra 

 3 5 7 ln 2f    . 

Vậy    2 3 7 7 ln 2 5 7 ln 2 12f f       . 

Câu 14: Cho hàm số  f x  thỏa mãn       2 4' . " 15 12 ,f x f x f x x x x      và  0f   

 ' 0f  1 . Giá trị của   2
1f  là 

A. 10 . B. 8 . C. 
5
2

. D. 
9
2

. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Ta có            2 4. ' ' . " 15 12 , .f x f x f x f x f x x x x        

    5 2. 3 6 C, .f x f x x x x       

Lại có    0 ' 0 1f f   nên 1C   do đó     5 2. ' 3 6 1, .f x f x x x x      

       2 5 22 . ' 6 12 2,f x f x f x x x x

        2 6 3

14 2 , .f x x x x C x        

Mà  0 1f   nên 1 1C  . Vậy   2 6 31 1 4.1 2.1 1 8.f       

Câu 15: Cho hàm số  f x  liên tục trên đoạn 0; 4    thỏa mãn      
 

 
2

2

32 1

f x
f x f x f x

x

        


 

và   0f x   với mọi 0; 4x    . Biết rằng    0 0 1f f   , giá trị của  4f  bằng 

A. 2e . B. 2e . C. 3e . D. 2 1e  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có:      
 

         
 

2 2
2 2

3 3
2 1 2 1

f x f x
f x f x f x f x f x f x

x x

                    
 

 

     
   

 
   

2

2 3 3

1 1

2 1 2 1

f x f x f x f x
f xf x x x

                 
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 
   

 
     

 
3
2

13

1 12 1
2 12 1

f x f x f x
dx x dx C

f x f x f x xx

  
         


  . 

Thay 0x   ta được: 1 0C  . 

 
 

 
    2

1 ln 2 1
2 1 2 1

f x f x dxdx f x x C
f x f xx x

 
             

Thay 0x   ta được 2 1C   .  ln 2 1 1f x x       

Thay 4x   ta được     2ln 4 2 4f f e      . 
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BÀI 2.TÍCH PHÂN 

A. KIẾN THỨC SÁCH GIÁO KHOA CẦN NẮM 

I. TÍCH PHÂN 

1. Định nghĩa: Cho hàm số  y f x  liên tục trên  ; .a b  Giả sử  F x  là một nguyên hàm của 

hàm  f x  trên  ; .a b  

Câu 1: 

       d
b

b

a
a

f x x F x F b F a    

Quy ước:  

+ Nếu a b  thì  d 0
a

a

f x x   

+ Nếu a b  thì    d d
b a

a b

f x x f x x    

     d d d ...
b b b

a a a

f x x f t t f u u      

2. Tính chất: 

     d d
b b

a a

kf x x k f x x k     

       d d d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x        

       d d d
b c b

a a c

f x x f x x f x x a c b       

Một số tính chất mở rộng: 

Nếu    0 ;f x x a b    thì:    0 ;
b

a

f x dx x a b    

Nếu:          ; :
b b

a a

x a b f x g x f x dx g x dx      . 

Nếu:  ;x a b   và với hai số M, N ta luôn có:  M f x N   thì: 

     
b

a

M b a f x dx N b a    . 

II. CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 
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1. Phương pháp đổi biến số 

1.1. Phương pháp đổi biến số dạng 1. 

Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn  [ ;  ] .a b Giả sử hàm số ( )u u x  có đạo hàm liên tục trên đoạn 

 [ ;  ] a b  và ( ) .u x    Giả sử có thể viết ( ) ( ( )) ( ),  [ ;  ] ,f x g u x u x x a b   với g  liên tục trên 

đoạn  [ ;  ] .   

Khi đó, ta có:
( )

( )

( ) ( ) .
u bb

a u a

I f x dx g u du    

Bài toán: Tính tích phân  ( ) . ( )
b

a

I g u x u x dx   

Cách giải: Đặt   ( )t u x dt u x dx    

Đổi cận: 
( )

( )

x a t u a

x b t u b

  
   

. Khi đó 
( )

( )

( ) .
u b

u a

I g t dt   

Chú ý: Khi đổi biến ta phải đổi cả cận 

Dấu hiệu chung: 

Nếu hàm số chứa căn   đặt t căn 

Nếu hàm số chứa mẫu   đặt t mẫu 

Nếu hàm số chứa lũy thừa bậc cao   đặt t biểu thức chứa lũy thừa bậc cao 

Dấu hiệu cụ thể: 

Dấu hiệu nhận biết và cách tính tính phân 

 Dấu hiệu Có thể đặt Ví dụ 

1 Có ( )f x  ( )t f x  
2

3

0

d

1

x x
I

x


 . Đặt 1t x   

2 Có ( )nax b  t ax b   
0 2018

1
( 1) dI x x x


  . Đặt 1t x   

3 Có ( )f xa  ( )t f x  
tan 3

4
20 cos

xe
I dx

x

 

  . Đặt tan 3t x   

4 Có 
`

ln
dx

v a x
x

 
lnt x hoặc biểu thức chứa 

ln x  
1

1 3ln .ln
.d

e x x
I x

x


  . Đặt 1 3lnt x   

5 Có xe dx  
xt e hoặc biểu thức chứa 

xe  

ln3 2

0
4 3.dx xI e e x  . Đặt 4 3xt e   

6 Có sin xdx  cost x  
3

3

0

sin
d

2cos 1

x
I x

x




  Đặt 2cos 1t x   
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7 Có cos xdx  sint xdx  32

0
sin cos dI x x x



  . Đặt sint x  

8 Có 
2cos

dx

x
 tant x  

24 4
4 20 0

1 1
d (1 tan ) d

cos cos
I x x x

x x

 

     

Đặt tant x  

9 Có 
2sin

dx

x
 cott x  

cot cot
4 4

2
6 6

d d
1 cos 2 2sin

x xe e
I x x

x x

 

  
  . Đặt 

cott x  

1.2. Phương pháp đổi biến số dạng 2. 

Đặt  x u t  

Bài toán 1: Tính  f(x)d
b

a

I x   

Phương pháp: Đặt    d dtx u t x u t    

Đổi cận: x a u     

x b u     

Suy ra  f ( ) ( )dt
b

a

I u t u t   

Dấu hiệu Cách đổi biến Chú ý 

1. 2 2x a   Đặt tanx a t   
;

2 2
t

    
 

  

2. 2 2a x   Đặt sinx a t   
;

2 2
t

     
  

3. 2 2x a   Đặt 
sin

a
x

t
   ;0 or 0;

2 2
t

           
  

4. 
a x a x

or
a x a x

 
 

  
Đặt cos2x a t   

0;
2

t
   

 

Bài toán 2. 

Cho hàm số  f x  liên tục trên đoạn   ;a b . Khi đó ta có       d d
b b

a a

f x x f a b x x . 

Chứng minh: 

Đặt d d     t a b x x t . 
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Khi đó                      d d d d
b a b b

a b a a

f x x f a b t t f a b t t f a b x x . 

Bài toán 3: Cho hàm số  f x  liên tục và là hàm số lẻ trên   ;a a . Chứng minh rằng:  


 d 0
a

a

f x x . 

Chứng minh: 

Ta có:      
 

    
0

0

d d d
a a

a a

I f x x f x x f x x . 

Xét tích phân:  


 
0

d
a

J f x x , Đặt     d dx t x t . 

Đổi cận:    x a t a ;   0 0x t . 

Mặt khác vì  f x  là hàm số lẻ nên      f t f t . 

Khi đó:              
0

0 0

d d d
a a

a

J f t t f t t f x x . 

Thay vào ta được:        
0 0

d d 0
a a

I f x x f x x . 

2. Phương pháp tích phân từng phần 

Công thức:   
b b

b

a
a a

udv uv vdu . 
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B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1: Tích Phân Hữu Tỉ 

1. Phương pháp 

1.1 Một số dạng cần nhớ 

1) 
1

ln , 0.   


dx
ax b C a

ax b a
 

2) 
      1

1 1 1
. . , 0.

1   
   n n

dx
C a

a nax b ax b
 

3) 
 
   ln


 
u x

dx u x C
u x

 

4) 
2 2

b

a

dx

x 
 thì đặt tanx t . 

1.2 Dạng tổng quát 
 

       2

2
, , 4 0, 0

. .
m n

P x
I dx m n N b ac a

x x ax bx c 
    

     

+) Trường hợp 1: Nếu bậc của đa thức   2P x m n    ta chia tử cho mẫu để đưa về trường hợp 

2 

+) Trường hợp 2: Nếu bậc của đa thức   2P x m n    ta sử dụng “phương pháp hệ số bất định” 

Bước 1: Phân tích: 
 

         
 

22
1 1

2

. .

m n
i k

m n i k
i k

P x M ax b NA B

ax bx cx x ax bx c x x    

 
  

      
   

Bước 2: Quy đồng mẫu số và đồng nhất 2 vế để tìm các hệ số , , ,i kA B M N  

Bước 3: Thực hiện các dạng cơ bản. 

Chú ý: + Đôi khi ta dùng phương pháp thêm - bớt – tách sẽ gắn gọn hơn. 

+ Một số trường hợp ta đổi biến số nhằm giảm bớt bậc để đưa về tích phân hàm hữu tỉ đơn giản 
hơn. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Cho  
2

2
0

x 1
dx a ln 5 b ln 3, a, b .

x 4x 3


  

    Tính giá trị của 3a 2b  

Hướng dẫn giải 

Khi thấy những bài tích phân có dạng 
  

n

m

ax b
I dx

x c x d




   thì ta sẽ biến đổi 

    ax b A B
ax b A B x Ad Bc

x c x d x c x d


       

   
 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 6 

A B a

Ad Bc b

 
   

  ta sẽ tìm được A và B.   

Khi đó:   n

m
I A ln x c Bln x d     

Áp dụng vào bài, ta có:      2

x 1 x 1 2 1
f x

x 4x 1 x 3 x 1 x 3 x 1

 
   

     
 

  2

0
I 2 ln x 3 ln x 1 2ln 5 3ln 3.       

a 2
VT VP .

b 3


    

 

Ví dụ 2: Tìm tất cả các số thực m  dương thỏa mãn 
2

0

d 1
ln 2 .

1 2
 


m x x

x
 

Hướng dẫn giải 

Ta có: 
2

2 2

0 0 0

d 1 1 1
1 d ln 1 ln 1

1 1 2 2

mm mx x
x x x x x m m m

x x
                     

 

Suy ra:
  

21 1
ln 1 ln 2

2 2
m m m    

            
(*) 

Ta thấy chỉ có 1m   thỏa mãn  (*). 

Ví dụ 3: Biết  
0 2

1

3 5 1 2
ln , , .

2 3

 
   

 x x
I dx a b a b

x
 Tính giá trị của 4 .a b  

Hướng dẫn giải 
0 02

1 1

0
2

1

3 5 1 21
3 11

2 2

3 19 2
11 21.ln 2 21.ln

2 2 3

 



         

 
      
 

 
x x

I dx x dx
x x

x
x x

 

Khi đó, 
19

21, 4 59.
2

    a b a b  

Ví dụ 4: Biết 
 

2

2
1

1 1
d ln

1 2

a
x

x x b
 

  với ,a b  là các số nguyên dương và 
a

b
 là phân số tối giản. 

Tính giá trị của a b  
Hướng dẫn giải 

   

22 2 22 2

2 2 2
1 1 1 1

2

1

1 1 1 1 1 1
ln 1 ln

1 1 1

1 1 1 3
ln ln

2 4

x x
dx dx dx x x

x x x x x x x x

x

x x

                    

  
    
 

  
 

Suy ra 4; 3a b  . Vậy 7. a b  

 
3. Bài tập trắc nghiệm 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 7 

Câu 1: Tích phân 
2

0

2

2 1
dx

x  bằng 

A. 2ln5 . B. 
1

ln 5
2

. C. ln 5 . D. 4ln5  

Lời giải 

Chọn C 

 
2 2

2

0
0 0

2 2
2 1 ln 2 1 ln 5

2 1 2 1
|dx d x x

x x
    

   . 

Câu 2: Cho  
2

2
0

x 1
dx a ln 5 b ln 3, a, b .

x 4x 3


  

    Giá trị của 3a 2b là 

A. 0.  B. 1.  C. 8.  D. 10.  

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Khi thấy những bài tích phân có dạng 
  

n

m

ax b
I dx

x c x d




   thì ta sẽ biến đổi 

    ax b A B
ax b A B x Ad Bc

x c x d x c x d


       

   
 

A B a

Ad Bc b

 
   

 ta sẽ tìm được A và B 

Khi đó:   n

m
I A ln x c Bln x d     

Áp dụng vào bài, ta có:      2

x 1 x 1 2 1
f x

x 4x 1 x 3 x 1 x 3 x 1

 
   

     
 

  2

0
I 2 ln x 3 ln x 1 2ln 5 3ln 3.       

a 2
VT VP .

b 3


    

 

Câu 3: Tìm tất cả các số thực m  dương thỏa mãn 
2

0

d 1
ln 2 .

1 2
 


m x x

x
 

A. 3.m   B. 2.m   C. 1.m   D. 3.m   

Hướng dẫn giải 

Chọn C 
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Ta có: 
2

2 2

0 0 0

d 1 1 1
1 d ln 1 ln 1

1 1 2 2

mm mx x
x x x x x m m m

x x
                     

 

Suy ra:
 

21 1
ln 1 ln 2

2 2
m m m    

 
(*) 

Ta thấy chỉ có 1m   thỏa mãn (*). 

Câu 4: Biết  
0 2

1

3 5 1 2
ln , , .

2 3

 
   

 x x
I dx a b a b

x
 Tính giá trị của 4 .a b  

A. 50.  B. 60.  C. 59.  D. 40.  

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

0 02

1 1

0
2

1

3 5 1 21
3 11

2 2

3 19 2
11 21.ln 2 21.ln

2 2 3

 



         

 
      
 

 
x x

I dx x dx
x x

x
x x

 

Khi đó, 
19

21, 4 59.
2

    a b a b  

Câu 5: Cho 
31

40

1
ln

1

x dx
I b

x a
 

  Chọn phát biểu đúng 

A. : 2 :1 a b . B. 3a b  . C. – 1a b . D. Tất cả đều 
đúng 

Lời giải 

Chọn A 

1 3

4
0 1

x dx
I

x


 . Đặt: 4 31 4u x du x dx     

Đổi cận: 0 1; 1 2x u x u     
2

2

1
1

1 1
ln ln 2

4 4 4

du
I u

u
    . 

Câu 6: Biết 
 

2

2
1

1 1
d ln

1 2

a
x

x x b
 

  với ,a b  là các số nguyên dương và 
a

b
 là phân số tối giản. Giá 

trị của a b bằng 

A. 7.  B. 5.  C. 9.  D. 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 
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   

22 2 22 2

2 2 2
1 1 1 1

2

1

1 1 1 1 1 1
ln 1 ln

1 1 1

1 1 1 3
ln ln

2 4

x x
dx dx dx x x

x x x x x x x x

x

x x

                    

  
    
 

  

 
Suy ra 4; 3a b  . Vậy 7. a b  

Câu 7: Cho 

 
 

1 3 2

220

x 3x x 3 dx a ln b 1 .
x 2x 3

  
 

 
  Khi đó 6a 5b  bằng 

A. 2. B. 3. C. 13.  D. 
2 .
3

 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:   3 2 2x 3x x 3 x 1 x 2x 3 .        

Đặt 2t x 2x 3    1 dt x 1 dx.
2

    

Đổi cận: x 0 t 3; x 1 t 6      . 

Khi đó:  
66 6

2 2
33 3

1 t 6 1 1 6 1 6 1I dt dx ln t ln 2 1
2 2 t 2 t 2t t

   
         

  
   

1a , b 2 6a 5b 13.
2

       

Câu 8: Tính tích phân 
 

2

21

1
ln

1
I dt a b

x x
  

 . Khi đó 2S a b   bằng: 

A. 
2

3
. B. 

2

3
 . C. 1. D. 1

 
Lời giải 

Chọn C 

       
2 2 2 2

2 2 21 1 1 1

1 1 1 1

11 1 1

x x
I dx dx dx dx

x xx x x x x

    
     

 

Suy ra      
2 2 2 1

1 1

2 21 1 4 1
1 1 ln 1 ln

1 11 1 3 6

x
I dx x dx x x

x x x

                 

4 1
, 1

3 6
a b S     . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 10 

Câu 9: Biết 
3 2

1

1
ln ,

1 2

x x b
dx a

x

   
  với , a b  là các số nguyên. Tính 2 .S a b   

A. 2S  . B. 5S  . C. 2S  . D. 10S   

Lời giải 

Chọn C 

 
5 52

2 5 5
3 3

3 3

1 1 1 3
 ln 1 8 ln

1 1 2 2

x x
dx x dx x x

x x

               

Câu 10: Biết 
1

1

2

5
ln

2 2

x
dx a b

x

  
  với , a b  là các số thực. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
9

30
a b  . B. 

9

8
ab  . C. 

8

81
ab  . D. 

7

24
a b   

Lời giải 

Chọn C 

Phương pháp: Chia tử cho mẫu. 

Cách giải: 

1
1 1 1

1
1 1 1

3
3 3 3

5 1 6 1 3 1
3ln 1

2 2 2 2 2 1 2

x x
dx dx dx x x

x x x

                          

1
1 1 4 1 2 1 8 833ln 2 3ln 3ln ln

82 6 3 3 3 3 27 81

27

a
ab

b

            

 

Câu 11: Cho 
2

2

1

1
x ln 2 ln 3 ln 5

5x 6
d a b c

x
  

   với , , a b c  là các số nguyên. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 

A. 4a b c   . B. 3a b c   . C. 2a b c   . D. 6a b c    

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
22 2

2
11 1

1 1 1 2
x x ln

5x 6 2 3 3

x
d d

x x x x

             

4 3
ln ln 4ln 2 ln 3 ln 5 2

5 4
a b c        
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Câu 12: Cho 
1

2
0

1
d ln 2 ln 3

3 2
x a b

x x
        với ,a b  là các số nguyên. Mệnh đề nào đúng? 

A. 2 0 a b . B. 2 0 a b . C. 2  a b . D. 2 a b . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 

  
   
  

   
  2

2 1 21 1

3 2 1 2 1 2 1 2 1 2

     
    

         
A x B x A B x A BA B

x x x x x x x x x x
 

Đồng nhất thức ta có hệ phương trình: 

 
2

0 1
2 1 1

1 1 1

3 2 1 2

  
   

  
   

A B A
A B B

x x x x

 

     
11 1

2
0 0 0

1 1 1
d d ln 1 ln 2 ln 2 ln 3 ln1 ln 2

3 2 1 2

2ln 2 ln 3

2, 1

                      
 
   

 x x x x
x x x x

a b

 

Vậy 2 0 a b  

Câu 13: Tích phân 
 21

2
0

1
d ln

1

x
I x a b c

x


  

 , trong đó a ; b ; c  là các số nguyên. Tính giá trị 

của biểu thức a b c  . 

A. 2 . B. 1 . C. 3 . D. 0 . 

Lời giải 

Chọn A 

   
21 1 1 1 12

2
2 2 2 2

0 0 0 0 0

1 1 2 2 1
d d 1 d d d 1

1 1 1 1

x x x x
I x x x x x

x x x x

                     

1
2

0

1 ln 1 1 ln 2x     . 

1a   , 2b  , 1c   nên 2a b c   . 

Câu 14: Giả sử tích phân 
2

2
1

d ln 3 ln 2
( 1)

x
x a b c

x
  

  trong đó a , b , c  là các số hữu tỉ. Tính 

tổng 2 2 2S a b c   . 
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A. 
77

36
. B. 

73

36
. C. 

67

36
. D. 

1

64
. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1
d d d d d

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x
x x x x x

x x x x x


   

        
 

2 21 1
ln 1 ln 3 ln 2

1 11 6
x

x
      


. 

Suy ra 
1

6
a   ; 1b  ; 1c   . 

Vậy  
2

22 2 21 73
1 1

6 36
S a b c           

 
. 

Dạng 2. Tích phân vô tỉ 
1. Phương pháp 

Lớp bài toán 1:  
 

. ax ;
ax

p
mp kn

mkn

x
x b dx dx

b



  thỏa  1p k  , khi đó ta đặt 

 ax
mknt b   

Lớp bài toán 2: Đổi biến dạng lượng giác 

Ta chú ý các nhận biết một số dấu hiệu và cách đổi biến tương ứng sau 

Dấu hiệu Cách đổi biến Chú ý 

1. 2 2x a   Đặt tanx a t   
;

2 2
t

    
 

  

2. 2 2a x   Đặt sinx a t   
;

2 2
t

     
  

3. 2 2x a   Đặt 
sin

a
x

t
   ;0 or 0;

2 2
t

           
  

4. 
a x a x

or
a x a x

 
 

  
Đặt cos2x a t   

0;
2

t
    

 

 

Lớp bài toán 3:  2;R x ax bx c dx   

Hướng 1: theo dạng 2 
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Hướng 2: Hữu tỉ hoá. Sử dụng các phép biến đổi Euler 

- Với 0a  , đặt 2ax bx c t ax     

- Với 0c  , đặt 2ax bx c tx c     

- Nếu 2ax bx c   có hai nghiệm 1 2,x x  thì đặt  2
1ax bx c t x x     hoặc đặt 

 2
2ax bx c t x x     

Chú ý: 

1) 
2ax

mx n
I dx

bx c




 
  ta biến đổi về dạng 

2 2

2ax

2 2ax ax

m b mb dx
I dx n

a abx c bx c

     
    

   

2) 
  2ax


  


dx

K
mx n bx c

 ngoài cách giải chung bằng phép thế lượng giác ta còn có thể giải 

bằng phép thế đại số. Đặt 2ax  t bx c  hoặc 21
ax  bx c

t
 hoặc  t mx n  hoặc 

1
 mx n

t
 

3) Với dạng 
2ax  


dx

bx c
 ta thường nhóm biểu thức dưới dấu căn thành hằng đẳng thức rồi đưa 

về dạng: 
2 2


dx

a x
 hoặc 2

2
ln   




dx
x x k C

x k
 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Tính tích phân 
3

0

I x x 1dx  ta được  a aI , a,b ,
b b

   là phân số tối giản. Tính 

 
1 1S
a b

  

Hướng dẫn giải 

Đặt  2 1
u x 1 x u 1; du 1 x 'dx dx dx 2udu

2 1 x
         


 

Đổi biến:  u 0 1 ;  u 3 2  

Khi đó ta có:    
23 2 2 5 3

2 2 4 2

0 1 1 1

u u 116
x x 1dx 2 u 1 u du 2 u u du 2 .

5 3 15

 
        

 
    

Do đó: a 116,b 15.   Suy ra: 
1 1 131S .
a b 1740

    

Ví dụ 2: Kết quả của tích phân  
2

2 3 *

0

1d , , ,    a a
I x x x a b

b b
 là phân số tối giản. Tính 

 2 2P a b   
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Hướng dẫn giải 

Đặt 3 2 31 1t x t x      2 2 2
2 d 3 d d d .

3
   

t
t t x x x x t   

Với 0 1x t   ; 0 3x t    

Vậy 
33 3

2

1 1

2 2 2 52
d 6 .

3 9 9 9

 
     

 


t
I t t  

Suy ra: a 52,b 9.   Do đó: S 2785.   

Ví dụ 3: Tính tích phân: 
5

1

d

3 1

x
I

x x


  được kết quả  ln 3 ln 5, , .  I a b a b Tính a b   

Hướng dẫn giải 

Đặt 3 1u x   
2 1

3

u
x


   

1
2

3
dx udu    

Đổi cận : 1 2x u     5 4x u    

Vậy 
 

  

4 4 4

2
22 2

1 12 1 3 1
ln ln ln 2 ln 3 ln 5

1 1 1 5 31

u u u
I du du

u u uu

   
      

      

Do đó 2; 1a b   . Suy ra:  1. a b    

Ví dụ 4: Giả sử tích phân  
5

1

1
d ln 3 ln 5, , , .

1 3 1
    

  I x a b c a b c
x

 Giá trị  a b c  bằng  

Hướng dẫn giải 

Đặt    2 2
1 3 1 3 1 1 d 1 d .

3
         x t x t x t t  

Đổi cận 1 3; 5 5x t x t      . 

Khi đó  
55 5

33 3

2 1 2 1 2 4 2 2
d 1 d ln ln 3 ln 5.

3 3 3 3 3 3

          
  

t
I t t t t

t t
 

Do đó 
4 2 2

;
3 3

;
3

a b c     Vậy 
4

.
3

a b c    

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tính tích phân 
3

0

I x x 1dx  ta được  a aI , a,b ,
b b

   là phân số tối giản. Giá trị 

 
1 1S
a b

 bằng 

A. 
131

1740
 B. 

16
.

15
 C. 

116
.

5
 D. 

16
.

3
 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Đặt  2 1
u x 1 x u 1; du 1 x 'dx dx dx 2udu

2 1 x
         


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Đổi biến:  u 0 1 ;  u 3 2  

Khi đó ta có:    
23 2 2 5 3

2 2 4 2

0 1 1 1

u u 116
x x 1dx 2 u 1 u du 2 u u du 2 .

5 3 15

 
        

 
    

Do đó: a 116,b 15.   Suy ra: 
1 1 131S .
a b 1740

    

 

Câu 2: Tính tích phân 
5

1 3 1

dx
I

x x


  ta được kết quả ln 3 ln5.I a b   Giá trị 

2 23S a ab b    là 

A. 0. B. 4. C. 1. D. 5 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 2 1 2
3 1 3 1 2 3 ,

5 4

x t
t x t x tdt dx

x t

             
 

Suy ra 

44 4

2
22 2

1 1 1
2 ln

1 1 11

23 1
ln ln 2ln 3 ln 5 5

15 3

dt t
I dt

t t tt

a
S

b

         
        

 
 

Câu 3: Cho 
1

2
1

3

2,
3 9 1

x
dx a b

x x
 

   với , a b  là các số hữu tỉ. Khi đó giá trị của a  là 

A. 
26

27
 . B. 

26

27
. C. 

27

26
 . D. 

25

27
  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
   

21 1 1
2 2

2 22
1 1 1

3 3 3

3 9 1
3 9 1

9 9 13 9 1

x x xx
dx dx x x x dx

x xx x

 
   

      

   
11 1

32 2 2 3 2

1
1 1

3
3 3

1 1 2 26 16
3 9 1 9 1 . 9 1 2

18 18 3 27 27
x dx x d x x x

              
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Suy ra 
26 16

;
27 27

a b
  . 

Câu 4: Tích phân 
1

0 3 1

dx

x  bằng 

A. 
3

2
. B. 

2

3
. C. 

1

3
. D. 

4

3
 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt 23 1 3 1 2 3x t t x tdt dx        

Đổi cận: 

21 2 2

0 1 1 1

0 1 1 2 2 2 2
.

1 2 3 3 3 33 1

x t dx t
dt dt t

x t tx

           
   . 

Câu 5: Cho 
4

0

1
1 2

2
I x xdx   và 2 1.u x   Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A.  
3

2 2

1

1
1

2
I x x dx  . B.  

3
2 2

1

1I u u du  . 

C. 

3
5 3

1

1

2 5 3

u u
I

      
.  D.  

3
2 2

1

1
1

2
I u u du   

Lời giải 

Chọn B 

u= 2x+1 u du=x dx  Đổi cận ta có: 
u=1 khi x=0 

u=3 khi x=4 
 

 23 5 3
2 3

1

1

u 1 1 u u
u u=

2 2 5 3
I d

       
. 

Câu 6: Cho tích phân 
7 3

23
0

,
1

x dx m

nx


 với 
m

n
 là một phân số tối giản. Tính 7 .m n  

A. 2 . B. 1. C. 0 . D. 91 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt
2

2 3 2 23 3
1 1 2 3

2

t
t x t x xdx t dt xdx dt          và 

0 1

7 2

x t

x t

      
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Khi đó  
7 7 2 23 2 3 2

4

2 23 3
0 0 1 1

1 3 3 141
. .

2 2 201 1

x dx x t t
xdx dt t t dt

tx x

    
      

Vậy 
7 3

23
0

141
7 141 7.20 1

201

mx dx m
m n

nnx

         
 . 

Câu 7: Tích phân 
4

0

1
x

2x 1
d

  bằng 

A. 2 . B. 3. C. 2. D. 5  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
4

4

0
0

1
x 2x 1 2

2x 1
d   

 . 

Câu 8: Biết 
1

0

3
,

93 1 2 1

x a b
I dx

x x

 
    với , a b  là các số thực. Tính tổng 

.T a b   

A. 10.T   B. 4.T   C. 15.T   D. 8.T   

Lời giải 

Chọn D 

Phương pháp giải: Nhân liên hợp với biểu thức mẫu số, đưa về tính tích phân cơ bản 

Lời giải: 

Ta có 
 

   
1 1

2 2

0 0

3 1 2 1

3 1 2 1 3 1 2 1

x x xx
I dx dx

x x x x

  
 

     
   

   
1 1

0 0

3 1 2 1
3 1 2 1 .

3 1 2 1

x x x
x x dx

x x

  
   

     

   
   

1
3 3 1

3 3

0
0

3 1 2 11 1 2 1
. . . 3 1 . 2 1

3 33 2 9 3
2 2

x x
x x

                     

 

     
1

3 3

0

171 1 17 9 3
2 3 1 3 2 1 16 9 3 1 .

99 9 9

a
x x

b

                 
 

Vậy 17 8 8.T a b     . 
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Câu 9: Biết  
1

0

2

31

dx
a b

x x
 

   với , a b  là các số nguyên dương. Tính T a b   

A. 7T  . B. 10T  . C. 6T  . D. 8T   

Lời giải 

Chọn B 

Nhân liên hợp, bỏ mẫu số đưa về tìm nguyên hàm của hàm chứa căn thức cơ bản 

Ta có 

     

   

1 1 1

2 2

0 0 0

1
3 3

0

1
1

1 1

2 4
1 2 1

3 3

dx x x
dx x x dx

x x x x

x x

    
   

        

  
  

mặt khác       82 4 2
2 1 8 2

23 3 3

a
a b

b

       
 

Vậy 8 2 10T a b     . 

Câu 10: Biết 
1

2
0 5 4

xdx a

bx


  với , a b . là các số nguyên dương và phân thức 
a

b
 là tối giản. Tính 

giá trị của biểu 2 2T a b   

A. 13T  . B. 26T  . C. 29T  . D. 34T   

Lời giải 

Chọn B 

Dùng máy tính bỏ túi tính 
1

2 2

2
0

1
1 5 26

55 4

xdx
T

x
    

 . 

Câu 11: Biết 
1

2

0

1dx x x  
2 1a

b


  với a , b  là số tự nhiên. Giá trị 2 2a b  là 

A. 5 . B. 5. C. 2. D. 7. 

Lời giải 

Chọn A 

Cách 1: 
1

2

0

1dx x x    
1 1

2 22

0

1
1 d 1

2
x x    

1
2 2

0

1
1 1

3
x x  

2 2 1

3


 . 

2a  , 3b  . Vậy 2 2 5a b   . 

Cách 2: Đặt 2 1x t  2 21x t   d dx x t t  . 
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Ta có 0x  1t  , 1x  2t  . 

Khi đó: 
1

2

0

1dx x x
2

2

1

dt t 
23

1
3

t


2 2 1

3




 
2a  , 3b  . 

Cách 3: dùng MTCT 

Bước 1: Tính tích phân rồi lưu lại là A.  

Bước 2: Rút 
2 1

A

a
b


 . 

Bước 3: MODE 7 nhập   2 1

A

x
f x




 
với Start: 0 , End: 18 , Step: 1. 

Được cặp số 2x  ,   3f x   thỏa mãn. Suy ra 2a  , 3b  . 

Dạng 3: Tích Phân Lượng Giác 

1. Phương pháp 

1.1 Nguyên hàm cơ bản cần nhớ với mọi số thực 0k   

1
cos sinkxdx kx C

k
   

1
sin coskxdx kx C

k
    

2

1 1
tan

cos
dx kx C

kkx
   

2

1 1
cot

sin
dx kx C

kkx
    

1.2 Một số lớp bài toán thường gặp 

Lớp bài toán 1: Đưa về một hàm số lượng giác 

   sin cosI f x xdx f t dt    

   cos sinI f x xdx f t dt     

   2

1
tan

cos
I f x dx f t dt

x
    

   2

1
cot

sin
I f x dx f t dt

x
     

Lớp bài toán 2: Dùng công thức biến đổi tích thành tổng 

sin .sin cos .cos ; sin .cosax bxdx ax bxdx ax bxdx    

Cách giải: Dùng công thức biến đổi tích thành tổng: 
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    1
cos .cos os os

2
x y c x y c x y     

    1
sin .sin os os

2
x y c x y c x y     

    1
sin .cos sin sin

2
x y x y x y     

Lớp bài toán 3:  s in x ; cos ; 2n ndx xdx n N n    

Cách giải: 

Nếu n chẵn thì dùng công thức hạ bậc để hạ đến hết bậc: 

2 21 os2 1 os2
cos ; s in x =  

2 2

c x c x
x

 
  

Nếu n lẻ thì tách ra lấy một thừa số và sử dụng các công thức: 

   cos s inx ; sin x cos  xdx d dx d x  

Lớp bài toán 4: 
a sin cos

dx
I

x b x c


   

Cách giải: 

Đặt tan
2

x
t   

Lớp bài toán 5: 
1 1 1

a sin cos

s inx cos

 


 
x b x c

I dx
a b x c

 

Cách giải 

Biến đổi: Tử = A(mẫu) + B(đạo hàm mẫu) + C rồi ta đưa về dạng 4 nếu 0C  . 

Chú ý: Trên đây chỉ là một vài trường hợp thường gặp. Trong thực tế có thể gặp nhiều dạng 
khác nữa, đòi hỏi phải linh hoạt vận dụng các kiến thức về lượng giác và các phương pháp tính 
nguyên hàm tích phân. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Cho tích phân 
2

2

cos xcos 3xdx a b.






   Tính giá trị  3 3A a b 1.    

Hướng dẫn giải 
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 

 
 

  

   

     

 
        

 

 

 

2 2

2 2

2 2 2

22 2

1I cos x.cos 3xdx cos 4x cos 2x dx
2

1 1 1 1cos 4xdx cos 2xdx sin 4x sin 2x 0 a b 0.
2 2 8 4

 

   33 3A a b 1 a b 3ab a b 1 1.          

Ví dụ 2:  Cho tích phân  
4

4

0
I sin xdx a b, a,b .



      Tính giá trị  
1 1A
a b  

 

Hướng dẫn giải 

      
   

 
  

      
 

2 224 2 1 cos 2x 1 2cos2 x cos 2xsin x sin x
2 4

1 1 1 1 cos 4 x 3 1 1cos 2x cos 2x cos 4x.
4 2 4 2 8 2 8

 

 
4 4

00

3 1 1 3 1 1 1I cos 2x cos 4x dx x sin 2x sin 4x 3 8
8 2 8 8 4 32 32

3 1 20a ; b A .
32 4 3

 

   
           

   

     

  

Ví dụ 3:  Cho tích phân 
4

2

0
tan xdx a b .



    Tính giá trị 4 8 A a b  bằng 

Hướng dẫn giải 

 

 

    



 
       

 


   

    
4 4 4 4 4

2 2
2 2

0 0 0 0 0

4
0

1 dxtan xdx tan x 1 1 dx 1 dx dx
cos x cos x

tan x x 1 .
4

 

1a 1; b A 2.
4

        

Ví dụ 4:  Cho tích phân 
4

2

4

4 3sinx dx 8sin 2a.
cos x






 
  

 
  Tính 6 6sin cos A a a   

Hướng dẫn giải 

 









 
        

 

4

4
2

4
4

4 3 2 3 23sin x dx 4 tan x 3cos x 4 4 8
2 2cos x

. 

sin 2a 1.  Suy ra: 23 1A 1 sin 2a .
4 4

    
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Ví dụ 5: Cho tích phân    
2

5

0
I 1 cos x dx a b, a, b .



       Tính giá trị 6 15 A a b   

Hướng dẫn giải 

Ta có  
2 2 2

5 5

0 0 0
I 1 cos x dx dx cos xdx.

  

       

Trong đó: 





 

2
2
0

0
dx x

2
. 

Xét  
  

     
2 2 2 25 4 2

0 0 0
K cos xdx cos x.cos xdx 1 sin x .cosxdx . 

Đặt t sin x  suy ra 
      dt cosxdx, x 0 t 0, x t 1

2
. Khi đó: 

   
11 1 522 2 4 3

0 0 0

2 t 8K 1 t dt 1 2t t dt t t .
3 5 15

 
          

 
   

Vậy 8 1 8I a ; b A 11.
2 15 2 15


        

 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tính tích phân 
4

2

0

osI c xdx



   

A. 
2

8
I

 . B. 
2

4
I

 . C. 
1

3
I  . D. 

2

3
I 

 

Lời giải 

Chọn A 

Phương pháp: Biểu thức trong tích phân là hàm lượng giác bậc chẵn, ta thường sử dụng 
công thức biến đổi lượng giác hạ bậc rồi mới tính tích phân. 

Cách giải:  
4 4 4

2

00 0

1 1 1 2
cos 1 cos 2 sin 2

2 2 2 8
I xdx x dx x x

  

           . 

Câu 2: Cho tích phân 

2

cos 2

1 cos

x
dx a b

x





 
  với , .a b Q  Giá tri của 3 21P a b   là 

A. P = 9. B. 29P  . C. 7P  . D. 27P  . 

Lời giải 
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Chọn C 

 

 

2

2 2 2

2 22
2

2 2

cos 2 2cos 2 1 1
2 1 cos

1 cos 1 cos 1 cos

2
2 sin 2 cot 2 3 .

22sin sin
2 2

x x
dx dx x dx

x x x

x
d

dx x
x x

x x

  

  

 




 

  

           

              

  

 
 

Do đó  3 21; 3 1 1 3 7.a b P         

Câu 3: Cho  F x  là nguyên hàm của hàm số   sin 2f x x  và 1.
4

F
    

 Tính 
6

F
    

 

A. 
1

6 2
F

    
. B. 0

6
F

    
. C. 

5

6 4
F

    
. D. 

3

6 4
F

    
 

Lời giải 

Chọn D 

4
4

6
6

1 1 1 3
sin 2 2 1

2 4 4 6 6 4 4
xdx cos x F F F

 




                                . 

Câu 4: Tính tích phân 
4

2

0

tanI x dx



  . 

A. 1
4

I
  . B. 2I  . C. ln 2I  . D. 

12
I

  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
4 4

2 4
02

0

1
tan 1 tanx-x 1

4os
I xdx dx

c x

 
           . 

Câu 5: Kết quả của tích phân  
2

0

2 1 sinx x dx



   được viết ở dạng 
1

1.
a b


     

 Khẳng định 

nào sau đây là sai? 

A. 2 8a b  . B. 5a b  . C. 2 3 2a b  . D. 2a b   

Lời giải 

Chọn B 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 24 

   
2 2

2 2

0
0

1
2 1 sin d cos 1 1

4 2 4 2
x x x x x x


   

               

4; 2 6a b a b        khẳng định B sai. 

Câu 6: Tính tích phân 
2

0

sin
4

I x dx



       

A. 1I  . B. 1I  . C. 0I  . D. 
4

I
  

Lời giải 

Chọn C 

Phương pháp:    1
sin osa x b dx c a x b C

a
     

Cách giải: 
2 2

00

2 2
sin os 0

4 4 2 2
I x dx c x

 

                   . 

Câu 7: Cho f  là hàm số liên tục thỏa  
1

0

x 7.f x d   Tính  
2

0

cos . sin xI x f x d



   

A. 1. B. 9. C. 3. D. 7 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt sin cost x dt xdx    
0 0

1
2

x t

t t


      
 

Khi đó      
1 12

0 0 0

cos . sin 7I x f x dx f t dt f x dx



      . 

Câu 8: Cho tích phân 
2

2

cos xcos 3xdx a b.






  Giá trị 3 3A a b 1.    

A. 3. B. 2. C. 1. D. 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 
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 

 
 

  

   

     

 
        

 

 

 

2 2

2 2

2 2 2

22 2

1I cos x.cos 3xdx cos 4x cos 2x dx
2

1 1 1 1cos 4xdx cos 2xdx sin 4x sin 2x 0 a b 0.
2 2 8 4

 

   33 3A a b 1 a b 3ab a b 1 1.          

Câu 9: Cho tích phân  
4

4

0
I sin xdx a b, a,b .



      Giá trị  
1 1A
a b  bằng

 

A. 11. B. 
20 .
3

 C. 4. D. 7. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

      
   

 
  

      
 

2 224 2 1 cos 2x 1 2cos 2 x cos 2xsin x sin x
2 4

1 1 1 1 cos 4 x 3 1 1cos 2x cos 2x cos 4x.
4 2 4 2 8 2 8

 

 
4 4

00

3 1 1 3 1 1 1I cos 2x cos 4x dx x sin 2x sin 4x 3 8
8 2 8 8 4 32 32

3 1 20a ; b A .
32 4 3

 

   
           

   

     

  

Dạng 4: Tích Phân Từng Phần 

1. Phương pháp 

Cho    ,u u x v v x   là các hàm số liên tục trên đoạn  ;a b  và có đạo hàm trên khoảng  ;a b  ta 

có 

 
b b

b

a
a a

udv uv vdu udv uv vdu      
Chú ý: Cho dãy “ưu tiên” các loại hàm như sau LOGARIT  ĐA THỨC  MŨ, LƯỢNG GIÁC 

và    ,P x Q x  là 2 trong các loại hàm số đó. Khi cần tính    P x Q x dx  ta chọn từng phần theo 

nguyên tắc sau 

+) Chọn u = Hàm được ưu tiên hơn 

+) dv = phần còn lại 
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Ví dụ    2 1 ln 1x x dx   ta chọn 
 
 

ln 1

2 1

u x

dv x dx

 


 
 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Biết rằng tích phân  
1

x

0

(2x 1)e dx a be, a,b .     Tính giá trị ab  

Hướng dẫn giải 
Đặt u (2x 1) du 2dx      

x xdv e dx v e     

 
1 1

1 1 1x x x x x

0 00
0 0

(2x 1)e dx (2x 1)e 2 e dx (2x 1) e 2e e 1.           

Ví dụ 2: Kết quả tích phân     
2

0
2 ln 1 3ln 3 , .     x x dx b b Tính  giá trị 3 b   

Hướng dẫn giải 

  2

0
2 ln 1I x x dx A B      

Tính 
2 22

00
2 4A xdx x    

Tính   2

0
ln 1B x dx   

Xem: 
 ln 1  



u x

dv dx
 1

1

dx
du

x
v x

 


  

 

Dùng công thức tích phân từng phần 

      
2 22 2

000 0

1
ln 1 1 .ln 1 3ln 3 3ln 3 2.

1


         

 
x

B x dx x x dx x
x

 

Vậy:   2

0
2 ln 1 3ln3 2.    I x x dx  

Ví dụ 3: Tìm số thực m 1  thỏa mãn  
m

1

ln x 1 dx m.   

Hướng dẫn giải 

 
m m m

1 1 1

A ln x 1 dx ln xdx dx       

m

1

I ln xdx   

Đặt 
1

u ln x du dx
x

dv dx
v x

     

 

m
m

1
1

I x ln x dx     
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m

1

m e
A x ln x m ln m m .

m 0


     

 

 

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Giá trị của 
1

2

0

. xx e dx  bằng: 

A. 2 1
2

e  B. 2 1
2

e  C. 2 1
4

e  D. 2 1
4

e  

Lời giải: 

Chọn C 

Đặt 
 

     

2
2

2

x
x

du dxu x
edv e dx v

. Do đó 
    

12 2 2 2 2

0

1 1 1
2 0 2 2 4 0 4

x x xxe e e e eI dx  

Câu 2: Giá trị của 




2

0

cosx xdx  bằng: 

A.   1
2

 B.  1
2

 C.  1
2

 D.  1
2

 

Lời giải: 

Chọn B 

Đặt 
  

   cos sin
u x du dx

dv xdx v x
. Do đó 

 
 

     
2

0

sin sin cos 12 22 20 0
I x x xdx x  

Câu 3: Giá trị của  
2

2

1

1 lnx xdx  bằng: 

A. 2 ln 2 6
9

 B. 6 ln 2 2
9

 C. 2 ln 2 6
9

 D. 6 ln 2 2
9

 

Lời giải: 

Chọn B 

Đặt  

 
       

 

2 3

ln
1 3

3

dxduu x x
dv x dx x xv

. 

Do đó 
   

     
 


3 2 2 3

1

3 ln 2 23 2 ln 2
3 1 3 3 9 1

x x x x xI dx x  
2 ln 2 2

3 9
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Câu 4: Biết 1
2

1

2 ln
d .

e x
x a b e

x
   , với ,a b . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định 

sau: 

A. 3a b  . B. 3a b   . C. 6a b  . D. 6a b   . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 

2 2
1 112 1

1
ln d d

2ln 1 1 1 1 2
d 2 ln 2 d 2 ln 2 11

1d d

eee eu x u x
xx x x x x

x x x x x ev x
vx

x

                                   

 
 

Sau khi nhân thêm 2 ta được 2, 4 6a b a b         

Câu 5: Giá trị của 
1

ln
e

xdx  bằng: 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

Lời giải: 

Chọn A 

Đặt 
ln

dx
u x du

x
dv dx

v x

     

. Do đó 
1

ln 1
1 1

ee e
I x x dx e x      

Câu 6: Tích phân 
1

1
ln

e

I x xdx
x

   
   có giá trị là: 

A. 
2 1

4

e
I


  B. 

2 3

4

e
I


  C. 

2 5

4

e
I


  D. 

2 7

4

e
I


  

Lời giải: 

Chọn C 

Ta có: 

 

1 1 1

1 2 2 2
2

0 1 11

1 1
ln ln ln

1 1 5
ln ln 1

2 2 2 4 4

e e e

e ee

I x xdx xdx x xdx
x x

x e e
d x x xdx x

     
 

            
  

  

 
. 
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Câu 7: Tính tích phân 
  

2

0

cos 2 dI x x x


   bằng cách đặt 
2

d cos 2 d

u x

v x x

 



. Mệnh đề nào dưới đây 

đúng? 

A. 
  

2   
0

0

1
sin 2 sin 2 d

2
I x x x x x


   . B. 

  
2   

0

0

1
sin 2 2 sin 2 d

2
I x x x x x


   . 

C. 
  

2   
0

0

1
sin 2 2 sin 2 d

2
I x x x x x


   . D. 

  
2   

0

0

1
sin 2 sin 2 d

2
I x x x x x


   . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 
2

d cos 2 d

u x

v x x

 




d 2 d

1
2

2

u x x

v sin x


 



. 

Khi đó: 
  

2

0

cos 2 dI x x x


 
  

2   
0

0

1
sin 2 sin 2 d

2
x x x x x


   . 

Câu 8: Tính tích phân 
2

0

cos dI x x x



  . 

A. 1
2


 . B. 1

2


 . C. 1. D. 

2


. 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt: 
cos

u x

dv xdx


 

 
sin

du dx

v x


  

. 

2

2
0

0

sin sin dI x x x x




     2
0

sin cosx x x


  1
2


  . 

Câu 9: Tính 
e

1

ln dI x x x  . 

A. 
1

2
I  . B.  21

2
2

I e  . C. 2I  . D.  21
1

4
I e  . 

Lời giải 

Chọn D 
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Đặt 
2

1
d d

ln

d d

2

u x
u x x

v x x x
v

     


. 

Khi đó 
e

1

ln dI x x x 
e e2

11

ln d
2 2

x x
x x

 
  
 


e2 2

1

e

2 4

x
 

2e 1

4


 . 

Câu 10: Cho biết tích phân    
1

0

7
2 ln 1 d ln 2I x x x a

b


      trong đó a , b  là các số nguyên 

dương. Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 

A. a b . B. a b . C. a b . D. 3a b  . 

Lời giải. 

Chọn A 

Đặt 
 
  2

1
d dln 1 1

d 2 d
2

2

u xu x x

xv x x
v x

      
    



. 

 
1

12 2

00

1 4
2 ln 1 d

2 2 1

x x x
I x x x

x

   
        

  
1

0

5 1 3
ln 2 3 d

2 2 1
x x

x
        

 
1

2

0

5 1
ln 2 3 3ln 1

2 2 2

x
x x

 
     

 

7
4ln 2

4


  . 

Suy ra 4a  , 4b  . 

Vậy a b . 

Câu 11: Tích phân 
4

0

d ln 2
1 cos 2

x
x a b

x



 
 , với a , b là các số thực. Tính 16 8a b  

A. 4. B. 5. C. 2. D. 3. 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 
d d

d 1
d tan

1 cos 2 2

u x u x

x
v v x

x

  
  

   

. Ta có 
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4

0

1 1 1 1 1 1 1 1
tan tan d ln cos ln ln 2 ,4 4

2 2 8 2 8 2 8 4 8 420 0
I x x x x x a b

 
  

           

Do đó, 16 8 4a b  . 

Câu 12: Biết  
4

0

ln 2 1 d ln 3 ,
a

I x x x c
b

     trong đó ,  ,  a b c  là các số nguyên dương và 
b

c
 là 

phân số tối giản. Tính .S a b c    

A. 60.S   B. 70.S   C. 72.S   D. 68.S   

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
4

0

ln 2 1 dI x x x  . 

Đặt 
 

2

2
d d

ln 2 1 2 1

d d
2

u x
u x x

xv x x
v

      
  



. 

    424 4 2

0 00

ln 2 1
ln 2 1 d d

2 2 1

x x x
I x x x x

x


   

   

 
4

0

1 1
8ln 9 d

2 4 4 2 1

x
x

x

 
      


4

2

0

1 1
16ln 3 ln 2 1

4 4 8

x
x x

 
     

 

63
ln 3 3

4
  . 

63
ln 3 ln 3 3

4

a
c

b
   

63

4

3

a

b

c


 
 

70S  . 

Câu 13: Biết  
4

2

0

ln 9 d ln 5 ln 3x x x a b c    , trong đó a , b , c  là các số nguyên. Giá trị của 

biểu thức T a b c    là 

A. 10T  . B. 9T  . C. 8T  . D. 11T  . 

Lời giải 

Chọn C 

Đặt 
   22

2

2
d d

9ln 9

d d 9

2

x
u x

xu x

v x x x
v

     
  
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Suy ra    
44 42 2

2 2
2

0 00

9 9 2
ln 9 d ln 9 . d

2 2 9

x x x
x x x x x

x

 
   

  25ln 5 9 ln 3 8   . 

Do đó 25a  , 9b   , 8c    nên 8T  . 

Câu 14: Cho hàm số ( )y f x  thỏa mãn  
1

0

(3 1). ( ) 1;4 (1) (0) 2017.x f x dx f f     Tính 

1

0

( ) .I f x dx   

A. 2016.I    B. 672.I   C. 2016.I   D. 672.I    

Hướng dẫn 

Chọn B 

Ta có    
1 1 1

1
0

0 0 0

(3 1). ( ) (3 1) ( ) ( )(3 1) 3 ( )x f x dx x df x f x x f x dx         

1 1 1

0 0 0

4 (1) (0) 3 ( ) 2017 3 ( ) 1 ( ) 672.f f f x dx f x dx f x dx           

Câu 15: Cho  
1

0

cos . 1f x x dx   và    1 .cos1 0 2018f f  . Tính  
1

0

sin .I f x x dx  . 

A. 2017I  . B. 2019I  . C. 2019I   . D. 2017I   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

+ Tính  
1

0

cos .f x x dx  theo từng phần, đặt 
   

cos sin .u x du x dx

dv f x dx v f x

       
 suy ra 

 

     

     

1 1

0 0

1

0

1
1 cos . cos . sin .

0

sin . 1 .cos1 0 1 2017

f x x dx x f x f x x dx

f x x dx f f

  

    

 


 

Câu 16: Gọi  F x  là một nguyên hàm của hàm số  f x  thỏa mãn    2 1 0 1F F   và 

 
1

0

10F x dx  . Tính    
1

0

1I x f x dx  . 

A. 11I  . B. 9I  . C. 9I   . D. 11I   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 
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Đặt 
   
1 1u x du

dv f x v F x

        
 

Khi đó:              
1 1

0 0

1
1 1 . 2 1 0 10 1 10 9

0
I x f x dx x F x F x dx F F              

Câu 17: Gọi  F x  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  với  1 1F  ,  
1

0

d 1F x x   . Tính 

 
1

0

dI xf x x  . 

A. 0I  . B. 1I   . C. 2I   . D. 2I  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Đặt 
   

d d

d d

u x u x

v f x x v F x

       
. 

   
1

1

0
0

dI xF x F x x      
1

0

1 d 2F F x x    

Câu 18: Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn  0;1  thỏa mãn  1 0f   và 

 
1

2

0

1
d

3
x f x x  . Tích phân  

1
3

0

dx f x x  bằng 

A. 3. B. 1. C. 3 . D. 1 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Đặt 
   

3 2d 3 d

d d

u x u x x

v f x x v f x

       
      

1 1
13 3 2

0
0 0

d 3 dI x f x x x f x x f x x     

  1
1 3. 1

3
I f     . 

Câu 19: Cho hàm số  f x  liên tục trên   và  2 16f  ,  
2

0

d 4f x x  . Tính tích phân 

 
1

0

. 2 dI x f x x  . 

A. 13I  . B. 12I  . C. 20I  . D. 7I  . 

Lời giải 

Chọn D 
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Đặt 
   

d d

1
d 2 d 2

2

u xu x

v f x x v f x

    

. 

Khi đó,          
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1
. 2 2 d 2 2 d 8 2 d
2 2 2 2 2

I x f x f x x f f x x f x x        . 

Đặt 2 d 2dt x t x   . 

Với 0 0x t   ; 1 2x t   . 

Suy ra  
2

0

1
8 d 8 1 7

4
I f t t     . 

Dạng 5: Tích Phân Chưa Dấu Giá Trị Tuyệt Đối 

1. Phương pháp 

Bài toán: Tính tích phân  d
b

a

I g x x   

( với ( )g x là biểu thức chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối) 

PP chung: 

Xét dấu của biểu thức trong dấu giá trị tuyệt đối trên  ;a b  

Dựa vào dấu để tách tích phân trên mỗi đoạn tương ứng ( sử dụng tính chất 3 để tách) 

Tính mỗi tích phân thành phần. 

Đặc biệt: Tính tích phân ( ) d
b

a

I f x x   

Cách giải 

Cách 1: 

+) Cho ( ) 0f x   tìm nghiệm trên  ;a b  

+) Xét dấu của ( )f x  trên  ;a b , dựa vào dấu của ( )f x  để tách tích phân trên mỗi đoạn tương 

ứng ( sử dụng tính chất 3 để tách) 

+) Tính mỗi tích phân thành phần. 

Cách 2: 

+) Cho ( ) 0f x  tìm nghiệm trên  ;a b  giả sử các nghiệm đó là 1 2; ;... nx x x  

( với 1 2 ...   nx x x  ). 
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Khi đó 
31 2

1 2

( ) d ( ) d ( ) d ... ( ) d       
n

xx x b

a x x x

I f x x f x x f x x f x x  

31 2

1 2

( )d ( )d ( )d ... ( )d        
n

xx x b

a x x x

I f x x f x x f x x f x x  

+) Tính mỗi tích phân thành phần 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:   
2

2

1

a aS x x 2 dx , a,b ,
b b





       là phân số tối giản.   Tính giá trị a b   

Hướng dẫn giải 

 
22 2 3 2

2 2

1 1 1

x xS x x 2 dx x x 2 dx 2x
3 2

8 4 1 1 94 2
3 2 3 2 2

  

 
            

 

    
            

    

 
 

Ví dụ 2: Cho hàm số  y f x  liên tục trên  0;4  và  
2

0

d 1 f x x ;;  
4

0

d 3 f x x . Tính 

 
1

1

3 1 d


 f x x  

Hướng dẫn giải 

     
1 1/3 1

1 1 1/3

3 1 d 1 3 d 3 1 df x x f x x f x x
 

       . 

       
1/3 1

1 1/3

1 1
1 3 d 1 3 3 1 d 3 1

3 3
f x x f x x



        . 

     
0 2

4 0

1 1
d d

3 3
f t t f t t     1 1 4

3 .1
3 3 3

     . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  ;a b   a b  và   0f x  ,  ;x a b  . Mệnh 

đề nào sau đây sai? 

A.    d d
b b

a a

f x x f x x   . B.    d d
b b

a a

f x x f x x  . 

C.    d d
b a

a b

f x x f x x  . D.    d d
b b

a a

f x x f x x  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 
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Do   0f x  ,  ;x a b   nên    f x f x  ,  ;x a b  . 

Vậy    d d
b b

a a

f x x f x x   . 

Câu 2: Tích phân 
2

1

2I x dx


   bằng 

A. 5  B. 2  C. 8  D. 4  

Lời giải 

Chọn A 

2 0 2 0 2

1 1 0 1 0

2 2 2 2 2 5I x dx x dx x dx xdx xdx
  

            

Câu 3: Tích phân 
4

0

2x dx  bằng: 

A. 0  B. 2  C. 8  D. 4  

Lời giải 

Chọn D 

   
4 2 4

0 0 2

2 2 2 4x dx x dx x dx         

Câu 4: Tích phân 
2

11 1

dx

x    bằng 

A. 2ln3 B. ln3 C. ln2 D. ln6 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  
2 1 2

1 2

11
1 1 1

1 1 1
ln 2 ln ln 3 ln 2 ln 6

1 1 2
dx dx dx x x

x x x 
 

        
      

Câu 5: Tích phân 
2

2

1

I x xdx


   có giá trị là: 

A. 
3

2
I   B. 

1

6
I   C. 

3

2
I    D. 

1

6
I    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 
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 


2 0 0 2
f x

x x x x      . 

Bảng xét dấu: 

   
0 22 0 2

2 2 2 3 2 3 2

1 1 0 1 0

1 1 1 1 3

3 2 3 2 2
I x x dx x x dx x x dx x x x x

  

                  
      . 

Câu 6: Tích phân 
1

3 2

1

1I x x x dx


     có giá trị là: 

A. 
4

3
I   B. 

1

2
I   C. 

4

3
I    D. 

1

2
I    

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: 

 
  23 2 1 0 1 1 0 1 1

f x

x x x x x x x              

Bảng xét dấu: 

 
11 1

3 2 3 2 4 3 2

1 1 1

1 1 1 4
1 1

4 3 2 3
I x x x dx x x x dx x x x x

  

                
   . 

Câu 7: Biết 
5

1

2 2 1
d 4 ln 2 ln 5

x
I x a b

x

 
     với ,a b . Tính S a b  . 

A. 9S  . B. 11S  . C. 3S   . D. 5S  . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2 khi 2

2
2  khi 2

x x
x

x x

 
    

. 

Do đó 
2 5

1 2

2 2 1 2 2 1
 d  d

x x
I x x

x x

   
   . 

   2 5

1 2

2 2 1 2 2 1
 d  d

x x
x x

x x

   
  

2 5

1 2

5 3
2  d 2  dx x

x x
         
      

   2 5
5ln 2 2 3ln

1 2
x x x x    4 8ln 2 3ln 5   . 


8

3

a

b


  

 5S a b   . 
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Câu 8: Tích phân  
2

1

1I x x dx


    có giá trị bằng 

A. 2I   . B. 0I  . C. 1I  . D. 1I   . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có        
2 0 1 2

1 1 0 1

1 1 1 2 1 0I x x dx dx x dx dx
 

             

Dạng 6: Tích Phân ẩn cơ bản 

Câu 1: Biết  f x  là hàm liên tục trên   và  
9

0

d 9f x x  . Khi đó giá trị của  
4

1

3 3 df x x  là 

A. 27 . B. 3 . C. 24 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn B 

Gọi  
4

1

3 3 dI f x x  . 

Đặt 3 3t x   d 3dt x   
1

d d
3

x t  . Đổi cận: 1 0;x t   4 9x t   . 

Khi đó:  
9

0

1
d

3
I f t t   

1
.9

3
  3 . 

Câu 2: Cho  
4

0

d 1f x x   . Khi đó  
1

0

4 dI f x x   bằng: 

A. 
1

4
I   B. 2I    C. 

1

4
I


  D. 

1

2
I


  

Lời giải. 

Chọn C 

Cách 1: Đặt 4 4t x dt dx    

Đổi cận: 0 0; 1 4x t x t      . Khi đó:  
4

0

1 1

4 4
I f t dt   . 

Cách 2: Gọi  F x  là 1 nguyên hàm của  f x . Ta có: 

     
4

0

d 1 4 0 1f x x F F       

       
11

00

1 1 1
4 d 4 4 0

4 4 4
I f x x F x F F         
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Câu 3: Biết rằng hàm số ( )y f x liên tục trên R và 
9

0

( ) 9f x dx  . Tính 
3

0

(3 )f x dx . 

A. 
3

0

(3 ) 9f x dx    B. 
3

0

(3 ) 3f x dx    

C. 
3

0

(3 ) 3f x dx     D. 
3

0

(3 ) 9f x dx    

Hướng dẫn giải: 

Chọn B 

Đặt 3x t 3dx dt  . Ta có
9

0

1
( )

3
I f t dt 

1
.9 3

3
   

Câu 4: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và  
1

0

1f x dx  . Tính  
1

0

1f x dx . 

A.  
1

0

1 0f x dx  .  B.  
1

0

1 2f x dx  .  

C.  
1

0

1 1f x dx   .  D.  
1

0

1 1f x dx  . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 1t x  dx dt   . 

Đổi cận: 

x   0 1   

t   1 0   

Vậy    
1 0

0 1

1f x dx f t dt     
1

0

1f t dt  . 

Câu 5: Giả sử hàm số  y f x  liên tục trên   và  
5

3

df x x a ,  a . Tích phân 

 
2

1

2 1 dI f x x   có giá trị là 

A. 
1

1
2

I a  . B. 2 1I a  . C. 2I a . D. 
1

2
I a . 

Lời giải 
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Chọn D 

Đặt 2 1 d 2dt x t x    . 

Đổi cận: 1 3x t   ; 2 5x t   . 

   
5 5

3 3

1 1 1
d d

2 2 2
I f t t f x x a     . 

Câu 6: Cho  
4

1

d 5f x x  . Tính  
16

1

1
. dI f x x

x
   

A. 5I  . B. 10I  . C. 
5

2
I  . D. 3I  . 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt x t 2x t  d 2 dx t t  . 

Với 1 1x t    và 16 4x t   . 

Khi đó  
4

1

1
. 2 dI f t t t

t
   

4

1

2 df t t   
4

1

2 d 10f x x  . 

Câu 7: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên   và có 
9 3

0 0
( ) 1, ( 6) 2f x dx f x dx    . Tính 

2

0
(3 )f x dx  

A. 
2

0

1
(3 )

3
f x dx  .  B. 

2

0

1
(3 )

3
f x dx   . 

C. 
2

0
(3 ) 1f x dx  .  D. 

2

0
(3 ) 1f x dx   . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
3 3 9

0 0 6
2 ( 6) ( 6) ( 6) ( )f x dx f x d x f x dx         

6 9 9

0 0 6
( ) ( ) ( ) 1 2 1f x dx f x dx f x dx          

Khi đó: 
2 2 6

0 0 0

1 1 1
(3 ) (3 ) (3 ) ( )

3 3 3
f x dx f x d x f x dx       

Câu 8: Biết  
11

1

d 18f x x


 . Tính   
2

2

0

2 3 1 dI x f x x   . 

A. 5I  . B. 7I  . C. 8I   D. 10I  . 

Lời giải 
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Chọn B 

Đặt 23 1t x  , d 6 dt x x . Đổi cận 0 1x t    , 2 11x t    

  
2

2

0

2 3 1 dI x f x x  
2

0

2 dx x   
2

2

0

3 1 dxf x x  
11

1

1
4 d

6
f t t



  
1

4 .18 7
6

   . 

Câu 9: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên   và có 21
( ) 1

2
f x dx x x   . Tính 

2
2

1

( )f x dx . 

A. 
2

2

1

4
( )

3
f x dx   .  B. 

2
2

1

4
( )

3
f x dx  .  

C. 
2

2

1

2
( )

3
f x dx   .  D. 

2
2

1

2
( )

3
f x dx   

Lời giải 

Chọn B 

2 2 21
( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

2
f x dx x x f x x f x x          

22 3
2

1 1

4
( )

3 3

x
f x dx x

 
   
 

 . 

Câu 10: Cho  
8

3

1 d 10f x x  . Tính  
1

0

5 4 dJ f x x   

A. 4J  . B. 10J  . C. 32J  . D. 2J  . 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt 1t x  . Đổi cận: 3 4x t   ; 8 9x t   . Khi đó ta có  
9

4

d 10f t t  . 

Đặt 5 4u x  . Đổi cận 0 4x u   ; 1 9x u   . Khi đó ta có 

 
1

0

5 4 dJ f x x   
9

4

df u u  10 . 

Câu 11: Cho hàm số  f x  có đạo hàm và liên tục trên ,  thỏa mãn     2

2 xf x xf x xe    và 

 0 2.f    Giá trị  1f  bằng
 

A. .e  B. 
1

.
e

 C. 
2

.
e

 D. 
2

.
e

 

Hướng dẫn giải 
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Chọn C 

Nhân hai vế cho 
2

2

x

e  để thu được đạo hàm đúng, ta được 

     
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 .
x x x x x

f x e f x xe xe e f x xe
 

 
     

  
 

Suy ra  
2 2 2

2 2 22 d 2 .
x x x

e f x xe x e C
 

     

Thay 0x   vào hai vế ta được   2

0 2 .xC f x e     

Vậy   1 2
1 2 .f e

e
     

Câu 112 Xét hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn  0;1  và thỏa mãn 2 ( ) 3 (1 ) 1f x f x x    . Tích 

phân 
1

0

( )df x x  bằng 

A. 
2

3
. B. 

1

6
. C. 

2

15
. D. 

3

5
. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có: 2 ( ) 3 (1 ) 1f x f x x     (1) . 

Đặt 1t x  , thay vào (1) , ta được: 2 (1 ) 3 ( )f t f t t    hay 2 (1 ) 3 ( )f x f x x    (2) . 

Từ (1)  & (2) , ta được: 
3 2

( ) 1
5 5

f x x x   . 

Do đó, ta có: 
1

0

( ) df x x
1 1

0 0

3 2
d 1 d

5 5
x x x x   

2 4

5 15
 

2

15
 . 

Cách 2. Công thức ( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx     

Lấy tích phân 2 vế ta được 
1 1 1

0 0 0

2 ( )d 3 (1 )d 1 df x x f x x x x       

1 1

0 0

2 2
5 ( )d ( )d

3 15
f x x f x x    . 

Chú ý: Ta có thể dùng công thức    2 2

1 1

d d
x ax b

x ax b
f ax b x f x x




   . Khi đó: 
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Từ    2 3 1 1f x f x x     suy ra:    
1 1 1

0 0 0
2 d 3 1 d 1 df x x f x x x x       

   
1 0 1

0 1 0
2 d 3 d 1 df x x f x x x x         

1 1

0 0

2 2
5 d d

3 15
f x x f x x     . 

Dạng 7: Bài tập dành cho học sinh điểm 8+, 9+ 

Câu 1: Cho n  là số nguyên dương khác 0 , hãy tính tích phân  
1

2

0

1 d
n

I x x x   theo n . 

A. 
1

2 2
I

n



. B. 

1
2

I
n

 . C. 
1

2 1
I

n



. D. 

1
2 1

I
n




. 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

Với *n , khi đó: Đặt 21 d 2 dt x t x x    
1d d
2

x x t    

Đổi cận: 0 1; 1 0x t x t       

Khi đó 
0 1 1 1

01 0

1 1 1 1d d .
2 2 2 1 2 2

n
n n tI t t t t

n n



    
    

Cách 2: Ta có    2 21d 1 2 d d 1 d
2

x x x x x x        

        121 1 1
2 2 2

00 0

11 1 11 d 1 d 1 .
2 2 1 2 2

n
n n x

I x x x x x
n n




        
    

Câu 2: Cho hàm số  f x  liên tục và 0a  . Giả sử với mọi 0;x a     ta có   0f x   và 

   . 1f x f a x  . Tính  0

d
1

a xI
f x


 . 

A. 
3
aI  .  B. 

2
aI  .  

C. 2I a .  D.  ln 1I a a  . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Từ giả thiết:   0f x   và    . 1f x f a x  , ta suy ra:    
1f a x

f x
  . 

Đặt d dx a t x t     ; Với 0 , 0x t a x a t      . 

Khi đó: 
   

 

 
 

0

0 0 0

dd d d
11 1 11

a a a

a

f t tx t tI
f x f a t f t

f t


   

   
     

 
 0

d
1

a f x x
f x


 . 

Suy ra  
 

 
  
 0 0 0 0

1 ddd2 d
1 1 1

a a a af x xf x xxI x a
f x f x f x


    

      . Vậy 
2
aI  . 
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Câu 3: Cho hàm số  y f x  liên tục và có đạo hàm trên   thỏa mãn  2 2f   ;  
2

0

d 1f x x  . 

Tính tích phân  
3

1

1 dI f x x


  . 

A. 5I   . B. 0I  . C. 18I   . D. 10I   . 
Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Đặt 1t x  2 1t x   2 d dt t x x  . 
Đổi cận: 1 0x t    ; 3 2x t   . 
Khi 

đó:    
3 2

1 0

1 d 2 . dI f x x t f t t


        
22

0
0

2 . 2 dt f t f t t      
2

0

4 2 2 df f x x  
8 2 10     . 

Câu 4: Cho hàm số  f x  liên tục trên   thỏa mãn    2 3f x f x , x  . Biết rằng 

 
1

0

d 1f x x  . Tính tích phân  
2

1

dI f x x  . 

A. 5I  . B. 6I  . C. 3I  . D. 2I  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có:          
1 1 1 1

0 0 0 0

13 3.1 3. d 3 d 2 d 2 d 2 ,
2

f x x f x x f x x f x x x           . 

Đặt  2 d 2 dx t x t   , với 0 0x t   ; 1 2x t   . 

       
1 2 2

0 0 0

1 1 13 2 d 2 d d ,
2 2 2

f x x f t t f x x x         . 

  

 
2

0

d 6 ,f x x x       
1 2

0 1

d d 6 ,f x x f x x x       .  
2

1

1 d 6 ,f x x x      . 

 
2

1

d 5,f x x x     . 

Câu 5: Cho hàm số  y f x  liên tục trên 0; 1   và thỏa mãn  
1

0

. d 2019x f x x  . Giá trị của tích 

phân  
2

0

sin 2 . cos dx f x x



  là 

A. 2019 . B. 4038 . C. 2019 . D. 4038 . 
Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Đặt cost x d sin dt x x   . Đổi cận: 0 1x t   ; 0
2

x t
   . 
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Ta 

có:        
0 12 2

0 0 1 0

sin 2 . cos d 2sin .cos . cos d 2 . d 2 . dx f x x x x f x x t f t t t f t t

 

      

 
1

0

2 . d 4038x f x x  . 

Câu 6: Cho hàm số  f x  liên tục trên   thỏa mãn    2 5f x f x x  , x  . Biết rằng 

 
1

0

d 2f x x  . Tính tích phân  
2

1

dI f x x  . 

A. 11I  . B. 15I  . C. 19I  . D. 14I  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có:    2 5f x f x x   

   
1 1

0 0

2 d 5 df x x f x x x       
1 1

0 0

5 d df x x x x  
12

0

215.2
2 2
x

   . Mặt khác 

     
1 1

0 0

12 d 2 d 2
2

f x x f x x   
2

0

1 d
2

f t t   
2

0

1 d
2

f x x  . 

 
2

0

1 21d
2 2

f x x   
2

0

d 21f x x  . 

Do đó:      
2 2 1

1 0 0

d d df x x f x x f x x     21 2 19   . 

Câu 7: Cho hàm số  f x  liên tục trên 0;1    và thỏa mãn  
1
3

0

d 1f x x  ,  
1
2

1
6

2 d 13f x x  . Tính 

tích phân  
1

2 3

0

dI x f x x  . 

A. 6I  . B. 8I  . C. 7I  . D. 9I  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Xét  
1
2

1
6

2 d 13f x x  , đặt 
12 d 2d d d
2

u x u x u x     . 

Đổi cận: 
1 1
6 3

x u   ; 
1 1
2

x u   . 

Ta có    
1

12

1 1
6 3

113 2 d d
2

f x x f u u    
1

1
3

d 26f u u  . 
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Xét  
1

2 3

0

dI x f x x  , đặt 3 2 21d 3 d d d
3

t x t x x t x x     . 

Đổi cận: 0 0x t   ; 1 1x t   . Vậy ta có: 

 
1

2 3

0

dI x f x x       
1

1 13

10 0
3

1 1 1d d d
3 3 3

f t t f t t f t t        
1

13

10
3

1 1d d
3 3

f t t f u u  

1 1.1 .26 9
3 3

   . 

Câu 8: Cho hàm số  
2 2        1
ln            1

x khi x
f x x khi x

x

  
 



. Biết tích phân  
2

2

0

1d ln 2f x x a
b

   trong đó 

, .a b  Tính giá trị .S a b   

A. 3S  . B. 5S  . C. 3S   . D. 1S  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có    
22 1 2 2

2

0 0 1 1

ln ln 1d 2 2 d d 1 1 ln 2
2 2

x xf x x x x x
x

           

1, 2a b   1 2 1S a b       . 

Câu 9: Cho hàm số  
2 2        1
ln            1

x khi x
f x x khi x

x

  
 



. Biết tích phân  
2

2

0

1d ln 2f x x a
b

   trong đó 

, .a b  Tính giá trị .S a b   

A. 3S  . B. 5S  . C. 3S   . D. 1S  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có    
22 1 2 2

2

0 0 1 1

ln ln 1d 2 2 d d 1 1 ln 2
2 2

x xf x x x x x
x

           

1, 2a b   1 2 1S a b       . 

Câu 10: Cho hàm số  f x  liên tục trên  . Biết  
ln 2

0

e 1 d 5xf x   và 
   3

2

2 3
d 3

1
x f x

x
x



 . 

Tính  
3

2

dI f x x  . 

A. 2I  . B. 4I  . C. 2I   . D. 8I  . 
Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Đặt de 1 d e d d
1

x x tt t x x
t

     


. Đổi cận 0 2; ln2 3x t x t      . 

Do đó      ln 2 3 3

0 2 2

e 1 d 5 d 5 d 5
1 1

x f t f x
f x t x

t x
     

    . 
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Ta có 
           3 3 3

2 2 2

2 3 2 2 1
d d 2 d 3

1 1 1
x f x x f x f x

x x f x x
x x x

   
    

    
   . 

Suy ra 
 3

2

2 d 3 2 8 4
1

f x
I x I I

x
     

 . 

Câu 11: Cho hàm số  f x  xác định và liên tục trên  . Gọi  g x  là một nguyên hàm của hàm số 

 2

xy
x f x




. Biết rằng  
2

1

d 1g x x   và    2 2 1 2g g  . Tích phân 
 

2 2

2
1

dx x
x f x  

bằng 
A. 1,5 . B. 1. C. 3. D. 2. 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Vì  g x  là một nguyên hàm của hàm số 
 2

xy
x f x




 nên    2

xg x
x f x

 


. 

Đặt 
 

2 2

2
1

dxI x
x f x


  

2

1

dI xg x x   . Đặt  
u x
dv g x dx
 
   

d du x
v g x
   

. 

Khi đó    
2

1

2
d

1
I xg x g x x      2 2 1 1 1g g    . 
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BÀI 3. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC TÍCH PHÂN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 

1. Hình phẳng giới hạn bởi 1 đường cong và trục hoành 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ( )y f x  liên tục trên đoạn [a ; b], trục hoành và hai 

đường thẳng ,x a x b   được xác định: | ( ) |
b

S f x dx   

 
Chú ý: 

 Nếu trên đoạn , hàm số  không đổi dấu thì:  

2. Hình phẳng giới hạn bởi 2 đường cong và trục hoành 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ( ), ( )y f x y g x   liên tục trên đoạn $[a ; b]$ và hai 

đường thẳng ,x a x b   được xác định: | ( ) ( ) |
b

a
S f x g x dx   

 
CHÚ Ý 

Khi áp dụng công thức trên,  cần khử dấu giá trị tuyệt đối của hàm số dưới dấu tích phân. Muốn vậy, ta 
giải phương trình 

1 2( ) ( ) 0f x f x   trên đoạn [a ; b]. Giả sử phương trình có ha nghiệm , ( )c d c d . Khi đó, 1 2( ) ( )f x f x  

không đổi dáu trê các đoạn [a ; c],[c ; d],[d ; b]. Trên mōi đoạn đó, chẳng hạn trên đoạn [a ; c], ta có 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) d .
c c

a a
f x f x dx f x f x x     

II. TÍNH THỂ TÍCH CỦA KHỐI TRÒN XOAY 

1. Thể tích vật thể 

Gọi B  là phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại các điểm a và b; ( )S x  là 

diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm x , ( )a x b  . Giả 

sử ( )S x  là hàm số liên tục trên đoạn [ ; ]a b . 

[ ; ]a b ( )f x ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx 

 






 

1 1

2 2

( ) : ( )

( ) : ( )
( )

C y f x

C y f x
H

x a

x b

1( )C

2( )C

 
b

a

S f x f x dx1 2( ) ( )a 1c

y

O b x
2c

 
 



 

( )

( )

y f x

y 0
H

x a

x b
a 1

c
2
c

 ( )y f x

y

O x
 

 

3
c b

 
b

a

S f x dx( )
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2. Thể tích khối tròn xoay 

Bài toán 1: Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường ( )y f x , 

trục hoành và hai đường thẳng x a , x b  quanh trục Ox: 

 
Bài toán 2: Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường ( )x g y , 

trục hoành và hai đường thẳng y c , y d  quanh trục Oy: 

 
Bài toán 3: Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường ( )y f x ,

( )y g x  và hai đường thẳng x a , x b  quanh trục Ox: 2 2( ) ( )
b

a

V f x g x dx  . 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Tính Diện Tích Giới Hạn Bởi 1 Đồ Thị 

1. Phương pháp: 

a/ Phương pháp 1: 

| ( ) |
b

a
S f x dx   

* Xét dấu biểu thức ( )f x ; [ ; ]x a b , phá dấu trị tuyệt đối và tính tích phân. 

b/ Phương pháp 2: 

* Giải phương trình ( ) 0f x  ; chọn nghiệm trong [ ; ]a b . Giả sử các nghiệm là ;  với   . 

 

c

y

O

d

x

( ) : ( )

( ) :

 
 



 

C x g y

Oy x 0

y c

y d

 2
( )

d

y
c

V g y dy 

 

( ) : ( )

( ) :

 
 



 

C y f x

Ox y 0

x a

x b

 2
( )

b

x
a

V f x dx a

 ( )y f x

y

O b x 
 

 
 

 
b

a

S x dxV ( )
xO

 
 

  
a b

( )V

S(x)

x
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* Áp dụng tính chất liên tục của hàm số ( )f x  trên [ ; ]a b ; ta có: 

| ( )d | | ( )d | | ( )d |b
aS f x x f x x f x x 

     

2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Tính diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 2y x , trục hoành và đường thẳng x 2 . 

Hướng dẫn giải 

Nhận thấy rằng, để tính diện tích ta cần phải tìm được 2 cận. Để tìm thêm cận còn lại ta giải 

phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị   2P : y x  với trục hoành. 

Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị   2P : y x  với trục hoành: 2x 0 x 0    

Áp dụng công thức ta có 
2

2

0

8
S x dx .

3
   

Nhận xét: Nếu ta vẽ đồ thị hàm số 2y x  và đường thẳng x 2  ta dễ dàng xác định được 

hình phẳng giới hạn bởi các đường này. Từ đó ta dễ dàng tính được diện tích S.  

 

 

Ví dụ 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số 2 xy x .e ,  trục hoành và đường 

thẳng x 1  

Hướng dẫn giải 

Phương trình hoành độ giao điểm 2 xx e 0 x 0    

Ta có:  

   

 

1 1 1
12 x 2 x 2 x x 2

0
0 0 0

1 1 1
1x x x x

0
0 0 0

S x e dx x d e x e e d x

e 2 xe dx e 2 xd e e 2xe 2 e dx

   

      

  

  

1x

0
e 2e 2e e 2e 2 e 2.          

Lời bình:  Bài toán trên đã có 1 cận, ta chỉ cần tìm thêm 1 
cận nữa bằng cách giải phương trình hoành độ giao điểm. 
Sau đó áp dụng công thức. Nếu vẽ đồ thị bài này để tìm 
hình phẳng giới hạn bởi các đường là không nên vì đồ thị 

hàm số hơi phức tạp. Việc tìm được công thức 
1

2 x

0

S x e dx   

và tính tích phân này ta có thể dùng MTCT để tính và chọn 
đáp án. 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 4 
 

 

Ví dụ 3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 2y 1 x   và trục hoành 

Hướng dẫn giải 

Phương trình hoành độ giao điểm của , Ox là 21 x 0 x 1       

Khi đó, diện tích hình phẳng cần tìm là 
1

2

1

S 1 x dx.


     

Đặt x sin t dx cos tdt    và 
x 1 t

2

x 1 t
2

   
      


  

Suy ra 

1 2 2
2 2 2

1
2 2

S 1 x dx 1 sin t.cos tdt cos tdt
2

 

   


       

 

Lời bình:  Bài toán trên chưa có cận, ta phải giải 
phương trình hoành độ giao điểm để tìm cận. Sau đó 
áp dụng công thức. Việc tìm được công thức 

1
2

1

S 1 x dx


   và tính tích phân này tương đối phức 

tạp, do đó ta có thể dùng MTCT để tính và chọn đáp 
án.  

Nếu vẽ được đồ thị thì ta xác định được hình phẳng và diện tích của nó dễ dàng, đó chính là 

diện tích của nữa đường tròn bán kính bằng 1. Do đó: 21
S R .

2 2


     

Ví dụ 4: Tính diện tích S hình phẳng giới hạn bởi các đường  
1

y lnx, x e, x
e

    và trục hoành 

Hướng dẫn giải 

Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị y lnx  và trụ hoành là 

ln x 0 x 1.     

   
e 1 e

1 e
1

1
e1 1 1

e e

2
S ln x dx ln xdx ln x.dx x x ln x x ln x x 2 .

e
             
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3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Gọi S  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 3xy  , 0y  , 0x  , 2x  . Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 

A. 
2

0

3 dxS x  . B. 
2

2

0

3 dxS x  . C. 
2

0

3 dxS x  . D. 
2

2

0

3 dxS x  . 

Lời giải 

Chọn A 

Hình phẳng giới hạn bởi các đường 3xy  , 0y  , 0x  , 2x   có diện tích là 

2 2

0 0

3 d 3 dx xS x x    

Câu 2: Cho hàm số  f x  liên tục trên  , diện tích S  của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 

 y f x , trục hoành và hai đường thẳng  ,x a x b a b    được tính theo công thức 

A.  d
b

a

S f x x  . B.  d
b

a

S f x x  . C.  d
b

a

S f x x  . D.  2 d
b

a

S f x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Diện tích S  của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x , trục hoành và hai đường 

thẳng  ,x a x b a b    được tính theo công thức  d
b

a

S f x x  .
 

Câu 3: Cho hàm số  f x  liên tục và không âm trên đoạn  ;a b , diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ 

thị hàm số  f x , các đường thẳng ,x a x b  và trục Ox  là 

A.  d
b

a

f x x . B.  d
b

a

f x x . C.   2
d

b

a

f x x    . D.  d
b

a
f x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Tổng quát 

Cho hai hàm số  y f x  và  y g x liên tục trên D   ;a b D . 
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Diện tích giới hạn bởi các đồ thị hàm số  y f x ,  y g x và các đường thẳng ,x a x b   là 

    d
b

a

S f x g x x  . 

Phương trình trục Ox  là 0y  . Do đó áp dụng cho bài toán trên ta có diện tích cần tìm là: 

  0 d
b

a

S f x x    d
b

a

f x x   d
b

a

f x x  . 

Câu 4: Ký hiệu S  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x , trục hoành, đường 

,  x a x b  . Khẳng định nào sau đây là đúng? 

 

A.  d
b

a

S f x x  .  B.    d d
c b

a c

S f x x f x x   . 

C. 
   d d

c b

a c

S f x x f x x    .  D.    d d
c b

a c

S f x x f x x   . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có diện tích hình phẳng được tính      d d d
b c b

a a c

S f x x f x x f x x     . 

Do    0,  ;f x x a c   ;    0,  ;f x x c b    nên ta có:
 

   d d
c b

a c

S f x x f x x    . 

Câu 5: Cho hàm số  f x  liên tục trên đoạn  ;a b  và thỏa mãn  
0

d
a

f x x m ,  
0

d
b

f x x n . Diện tích 

hình phẳng trong hình vẽ bên bằng 

 
A. .mn . B. m n . C. m n . D. n m . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có:    
0

0

d d
b

a

S f x x f x x m n     . 
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Câu 6: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình dưới đây. 

 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x  và trục Ox là 

A. S     
2 0

0 1

d df x x f x x


  . B.  
2

1

dS f x x


  . 

C.  
2

1

dS f x x


  .  D.    
0 2

1 0

d dS f x x f x x


   . 

Lời giải 

Chọn D 

Từ hình vẽ ta có:        
0 2 0 2

1 0 1 0

d d d d .S f x x f x x f x x f x x
 

        

Câu 7: Gọi S  là diện tích của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  C  của hàm số 21y x x  , trục hoành, 

trục tung và đường thẳng 1x  . Biết 2S a b    ,a b . Tính a b . 

A. 1

6
a b  . B. 1

2
a b  . C. 1

3
a b  . D. 0a b  . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình hoành độ giao điểm: 21 0x x   0x  . 

Ta có 
1

2

0

1 dS x x x   
1

2

0

1 dx x x  . 

Đặt 21t x   2 21t x    .d .dt t x x  . 

Đổi cận 0 1x t    và 1 2x t   . 

Khi đó 
2

2

1

.dS t t   
3 2

13

t
  2 1

2
3 3

  . 

Suy ra 2

3
a  , 1

3
b    nên 1

3
a b  . 

Câu 8: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị  C  là đường cong như hình bên dưới. 
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Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  C , trục hoành và hai đường thẳng 0x  ,  2x   là 

A.    
1 2

0 1

d df x x f x x  .  B.  
2

0

df x x .  

C.    
1 2

0 1

d df x x f x x   .  D.  
2

0

df x x . 

Lời giải 

Chọn A 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  C , trục hoành và hai đường thẳng 0x  ,  2x   là 

     
2 1 2

0 0 1

d d dS f x x f x x f x x     . 

Câu 9: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên   và có đồ thị là đường cong như hình bên. Diện tích hình 

phẳng giới hạn bởi đồ thị, trục hoành và hai đường thẳng 0, 2x x   là 

 

A. 
1 2

0 1

( )d ( )dS f x x f x x    . B. 
1 2

0 1

( )d ( )dS f x x f x x   . 

C. 
2

0

( )dS f x x  .  D. 
2

0

( )dS f x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Diện tích S của hình phẳng cần tìm là:  
2

0

dS f x x  . 

Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình    0, 0;2f x x   có nghiệm duy nhất là 1x  . 

Do đó    
1 2

0 1

d dS f x x f x x   . 

Dựa vào đồ thị ta thấy    0, 0;1f x x    và    0, 1;2f x x   . 
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Vậy    
1 2

0 1

d dS f x x f x x   . 

Câu 10: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 2 2 8y x x    và trục hoành được xác định 

theo công thức nào dưới đây 

A.  
2

2

4

2 8 dS x x x


   .  B.  
4

2

2

2 8 dS x x x


   . 

C.  
2

2

4

2 8 dS x x x


    .  D.  
4

2

2

8 2 dS x x x


   . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 2 4
2 8 0

2

x
x x

x


      

. Do đó: 
4

2

2

2 8 dS x x x


   . 

Mặt khác, vì  2 2 8 0, 2;4x x x       nên    
4 4

2 2

2 2

2 8 d 8 2 dS x x x x x x
 

        . 

Câu 11: Cho đồ thị hàm số  y f x  như hình vẽ. 

 

Diện tích S  của hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x  và trục Ox  được tính 

bởi công thức 

A.  
3

3

dxS f x


  .  B.  
3

3

dxS f x


  . 

C.    
1 3

3 1

dx dxS f x f x


   . D.    
1 3

3 1

dx dxS f x f x


   . 

Lời giải 

Chọn C 

Từ đồ thị hàm số ta thấy   0f x   với  3;1x  ,   0f x   với  1;3x . 

Do đó          
3 1 3 1 3

3 3 1 3 1

dx dx dx dx dxS f x f x f x f x f x
  

         . 

Câu 12: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi 2 0; 1; 2;y x y x x    bằng 

A. 4

3
. B. 7

3
. C. 8

3
. D. 1. 

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 
2

1

2 2
2

1

7
.

3
S x dx x dx     

Dạng 2: Tính Diện Tích Giới Hạn Bởi 2 Hai Đồ Thị 

1. Phương pháp: 

Công thức tính | ( ) ( ) |
b

a
S f x g x dx  . Tính như dạng 1. 

2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 

2 2

1 1
; ; ;

cos sin 6 3
y y x x

x x

 
     

Lời giải 

Ta có: 
/3

2 2/6

1 1

cos sin
S dx

x x




   

Trong trường hợp này nếu chọn cách xét dấu biểu thức 
1 1

; ;
2 2 6 3cos sin

y x
x x

       
 

hoặc vẽ đồ thị hàm số 
1 1

; ;
2 2 6 3cos sin

y x
x x

       
là khá khó khăn. 

Vì vậy ta chọn cách sau: 

+ Xét phương trình: 
2 2

1 1

cos sinx x
 0 ; ;

6 3
x

     
2 2cos sin 0x x   ;

6 3
x

     
 

cos 2 0x  ; ;
6 3

x
     

 
4

x


   

Từ đó suy ra: 
/4 /3

2 2 2 26 4/4

1 1 1 1
|

cos sin cos sin
S dx dx

x x x x

          
      

4

/ 4 4 3
| (tan cot ) | | | (tan cot ) | 2 2

/ 6 3
S x x x x

 
 

 
        

 
 . 

Ví dụ 2: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
2

2

1
;

1 2

x
y y

x
 


. 

Lời giải 

Xét phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị trên: 
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2

2

1

1 2

x

x



 4 2 2 1

2 0 1
1

x
x x x

x

 
        

 

Vì vậy hình phẳng đã cho có diện tích là: 
21

21

1

1 2

x
S dx

x
 

  

Do trên ( 1;1)  phương trình 
2

2

1

1 2

x

x



 vô nghiệm nên ta có: 

1 1 12 2 2
1

2 2 21
1 1 1

1 1 1
d d d

1 2 1 2 1 2

x x x
S dx x x x

x x x
  

 
         
      

Tính 1I   
1

21

1

1
dx

x  . 

+/ Đặt tanx t ; ;
2 2

t
    

 
 

2

1

cos
dx dt

t
   

+/ Đổi cận: 
1

4

1
4

x t

x t





     

   

 
2/4 /4

1 2/4 /4

1
cos d

1 tan 2
tI dt t

t

 

 


 

   
   

2I   
2

1

1

1

2 3

x
dx


  

Thay thế vào  ta được: S   
1

2 3




1

2 3


   . 

Ví dụ 3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 2 4 3y x x    và 3y  . 

Hướng dẫn giải 

Xét phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị trên: 

 2 4 3x x  3  
2

2

04 3 3

44 3 3

xx x

xx x

    
       

 

Khi đó: S    4 2 4 2
00

4 3 | 3 | | 4 3 | 3 |x x dx x x dx       ‖  

     3 41 2 2 2

0 1 3
4 3 3 4 3 3 4 3 3S x x dx x x dx x x dx               

     3 41 2 2 2

0 1 3
4 4 6 4 |S x x dx x x dx x x dx           

31 43 3 3
2 2 2

0 31

2 2 6 2 8
3 3 3

x x x
S S x x x x

     
               

     
 . 

Ví dụ 4: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị: sin | |y x ; y | |x - . 

Hướng dẫn giải 

Xét phương trình hoành độ: sin | | | |x x     
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Đặt | |x  t   

Khi đó  trở thành: sin t t    sin 0t t      

Xét hàm số ( )f t   sin t t   ; [0, )t  . 

( )  cost 1 0 [0, )f t t       . 

BBT của hàm số ( )f t  như sau: 

 
  phương trình  có nghiệm duy nhất t   . 

  phương trình  có 2 nghiệm phân biệt: x     và x   . 

  |sin | | | | | (sin | | | | )S x x dx x x dx
 

 
 

 
       . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Diện tích phần hình phẳng gạch chéo trong hình vẽ bên dưới được tính theo công thức nào 
sau đây? 

 

A. 
2

4 2

1

1 3
4 d

2 2
x x x x



     
  . B. 

2
4 2

1

1 3
1 d

2 2
x x x x



     
  . 

C. 
2

4 2

1

1 3
1 d

2 2
x x x x



    
  .  D. 

2
4 2

1

1 3
4 d

2 2
x x x x



     
  . 

Lời giải 

Chọn B 

Từ hình vẽ ta thấy phần diện tích hình phẳng cần tính là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai 

hàm số:   3 3

2 2
y f x x   ;   4 21 5

2 2
y g x x x   

 
và hai đường thẳng 1; 2x x   . 

Ngoài ra ta thấy đường  y f x  nằm trên đường  y g x  trên đoạn  1;2 nên ta có diện tích 

phần gạch chéo trên hình vẽ là: 
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2
4 2

1

3 3 1 5
d

2 2 2 2
S x x x x



                


2
4 2

1

1 3
1 d

2 2
x x x x



      
  . 

Câu 2: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số 22 1y x x    và 2 3y x   

A. 9
.

2
 B. 5

.
2

 C. 4. D. 2. 

Lời giải 

Chọn A 

Phương trình hoành độ giao điểm của các đồ thị: 

2 2 2 1
2 1 3 2 0

2

x
x x x x x

x


           

 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số là: 
11 1 1 3 2

2 2 2 2

2 2 2 2

9
|2 1 3 | | 2 | ( 2) ( 2 )

3 2 2

x x
x x x dx x x dx x x dx x

   

                   

Câu 4: Diện tích hình mặt phẳng gạch sọc trong hình vẽ bên bằng 

 

A. 
3

1

2 dx x . B.  
3

1

2 2 dx x . 
C. 

 
3

1

2 2 dx x . D.  
3

1

2 2 dx x . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta thấy diện tích phần gạch sọc giới hạn bởi các đường 2 , 2, 1, 3xy y x x     và trên  1;3  đồ 

thị hàm số 2xy   nằm phía trên đồ thị hàm số 2y   nên diện tích phần gạch sọc bằng 

 
3

1

2 2 dx x  

Câu 5: Cho hàm số bậc hai  y f x  và hàm số bậc ba  y g x  có đồ thị như hình vẽ. Diện tích phần 

gạch chéo được tính bằng công thức nào sau đây? 
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A.        
1 2

3 1

d dS f x g x x g x f x x


 

           . B.    
2

3

dS f x g x x


    . 

C.        
1 2

3 1

d dS g x f x x f x g x x


 

           . D.        
1 2

3 1

d dS g x f x x g x f x x


 

           . 

Lời giải 

Chọn C 

Dựa vào đồ thị ta thấy hoành độ giao điểm của 2 đồ thị là: 3; 1; 2x x x     . 

Mặt khác, trên khoảng  3; 1  , đồ thị hàm  y g x  nằm phía trên đồ thị hàm số  y f x ; 

trên khoảng  1;2 , đồ thị hàm  y f x  nằm phía trên đồ thị hàm số  y g x  nên diện tích 

cần tìm là:            
2 1 2

3 3 1

d d dS g x f x x g x f x x f x g x x


  

                  . 

Câu 6: Cho hàm số  y f x và  y g x  có đồ thị giao nhau tại hai điểm phân biệt có hoành độ a  và 

b . Gọi  H là hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị hai hàm số này. 

 

Diện tích của  H  được tính theo công thức 

A.     d
b

a

S f x g x x    .  B.     d
b

a

S g x f x x    . 

C.     d
b

a

S f x g x x    .  D.     d
b

a

S f x g x x     . 

Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức    d
b

a

S f x g x x  . Quan sát hình vẽ ta thấy    g x f x  trên  ,a b  nên 

        d d
b b

a a

S f x g x x g x f x x     . 

Câu 7: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số 2 4y x    và 2y x   ? 

A. 5

7
. B. 8

3
. C. 9

2
. D. 9 . 

Lời giải 

Chọn C 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 15 
 

Phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm số là: 

2 2 1
4 2 2 0

2

x
x x x x

x

 
           

. 

Khi đó diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số 2 4y x    và 2y x    là: 

     
22 2 3 2

2 2

1 1 1

9
4 2 d 2 d 2

3 2 2

x x
S x x x x x x x

  

 
               

 
  . 

Câu 8: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 2 1y x   và đường thẳng 3y x  . 

A. 9

2
. B. 13

3
. C. 11

3
. D. 7

2
. 

Lời giải 

Chọn A 

Xét phương trình: 2 1 3x x   2 2 0x x   
1

2

x

x

 
  

. 

Diện tích hình phẳng là: 
2

2

1

2 dS x x x


    
2

2

1

2 dx x x


  
9

2
 . 

Câu 10: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số y x ; 6y x   và trục hoành. 

A. 22

3
. B. 16

3
. C. 2 . D. 23

3
. 

Lời giải 

Chọn A 

Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm số  y x C  với trục hoành là nghiệm của hệ 

0

y x

y

 




0

0

x

y


  

   0;0C Ox O   . 

Tọa độ giao điểm của đường thẳng  6y x    với trục hoành là:    6;6Ox A   . 

Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm số  y x C  và đường thẳng  6y x    là nghiệm của hệ 

6y x

y x

 




6 x x

y x

   


4

2

x

y


  

   4;2C B   . 

Diện tích hình phẳng cần tìm là 
4 6

0 4

d 6 dS x x x x   
22

3
 . 

Câu 11: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số 3y x x  ; 2y x  và các đường 1x  ; 

1x    được xác định bởi công thức: 

A.    
0 1

3 3

1 0

3 d 3 dS x x x x x x


     . B.    
0 1

3 3

1 0

3 d 3 dS x x x x x x


     . 

C.  
1

3

1

3 dS x x x


  .  D.  
1

3

1

3 dS x x x


  . 

Lời giải 
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Chọn A 

Ta có diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số 3y x x  ; 2y x  và các đường 1x 

; 1x    là    
1

3

1

2S x x x


   dx  
1

3

1

3x x


  dx . 

Bảng xét dấu 3 3x x   

 

 

Do đó dựa vào bảng ta có: 

   
0 1

3 3

1 0

3 d 3 dS x x x x x x


     . 

Câu 12: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi parabol 2y x   và đường thẳng 2y x    bằng 

A. 9

2
. B. 5

2
. C. 11

2
. D. 1

2
2
 . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 2 22 2 0x x x x        
1

2

x

x

 
  

. 

Vậy diện tích hình phẳng là 

 
2 2

2 2

1 1

2 d 2 dS x x x x x x
 

        
2

3 2

1

9 9
2

3 2 2 2

x x
x



 
      

 
. 

Câu 13: Cho  H  là hình phẳng giới hạn bởi parabol 2y x , cung tròn có phương trình 28y x   

và trục hoành. Tính diện tích  H  tính bởi công thức nào 

 

A. 
2

2

0

2 8 dx x x  .  B. 
2 2 2

2

0 2

2 d 8 dx x x x   . 

C. 

2 2
2

0

( 2 8 )dx x x  .  D. 
2

2

0

( 2 8 )dx x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Gọi S  là diện tích hình  H cần tìm. 

x  -1  0 1 

3 3x x     0   
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Phương trình hoành độ giao điểm của parabol 2y x  và cung tròn 28y x   

2

2

0 2 2
0 2 2

2 8 22
2 8 0

4

x
x

x x xx
x x

x

  
         
      

. 

Khi đó: S =
2 2 2

2

0 2

2 d 8 dx x x x   . 

Câu 14: Cho đồ thị hai hàm số 3 23 3y x x x     và 2 2 1y x x     như hình sau 

 
Diện tích phần hình phẳng được gạch sọc tính theo công thức nào dưới đây? 

A. 
   

1 2
3 2 3 2

1 1

2 2 d 2 2 dx x x x x x x x


         . 

B. 
 

2
3 2

1

2 2  dx x x x


   . 

C. 
   

1 2
3 2 3 2

1 1

2 2 d 2 2 dx x x x x x x x


         . 

D. 
 

2
3 2

1

2 2 dx x x x


    . 

Lời giải 

Chọn A 

Chia phần diện tích S  cần tính thành 2 phần 1S  và 2S  như hình vẽ sau 
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+ Phần 1S : phần diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số   3 23 3f x x x x    , 

  2 2 1g x x x     và các đường thẳng 1x   , 1x  . 

Dựa vào đồ thị ta có    
1

1

1

dS f x g x x


      
1

3 2

1

2 2 dx x x x


    . 

+ Phần 2S : phần diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số   3 23 3f x x x x    , 

  2 2 1g x x x   
 
và các đường thẳng 1x  , 2x  . 

Dựa vào đồ thị ta có    
2

2

1

dS g x f x x      
2

3 2

1

2 2 dx x x x     . 

Vậy  
1

3 2
1 2

1

2 2 dS S S x x x x


       
2

3 2

1

2 2 dx x x x     . 

Câu 15: Diện tích phần hình phẳng gạch chéo trong hình vẽ được tính theo công thức nào dưới đây? 

 

A. 
 

2
2

1

2 2 4 dx x x


 
.  B. 

 
2

1

2 2 dx x


 
.  

C. 
 

2

1

2 2 dx x



.  D. 

 
2

2

1

2 2 4 dx x x


  
. 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi S  là diện tích cần tìm 

   
2

2 2

1

3 2 1 dS x x x x


        
2

2

1

2 2 4 dx x x


    . 

Câu 16: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi parabol 2( 2) ,y x   đường cong 3y x  và trục hoành bằng 
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A. 
11

.
2

 B. 73
.

12
 C. 7

.
12

 D. 5
.

2
 

Lời giải 

Chọn C 

Xét phương trình hoành độ giao điểm là:  2 32  1x x x    . 

Gọi 1S  là diện tích giới hạn bởi các đường: 

3

0

0;  1

y x

y

x x

 
 
  

; 2S  là diện tích giới hạn bởi các 

đường: 
 2

2

0

1;  2

y x

y

x x

  
 
  

. 

Dễ thấy:  3 0 , 0;1x x    và    2
2 0 , 1; 2x x    . 

Khi đó diện tích phần tô đậm trong hình là  
1 2

23
1 2

0 1

1 1 7
d 2 d .

4 3 12
S S S x x x x          

Câu 17: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai parabol 21

2
y x  và 26y x   bằng 

A. 

2 2

2

3
6

2

x
dx



 
 

 
 . B. 

2 3 2

2 3

6
2

x
dx



 
 

 
 . 

C. 

2 2

2

3
6

2

x
dx



 
  

 
 . D. 

2 3 2

2 3

6
2

x
dx



 
  

 
 . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình hoành độ giao điểm của hai parabol 21

2
y x  và 26y x   là: 

2
2 2 21 3

6 6 0
22 2

xx
x x

x

 
       

. 

Lại có  
23

6 0, 2;2
2

x
x     . 

Suy ra diện tích hình phẳng cần tìm là: 

 
2 2 22 2

2 2

2 2 2

1 3 3
6 d 6 d 6 d

2 2 2

x x
S x x x x x

  

 
        

 
   . 

Câu 18: Diện tích phần tô đậm trong hình bên được tính theo công thức nào trong các công thức sau? 
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A.  
1

3 2

0

3 2 dx x x x   .  B.  
1

3 2

0

3 2 dx x x x  .  

B.  
2

3 2

0

3 2 dx x x x   .  D.  
2

3 2

0

3 2 dx x x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có công thức tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường:

   , , ,y f x y g x x a x b    ; các hàm số    ,y f x y g x  liên tục trên  ;a b  là:

    d
b

a

S f x g x x  . Áp dụng công thức, diện tích phần tô đậm là:    
1

2 3 2

0

2 2 dS x x x x x    . 

Với  0,1x  thì 3 2 22 2x x x x    2 3 22 2 0x x x x     nên  
1

3 2 2

0

2 2 dS x x x x x   

 
1

3 2

0

3 2 dx x x x   . 

Câu 19: Gọi  H  là phần hình phẳng gạch chéo trong hình vẽ dưới đây được giới hạn bởi đồ thị của 

các hàm số 23y x , 4y x   và trục hoành. Diện tích của  H  là bằng bao nhiêu? 

 

A. 
11

2
. B. 9

2
. C. 13

2
. D. 7

2
. 

Lời giải 
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Chọn A 

 

23

: 4

0

y x

H y x

y

 
  
 

 

Xét phương trình hoành độ giao điểm: 

4 0 4x x     
23 0 0x x    

 
2

1 ( / )
3 4 4

3

x t m
x x

x Loai


    


 

Diện tích hình phẳng    
41 4 2

12 3

0
0 1 1

11
3 d 4 d 4

2 2H

x
S x x x x x x

 
       

 
  . 

Câu 20: Diện tích miền phẳng giới hạn bởi parabol 
2

2

x
y   và đường tròn có tâm tại gốc tọa độ, bán 

kính 2 2  thuộc khoảng nào sau đây. 

A.  5;6 . B. (4;5) . C. (7;8) . D. (6;7) . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình đường tròn tâm (0;0)O , bán kính 2 2  là : 2 2 8x y  . 

Phương trình hoành độ giao điểm của parabol và đường tròn : 
4

2 8 2
4

x
x x     . 

 

Vậy diện tích hình phẳng là : 
2 2

2

2

8 7,616518641
2

x
S x dx



 
    

 
 . 

Câu 21: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số ln ,y x  1y   và đường thẳng 1x   bằng 

A. 
2e .  B. 2e  . C. 2e . D. 2e  . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ln 1 0x x e    . 
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Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị các hàm số ln ,y x  1y   và đường thẳng 1x   là: 

     
11

1 1 1

ln 1 ln 1 ln 1 1 1 1 2 2
e e e

e e
S x dx x dx x x dx x e e e                   

Câu 22: Cho hình thang cong  H  giới hạn bởi các đường exy  , 0y  , 0x  , ln 4x  . Đường thẳng 

x k   0 ln 4k   chia  H  thành hai phần có diện tích là 1S  và 2S  như hình vẽ bên. Tìm k  

để 1 22S S . 

 

A. 

4
ln 2

3
k  . B. 8

ln
3

k  . C. ln 2k  . D. ln 3k  . 

Lời giải 

Chọn D 

Diện tích hình thang cong  H  giới hạn bởi các đường exy  , 0y  , 0x  , ln 4x   là 

ln 4
ln 4

0
0

e d ex xS x   ln 4 0e e 4 1 3    . 

Ta có 1 2 1 1 1

1 3

2 2
S S S S S S     . Suy ra 1

2 2.3
2

3 3

S
S    . 

Vì 1S  là phần diện tích được giới hạn bởi các đường exy  , 0y  , 0x  , x k  nên 

1 0
0

2 e d e
k

kx xS x    0e e e 1k k   . 

Do đó e 3 ln 3k k   . 

Câu 23: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị hàm số 3y x , 2 4 4y x x    và trục Ox  được tính 

theo công thức nào dưới đây? 
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A.  
2

3 2

0

4 4 dx x x x   .  B.  
1 2

3 2

0 1

d 4 4 dx x x x x     . 

C. 
 

1 2
3 2

0 1

d 4 4 dx x x x x   
. D.  

1 2
3 2

0 1

d 4 4 dx x x x x    . 

Lời giải 

Chọn D 

Dựa vào hình vẽ ta thấy hình phẳng cần tính diện tích gồm 2 phần: 

Phần 1: Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 3y x , trục Ox , 0x  , 1x  . 

Phần 2: Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 2 4 4y x x   , trục Ox , 1x  , 2x  . 

Do đó diện tích cần tính là  
1 2 1 2

3 2 3 2

0 1 0 1

d 4 4 d d 4 4 dS x x x x x x x x x x           . 

Dạng 3: Tính Thể Tích Vật Thể Tròn Xoay Dựa Vào Định Nghĩa 

1. Phương pháp: 

Gọi B  là phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại các điểm a và b; ( )S x  là 

diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm x , ( )a x b  . Giả 

sử ( )S x  là hàm số liên tục trên đoạn  ,a b . 

 
2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Cho phần vật thể B  giới hạn bởi hai mặt phẳng có phương trình 0x   và 2x  . Cắt phần vật 

thể B  bởi mặt phẳng vuông góc trục Ox  tại điểm có hoành độ  0 2x x  , ta được diện tích là một 

tam giác đều có độ dài cạnh bằng 2 .x x  Tính thể tích V  của phần vật thể B . 

Lời giải 

Một tam giác đều cạnh a  có diện tích 
2 3

4

a
S    

Do tam giác đều cạnh 2x x  có diện tích là 
 2 2 3

( )
4

x x
S x


   

Suy ra thể tích 
   

22 2 2
2

0 0 0

2 3 3 3 4 3
( ) 2

4 4 4 3 3
Ca siox x

S S x dx dx x x dx


           
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Ví dụ 2: Trong không gian Oxyz , cho vật thể nằm giữa hai mặt phẳng 0x   và x  , biết rằng thiết 

diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox  tại điểm có hoành độ bằng  , 0x x    

là một tam giác đều cạnh là 2 sin x .Tính thể tích của vật thể đó. 

Lời giải 

Một tam giác đều cạnh a  có diện tích 
2 3

4

a
S   

Do đó tam giác đều cạnh 2 sin x  có diện tích là   4sin . 3
3 sin

4

x
S x x   

Suy ra thể tích  
2 2

0 0

d 3 sin d 2 3V S x x x x     

Ví dụ 3: Một bồn trụ đang chứa dầu được đặt nằm ngang có chiều dài bồn là 5m , bán kính đáy 1m . 

Người ta rút dầu ra trong bồn tương ứng với 0,5 m  của đường kính đáy. Tính thể tích gần đúng của dầu 

còn lại trong bồn  

 
Lời giải 

 * Thể tích cả khối trụ  2 2 3
1 .1 .5 5  V R h m    

 * Tính thể tích phần khối trụ bị mất đi 

 

 + Cách 1:  
2 22 viên ph

R

d

ânS R x dx  
1

2

1

2

2 1 0,61   x dx  

  

1
2

2
1

2

. 2 1 5 3,07    viên phânV S h x dx  

 Suy ra thể tích khối trụ còn lại  
1

2 3
1 2

1

2

5 2 1 5 12,637      V V V x dx m  

2

2

x

y

d

y= R2-x2

dO R
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 + Cách 2: Tính góc ở tâm 
1

cos
2 2
 

OH

R


 

2 3
 

 
 

2

3
 

  

 

  
 

21 1 2 2
sin . sin 0,614

2 2 3 3
      
 viên phânS R
    

  2

1 2 2
. . sin 5

2 3 3
     
 viên phânV S h
 

 

  3
1 2

1 2 2
5 . sin 5 12,637

2 3 3
        
 

V V V m
   

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Trong không gian , cho vật thể được giới hạn bởi hai mặt phẳng , vuông góc 

với trục  lần lượt tại , . Một mặt phẳng tùy ý vuông góc với  tại 

điểm có hoành độ ,  cắt vật thể theo thiết diện có diện tích là  với 

 là hàm số liên tục trên . Thể tích của thể tích đó được tính theo công thức 

 

A. . B. . C. . D.  

Lời giải 

Chọn D 

Theo định nghĩa ta có:  d
b

a

V S x x   

2

2

x

y

B

A

HO R

Oxyz  P  Q

Ox x a x b  a b Ox

x  a x b   S x

 y S x  ;a b V

 

O
y

x

z

S(x) 

a x b

 2 d
b

a

V S x x   2π d
b

a

V S x x   π d
b

a

V S x x   d
b

a

V S x x 
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Câu 2: Cho phần vật thể    giới hạn bởi hai mặt phẳng có phương trình 0x   và 2x  . Cắt phần 

vật thể    bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox  tại điểm có hoành độ x   0 2x  , ta 

được thiết diện là một tam giác đều có độ dài cạnh bằng 2x x . Tính thể tích V  của phần 

vật thể   . 

A. 

4
.

3
V   B. 

3
.

3
V   C. 4 3.V   D. 3.V   

Lời giải 

Chọn B 

Diện tích thiết diện: 
 2 2 3

4

x x
S


 . 

 22

0

2 3
d

4

x x
V x


   

2
2

0

3
2 d

4
x x x   

2
2

0

3
2 d

4
x x x 

2

3 4

0

3 2 1 3

4 3 4 3
x x

    
 

. 

Câu 3: Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng 1x   và 3x  , biết rằng khi cắt vật thể 

bởi mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục Ox  tại điểm có hoành độ x   1 3x   thì được thiết 

diện là hình chữ nhật có hai cạnh là 3x  và 23 2x  . 

A. 32 2 15 . B. 
124

3


. C. 

124

3
. D.  32 2 15  . 

Lời giải 

Chọn C 

Thể tích vật thể cần tìm là 
3 2

1
3 3 2dV x x x   

5

1
. dtt t 

53

1
3

t


124

3
 . 

Câu 4: Cho vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng 0x  , 
2

x


 , biết rằng thiết diện của vật thể với mặt 

phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ 0
2

x x
   

 
 là một đường tròn có bán 

kính cosR x . Thể tích của vật thể đó là 

A. 2 . B. 2 . C.  . D. 1. 

Lời giải 

Chọn C 

Diện tích của đường tròn là   2 cosS x r x   . 

Vậy thể tích của vật thể là  
2 2

0 0

cosV S x dx xdx

 

     . 
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Câu 5: Cho phần vật thể  T  giới hạn bởi hai mặt phẳng có phương trình 0x   và 2.x  . Cắt phần 

vật thể  T  bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ  0 2 ,x x  , ta 

được thiết diện là một tam giác đều có độ dài cạnh bằng 2x x . Tính thể tích V của phần 

vật thể  T . 

A. 

4
.

3
V   B. 

3
.

3
V   C. 4 3.V   D. 3.V   

Lời giải 

Chọn B 
2 2

2

0 0

1 3 3 3
. . 2 . . . 2 (2 )

2 2 4 3
V x x x xdx x x dx        

Câu 6: Tính thể tích V của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng x = 1 và x = 3, biết rằng khi cắt 

vật thể bởi mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x  1 3 x  thì 

được thiết diện là một hình chữ nhật có độ dài hai cạnh là 3x và 23 2x  

A. 32 2 15 V   B. 
124

3


π
V   

C. 
124

3
V   D. (32 2 15) V π  

Lời giải 

Chọn C 

 
3 3

2 2 2

1

31 124
3 3 2 3 2 .

13 3
V x x dx x

 
     

 
  

Câu 7: Một vật thể nằm giữa hai mặt phẳng 1; 1x x    và thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt 

phẳng vuông góc với trục hoành tại điểm có hoành độ ( 1 1)x x    là một hình tròn có diện 

tích bằng 3π. Thể tích của vật thể là 

A. 
23 .  B. 6 .  C. 6. D. 2 .  

Lời giải 

Chọn B 

Có 
1 1

1 1

( ) 3 6 .V S x dx dx 
 

     

Dạng 4: Tính Thể Tích Vật Thể Tròn Xoay Khi Quay Hình Phẳng Giới Hạn Bởi 1 Đồ Thị 

1. Phương pháp:  

Vật thể tròn xoay sinh bởi miền hình phẳng được giới hạn: Đồ thị ; trục ; 

; quay xung quanh . 

- Nếu thiếu cận thì giải phương trình  để bổ sung cận. 

( )y f x ( 0)Ox y 

,x a x b  Ox

( ) 0f x 
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- Tính thể tích theo công thức:  

2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Kí hiệu  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  và trục hoành. Tính thể tích 

 của vật thể tròn xoay được sinh ra bởi hình phẳng đó khi nó quay quanh trục . 

Lời giải 

Phương trình hoành độ giao điểm . 

Thể tích của vật thể tròn xoay cần tìm . 

Ví dụ 2: Cho miền hình phẳng giới hạn bởi:  quay xung quanh . Tính thể tích của 

vật thể tạo thành. 

Lời giải 

Xét phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số:  và trục    

Vậy vật thể tròn xoay có thể tích là:  

 

 . 

Ví dụ 3: Cho miền hình phẳng giới hạn bởi: ; quay xung quanh . tính thể tích của 

vật thể tạo thành. 

Lời giải 

Hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số:  và đường thẳng  là nghiệm của 

phương trình:   

Vật thể tạo thành có thể tích là: 

  

Ví dụ 4: Gọi  là thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quanh hình phẳng giới hạn bởi các đường 

 và trục Ox . Đường thẳng cắt đồ thị hàm số tại M .  

2 ( )
b

Ox a
V f x dx 

 H 22y x x 

V Ox

2 0
2 0

2

x
x x

x


    

 
2

22

0

16
2 d

15
V x x x

  

,  Ox 1xy xe x  Ox

xy xe Ox 0xxe  0x 

   1 12 2 2

0 0

x xV xe dx x e dx   
1 2

1 12 2 2 2

0 0
0

1

2 2
x x xe

V x e xe dx xe dx        
   

 22 11 12 2 2

0 00

11 1

2 2 2 4 4
x x x

ee
V x e e dx e

 
       

 
2 4 , 0y x x y   Ox

2 4y x x  0y 

2 4 0x x 
0

4

x

x


  

   4 422 4 3 2

0 0
4 8 16V x x dx x x x dx      

4
5 3

4

0

16 512
2

5 3 15

x x
x


 

    
 

V

; 0; 4y x y x    0 4x a a   y x
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Gọi  là thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay tam giác quanh trục . Biết rằng 

12V V . Tính  

Lời giải 

Ta có . 

 
Tam giác MOH quanh trục  tạo nên hai khối nón chung đáy. Gọi là hình chiếu vuông 

góc của  trên trục . Suy ra . 

. 

Suy ra . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hình  H  giới hạn bởi các đường 2 2y x x   , trục hoành. Quay hình phẳng  H  

quanh trục Ox  ta được khối tròn xoay có thể tích là: 

A. 

496

15


. B. 

32

15


. C. 

4

3


. D. 

16

15


. 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình hoành độ giao điểm của  H  và trục hoành 2 0
2 0

2

x
x x

x


     

. 

Thể tích khối tròn xoay cần tìm là 

1V MOH Ox

a

 
4 42

1

0 0

d d 8 4
2

V
V x x x x V         

Ox N

M Ox  Mr MN y y a a   

 2
2

1

1 1 4
. . .4 .

3 3 3

a
V OH r a

    

4
4 3

3

a
a

   
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   
22 2 5

22 4 3 2 4 3

0 0 0

4 16
2 d 4 4 d

5 3 15

x
V x x x x x x x x x

  
 

          
 

  . 

Câu 2: Cho hình phẳng  H  được giới hạn bởi elip có phương trình 
2 2

1
25 16

x y
  . Tính thể tích của 

khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng  H  quanh trục Ox . 

A. 

160

3


. B. 

320

3


. C. 

160

3
. D. 

320

3
. 

Lời giải 

Chọn B 

Elip cắt trục hoành tại hai điểm có tọa độ  5;0  và  5;0 . 

Do đó: 
25

5

16 320
16 d

25 3

x
V x




 
   

 
 . 

Câu 3: Gọi D  là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số   2 4 3y f x x x    , trục hoành và hai 

đường thẳng 1; 3x x  . Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay D  quanh trục hoành 

bằng 

A. 

16

15


. B. 

16

15
. C. 

4

3


. D. 

4

3
. 

Lời giải 

Chọn A 

* Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay D  quanh trục hoành là: 
3 3

22 4 3 2

1 1

16
4 3 5 19 12 9

15
V x x dx x x x x dx

                 . 

Câu 4: Cho hình phẳng ( )H giới hạn bởi đồ thị hàm số 3 3 2y x x    , trục hoành và hai đường 

thẳng 1, 2x x  . Quay ( )H  xung quanh trục hoành ta được khối nói tròn xoay có thể tích 

là: 

A. 

2
2

1

3 2V x x dx     B. 
2

2

1

3 2V x x dx    

C. 

22
2

1

3 2V x x dx     D.  
2

22

1

3 2V x x dx    

Lời giải 

Chọn D 
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Thể tích khối tròn xoay khi hình phẳng giới hạn bởi 

3 3 2

0

1

2

y x x

y

x

x

    
 



 

 là 

 
2

22

1

3 2V x x dx     =  
2

22

1

3 2V x x dx      Chọn đáp án D 

Câu 5: Cho hình phẳng  D  được giới hạn bởi các đường 0x  , 1x  , 0y   và 2 1y x  . Thể 

tích V  của khối tròn xoay tạo thành khi quay  D  xung quanh trục Ox  được tính theo công 

thức? 

A. 

1

0

2 1dV x x   .  B.  
1

0

2 1 dV x x   .  

C.  
1

0

2 1 dV x x  .  D. 
1

0

2 1dV x x  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  
1 2

0

2 1 dV x x    
1

0

2 1 dx x   . 

Câu 6: Cho hình phẳng  H  giới hạn bởi các đường y x , 0x  , 1x   và trục hoành. Tính thể 

tích V  của khối tròn xoay sinh bởi hình  H  quay quanh trục Ox . 

A. 

π

3
. B. 

π

2
. C. π . D. π . 

Lời giải 

Chọn B 

Thể tích khối tròn xoay là 
1

0

dV x x 
12

0

π
2

x


π

2
 . 

Câu 7: Thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 

tany x , trục hoành và các đường thẳng 0x  , 
π

4
x   quanh trục hoành là 

A. 
π

4
V  . B. 

πln 2

2
V  . C. 

2π

4
V  . D. 

π

4
V  . 

Lời giải 

Chọn B 

Thể tích khối tròn xoay cần tính là 

π

4

0

π tan dV x x 
π

4

0

sin
π d

cos

x
x

x
 

π

4
0

π ln cos x 
πln 2

2
 .
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Câu 8: Cho hàm số  y f x  liên tục và có đồ thị như hình bên. Gọi D  là hình phẳng giới hạn bởi 

đồ thị hàm số đã cho và trục Ox . Quay hình phẳng D  quanh trục Ox  ta được khối tròn xoay 
có thể tích V  được xác định theo công thức 

 

A. 
 

3
2

1

dV f x x   
.  B. 

 
3

2

1

1
d

3
V f x x   

. 

C. 
 

3
22

1

dV f x x   
.  D. 

 
3

2

1

dV f x x   
. 

Lời giải 
Chọn A 

Đồ thị hàm số  y f x  cắt trục Ox  tại hai điểm có hoành độ lần lượt là 1x  , 3x   nên thể 

tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng D  quanh trục Ox  được tính theo công thức 

 
3

2

1

dV f x x    . 

Câu 9: Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường exy x , 0y 

, 0x  , 1x   xung quanh trục Ox  là 

A. 

1
2 2

0

e dxV x x  . B. 
1

0

e dxV x x  . C. 
1

2 2

0

e dxV x x  . D. 
1

2

0

e dxV x x 

.Lời giải 

Chọn C 

Thể tích khối tròn xoay giới hạn bởi  y f x , 0y  , x a , x b  xác định bởi: 

 2 d
b

a

V f x x  . 

Vậy, 
1

2 2

0

e dxV x x  . 

Câu 10: Cho hình phẳng  D  được giới hạn bởi các đường 0x  , x  , 0y   và siny x  . Thể 

tích V  của khối tròn xoay tạo thành khi quay  D  xung quanh trục Ox  được tính theo công 

thức 

A. 0

sin dV x x


  .  B. 2

0

sin dV x x


  . 

O x

y

1 3

3
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C. 
 

0

sin dV x x


  .  D. 2

0

sin dV x x


  . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có thể tích của khối tròn xoay cần tính là 2

0

sin dV x x


  . 

Câu 11: Cho hình phẳng  H  giới hạn bởi đồ thị hàm số .lny x x , trục hoành và hai đường thẳng 

1x  ; 2x  . Thể tích vật thể tròn xoay sinh bới  H khi nó quay quanh trục hoành có thể 

tích V được xác định bởi 

A. 
 

2 2

1
.ln dV x x x  .  B.  

2

1
.ln dV x x x  . 

B. 
 

2 2

1
.ln dV x x x  .  D.  

2

1
.ln dV x x x  . 

Lời giải 

Chọn A 

Thể tích vật thể tròn xoay sinh bới  
.ln

: 0

1; 2

y x x

H y

x x


 
  

khi nó quay quanh trục hoành có thể tích 

V được xác định bởi  
2 2

1
.ln dV x x x  . 

Câu 12: Tính thể tích khối tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
23 y x x  và trục hoành, quanh trục hoành. 

A. 

81

10


. B. 

85

10


. C. 

41

7


. D. 

8

7


. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 2 0
3 0

3


    

x
x x

x
. 

Thể tích khối tròn xoay cần tìm là: 

   
33 3 4 5

22 2 3 4 3

0 0 0

3 81
3 9 6 3

2 5 10

  
 

         
 

 
x x

V x x dx x x x dx x . 

Câu 13: Cho hình phẳng D  giới hạn bởi đường cong 2 cosy x  , trục hoành và các đường thẳng 

0x  , 
2

x


 . Khối tròn xoay tạo thành khi quay D  quanh trục hoành có thể tích V  bằng bao 

nhiêu? 
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A. 1V   . B. 1V   . C.  1V    . D.  1V    . 

Lời giải 

Chọn D 

Thể tích khối tròn xoay khi quay D  quanh trục hoành có thể tích là: 

2
2

0

dV y x



   
2

0

2 cos dx x



    2
0

2 sinx x


   1   . 

Câu 14: Gọi V là thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay xung quanh trục Ox hình phẳng giới 

hạn bởi các đường 
1

y
x

 , y 0 , x 1 , x a ,  a 1 . Tìm a để V = 2. 

A. 
π

a
π 2




. B. 
π

a
π 2




. C. 
π 2

a
π


 . D. 

2
a

π
 . 

Lời giải 

Chọn A 

2
1

1 1
( ) 2

1 2

a a
V dx a

x x a

   


        
  

Câu 15: Kí hiệu là hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
1

,  0,  0,  .
cos 3

y y x x
x


     Thể tích V 

của khối tròn xoay thu được khi quay hình xung quanh trục Ox là. 

A. V   B. 2V   C. 3V   D. 2V   

Lời giải 

Chọn C 

 
23 3

3
2 0

0 0

1 1
0  tan = 3  .

cos cos
V dx dx x

x x

 


        
    

Câu 16: Gọi V là thể tích khối tròn xoay tạo thành do quay xung quanh trục hoành một elip có phương 

trình 
2 2

1
25 16

x y
  . V có giá trị gần nhất với giá trị nào sau đây? 

A. 550. B. 400. C. 670. D. 335. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2

24
1 25

25 16 5

x y
y x      . 

Do elip nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng nên thể tích V cần tính bằng 4 lần thể tích hình 

sinh bởi hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số 24
25 , 0

5
y x y    và các đường thẳng 

0x  , 5x   quay xung quanh Ox . 
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Ta có 
25

2

0

4 640
4 25 670,2

5 3
V x dx

      
  . 

Câu 17: Thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi 21y x  , 0y   quanh trục Ox  

là 
πa

V
b

  với a , b  là số nguyên. Khi đó a b  bằng 

A. 11. B. 17 . C. 31. D. 25 . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình hoành độ giao điểm 21 0x  1x   . 

Ta có  
1

22

1

π 1 dV x x


 
16π

15
  16a  , 15b  . 

Vậy 31a b  . 

Dạng 5: Ứng Dụng Tích Phân Trong Vật Lý 

1. Phương pháp: Ứng dụng của đạo hàm  

   
   

'

'

v t s t

a t v t




 

2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Một viên đá được bắn thẳng đứng lên trên với vận tốc ban đầu là 40  m/s từ một điểm cao 5  m 

cách mặt đất. Vận tốc của viên đá sau t  giây được cho bởi công thức   40 10v t t   m/s. Tính độ cao 

lớn nhất viên đá có thể lên tới so với mặt đất. 

Lời giải 

Gọi h  là quãng đường lên cao của viên đá. 

          2' dt 40 10 dt 40 5v t h t h t v t t t t c          

Tại thời điểm 0t   thì 5h  . Suy ra 5c  . 

Vậy   240 5 5h t t t    

 h t  lớn nhất khi   0 40 10 0 4v t t t      . Khi đó  4 85mh  . 

Ví dụ 2: Một ô tô chạy với vận tốc 20 m/s thì người lái đạp phanh còn được gọi là “thắng”. Sau khi đạp 

phanh, ô tô chuyển động chậm dần đều với vận tốc   40 20v t t     trong đó t  là khoảng thời gian 

tính bằng giây kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. Quãng đường ô tô di chuyển từ lúc đạp phanh đến khi dừng 
hẳn là bao nhiêu? 

Lời giải 

Lấy mốc thời gian là lúc ô tô bắt đầu đạp phanh  0t   

Gọi T  là thời điểm ô tô dừng lại. Khi đó vận tốc lúc dừng là   0v T   
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Vậy thời gian từ lúc đạp phanh đến lúc dừng là   1
0 40 20 0

2
v T T T        

Gọi  s t  là quãng đường ô tô đi được trong khoảng thời gian T . 

Ta có    v t s t  suy ra  s t  là nguyên hàm của  v t  

Vậy trong  1
s

2
 ô tô đi được quãng đường là:      

1
12

2 2

0
0

d 40 20 d 20 20 5
T

t

v t t t t t t          

Ví dụ 3: Một ô tô xuất phát từ A chuyển dộng với vận tốc nhanh dần đều, 10  giây sau, ô tô đạt vận tốc 
5   và từ thời điểm đó ô tô chuyển động đều. Ô tô thứ hai cũng xuất phát từ A nhưng sau ô tô thứ nhất là 
10 giây, chuyển động nhanh dần đều và đuổi kịp ô tô thứ nhất sau 25  giây. Vận tốc ô tô thứ hai tại thời 
điểm đó là 

Lời giải 

Ta có gia tốc trong 10s đầu của ô tô thứ nhất là  20

0

5
0,5 m/s

10

v v
a

t t


  


 

Trong 10 s đầu, ô tô thứ nhất chuyển động nhanh dần với vận tốc   0,5v t t  

  Quãng đường ô tô thứ nhất đi được trong 10s là  
10

0

0,5 dt 25 mt  . 

Trong 25 s tiếp theo, ô tô thứ nhất đi được 5.25 125   

Vậy quãng đường ô tô thứ nhất đi được đến khi bị đuổi kịp là  25 125 150 m   

Mặt khác 2
0

1

2
S S at   

  Gia tốc của ô tô thứ hai là 
   0 2

2 2

2 2.150
0, 48 m/s

25

S S
a

t


    

Vậy khi đuổi kịp ô tô thứ nhất, vận tốc của ô tô thứ hai là 0 12tv v at    . 

Ví dụ 4: Một ô tô bắt đầu chuyển động nhanh dần đều với vận tốc  1 7v t t   đi được 5  , người lái xe 

phát hiện chướng ngại vật và phanh gấp, ô tô tiếp tục chuyển động chậm dần đều với gia tốc 

 270 m/sa   . Tính quãng đường  mS  đi được của ô tô từ lúc bắt đầu chuyển bánh cho đến khi 

dừng hẳn. 

Lời giải 

Quãng đường ô tô đi được từ lúc xe lăn bánh đến khi được phanh. 

   
55 5 2

1 1

0 0 0

dt 7 dt 7 87,5 m .
2

t
S v t t      

Vận tốc   2 m/sv t  của ô tô từ lúc được phanh đến khi dừng hẳn thỏa mãn 

   2 70 dt 70v t t C     ,    2 15 5 35 385v v C    . Vậy  2 70 385v t t   . 
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Thời điểm xe dừng hẳn tương ứng với t  thỏa mãn    2 0 5,5 sv t t   . 

Quãng đường ô tô đi được từ lúc xe được phanh đến khi dừng hẳn. 

     
5,5 5,5

2 1

5 5

dt 70 385 dt 8,75 mS v t t      . 

Quãng đường cần tính  1 2 96,25 mS S S   . 

Ví dụ 5: Một vật di chuyển với gia tốc      2 220 1 2 /a t t m s
   . Khi 0t   thì vận tốc của vật là 

 30 /m s . Tính quãng đường vật đó di chuyển sau 2  giây . 

Lời giải : 

Vận tốc vật là :        2 1
20 1 2 10 1 2v t a t dt t dt t C

         . 

Khi 0t   thì     1
0 10. 1 30 20v C C

     . 

Nên      1
10 1 2 20 /v t t m s

   . 

Suy ra :     
2

1

0

10 1 2 20 48S t dt m
     

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Một ô tô đang chạy với vận tốc 10m/s thì người lái đạp phanh; từ thời điểm đó, ô tô chuyển 

động chậm dần đều với vận tốc   5 10v t t   , trong đó t  là khoảng thời gian tính bằng 

giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển 
bao nhiêu mét? 

A. 0,2m B. 2m C. 10m D. 20m 

Lời giải 

Chọn D 

Xét phương trình 5 10 0 2.t t      Do vậy, kể từ lúc người lái đạp phanh thì sau 2s ô 
tô dừng hẳn. 

Quãng đường ô tô đi được kể từ lúc người lái đạp phanh đến khi ô tô dừng hẳn là 

 
2

2

0

255 10 10 10 .
02

s t dt t t m
             

Câu 2: Một vật chuyển động trong 4 giờ với vận tốc v  phụ thuộc thời gian t  có đồ thị của vận tốc 
như hình bên. Trong khoảng thời gian 3  giờ kể từ khi bắt đầu chuyển động, đồ thị đó là một 

phần của đường parabol có đỉnh  2; 9I  với trục đối xứng song song với trục tung, khoảng 

thời gian còn lại đồ thị là một đoạn thẳng song song với trục hoành. Tính quãng đường s  mà 
vật di chuyển được trong 4  giờ đó. 
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A. 26,5s   B. 24s   C. 28,5s   D. 27s   

Lời giải 

Chọn C 

Gọi   2:P y ax bx c   . 

Vì  P  qua  0;0O  và có đỉnh  2;9I  nên dễ tìm được phương trình là 29 9
4

y x x  . 

Ngoài ra tại 3x   ta có 
27
4

y   

Vậy quãng đuờng cần tìm là:
3 4

2

0 3

9 279 d d 27 ( )
4 4

S x x x x km
           . 

Câu 3: Một vật chuyển động trong 3  giờ với vận tốc  km/hv  phụ thuộc thời gian  ht có đồ thị là 

một phần của đường parabol có đỉnh  2;9I  và trục đối xứng song song với trục tung như 

hình bên. Tính quãng đường s mà vật di chuyển được trong 3  giờ đó. 

 

A.  26,75 kms    B.  25,25 kms    

C.  24,25 kms    D.  24,75 kms   

Lời giải 

Chọn D 
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Tìm được phương trình của vận tốc là   23 3 6
4

v t t t     

Vậy 
3

2

0

3( 3 6)
4

S t t dt      24,75 

Câu 4: Một vật chuyển động trong 3 giờ với vận tốc ( / )v km h  phụ thuộc vào thời gian ( )t h  có đồ 

thị vận tốc như hình bên. Trong thời gian 1 giờ kể từ khi bắt đầu chuyển động, đồ thị đó là 

một phần của đường parabol có đỉnh (2;9)I  và trục đối xứng song song với trục tung, khoảng 

thời gian còn lại đồ thị là một đoạn thẳng song song với trục hoành. Tính quãng đường s  mà 
vật chuyển động được trong 3 giờ đó. 

 

A. 15,50( )s km   B. 23,25( )s km   

C. 13,83( )s km   D. 21,58( )s km  
Lời giải 

Chọn D 

Gọi phương trình của parabol 2v at bt c    ta có hệ như sau: 

4 5
4 2 9 4

52
2 4

c b
a b c c
b a
a

                       

 

Với 1t   ta có 
31
4

v  . 

Vậy quãng đường vật chuyển động được là 
1 3

2

0 1

5 31 2595 4
4 4 1

3
2

21,58s t t dt dt
              

Câu 5: Một người chạy trong thời gian 1 giờ, vận tốc v  phụ thuộc vào thời gian t  có đồ thị là một 

phần parabol với đỉnh 
1 ;  8
2

I
     

 và trục đối xứng song song với trục tung như hình bên. Tính 

quảng đường s  người đó chạy được trong khoảng thời gian 45 phút, kể từ khi chạy? 
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A. 4s   B. 2,3s   C. 4,5s   D. 5,3s   

Lời giải 

Chọn C 

 

Gọi parabol là   2: .P y ax bx c    Từ hình vẽ ta có  P  đi qua  0;  0O ,  1;  0A  và 

điểm 
1 ;  8
2

I
     

. 

Suy ra 

0 32
0 32 .

08
4 2

c a
a b c b
a b cc

                   

 

Vậy   2: 32 32P y x x   . Quảng đường người đó đi được là 

 
3
4

2

0

32 32 d 4,5s x x x     

Câu 6: Một chất điểm A  xuất phát từ O , chuyển động thẳng với vận tốc biến thiên theo thời gian bởi 

quy luật    21 13
m/s

100 30
v t t t   , trong đó t  là khoảng thời gian tính từ lúc A  bắt đầu 

chuyển động. Từ trạng thái nghỉ, một chất điểm B  cũng xuất phát từ O , chuyển động thẳng 

cùng hướng với A  nhưng chậm hơn 10  giây so với A  và có gia tốc bằng  2m/sa . Sau khi 

B  xuất phát được 15  giây thì đuổi kịp A . Vận tốc của B  tại thời điểm đuổi kịp A  bằng 
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A.  25 m/s . B.  9 m/s . C.  42 m/s . D.  15 m/s . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có   .dtBv t a at C   ,  0 0 0Bv C     Bv t at  . 

Quãng đường chất điểm A  đi được trong 25  giây là 
25

2

0

1 13
dt

100 30AS t t   
     

25
3 2

0

1 13 375

300 60 2
t t

    
 

 . 

Quãng đường chất điểm B  đi được trong 15  giây là : 
15

0

.dtBS at   
2 15

0

225

2 2

at a
  . 

Ta có 
375 225 5

2 2 3

a
a   . 

Vận tốc của B  tại thời điểm đuổi kịp A  là    5
15 .15 25 m/s

3Bv    . 

Câu 7: Một chất điểm A  xuất phát từ O , chuyển động thẳng với vận tốc biến thiên theo thời gian bởi 

quy luật    21 58 /
120 45

v t t t m s  , trong đó t  là khoảng thời gian tính từ lúc A  bắt đầu 

chuyển động. Từ trạng thái nghỉ, một chất điểm B  cũng xuất phát từ O , chuyển động thẳng 

cùng hướng với A  nhưng chậm hơn 3  giây so với A  và có gia tốc bằng  2/a m s . Sau khi 

B  xuất phát được 15  giây thì đuổi kịp A . Vận tốc của B  tại thời điểm đuổi kịp A  bằng 

A.  25 /m s  B.  36 /m s  C.  30 /m s  D.  21 /m s  

Lời giải 

Chọn C 

Thời điểm chất điểm B  đuổi kịp chất điểm A  thì chất điểm B  đi được 15 giây, chất điểm A
đi được 18  giây. 

Biểu thức vận tốc của chất điểm B  có dạng   dBv t a t at C    mà  0 0Bv   nên 

 Bv t at . 

Do từ lúc chất điểm A  bắt đầu chuyển động cho đến khi chất điểm B  đuổi kịp thì quãng 
đường hai chất điểm đi được bằng nhau. 

Do đó: 
18 152

0 0

1 58 225d d 225 . 2
120 45 2

t t at t a a
             

Vậy, vận tốc của chất điểm B  tại thời điểm đuổi kịp A  bằng    2.15 30 /Bv t m s  . 

Dạng 6: Ứng Dụng Tích Phân vào giải các bài toán thực tế 

Câu 1: Một hoa văn trang trí được tạo ra từ một miếng bìa mỏng hình vuông cạnh bằng 10  cm bằng 
cách khoét đi bốn phần bằng nhau có hình dạng parabol như hình bên. Biết 5AB  cm, 
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4OH   cm. Tính diện tích bề mặt hoa văn đó. 

 

A. 2160
cm

3
. B. 2140

cm
3

. C. 214
cm

3
. D. 250 cm . 

Lời giải 

 

Đưa parabol vào hệ trục Oxy  ta tìm được phương trình là:   216 16
:

25 5
P y x x   . 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi   216 16
:

25 5
P y x x   , trục hoành và các đường thẳng 

0x  , 5x   là: 
5

2

0

16 16 40
d

25 5 3
S x x x     

  . 

Tổng diện tích phần bị khoét đi: 1

160
4

3
S S   2cm . 

Diện tích của hình vuông là: 2100 cmhvS  . 

Vậy diện tích bề mặt hoa văn là: 2
2 1

160 140
100  cm

3 3hvS S S     . 

Câu 2: Một viên gạch hoa hình vuông cạnh 40cm . Người thiết kế đã sử dụng bốn đường parabol có 
chung đỉnh tại tâm viên gạch để tạo ra bốn cánh hoa (được tô mầu sẫm như hình vẽ bên). 
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Diện tích mỗi cánh hoa của viên gạch bằng 

A. 2800cm . B. 2800
cm

3
. C. 2400

cm
3

. D. 2250cm . 

Lời giải 

 
Chọn hệ tọa độ như hình vẽ (1 đơn vị trên trục bằng 10 1cm dm ), các cánh hoa tạo bởi các 

đường parabol có phương trình 
2

2

x
y  , 

2

2

x
y   ,

2

2

y
x   ,

2

2

y
x  . 

Diện tích một cánh hoa (nằm trong góc phàn tư thứ nhất) bằng diện tích hình phẳng giới hạn 

bởi hai đồ thị hàm số
2

2

x
y  , 2y x  và hai đường thẳng 0; 2x x  . 

Do đó diện tích một cánh hoa bằng 

2 2

0

2 d
2

x
x x

 
 

 
   

2
3

3

0

2 2
2

3 6

x
x

 
   
 

   2 24 400
dm cm

3 3
     2 24 400

dm cm
3 3

  . 

Câu 3: Một cái thùng đựng dầu có thiết diện ngang (mặt trong của thùng) là một đường elip có trục 
lớn bằng 1m , trục bé bằng 0,8m , chiều dài (mặt trong của thùng) bằng 3m . Đươc đặt sao 

cho trục bé nằm theo phương thẳng đứng (như hình bên). Biết chiều cao của dầu hiện có 
trong thùng (tính từ đáy thùng đến mặt dầu) là 0,6m . Tính thể tích V của dầu có trong thùng 

(Kết quả làm tròn đến phần trăm). 

 
A. 31,52mV  . B. 31,31mV  . C. 31,27mV  . D. 31,19mV  . 

Lời giải 
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Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ. 

 

Theo đề bài ta có phương trình của Elip là 
2 2

1
1 4
4 25

x y
  . 

Gọi M , N lần lượt là giao điểm của dầu với elip. 

Gọi 1S  là diện tích của Elip ta có 1

1 2
.

2 5 5
S ab

    . 

Gọi 2S  là diện tích của hình phẳng giới hạn bởi Elip và đường thẳng MN .  

Theo đề bài chiều cao của dầu hiện có trong thùng (tính từ đáy thùng đến mặt dầu) là 0,6m  

nên ta có phương trình của đường thẳng MN  là 
1

5
y  . 

Mặt khác từ phương trình 
2 2

1
1 4
4 25

x y
   ta có 24 1

5 4
y x  .  

Do đường thẳng 
1

5
y   cắt Elip tại hai điểm M , N  có hoành độ lần lượt là 

3

4
  và 

3

4
 

nên 
3 3

4 4
2 2

2

3 3

4 4

4 1 1 4 1 3
d d

5 4 5 5 4 10
S x x x x

 

 
       

 
  . 

Tính 

3

4
2

3

4

1
d

4
I x x



  .  

Đặt 
1 1

sin d cos d
2 2

x t x t t   . 

Đổi cận: Khi 
3

4
x


  thì 

3
t


  ; Khi 

3

4
x   thì 

3
t


 . 

 
3 3

2

3 3

1 1 1 1 2 3
. cos d 1 cos 2 d

2 2 8 8 3 2
I t t t t

 

 



 

 
      

 
  . 
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Vậy 2

4 1 2 3 3 3

5 8 3 2 10 15 20
S

  
      

 
. 

Thể tích của dầu trong thùng là 
3

.3 1,52
5 15 20

V
  

     
 

. 

Câu 4. Bác Năm làm một cái cửa nhà hình parabol có chiều cao từ mặt đất đến đỉnh là 2, 25 mét, 

chiều rộng tiếp giáp với mặt đất là 3  mét. Giá thuê mỗi mét vuông là 1500000  đồng. Vậy số 
tiền bác Năm phải trả là: 

A. 33750000  đồng. B. 3750000  đồng. C. 12750000  đồng. D. 6750000  đồng. 

Lời giải 

Gọi phương trình parabol   2:P y ax bx c   . Do tính đối xứng của parabol nên ta có thể 

chọn hệ trục tọa độ Oxy  sao cho  P  có đỉnh I Oy  (như hình vẽ). 

 

Ta có hệ phương trình: 

  

  

  

9
,

4
9 3

0
4 2
9 3

0
4 2

c I P

a b c A P

a b c B P

  

    

    

 

9

4
1

0

c

a

b

 


  
 


.  

Vậy   2 9
:

4
P y x   . 

Dựa vào đồ thị, diện tích cửa parabol là: 
3

2
2

3

2

9
d

4
S x x



    
 

3

2
2

0

9
2 d

4
x x

    
 

9
3 4

0

9
2

3 4

x
x

 
  

 
29

m
2

 . 

Số tiền phải trả là: 1500000 675 0
9

.
2

000  đồng 

3
;0

2
B
 
 
 

3
;0

2
A
  
 

9
0;

4
I
 
 
 

O

1

1

1

2

y

x



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 46 
 

 

Câu 5: Một tòa nhà có 8  cửa sổ vòm cần lắp một phần gương như hình minh họa ở bên. Biết kinh 

phí để lắp gương là 750.000 đồng 2/1m . Hỏi chủ nhà cần bao nhiêu tiền để lắp gương cho các 
phần của 8  cửa sổ?  

 
A. 8.000.000  đồng. B. 2.000.000 đồng. C. 5.000.000  đồng. D. 4.000.000 đồng. 

Lời giải 

Chọn A 

 

 Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ;        0;0 ,  0; 1 ,  1; 3 ,  ' 1; 3 .O A B B      

 Phương trình hai parabol    2 2
1 2: 3 ,  : 2 1.P y x P y x       

 Diện tích phần lắp kính:  
1 2

1 1
2 2

1 0

4
. 2. 1 . .

3P PS y y dx x dx m


       

 Vậy số tiền lắp gương cho các phần của 8  cửa sổ bằng: 
4

8. .750000 8000000
3

 (đ). 
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Câu 6: Một tòa nhà có 8  cửa sổ vòm cần lắp một phần gương như hình minh họa ở bên. Biết kinh 

phí để lắp gương là 750.000đồng 2/1m . Hỏi chủ nhà cần bao nhiêu tiền để lắp gương cho các 

phần của 8  cửa sổ? 

 
A. 6.000.000 đồng. B. 2.250.000 đồng. C. 750.000 đồng. D. 3.000.000đồng. 

Lời giải 

Chọn A 

 

 Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ;         20;3 ,  1;0 ,  1;0 : 3 3.S C D P y x      

 Diện tích phần lắp kính:      
1

2 2

1

1
3 3 . 4 2 1 2 1 .

2ABCDS x dx S m


         

 Vậy số tiền lắp gương cho các phần của 8  cửa sổ bằng: 8.1.750000 6000000 (đ). 

Câu 7: Một khuôn viên dạng nửa hình tròn có đường kính bằng 4 5  (m). Trên đó người thiết kế hai 

phần để trồng hoa có dạng của một cánh hoa hình parabol có đỉnh trùng với tâm nửa hình 
tròn và hai đầu mút của cánh hoa nằm trên nửa đường tròn (phần tô màu), cách nhau một 
khoảng bằng 4(m), phần còn lại của khuôn viên (phần không tô màu) dành để trồng cỏ Nhật 
Bản. Biết các kích thước cho như hình vẽ và kinh phí để trồng cỏ Nhật Bản là 100.000  
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đồng/m2. Hỏi cần bao nhiêu tiền để trồng cỏ Nhật Bản trên phần đất đó? (Số tiền được làm 
tròn đến hàng nghìn) 

 

A. 3.895.000  (đồng). B. 1.948.000  (đồng). C. 2.388.000  (đồng). D. 1.194.000  (đồng). 
Lời giải 

Chọn B 

 

Đặt hệ trục tọa độ như hình vẽ. Khi đó phương trình nửa đường tròn là 

 2
2 2 2 22 5 20y xR x x     . 

Phương trình parabol  P  có đỉnh là gốc O  sẽ có dạng 2y ax . Mặt khác  P  qua điểm 

 2;4M  do đó:  2
4 2 1a a    . 

Phần diện tích của hình phẳng giới hạn bởi  P  và nửa đường tròn.( phần tô màu) 

Ta có công thức  
2

1
2 2 2

2

11,920 4S x x dx m


   . 

Vậy phần diện tích trồng cỏ là   1
1 19, 47592654
2trongco hinhtronS S S  

Vậy số tiền cần có là 100000 1.948.000trongxoS    (đồng).đồng. 
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CHƯƠNG 4. SỐ PHỨC 
BÀI 1. SỐ PHỨC 

1. Số i 
2 21 0 1x x     . Với 21 i   với i là đơn vị ảo 

2. Định nghĩa số phức: Số phức là số có dạng  ( , )z a bi a b   , i là đơn vị ảo, tức là 2 1i    

a gọi là phần thực của z 

b gọi là phần ảo của z 

Tập hợp các số phức kí hiệu là   

3. Số phức bằng nhau 

Hai số phức được gọi là bằng nhau nếu phần thực và phần ảo của chúng tương ứng bằng nhau 

1 1 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

,z a b i z a b i

a a
z z

b b

   


   

 

4. Biểu diễn hình học số phức 

Điểm  ,M a b  trong hệ trục tọa độ vuông góc của mặt phẳng được gọi là điểm biểu diễn số phức 

 z a bi  

 
5. Mô đun của số phức 

Giả sử số phức z a   bi được biểu diễn bởi điểm ( ; )M a b  trên mặt phẳng toạ độ (H.69) . 

 

Độ dài của vectơ OM  được gọi là môdun của số phức z và kí hiệu là .z  

| | | |  hay | | | |z OM a bi OM  
 

 

Dễ thấy : 2 2| | .a bi a b    

6. Số phức liên hợp 

Cho số phức z a bi  . Khi đó số phức z a bi   gọi là số phức liên hợp của z. 

Từ định nghĩa ta có : 

 z z ;     | | | |z z . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOAN THAYCU.COM  

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 2 

 

BÀI 2. CỘNG, TRỪ, NHÂN SỐ PHỨC 
1. Phép cộng và phép trừ 

Cho 1 2,z a bi z c di    . Khi đó 

   1 2z z a b c d i      

   1 2z z a b c d i      

2. Phép nhân 

           a bi c di ac bd ad bc i  

BÀI 3. PHÉP CHIA SỐ PHỨC 
1. Tổng và tích của hai số phức liên hiệp 

Cho  , ,z a bi a b   . Lúc đó :  , ,z a bi a b    

2 22 , .z z a z z a b     

2. Phép chia số phức 

Cho 1 2,z a bi z c di    . Khi đó 

  
 

  2 2 2 2
c di ac bd ad bc i
a bi a b a b

 

Dạng 1. Phần Thực – Phần Ảo & Các Phép Toán 

1. Phương pháp 

Số phức z a bi   với ,a b  có a  là phần thực, b  là phần ảo. 

 Số phức liên hợp của số phức  z a bi  kí hiệu z  là  z a bi . 

 Môđun của số phức  z a bi , kí hiệu là 2 2z a b  . 

 Hai số phức 1 1 1 z a b i  và 2 2 2 z a b i  bằng nhau khi và chỉ khi 1 2

1 2


 

a a

b b
. 

Phép cộng và phép trừ 

Cho 1 2,z a bi z c di    . Khi đó 

   1 2z z a b c d i      

   1 2z z a b c d i      

Phép nhân 

           a bi c di ac bd ad bc i  

Phép chia số phức 

Cho 1 2,z a bi z c di    . Khi đó
  

 
  2 2 2 2

c di ac bd ad bc i
a bi a b a b

 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Tìm phần thực và phần ảo của các số phức i i(2 3 )(3 )   

Lời giải. 
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   2(2 3 )(3 ) 6 2 9 3 6 3 2 9 9 7           i i i i i i i  
Vậy phần thực là 9, phần ảo là -7 

Ví dụ 2: Phân tích 2 1a  tành nhân tử. 
 

Lời giải. 

    2 2 21a a i a i a i       

Ví dụ 3: Tìm các số thực x  và y  thỏa mãn điều kiện        2 1 3 2 2 4      x y i x y i  

Hướng dẫn giải 

Ta có  

       
2 1 2 1

2 1 3 2 2 4
3 2 4 3

    
             

x x x
x y i x y i

y y y
. 

Ví dụ 4: Tính i i2 2(1 ) (1– )   là: 

Lời giải. 

   2 2 2 2(1 ) (1– ) 1 2 1 2 4        i i i i i i i  

Ví dụ 5: Có tất cả bao nhiêu cặp số thực  ;x y  để hai số phức  

2 5 2 11
1 29 4 10 , 8 20z y xi z y i      là hai số phức liên hợp của nhau? 

Hướng dẫn giải 

Ta có  

2 5 2 11 2 2
1 2 9 4 10 8 20 9 4 10 8 20          z z y xi y i y xi y i  

2 2 29 4 8

210 20

    
      

xy y

yx
. 

Vậy có hai cặp số thỏa mãn:    2; 2 ; 2;2   . 

Nhận xét: 

4 1;ki 4 1 ; ki i 4 2 1;  ki 4 3 .  ki i  

Với mọi .k  Do đó: 5 11; .  i i i i  

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Phần thực và phần ảo của các số phức (4 ) (2 3 )(5 )i i i    là: 

A. 1 và 1 B. 1 và 2 C. 2 và 1 D. 2 và 3 
Lời giải. 

Chọn A 
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   (4 ) (2 3 )(5 ) 4 2 5 1 3 1 1i i i i i             

Câu 2: Phần thực và phần ảo của các số phức   2 5
2 3

3 4
i i

 
   

 
 là: 

A. 
8

3
 và 

3

4
 B. 

12

3
 và 

1

6
 C. 

4

3
 và 

7

4
  D. 

1

8
 và 

9

2  
Lời giải. 

Chọn C 

  2 5 2 5 4 7
2 3 2 3

3 4 3 4 3 4
                   
     

i i i i
 

Câu 3: Phần thực và phần ảo của các số phức 
i

i




1

1
 là:  

A. 1 và 0 B. 2 và 0 C. 0 và 2 D. 0 và 1 
Lời giải. 

Chọn D 

  
2

1 i 1 i1 i 2i
i

1 i 1 i 2

 
  

 
 

Câu 4: Phần thực và phần ảo của các số phức 
ai

bia 
 là: 

A. 
b

a
 và  a  B. 

2a

b
 và  a  C. 

b

a
 và a  D. 

2


a

b
 và a  

Lời giải. 

Chọn A 

  
2

a i b i aa i b ia a ab b
i a

i a a ai a

   
   


 

Câu 5: Kết quả của phép tính i i3 3(2 ) (3 )    là: 

A. 6 33  i  B. 5 27 i  C. 7 24  i  D. 16 37  i  
Lời giải. 

Chọn D 

   3 3 2 3 2 3(2 ) (3 ) 8 12 6 27 27 9          i i i i i i i i  

 2 11 18 26 16 37      i i i  

Câu 6: Kết quả của phép tính  6(2 )i  là: 

A. 1 44  i  B. 117 44  i  C. 17 24  i  D. 112 25  i  
Lời giải. 

Chọn B 
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   
23 26(2 ) 2 2 11 117 44i i i i           

Câu 7: Kết quả của phép tính  100(1 )i  là: 

A. 252  B. 502  C. 502  D. 252  
Lời giải. 

Chọn B 

   
502 50100 50(1 ) 1 2 2i i i       

 
 

Chú ý: 2 *1,  ni n   

Câu 8: Cho số phức  z x yi  , x y  . Phần thực và phần ảo của số phức 2 2 4 z z i  là: 

A. 2 22 2 x y y  và 3 2 3 xy y  B. 2 22 2 x y x  và 2 2 4 xy y  

C. 2 2 5 x y x  và 2 2 1 xy x  D. 2 24 2 x y x  và 2 4 xy y  
Lời giải. 

Chọn B 

     22 2 22 4 2 4 2 2 2 4z z i x yi x yi i x xyi y x yi i              

   2 2 2 2 2 4x y x xy y i       

Câu 9: Phân tích 2 1a  tành nhân tử. Chọn đáp án đúng: 

A.    2 2  a i a i  B.   2 2 a i a i
 

C.    a i a i  D.     a i a i
 

Lời giải. 

Chọn C 

    2 2 21 0 0 0a a i a i a i          

Câu 10: Phân tích 22 3a  tành nhân tử. Chọn đáp án đúng: 

A.   2 3 2 3a i a i   B.   22 3 2 3a i a i   

C.   2 22 3 2 3a i a i    D.   2 22 3 2 3a i a i   

Lời giải. 

Chọn A 

      2 222 3 0 2 3 0 2 3 2 3 0a a i a i a i          

Câu 11: Phân tích 4 24 9a b  tành nhân tử. Chọn đáp án đúng: 

A.   2 2 2 22 9 2 9a b i a b i    B.   2 2 2 22 9 2 9a b i a b i   

C.   2 22 9 2 9a bi a bi    D.   2 22 9 2 9a bi a bi   

Lời giải. 
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Chọn D 

      2 24 2 2 2 24 9 2 9 2 9 2 9 0a b a bi a bi a bi        

Câu 12: Phân tích 4 16a   tành nhân tử. Chọn đáp án đúng: 

A.   2 24 4a i a i    B.   2 216 16a i a i   

C.   2 24 4a i a i     D.   4 44 4a i a i   

Lời giải. 

Chọn A 

      2 24 2 2 216 4 4 4a a i a i a i       

Câu 13: Nếu z x yi   và a là số thực thì 2 2z a  bằng: 

A.    x ai y ai   B.   z ai z ai 
 

C.   y ai y ai   D.    x y z i 
 

Lời giải. 

Chọn B 

Ta có     22 2 2z a z ai z ai a ai       

Câu 14: Số phức liên hợp của a bi  là 

A.  a bi   B. a bi  C.  a b i   D. a bi   

Lời giải. 

Chọn B 

Số phức liên hiệp của a bi  là  a b i a bi     

Câu 15: Cho số phức z thỏa mãn: 
2(1 2 )

(2 ) 7 8 (1).
1

i
i z i

i


   


Tìm môđun của số phức 1z i     

A. 5  B. 5  C. 3  D. 3  

Lời giải. 

Chọn B 

Giả sử z a bi   

2(1 2 )
(1) (2 )( ) 7 8

1

i
i a bi i

i


     


 

2
2

2(1 2 )(1 )
2 2 7 8

1

i i
a bi ai bi i

i

 
      


 

22 2 1 2 2 7 8a bi ai bi i i i i           
2 3 7 3

2 1 8 2

a b a

b a b

    
      

 

Do đó 3 2 1 4 3i i i       16 9 5    . 

Câu 16: 
Tìm phần ảo của số phức z, biết    2

2 1 2z i i    
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A. 7  B. 5  C. 2  D. 2  

Lời giải. 

Chọn C 

Ta có:       2

2 1 2 1 2 2 1 2 5 2 5 2z i i i i i z i            

 Phần ảo của số phức z là 2  

 

Dạng 2: Tìm số phức z thỏa mãn điều kiện 

1. Phương pháp 

Bước 1: Đặt z a bi   với ,a b   

Bước 2: Từ giả thiết suy ra các z  là  z a bi , 2 2z a b  . 

Bước 3: Thay vào đề bài, giải hệ phương trình tìm được a,b  

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1 : Tìm số phức z biết:    2
3 3 2 2 (1)z z i i     

Lời giải. 

Giả sử ,z a bi  ta có: 

      2(1) 3 3 9 12 4 2 5 12 . 2a bi a bi i i i i i            

24 2 10 24 5 12 22 19a bi i i i i         
11 19

;
12 2

a b


   .  

Vậy 
11 19

2 2
z i   

Ví dụ 2 : Tìm số phức z  thỏa mãn 1 3 0z i z i    .   

Lời giải. 

Giả sử ,z a bi  ta có: 

1 3 0z i z i     

 2 2

2 2

1 0
1 3 0

3

a
a b a b i

b a b

         
  

 

 2 2

1 1
3 4

33 1

a a
b

b
b b

       
    

 

Ví dụ 3 : Cho số phức z  thỏa mãn 2 7 3z z i z     . Tính z . 

Hướng dẫn giải 

Gọi z a bi  ,  ,a b . 
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 
2 2

2 2 2 7
2 7 3 2 7 3

2 3

a b a a
z z i z a b a bi i a bi

b b

                   
 

 

 
2

22

3
3 4

3 7 0
39 3 7

9 3 7

b
b a

a
ba a

a a

                  

 4 3 5z i z     . 

3. Bài tập trắc nghiệm 
 

Câu 1: Tính môđun của số phức z biết: (2 1)(1 ) ( 1)(1 ) 2 2 (1)z i z i i        

A. 
2

2
 B. 

2

3  
C. 

2

3
 D. 

2 2

3  
Lời giải. 

Chọn C 

(1) (2 2 1))(1 ) ( 1)(1 ) 2 2a bi i a bi i i           
2 22 2 2 2 1 1 2 2a ai bi bi i a ai bi bi i i               

3 3 2 2 2a ba ai bi i i        

1
3 3 2 3

2 2 1

3

a
a b

a b
b

           


 Suy ra
1 1 2

9 9 3
z    . 

Câu 2: 
Tìm phần ảo của z biết:    3

3 2 2 (1)z z i i   
 

A. -5 B. -10 C. -15 D. 10 
Lời giải. 

Chọn B 

Giả sử z a bi   

      2 3(1) 3 3 8 12 6 2 2 11 . 2a bi a bi i i i i i i             

24 2 4 2 22 11 20 15a bi i i i i       
15

; 10
4

a b    . 

Vậy phần ảo của z bằng -10 

Câu 3: Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn 2z   và z2 là số thuần ảo 

A. 1 B. 4 C. 3 D. 5 
Lời giải. 

Chọn B 

Đặt z a bi   (với ,a b ) 2 2 2 2z a b abi     

Từ giả thiết ta có hệ phương trình 
2 2 2

2 2 2

0 1

2 1

a b a

a b b

     
    
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Vậy: 1 2 3 41 , 1 , 1 , 1z i z i z i z i           

Câu 4: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện      2
2 3 4 1 3i z i z i      . Tìm phần thực và phần ảo 

của z. 
A. -2 và -5 B. -2 và 5 C. 2 và 5 D. 2 và -5. 

Lời giải. 

Chọn B 

Gọi z x yi   (với ,x y ) 

Ta có      2
2 3 4 1 3i z i z i       

     
   
2 3 4 8 6

6 4 2 2 8 6

6 4 8 2

2 2 6 5

i x yi i x yi i

x y x y i i

x y x

x y y

       

     

    
     

 

Vậy phần thực của z là -2 và phần ảo của z là 5 

Dạng 3. Biểu diễn số phức 

 
1. Phương pháp 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , số phức  z a bi  có điểm biểu diễn là  ;M a b . 

Chú ý: 

 Ta có: OM z . 

 Nếu 1 2,z z  có các điểm biểu diễn lần lượt là 1 2,M M  thì 1 2 1 2 M M z z . 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho số phức z thỏa mãn     1 1 3 0i z i . Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ Oxy 

có tọa độ  nhiêu ? 
Lời giải. 

Ta có:  
     


 1 3

2 2 2; 1 .
1

i
z i z i M

i  

Ví dụ 2: Cho số phức z thỏa mãn    21 1 2z i z i    . Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ 

Oxy có tọa độ  nhiêu ? 
Lời giải. 

Gọi ; , .z x yi x y    Từ giả thiết cho ta: 

    

 

1 3 4 2 3 4

3 10
10;3

2 4 3

a bi i a bi i b b a i i

b a
M

b a b

             

    
       
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Ví dụ 3: Gọi , ,A B C  lần lượt là các điểm biểu diễn của các số phức 1 2,z  2 4 ,z i  3 2 4 z i  trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy . Tính diện tích tam giác ABC   

Lời giải. 

Ta có      2;0 , 0;4 , 2;4A B C  suy ra    0;4 ; 2;0 . 0.   
   
AC BC AC BC  

Do đó tam giác ABC  là tam giác vuông tại .C  

Suy ra 
1 1

. .4.2 4.
2 2   ABCS CA CB  

Ví dụ 4: Cho hai điểm ,M N  trong mặt phẳng phức như hình bên. Gọi P  là điểm sao cho OMPN  là 

hình bình hành. Điểm P  biểu thị cho số phức nào trong các số phức sau? 

 

Lời giải. 

Cách 1: Giả sử  ;P x y . Ta có:    1; 2 ; 3;1 .   
 
MP x y ON  

Tứ giác OMPN  là hình bình hành khi 
1 3 4

.
2 1 3

   
      

  x x
MP ON

y y
 

Suy ra,  4;3P  là điểm biểu diễn số phức 4 3 . z i  

Cách 2: Ta có:     3
1;2 , 3;1 2;

2
   
 

M N I  là trung điểm của đoạn thẳng MN . 

Tứ giác OMPN  là hình bình hành nên I  là trung điểm OP . Suy ra  4;3P , là điểm biểu diễn  

số phức 4 3 z i . 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho số phức z thỏa mãn     2
3 2 2 3 1 8z i i i      . Điểm M biểu diễn số phức z  trong 

hệ tọa độ Oxy có tọa độ là: 

A.  ;4 3M 
 

B.  ;4 3M
 

C.  ;4 3M 
 

D.  ;4 3M  
\ 

Lời giải. 

Chọn A 

Ta có  2 26 9 4 6 2 1 8 4 3 4; 3 .z i i i t i i M           
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Câu 2: Cho số phức z thỏa mãn    1
1 3 2

3
z i i

i
   


. Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ 

Oxy có tọa độ là: 

A. 
53 9

;
10 10

M   
 

 B. 
53 9

;
10 10

M    
 

 C. 
53 9

;
10 10

M  
 
 

 D. 
53 9

;
10 10

M
 

 
 

 

Lời giải. 

Chọn C 

Ta có 2

2

3 53 9 53 9
3 2 3 2 ; .

10 10 10 103 1

i
z i i i i M

           
 

 

Câu 3: Cho số phức z thỏa mãn  1 1 3 0i z i    . Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ Oxy 

có tọa độ là: 

A.  2;1M  B.  2; 1M   C.  1;2M   D.  2; 1M    

Lời giải. 

Chọn B 

Ta có:  1 3
2 2 2; 1

1

i
z z i z i M

i


        


 

Câu 4: Cho số phức z thỏa mãn  2 4 3i z i   . Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ Oxy có 

tọa độ là: 

A.  ;1 2M 
 

B.  ;1 2M
 

C.  ;1 2M 
 

D.  ;1 2M  
 

Lời giải. 

Chọn A 

Ta có  ;


   


4 3
1 2 1 2

2

i
z i M

i
  

Câu 5: Cho số phức z thỏa mãn  1
3

1 2

z
z i

i
  


. Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ Oxy 

có tọa độ là: 

A.  4;1M   B.  4; 1M   C.  4; 1M    D.  4;1M  

Lời giải. 

Chọn D 

Gọi ; , .z a bi a b    Từ giả thiết cho ta: 

          41
3 2 3 2 1 4;1

11 2

aa bi
a bi i a b a b i a b i M

bi


                 

 

Câu 6: Cho số phức z thỏa mãn 2 3 2z z i   . Điểm M biểu diễn số phức z  trong hệ tọa độ Oxy có 
tọa độ là: 

A.  1;2M  B.  1;2M   C.  1; 2M   D.  1; 2M    
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Lời giải. 

Chọn C 

Gọi ; , .z a bi a b    Từ giả thiết cho ta: 

      1
2 3 2 3 3 2 1; 2

2

a
a bi a bi i a bi i M

b


             

 

Câu 7: Trên mặt phẳng phức, nếu A(1;2) thì điểm B đối xứng qua trục tung của A là điểm biểu diễn 
của số phức: 
A. 2 i  B. 2 i  C. 1 2i   D. 2 i   

Lời giải. 

Chọn C 

Câu 8: Trên mặt phẳng phức, tập hợp các số z x yi   sao cho 2z  là số thực được biểu diễn bởi: 

A. Đường có phương trình 0xy   

B. Đường có phương trình 0x   
C. Đường có phương trình 0y   

D. Nửa mặt phẳng bờ là Ox. 
Lời giải. 

Chọn A 

Ta có  22 2 2 2z x yi x y xyi     . 

Như thế, 2z  là số thực khi và chỉ khi 0xy   

Câu 9: Cho các số phức 1 2 31; 2 2 , 1 3z z i z i      được biểu diễn trong mặt phẳng tọa độ Oxy là 

, ,M N P , các điểm này lần lượt là trung điểm của ba cạnh tam giác EFH. Tọa độ trọng tâm G 

của tam giác EFH là: 

A.  2;3  B.  3;2  C. 
2 2

;
3 3

 
 
 

 D. 
2 5

;
3 3

 
 
   

Lời giải. 

Chọn D 

     1;0 , 2;2 , 1;3M N P   là điểm biểu diễn các số phức trên. 

Hai tam giác EFH và MNP có 3 trung tuyến trùng nhau từng đôi một nên có cùng trọng tâm G. 

1 2 1 2
2 53 3 ;

0 2 3 5 3 3

3 3

G

G

x
G

y

             


 

Câu 10: Cho 2 số phức 1 3 4z i    và 2 7 2z i   được biểu diễn trong mặt phẳng tọa độ Oxy là hai 

điểm M  và N . Đường tròn đường kính MN có phương trình là: 

A.    3 4 0x x y y     B.    3 4 0x x y y     
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C.    2 2
2 3 26x y     D.    2 2

2 3 16x y     

Lời giải. 

Chọn C 

Trong mặt phẳng oxy 2 điểm    3; 4 , 7; 2M N   Tâm  2;3I  

Bán kính      104 2 2
26 : 2 3 26

2 2

MN
R C x y         

Câu 11: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm M  là điểm biểu diễn của số phức 4 2z i  . Phương 
trình đường trung trực của đoạn OM là: 
A. 2 5 0x y    B. 2 5 0x y    C. 2 5 0x y    D. 2 5 0x y    

Lời giải. 

Chọn B 

Gọi    là trung trực của đoạn OM 

    qua trung điểm I của  2;1OM I  và có vectơ pháp tuyến  4;2n OM 


 

     : 4 2 2 1 0 4 2 10 0 2 5 0x y x y x y               

Câu 12: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho ba điểm , ,M N P  là điểm biểu diễn của 3 số phức: 

1 2 38 3 ; 1 4 ; 5z i z i z xi      . Với giá trị nào của x thì tam giác MNP vuông tại P? 

A. 1 và 2 B. 0 và 7 C. -1 và -7 D. 3 và 5 
Lời giải. 

Chọn B 

Ta có 3 điểm      8;3 , 1;4 , 5;M N P x  

   3; 3 ; 4; 4MP x NP x     
 

 

Để MNP  vuông tại . 0P MP NP 
 

  12 3 4 0 0; 7x x x x          

Câu 13: Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác MNP có ,  N,PM  là điểm biểu diễn của số phức 

1 2 31 2 ; 3 ;z i z i z x yi        và O là trọng tâm. Tọa độ đỉnh P là: 

A.  3; 2  B.  2; 3  C.  2;1  D.  1; 3  

Lời giải. 

Chọn B 

     1;2 ,  3;1 ,  ;p pM N P x y  

O là trọng tâm tam giác MNP 

1 3 0 23

2 1 0 33
p pM N P O

p pM N P O

x xx x x x

y yy y y y

                    
. Vậy  2; 3P   

Câu 14: Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm ,  NM . là điểm biểu diễn của số phức 

1 22 ; 4 2z m i z i     Nếu 5MN   thì tất cả các giá trị của m là: 
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A. 1 và 7 B. 7  C. -1 và -7 D.  1; 3  

Lời giải. 

Chọn A 

   ;2 ,  4; 2M m N   

25 25MN MN    

 2 24 16 25 16 8 25m m m         

2 8 7 0 1,  7m m m m        

Dạng 4. Tập hợp 

1. Phương pháp 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , số phức  z a bi  có điểm biểu diễn là  ;M a b . 

Thay  z x yi  vào giả thiết, đưa về phương trình đường thẳng, đường tròn, parabol hay elip đã được học 

ở lớp 10 

Chú ý: Nếu 1 2,z z  có các điểm biểu diễn lần lượt là 1 2,M M  thì 1 2 1 2 M M z z . 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Cho các số phức z  thỏa mãn  2 2zi i   . Biết rằng tập hợp các điểm biểu diễn các số phức 

z  là một đường tròn. Tâm I của đường tròn đó. 
Lời giải. 

Chọn A 

Gọi số phức ; , .z x yi x y    Từ giả thiết ta có: 

         2 2
2 2 2 1 2 1 2 4 1; 2zi i y x i x y I                 

Ví dụ 2: Cho các số phức z  thỏa mãn 3 4z z   . Tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  trong 

mặt phẳng Oxy 
. 

Lời giải. 

Gọi số phức ; , .z x yi x y    Từ giả thiết ta có: 

 2 1
3 4 3 4

5

x
x yi x yi x

x

 
          

. 

Tập hợp các điểm bểu diễn số phức z  là hai đường thẳng   1, 5x x  

Ví dụ 3: Cho các số phức z  thỏa mãn phần thực thuộc  0;3  và phần ảo thuộc đoạn  2; 4 . Tìm tập 

hợp điểm biểu diễn số phức z   
Lời giải. 
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Gọi , , .z x yi z y    Từ giả thiết ta có 
0 3

2 4

x

y

 
  

 nên suy ra tập hợp các điểm biểu diễn số 

phức z là miền trong của hình chữ nhật có bốn đỉnh là giao của 0, 3, 2, 4.x x y y      

Ví dụ 4: Cho các số phức z  thỏa mãn 1 2 2.z i   
 
Tìm tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  

Lời giải. 

Gọi , , .z x yi z y    Ta có    2 2
1 2 2 1 2 4x yi i x y         

Tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  là hình tròn tâm  1; 2I  và bán kính 2R   

Ví dụ 5: Tìm tập hợp các điểm trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện 

4 4 10z i z i     là 

Lời giải. 

Xét hệ thức: 4 4 10z i z i      

Đặt  , ,z x yi x y   . Lúc đó 

   
2 2

2 22 2 (4) 4 4 10 1
9 16

x y
x y x y           

Vậy tập hợp điểm M là đường elip có hai tiêu điểm là 1 2F (0;4);F (0; 4) và độ dài trục lớn là 

16.  

Ví dụ 6:  Cho các số phức z  thỏa mãn 20202 1 2z i z i    . Tập hợp các điểm biểu diễn số phức 

2 1 4w z i    trên mặt phẳng tọa độ là một đường thẳng. Tính khoảng cách từ  2; 3I   đến 

đường thẳng đó 

Hướng dẫn giải 

Giả sử z a bi   ;a b  và w x yi   ;x y . 

Ta có 20202 1 2z i z i     101022 1 2a bi i a bi i        

     2 2 222 1 2a b a b        2 4 1 0 1a b    . 

Theo giả thiết: 2 1 4w z i    2 1 4x yi a bi i       2 1 4 2x yi a b i      . 

2 1

4 2

x a

y b

 
   

1

2
4

2

x
a

y
b

    


 2 . 

Thay  2  vào  1  ta được: 
1 4

2. 4. 1 0
2 2

x y 
    2 6 0x y     .  

Vậy:   10 5
,

5
d I   . 
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3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho các số phức z  thỏa mãn 1 1z i   . Biết rằng tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  

là một đường tròn. Bán kính R của đường tròn đó là 
A. 1R   B. 2R   C. 4R   D. 8R   

Lời giải. 

Chọn A 

Gọi số phức ; , .z x yi x y    Từ giả thiết ta có: 

       2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1z i x y i x y R               . 

Câu 2: Cho các số phức z  thỏa mãn 1 2z z i    . 

A. Đường thẳng B. Đường tròn C. E – líp D. Một điểm xác định. 
Lời giải. 

Chọn A 

Gọi số phức ; , .z x yi x y    Từ giả thiết ta có: 

     
1 3

2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 3

2




           










y

x yi x yi i y i y

y

  

 

Câu 3: Cho các số phức z  thỏa mãn phần thực thuộc đoạn  2;1 . Tập hợp các điểm biểu diễn các số 

phức z  là: 
A. Đường thẳng 2x   . 
B. Đường thẳng 1x   
C. Phần mặt phẳng giới hạn bởi hai đường thẳng 2x    và 1x  . 
D. Phần mặt phẳng không giới hạn bới hai đường thẳng 2x    và 1x  . 

Lời giải. 

Chọn C 

Câu 4: Cho các số phức z  thỏa mãn 2 3z     . Tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  là: 

A. Hình tròn. B. Hình quạt C. E – líp D. Hình vành khăn. 
Lời giải. 

Chọn D 

Gọi ; , .z x yi x y   . Từ giả thiết ta có: 

2 2 2 22 4 9    x y x y           Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là hình 

vành khăn giới hạn bởi hai đường tròn đồng tâm O có bán kính lần lượt là 2 và 3. 
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Câu 5: Quĩ tích các điểm M biểu diễn số phức (1 3) 2i z     biết số phức z thỏa mãn: 

1 2 (1)z   . 

A. Là đường tròn có bán kính 16 B. Là hình tròn tâm I(1,2) 
C. Là đường tâm I (1,2)  D. Là hình tròn bán kính 4 

Lời giải. 

Chọn D 

Giả sử a bi    

Ta có 
2 3 ( 3 )

(1 3) 2 1
1 3 1 3

a bi a b i
a bi i z z z

i i

    
        

 
 

3 ( 3)
(1) 2

1 3

a b i

i

  
 



2 23 ( 3) ( 3) ( 3)
2 2

21 3

a b i a b

i

     
   


 

2 2( 3) ( 3) 16a b      

Vậy quĩ tích các điểm M biểu diễn số phức là hình tròn 2 2( 3) ( 3) 16x y     (kể cả những 

điểm nằm trên biên). 

Câu 6: 
Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z sao cho 

2 3z i
u

z i

 



 là một số thuần ảo. Là một đường 

tròn tâm  ;I a b
. Tính tổng a + b 

A. 2 B. 1 C. -2 D. 3 
Lời giải. 

Chọn C 

Giả sử  ,z x yi x y    có điểm  ;M x y  biểu diễn z trên mặt phẳng (Oxy). 

Khi đó  
   

 
        

  
    

      2 3 12 3 2 3
221 1

x y i x y iz i x yi i
u

z i x y i x y
 

Từ số bằng:  2 2 2 2 3 2 2 1x y x y x y i       ; u là số thuần ảo khi và chỉ khi: 

 
   

 

2 22 2 2 2 3 0 1 1 5
2 22 21 0 1 0

x y x y x y

x y x y

        


     

 
 
  

 

Kết luận: Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của z là một đường tròn tâm  1; 1I   , bán kính 

5R  , loại đi điểm  0;1 . 

Câu 7: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức thỏa mãn 2 1z i   là 
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A. Hình tròn tâm  0;2I , bán kính 1R   

B. Hình tròn tâm  0; 2I  , bán kính 1R   

C. Hình tròn tâm  2;0I  , bán kính 1R   

D. Đường tròn tâm  0; 2I  , bán kính 1R   

Lời giải. 

Chọn B 

Đặt  ,z x iy x y    và  ;M x y  là điểm biểu diễn số phức z trên mặt phẳng phức 

   222 2 2 2z i x y i z i x y           

Theo giả thiết  222 1 2 1z i x y       

Câu 8: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z thỏa mãn 2 2z i z z i     

là: 

A. Đường tròn tâm  0;1I , bán kính 1R   

B. Đường tròn tâm  3;0I , bán kính 3R   

C. Parabol 
2

4

x
y   

D. Parabol 
2

4

y
x 

 
Lời giải. 

Chọn C 

Đặt  ,z x iy x y    và  ;M x y  là điểm biểu diễn số phức z trên mặt phẳng phức 

Ta có:    2 2 2 1 2 1z i z z i x y i y i          

   2 22 2 2 2 21 1 2 1 2 1 4x y y x y y y y x y               

Câu 9: Gọi  , ,  z x yi x y  . Hãy xác định tập hợp các điểm M biểu diễn số phức 

1 2   z z i . Chọn đáp án đúng: 

A. Tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z là hai đường thẳng song song với trục hoành 

1 3

2


y  

B. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường parabol 24 4 2  y x x  

C. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường tròn tâm  1; 2 , 4I R  

D. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một hình tròn tâm  1;2 , 4I R
 

Lời giải. 
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Chọn A 

 1 2 1 2 1 2 1 2z z i x yi x yi i y i                

 22 2

1 3

21 2 1 2 4 4 2 0
1 3

2

y
y y y

y

 


        
 




 

Kết luận: Tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z là hai đường thẳng song song với trục 

hoành 
1 3

2


y  

Câu 10: Gọi  , ,  z x yi x y  . Hãy xác định tập hợp các điểm M biểu diễn số phức 

2 . 1 2 3  i z z . Chọn đáp án đúng: 

A. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường tròn tâm  1;4 , 4I R  

B. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một hình tròn tâm  1; 4 , 4I R  

C. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường parapol 2 35
6

4
 y x  

D. Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường đường thẳng 
35

6
4

 y x
 

Lời giải. 

Chọn D 

 2 . 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 2 3i z z i x yi x yi y xi x yi                 

       2 2 2 22 2 2 2 35
2 1 4 2 3 2 1 4 4 3 6

4
y x x y y x x y y x                    

Kết luận: Tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là một đường đường thẳng 
35

6
4

y x   

Dạng 5. Bài tập 8+, 9+ 

Câu 1: Có bao nhiêu số phức z  thỏa mãn  6 8 2z i    và . 64z z  . 

A. 3 . B. 4 . C. 2 . D. 1. 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Gọi  ,z x yi x y   . 

Khi đó: 
       

 

2 2

2 2

6 8 2 6 8 4 1

64 2. 64

z i x y

x yz z

         
   
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Trong mặt phẳng tọa độ Oxy  thì: 

 1  là phương trình của đường tròn  1C
 
có tâm  6;8I , bán kính 1 2R  . 

 2  là phương trình của đường tròn  2C  có tâm  0;0O , bán kính 2 8R  . 

Vì 2 2
1 26 8 10OI R R      nên đường tròn  1C  và  2C  tiếp xúc ngoài nhau như hình vẽ. 

 

Suy ra hệ phương trình    1 , 2 có nghiệm duy nhất. 

Vậy có đúng 1 số phức thỏa mãn ycbt. 

Chú ý: Ta có thể tìm nghiệm của hệ phương trình    1 , 2  như sau: 

Hệ    
2

2 22

2

2

24
3 4 40 012 96 16 0 24 325

32 5 5

5

1 , 2
64 064 0

z i
x y

xx yx y x y

x y y

               
   



 



   

. 

Câu 2: Có bao nhiêu số phức z  thỏa mãn 2 3 1z i z i      và  2
2 5z z z   ? 

A. 1 . B. 0 . C. 2 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

Cách 1. 

Đặt z x yi   ( x , y ). Ta có 

2 3 1z i z i            2 2 2 2
2 3 1 1x y x y         

6 8 11 0x y    6 11

8

x
y


  . 

 2
2 5z z z    2 2 2 5x y x yi x yi       2 2 4 5 0x y x     . 
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Thay vào, ta được 
2

2 6 11
4 5 0

8

x
x x

     
 

2100 124 199 0x x     

31 4 371

50

31 4 371

50

x

x

  



  




. 

Với 
31 4 371

50
x

 
 

92 3 371

50
y

 
 

31 4 371 92 3 371

50 50
z i

    
    

 
. 

Với 
31 4 371

50
x

 
 

92 3 371

50
y

 
 

31 4 371 92 3 371

50 50
z i

    
    

 
. 

Vậy có hai số phức thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Cách 2. 

Từ và suy ra số các số phức z  thỏa mãn yêu cầu bài toán bằng số giao điểm của đường thẳng 

: 6 8 11 0x y     với đường tròn   2 2: 4 5 0C x y x    . 

Đường tròn  C  có tâm  2;0I   và bán kính 3R  . 

Ta có  
2 2

12 11
,

6 8
d I

 
 



23

10
 R  nên   cắt  C  tại hai điểm phân biệt. 

Do đó, có hai số phức thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Câu 3: Giả sử 1 2,z z  là hai nghiệm phức của phương trình    2 1 2 1 3i z z i z i      và 

1 2 1z z  . Tính 1 22 3M z z  . 

A. 19M  . B. 19M  . C. 25M  . D. 5M  . 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

       2 1 2 1 3 2 1 2 10i z z i z i z z z i              

   2 2 4 2 2
2 1 2 10 5 5 10 0 1 1z z z z z z z              

Gọi 1 1 1 2 2 2,z a b i z a b i    . 

Ta có: 2 2 2 2
1 2 1 1 2 21 1z z a b a b        

Ta có:    2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
1 1

2
z z a a b b a a b b           
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Ta có:        2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 3 2 3 2 3 2 3 2 3M z z a a b b i a a b b           

     2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 24 12 9 19a b a a b b a b       .  

Câu 4: Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn 
2

z z z z z     và 2z  là số thuần ảo. 

A. 4. B. 2. C. 3. D. 5. 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Giả sử  ; ,z a bi a b   , khi đó ta có 2 2 2 2z a b abi    là số thuần ảo khi và chỉ khi 

2 2a b  1a b   

Khi đó z a bi  suy ra 2 , 2z z a z z b    . 

Ta có 
2 2 2z z ab   nên kết hợp với giả thiết suy ra  2ab a b   

Kết hợp  1  và  2  ta được hệ 
a b

ab a b

 


 

2
2a a

a b

  


2

0

a b

a b

  
 

 

2

2

2

2

0

a b

a b

a b

a b

a b

 
   
   
    
  

 

Vậy có 5 số phức thỏa mãn. 

Câu 5: Cho số phức z  không phải là số thực và 
2

2

2 4

2 4

z z

z z

 
 

 là số thực. Có bao nhiêu số phức z  thỏa 

mãn 2z z z z z    ? 

A. 0 . B. 2 . C. 4 . D. 8 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Cách 1. 

Ta có 
2

2

2 4

2 4

z z

z z

 
 

 là số thực nên 

2 2

2 2

2 4 2 4

2 4 2 4

z z z z

z zz z

   


   
     2 2 2 22 4 2 4 2 4 2 4z z z z z z z z          

2 24 . 4 . 16 16 0z z z z z z        2
4 0z z z z z      

  2
4 0z z z    2

4z   vì 0z z    1  
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Đặt z a bi   với 0b  , a  

2
z z z z z    2 2 4a b     2  

Từ  1  và  2  ta có 
2 2 4

2

a b

a b

  
  

. 0

2

a b

a b





  

0

2

a

b

   

0

2

0

2

a

b

a

b

 
     

. 

Cách 2. 

Đặt z a bi   với ,a b . Do z  là số thực nên 0b   

2

2

2 4

2 4

z z

z z

 
 

   
   

2

2

2 4

2 4

a bi a bi

a bi a bi

   


   

   
   

2 2

2 2

2 4 2 2

2 4 2 2

a b a ab b i

a b a ab b i

    


    
 

2

2

2 4

2 4

z z

z z

 
 

 là số thực nên phần ảo bằng 0  

     2 2 2 22 4 2 2 2 2 2 4 0a b a ab b ab b a b a             

 2 24 4 0b a b    2 2 4a b    do 0b  . 

Mặt khác 
2

z z z z z    2 22 2a b a b    

  2 22 a b a b      22 2 2 24 2a ab b a b      

Thay  1  vào  2  ta có  4 4 2 16ab  0ab 
0

0

a

b


  

 mà 0b   nên nhận 0a   

Với 0a   ta được 2b    nên 2z i   

Câu 6: Cho số phức  23 1z m m i    ,với m  là tham số thực thay đổi. Tập hợp các điểm biểu diễn 

số phức z  thuộc đường cong  C . Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi  C  và trục hoành. 

A. 
2

3
. B. 

8

3
. C. 

1

3
. D. 

4

3
. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 
Xét z x yi   với ,x y . 

Mà  23 1z m m i   
2

3

1

x m

y m

 
 

 
 

 2 2

3

3 1 6 8

x m

y x x x

  
     

 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z  thuộc đường cong  C : 2 6 8y x x    
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Xét phương trình hoành độ giao điểm của  C và trục Ox . 2 2
6 8 0

4

x
x x

x


     

 

Diện tích giới hạn bởi  C  và trục hoành là: 

 
4 4

2 2

2 2

6 8 6 8S x x dx x x dx         

4
3

2

2

4
3 8

3 3

x
x x

 
     

 
 

Câu 7: Gọi S  là tập tất cả các giá trị thực của tham số m  để tồn tại 4 số phức z  thỏa mãn 

2z z z z     và    2z z z z m     là số thuần ảo. Tổng các phần tử của S  là. 

A. 2 1 . B. 
2 1

2


. C. 

3

2
. D. 

1

2
. 

 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Đặt  , ,z x yi x y   . 

2 2 2 2 1z z z z x yi x y          . 

Đặt     2
2z z z z z m z z z m          . 

z  là số thuần ảo nên có phần thực bằng 0. Tức là: 2 2x y m  . 

Tập hợp các điểm  ;M x y  thỏa mãn là hình vuông tâm là gốc tọa 

 
Để có 4 cặp số  ;x y  thỏa mãn đồng thời và thì phải là một đường tròn nội tiếp hoặc ngoại tiếp 

hình vuông nói trên. Tức là 0m   và 1m   hoặc 
2

2
m  1m   hoặc 

1

2
m   

Vậy tổng các phần tử của S  là 
3

2
. 
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Câu 8: Biết rằng hai số phức 1z , 2z  thỏa mãn 1 3 4 1z i    và 2

1
3 4

2
z i   . Số phức z  có phần 

thực là a  và phần ảo là b  thỏa mãn 3 2 12a b  . Giá trị nhỏ nhất của 1 22 2P z z z z      

bằng: 

A. 
9945

11
P  . B. 5 2 3P   .          C. 

9945

13
P  . D. 5 2 5P   . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Gọi A  là điểm biểu diễn của số phức 1z  suy ra A  thuộc đường tròn  C  tâm (3;4)I , bán kính 

1R  . 

Gọi A  là điểm đối xứng của A  qua đường thẳng d . 

2 2

1
3 4 2 6 8 1

2
z i z i       . 

Gọi B  là điểm biểu diễn của số phức 22z  suy ra B  thuộc đường tròn  1C  tâm (6;8)J  bán 

kính 1 1R  . 

Gọi M  là điểm biểu diễn của số phức z  suy ra M  thuộc đường thẳng d : 3 2 12 0x y   . 

Ta có: điểm I , J  cùng phía so với đường thẳng d  và đường thẳng d  không có điểm chung 

với đường tròn  C  và đường tròn  1C . 

d

A

H M

B

A'

I

J

K

 

Gọi  2C  là đường tròn tâm K  đối xứng với đường tròn  C  qua đường thẳng d . 

Khi đó điểm K  đối xứng với điểm I  qua đường thẳng d . 

Ta tìm được 
105 8

;
13 13

K
 
 
 

, 
9945

13
JK  . 

Khi đó: 1 22 2 2 ' 2 ' 2P z z z z MA MB MA MB A B              

Suy ra min

9945
' 2 1 1 2

13
P A B JK JK        . 
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Câu 9: Trong các số phức z  thỏa mãn 1 1 2z i z i     , số phức z  có mô đun nhỏ nhất có phần 

ảo là 

A. 
3

10
. B. 

3

5
. C. 

3

5
 . D. 

3

10
 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Gọi z x yi  ,  ,x y   được biểu diễn bởi điểm  ;M x y . 

       1 1 2 1 1 1 2z i z i x y i x y i              

       2 2 2 2 3
1 1 1 2 4 2 3 0 2

2
x y x y x y y x                . 

Cách 1: 

2 2
2 2 2 23 9 3 9 3 5

2 5 6 5 ,
2 4 5 20 10

z x y x x x x x x                   
   

. 

Suy ra 
3 5

10
min z   khi 

3 3
;

5 10
x y    . 

Vậy phần ảo của số phức z  có mô đun nhỏ nhất là 
3

10
 . 

Cách 2: 

Trên mặt phẳng tọa độ Oxy , tập hợp điểm biểu diễn số phức z là đường thẳng 

: 4 2 3 0d x y   . 

Ta có z OM . z  nhỏ nhất OM nhỏ nhất M là hình chiếu của O  trên d . 

Phương trình đường thẳng OM  đi qua O  và vuông góc với d  là: 2 0x y  . 

Tọa độ của M  là nghiệm của hệ phương trình: 

3
4 2 3 0 5

2 0 3

10

x
x y

x y
y

          


 

3 3
;

5 10
M     

 
. Hay 

3 3

5 10
z i   . 

Vậy phần ảo của số phức z  có mô đun nhỏ nhất là 
3

10
 . 

Nhận xét: Ta có thể tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức z  như sau: 

   1 1 2 1 1 2z i z i z i z i              *  
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Gọi M  biểu diễn số phức z , điểm  1; 1A   biểu diễn số phức 1 i , điểm  1; 2B    biểu 

diễn số phức 1 2i  . 

Khi đó  * MA MB  . Suy ra tập hợp điểm biểu diễn số phức z là đường trung trực của 

đoạn thẳng AB có phương trình : 4 2 3 0d x y   . 

Câu 10: Cho số phức z thoả mãn 3 4 5z i   và biểu thức 
2 2

2P z z i     đạt giá trị lớn nhất. 

Tính z i  

A. 61 . B. 41 . C. 5 3 . D. 3 5 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

Gọi z x yi   với ,x y . 

Vì    2 2
3 4 5 3 4 5z i x y        . 

Vậy tập hợp điểm biểu diễn của số phức z là đường tròn tâm  3;4I , bán kính 5R  . 

Ta có    2 2 2 22 22 2 1 4 2 3P z z i x y x y x y              

   4 12 2 8 23 4 3 2 4 23x y x y          . 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki cho 4 số: 4, 3, 2, 4x y   ta có: 

       2 2
23 4 3 2 4 16 4. 3 4 10P x y x y           33P   

Max 33P   khi 
3 4

2 4 10 5
4 2

4 2 30 5
4 2 30

x y
x y x

x y y
x y

                

1 5 6 61z i     . 

Câu 11: Cho hai số phức ,z w  thỏa mãn 3 2 2z   , 4 2 2 2w i  . Biết rằng z w  đạt giá trị 

nhỏ nhất khi 0z z , 0w w . Tính 0 03z w . 

A. 2 2 . B. 4 2 . C. 1. D. 6 2 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Ta có: + 3 2 2z   , suy ra tập hợp điểm biểu diễn M  biểu diễn số phức z  là đường tròn 

có tâm  3 2 ;0I , bán kính 2r  . 

4 2 2 2w i  , suy ra tập hợp điểm biểu diễn N  biểu diễn số phức w  là đường tròn có tâm 

 0;4 2J , bán kính 2 2R  . 

Ta có min minz w MN  . 

5 2; 2; 2 2IJ IM r NJ R     . 
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Mặt khác IM MN NJ IJ    MN IJ IM NJ     hay 5 2 2 2 2 2 2MN     . 

Suy ra min 2 2MN   khi , , ,I M N J thẳng hàng và ,M N  nằm giữa ,I J . 

Cách 1: 

Khi đó ta có: 0 03 3z w OM ON  
 

 và 3 2IN   
1 3

;
5 5

IM IJ IN IJ  
   

. 

Mặt khác ON OI IN 
  

 
3

5
OI IJ 
 

;  3 3OM OI IM  
  

 
1 3

3 3
5 5

OI IJ OI IJ
    
 

   
. 

Suy ra 0 03 3z w OM ON  
 

 
3 3

3 2
5 5

OI IJ OI IJ OI
      
 

    
 6 2 . 

Cách 2:  

Ta có 3 3 0IN IM IM IN   
    

. 

Do đó    0 03 3 3 2 2. 2.3 2 6 2.z w OM ON OI IM OI IN OI OI          
      

 

Cách 3:  

0

12 2
1 12 2 4 25
5 5 54 2

5

M

M

x
IM

IM IJ IM IJ z i
IJ

y


      

 

   
. 

0

6 2
3 6 2 12 25
5 5 512 2

5

N

N

x
IN

IN IJ IN IJ w i
IJ

y


      

 

   
. 

Suy ra 0 03 6 2 6 2z w   . 
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Câu 12: Cho số phức z  thỏa mãn 3 2 12z z z z    . Gọi ,M m  lần lượt là giá trị lớn nhất, nhỏ nhất 

của 4 3z i  . Giá trị của .M m  bằng 

A. 28. B. 24. C. 26. D. 20. 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Đặt ,z x yi    ; Rx y ,  ;P x y  là điểm biểu diễn của số phức z . 

Ta có 3 2 12z z z z     3 2 2 2 12x yi    3 2 6x y     1 . 

Khi 0; 0x y  , ta có  1 3 2 6x y   . 

Khi 0; 0x y  , ta có  1 3 2 6x y   . 

Khi 0; 0x y  , ta có  1 3 2 6x y   . 

Khi 0; 0x y  , ta có  1 3 2 6x y   . 

Suy ra quỹ tích điểm P  là hình thoi ABCD  cùng miền trong của nó. 

 

+) 4 3z i EP    với  4; 3E   là điểm biều diễn của số phức 1 4 3z i  . 

Từ hình vẽ ta có  min ,m EP d E CD  . 

Đường thẳng CD  có phương trình 3 2 6 0x y   , suy ra 
12

13
m  . 

 max max , , ,EP EA EB EC ED . 

Lại có 16 36 52EA    , 9 36 3 5EB    , 4EC  , 9 4 13ED    . 

Do đó 52M EA  . Vậy . 24M m  . 
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Câu 13: Cho hai số phức 1 2,z z  thỏa mãn 1 3 5 2z i    và 2 1 2 4iz i   .Tìm giá trị lớn nhất của biểu 

thức 12 3 zT iz z   

A. 313 . B. 313 8 . C. 313 16 . D. 313 2 5 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

Ta có  1 13 5 2 2 6 10 4 1z i iz i        

   2 21 2 4 3 6 3 12 2iz i z i         

Gọi A  là điểm biểu diễn số phức 12 ,iz  B  là điểm biểu diễn số phức 23z  

Từ  1  và  2  suy ra điểm A  nằm trên đường tròn tâm  1 6; 10I   , bán kính 1 4R  , điểm B  

nằm trên đường tròn tâm  2 6;3I , bán kính 2 12R   

 

Ta có 2 2
1 1 2 1 22 3 12 13 4 12 313 16zT iz z AB I I R R             

Vậy max 313 16.T    

Câu 14: Cho số phức z  thỏa mãn 2 22 1z iz z z i      . Giá trị nhỏ nhất của 2z i   là 

A. 2 2 . B. 2 . C. 2 . D. 
1

5
2

 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Ta có 2 22 1z iz z z i      2 2 2 22z iz i z z i i        

     2 1z i z i z i z i        

. 2 . 1z i z i z i z i      
 
 

0 1

2 1 2

z i

z i z i

  
 

   
. 

Giải phương trình (1) : Ta có 2 2 2 2 2z i z i i         * . 
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Giải phương trình  2 : Đặt  , ,z x yi x y   , ta có 

     2 2 222 1 2 1 1 1z i z i x y x y y x               

Khi đó        2 2 2 222 2 1 2 2 1 2 2z i x y x x x              

Từ  *  và  **  ta có 2 2min z i   . Dấu " "  xảy ra khi 
1

0

x

y


 

 hay 1z  . 

Câu 15: Cho hai số phức 1 2,z z  thoả mãn 1 12 4 7 6 2z i z i      và 2 1 2 1iz i   . Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức 1 2T z z  . 

A. 2 1 . B. 2 1 . C. 2 2 1 . D. 2 2 1 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

 

Gọi M  là điểm biểu diễn số phức 1z  và  2;1A  ;  4;7B  lần lượt là hai điểm biểu diễn hai số 

phức 2 i  , 4 7i . Ta có 6 2AB  . Phương trình đường thẳng AB  là : 3 0d x y   . 

1 12 4 7 6 2z i z i       6 2MA MB    MA MB AB   . Do đó tập hợp các điểm 

biểu diễn số phức 1z  là đoạn thẳng AB . 

2 2 21 2 1 1 2 1 2 1iz i iz i i z i            . 

Gọi N  là điểm biểu diễn số phức 2z  và  2;1I  là điểm biểu diễn số phức 2 i . Ta có 1IN   

Suy ra tập hợp các điểm biểu diễn số phức 2z  là đường tròn  C  có phương trình: 

   2 2
2 1 1x y    . 

 , 2 2 1d I AB   , suy ra AB  không cắt đường tròn. 

Gọi K  là hình chiếu của  2;1I  lên AB . Dễ thấy K  nằm trên đoạn thẳng AB . 

Gọi H  là giao điểm của đoạn IK  với đường tròn  C . 
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Ta có  1 2 , 2 2 1z z MN KH d I AB R       . 

Suy ra 1 2 2 2 1.min z z    
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BÀI 4. PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI HỆ SỐ THỰC  
1. Căn bậc hai của một phức 

Định nghĩa 

Cho số phức w. Mỗi số phức z thỏa mãn 2 z w  được gọi là một căn bậc hai của w 

Tìm căn bậc hai của số phức w 

 w là số thực. 

+ Nếu 0w  thì w có hai căn bậc hai là i w  và  i w  

+ Nếu 0w  thì w có hai căn bậc hai là w  và  w  

  w a bi   , a b , 0b  

Nếu  z x iy  là căn bậc hai của w thì  2  x iy a bi  

Do đó ta có hệ phương trình: 
2 2

2x

  




x y a

y b
 

Mỗi nghiệm của hệ phương trình cho ta một căn bậc hai của w 

Nhận xét: 

+) Số 0 có đúng một căn bậc hai là 0 

+) Mỗi số phức khác 0 có hai căn bậc hai là hai số đối nhau (khác 0) 

2. Giải phương trình bậc hai với hệ số thực 

Xét phương trình 2 0  az bz c   , , c ; 0 a b a  

Ta có 2 4  b ac  

 Nếu 0   thì phương trình có nghiệm thực 
2

 
b

x
a

 

 Nếu 0   thì phương trình có hai nghiệm thực phân biệt: 

1 2

  


b
x

a
; 2 2

  


b
x

a
 

 Nếu 0   thì phương trình có hai nghiệm thực phân biệt: 

1 2

  


b i
x

a
; 2 2

  


b i
x

a
 

Chú ý: 

Mọi phương trình bậc n: 

1
0 1 1... 0

    n n
n nA z A z A z A   luôn có n nghiệm phức (không nhất thiết phân biệt) với n nguyên 

dương. 
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Hệ thức Vi-ét đối với phương trình bậc hai với hệ số thực 

Phương trình bậc hai 2 0  ax bx c   0a  có hai nghiệm phân biệt 1x , 2x  (thực hoặc phức) thì 

1 2

1 2

    

  


b
S x x

a
c

P x x
a

 

Dạng 1 : Phương trình bậc hai hệ số thực 

1. Phương pháp giải 

 
2. Các ví dụ 
Ví dụ 1: Xét phương trình 2 2 5 0  z z  

a) Giải phương trình trên tập số phức 

b) Tính 1 2z z  

Lời giải 

a) Ta có:  2
' 1 5 4 2      i  

Phương trình có hai nghiệm là: 1 2 2 z i ; 2 2 2 z i  
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b) Ta có 2 2
1 2 2 2 2 2   z z  

Suy ra 1 2 2 2 2 2 4 2   z z  

Ví dụ 2: Tìm phương trình bậc hai chứa các nghiệm 1 27 3; 7 3x i x i    .  
Lời giải 

21 2

1 2

2 7
2 7 10 0

. 10

x x
x x

x x

      
  

Ví dụ 3. Phương trình 2 0  z az b   , a b  có nghiệm phức là 3 4 i . Giá trị của a b   

Lời giải 

Cách 1: Do 3 4 z i  là nghiệm của phương trình 2 0  z az b  nên ta có: 

       2
3 4 3 4 0 3 7 4 24 0          i a i b a b a i  

3 7 0 6

4 24 0 25

     
     

a b a

a b
 

Do đó 19 a b  

Cách 2: Vì 1 3 4 z i  là nghiệm của phương trình 2 0  z az b  nên 2 3 4 z i  cũng là nghiệm của 

phương trình đã cho 

Áp dụng hệ thức Vi-ét vào phương trình trên ta có 1 2

1 2.

  
 

z z a

z z b
 

   
  
3 4 3 4 6

19
253 4 3 4

               

i i a a
a b

bi i b
 

Chú ý: Nếu 0z  là nghiệm của phương trình bậc hai với hệ số thực thì 0z  cũng là nghiệm của phương 

trình 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1. Nghiệm của phương trình: 2 4 7 0z z    

A. 2 3i   B. 2 3i  C. 3 3i   D. 2 3i  

Lời giải 
Chọn A 

2 2' 2 7 3 3i        các căn bậc hai của '  là 3i  

Vậy nghiệm của phương trình là: 2 3 , 2 3z i z i       

Câu 2. Tìm phương trình bậc hai chứa các nghiệm 1 23 4; 3 4x x i    . Chọn đáp án đúng: 

A. 2 6 25 0x x     B. 2 6 25 0x x    

C. 2 6 25 0x x     D. 2 6 25 0x x    
Lời giải 
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Chọn D 

1 2 2

1 2

25
6 25 0

6

x x
x x

x x


     

 

Câu 3. Tìm tham số m để phương trình số phức 2 1 0z mz m     có 2 nghiệm 1 2,z z  thõa mãn 
2 2
1 2 1 2 1z z z z   .  

A. 1; 4m m     B. 4m   C. 1; 4m m    D. 1m    
Lời giải 

Chọn C 
2 1 0z mz m     

   
 
 

1 2

1 2

22 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1

4
1 2 1 3 1 1 0

1

z z m

z z m

m N
z z z z z z z z z z m m

m N

 
   


               

 

 

Câu 4. Tìm tham số m để phương trình 2 9 2 0z mz mi    có 2 nghiệm 1 2,z z  thõa mãn 
3 3
1 2 36 8z z m i   .  

A. 
2

3
m i   B. 2m i   C. 

2

3
m i  D. 2m i  

Lời giải 
Chọn C 

        

         

1 2

1 2

3 33 3
1 2 1 2 1 2 1 2

3 2 2 3 3

9

2

36 8 3 18 3 3. 2 9 36 8

2
3 3. 3 .2 3.3 . 2 2 0 3 2 0

3

z z m

z z mi

z z m i z z z z z z m mi m m i

m m i m i i m i m i

 
  

            

         

 

Dạng 2 : Phương trình quy về phương trình bậc hai  

1. Phương pháp giải 

 Nắm vững cách giải phương trình bậc hai với hệ số thực trên tập số phức 

 Nắm vững cách giải một số phương trình quy về bậc hai, hệ phương trình đại số bậc cao;… 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1: Giải  phương trình 4 22 3 2 0z z    

Lời giải 
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Ta có: 

2

4 2

2 2

2

2
2

22 3 2 0 1 1
. 22 2

2

2

z

z
z

z z z iz i

z i

 


              
  

 

Ví dụ 2: Kí hiệu 1z , 2z , 3z , 4z  là bốn nghiệm phức của phương trình 4 24 5 0z z   . Tính 
2 2 2 2

1 2 3 4z z z z     

Lời giải 

Ta có: 
2

4 2

2

1

11
4 5 0

55

5

z

zz
z z

z iz

z i


            
  

 

Phương trình có bốn nghiệm lần lượt là: 1 1z  , 2 1z   , 3 5z i  , 4 5z i  

Do đó:    2 22 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 1 5 5 12z z z z         

Ví dụ 3: Gọi 1z , 2z , 3z , 4z  là các nghiệm phức của phương trình    22 24 12 0z z z z     . Tính giá 

trị của biểu thức 
2 2 2 2

1 2 3 4S z z z z      

Lời giải 

Ta có:    22 24 12 0z z z z      

Đặt 2t z z  , ta có 2 2
4 12 0

6

t
t t

t


      

 

Suy ra: 

1

2
2

2 3

4

1

2

2 0 1 23
6 0 2

1 23

2

z

z

z z i
z

z z

i
z


  

       
   

  
 


 

Suy ra  
2 22 2

22 1 23 1 23
1 2 17

2 2 2 2
S

                               
 

Ví dụ 4: Gọi 1z , 2z  là hai nghiệm của phương trình 
4

2
4

z
z

z
   . Tính 1 2z z   

Lời giải 

Điều kiện: 0z   
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Ta có: 

2 24 2

2

.
4 4 4

z z z z
z z z

z z z

   
                 

 

2

1 15 1 15

2 2 2 24 0
1 15 1 15

2 2 2 2

z i z i
z z

z i z i

 
      

      
 

      
 

 

Vậy 1 2

1 15 1 15
1 1

2 2 2 2
z z i i          

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1. Gọi z x yi   ,x y . Câu phương trình 2 2( 9)( 1) 0z z z    . Giá trị x và y là: 

A.   3 1
; 0; , ; 2

2 2
x y

        
   

 B.      ; 0; 1 , 2; 1x y     

C.     3
; 0; 1 , 2;

2
x y

 
    

 
 D.     1 3

; 0; 3 , ;
2 2

x y
 

    
 

 

Lời giải 
Chọn D 

 

   
2

2 2

2

3

9 0 1 3 1 3
( 9)( 1) 0 ; 0; 3 , ;

2 2 2 21 0

1 3

2 2

z i

z
z z z z i x y

z z

z i


  


                       
  

 Câu 2. Cho phương trình 
4 2 6 0z z   .Có bao nhiêu nghiệm thuần thực 

A. 1 B. 0  C. 2  D. 3  
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 2t z . Phương trình trở thành: 2 2
6 0

3

t
t t

t


      

 

+ Với 2 2
2 : 2

2

z
t z

z

 
   

 
 

+ Với 2 3
3 : 3

3

z i
t z

z i

 
     

 
 

Vậy phương trình có các nghiệm là: 2; 2; 3; 3z z z i z i       

 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 7 

Câu 3. Phương trình 
2

4 4
5 6 0

z i z i

z i z i

        
 có tập nghiệm là: 

A. 
3

; 4
2

S i i
   

 
 B. 

3
;4

2
S i i

   
 

 C. 
3

; 4
2

S i i
   
 

 D. 
3

;4
2

S i i
   
   

Lời giải 
Chọn A 

2
4

32
4 4 3

5 6 0 ; 42
4 2

43

z i
z iz i z i z i S i i

z iz i z i
z i

z i

                            

 

Câu 4. Câu phương trình: 2 2 2 2( 3 6) 2 ( 3 6) 3 0z z z z z z       Có bao nhiêu nghiệm thực 

A. 0 B. 2 C. 3 D. 4 
Lời giải 

Chọn B 
2 2 2 2( 3 6) 2 ( 3 6) 3 0      z z z z z z  

2 2

2 2

3 6 2 6 0 1 5

3 6 3 6 6 0 3 3

z z z z z z i

z z z z z z

         
    

           
 

Câu 5. Gọi z x yi   ,x y . Câu phương trình 2( 3 )( 2 5) 0z i z z    . Giá trị x và y là: 

A.        ; 0; 3 , 1; 2 , 1; 2x y        B.        ; 0;3 , 1;2 , 1;2x y    

C.        ; 0; 3 , 1;2 , 1; 2x y     D.        ; 0;3 , 1; 2 , 1; 2x y     

Lời giải 
Chọn C 

       2

2

3
3

( 3 )( 2 5) 0 1 2 ; 0; 3 , 1;2 , 1; 2
2 5 0

1 2

z i
z i

z i z z z i x y
z z

z i

 
                   

 

Câu 6. 
Cho phương trình  3 8 0 1z   .Hỏi có bao nhiêu nghiệm thuần ảo 

A. 2  B. 0  C. 1 D. 3  
Lời giải 

Chọn B 

      
2

2

2
1 2 2 4 0

2 4 0 *

z
z z z

z z

 
         

 

Câu phương trình (*): 212 12i     

Phương trình (*) có 2 nghiệm phức 
2 2 3 2 2 3

1 3 ; 1 3
2 2

i i
x i x i

 
       

Vậy phương trình (1) có các nghiệm là 2;x 1 3 ; 1 3z i x i       

Câu 7. Cho phương trình  4 1 0 1z  
.Tổng các nghiệm thuần ảo 

A. 1 B. 0  C. 2  D. 3  
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Lời giải 
Chọn B 

    
2

2 2

2

1
1 1 1 0

1

z
z z

z

 
     

 
 

+) Với 2 1
1

1

z
z

z


    

 

+) Với 2 1
z i

z
z i


     

 

Vậy phương trình có các nghiệm là 1; 1; ;z z z i z i       

Câu 8. Cho phương trình 
3 0z i  . Tính tổng các phần ảo nghiệm phức của phương trình trên 

A. 2  B. 0  C. 
3

2
  D. 

1

2
  

Lời giải 
Chọn B 

Phương trình     
3 3 2

2
0 1 0

1 0 *

z i
z i z i z iz

z iz


            

 

Câu phương trình   2* : 4 3i     

Phương trình (*) có 2 nghiệm phức 
3 3 1 3 3 1

;
2 2 2 2 2 2

i i
z i z i

   
        

Vậy phương trình (1) có các nghiệm là: 
3 1 3 1

; ;
2 2 2 2

z i z i z i       

Dạng 3: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Biết phương trình 2 0z mz n    có một nghiệm là 1z i  . Tính môđun của số phức 
z m ni  . 

A. 2 2 . B. 4 . C. 16 . D. 8 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn A 

Vì 1z i   là nghiệm của phương trình 2 0z mz n    nên: 

     2 0 2
1 1 0 2 0

2 0 2

m n m
i m i n m n m i

m n

    
               

. 

2 2 2 2z m n    . 

Câu 2: Kí hiệu n  là số các giá trị của tham số a  sao cho phương trình 2 3 0z az    

, có hai nghiệm phức 1z , 2z  thỏa mãn 2 2
1 2 5z z   . Tìm n . 

A. 0n  . B. 1n  . C. 2n  . D. 3n  . 
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Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có 1 2,z z  là hai nghiệm phức của phương trình 2 3 0z az   1 2

1 2 3

z z a

z z

    


. 

Khi đó  22 2 2
1 2 1 2 1 22 5 1 0z z z z z z a        

1

1

a

a


   

. 

Vậy có 2 giá trị của a  thỏa mãn 2n  . 

Câu 3: Gọi 1 2,z z  là hai nghiệm phức của phương trình 2 4 5 0z z   . Giá trị của biểu thức 

   2019 2019

1 21 1z z    bằng 

A. 10092 . B. 10102 . C. 0. D. 10102 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 

Xét phương trình  2 12

2

2
4 5 0 2 1

2

z i
z z z

z i

 
          

 

Khi đó ta có:        2019 2019 2019 2019

1 21 1 1 1z z i i        

         1009 10092 2
1 . 1 1 . 1i i i i       

       1009 1009
1 . 2 1 . 2i i i i      

        1009 1010 10102 1 1 2 2i i i i       . 

Câu 4: Có bao nhiêu giá trị dương của số thực a  sao cho phương trình 2 23 2 0z z a a     có 

nghiệm phức 0z  thỏa 0 3z  . 

A. 3 . B. 2 . C. 1 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Phương trình 2 23 2 0z z a a     có 24 8 3a a     . 

Xét 2 trường hợp: 

Trường hợp 1. 2 2 7 2 7
0 4 8 3 0

2 2
a a a

 
          . 

Khi đó, phương trình có nghiệm 0z  thì 0z  . 
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Theo đề bài: 0
0

0

3
3

3

z
z

z

 
  

 
.
 

0 3z   , thay vào phương trình ta được 2 0 
2

2

a
a a

a


   

.
 

0 3z  , thay vào phương trình ta được 2 2 6 0a a   . 

Kết hợp điều kiện 0a   và điều kiện suy ra 2a  . 

Trường hợp 2. 2

2 7

20 4 8 3 0
2 7

2

a
a a

a

 


       
 




.
 

Khi đó, phương trình có nghiệm phức 0z  thì 0z  cũng là một nghiệm của phương trình. 

Ta có 
22 2 2

00 0

1
. 2 2 2 3 0

3 

a
z z a a z a a a a

a

 
           

. 

Kết hợp điều kiện 0a   và điều kiện suy ra 3a  . 
Vậy có 2 giá trị a  dương thỏa mãn là 2a  ; 3a  . 

Câu 5: Gọi S  là tổng các giá trị thực của m để phương trình 29 6 1 0z z m     có nghiệm phức thỏa 

mãn 1z  . Tính S . 

A. 20 . B. 12 . C. 14 . D. 8 . 

Hướng dẫn giải 
Chọn B 

Ta có: 29 6 1 0z z m      * . 

Trường hợp 1:  *  có nghiệm thực  0 9 9 1 0 1m m         . 

1
1

1

z
z

z


    

. 

1 16z m   . 

1 4z m    . 

Trường hợp 2:  *  có nghiệm phức  0z a bi b     0 9 9 1 0 1m m         . 

Nếu z  là một nghiệm của phương trình 29 6 1 0z z m     thì z  cũng là một nghiệm của 

phương trình 29 6 1 0z z m    . 

Ta có 2 1
1 1 .z 1 1 1 8

9

c m
z z z m

a


            . 
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Vậy tổng các giá trị thực của m  bằng 12 . 

Câu 6: Gọi 1z  và 2z  là hai nghiệm phức của phương trình  2
3 4 4 25 0.z i z i       Tính giá trị 

của biểu thức 
2 2

1 2 .A z z   

A. 50.A  B. 70.A  C. 13.A  D. 8.A  

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Có  2
3 4 4 25 0z i z i       2( ) 3 4( ) 25 0z i z i      

2( ) 10( ) 34 0z i z i     
 5 3

5 3

z i i

z i i

  
      

1

2

5 2

5 4

z i

z i

 
     

2 2

1 2A z z  2 2
5 2 5 4 70.i i      

Câu 7: Gọi S  là tập tất cả các nghiệm phức của phương trình 4 3 22 ( 1) 2 0z iz i z z i      . Tổng các 

phần tử của S  bằng 
A. 1 . B. 1 i . C. i . D. 2i . 

Hướng dẫn giải 
Chọn C 

Ta có: 4 3 22 ( 1) 2 0z iz i z z i       

   2 2. 0z i z i   
2 2

0

0

z i

z i z i

 
      

2 2

2 2

2 2

2 2

z i

z i

z i


 

  

   

 

Khi đó, tập các nghiệm phức của phương trình đã cho: 
2 2 2 2

; ;
2 2 2 2

S i i i
      
  

 

Tổng các phần tử của S bằng: 
2 2 2 2

2 2 2 2
i i i i

   
           
   

. 

Câu 8: Kí hiệu 1 2 3 4; ; ;z z z z  là bốn nghiệm phức của phương trình 

         2 2 2 23 6 3 3 09 2z z z z zz z . Giá trị của biểu thức   1 2 3 4z z z z  bằng 

A.  2 3 1 2 . B. 2 . C.  2 2 1 2 . D.  2 3 1 3 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Ta có     2 2 2 23 6 3 3 09 2     z z z z zz z

     2 2 2 29 2 3 6 3 3 0        z z z z z z z  
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      

2
2

2 22 2 2

2
2

9 6 3
3 6

9 2 4 3 6 3 3 6 3
2

2

2

9 6 3
3 3

2

z
z z

z
z

z z z z z z
z z

z z z

  
 

         
  

   


 





. 

Với 2 23 6 4 6 0zz z z z      . 

Phương trình có hai nghiệm 1 2 2z i   và 2 2 2z i   

Với 2 23 3 2 3 0zz z z z      .  

Phương trình có hai nghiệm là 3 21z i    và 4 21z i   f 

Vậy  1 2 3 4 2 2 2 2 1 2 1 2 2 3 1 2z z z z i i i i               . 

Câu 9: Cho số phức ,z w  khác 0 thỏa mãn 0z w   và 
1 3 6

z w z w
 


. Khi đó 

z

w
 bằng: 

A. 3. B. 
1

3
. C. 3 . D. 

1

3
. 

Hướng dẫn giải 
Chọn D 
Với hai số phức ,z w  khác 0 thỏa mãn w 0z   , ta có: 

   2 2

2

1 3 6 3 6
3 6 3 2 0

1 2

3 33 2. 1 0
1 2

3 3

w z
w z z w zw z zw w

z w z w zw z w

z
i

z z w
w w z

i
w


           

 


                
 



 

Suy ra 

22
1 2 1

3 3 3

z

w

            
. 
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CHƯƠNG I. KHỐI ĐA DIỆN 

BÀI 1. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I – KHỐI LĂNG TRỤ VÀ KHỐI CHÓP 

Khối lăng trụ là phần không gian được giới hạn bởi một hình lăng trụ kể cả hình lăng trụ ấy. 

Khối chóp là phần không gian được giới hạn bởi một hình chóp kể cả hình chóp ấy. 

Khối chóp cụt là phần không gian được giới hạn bởi một hình chóp cụt kể cả hình chóp cụt ấy. 

II – KHÁI NIỆM VỀ HÌNH ĐA DIỆN VÀ KHỐI ĐA DIỆN 

1. Khái niệm về hình đa diện 

Hình đa diện là hình được tạo bởi một số hữu hạn các đa giác thỏa mãn hai tính chất: 

 Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có điểm chung, hoặc chỉ có một đỉnh chung, hoặc 
chỉ có một cạnh chung. 

 Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

Mỗi đa giác như trên được gọi là một mặt của hình đa diện. 

Các đỉnh, các cạnh của đa giác ấy theo thứ tự gọi là các đỉnh, các cạnh của hình đa diện. 

2. Khái niệm về khối đa diện 

Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi một hình đa diện, kể cả hình đa diện đó. 

Những điểm không thuộc khối đa diện được gọi là điểm ngoài của khối đa diện. Tập hợp các điểm 
ngoài được gọi là miền ngoài của khối đa diện. Những điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc 
hình đa diện ứng với đa diện ấy được gọi là điểm trong của khối đa diện. Tập hợp các điểm trong 
được gọi là miền trong của khối đa diện. 

Mỗi khối đa diện được xác định bởi một hình đa diện ứng với nó. Ta cũng gọi đỉnh, cạnh, mặt, điểm 
trong, điểm ngoài… của một khối đa diện theo thứ tự là đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài… 
của hình đa diện tương ứng. 

 

Ví dụ 

- Các hình dưới đây là những khối đa diện: 

Điểm ngoài

Điểm trong

Miền ngoài

d

M

N
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- Các hình dưới đây không phải là những khối đa diện: 

 

Hình a 

 

Hình b 

 

Hình c 

Giải thích: Hình a không phải là hình đa diện vì tồn tại cạnh không phải là cạnh chung của hai mặt; 
Hình b không phải là hình đa diện vì có một điểm đặc biệt trong hình, điểm đó không phải là đỉnh 
chung của hai đa giác; Hình c không phải là hình đa diện vì tồn tại một cạnh là cạnh chung của bốn 
đa giác. 

III – HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 

1. Phép dời hình trong không gian 

Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng mỗi điểm M  với điểm M   xác định duy nhất được gọi là 
một phép biến hình trong không gian. 

Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai 
điểm tùy ý. 

a) Phép tịnh tiến theo vectơ v
 , là phép biến hình biến mỗi điểm M  thành điểm M   sao cho 

MM v 
 

. Kí hiệu là vT . 

b) Phép đối xứng qua mặt phẳng  P  là phép biến hình biến mỗi điểm thuộc  P  thành chính nó, 

biến mỗi điểm M  không thuộc  P  thành điểm M   sao cho  P  là mặt phẳng trung trực của MM  . 

Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng  P  biến hình  H  thành chính nó thì  P  được gọi là mặt phẳng 

đối xứng của  H . 

c) Phép đối xứng tâm O  là phép biến hình biến điểm O  thành chính nó, biến mỗi điểm M  khác O  
thành điểm M   sao cho O  là trung điểm của MM  . 

Nếu phép đối xứng tâm O  biến hình  H  thành chính nó thì O  được gọi là tâm đối xứng của  H . 

d) Phép đối xứng qua đường thẳng  là là phép biến hình biến mọi điểm thuộc đường thẳng   
thành chính nó, biến mỗi điểm M  không thuộc   thành điểm M   sao cho   là đường trung trực 
của MM  . 
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Nếu phép đối xứng qua đường thẳng   biến hình  H  thành chính nó thì   được gọi là trục đối 

xứng của  H . 

Nhận xét 

 Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 

 Phép dời hình biến đa diện  H  thành đa diện  H , biến đỉnh, cạnh, mặt của  H  thành đỉnh, 

cạnh, mặt tương ứng của  H . 

Ví dụ:Cho hình lập phương .ABCD A B C D    . Khi đó: 

 Các hình chóp .A A B C D     và .C ABCD  bằng nhau (vì qua phép đối xứng tâm O hình chóp 
.A A B C D     biến thành hình chóp .C ABCD ). 

 Các hình lăng trụ .ABC A B C    và .AA D BB C     bằng nhau (vì qua phép đối xứng qua mặt phẳng 

 AB C D   thì hình lăng trụ .ABC A B C    biến thành hình lăng trụ .AA D BB C    ). 

 

2. Hai hình bằng nhau 

Hai hình được gọi là nếu có một phép dời hình biến hình này thành hình kia. 

Đặc biệt, hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa diện này đa diện kia. 

IV – PHÂN CHIA VÀ LẮP GHÉP CÁC KHỐI ĐA DIỆN 

Nếu khối đa diện  H  là hợp của hai khối đa diện  1H  và  2H  sao cho  1H  và  2H  không có 

chung điểm trong nào thì ta nói có thể phân chia được khối đa diện  H  thành hai khối đa diện  1H  

và  2H . Khi đó ta cũng nói có thể ghép hai khối đa diện  1H  và  2H  để được khối đa diện  H . 

Ví dụ 1. Với khối chóp tứ giác .S ABCD , xét hai khối chóp tam giác .S ABC  và .S ACD .  

 

Ta thấy rằng: 

D'

C'B'

A'

D
CB

A

O

A

B C

D

A'

B' C'

D'
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 Hai khối chóp .S ABC  và .S ACD  không có điểm trong chung (tức là không tồn tại điểm trong của 
khối chóp này là điểm trong của khối chóp kia và ngược lại). 

 Hợp của hai khối chóp .S ABC  và .S ACD  chính là khối chóp . .S ABCD Vậy khối chóp .S ABCD  
được phân chia thành hai khối chóp .S ABC  và .S ACD  hay hai khối chóp .S ABC  và .S ACD  được 
ghép lại thành khối chóp . .S ABCD  

 

Ví dụ 2. Cắt khối lăng trụ .ABC A B C    bởi mặt phẳng  A BC .  

 

Khi đó, khối lăng trụ được phân chia thành hai khối đa diện A ABC  và A BCC B   . 

Nếu ta cắt khối chóp A BCC B    bởi mặt phẳng  A B C   thì ta chia khối chóp A BCC B    thành hai khối 

chóp A BCB   và A CC B   . 

Vậy khối lăng trụ .ABC A B C    được chia thành ba khối tứ diện là A ABC , A BCB   và A CC B   . 

MỘT SÔ KẾT QUẢ QUAN TRỌNG 

Kết quả 1: Một khối đa diện bất kì có ít nhất 4 mặt. 

Kết quả 2: Mỗi hình đa diện có ít nhất 4 đỉnh. 

Kết quả 3: Mỗi hình đa diện có ít nhất 6 cạnh. 

Kết quả 4: Mỗi đỉnh của một hình đa diện là đỉnh chung của ít nhất 3 cạnh. 

Kết quả 5: Không tồn tại hình đa diện có 7 cạnh. 

Kết quả 6: Cho  H  là đa diện mà các mặt của nó là những đa giác có p  cạnh. Nếu số mặt của  H  

là lẻ thì p  phải là số chẵn. 
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Chứng minh:Gọi M  là số các mặt của khối đa diện  H . Vì mỗi mặt của  H  có p  cạnh nên M  

mặt sẽ có .p M  cạnh. Nhưng do mỗi cạnh là cạnh chung của đúng hai đa giác nên số cạnh của  H  

bằng 
2
pM

C  . Vì M  lẻ nên p  phải là số chẵn. 

Kết quả 7 (Suy ra từ chứng minh kết quả 6): Cho  H  là đa diện có M  mặt, mà các mặt của nó 

là những đa giác có p  cạnh. Khi đó số cạnh của  H  là 
2
pM

C  . 

Kết quả 8: Mỗi khối đa diện có các mặt là các tam giác thì tổng số các mặt của nó phải là một số 
chẵn. 

Chứng minh:Gọi số cạnh và số mặt của khối đa diện lần lượt là C  và .M  

Vì mỗi mặt có ba cạnh và mỗi cạnh là cạnh chung của đúng hai mặt nên ta có số cạnh của đa diện là 
3

2
CM

C M   chẵn. 

Kết quả 9: Mỗi khối đa diện bất kì luôn có thể được phân chia được thành những khối tứ diện. 

Kết quả 10: Nếu khối đa diện có mỗi đỉnh là đỉnh chung của ba cạnh thì số đỉnh phải là số chẵn. 
(Tổng quát: Một đa diện mà mỗi đỉnh của nó đều là đỉnh chung của một số lẻ mặt thì tổng số đỉnh là 
một số chẵn). 
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B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Cho các hình sau: 

    

Hình 1 Hình 2 Hình 3 Hình 4 

Mỗi hình trên gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (kể cả các điểm trong của nó), hình đa 
diện là: 

A.  Hình 1. B.  Hình 2. C.  Hình 3. D.  Hình 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Câu 2: Cho các hình sau: 

  

  

Hình 1 Hình 2 Hình 3 Hình 4 

Mỗi hình trên gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (kể cả các điểm trong của nó), hình 
không phải đa diện là: 

A.  Hình 1. B.  Hình 2. C.  Hình 3. D.  Hình 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Câu 3: Cho các hình sau: 
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Hình 1 Hình 2 Hình 3 Hình 4 

Mỗi hình trên gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (kể cả các điểm trong của nó), số hình 
đa diện là: 

A.  1. B.  2. C.  3. D.  4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Các hình đa diện là: Hình 1; Hình 3; Hình 4. 

Câu 4: Vật thể nào trong các vật thể sau không phải là khối đa diện? 

    

A.  B.  C.  D.  

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Vì hình C vi phạm tính chất '' Mỗi cạnh của miền đa giác nào cũng là cạnh chung của 
đúng hai miền đa giác '' . 

Câu 5: Hình đa diện trong hình vẽ bên có bao nhiêu mặt? 

A.  6.  B.  10.  C.  11.  D. 12.  

 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Câu 6: Hình đa diện trong hình vẽ bên có bao nhiêu mặt? 

A.  8.  B.  10.  C.  11.  D.  12.   
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Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Câu 7: Hình đa diện trong hình vẽ bên có bao nhiêu mặt? 

A.  11.  B.  12.  C.  13.  D.  14.  

  

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Câu 8: Khối đa diện nào sau đây có số mặt nhỏ nhất? 

    

     

A.  Khối tứ diện đều.  B.  Khối chóp tứ giác.  

C.  Khối lập phương.  D.  Khối 12 mặt đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Câu 9: Hình đa diện trong hình vẽ bên có bao nhiêu cạnh? 

A.  8.  B.  9.  C.  12.  D.  16.   
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Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Câu 10: Cho một hình đa diện. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A.  Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba cạnh. 

B.  Mỗi mặt có ít nhất ba cạnh. 

C.  Mỗi cạnh là cạnh chung của ít nhất ba mặt. 

D.  Mỗi đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba mặt. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta thấy các đáp án A, B, D đều đúng dựa vào khái niệm hình đa diện. 

Câu 11: Gọi Đ là số các đỉnh, M  là số các mặt, C  là số các cạnh của một hình đa diện bất kỳ. 
mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.  4,  4,  6.M C  Đ   B.  5,  5,  7.M C  Đ   

C.  4,  4,  6.M C  Đ   D.  5,  5,  7.M C  Đ  

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Xét hình đa diện là hình tứ diện thì kết quả về quan hệ số đỉnh và số mặt thỏa mãn đáp án 
C 

Câu 12: Một hình đa diện có các mặt là những tam giác. Gọi M  là tổng số mặt và C  là tổng số 
cạnh C  của đa diện đó. Mệnh đề nào sau đây đúng. 

A.  3 2C M . B.  2C M  . C.  M C . D.  3 2M C . 

Hướng dẫn giải 

 Chọn D 

Vì mỗi mặt là những tam giác nên có tổng số cạnh là 3 .M  Mỗi cạnh là cạnh chung của 
đúng hai mặt nên ta có hệ thức 3 2 .M C  

Câu 13: Hình đa diện nào dưới đây không có tâm đối xứng? 
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A.  Tứ diện đều.  B.  Bát diện đều.  

C.  Hình lập phương.  D. Lăng trụ lục giác đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Câu 14: Gọi 1 2 3,  ,  n n n  lần lượt là số trục đối xứng của khối tứ diện đều, khối chóp tứ giác đều và 

khối lập phương. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.  1 2 30,  0,  6.n n n     B.  1 2 30,  1,  9.n n n     

C.  1 2 33,  1,  9.n n n     D.  1 2 30,  1,  3.n n n    

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Khối tứ diện đều có 3 trục đối xứng (đi qua trung điểm của các cặp cạnh đối diện). Khối 
chóp tứ giác đều có 1 trục đối xứng (đi qua đỉnh và tâm của mặt tứ giác). Khối lập 
phương có 9 trục đối xứng (Loại 1: đi qua tâm của các mặt đối diện ; Loại 2: đi qua trung 
điểm các cặp cạnh đối diện).  

Câu 15: Hình chóp tứ giác đều có bao nhiêu mặt phẳng đối xứng? 

A.  4  mặt phẳng. B.  1 mặt phẳng. C.  2  mặt phẳng. D.  3  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Hình chóp tứ giác đều có 4 mặt phẳng đối xứng bao gồm: 

 

 2 mặt phẳng đi qua đỉnh hình chóp và chứa đường trung bình của đáy. 

 2 mặt phẳng đi qua đỉnh hình chóp và chứa đường chéo của đáy. 

Câu 16: Số mặt phẳng đối xứng của hình tứ diện đều là: 

A.  4  mặt phẳng. B.  6  mặt phẳng. C.  8  mặt phẳng. D.  10  mặt 
phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Các mặt phẳng đối xứng của hình tứ diện đều là các mặt phẳng chứa một cạnh và qua 
trung điểm cạnh đối diện. 
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Vậy hình tứ diện đều có 6 mặt phẳng đối xứng.  

Câu 17:  Hình lăng trụ tam giác đều có bao nhiêu mặt phẳng đối xứng? 

A.  4  mặt phẳng. B.  1 mặt phẳng. C.  2  mặt phẳng. D.  3  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Hình lăng trụ tam giác đều có 4  mặt phẳng đối xứng (hình vẽ bên dưới). 

 

Câu 18: Hình hộp chữ nhật có ba kích thước đôi một khác nhau có bao nhiêu mặt phẳng đối 
xứng? 

A.  4  mặt phẳng. B.  6  mặt phẳng. C.  9  mặt phẳng. D.  3  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Hình hộp chữ nhật (không là hình lập phương) có các mặt phẳng đối xứng là các mặt các 
mặt phẳng trung trực của các cặp cạnh đối. 

 

Câu 19: Một hình hộp đứng có đáy là hình thoi (không phải là hình vuông) có bao nhiêu mặt 
phẳng đối xứng? 

A.  4  mặt phẳng. B.  1 mặt phẳng. C.  2  mặt phẳng. D.  3  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Hình hộp đứng có đáy là hình thoi (không phải là hình chữ nhật) có 3 mặt phẳng đối 
xứng bao gồm: 
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 2 mặt phẳng chứa đường chéo của đáy và vuông góc với đáy. 

 Một mặt phẳng là mặt phẳng trung trực của cạnh bên. 

Câu 20: Hình lập phương có tất cả bao nhiêu mặt phẳng đối xứng? 

A.  8  mặt phẳng.  B.  9  mặt phẳng.  

C.  10  mặt phẳng.  D.  12  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Có 9 mặt đối xứng (như hình vẽ sau).  

 

Câu 21: Số mặt phẳng đối xứng của hình bát diện đều là: 

A.  4  mặt phẳng.  B.  9  mặt phẳng.  

C.  6  mặt phẳng.  D.  12  mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Gọi bát diện đều ABCDEF . Có 9 mặt phẳng đối xứng, bao gồm: 3 mặt phẳng  ABCD , 

 BEDF ,  AECF  và 6 mặt phẳng mà mỗi mặt phẳng là mặt phẳng trung trực của hai cạnh 

song song (chẳng hạn AB  và CD ). 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 13 

 

Câu 22: Có tất cả bao nhiêu mặt phẳng cách đều bốn đỉnh của một tứ diện? 

A.  1 mặt phẳng.  B.  4  mặt phẳng.  

C.  7  mặt phẳng.  D.  Có vô số mặt phẳng. 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Có 2  loại mặt phẳng thỏa mãn đề bài là: 

Loại 1: Mặt phẳng qua trung điểm của 3  cạnh bên có chung đỉnh. Có 4 mặt phẳng thỏa 
mãn loại này (vì có 4 đỉnh) 

 

Nhận xét. Loại này ta thấy có 1 điểm nằm khác phía với 3 điểm còn lại. 

Loại 2: Mặt phẳng qua trung điểm của 4  cạnh ( 4  cạnh này thuộc 2  cặp cạnh, mỗi cặp 
cạnh là chéo nhau). Có 3  mặt phẳng như thế. 

 

Nhận xét. Loại này ta thấy có 2 điểm nằm khác phía với 2 điểm còn lại. 

Câu 23:  Mặt phẳng  AB C   chia khối lăng trụ .ABC A B C    thành các khối đa diện nào? 
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A.  Một khối chóp tam giác và một khối chóp tứ giác. 

B.  Hai khối chóp tam giác. 

C.  Một khối chóp tam giác và một khối chóp ngũ giác. 

D.  Hai khối chóp tứ giác. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Dựa vào hình vẽ, ta thấy mặt phẳng  AB C   chia khối lăng trụ .ABC A B C    thành khối 

chóp tam giác .A A B C    và khối chóp tứ giác . .A BCC B   

 

Câu 24: Lắp ghép hai khối đa diện    1 2,  H H  để tạo thành khối đa diện  H , trong đó  1H  là 

khối chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a ,  2H  là khối tứ diện đều cạnh a  sao cho 

một mặt của  1H  trùng với một mặt của  2H  như hình vẽ. Hỏi khối da diện  H  có tất 

cả bao nhiêu mặt? 

 

A.  5.  B.  7.  C.  8.  D.  9.  

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

Khối đa diện  H  có đúng 5 mặt. 

Sai lầm hay gặp: Khối chóp tứ giác đều có 5 mặt. Khối tứ diện đều có 4 mặt. 

Ghép hai hình lại như hình vẽ ta được khối đa diện  H  có 8 mặt. 

Câu 25: Có thể chia một hình lập phương thành bao nhiêu khối tứ diện bằng nhau? 

A.  2.  B.  4.  C.  6.  D.  8.  

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

C

C'

B'

A'

B

A



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 15 

Lần lượt dùng mặt phẳng  BDD B   ta chia thành hai khối lập phương thành hai khối lăng 

trụ .ABD A B D    và .BCD B C D   . 

 

 Với khối .ABD A B D    ta lần lượt dùng các mặt phẳng  AB D   và  AB D  chia thành ba 

khối tứ diện bằng nhau. 

 Tương tự với khối .BCD B C D   . 

Vậy có tất cả 6 khối tứ diện bằng nhau.  
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BÀI 2.  KHÁI ĐA DIỆN LỒI VÀ KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
I – KHỐI ĐA DIỆN LỒI 

Khối đa diện  H  được gọi là khối đa diện lồi nếu đoạn thẳng nối hai điểm bất kì của  H  luôn 

thuộc  H . Khi đó đa diện giới hạn  H  được gọi là đa diện lồi. 

  

Khối đa diện lồi Khối đa diện không lồi 

Một khối đa diện là khối đa diện lồi khi và chỉ khi miền trong của nó luôn nằm về một phía đối với 
mỗi mặt phẳng đi qua một mặt của nó. 

 

II – KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 

Định nghĩa 

Khối đa diện đều là một khối đa diện lồi có hai tính chất sau đây: 

 Các mặt là những đa giác đều n  cạnh. 

 Mỗi đỉnh là đỉnh chung của đúng p  cạnh. 

Khối đa diện đều như vậy gọi là khối đa diện đều loại  ,n p . 

Định lí 

Chỉ có năm khối đa diện đều. Đó là: 

 Loại  3;3 : khối tứ diện đều. 

 Loại  4;3 : khối lập phương. 
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 Loại  3;4 : khối bát diện đều. 

 Loại  5;3 : khối 12 mặt đều. 

 Loại  3;5 : khối 20 mặt đều. 

     
Khối tứ diện đều Khối lập phương Bát diện đều Hình 12 mặt đều Hình 20 mặt đều 
 

Khối đa diện đều Số đỉnh Số cạnh Số mặt Loại 

 

Tứ diện đều  

 

4 

 

6 

 

4 

 

 3;3  

 

Khối lập phương 
 

 

8 

 

12 

 

6 

 

 4;3  

 

Bát diện đều  

 

6 

 

12 

 

8 

 

 3;4  

 

Mười hai mặt đều  

 

20 

 

30 

 

12 

 

 5;3  

 

Hai mươi mặt đều  

 

12 

 

30 

 

20 

 

 3;5  

 

Chú ý.Gọi Đ  là tổng số đỉnh, C  là tổng số cạnh và M  là tổng các mặt của khối đa diện đều loại 

 ;n p . Ta có 

2p C nM Đ  

 Xét tứ diện đều   23,  3
3;3 6  &   4.

4 2
p C nMn p nM nM

C
M p

         
Đ Đ  

 Xét khối lập phương   24,  3
4;3 12 &  8.

6 2
p C nMn p nM nM

C
M p

         
Đ Đ  
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 Xét bát diện đều   23,  4
3;4 12  &   6.

8 2
p C nMn p nM nM

C
M p

         
Đ Đ  

 Xét khối mười hai mặt đều 

  25,  3
5;3 30 &  20.

12 2
p C nMn p nM nM

C
M p

         
Đ Đ  

 Xét khối hai mươi mặt đều 

  23,  5
3;5 30  &   12.

20 2
p C nMn p nM nM

C
M p

         
Đ Đ  

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Cho các hình khối sau: 

  

  

Hình 1 Hình 2 Hình 3 Hình 4 

Mỗi hình trên gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (kể cả các điểm trong của nó), hình 
không phải đa diện lồi là 

A. Hình 1. B. Hình 2. C. Hình 3. D. Hình 4. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Áp dụng các tính chất của khối đa diện lồi  H : '' Đoạn thẳng nối hai điểm bất kì của  H  

luôn thuộc  ''H .  

Câu 2: Cho các hình khối sau: 

    

Hình 1 Hình 2 Hình 3 Hình 4 
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Mỗi hình trên gồm một số hữu hạn đa giác phẳng (kể cả các điểm trong của nó), số đa diện 
lồi là: 

A. 1. B. 2 . C. 3 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Có hai khối đa diện lồi là: Hình 1 & Hình 4.  

Câu 3: Tâm tất cả các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của hình nào trong các hình sau 
đây? 

A. Bát diện đều. B. Tứ diện đều. C. Lục giác đều. D. Ngũ giác đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn A 

 

Câu 4: Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. Tâm tất cả các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của một hình lập phương. 

B. Tâm tất cả các mặt của một hình tứ diện đều là các đỉnh của một hình tứ diện đều. 

C. Tâm tất cả các mặt của một hình tứ diện đều là các đỉnh của một hình lập phương. 

D. Tâm tất cả các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của một hình tứ diện đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

 

Câu 5: Trung điểm các cạnh của một tứ diện đều tạo thành 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 5 

A. các đỉnh của một hình tứ diện đều. 

B. các đỉnh của một hình bát diện đều. 

C. các đỉnh của một hình mười hai mặt đều. 

D. các đỉnh của một hình hai mươi mặt đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

 

Câu 6: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Tồn tại khối tứ diện là khối đa diện đều. 

B. Tồn tại khối lăng trụ đều là khối đa diện đều. 

C. Tồn tại khối hộp là khối đa diện đều. 

D. Tồn tại khối chóp tứ giác đều là khối đa diện đều. 

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Trong 5 loại khối đa diện đều không tồn tại khối chóp có đáy là tứ giác.  

Câu 7: Trong không gian chỉ có 5 loại khối đa diện đều như hình vẽ 

     

Khối tứ diện 
đều 

Khối lập 
phương 

Bát diện đều Hình 12 mặt 
đều 

Hình 20 mặt đều 

Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. Mọi khối đa diện đều có số mặt là những số chia hết cho 4. 

B. Khối lập phương và khối bát diện đều có cùng số cạnh. 
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C. Khối tứ diện đều và khối bát diện đều có 1 tâm đối xứng. 

D. Khối mười hai mặt đều và khối hai mươi mặt đều có cùng số đỉnh. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

 Khối lập phương có 6 mặt. Do đó A sai. 

 Khối lập phương và khối bát diện đều có cùng số cạnh là 12.  

 Khối tứ diện đều không có tâm đối xứng. Do đó C sai. 

 Khối 12 mặt đều có 20 đỉnh. Khối 20 mặt đều có 12 đỉnh. Do đó D sai. 

Câu 8: Mỗi khối đa diện đều mà mỗi đỉnh của nó đều là đỉnh chung của ba mặt thì số đỉnh Đ  và 
số cạnh C  của các khối đa diện đó luôn thỏa mãn: 

A. 2C Đ .   B. CĐ . C. 3 2CĐ . D. 3 2C  Đ . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Do mỗi đỉnh là đỉnh chung của đúng ba mặt nên suy ra số cạnh của khối đa diện là 3 .Đ  
Mỗi cạnh là cạnh chung của đúng hai mặt nên ta có hệ thức 3 2 .CĐ  

Câu 9: Tổng các góc ở đỉnh của tất cả các mặt của khối đa diện đều loại  4;3  là: 

A. 4 . B. 8 . C. 12 . D. 10 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Khối đa diện đều loại  4;3  là khối lập phương, gồm 6 mặt là các hình vuông nên tổng 

các góc bằng 6.2 12 .   

Câu 10: Tổng các góc ở đỉnh của tất cả các mặt của khối đa diện đều loại  3;5  là: 

A. 12 . B. 16 . C. 20 . D. 24 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Khối đa diện đều loại  3;5  là khối hai mươi mặt đều, gồm 20 mặt là các tam giác đều 

nên tổng các góc bằng 20. 20 .   

Câu 11: Tổng độ dài   của tất cả các cạnh của một tứ diện đều cạnh a . 
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A. 4 a . B. 6 a . C. 6 . D. 4 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Tứ diện đều có tất cả 6  cạnh nên có tổng độ dài các cạnh là 6a . 

Câu 12: Tổng độ dài   của tất cả các cạnh của khối mười hai mặt đều cạnh bằng 2.  

A. 8.  B. 16.  C. 24.  D. 60.  

Hướng dẫn giải 

Chọn D 

Khối mười hai mặt đều có 30  cạnh nên có tổng độ dài tất cả các cạnh bằng 30.2 60  . 

Câu 13: Cho hình đa diện đều loại  4;3  cạnh .a Gọi S  là tổng diện tích tất cả các mặt của hình 

đa diện đó. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 24 .S a  B. 26 .S a  C. 28 .S a  D. 210 .S a  

Hướng dẫn giải 

Chọn B 

Đa diện đều loại  4;3  là khối lập phương nên có 6 mặt là các hình vuông cạnh a . Vậy 

hình lập phương có tổng diện tích tất cả các mặt là 26 .S a  

Câu 14:  Cho hình bát diện đều cạnh .a  Gọi S  là tổng diện tích tất cả các mặt của hình bát diện 
đó. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 24 3 .S a  B. 23 .S a  C. 22 3 .S a  D. 28 .S a  

Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Hình bát diện đều là hình có tám mặt bằng nhau và mỗi mặt là một tam giác đều. Gọi 0S  

là diện tích tam giác đều cạnh 
2

0

3
.

4
a

a S   

Vậy diện tích S  cần tính là 
2

2
0

3
8. 8. 2 3 .

4
a

S S a    

Câu 15: Cho hình 20 mặt đều có cạnh bằng 2. Gọi S  là tổng diện tích tất cả các mặt của hình đa 
diện đó. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 10 3.S   B. 20 3.S   C. 20.S   D. 10.S   

Hướng dẫn giải 
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Chọn B 

Hình 20 đều là hình có 20 mặt bằng nhau và mỗi mặt là một tam giác đều. 

Gọi 0S  là diện tích tam giác đều cạnh bằng 
2

0

2 . 3
2 3.

4
  S  

Vậy diện tích S  cần tính là 020. 20 3. S S   



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 1 

BÀI 3. KHÁI NIỆM VÀ THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I – NHẮC LẠI MỘT SỐ ĐỊNH NGHĨA 

Hình lăng trụ là hình có hai đáy là hai đa giác bằng nhau nằm trên hai mặt phẳng song song với 
nhau và các mặt bên đều là các hình bình hành. 

1. Hình lăng trụ đứng 

Định nghĩa. Hình lăng trụ đứng là hình lăng trụ có cạnh bên vuông góc với mặt đáy. 

Tính chất. Các mặt bên của hình lăng trụ đứng là các hình chữ nhật và vuông góc với mặt đáy. 

2. Hình lăng trụ đều 

Định nghĩa. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng có đáy là đa giác đều. 

Tính chất. Các mặt bên của hình lăng trụ đều là các hình chữ nhật bằng nhau và vuông góc với mặt 
đáy. 

Hình hộp là hình lăng trụ có đáy là hình bình hành. 

3. Hình hộp đứng 

Định nghĩa. Hình hộp đứng là hình hộp có cạnh bên vuông góc với mặt đáy. 

Tính chất. Hình hộp đứng có 2  đáy là hình bình hành, 4  mặt xung quanh là 4  hình chữ nhật. 

4. Hình hộp chữ nhật 

Định nghĩa. Hình hộp chữ nhật là hình hộp đứng có đáy là hình chữ nhật. 

Tính chất. Hình hộp chữ nhật có 6  mặt là 6  hình chữ nhật. 

5. Hình lập phương 

Định nghĩa. Hình lập phương là hình hộp chữ nhật 2  đáy và 4  mặt bên đều là hình vuông 

Tính chất. Hình lập phương có 6  mặt đều là hình vuông. 

Hình chóp là hình có đáy là một đa giác và các mặt bên là các tam giác có 
chung một đỉnh. 

II – THỂ TÍCH 

1. Công thức tính thể tích khối chóp 

1
.

3
V S h  

Trong đó: S  là diện tích đáy, h  là chiều cao khối chóp. 

2. Công thức tính thể tích khối lăng trụ 

.V B h  

Trong đó: B  là diện tích đáy, h  là hiều cao khối lăng trụ 
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● Thể tích khối hộp chữ nhật: . .V a b c  

Trong đó: ,  ,  a b c  là ba kích thước của khối hộp chữ nhật. 

● Thể tích khối lập phương: 3V a  

Trong đó a  là độ dài cạnh của hình lập phương. 

III – TỈ SỐ THỂ TÍCH 

Cho khối chóp .S ABC  và 'A , 'B , 'C  là các điểm tùy ý lần lượt thuộc SA , SB , SC  ta có 

. ' ' '

.

' ' '
. .S A B C

S ABC

V SA SB SC
V SA SB SC

 . 

 

Phương pháp này được áp dụng khi khối chóp không xác đinh được chiều cao một cách dễ dàng 
hoặc khối chóp cần tính là một phần nhỏ trong khối chóp lớn và cần chú ý đến một số điều kiện sau 

  Hai khối chóp phải cùng chung đỉnh. 

  Đáy hai khối chóp phải là tam giác. 

  Các điểm tương ứng nằm trên các cạnh tương ứng. 

B. PHÂN DẠNG VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Khối chóp có cạnh bên vuông góc với đáy 

1. Phương pháp 
 Một hình chóp có một cạnh bên vuông góc với đáy thì cạnh bên đó chính là đường cao.  

 Một hình chóp có hai mặt bên kề nhau cùng vuông góc với đáy thì cạnh bên là giao tuyến của 
hai mặt đó vuông góc với đáy. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1:  Cho tứ diện OABC có đáy OBC là tam giác vuông tại O, OB = a, OC a 3 , (a > 0) và 

đường cao OA a 3 . Tính hể tích khối tứ diện  theo a  

Hướng dẫn giải 

Ta có:   
2

OBC
1 1 a 3S OB.OC a(a 3)
2 2 2

 

Thế tích khối tứ diện   
2 3

OBC
1 1 a 3 aV S .OA ( )(a 3) .
3 3 2 2

 

Ví dụ 2:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi cạnh a,   ABC 60 , cạnh SA vuông góc 
với đáy và SC tạo với đáy một góc 60 . Thể tích khối chóp S.ABCD theo a  bằng  

Hướng dẫn giải 
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 
2

ABCD ABC
a 3S 2S
2

 

Ta có ABC  đều nên AC a.  
  SA AC.tan60 a 3.  

 Suy ra:  
3

S.ABCD ABCD
1 aV SA.S
3 2

. 

 
 

Ví dụ 3:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi có cạnh bằng a 3 ,   BAD 120  và 
cạnh bên SA vuông góc với đáy. Biết mặt phẳng (SBC) và đáy bằng 60 . Thể tích khối chóp 
S.ABCD bằng 

Hướng dẫn giải 

 

 Tam giác SAH vuông tại A: 

       
3aSA AH.tan60
2

 

 Ta có: ABCD ABCS 2S  

      

 2 2a 3 3 3a 32
4 2

  .  

 Suy ra:  

   
3

S.ABCD ABCD
1 3a 3V SA.S
3 4

.  

 

Ví dụ 4:  Cho hình chóp S.ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B ,   AB 2a, BAC 60 . Cạnh 

bên SA  vuông góc với mặt phẳng (ABC)  và SA a 3 .  Thể tích khối chóp S.ABC  theo a  bằng  

Hướng dẫn giải 

 

 Xét tam giác ABC có: 

   

0

2
ABC

BC AB.tan60 2a 3
1S AB.AC 2a 3
2

 

  
 

     3
SABC ABC

1V S .SA 2a .
3

 

  
Ví dụ 5:  Cho hình chóp S.ABC có cạnh bên SA vuông góc với đáy và AB = a, AC = 2a, 
  BAC 120 . Mặt phẳng (SBC) tạo với đáy một góc 60 . Thể tích của khối chóp S.ABC bằng  

Hướng dẫn giải 

Ta có:  2

ABC
1 a 3S .AB.AC.sinBAC
2 2    
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   ABC2S a 21 3a 7BC a 7 ; AF ; SA
BC 7 7

 

2

SABC ABC

3

1 1 a 3 3a 7V .S .SA . .
3 3 2 7
a 21
14

 



 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hình chóp .S ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a , cạnh bên SA vuông góc 

với mặt phẳng đáy và 2.SA a  Tính thể tích V  của khối chóp . .S ABCD  

A. 
3 2

.
6

a
V   B. 

3 2
.

4
a

V   C. 3 2.V a  D. 
3 2

.
3

a
V   

Lời giải 

Chọn D 

Diện tích hình vuông ABCD  là 2
ABCDS a . 

Chiều cao khối chóp là 2.SA a  

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1 2
. .

3 3S ABCD ABCD

a
V S SA   

Câu 2: Cho khối chóp .S ABC  có SA  vuông góc với đáy, 4, 6, 10SA AB BC    và 8CA . Tính 

thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 40.V   B. 192.V   C. 32.V   D. 24.V   

Lời giải 

Chọn C 

Tam giác ABC , có 2 2 2 2 2 26 8 10AB AC BC      

 tam giác ABC  vuông tại A 1
. 24.

2ABCS AB AC    

Vậy thể tích khối chóp .

1
. 32.

3S ABC ABCV S SA   

Câu 3: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật có cạnh AB a , 2BC a . Hai mặt 

bên  SAB  và  SAD  cùng vuông góc với mặt phẳng đáy  ABCD , cạnh 15SA a . Tính 

theo a  thể tích V  của khối chóp . .S ABCD  

A. 
32 15
6

a
V  . B. 

32 15
3

a
V  . C. 32 15V a . D. 

3 15
3

a
V  . 

Lời giải 

Chọn B 
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Vì hai mặt bên  SAB  và  SAD  cùng vuông góc với  ABCD , suy ra  SA ABCD . Do đó 

chiều cao khối chóp là 15SA a . 

Diện tích hình chữ nhật ABCD  là 2. 2 .ABCDS AB BC a   

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1 2 15
. .

3 3S ABCD ABCD

a
V S SA   

Câu 4: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Cạnh bên SA  vuông góc với 

đáy  ABCD  và 5SC a . Tính theo a  thể tích V  khối chóp . .S ABCD  

A. 
3 3
3

a
V  . B. 

3 3
6

a
V  . C. 3 3V a . D. 

3 15
3

a
V  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Đường chéo hình vuông 2.AC a  

Xét tam giác SAC , ta có 2 2 3SA SC AC a   . 

Chiều cao khối chóp là 3SA a . 

Diện tích hình vuông ABCD  là 2.ABCDS a  

Vậy thể tích khối chop 
3

.

1 3
. .

3 3S ABCD ABCD

a
V S SA   

Câu 5: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B  và BA BC a  . Cạnh bên 
2SA a  và vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 3V a . B. 
3 3
2

a
V  . C. 

3

3
a

V  . D. 
32

3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn C 
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Diện tích tam giác vuông 
21

. .
2 2ABC

a
S BA BC    

Chiều cao khối chóp là 2SA a . 

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1
. .

3 3S ABC ABC

a
V S SA   

Câu 6: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang vuông tại A  và B , 1AB BC  , 2AD  . 
Cạnh bên 2SA  và vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp .S ABCD . 

A. 1V  . B. 3
2

V  . C. 
1
3

V  . D. 2V  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Diện tích hình thang ABCD  là 

3
. .

2 2ABCD

AD BC
S AB

     
 

Chiều cao khối chóp là 2SA . 

Vậy thể tích khối chóp .

1
. 1.

3S ABCD ABCDV S SA   

Câu 7: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông tâm O , cạnh a . Cạnh bên SA  vuông 

góc với đáy, góc 
060SBD . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 3V a . B. 
3 3
2

a
V  . C. 

3

3
a

V  . D. 
32

3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn C 
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Ta có .SAB SAD SB SD      

Hơn nữa, theo giả thiết  060SBD . 

Do đó SBD  đều cạnh 2SB SD BD a   . 

Tam giác vuông SAB , ta có 2 2SA SB AB a   . 

Diện tích hình vuông ABCD  là 2.ABCDS a  

Vậy 
3

.

1
.

3 3S ABCD ABCD

a
V S SA   (đvtt). 

Câu 8: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình chữ nhật với AB a , 5AC a . Đường 

thẳng SA  vuông góc với mặt đáy, cạnh bên SB  tạo với mặt đáy một góc 
060 . Tính theo a  

thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 36 2V a . B. 34 2V a . C. 32 2V a . D. 32V a . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Trong tam giác vuông ABC , ta có 2 2 2 6BC AC AB a   . 

Vì  SA ABCD  nên hình chiếu vuông góc của SB  trên mặt phẳng  ABCD  là AB . 

Do đó    060 , ,SB ABCD SB AB SBA   . 

Tam giác vuông SAB , có . tan 3SA AB SBA a  . 

Diện tích hình chữ nhật 2. 2 6 .ABCDS AB BC a   

Vậy 3
.

1
. 2 2 .

3S ABCD ABCDV S SA a   

Câu 9: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , SA  vuông góc với mặt phẳng 

 ABC ; góc giữa đường thẳng SB  và mặt phẳng  ABC  bằng 
060 . Tính theo a  thể tích V  

của khối chóp .S ABC . 

CB

A

S

D
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A. 
3

4
a

V  . B. 
33

4
a

V  . C. 
3

2
a

V  . D. 3V a . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Do  SA ABCD  nên ta có 

   060 , , .SB ABC SB AB SBA    

Tam giác vuông SAB , có . tan 3.SA AB SBA a   

Diện tích tam giác đều ABC  là 
2 3
4ABC

a
S  . 

Vậy 
3

.

1
. .

3 4S ABC ABC

a
V S SA   

Câu 10: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình thoi cạnh a , góc  0120BAD  . Cạnh bên 

SA  vuông góc với đáy  ABCD  và SD  tạo với đáy  ABCD  một góc 060 . Tính theo a  

thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 
3

4
a

V  . B. 
33

4
a

V  . C. 
3

2
a

V  . D. 3V a . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Do  SA ABCD  nên ta có    060 , , .SD ABCD SD AD SDA    

Tam giác vuông SAD , có . tan 3.SA AD SDA a   

Diện tích hình thoi 
2 3

2 . .sin .
2ABCD BAD

a
S S AB AD BAD    

Vậy thể tích khối chop 
3

.

1
. .

3 2S ABCD ABCD

a
V S SA   

C 

B A 

S

B 

S

A 

C 

D 
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Câu 11: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại A , AB AC a  . Cạnh bên 
SA  vuông góc với đáy  ABC . Gọi I  là trung điểm của BC , SI  tạo với mặt phẳng  ABC  

góc 
060 .  Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
3 6
4

V
a . B. 

3 6
6

V
a . C. 

3

2
V

a . D. 
3 6
12

V
a . 

Lời giải 

Chọn D 

 

Vì  SA ABC  nên hình chiếu vuông góc của SI  trên mặt phẳng  ABC  là AI . Do đó 

   60 , ,o SI ABC SI AI SIA   . 

Tam giác ABC  vuông tại A , suy ra trung tuyến 1 2
2 2

a
AI BC  . 

Tam giác vuông SAI , có  6
. tan

2
a

SA AI SIA  . 

Diện tích tam giác vuông 
21

.
2

.
2ABC

a
S AB AC    

Vậy .

31
.

3
6

.
12S A C CB AB

a
SV SA    

Câu 12: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , SA  vuông góc với mặt đáy, 
SD  tạo với mặt phẳng  SAB  một góc bằng 

030 . Tính theo a  thể tích V  của khối chóp 

.S ABCD . 

A. 
36

.
18
a

V   B. 33 .V a  C. 
36

.
3
a

V   D. 
33

.
3
a

V   

Lời giải 

 Chọn D 

ABCD  là hình vuông suy ra AB AD .  1  

Vì   .SA ABCD SA AD     2  

Từ  1  và  2 , suy ra  AD SAB . 

Khi đó SA  là hình chiếu của SD  trên mặt phẳng  SAB . 

Do đó     030 ; ; .SD SAB SD SA DSA    

I 

C 

B 

A 

S

A 

B C 

D

S
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Tam giác SAD  vuông tại A , có  3.
tan

AD
SA a

DSA
   

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1 3
. .

3 3S ABCD ABCD

a
V S SA   

Câu 13: Cho khối chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , SA  vuông góc với đáy và 

khoảng cách từ A  đến mặt phẳng  SBC  bằng 2
2

a . Tính thể tích V  của khối chóp đã 

cho. 

A. 
3

.
2
a

V   B. 3 .V a  C. 
33

.
9
a

V   D. 
3

.
3
a

V   

Lời giải 

Chọn D 

Gọi H  là hình chiếu của A  trên SB

.AH SB   

Ta có 
   SA ABCD SA BC

BC SAB AH BC
AB BC

        
 

Suy ra     2
, .

2
a

AH SBC d A SBC AH       

Tam giác SAB  vuông tại A , có 

2 2 2

1 1 1
.SA a

AH SA AB
     

Vậy 
31

. . .
3 3ABCD

a
V SA S    

 

Dạng 2 : Khối chóp có mặt bên vuông góc với đáy 

1. Phương pháp 

Để xác định đường cao hình chóp ta vận dụng định lí sau 

  
         
 

( ) ( )
( ) ( ) d

a ( ).
a ( )
a d

 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1:  Cho hình chóp S.ABC  có đáy ABC là tam giác vuông tại B  BA 3a,BC 4a;   mặt phẳng 

(SBC) vuông góc với mặt phẳng (ABC). Biết SB 2a 3  và SBC 30  . Thể tích khối chóp 
S.ABC 

Hướng dẫn giải 

 

H 

D 

S 

A B 

C 
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 Ta có:  

    2
ABC

1S BA.BC 6a
2

 

 Trong tam giác vuông SBH:  

   sinSBS SB. CH a 3 . 

    3
S.ABC ABC

1V S .SH 2a 3
3

. 

 

Ví dụ 2:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông có cạnh a. Mặt bên SAB là tam giác 
đều nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy ABCD   Thể tích khối chóp S. ABCD   

Hướng dẫn giải 
 

 Ta có: 

    2
ABCDS a  

 Tam giác SAB đều nên  SH a 3
2  

 Suy ra:  
3

ABCD
1 a 3V S .SH
3 6

.  

 

 

Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, có 
BC = a. Mặt bên SAC vuông góc với đáy, các mặt bên còn lại đều tạo với mặt đáy một góc 45 .
Thể tích khối chóp S.ABC bằng  

Hướng dẫn giải 

 
Ta có:  

    2 2
ABC

1 1S BC a .
2 2

  

 Tam giác SHI vuông cân tại H nên  

    
aSH HI
2

  

 Vậy  
3

S.ABC ABC
1 aV SH.S
3 12

  

Ví dụ 4:  Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC đều cạnh a, tam giác SBC vuông cân tại S và nằm 
trong mặt phẳng vuông góc với (ABC). Thể tích khối chóp S.ABC bằng                

Hướng dẫn giải 
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 Ta có tam giác ABC đều cạnh 

bằng a nên 
2

ABC
a 3S
4

. 

 Tam giác SAB vuông cân tại S và 

có AB a   nên 
aSH
2

 

   
ABC

2 3

1V SH.S
3
1 a a 3 a 3. .
2 2 4 16



 

 

.  

 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại A  và có AB a , 3BC a . 

Mặt bên  SAB  là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng  ABC . 

Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
3 6
12
a

V  . B. 
3 6
4

a
V  . C. 

32 6
12
a

V  . D. 
3 6
6

a
V  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Gọi H  là trung điểm của AB , suy ra SH AB . 

Do    SAB ABC  theo giao tuyến AB  nên  SH ABC . 

Tam giác SAB  là đều cạnh AB a  nên 3
2

a
SH  . 

Tam giác vuông ABC , có 2 2 2AC BC AB a   . 

Diện tích tam giác vuông 
21 2

.
2 2ABC

a
S AB AC   . 

Vậy 
3

.

1 6
. .

3 12S ABC ABC

a
V S SH   

Câu 2: Cho khối chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , tam giác SAB  cân tại S  và 

nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy, 2SA a . Tính theo a  thể tích V  của khối 
chóp .S ABCD . 
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A. 
3 15
12

a
V  . B. 

3 15
6

a
V  . C. 32V a . D. 

32
3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn B 

 

Gọi I  là trung điểm của AB . Tam giác SAB  cân tại S  và có I  là trung điểm AB  nên 

SI AB . Do    SAB ABCD  theo giao tuyến AB  nên  SI ABCD . 

Tam giác vuông SIA , có 

2
2 2 2 15

2 2
AB a

SI SA IA SA
       

. 

Diện tích hình vuông ABCD  là 2.ABCDS a  

Vậy 
3

.

1 15
. .

3 6S ABCD ABCD

a
V S SI   

Câu 3: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B , 2AC a , AB SA a  . Tam 

giác SAC  vuông tại S  và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy  ABC . Tính theo a  

thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
3

4
a

V  . B. 
33

4
a

V  . C. 3V a . D. 
32

3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Kẻ SH AC . Do    SAC ABC  theo giao tuyến AC  nên  SH ABC . 

Trong tam giác vuông SAC , ta có 

2 2 3SC AC SA a   , . 3
2

SA SC a
SH

AC
  . 

Tam giác vuông ABC , có 2 2 3BC AC AB a   . 
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Diện tích tam giác ABC  là 
21 3

.
2 2ABC

a
S AB BC   . 

Vậy 
3

.

1
. .

3 4S ABC ABC

a
V S SH   

Câu 4: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Tam giác SAB  vuông tại S  và 
nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Hình chiếu vuông góc của S  trên AB  là điểm H  
thỏa 2AH BH . Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 
3 2
6

a
V  . B. 

3 2
3

a
V  . C. 

3 3
9

a
V  . D. 

3 2
9

a
V  . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Trong tam giác vuông SAB , ta có 2 22 2
. . ;

3 3
SA AH AB AB AB a    

2 2 2
.

3
a

SH SA AH    

Diện tích hình vuông ABCD  là 2.ABCDS a  

Vậy 
3

.

1 2
. .

3 9S ABCD ABCD

a
V S SH   

Câu 5: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng 3 , tam giác SBC  vuông 
tại S  và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy, đường thẳng SD  tạo với mặt phẳng 

 SBC  một góc 
060 . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 1

6
V  . B. 6V  . C. 6

3
V  . D. 3V  . 

Lời giải 

Chọn C 

Kẻ SH BC . Vì    SBC ABCD  theo giao tuyến BC  nên  .SH ABCD  

Ta có  DC BC
DC SBC

DC SH

    
. Do đó    060 , ,SD SBC SD SC DSC   . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 15 

Từ   .DC SBC DC SC    

Tam giác vuông ,SCD  có 

 1
tan

DC
SC

DSC
  . 

Tam giác vuông SBC , có 

2 2 6. .
3

SB SC BC SC SC
SH

BC BC
   . 

Diện tích hình vuông ABCD  là 
3.ABCDS   

Vậy .

61
. .

3 3S ABCD ABCDV S SH    

 

 

Dạng 3: Khối chóp đều 

1. Phương pháp 

1. Một số lưu ý 

a) Định nghĩa: Một hình chóp được gọi là hình chóp đều nếu đáy của nó là một đa giác đều và 
các cạnh bên bằng nhau. 

b) Kết quả: Trong hình chóp đều: 

 Đường cao hình chóp qua tâm của đa giác đáy. 

 Các cạnh bên tạo với đáy các góc bằng nhau. 

 Các mặt bên tạo với đáy các góc bằng nhau. 

Chú ý: 

 Đề bài cho hình chóp tam giác đều (tứ giác đều) ta hiểu là hình chóp đều. 

 Hình chóp tam giác đều khác với hình chóp có đáy là tam giác đều vì hình chóp tam giác đều 
thì bản thân nó có đáy là tam giác đều và các cạnh bên bằng nhau, nói một cách khác, hình 
chóp tam giác đều thì suy ra hình chóp có đáy là tam giác đều nhưng điều ngược lại là không 
đúng. 

 Hình chóp tứ giác đều là hình chóp đều có đáy là hình vuông. 
2. Ví dụ 

Ví dụ  1:  Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, góc giữa cạnh bên và mặt đáy 
bằng 60 . Tính thể tích khối chóp S.ABC  

Hướng dẫn giải 

 

H 

S

D C 

B A
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 Tam giác ABC đều cạnh a nên  

   
2

ABC
a 3S
4

 

 Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên  

    
2 a 3AG AN
3 3

. 

 Trong tam giác SAG có  
     SG AG.tan60 a  

 Vậy  
2 3

S.ABC
1 a 3 a 3V .a.
3 4 12

.  
 

Ví dụ 2:  Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, đáy ABCD có diện tích là 16cm2, diện tích một mặt 
bên là 28 3cm . Tính chiều cao của hình chóp S.ABCD  

Hướng dẫn giải 

 

 Ta có  2
ABCDS 16cm  CD 4cm  

  

2
SCD SAB

2

S 8 3cm S
1 SH.AB 8 3cm
2

 

 
 

   SH 4 3cm  

 Xét SOH vuông tại O có: 

   

 
 

2 2

2
2

SO SH OH

4 3 2 cm 2 11cm

 

  
  

Ví dụ 3:  Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có các cạnh bên bằng 3  và tạo với mặt phẳng đáy 
góc 600 . Thể tích khối chóp S.ABC bằng   

Hướng dẫn giải 
 

 Xét SGA  vuông tại G có : 

    0 3SG SA.sin60
2

 ; 

    0 3AG SA.cos60
2

 

    
3 3 3AM AG
2 4

 

  

 

  ABC

 

đều  
3AM AB
2
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    
2 3AB AM

23
 

  
2

ABC
AB 3 9 3S

4 16
 

Vậy   SABC ABC
1 1 9 3 3 9 3V .S .SM . .
3 3 16 2 32

. 

Ví dụ 4:  Cho hình chóp tam giác đều  S.ABC cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng 2a. Tính thể tích 
chóp đều S.ABC bằng  

Hướng dẫn giải 
Ta có tam giác ABC đều nên  

 
2 2 a 3 a 3AH
3 3 2

AO
3

 

Trong tam giác vuông SOA   

  
2

2 2 2 11aSO SA OA
3

 

 
a 11SO

3
 

Vậy  
3

ABC
1 a 11V S .SO
3 12

. 

  

Ví dụ 5: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 2a, cạnh bên bằng a 3 . Tính thể 
tích khối chóp S.ABCD  

Hướng dẫn giải 

Ta có:   
2 2

ABCDS 2a 4a   

 Ta có: AC 2a. 2   

  

  
AC 2a 2AO a 2
2 2

 

  SAO vuông tại O có 

   

   2 2SO SA AO a  

 Thể tích khối chóp S.ABCD:  

  

 
S.ABCD ABCD

3
2

1V .S .SO
3
1 4a.4a .a
3 3



 
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3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hình chóp đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , cạnh bên gấp hai lần cạnh đáy. Tính thể tích 
V  của khối chóp đã cho. 

A. 
313

.
12
a

V   B. 
311

.
12
a

V   C. 
311

.
6
a

V   D. 
311

.
4
a

V   

Lời giải 

Chọn B 

 

Gọi I  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .ABC  Vì .S ABC  là khối chóp đều nên suy ra

 .SI ABC  

Gọi M  là trung điểm của 2 3
.

3 3
a

BC AI AM    

Tam giác SAI  vuông tại I , có  
2

22 2 3 33
2 .

3 3
a a

SI SA SI a
        

 

Diện tích tam giác ABC  là 
2 3

.
4ABC

a
S   

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1 11
. .

3 12S ABCD ABC

a
V S SI   

Câu 2: Cho hình chóp đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , cạnh bên bằng 21
6

a . Tính theo a  thể 

tích V  của khối chóp đã cho. 

A. 
3 3
8

a
V  . B. 

3 3
12
a

V  . C. 
3 3
24
a

V  . D. 
3 3
6

a
V  . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Gọi I  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác .ABC  Vì .S ABC  là khối chóp đều nên suy ra

 .SI ABC  
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Gọi M  là trung điểm của 2 3
.

3 3
a

BC AI AM    

Tam giác SAI  vuông tại I , có 
2 2

2 2 21 3
.

6 3 2
a a a

SI SA AI
                  

 

Diện tích tam giác ABC  là 
2 3

.
4ABC

a
S   

Vậy thể tích khối chóp 
3

.

1 3
.

3 24S ABC ABC

a
V S SI   

Câu 3: Cho hình chóp đều .S ABCD  có cạnh đáy bằng a , cạnh bên hợp với mặt đáy một góc 
060 . 

Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 
3 6
6

a
V  . B. 

3 6
2

a
V  . C. 

3 6
3

a
V  . D. 

3

3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Gọi .O AC BD   Do .S ABCD  là hình chóp đều nên  SO ABCD . 

Suy ra OB  là hình chiếu của SB  trên  ABCD . 

Khi đó    060 = , ,SB ABCD SB OB SBO  . 

Tam giác vuông SOB , có  6
. tan .

2
a

SO OB SBO   

Diện tích hình vuông ABC  là 2 2.ABCDS AB a   

Vậy 
3

.

1 6
. .

3 6S ABCD ABCD

a
V S SO   

Câu 4: Cho hình chóp đều .S ABC  có cạnh đáy bằng a , góc giữa mặt bên với mặt đáy bằng 
060 . 

Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
3 3
24
a

V  . B. 
3 3
8

a
V  . C. 

3

8
a

V  . D. 
3 3
12
a

V  . 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi ,  E F  lần lượt là trung điểm ,  BC BA  vàO AE CF  . 
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Do .S ABC  là hình chóp đều nên 
 SO ABC . 

Khi đó 

     060 , ,SBC ABC SE OE SEO   . 

Tam giác vuông SOE , có 

 0 3
.tan .tan 60 . 3

3 6 2
AE a a

SO OE SEO   

. 

Diện tích tam giác đều ABC  là 
2 3
4ABC

a
S  . 

Vậy 
3

.

1 3
. .

3 24S ABC ABC

a
V S SO    

 

Dạng 4: Khối chóp có hình chiếu lên mặt phẳng đáy 

Câu 1: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B , AB a . Cạnh bên 

2SA a , hình chiếu của điểm S  lên mặt phẳng đáy trùng với trung điểm của cạnh 
huyền AC . Tính theo a  thể tích V  của khối chóp . .S ABC  

A. 
3 6

12


a
V . B. 

3 6

4


a
V . C. 

32 6

12


a
V . D. 

3 6

6


a
V . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Gọi M  là trung điểm AC . Theo giả thiết, ta có   .  SM ABC SM AC  

Tam giác vuông ,ABC có 2 2. AC AB a  

Tam giác vuông SMA, có 

2
2 2 2 6 .

2 2
AC aSM SA AM SA  

     
 

 

Diện tích tam giác vuông cân $ABC$ là 
2

.
2 ABC

a
S  

A 

B 

C

S 

O E F 
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Vậy 
3

.

1 6
. .

3 12 S ABC ABC

a
V S SM  

Câu 2: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng 1. Hình chiếu vuông 

góc của S  trên mặt phẳng  ABCD  là trung điểm H  của cạnh AB , góc giữa SC  và 

mặt đáy bằng 030 . Tính thể tích V  của khối chóp .S ABCD . 

A. 15
6

V  . B. 15
18

V  . C. 1
3

V  . D. 5
6

V  . 

Lời giải 

Chọn B 

 

Vì  SH ABCD  nên hình chiếu vuông góc của SC  trên mặt phẳng đáy  ABCD  là HC . 

Do đó    030 , ,SC ABCD SC HC SCH   . 

Tam giác vuông BCH , có 2 2 5
.

2
HC BC BH    

Tam giác vuông SHC , có  15
.tan .

6
SH HC SCH   

Diện tích hình vuông ABCD  là 1ABCDS  . 

Vậy .

1 15
. .

3 18S ABCD ABCDV S SH   

Câu 3: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a , hình chiếu vuông góc của 
đỉnh S  trên mặt phẳng  ABC  là trung điểm H  của cạnh BC . Góc giữa đường thẳng SA  

và mặt phẳng  ABC  bằng 060 . Tính theo a  thể tích V  của khối chóp .S ABC . 

A. 
3 3
8

V
a . B. 

33 3
8

V
a . C. 

3 3
4

V
a . D. 

3 3
3

V
a . 

Lời giải 

Chọn A 

H 

B 

D 

C

A

S 
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Vì  SH ABC  nên hình chiếu vuông góc của SA  trên mặt đáy  ABC  là HA. Do đó 

   060 , ,SA ABC SA HA SAH   . 

Tam giác ABC  đều cạnh a  nên 3
2

a
AH  . 

Tam giác vuông SHA , có  3
.tan

2
a

SH AH SAH  . 

Diện tích tam giác đều ABC  là 
2 3
4ABC

a
S  . 

Vậy 
3

.

1 3
. .

3 8S ABC ABC

a
V S SH   

Dạng 5: Một số dạng khác 

Câu 1: Cho hình chóp .S ABC  có tam giác SBC  là tam giác vuông cân tại S , 2SB a  và 

khoảng cách từ A  đến mặt phẳng  SBC  bằng 3 .a  Tính theo a  thể tích V  của khối chóp 

. .S ABC  

A. 32V a . B. 34V a . C. 36V a  D. 312V a . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta chọn  SBC  làm mặt đáy   chiều cao khối chóp là  , 3 .d A SBC a     

Tam giác SBC  vuông cân tại S  nên 2 21
2 .

2SBCS SB a    

Vậy thể tích khối chóp   31
. , 2 .

3 SBCV S d A SBC a
     

Câu 2: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh 2a  và thể tích bằng 
3a . Tính 

chiều cao h  của hình chóp đã cho. 

A. 3
.

6
a

h   B. 3
.

2
a

h   C. 3
.

3
a

h   D. 3.h a  

Lời giải 

Chọn D 

Xét hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh 2a 2 3ABCS a  . 

H
C B 

A 

S 
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Thể tích khối chóp 
3

.
. 2

3.1 3
. 3.

3 3
S ABC

S ABC ABC
ABC

V a
V S h h a

S a




      

Câu 3:  Cho tứ diện ABCD  có các cạnh ,  AB AC  và AD  đôi một vuông góc với nhau; 

6 ,  7AB a AC a   và 4 .AD a  Gọi ,  ,  M N P  tương ứng là trung điểm các cạnh 

,  ,  .BC CD BD  Tính thể tích V  của tứ diện .AMNP  

A. 37
.

2
V a  B. 314 .V a  C. 328

.
3

V a  D. 37 .V a  

Lời giải 

Chọn D 

Do ,  AB AC  và AD  đôi một vuông góc với nhau nên 

31 1
. . .6 .7 .4 28 .

6 6ABCDV AB AC AD a a a a    

Dễ thấy 1
4MNP BCDS S  . 

Suy ra 31
7

4AMNP ABCDV V a  . 

Câu 4: Cho tứ diện ABCD  có thể tích bằng 12  và G  là trọng tâm của tam giác BCD . Tính thể 
tích V  của khối chóp .AGBC . 

A. 3.V   B. 4.V   C. 6.V   D. 5.V   

Lời giải 

Chọn B 

Vì G  là trọng tâm của tam giác BCD  nên 1
3GBC DBCS S  . 

Suy ra .

1 1
.12 4.

3 3A GBC ABCDV V    

Dạng 6. Thể tích lăng trụ đứng, lăng trụ đều 

Câu 1: Tính thể tích V  của khối lăng trụ tam giác đều có tất cả các cạnh bằng .a  

A. 
3 3

.
6

a
V   B. 

3 3
.

12
a

V   C. 
3 3

.
2

a
V   D. 

3 3
.

4
a

V   

Lời giải 

Chọn C 

Xét khối lăng trụ tam giác đều .ABC A B C    có tất cả các cạnh bằng .a  

P 

N M 

D 

A 

B 

C 
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Diện tích tam giác đều cạnh a  là 
2 3

.
4

a
S   

Chiều cao của lăng trụ ' .h AA a   

Vậy thể tích khối lăng trụ là 
3

.

3
. .

4ABC A B C

a
V S h      

 
 

Câu 2: Tính thể tích V  của khối lăng trụ tam giác đều có cạnh đáy bằng a  và tổng diện tích các 
mặt bên bằng 23 .a  

A. 
3 3

.
6

a
V   B. 

3 3
.

12
a

V   C. 
3 2

.
3

a
V   D. 

3 3
.

4
a

V   

Lời giải 

Chọn D 

Xét khối lăng trụ .ABC A B C    có đáy ABC  là tam giác đều và  .AA ABC   

Diện tích xung quanh lăng trụ là 3.xq ABB AS S    

   2 23 3. . 3 3. . .a AA AB a AA a AA a         

Diện tích tam giác ABC  là 
2 3

.
4ABC

a
S   

Vậy thể tích khối lăng trụ là 
3

.

3
. .

4ABCABC A B C

a
V S AA       

 

 

Câu 3: Cho khối lăng trụ đứng .ABC A B C    có BB a  , đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B  và 
2AC a . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 
3

.
6
a

V   B. 
3

.
3
a

V   C. 
3

.
2
a

V   D. 3 .V a  

Lời giải 

Chọn C 

Tam giác ABC  vuông cân tại B , 

suy ra 
2

.
22

ABC

AC a
BA BC a S      

Vậy thể tích khối lăng trụ 
3

. .
2ABC

a
V S BB    

 
 

C' 

B' 

A'

C 

B 

A 

C' 

B' 

A'

C 

B 

A 

A 

B 

C 

A' 

B'

C' 
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Câu 4: Cho lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác với AB a , 2AC a , 
0120BAC 

, ' 2 5AA a . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 34 5V a . B. 3 15V a . C. 
3 15

3
a

V  . D. 
34 5
3
a

V  . 

Lời giải 

Chọn B 

Diện tích tam giác ABC  là 
21 3

. .sin
2 2ABC

a
S AB AC BAC   . 

Vậy thể tích khối lăng trụ 3
. ' ' ' . ' 15.ABC A B C ABCV S AA a   

Câu 5: Tính thể tích V  của khối lập phương . ' ' ' ',ABCD A B C D  biết ' 3.AC a  

A. 3 .V a  B. 
33 6

.
4
a

V   C. 33 3 .V a  D. 31
.

3
V a  

Lời giải 

Chọn A 

Đặt cạnh của khối lập phương là   0 .x x  

Suy ra ' ;  2CC x AC x  . 

Tam giác vuông 'ACC , có 

2 2' ' 3 3 .AC AC CC x a x a       

Vậy thể tích khối lập phương 3 .V a   

 

Câu 6: Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là hình vuông cạnh 2a. Tính thể tích V  
của khối lăng trụ đã cho theo a , biết 3 A B a . 

A. 
34 5

3


a
V . B. 34 5V a . C. 32 5V a . D. 312V a . 

Lời giải 

Chọn B 

Do ABCD.A'B'C'D' là lăng trụ đứng nên 
 AA AB . 

Xét tam giác vuông A'AB, ta có 
2 2 5   A A A B AB a . 

Diện tích hình vuông ABCD là 
2 24 ABCDS AB a . 

Vậy 3
. . 4 5 .     ABCD A B C D ABCDV S A A a   

 

A B 

CD 

A' B' 
C' D' 

D' C' 
B' A'

D C 

BA
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Câu 7: Cho hình hộp chữ nhật .ABCD AB CD     có AB a , 2AD a , 5 AB a . Tính theo 

a  thể tích khối hộp đã cho. 

A. 3 10V a . B. 
32 2
3

a
V  . C. 3 2V a . D. 32 2V a . 

Lời giải 

Chọn D 

Trong tam giác vuông 'ABB , có 2 2' ' 2BB AB AB a   . 

Diện tích hình chữ nhật ABCD  là 2. 2ABCDS AB AD a  . 

Vậy 3
. ' ' ' ' . ' 2 2.ABCD A B C D ABCDV S BB a   

Câu 8: Cho hình hộp chữ nhật có diện tích ba mặt cùng xuất phát từ cùng một đỉnh là 
2 2 210cm , 20cm , 32cm .  Tính thể tích V  của hình hộp chữ nhật đã cho. 

A. 380cm .V   B. 3160cm .V   C. 340cm .V   D. 364cm .V   

Lời giải 

Chọn A 

 

Xét hình hộp chữ nhật .ABCD A B C D     có đáy ABCD  là hình chữ nhật. 

Theo bài ra, ta có 

2

2

2

10 cm . 10

20 cm . 20 .

. 3230 cm

ABCD

ABB A

ADD A

S AB AD

S AB AA

AA ADS

 

 

                

 

Nhân vế theo vế, ta được  2
. . 6400 . . 80.AA AB AD AA AB AD     

Vậy 3
. ' ' ' ' . . 80cm .ABCD A B C DV AA AB AD   

Câu 9: Cho lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B  và 1BA BC  . 

Cạnh 'A B  tạo với mặt đáy  ABC  góc 060 . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 3V  . B. 3
6

V  . C. 3
2

V  . D. 1
2

V  . 

Lời giải 

Chọn C 

Vì . ' ' 'ABC A B C  là lăng trụ đứng nên  'AA ABC , suy ra hình chiếu vuông góc của 'A B  

trên mặt đáy  ABC  là AB . 

A B

CD 

A' B' 
C' D'



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 27 

Do đó    060 ' , ' , 'A B ABC A B AB A BA  

. 

Tam giác vuông 'A AB , ta có 
' . tan ' 3.AA AB A BA   

Diện tích tam giác ABC  là 
1 1

. .
2 2ABCS BA BC    

Vậy 3
. ' .

2ABCV S AA    

 

Dạng 7. Thể tích lăng trụ xiên 

Câu 1: Cho hình hộp . ' ' ' 'ABCD A B C D  có tất cả các cạnh đều bằng 2a , đáy ABCD  là hình vuông. 
Hình chiếu vuông góc của đỉnh 'A  trên mặt phẳng đáy trùng với tâm của đáy. Tính theo 
a  thể tích V  của khối hộp đã cho. 

A. 
34 2
3
a

V  . B. 
38

3
a

V  . C. 38V a . D. 34 2V a . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi O  là tâm của hình vuông ABCD , 

suy ra  'A O ABCD . 

Tam giác vuông 'A OA , có 

2 2 2 2' ' 4 2 2A O AA AO a a a    
. 

Diện tích hình vuông 24ABCDS a . 

Vậy 3
. ' ' ' ' . ' 4 2.ABCD A B C D ABCDV S A O a    

 

 

Câu 2: Cho lăng trụ .ABCD ABCD     có đáy ABCD là hình vuông cạnh a , cạnh bên  AA a , 

hình chiếu vuông góc của A' trên mặt phẳng  ABCD  trùng với trung điểm H  của 

$AB$. Tính theo a  thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 
3 3

6


a
V . B. 

3 3

2


a
V . C. 3V a . D. 

3

3


a
V . 

Lời giải 

Chọn B 

C'

B' 

A' 

C

B 

A 

A 

B 
C 

D 

A' 
B' C' 

D'

O 
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Theo giả thiết, ta có 'A H AB . 

Tam giác vuông 'A HA , có 

2 2 3
' '

2
a

A H AA AH   . 

Diện tích hình vuông 2
ABCDS a . 

Vậy 
3

. ' ' ' '

3
. ' .

2ABCD A B C D ABCD

a
V S A H    

 

Câu 3: Cho hình lăng trụ .   ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác vuông cân tại B  và 2AC a . 

Hình chiếu vuông góc của A  trên mặt phẳng  ABC  là trung điểm H  của cạnh AB  và 

2 A A a . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 3 3V a . B. 
3 6
6

a
V  . C. 

3 6
2

a
V  . D. 32 2V a . 

Lời giải 

Chọn C 

Từ giả thiết suy ra 2. BA BC a  

Tam giác vuông ' ,A HA có 

2 2 6
' .

2
   

a
A H AA AH  

Diện tích tam giác ABC là 

21
. .

2  ABCS BA BC a  

Vậy 
3 6

. .
2  ABC

a
V S A H   

 

Câu 4: Cho lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh a . Hình chiếu vuông góc của 

điểm 'A  lên mặt phẳng  ABC  trùng với tâm O  của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC , 

biết 'A O a . Tính thể tích V  của khối lăng trụ đã cho. 

A. 
3 3
12
a

V  . B. 
3 3
4

a
V  . C. 

3

4
a

V  . D. 
3

6
a

V  . 

Lời giải 

Chọn B 

Diện tích tam giác đều 
2 3
4ABC

a
S  . Chiều cao khối lăng trụ 'A O a . 

Vậy thể tích khối lăng trụ 
3 3

. ' .
4ABC

a
V S A O   

Câu 5: Tính thể tích V  của khối lăng trụ .   ABC A B C  biết thể tích khối chóp .  A BCB C  bằng 
32 .a  

H 

D'

C' B'

A' 

D

C 
B 

A 

H 

C' 

B'

A' 

C 

B 

A
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A. 36 .V a  B. 
35

.
2


a

V  C. 34 .V a  D. 33 .V a  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có thể tích khối chóp . .

1
.

3
     A A B C ABC A B CV V  

Suy ra 3 3
. . . .

2 3 3
.2 3 .

3 2 2
             A BCB C ABC A B C ABC A B C A BCB CV V V V a a  

Câu 6: Cho hình lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  có đáy là tam giác đều cạnh có độ dài bằng 2 . Hình chiếu 

vuông góc của 'A  lên mặt phẳng  ABC  trùng với trung điểm H  của BC . Góc tạo bởi cạnh 

bên 'AA  với mặt đáy là 045 . Tính thể tích khối trụ . ' ' 'ABC A B C . 

A. 3V  . B. 1V  . C. 6
8

V  . D. 6
24

V  . 

Lời giải 

Chọn A 

Tam giác ABC  đều cạnh bằng 2  nên 

3AH  . Vì  'A H ABC  nên hình 

chiếu vuông góc của 'AA  trên mặt 

đáy  ABC  là .AH  Do đó 

   045 ', ', 'AA ABC AA AH A AH   . 

Suy ra tam giác 'A HA  vuông cân tại 
H  nên ' 3A H HA  . 

Diện tích tam giác đều ABC  là 

3ABCS  . 

Vậy . ' 3.ABCV S A H    

 

Câu 7: Tính thể tích V  của một khối lăng trụ biết đáy có diện tích 210cm ,S   cạnh bên tạo với 

mặt phẳng đáy một góc 060  và độ dài cạnh bên bằng 10cm.  

A. 3100cm .V   B. 350 3cm .V   C. 35 0 cm .V   D. 3100 3cm .V   

Lời giải 

Chọn B 

Xét khối lăng trụ .ABC A B C    có đáy là tam giác .ABC  

A

B 

C 

A' B' 

C'

H 
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Gọi H  là hình chiếu của A  trên 

mặt phẳng  ABC   .A H ABC   

Suy ra AH  là hình chiếu của AA  
trên mặt phẳng  .ABC  Do đó 

    060 , , .AA ABC AA AH A AH      

Tam giác A AH  vuông tại H , có 

.sin 5 3.A H AA A AH     

Vậy 3. 50 3 cm .ABCV S A H     

 

 

Dạng 8: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Cho hình lập phương .ABCD A B C D     có khoảng cách giữa hai đường thẳng AC  và 
C D   bằng a . Tính thể tích V  của khối lập phương đã cho. 

A. 38V a . B. 32 2V a . C. 33 3V a . D. 327V a . 

Lời giải 

Chọn B 

 
Đặt cạnh hình lập phương là x .   

Gọi O AD A D   , ta có  DO DCB A   . 

Ta có:   / /A C DCB A C D      nên  

    
  

; ;

2;
2

d C D A C d C D DCB A

xd D DCB A DO a

      

      
. 

Do đó, 2x a . Thể tích khối lập phương là: 3 32 2V x a  . 

Câu 2: Cho hình lăng trụ đều .ABC A B C   , biết khoảng cách từ điểm C  đến mặt phẳng  ABC  

bằng a góc giữa hai mặt phẳng  ABC  và  BCC B   bằng 

  với 
1cos
3

   (tham khảo hình vẽ bên dưới).Thể tích 

khối lăng trụ bằng 

A. 
39 15

20
a

.                              B
33 15

20
a

.  

C. 
33 15

10
a

.                               D. 
39 15

10
a

. 

Lời giải 

 Chọn A 

A 

C 

B 

C'

B' A'

H 

O

C'
B'

C

D'A'

A D

B

A

B

C

C' B'

A'
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Gọi 2x  là cạnh của tam giác đều, Gọi ,O K  lần 

lượt là trung điểm của ,AB BC  

Kẻ OCK C  

Ta có CH C O  và CH AB  nên  CH ABC  

và   , 'd C ABC CH a   

Suy ra: 2 2 2

1 1 1
CH CC CO

 


 hay 2 2 2

1 1 1
3a CC x

 


(1) 

Ta có hình chiếu vuông góc của tam giác ABC  lên mặt phẳng  BCC B   là tam giác 

'KBC  

Do đó '

'

1cos
3

KBC

ABC

S
S




   

Ta có: '
1 . .
2KBCS x CC  và 2 2 2 2

'
1 1. . . . 3
2 2ABCS ABC O AB CC CO x CC x

        

Do đó 2 2 2 2 2 21 1. . 3 3 2 3 5 12
2 3
xCC x CC x CC CC x CC x            (2) 

Từ    1 , 2  ta có 2 2
2 2 2

1 1 4 35 9
5 5

aCC a CC
a CC CC

      
 

 

Suy ra 
3

2
ax  . Vậy thể tích khối lăng trụ là 

2 33 3 3 9 15. .
4 205ABC
a a aV S CC   . 

Câu 3: Cho hình lăng trụ đều .ABC A B C   . Biết khoảng cách từ điểm C  đến mặt phẳng  ABC  

bằng a góc giữa hai mặt phẳng  ABC  và  BCC B   bằng   với 
1cos

2 3
   (tham 

khảo hình vẽ bên). Thể tích khối lăng trụ .ABC A B C    là 

A. 
3 2
2

a
. B. 

33 2
2
a

. C. 
33 2
4
a

. D. 
33 2
8
a

 

Lời giải 

 Chọn B 

Gọi ,K J  lần lượt là trung điểm của ,AB BC . 

Gọi x  là độ dài cạnh AB . 

3
2

xAJ CK  . 

H

K

O

A'

B'C'

C

B

A

M

G
JK

C

B

A

C'

B'

A'

H
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Ta có  CH ABC   ,d C ABC CH a   . 

Mặt khác  AJ BCC B  . 

Nên     ,ABC BCC B     ,CH AJ   ,CH AG  ( cos sin  ). 

Ta có 
1sin

2 3
MG
AG

  
2 3
AGMG 

2
3 3.2
AJ

 
3

62.3 3
x x

 . 

3 6 3 6
HC x a x

   2x a   mà   ,d C ABC CH a   . 

2 2

.CHCKCC
CK CH

 
  2 2

2 3
2

3

aa

a a




6
2
a

 . Vậy 
2 3 .
4

xV CC
 22 3 6.

4 2
a a



33 2
2
a

 . 

Câu 4: Cho lăng trụ .ABCD A B C D     có đáy ABCD  là hình chữ nhật với 6AB  , 3AD  , 

3A C   và mặt phẳng  AA C C   vuông góc với mặt đáy. Biết hai mặt phẳng  AA C C  , 

 AA B B   tạo với nhau góc   thỏa mãn 
3tan
4

  . Thể tích khối lăng trụ 

.ABCD A B C D     bằng? 
A. 6V  . B. 8V  . C. 12V  . D. 10V  . 

Lời giải 

 Chọn B 
 

Từ B  kẻ BI AC  BI AA C C   . 

Từ I  kẻ IH AA  

    , B IAAC C AA B B H    . 

Theo giải thiết ta có 3AC   

.AB BCBI
AC

  2 . 

Xét tam giác vuông BIH  có 

tan BIBHI
IH

 tan
BIIH
BHI

 

4 2
3

IH  . 

Xét tam giác vuông ABC  có 2.AI AC AB
2

2ABAI
AC

   . 

M C'

B'

D'

CD

A
B

A'

I

H

K
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Gọi M  là trung điểm cả AA , do tam giác AA C  cân tại C  nên CM AA //CM IH

. 

Do 
2
3

AI AH
AC AM

 
2
3

AH
AM

 
1
3

AH
AA

 


. 

Trong tam giác vuông AHI  kẻ đường cao HK  ta có 
4 2
9

HK    chiều cao của lăng 

trụ .ABCD A B C D     là 3h HK
4 2
3

 . 

Vậy thể tích khối lăng trụ .ABCD A B C D     là  . . .ABCD A B C DV AB AD h    
4 26 3
3

 8 . 

Câu 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi H là điểm trên cạnh SD sao 

cho 5 3SH SD , mặt phẳng    qua B, H và song song với đường thẳng AC cắt hai cạnh 

SA, SC lần lượt tại E, F. Tính tỉ số thể tích .

.

.C BEHF

S ABCD

V
V

 

A. 
1 .
7

 B. 
3 .
20

 C. 
6 .
35

 D. 
1 .
6

 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt .S ABCDV V  

Trong tam giác SOD ta có: 

3. . 1 3 .
4

IS SIIS BO HD SE SF
IO BD HS IO SO SA SC

      

 

Ta có: .
.

.

3 3 .
5 10

S HBC
S HBC

S DBC

V SH VV
V SD

     

Mặt khác: .
.

.

1 3 .
4 40

C FHB
C FHB

C SHB

V CF VV
V CS

     

Mà: .
. .

.

6 32 .
40 20

C BEHF
C BEHF C FHB

S ABCD

VVV V
V

     

Câu 6:   Khối lăng trụ tam giác đều . ' ' 'ABC A B C có khoảng cách từ A  đến mặt phẳng  'A BC

bằng 3 và góc giữa hai mặt phẳng  'A BC  và  ABC bằng 060 . Tính thể tích V  khối 

lăng trụ đã cho? 

A. 24 3V  . B. 8 3V  . C. 
8 3
3

V  . D. 
8 3
9

V  . 

Lời giải 

 Chọn A 
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Do lăng trụ . ' ' 'ABC A B C  đều nên lăng trụ đã cho là lăng trụ đứng. 
Gọi H là trung điểm của BC , K  là hình chiếu của H  lên 'A H . 

Ta có      ' '
'

BC AH
BC AA H ABC AA H

BC AA

    

 

Mà 

    ' ' , ' 3AK A H AK A BC d A A BC AK      . 

Ta có góc giữa  'A BC và  ABC là góc giữa AH và. 

Suy ra  0' 60A HA  . 

Ta có 

0

0

' .tan60 6
2 3 2.2 3sin60 4

3

A A AH
AKAH

AB

  
   

 


 

Thể tích khối lăng trụ là . ' 4 3.6 24 3ABCV S AA   . 

Câu 7: Khối lăng trụ đứng . ' ' 'ABC A B C có đáy là tam giác vuông cân tại A . Biết khoảng cách từ 

A  đến mặt phẳng  'A BC bằng 3 và góc giữa hai mặt phẳng  'A BC  và  ABC bằng 

060 . Tính thể tích V  khối lăng trụ đã cho? 

A. 24 3V  . B. 8 3V  . C. 72V  . D. 24V  . 

Lời giải 

 Chọn C 

Gọi H hình chiếu của A lên BC , K  là hình chiếu của H  lên 
'A H . 

Ta có      ' '
'

BC AH
BC AA H ABC AA H

BC AA

    

 

Mà     ' ' , ' 3AK A H AK A BC d A A BC AK      . 

Ta có góc giữa  'A BC và  ABC là góc giữa AH và. Suy ra 

 0' 60A HA  . Ta có 
0

0

' .tan60 6
2 3

sin60 2 4 3; 2 6

A A AHAKAH
BC AH AB

     
  

 

Thể tích khối lăng trụ là  21. ' . 2 6 .6 72
2ABCV S AA   . 

Câu 8: Cho hình lăng trụ .ABC A B C    có đáy là tam giác đều cạnh a . Hình chiếu vuông góc của 

điểm A  lên mặt phẳng  ABC  trùng với trọng tâm tam giác ABC . Biết khoảng cách 

giữa hai đường thẳng AA  và BC  bằng 
3

4
a

. Tính theo a  thể tích V  của khối lăng trụ 

.ABC A B C   . 

A. 
3 3
12
aV  . B. 

3 3
3

aV  . C. 
3 3
24
aV  . D. 

3 3
6

aV  . 
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Lời giải 

Chọn A 

Ta có  A G ABC   nên A G BC  ; BC AM

 BC MAA   

Kẻ MI AA ;  

BC IM  nên   3;  
4
ad AA BC IM    

Kẻ GH AA ,  

Ta có 
2 2 3 3.
3 3 4 6

AG GH a aGH
AM IM

      

2 2 2 2 2 2 2

3 3.1 1 1 . 3 6
3

3 12

a a
AG HG aA G

HG A G AG AG HG a a
     

  

 

2 2

.
3 3. .

3 4 12ABC A B C ABC
a a aV AGS      . 

Câu 9: Cho khối hộp chữ nhật . ' ' ' 'ABCD A B C D có ; 3AB a AD a  , góc giữa hai mặt phẳng 

 ' 'ADD A  và mặt phẳng  'ACD bằng 060 . Tính thể tích khối hộp chữ nhật đã cho. 

A. 
3 6
6

aV  . B. 
3 2
4

aV  . C. 
3 6
2

aV  . D. 
33 2
4
aV  . 

Lời giải 

Chọn D 

 

Gọi H  là hình chiếu của D  lên 'AD .  

Ta có 

       0' ' ' , ' 60AD DHC ADD A ACD DHC    . 

Có 0 3.cot60
3
aDH CD  ,  

Suy ra 2 2 2

1 1 1 6'
4'
aDD

DH DD DA
    . 

Thể tích khối hộp là 
33 2. '
4ABCD
aV S DD  . 
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Câu 10: Cho lăng trụ .ABC A B C    có đáy là tam giác đều cạnh a . Hình chiếu vuông góc của điểm 

A  lên mặt phẳng  ABC  trùng với trọng tâm của tam giác ABC . Biết khoảng cách giữa 

hai đường thẳng AA  và BC  bằng 
3

4
a

. Khi đó thể tích của khối lăng trụ là 

A. 
3 3
24
a

. B. 
3 3
12
a

. C. 
3 3
36
a

. D. 
3 3
6

a
. 

Lời giải 

Chọn B 

 

Gọi G  là trọng tâm của ABC , M  là trung điểm của BC  A G ABC  . 

Trong  AAM  dựng MN AA , ta có: 
BC AM
BC AG
 
 

 BC AA G  BC MN  . 

 ,d AA BC MN 
3

4
a

 . 

Gọi H  là hình chiếu của G  lên AA . 

Ta có: / /GH MN GH AG
MN AM

 
2
3


2
3

GH MN 
3

6
a

 . 

Xét tam giác AA G  vuông tại G , ta có: 

2 2 2

1 1 1
GH GA GA

 
 2 2 2

1 1 1
GA GH GA

  
 2 2

1 1

3 3
6 3
a a

 
   
      
   

2

27
3a

 .
3
aGA  . 

Vậy thể tích của khối lăng trụ là: .ABCV S A G
2 3 .
4 3

a a


3 3
12
a

 . 

Câu 11: Cho hình chóp .S ABCD , đáy ABCD  là hình chữ nhật có 2 ,AB a AD a  . Hai mặt 

phẳng  SAB  và  SAD  cùng vuông góc với đáy và góc giữa hai mặt phẳng  SAB , 

 SBD  là 45 . Thể tích khối chóp .S ABC  là V . Tỉ số 3

V
a

 gần giá trị nào nhất trong các giá 

trị sau? 

N
H

B'

C'

M

A

C

B

A'

G
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A. 0,25 . B. 0,5 . C. 0,75 . D. 1,5 . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Ta có: 

   
   
   

 
SAB SAD SA

SAB ABCD SA ABCD

SAD ABCD

  
   
 

. 

Gọi H  là hình chiếu của A  trên SB
AH SB  . 

Dễ thấy  AD SAB AD SB   . 

Do đó:  SB AHD SB HD   . 

Khi đó ta có: 

   

   
     ; ; 45

;

SAB SBD SB
AH SB HD SB SAB SBD AHD
AH SAB HD SBD

  


     
  

. 

Hay AHD  vuông cân tại A  AH AD a   . 

SAB  vuông tại A : 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 3 2
4 4 3

aSA
SA AH AB a a a

       . 

Suy ra 
3

2
.

1 1 2 4. . .2
3 3 3 3 3S ABC ABCD

a aV V SAS a    . Vậy 3

4 0,77
3 3

V
a

  . 

Câu 12: Cho khối chóp .S ABC  có đáy là tam giác vuông cân tại , 2 ,A AB a SA  vuông góc với 

đáy, khoảng cách từ A  đến mặt phẳng  SBC bằng 
4
3
a

. Tính thể tích khối chóp .S ABC . 

A. 
38

3
aV  . B. 

39
8
aV  . C. 38V a . D. 

327
8
aV  . 

Lời giải 

Chọn A 

 

Vì ABC  là tam giác vuông cân tại , 2 ,A AB a  

nên 2 2BC a  

Gọi I là trung điểm BC  suy ra 
1 2.
2

AI BC a   

H

D

CB

A

S
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Khi đó  .BC AI
BC SAI

BC SA
 

  
 

Goi H  là hình chiếu của A  lên SI  suy ra AH  là khoảng cách từ A  đến mặt phẳng 

 SBC . 

4
3
aAH  . Ta có 

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 . 4 .AI AHSA a
AH AI SA AI AH

    
  

Mặt khác 21 1. 2 .2 2 .
2 2ABCS AB AC a a a   

3
2

.
1 1 8. . .2 .4 .
3 3 3S ABC ABC

aV S SA a a     

Câu 13: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình bình hành, 2 , BC aAB a   0120ABC   và SD  

vuông góc với đáy. Sin góc giữa đường thẳng SB  và mặt phẳng  SAB  bằng 
1
4

. Thể tích 

khối chóp .S ABCD  bằng 

A. 3a . B. 
3

2
a

. C. 33a . D. 
33

2
a

. 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt SD h , ta có 

2 2 02 . .cos60 3BD AD AB AB AD a     

Suy ra 2 2 2 23SB SD BD h a     

Ta có      ; ;d B SAC d D SAC  

và 

    
2

2 2 2 2 2 22

1 1 1 1 1 7
; 4 3; DAC

AC
SD d D AC h S h ad D SAC

       

  
2 2

3;
3 7

ahd D SAC
a h

 


 ( Do 
2

2 2 1 3 37 ; .2 .
2 2 2DAC

aAC a S a a    ) 

Do đó       2 2

2 2

3
; 13 7sin SB; 3

43

ah
d B SAC a hSAC h a

SB h a
    


 

Vậy 3
.S ABCDV a  
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CHƯƠNG II. MẶT NÓN, MẶT TRỤ VÀ KHỐI TRỤ 

BÀI 1. MẶT NÓN – HÌNH NÓN – KHỐI NÓN 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
I. ĐỊNH NGHĨA MẶT NÓN 

Cho đường thẳng  . Xét một đường thẳng d  cắt   tại O  tạo thành một góc   với 0
2

  . 

Mặt tròn xoay sinh bởi đường thẳng d  như thế khi quay quanh   gọi là mặt nón tròn xoay (hay 
đơn giản hơn là mặt nón). 

●  gọi là trục của mặt nón. 

● d  gọi là đường sinh của mặt nón. 

●O  gọi là đỉnh của mặt nón. 

● Góc 2  gọi là góc ở đỉnh của mặt nón. 

 
II. HÌNH NÓN VÀ KHỐI NÓN 

1. Hình nón 

Cho mặt nón N  với trục  , đỉnh O , góc ở đỉnh 2 . Gọi  P  là mặt phẳng vuông góc với   tại 

điểm I  khác O . Mặt phẳng  P  cắt mặt nón theo một đường tròn  C  có tâm I . Lại gọi  'P  là 

mặt phẳng vuông góc với   tại O . 
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● Phần của mặt nón N  giới hạn bởi hai mặt phẳng  P  và  'P  cùng với hình tròn xác định bởi  C  

được gọi là hình nón. 

●O  gọi là đỉnh của hình nón. 

● Đường tròn  C  gọi là đường tròn đáy của hình nón. 

● Với mỗi điểm M  nằm trên đường tròn  C , đoạn thẳng OM  gọi là đường sinh của hình nón. 

● Đoạn thẳng O I  gọi là trục của hình nón, độ dài O I  gọi là chiều cao của hình nón (đó chính là 
khoảng cách từ đỉnh O  đến mặt đáy.) 

2. Khối nón 

Một hình nón chia không gian thành hai phần: phần bên trong và phần bên ngoài của nó. Hình nón 
cùng với phần bên trong của nó gọi là khối nón. 

III. KHÁI NIỆM VỀ DIỆN TÍCH HÌNH NÓN VÀ THỂ TÍCH KHỐI NÓN 

Một hình chóp gọi là nội tiếp một hình nón nếu: 

● Đáy của hình chóp là đa giác nội tiếp đáy của hình nón. 

● Đỉnh của hình chóp là đỉnh của hình nón. 

1. Định nghĩa 

Diện tích xung quanh của hình nón là giới hạn của diện tích xung quanh của một hình chóp đều nội 
tiếp hình nón đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 

Thể tích của khối nón là giới hạn của thể tích của khối chóp đều nội tiếp khối nón đó khi số cạnh 
tăng lên vô hạn. 

2. Định lí 1 

Diện tích xung quanh của hình nón có bán kính đáy R  và đường sinh  là 

xqS R  . 

Diện tích toàn phần: 

 

3. Định lí 2 

Thể tích của khối nón có bán kính đáy R  và chiều cao h  là 

21
3

V R h . 

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1: Bài tập cơ bản 

Câu 1: Hình nón có đường sinh 2a  và hợp với đáy góc 060  . Diện tích toàn phần của 
hình nón bằng: 

A. 24 .a  B. 23 .a  C. 22 .a  D. 2.a  

Lời giải 

Chọn B 
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Theo giả thiết, ta có 

2SA a   và  060SAO  . 

Suy ra: 0.cos 60R OA SA a   . 

Vậy diện tích toàn phần của hình nón bằng: 
2 23S Rl R a      (đvdt). 

Câu 2: Cho hình nón đỉnh S  có bán kính đáy 2R a , góc ở đỉnh bằng 060 . Diện tích xung 
quanh của hình nón bằng: 

A. 24 .a  B. 23 .a  C. 22 .a  D. 2.a  

Lời giải 

Chọn A 

 

Theo giả thiết, ta có: 2OA a  và  030OSA  . 

Suy ra độ dài đường sinh: 
0

2 2.
sin 30

OA
SA a    

Vậy diện tích xung quanh bằng: 24xqS R a    (đvdt). 

Câu 3: Trong không gian, cho tam giác ABC vuông tại A , AB a  và 3AC a . Độ dài đường 
sinh   của hình nón nhận được khi quay tam giác ABC xung quanh trục AB bằng: 

A. .a  B. 2.a  C. 3.a  D. 2 .a  

Lời giải 

Chọn D 

Từ giả thiết suy ra hình nón có đỉnh là B , tâm đường tròn đáy là A , bán kính đáy là 

3AC a  và chiều cao hình nón là AB a . 
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Vậy độ dài đường sinh của hình nón là: 

2 2 2 .BC AB AC a     

Câu 4: Thiết diện qua trục hình nón là một tam giác vuông cân có cạnh góc vuông bằng a. Diện 
tích toàn phần và thể tích hình nón có giá trị lần lượt là: 

A. 
  21 2

2

a
 và 

32
.

12

a
 B. 

22

2

a
 và 

32
.

4

a
 

C. 
  21 2

2

a
 và 

32
.

4

a
 D. 

22

2

a
 và 

32
.

12

a
 

Lời giải 

Chọn A 

 
Gọi ,  S O  là đỉnh và tâm đường tròn đáy của hình nón, thiết diện qua đỉnh là tam giác 

SAB . 

Theo bài ra ta có tam giác SAB  vuông cân tại S  nên 

2 2AB SB a  , 
2 2

.
2 2

SB a
SO    

Suy ra 
2

2

a
h SO  , l SA a   và 

2 2
2 2 .

2 2

SB a
SB R R     

Diện tích toàn phần của hình nón: 
  2

2
1 2

2tp

a
S R R


 


    (đvdt). 

Thể tích khối nón là: 
3

21 2

3 12

a
V R h

   (đvtt). 

Câu 5: Cạnh bên của một hình nón bằng 2a. Thiết diện qua trục của nó là một tam giác cân có 
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góc ở đỉnh bằng 120 . Diện tích toàn phần của hình nón là: 

A.  2 3 3  .  B.  22 3 3a  .  

C. 26 a .  D.  2 3 2 3a  . 

Lời giải 

Chọn D 

 
Gọi S  là đỉnh, O  là tâm của đáy, thiết diện qua trục là SAB. 

Theo giả thiết, ta có 2SA a  và  60ASO  . 

Trong tam giác SAO vuông tại O , ta có 

.sin 60 3.OA SA a   

Vậy diện tích toàn phần: 

   22 2. . 3 2 3tpS R R OA SA OA a           (đvdt). 

Câu 6. Cho tam giác SOA  vuông tại O  có 3 cmOA  , 5 cmSA  , quay tam giác SOA  xung 
quanh cạnh SO  được hình nón. Thể tích của khối nón tương ứng là: 

A.  312 cm . B.  315 cm . C.  380
cm

3


. D.  336 cm  

Lời giải 
Chọn A 

 
2 2 4SO SA OA   ; 21

3
V r h 21

.3 .4
3
 12   3cm . 

Câu 7: Cho hình nón có đỉnh S , đường cao SO h , đường sinh SA. Nội tiếp hình nón là một 
hình chóp đỉnh S , đáy là hình vuông ABCD cạnh a . Nửa góc ở đỉnh của hình nón có tan 
bằng: 

A. 
2

.
2

h

a
 B. 

2
.

2

a

h
 C. 

2
.

a

h
 D. 

2
.

h

a
 

Lời giải 

Chọn C 

O A

S
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Nửa góc ở đỉnh của hình nón là góc ASO . 

Hình vuông ABCD cạnh a  nên suy ra 
2

.
2

a
OA   

Trong tam giác vuông SOA, ta có:  2
tan .

2

OA a
ASO

SO h
   

Câu 8: Cho hình nón tròn xoay có chiều cao  20 cmh  , bán kính đáy  25 cmr  . Một thiết 

diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện 

là  12 cm . Tính diện tích của thiết diện đó. 

A.  2500 cm .S    B.  2400 cm .S    

C.  2300 cm .S    D.  2406 cm .S   

1) Lời giải 
Chọn A  

 
2)  

Theo bài ra ta có 25;AO r  20;SO h  12OK   (Hình vẽ). 

Lại có  2 2 2

1 1 1
15 cmOI

OK OI OS
      

   

 

2 2 2 2

2

2 25 15 40 cm ; 25 cm

1
.25.40 500 cm .

2SAB

AB AI SI SO OI

S

      

  
 

Câu 9. Cho tam giác ABC vuông tại A , 6cmAB  , 8cmAC  . Gọi 1V  là thể tích khối nón tạo 

thành khi quay tam giác ABC  quanh cạnh AB  và 2V  là thể tích khối nón tạo thành khi 

quay tam giác ABC  quanh cạnh AC . Khi đó, tỷ số 1

2

V

V
 bằng: 

S

K

O

B

A
I
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A. 
16

9
. B. 

4

3
. C. 

3

4
. D. 

9

16
. 

Lời giải 
Chọn B 
Khi quay tam giác ABC  quanh cạnh AB  ta có:  

h AB , r AC 2
1

1
. .

3
V r h  21

.8 .6
3
  3128 cm . 

Khi quay tam giác ABC  quanh cạnh AC  ta có:  

h AC , r AB 2
2

1
. .

3
V r h  21

.6 .8
3
  396 cm . 

Vậy 1

2

128 4

96 3

V

V
  . 

Câu 10:  Cho hình nón  N
 
có chiều cao bằng 3a . Thiết diện song song với đáy cách đáy một 

đoạn bằng a
 
có diện tích bằng 264

9
a . Thể tích khối nón  N

 
là 

A. 316 a  B. 
325

3

a
 C. 

316

3

a
 D. 348 a  

Lời giải 

 
Chọn A 

Gọi h , r
 
lần lượt là chiều cao và bán kính đáy của khối nón  N . 

Gọi ', 'h r
 
lần lượt là chiều cao và bán kính đáy của khối nón có đỉnh là đỉnh của  N

 
và 

đáy là thiết diện đáy cách đáy của  N  một đoạn bằng a . 

Ta có 3 , 2h a h a  . 

Hơn nữa,  22 264 64 8
'

9 9 3td

a
S a r a r       .  

Theo định lý Talet, ta có chiều cao và bán kính đáy 
' 'h r

h r


 
hay 

. '
4

'

h r
r a

h
  . 

Vậy thể tích của khối nón  N
 
là 2 2 31 1

. . .16 .3 16
3 3

V r h a a a     . 

Câu 11: Cho hình lập phương .ABCD A B CD     có cạnh bằng 1. Tính diện tích xung quanh của 
hình tròn xoay sinh bởi đường gấp khúc ACA  khi quay quanh trục AA . 

A. 5 . B. 6 . C. 3 . D. 2 . 

Lời giải 
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Chọn B 

3)  
Tam giác ACA  vuông tại A , hình nón tròn xoay sinh ra có bán kính đường tròn đáy 

2r AC  , độ dài đường sinh 3l A C   nên xqS rl 6 . 

Câu 12: Cho tam giác ABC  vuông tại A , AB a , 2AC a . Quay tam giác ABC  (kể cả các 
điểm bên trong tam giác) quanh BC , ta thu được khối tròn xoay. Tính diện tích bề mặt 
của khối tròn xoay đó. 

A. 24 a . B. 22 a . C. 
26

5

a
. D. 

23

5

a
. 

Lời giải 

Chọn C 

 
Gọi H  là chân đường cao kẻ từ đỉnh A  của ABC .Ta có ABC  vuông tại A  

2 2 2 2

. . .2 2
. .

54

AB AC AB AC a a a
AH BC AB AC AH

BC AB AC a a
      

 
 

Khi quay ABC  quanh cạnh BC  ta được vật thể là hai khối nón tròn xoay có chung đáy 

là đường tròn tâm H , bán kính 
2

5

a
R AH   

  Diện tích bề mặt của vật thể tròn xoay đó là: 

   
22 6

. . 2
5 5

a a
S R AB AC a a

      . 

H

E

A

B C
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Dạng 2 : Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Cho hình nón 1N  có chiều cao bằng 40 cm. Người ta cắt hình nón 1N  bằng một mặt 

phẳng song song với mặt đáy của nó để được một hình nón nhỏ 2N  có thể tích bằng 
1

8
 

thể tích 1N . Tính chiều cao 2h  của hình nón 2N ? 

A. 40  cm. B. 10  cm. C. 20  cm. D. 5  cm. 
Lời giải 

Chọn C 

 
Gọi 1R , 2R , 1h , 2h  lần lượt là bán kính và chiều cao của các khối nón 1N , 2N . Gọi 1V , 

2V  thể tích của các khối nón 1N , 2N . 

Ta có: 2
1 1 1

1

3
V R h ; 2

2 2 2

1

3
V R h . 

Theo đề bài ta có 2

1

1

8


V

V

2
2 2

2
1 1

1
13

1 8
3

 
R h

R h





2
2 2
2
1 1

1

8
 

R h

R h
. 

Mặt khác ta lại có, 2 2

1 1


h R

h R


1

3
2
3

1

8


h

h
2

1

1

2
 

h

h 2 1

1

2
 h h 2 20 h . 

Câu 2: Một chiếc ly dạng hình nón (như hình vẽ). Người ta đổ một lượng nước vào ly sao cho 

chiều cao của lượng nước trong ly bằng 
1

3
 chiều cao của ly. Hỏi nếu bịt kín miệng ly rồi 

úp ngược ly lại thì tỷ lệ chiều cao của mực nước và chiều cao của ly nước lúc bây giờ 
bằng bao nhiêu? 

4)  

A. 
3 2 2

.
3


 B. 

33 25
.

3


 C. 

1
.

9
 D. 

33 26
.

3


 

α

O

A'

IB A

I'
B'
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Lời giải 
Chọn D 
Gọi chiều cao và bán kính đường tròn đáy của chiếc ly lần lượt là h  và R  

  thể tích của chiếc ly 21

3
V R h . 

● Khi để cốc theo chiều xuôi thì lượng nước trong cốc là hình nón có chiều cao và bán 

kính đường tròn đáy lần lượt là 
3

h
 và 

3

R
 

  thể tích của lượng nước 
2

1

1

3 3 3 27
       
   
R h V

V   

 thể tích phần không chứa nước 2

26
.

27


V
V  

● Khi úp ngược ly lại thì phần thể tích nước trong ly không đổi và lúc đó phần không 
chứa nước là hình nón. Gọi 'h  và 'R  lần lượt là chiều cao và bán kính đường tròn đáy 

của phần hình nón không chứa nước đó. Ta có 
' '


R h

R h
 và phần thể tích hình nón không 

chứa nước là 
32 3

2 2
2 2

26 1 26 1 ' . ' 26 ' 26 ' 26
. ' . ' . . .

27 3 27 3 . 27 27 3
              
   

R h h h
V V R h R h

R h h h
 

 
Vậy tỷ lệ chiều cao của mực nước và chiều cao của ly nước trong trường hợp úp ngược ly 

là 
3 3' ' 26 3 26

1 1 .
3 3

 
    

h h h

h h
 

Câu 3: Một hình nón có chiều cao 20h  cm, bán kính đáy 25r  cm. Một thiết diện đi qua đỉnh 
có khoảng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa thiết diện là 12cm. Tính diện tích 
thiết diện đó. 

A. 450 2  cm2. B. 500 2  cm2. C. 500cm2. D. 125 34  cm2. 

Lời giải 

5)  
Tính diện tích thiết diện SABS  

+ Ta có 
1 1

. 2 . .
2 2SABS AB SI IA SI IA SI     

+ Xét tam giác vuông SOI , ta có: 
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2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
15 (cm)

12 20
OI

OH OI OS OI
       . 

+ Mặt khác, xét tam giác vuông SOI  thì: 
. 20.15

. . 25
12

OI OS
OI OS SI OH SI

OH
      (cm). 

+ Trong tam giác vuông AIO , ta có: 
2 2 2 225 15 20IA OA OI      (cm). 

+ Từ đó suy ra: . 20.25 500SABS IA SI     (cm2). 

Câu 4: Một hình nón đỉnh S  có bán kính đáy bằng 3a , góc ở đỉnh là 1200. Thiết diện qua đỉnh 

của hình nón là một tam giác. Diện tích lớn nhất maxS  của thiết diện đó là bao nhiêu? 

A. 
2

max 2S a . B. 
2

max 2S a . C. 
2

max 4S a . D. 
2

max

9

8

a
S  . 

Lời giải 

 
Giả sử O  là tâm đáy và AB  là một đường kính của đường tròn đáy hình nón. Thiết diện 
qua đỉnh của hình nón là tam giác cân SAM . Theo giả thiết hình nón có bán kính đáy 

3 cmR OA a  ,  0120ASB   nên  060ASO  . Xét tam giác SOA  vuông tại O , ta có: 

0
0

sin 60 2
sin 60

OA OA
SA a

SA
    . 

Diện tích thiết diện là: 

  21 1
. .sin 2 .2 .sin 2 sin

2 2SAMS SA SM ASM a a ASM a ASM     

Do 0 sin 1ASM   nên SAMS  lớn nhất khi và chỉ khi sin 1ASM   hay khi tam giác 

ASM  vuông cân tại đỉnh S  (vì  0 0120 90ASB    nên tồn tại tam giác ASM  thỏa mãn). 

Vậy diện tích thiết diện lớn nhất là: 2
max 2S a  (đvtt). 

Câu 5: Cho một hình nón đỉnh S  có chiều cao bằng 8cm , bán kính đáy bằng 6 cm . Cắt hình 

nón đã cho bởi một mặt phẳng song song với mặt phẳng chứa đáy được một hình nón 

 N  đỉnh S  có đường sinh bằng 4 cm . Tính thể tích của khối nón  N . 

A. 3768
cm

125
V  .  B. 3786

cm
125

V  .  

C. 32304
cm

125
V  .  D. 32358

cm
125

V  . 

O
AB

S

M
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Lời giải 
Chọn A 

 

Đường sinh của hình nón lớn là l SB 2 2h r  2 28 6  10cm . 

Gọi 2l , 2r , 2h  lần lượt là đường sinh, bán kính đáy và chiều cao của hình nón  N . 

2 4cml SK   

Ta có: SOB  và SIK  đồng dạng nên: 
4 2

10 5

SI IK SK

SO OB SB
    . 

2 2 2 4 2

10 5

h r l

h r l
    

2

2

2 16

5 5
2 12

.
5 5

h h

r r

  
 

  

. 

Thể tích khối nón  N là 2
( ) 2 2

1
. . .

3NV r h
2

1 12 16
. . .

3 5 5
    
 

3768
cm

125
 . 

Câu 6: Cho hình nón đỉnh S  có đáy là đường tròn tâm O  bán kính R . Trên đường tròn  O  lấy 

hai điểm ,A B  sao cho  60oASB  . Biết diện tích SAB  bằng 
2 3

2

R
. Tính thể tích khối 

nón theo R. 

A. 3R  B. 
3

3

R
 C. 

3

3 2

R
 C. 

3 3

3

a
 

Lời giải 
Chọn B 
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Ta có: 
2

21 3 3
. .sin 60

2 4 2
o

SAB

R
S SA SB SA    2.SA R   

2 2SO SA OA  2 22R R  R  

Vậy thể tích của khối nón bằng 2 31 1
. .

3 3
V R SO R      

Câu 7: Cho hình nón đỉnh ,S  đường cao SO . Gọi ,A B  là hai điểm thuộc đường tròn đáy của 

hình nón sao cho tam giác OAB  là tam giác vuông. Biết 2AB a  và  góc giữa hai 

đường thẳng ,SA AB  bằng    sao cho 
1

cos
4

  . Thể tích khối nón là 

A. 3 7a . B. 
3 15

3

a
. C. 

3 15

6

a
. D. 

3 7

3

a
. 

Lời giải 
Chọn D 
 
 

 

SAB  cân tại    90 , .S SAB SAB SA AB       

OAB  vuông cân tại O  2 2 2OA OB AB    2 22 2OA a OA a    . 

Áp dụng định lí côsin cho SAB , ta có:  

2 2 2 2 . .cos 2 2 a .
2cos

AB
SB SA AB SA AB SAB SA


       

Xét SAO  vuông tại O  có 2 2 2 7.SO SA OA SO a     

Khối nón đã cho có bán kính đáy r OA a  , chiều cao 7h SO a   nên thể tích 

khối nón là 
3

2 21 1 7
. . . . 7 .

3 3 3

a
V r h a a

     

Câu 8: Cho hình nón đỉnh S , đáy là đường tròn tâm O , bán kính đáy là r  và độ dài đường sinh 

bằng 5l a . Mặt phẳng  P  qua đỉnh S  cắt hình nón theo thiết diện là tam giác SAB . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 14 

Góc giữa hai đường thẳng ,SA AB  bằng    sao cho 
5

cos
5

  và khoảng cách d  từ O  

đến mặt phẳng  P  bằng 
3

2

a
.  Tính chiều cao h  của hình nón biết .r h  

A. 3h a . B. 5h a . C. h a . D. 3h a . 

Lời giải 
Chọn D 

 
5SA SB l a   .  

SAB  cân tại    90 , .S SAB SAB SA AB       

Áp dụng định lí côsin cho SAB , ta có:  
2 2 2 2 . .cos 2 .cos 2 .SB SA AB SA AB SAB AB SA AB a        

   3
; 0

2

a
d O P    AB  không qua .O  

Gọi M  là trung điểm AB  thì AB OM , AB SO . Suy ra  AB SMO . 

Hai mặt phẳng    ,SMO SAB vuông góc và cắt nhau theo giao tuyến SM  nên gọi H là 

hình chiếu của O  trên SM  thì H  là hình chiếu của O  trên  SAB , OH    ; .d O P  

Theo đề OH      3
;   1

2

a
d O P   

Mặt khác,  2 2 2 2 2 2 2 24 .OM SM SO SA AM SO a h        

 SMO vuông tại O , đường cao  2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
 hay  2OH

OH OS OM OH h OM
       

 Từ  1 và  2  ta có 
2 2 2 2

1 1 1
 

43

2

h a ha
 

 
 
 

 
2 2

2 2 2 4

2 2

3
4 3

h a
h a h a

h a

 
    


 

 
3h a

h a

 
 


. 
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  3h a  2 2 2r SA SO a    thỏa điều kiện .r h  

  h a  2 2 2r SA SO a    không thỏa điều kiện .r h  

Vậy 3h SO a  . 

Câu 9: Cho hình nón đỉnh S  , tâm O  có độ dài đường sinh bằng 2a , đường kinh đáy 2AB a . 

Biết rằng dây cung 
15

2

a
MN   của đường tròn đáy ( ,M N  không trùng với B ) cắt 

đoạn OB  và vuông góc với SA . Thể tích tứ diện SAMN  bằng: 

A. 
315 5

8

a
. B. 

35 5

16

a
. C. 

315 5

16

a
. D. 

35 5

8

a
. 

Lời giải  
Chọn B 

 
 

 
 

Ta có : 2 2 2 24 3SO SA AO a a a      

Do SA  vuông góc với MN  nên MN AH  : 
2

2 2 2 15

16 4

a a
OH OM HM a      

5

4 4

a a
AH AO OH a      . 

Do đó 
21 1 5 15 5 15

. . .
2 2 4 2 16AMN

a a a
S AH MN     

Vậy 
2 31 1 5 15 5 5

. . 3.
3 3 16 16SAMN AMN

a a
V SO S a    

Câu 10: Cho hình nón đỉnh S , tâm O  có độ dài đường sinh bằng SA a , đường kính đáy AB . 

Thiết diện qua đỉnh tạo với đáy một góc 060  cắt đường tròn đáy theo dây cung 

2 3

3

a
MN   ( ,M N  không trùng với A  và B ), biết rằng khoảng cách từ A  đến MN  

bằng a . Thể tích tứ diện SAMN  bằng: 

a

2a

HO
A B

S

N

M
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A. 
3 6

6

a
. B. 

3 6

9

a
. C. 

3 6

3

a
. D. 

3 6

18

a
. 

Lời giải 
Chọn D 

Lời giải 

 
Không mất tính tổng quát , gọi H  là trung điểm MN  , Đặt OM x  

2
2 2 2

3

a
OH OM MH x      

0 2 2. tan 60 3SO OH x a   . 

 Mặt khác 2 2 2 2SO SA AO a x     

2 2 2 2 2 2 2
3 4 2

2

a
a x x a x a x        . 

Do đó 
2

2 2

2 2

a a
SO a    

21 2 3 3
. .

2 3 3AMN

a a
S a    

2 31 1 2 3 6
. .S . .

3 3 2 3 18SAMN AMN

a a a
V SO    . 

 

HO
A B

S

N

M
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BÀI 2. MẶT TRỤ_HÌNH TRỤ_ KHỐI TRỤ 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẰM 
I. MẶT TRỤ TRÒN XOAY 

Cho hai đường thẳng   và   sao cho   song song với   và  ,d R  . Khi ta quay   quanh trục 

  một góc 0360  thì   tạo thành một mặt trụ tròn xoay  T  (hoặc đơn giản hơn là mặt trụ). 

●   gọi là trục của mặt trụ  T . 

●   gọi là đường sinh của mặt trụ  T . 

● R  gọi là bán kính của mặt trụ  T . 

 
II. HÌNH TRỤ VÀ KHỐI TRỤ TRÒN XOAY 

1. Định nghĩa hình trụ 

Cắt mặt trụ  T  trục  , bán kính R  bởi hai mặt phẳng  P  và  'P  cùng vuông góc với  , ta 

được giao tuyến là hai đường tròn  C  và  'C . 

●Phần của mặt trụ  T  nằm giữa  P  và  'P  cùng với hai hình tròn xác định bởi  C  và  'C  gọi 

là hình trụ. 

● Hai đường tròn  C  và  'C  gọi là hai đường tròn đáy của hình trụ. 

● 'OO  gọi là trục của hình trụ. 

● Độ dài 'OO  gọi là chiều cao của hình trụ. 

● Phần giữa hai đáy gọi là mặt xung quanh của hình trụ. 

● Với mỗi điểm  M C , có một điểm  ' 'M C  sao cho ' 'MM OO . 

Các đoạn thẳng như 'MM  gọi là đường sinh của hình trụ. 
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2. Nhận xét 

Các đuờng sinh của hình trụ đều bằng nhau và bằng với trục của hình trụ. 

Các thiết diện qua trục của hình trụ là các hình chữ nhật bằng nhau. 

Thiết diện vuông góc vơi trục của hình trụ là một hình tròn bằng hình tròn đáy. 

Nếu một điểm M  di động trong không gian có hình chiếu vuông góc 'M  lên một mặt phẳng    

và 'M  di động trên môt đường tròn  C  cố định thì M  thuộc một mặt trụ cố định  T  chứa  C  

và có trục vuông góc   . 

3. Khối trụ 

Định nghĩa. Hình trụ cùng với phần bên trong nó được gọi là khối trụ. 

III. DIỆN TÍCH HÌNH TRỤ VÀ THỂ TÍCH KHỐI TRỤ 

Diện tích xung quanh của hình trụ có bán kính R  và chiều cao h  là: 2xqS Rh . 

Diện tích toàn phần của hình trụ bằng tổng diện tích xung quanh hình trụ với diện tích hai đáy của 
nó. 

Thể tích của khối trụ có bán kính R  và chiều cao h  là: 2V R h . 

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1: Bài tập cơ bản 

Câu 1: Mặt phẳng đi qua trục hình trụ, cắt hình trụ theo thiết diện là hình vuông cạnh bằng a  
Thể tích khối trụ bằng: 

A. 3.a  B. 
3

.
2

a
 C. 

3

.
3

a
 D. 

3

.
4

a
 

Lời giải 

Chọn D 

Do thiết diện đi qua trục hình trụ nên ta có h a . 

Bán kính đáy .
2

a
R   Do đó thể tích khối trụ 

3
2 .

4

a
V R h

   (đvtt). 

Câu 2: Cho một hình trụ có bán kính đáy bằng R  và có chiều cao bằng 3.R  Diện tích xung 

quanh và diện tích toàn phần của hình lần lượt có giá trị là: 

A.   22 3 1 R  và 22 3 R . B. 22 3 R  và   22 3 1 R . 

C. 22 3 R  và 22 R .  D. 22 3 R  và 2 22 3 R R  . 

Lời giải 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 317 

Chọn B 

Diện tích xung quanh của hình trụ: 22 . 3 2 3xqS R R R    (đvdt). 

Diện tích toàn phần của hình trụ: 

   2 2 2
day2. 2 3 2 2 3 1tp xqS S S R R R         (đvdt). 

Câu 3: Mặt phẳng đi qua trục hình trụ, cắt hình trụ theo thiết diện là hình vuông cạnh có cạnh 
bằng 2R . Diện tích toàn phần của khối trụ bằng: 

A. 24 .R  B. 26 .R  C. 28 .R  D. 22 .R  

Lời giải 

Chọn B 

Do thiết diện đi qua trục hình trụ nên ta có 2h R . 

Diện tích toàn phần là:   22 6tpS R R h R     (đvdt). 

Câu 4: Một hình trụ có bán kính đáy 70cmR  , chiều cao hình trụ 20cmh . Một hình vuông có 
các đỉnh nằm trên hai đường tròn đáy sao cho có ít nhất một cạnh không song song và 
không vuông góc với trục hình trụ. Khi đó cạnh của hình vuông bằng bao nhiêu? 

A. 80cm.  B. 100cm.  C. 100 2cm.  D. 140cm.  

Lời giải 

Chọn B 

 
Xét hình vuông ABCD  có AD  không song song và không vuông góc với trục 'OO  của 
hình trụ. 

Dựng đường sinh 'AA , ta có 

 '
' '

CD AA
CD AA D CD A D

CD AD

      
. 

Suy ra 'A C  là đường kính đáy nên 

' 2 140cm.A C R   

Xét tam giác vuông 'AA C , ta có 
2 2' ' 100 2cm.AC AA A C    

Suy ra cạnh hình vuông bằng 100cm.  

Câu 5: Bán kính đáy hình trụ bằng 4cm , chiều cao bằng 6cm . Độ dài đường chéo của thiết diện 
qua trục bằng: 
A. 10cm.  B. 6cm.  C. 5cm.  D. 8cm.  
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Lời giải 

Chọn A 

Thiết diện qua trục của một hình trụ là một hình chữ nhật có hai cạnh lần lượt bằng 
đường kính đáy và chiều cao của hình trụ. 

Vậy hai cạnh của hình chữ nhật là 8cm  và 6cm . 

Do đó độ đài đường chéo: 2 28 6 10cm.   

Câu 6: Trong không gian, cho hình chữ nhật ABCD  có 1AB  và 2AD . Gọi ,  M N  lần lượt là 

trung điểm của AD  và BC . Quay hình chữ nhật đó xung quanh trục MN , ta được một 
hình trụ. Diện tích toàn phần của hình trụ bằng: 
A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 8 . 

Lời giải 

Chọn C 

 

Theo giả thiết ta được hình trụ có chiều cao 1h AB  , bán kính đáy 1
2

AD
R   . 

Do đó diện tích toàn phần: 22 2 4 .tpS Rh R      

Câu 7: Một tấm nhôm hình chữ nhật có hai kích thước là a  và 2a (a là độ dài có sẵn). Người ta 
cuốn tấm nhôm đó thành một hình trụ. Nếu hình trụ được tạo thành có chu vi đáy bằng 2a 
thì thể tích của nó bằng: 

A. 

3a
 . B. 

3a . C. 

3

2
a
 . D. 

32 a . 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi bán kính đáy là R . 

Hình trụ có chu vi đáy bằng 2a  nên ta có 2 2
a

R a R


   . 

Suy ra hình trụ này có đường cao .h a  

Vậy thê tích khối trụ 
2 3

2 a a
V R h a 

 
    
 

 (đvtt). 

Câu 8: Một tấm nhôm hình chữ nhật có hai kích thước là a  và 2a  ( a  là độ dài có sẵn). Người ta 
cuốn tấm nhôm đó thành một hình trụ. Nếu hình trụ được tạo thành có chiều dài đường 
sinh bằng 2a  thì bán kính đáy bằng: 

A. a


. B. 
2
a . C. 

2
a


. D. 2 a . 

Lời giải 

Chọn C 

N 

M D

C B

A 
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Gọi bán kính đáy là R . 

Từ giả thiết suy ra 2h a  và chu vi đáy bằng a . 

Do đó 2 .
2
a

R a R


    

Câu 9: Từ một tấm tôn hình chữ nhật kích thước 50cm 240cm , người ta làm các thùng đựng 
nước hình trụ có chiều cao bằng 50cm , theo hai cách sau (xem hình minh họa sau đây): 

 

 
● Cách 1: Gò tấm tôn ban đầu thành mặt xung quanh của thùng. 

● Cách 2. Cắt tấm tôn ban đầu thành hai tấm tôn bằng nhau, rồi gò mỗi tấm đó thành mặt 
xung quanh của một thùng. 

Kí hiệu 1V  là thể tích của thùng gò được theo cách 1 và 2V  là thể tích của thùng gò được 

theo cách 2. Khi đó tỉ số 1

2

V

V
 bằng: 

A. 1
2

. B. 1. C. 2 . D. 4 . 

Lời giải 

Chọn C 

Công thức thể tích khối trụ 2V R h . 

● Ở cách 1, suy ra 50cmh  và 1 1

120
2 240 .R R


    Do đó 

2

1

120
. .50V 


    

 (đvtt). 

● Ở cách 2, suy ra mỗi thùng có 50cmh  và 2 2

60
2 120 .R R


    

Do đó 
2

2

60
2 . .50V 



         
 (đvtt). 

Suy ra 1

2

2.
V

V
  

Câu 10: Một hộp sữa hình trụ có thể tích V  (không đổi) được làm từ một tấm tôn có diện tích đủ 
lớn. Nếu hộp sữa chỉ kín một đáy thì để tốn ít vật liệu nhất, hệ thức giữa bán kính đáy R  
và đường cao h  bằng: 

A. h R . B. 2h R . C. 3h R . D. 2h R . 

Lời giải 

Chọn A 

Công thức tính thể tích 2V R h , suy ra 
2 .

V
h

R
  
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Hộp sữa chỉ kín một đáy nên diện tích tôn cần dùng là: 

2 2
day

2
2 .tp xq

V
S S S Rh R R

R
         

Xét hàm   22V
f R R

R
   trên  0; , ta được 

 
 

0;
min f R


 đạt tại .R h  

Câu 11: Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn  O  và  'O , chiều cao 2R  và bán kính đáy R . 

Một mặt phẳng    đi qua trung điểm của 'OO  và tọa với 'OO  một góc 30 . Hỏi    cắt 

đường tròn đáy theo một dây cung có độ dài bằng bao nhiêu? 

A. 2

3

R . B. 4

3 3

R . C. 2 2

3

R . D. 
2
3
R

. 

Lời giải 

Chọn C 

 
Hình vẽ, kết hợp với giả thiết ta có: 

OA OB R  , ' 2OO R  và  030IMO  . 

Trong tam giác vuông MOI , ta có 0. tan 30
3

R
OI MO  . 

Trong tam giác vuông AIO , ta có 
2

2 2 2 2
.

3 3

R R
IA OA OI R

         
 

Suy ra 2 2
2 .

3

R
AB IA   

Câu 12: Một khối đồ chơi gồm một khối hình trụ ( )T  gắn chồng lên một khối hình nón ( )N , lần 

lượt có bán kính đáy và chiều cao tương ứng là 1r , 1h , 2r , 2h  thỏa mãn 2 12r r , 1 22h h  

(hình vẽ). Biết rằng thể tích của khối nón ( )N  bằng 320cm . Thể tích của toàn bộ khối đồ 

chơi bằng 
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A. 3140cm  B. 3120cm  C. 330cm  D. 350cm  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có thể tích khối trụ là 2
1 1 1. .V r h , mà 2 1 1 22 , 2r r h h   

2
22

1 2 2 2

1
. .2 .

2 2

r
V h r h    

 
. 

Mặt khác thể tích khối nón là 2 2
2 2 2 2 2

1
. 20 . 60

3
V r h r h       3cm . 

Suy ra 3
1

1
.60 30 cm

2
V   . 

Vậy thể tích toàn bộ khối đồ chơi bằng 3
1 2 30 20 50 cmV V    . 

Câu 13:Cho hình thang ABCD  vuông tại A  và B  với .
2

AD
AB BC a    Quay hình thang và 

miền trong của nó quanh đường thẳng chứa cạnh BC . Tính thể tích V  của khối tròn xoay được tạo 
thành. 

 

A. 
34

3

a
V


 . B. 

35

3

a
V


 . C. 3V a  . D. 

37

3

a
V


 . 

1) Lời giải 

 
Thể tích của khối trụ sinh bởi hình chữ nhật ABID  khi quay cạnh BI  là: 
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2 3
1 . . 2V AB AD a    . 

Thể tích của khối nón sinh bởi tam giác CID  khi quay cạnh CI  là: 
3

2
2

1
. .

3 3

a
V ID CI


   . 

Vậy 
3

1 2

5

3

a
V V V


   . 

Câu 14: Một vật trang trí gồm một khối trụ và một khối nón có cùng bán kính đáy r  xếp chồng 
lên nhau (như hình vẽ).  

 
Khối trụ có chiều cao h  bằng một nửa chiều cao của khối nón. Biết thể tích của cả khối vật 
trang trí đó bằng 380cm . Thể tích của khối trụ là 

A. 340cm   B. 345cm  C. 348cm   D. 360cm  

Lời giải 
Chọn C 

 Thể tích khối trụ là: 2
1V r h  

 Thể tích của cả khối vật trang trí là:  2 2 2
1

1 5 5
2

3 3 3
V r h r h r h V       

 Suy ra: 1

5
80

3
V  . Do đó: 3

1 48V cm  

Câu 15. Một khối đồ chơi gồm một khối hình nón 1( )H  xếp chồng lên một khối hình trụ 2( ),H  

lần lượt có bán kính đáy và chiều cao tương ứng là 1 1 2 2, , ,r h r h  thỏa mãn 1 2 1 22 , 2r r h h   

(hình vẽ).  



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 323 

 

Biết rằng thể tích của khối trụ 2( )H  bằng 330cm ,  thể tích của toàn bộ khối đồ chơi bằng  

A. 3110cm . B. 370cm . C. 3270cm . D. 3250cm .  

Lời giải 

  Chọn A 

Thể tích toàn bộ khối đồ chơi là 
1 2

2 2
( ) ( ) 1 1 2 2

1
. . . .

3H HV V V r h r h       

         
2

2 2 3
2 2 2 2 ( )

1 11
. 2 . 2 . . . 110 cm

3 3 Hr h r h V      

Câu 16: Một hình trụ có bán kính đáy bằng chiều cao và bằng a . Một hình vuông ABCD  có đáy 
,AB CD là hai dây cung của hai đường tròn đáy và  ABCD  không vuông góc với đáy. 

Diện tích hình vuông đó bằng 

A. 
25

4

a
. B. 25a . C. 

25 2

2

a
. D. 

25

2

a
. 

Lời giải 
Chọn D 

 

 
+ Gọi , 'O O  là tâm của 2 đường tròn đáy, I  là trung điểm của 'OO . 

Do tính đối xứng nên I  là trung điểm của ,AC BD . 

Kẻ đường kính 'CC ' ; ' 2AC a CC a   2 2' ' 5AC C A C C a    . 

C'

C

I

O'

O
A

B

D



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 324 

+ Do đó 
2

21 5

2 2ABCD

a
S AC  . 

Câu 17. Một cái trục lăn sơn nước có dạng một hình trụ. Đường kính của đường tròn đáy là 5cm, 

chiều dài lăn là 23cm (hình bên). Sau khi lăn trọn 10  vòng thì trục lăn tạo nên tường 
phẳng lớp sơn có diện tích là  

 
A. 22300 cm . B. 21150 cm . C. 2862,5 cm . D. 25230 cm . 

Lời giải 
Chọn B 
Khi lăn trọn một vòng thì trục lăn tạo trên tường phẳng lớp sơn có diện tích bằng diện tích 

xung quanh của trục lăn là 2 .S R h 25
2 . .23 115 (cm )

2
   . 

 Vậy sau khi lăn trọn 10  vòng thì trục lăn tạo nên tường phẳng lớp sơn có diện tích là 
210 1150 (cm )S  . 

 

Dạng 2: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Một người thợ có một khối đá hình trụ. Kẻ hai đường kính MN , PQ  của hai đáy sao cho

MN PQ . Người thợ đó cắt khối đá theo các mặt đi qua 3  trong 4  điểm , , ,M N P Q  để 

khối đá có hình tứ diện MNPQ . Biết 60MN   cm và thể tích khối tứ diện 30MNPQ 
3dm . Hãy tính thể tích lượng đá cắt bỏ (làm tròn đến một chữ số thập phân sau dấu 

phẩy). 
A. 3101,3dm  B. 3111,4dm  C. 3121,3dm  D. 3141,3dm  

Lời giải 
Chọn B 

 
Gọi O  và O  lần lượt là trung điểm MN  và PQ . 
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Khi đó 'OO  là trục của hình trụ và  OO MN MN OPQ    . 

21 .6
. 6

3 6MNPQ OPQ

OO
V MN S OO


     3dm . 

Theo bài ra ta có 330dm 5dmMNPQV OO  . 

Thể tích khối trụ là 2 3.3 .5 141, 4dmtruV   . Vậy thể tích lượng đá cắt bỏ 
3111,4dmtru MNPQV V V   . 

Câu 2:  Cần sản xuất một vỏ hộp sữa hình trụ có thể tích V cho trước. Để tiết kiệm vật liệu nhất 
thì bán kính đáy phải bằng 

A.  B.  C.  D.  

Lời giải 
Chọn A 

Ta có 32 2 2 2 2
2

22 2 2 2 3 2tp
V V V VV hr h S r rh r r V

r r rr
     


             

Suy ra để tiết kiệm nguyên vật liệu nhất thì 2 32
2

V Vr r
r




    

Câu 3: Cho khối trụ có đáy là các đường tròn tâm  O ,  O  có bán kính là R và chiều cao 

2h R . Gọi A , B  lần lượt là các điểm thuộc  O  và  O  sao cho OA  vuông góc với 

.O B  Tỉ số thể tích của khối tứ diện OO AB  với thể tích khối trụ là: 

A. 
2

3
. B. 

1

3
. C. 

1

6
. D. 

1

4
. 

Lời giải 

 

Thể tích khối trụ 2 2 3
1 2 2. .R h R RV R     

Khối tứ diện BO OA  có BO  là đường cao và đáy là tam giác vuông O OA , do đó thể 

tích khối tứ diện là 3
2

1 1 2
. 2.

2 6 6

1 1
.

3 3O OA OA OO O B R R R RV S O B         

3 .
2

V


3 .

2

V
3 .

V


3 .

3

V


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Vậy 
3

2
3

1

2

6

1

2

1

6

V R

RV 
  . 

Câu 4. Cho hình trụ  T  chiều cao bằng 2a  , hai đường tròn đáy của  T  có tâm lần lượt là O  

và 1O  , bán kính bằng a  . Trên đường tròn đáy tâm O  lấy điểm A  , trên đường tròn đáy 

tâm 1O  lấy điểm B  sao cho 5AB a  . Thể tích khối tứ diện 1OO AB  bằng 

A. 
33

12

a
. B. 

33

4

a
. C. 

33

6

a
. D. 

33

3

a
  

Lời giải 

 
Kẻ đường sinh 'BB  và gọi H  là trung điểm OB . 

Trong tam giác vuông ABB  có 1 2BB OO a    và 5AB a  nên 
2 2AB AB BB a    . 

Tam giác OAB  có OB OA AB a     nên OAB  là tam giác đều AH OB   ,

3

2

a
AH  . Ta có  1

1

AH OB
AH O OB

AH OO


  

   Thể tích khối tứ diện 1.A O OB  là 

1 1

3

1 1

1 1 1 3 3
. . . . . .2 .

3 6 6 2 6O OAB O OB

a a
V AH S AH O O O B a a    . 

Câu 5. Để làm một chiếc cốc bằng thủy tinh dạng hình trụ với đáy cốc dày 1,5 cm , thành xung 

quanh cốc dày 0,2 cm  và có thể tích thật ( thể tích nó đựng được ) là 3480 cm  thì người 

ta cần ít nhất bao nhiêu 3cm  thủy tinh (lấy gần đúng)? 

H
B'

A

O

B
O1
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 A.  3238 cm . B.  3269 cm . C.  3217 cm . D.  3201 cm . 

Lời giải 

Gọi  ,h R cm  lần lượt là chiều cao và bán kính đáy của khối trụ bên trong (phần hình trụ 

dùng để đựng được). 

Ta suy ra  1,5h cm  và  0, 2R cm lần lượt là chiều cao và bán kính đáy của khối trụ 

bên ngoài (phần hình trụ của chiếc cốc). 
Ta có thể tích thật (thể tích cái cốc có thể đựng được) được tính bởi công thức 

2 480R h  . 

Suy ra 2

480
h

R
 . 

Do đó, thể tích phần thủy tinh cần thiết để làm chiếc cốc là 

 2

2

2

2

480
0, 2 1,5 480

3 192 3 96 3
.

2 5 5 50

V R
R

R R

R R

 



     
 

 
     

 

  

Suy ra 

   2

2 3 3

5 1 4 3 12 48192 3 192
3

5 5 5R

R R R R
V R

R R R




          
 

 

0 4RV R     (nhận vì 0R  ). Dễ thấy RV   đổi dấu từ âm sang dương khi R  đi qua 4  

nên  

 3
min

3783
238

50
V cm


   khi 4R  . 

Câu 6: Một quả tạ tập tay gồm ba khối trụ  1H ,  2H ,  3H  gắn liền nhau lần lượt có bán kính 

và chiều cao tương ứng là 1 1,r h , 2 2,r h , 3 3,r h  thỏa mãn 1 3r r , 1 3h h ; 2 1

1

3
r r  (xem 

hình vẽ). Biết thể tích của toàn bộ quả tạ bằng 60  và chiều dài quả tạ bằng 9 . Thể tích 

khối trụ  2H  bằng? 
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A. 
 1

1

16 9 2

4 9

h

h





. B. 
 1

1

36 9 2

4 9

h

h





 C. 
 1

1

60 9 2

4 9

h

h





 D. 
 1

1

46 9 2

4 9

h

h





 

Lời giải 

Chọn C 

Chiều dài quả tạ là 1 2 3 1 22 9l h h h h h      2 19 2h h    

Thể tích quả tạ là      1 2 3 1 1 2 2 3 3H H HV V V V r h r h r h        1 1 2 22 60r h r h      

1 1 2 22 60r h r h    2 1 2 16 9 2 60r h r h     2 19 4 60r h   2
1

60

9 4
r

h
 


 

Thể tích    
2 2 2 1

1

60
9 2

9 4HV r h h
h

   


 1

1

60 9 2

9 4

h

h






. 

Câu 7: Một hình trụ tròn xoay có hai đáy là hai đường tròn  ,O R  và  ,O R . Biết rằng tồn tại 

dây 
cung AB  của đường tròn  ,O R sao cho tam giác O AB  đều và góc giữa hai mặt phẳng 

 O AB  và mặt phẳng chứa đường tròn  ,O R  bằng 60 . Tính diện tích xung quanh của 

hình trụ đã cho. 

A. 24 R  B. 22 3 R  C. 23 7

7
R  D. 26 7

7
R  

Lời giải 

Chọn D 

 
Gọi K  là trung điểm AB , đặt 2AB a . 
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Ta có : AB OK  và AB OO  nên  60OKO    2O K OK   2 24O K OK   

 2 2 23 4a R a    
2

2 4

7

R
a   

Mặt khác : 
2 2

2 2 2 2 2 24 9
4 4.

7 7

R R
OO O B OB a R R         

6 7

7

R
O O

   

Vậy diện tích xung quanh hình trụ đã cho là : 
26 7

2
7xq

R
S Rl


   . 

Câu 8: Cho hình trụ có chiều cao bằng bán kính đáy và bằng 4cm . Điểm A  nằm trên đường 
tròn đáy tâm O , điểm B  nằm trên đường tròn đáy tâm O  của hình trụ. Biết khoảng cách 

giữa hai đường thẳng OO  và AB  bằng 2 2cm . Khi đó khoảng cách giữa O A  và OB  
bằng 

A. 
2 3

3
. B. 

4 2

3
. C. 2 3 . D. 

4 3

3
. 

Lời giải 

 
Gọi A  là hình chiếu của A  trên mặt đáy chứa đường tròn tâm O , H  là trung điểm A B  

 //OO AA B   nên        , , ,d OO AB d OO AA B d O AA B O H        . 

Vậy 2 2O H  2 2 16 8 2 2A H O A O H         . 

Gọi I  là giao điểm của AO  và A O  thì //HI OB  nên  //OB AHO

          , , , ,d AO OB d OB OO B d B OO B d A OO B        . 

Hạ A K AH   thì   ,d A OO B A K    

Trong tam giác vuông AA H  có 
2 2 2

1 1 1 1 1 3

8 16 16A K A H AA
    

  
4

3
A K  . 

Vậy   4 3
,

3
d AO OB  . 
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Câu 9: Cho hình lăng trụ đều .ABC A B C   , biết góc giữa hai mặt phẳng  A BC  và  ABC  bằng 

45 , diện tích tam giác A BC  bằng 2 6a . Tính diện tích xung quanh của hình trụ ngoại 

tiếp hình lăng trụ .ABC A B C   . 

A. 
24 3

3

a
. B. 22 a . C. 24 a . D. 

28 3

3

a
. 

Lời giải 

 

Gọi M  là trung điểm BC , khi đó
BC AM

BC A M
BC AA

   
, do đó góc giữa  A BC  và 

 ABC  là  45A MA   . 

Tam giác A AM  vuông cân tại A  nên 
3 6

2 . 2
2 2

BC BC
A M AM    . 

Diện tích 
21 1 6 6

. .
2 2 2 4A BC

BC BC
S A M BC BC    . 

Theo đề 
2

26
6 2

4

BC
a BC a   . 

Hình trụ có đáy là đường tròn ngoại tiếp ABC  có bán kính 
3 2 3

3 3

BC a
r   , đường 

cao 
3

3
2

BC
h AA AM a    . 

Diện tích xung quanh 22 3
2 2 . 3 4

3

a
S πrh π a πa   . 

Câu 10. Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn  ;O R  và  ;O R . AB  là một dây cung của 

đường tròn  ;O R  sao cho tam giác O AB  là tam giác đều và mặt phẳng  O AB  tạo với 

mặt phẳng chứa đường tròn  ;O R  một góc 60 . Tính theo R  thể tích V  của khối trụ đã 

cho. 

45

M

C'

B'

A'

C

B

A
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A. 
37

7

R
V


 . B. 

33 5

5

R
V


 . C. 

35

5

R
V


 . D. 

33 7

7

R
V


 . 

Lời giải 

 
Đặt độ dài cạnh AB x   0x   và M  là trung điểm AB . 

Vì tam giác O AB  đều nên O A O B AB x   
3

2

x
O M  . 

Vì mặt phẳng  O AB  tạo với mặt phẳng chứa đường tròn  ;O R  góc 60  nên 

 60O MO   . 

Xét tam giác O OM  vuông tại O  ta có: cos
OM

O MO
O M

 


. Suy ra 

3
cos60

43
2

OM x
OM

x
     

Xét tam giác OAM vuông ở M  có: 2 2 2OA OM AM   nên 
2 2

2 2 23 7 4 7

4 2 16 7

x x
R R x x R

               
 

Do đó: 
3 2 21

2 7

x
O M R    và 

3 21

4 7

x
OM R  . Vì vậy, ta có 

2 2 3 7

7
OO O M OM R    . 

Vậy thể tích khối trụ là  
3

2 2 3 7 3 7
. .

7 7

R
V R h R R V

     . 

Câu 47: Cho hình trụ có hai đáy là hai hình tròn  O  và   ,O  thiết diện qua trục của hình trụ là 

hình vuông. Gọi ,A B  là hai điểm lần lượt nằm trên hai đường tròn  O  và  .O  Biết 

M
B

A

O'

O
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2AB a  và khoẳng cách giữa hai đường thẳng AB  và OO  bằng 
3

.
2

a
 Bán kính đáy 

bằng 

A. 
14

.
3

a
 B. 

14
.

2

a
 C. 

14
.

4

a
 D. 

14
.

9

a
 

Lời giải 

Chọn C 

 
Dựng đường sinh BC  gọi H  là trung điểm của đoạn .AB  

Ta có   3
,

2

a
d OO AB OH    

Giả sử bán kính đáy của hình trụ là ,r  do thiết diện qua trục của hình trụ là hình vuông 

suy ra 2BC r  

2 2 2 24 4 ,AC AB BC a r       

Mặt khác 
2

2 2 2 2 23
2 2 4 3

4

a
AC OA OH r r a       

Ta có phương trình 2 2 2 2 14
4 4 4 3 .

4

a
a r r a r      

Câu 12: Từ một tấm thép phẳng hình chữ nhật, người ta muốn làm một chiếc thùng đựng dầu hình trụ 
bằng cách cắt ra hai hình tròn bằng nhau và một hình chữ nhật (phần tô đậm) sau đó hàn kín lại, 
như hình vẽ dưới đây. 

 

H

C

B

A

O'

O
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Hai hình tròn làm hai mặt đáy, hình chữ nhật làm thành mặt xung quanh của thùng đựng 
dầu (vừa đủ). Biết thùng đựng dầu có thể tích bằng 50, 24  lít (các mối ghép nối khi gò 

hàn chiếm diện tích không đáng kể. Lấy 3,14  ). Tính diện tích của tấm thép hình chữ 

nhật ban đầu? 

A. 21,8062 m . B. 22, 2012m . C. 21,5072 m . D. 21,2064m . 

Lời giải 

Gọi tấm thép hình chữ nhật ban đầu là ABCD  (Hình vẽ dưới), r  là bán kính của hình 
tròn đáy. 

 
Diện tích hình chữ nhật ABCD  là: . .S AB AD  

Ta có 3 4 2 .h r h h r     

Thể tích của khối trụ 2 2 3. . 3,14. .2r 6,28rV r h r   . 

Theo bài ra 3 350,24 6,28 50, 24 8 2.V r r r        

Do 2dm 0, 2 m 3 6 1, 2 m; 2 . 1, 256 m.r AD h r AB r         

Vậy 21,2.1, 256 1,5072(m ).S    

 

 

A B 

C D 
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BÀI 3. MẶT CẦU – KHỐI CẦU 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 
I. ĐỊNH NGHĨA 

1. Mặt cầu 

Tập hợp các điểm trong không gian cách điểm O  cố định một khoảng R  không đổi gọi là mặt cầu 
có tâm là O  và bán kính bằng R . 

Kí hiệu:    ;S O R M OM R  . 

2. Khối cầu 

Mặt cầu  ;S O R  cùng với các điểm nằm bên trong nó được gọi là một khối cầu tâm O , bán kính R . 

Kí hiệu:    ; .B O R M OM R   

Nếu ,  OA OB  là hai bán kính của mặt cầu sao cho ,  ,  A O B  thẳng hàng thì đoạn thẳng AB  gọi là 

đường kính của mặt cầu. 

Định lí. Cho hai điểm cố định ,  A B . Tập hợp các điểm M  trong không gian sao cho  090AMB   là 

mặt cầu đường kính AB . 

●  ; .A S O R OA R    

● 1 1OA R A   nằm trong mặt cầu. 

● 2 2OA R A   nằm ngoài mặt cầu. 

 
II. MẶT CẦU NGOẠI TIẾP KHỐI ĐA DIỆN 

Định nghĩa: Mặt cầu đi qua mọi đỉnh của một hình đa diện  H  gọi là mặt cầu ngoại tiếp hình đa 

diện  H  và khi đó  H  được gọi là nội tiếp mặt cầu đó. 

Điều kiện cần và đủ để một hình chóp có mặt cầu ngoại tiếp là đáy của nó là một đa giác nội tiếp 
một đường tròn. 

Mọi tứ diện đều có mặt cầu ngoại tiếp. 
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III. MẶT CẦU NỘI TIẾP HÌNH CHÓP 

1. Mặt cầu nội tiếp hình chóp là mặt cầu nằm bên trong hình chóp và tiếp xúc với với tất các mặt 
của hình chóp. 

2. Tâm mặt cầu nội tiếp hình chóp cách đều tất cả các mặt của hình chóp. 

IV. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG 

Cho mặt cầu  ;S O R  và mặt phẳng  P , gọi d  là khoảng cách từ O  đến  P  và H  là hình chiếu 

vuông góc của O  trên  P . Khi đó 

 
● Nếu d R  thì mặt phẳng  P  cắt mặt cầu  ;S O R  theo giao tuyến là đường tròn nằm trên mặt 

phẳng  P  có tâm là H  và có bán kính 2 2r R d  . 

Khi 0d   thì mặt phẳng  P  đi qua tâm O  của mặt cầu, mặt phẳng đó gọi là mặt phẳng kính; giao 

tuyến của mặt phẳng kính với mặt cầu là đường tròn có tâm O  và bán kính R, đường tròn đó gọi là 
đường tròn lớn của mặt cầu. 

●Nếu d R  thì mặt phẳng  P  và mặt cầu  ;S O R  có một điểm chung duy nhất H . 

Khi đó ta nói  P  tiếp xúc với  ;S O R  tại H  và  P  gọi là tiếp diện của mặt cầu, H  gọi là tiếp 

điểm. 

Chú ý. Cho H  là một điểm thuộc mặt cầu  ;S O R  và mặt phẳng  P  qua H . Thế thì: 

 P  tiếp xúc với    ; .S O R OH P   

●Nếu d R  thì mặt phẳng  P  và mặt cầu  ;S O R  không có điểm chung. 

V. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA MẶT CẦU VÀ ĐƯỜNG THẲNG 

Cho mặt cầu  ;S O R  và đường thẳng  . Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  trên   và d OH  

là khoảng cách từ O  đến  . Khi đó 
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● Nếu d R  thì   cắt  ;S O R  tại hai điểm ,  A B  và H  là trung điểm của AB . 

● Nếu d R  thì   và  ;S O R  chỉ có một điểm chung H , trong trường hợp này   gọi là tiếp tuyến 

của mặt cầu  ;S O R  hay   tiếp xúc với  ;S O R  và H  là tiếp điểm. 

● Nếu d R  thì   và  ;S O R  không có điểm chung. 

VI. DIỆN TÍCH MẶT CẦU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CẦU 

Gọi R là bán kính của mặt cầu thì 

● Diện tích mặt cầu: 24S R . 

● Thể tích khối cầu: 34
3

V R . 

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1: Bài tập cơ bản 

Câu 1: Cho mặt cầu  ;S O R  và một điểm A , biết 2OA R . Qua A  kẻ một tiếp tuyến tiếp xúc 

với  S  tại B . Khi đó độ dài đoạn AB  bằng: 

A. R . B. 
2
R . C. 2R . D. 3R . 

Lời giải 

Chọn D 

 
Vì AB  tiếp xúc với  S  tại B  nên AB OB . 

Suy ra 2 2 2 24 3.AB OA OB R R R      

Câu 2: Cho mặt cầu  ;S O R  và một điểm A , biết 2OA R . Qua A  kẻ một cát tuyến cắt  S  tại 

B  và C  sao cho 3BC R . Khi đó khoảng cách từ O  đến BC bằng: 

A. R . B. 
2
R . C. 2R . D. 3R . 

Lời giải 
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Chọn B 

 
Gọi H  là hình chiếu của O  lên BC . 

Ta có OB OC R  , suy ra H  là trung điểm của BC  nên 
3

2 2
CD R

HC   . 

Suy ra 2 2 .
2
R

OH OC HC    

Câu 3: Cho mặt cầu  ;S O R  và mặt phẳng   . Biết khoảng cách từ O  đến    bằng 
2

R
. Khi 

đó thiết diện tạo bởi mặt phẳng    với  ;S O R  là một đường tròn có đường kính bằng: 

 

A. R . B. 3R . C. 
2
R . D. 3

2
R . 

Lời giải 

Chọn B 

Gọi H  là hình chiếu của O  xuống   . 

Ta có  ,
2
R

d O OH R       nên    cắt  ;S O R  theo đường tròn  ;C H r . 

Bán kính đường tròn  ;C H r  là 2 2 3
.

2
R

r R OH    

Suy ra đường kính bằng 3.R  

Câu 4: Cho mặt cầu tâm I  bán kính 2,6cmR . Một mặt phẳng cắt mặt cầu và cách tâm I  một 
khoảng bằng 2,4cm . Thế thì bán kính của đường tròn do mặt phẳng cắt mặt cầu tạo nên 
là: 
A. 1,2cm . B. 1,3cm . C. 1cm . D. 1,4cm . 

Lời giải 
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Chọn C 

Mặt phẳng cắt mặt cầu  ;2,6cmS I  theo một đường tròn  ;H r . 

Vậy    2 22 2 2,6 2, 4 1cmr R IH     . 

Câu 5: Diện tích hình tròn lớn của một hình cầu là p . Một mặt phẳng    cắt hình cầu theo một hình 

tròn có diện tích là 
2
p . Khoảng cách từ tâm mặt cầu đến mặt phẳng    bằng: 

A. p


. B. 1


. C. 2 p


. D. 
2
p


. 

Lời giải 

Chọn D 

 

 
Hình tròn lớn của hình cầu S  là hình tròn tạo bởi mặt phẳng cắt hình cầu và đi qua tâm của 
hình cầu. Gọi R  là bán kính hình cầu thì hình tròn lớn cũng có bán kính là R . 

Theo giả thiết, ta có 2 p
R p R


    và 2 .

2 2
p p

r r


    

Suy ra 2 2

2
p

d R r


   . 

Câu 6: Một hình cầu có bán kính là 2m , một mặt phẳng cắt hình cầu theo một hình tròn có độ 
dài là 2,4 m . Khoảng cách từ tâm mặt cầu đến mặt phẳng là: 

A. 1,6m . B. 1,5m . C. 1,4m . D. 1,7m . 

Lời giải 

Chọn A 

 
Gọi khoảng cách từ tâm cầu đến mặt phẳng là d , ta có 2 2 2d R r  . 

Theo giả thiết 2mR  và 2,4
2 2,4 1,2m

2
r m r

 


    . 

Vậy 2 2 1,6md R r   . 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo 
Trần Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 6 

Câu 7: Cho mặt cầu  ;S O R , A  là một điểm ở trên mặt cầu  S  và  P  là mặt phẳng qua A  

sao cho góc giữa OA và  P  bằng 060 .  

 
Diện tích của đường tròn giao tuyến bằng: 

A. 2.R  B. 
2

.
2
R

 C. 
2

.
4
R

 D. 
2

.
8
R  

Lời giải 

Chọn C 

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  trên  P  thì 

● H  là tâm của đường tròn giao tuyến của  P  và  S . 

●     0, , 60 .OA P OA AH   

Bán kính của đường tròn giao tuyến: 0.cos60
2
R

r HA OA   . 

Suy ra diện tích đường tròn giao tuyến: 
2 2

2 .
2 4
R R

r
 

    
 

Câu 8: Cho hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác vuông tại B  và BA BC a  . Cạnh bên 
2SA a  và vuông góc với mặt phẳng đáy. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  

là: 

A. 
2

.
2

a
 B. 3 .a  C. 

6
.

2
a

 D. 6.a  

Lời giải 

Chọn C 

 
Gọi M  là trung điểm AC , suy ra M  là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC . 

Gọi I  là trung điểm SC , suy ra 
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IM SA  nên  IM ABC . 

Do đó IM  là trục của ABC , suy ra 

.IA IB IC    1  

Hơn nữa, tam giác SAC  vuông tại A  có I  là trung điểm SC  nên IS IC IA  .  2  

Từ  1  và  2 , ta có IS IA IB IC    

hay I  là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC . 

Vậy bán kính 
2 2 6

2 2 2
SC SA AC a

R IS
    . 

Câu 9: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a . Cạnh bên 6SA a  và 
vuông góc với đáy  ABCD . Tính theo a  diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD  

ta được: 
A. 2 2.a  B. 28 .a  C. 22 .a  D. 22 .a  

Lời giải 

Chọn B 

 
Gọi O AC BD  , suy ra O  là tâm đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD . 

Gọi I  là trung điểm SC , suy ra 

 .IO SA IO ABCD   

Do đó IO  là trục của hình vuông ABCD , suy ra 

.IA IB IC ID    1  

Tam giác SAC  vuông tại A  có I  là trung điểm cạnh huyền SC  nên IS IC IA  .  2  

Từ  1  và  2 , ta có: 2.
2
SC

R IA IB IC ID IS a        

Vậy diện tích mặt cầu 2 24 8S R a    (đvdt). 

Câu 10: Cho tứ diện OABC  có các cạnh ,  ,  OA OB OC  đôi một vuông góc và OA a , 2OB a , 
3OC a . Bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện .O ABC  là: 

A. 3a  B. 3
.

2
a  C. 

6
.

2
a

 D. 
14

.
2

a
 

Lời giải 

Chọn D 
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Gọi M  là trung điểm BC , 

suy ra M  là tâm đường tròn ngoại tiếp .OBC  

Kẻ  Mx OBC  (như hình vẽ). 

Suy ra Mx  là trục của OBC . 

Trong mặt phẳng  ,OA Mx , kẻ trung trực d  của đoạn thẳng OA  cắt Mx  tại I . 

Khi đó I  chính là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 

Bán kính mặt cầu: 2 2 14
.

2
a

R IO IM OM     

Câu 11: Cho hình chóp tứ giác đều có góc giữa mặt bên và mặt đáy bằng 60 . Biết rằng mặt cầu 

ngoại tiếp hình chóp đó có bán kính 3.R a  Tính độ dài cạnh đáy của hình chóp tứ 
giác đều nói trên. 

A. 
12

5
a . B. 2a . C. 

3

2
a . D. 

9

4
a . 

Lời giải 
Chọn A 

 
Gọi M là trung điểm BC      , 60SBC ABCD SMO    . 

Gọi N là trung điểm SA , dựng mp trung trực của SA , cắt SO tại I I là tâm mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp. 

3R IA IS a     
Gọi AB x  

Có 
3

.tan 60
2

x
SO OM   , 

1 2

2 2

x
OA AC  , 2 2 5

2

x
SA SO OA    
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SNI đồng dạng SOA . .SN SA SO SI   

5 5 3 12
. . 3

4 2 2 5

x x x a
a x    . 

 

Dạng 2: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy là hình thang cân, 2AB a , CD a ,  060ABC  . Mặt 
bên SAB  là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với  .ABCD  Tính bán 

kính R  của mặt cầu ngoại tiếp khối chóp .S ABC . 

A. 
3

3

a
R   B. R a  C. 

2 3

3

a
R   D. 

2

3

a
R   

Lời giải 
Chọn C 

 
Do AB  và CD  không bằng nhau nên hai đáy của hình thang là AB  vàCD  . Gọi H  là 
trung điểm của AB  . Khi đó SH  vuông góc với AB  nên SH  vuông góc với  .ABCD   

Gọi I  là chân đường cao của hình thang ABCD  từ đỉnh C  của hình thang ABCD  .  

Ta có 
2 2

AB CD a
BI


    

Do  060ABC  nên BC a  . Từ đó ta có tam giác ABC  vuông tạiC  . 
Do đó SH  chính là trục của tam giác ABC  . 
Mặt khác do tam giác SAB  đều nên tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABC  chính là 
trọng tâm G  của tam giác SAB  . 

Câu 2: Cho hình chóp .S ABCD có đáy là hình vuông cạnh a , SAB  là tam giác đều và nằm 
trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính diện tích S  của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

.S ABCD  

A. 23S a . B. 
24

3
aS  . C. 

27
3
aS  . D. 27S a . 

Lời giải 
Chọn C. 
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+) Xác định mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD  
Gọi SH là đường cao của tam giác SAB. Vì SAB là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng 
vuông góc với mặt đáy nên SH là đường cao của hình chóp S.ABCD. 
Gọi O là tâm của hình vuông ABCD, từ O dựng ( )Ox ABCD . 

Từ trọng tâm G của tam giác SAB dựng ( )Gy SAB . 

Gọi I Ox Gy  . Vậy I là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD . 

+) Chứng minh I là tâm mặt cầu cần tìm 
Vì I Ox , mà ( )Ox ABCD , O là tâm hình vuông ABCD nên I cách đều A, B, C, D (1). 

Mặt khác G là trọng tâm của tam giác đều SAB, I Gy , mà ( )Gy SAB  nên I cách đều S, 
A, B (2). 
Từ (1) và (2) suy ra I cách đều S, A, B, C, D. Nên I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.ABCD, bán kính R=IB 
+) Tìm độ dài bán kính mặt cầu 
Vì ( )OI ABCD , ( )SH ABCD  nên / /OI GH  vì G SH  (3) 

Mặt khác ( )Gy SAB , I Gy  mà ( )OH SAB  (vì ,OH AB OH SH  ) nên 
/ / OGI H  (4) 

Từ (3) và (4) suy ra GHOI là hình bình hành 
1 1 3 3

. .
3 3 2 6

a a
OI GH SH     

Vì ( )OI ABCD OI OB BOI    vuông tại B 

Xét BOI vuông tại B ta có 
2 2

2 2 2 23 2 7 21
6 2 12 6

a a
IB IO OB a IB a R

   
          

   
. 

Diện tích mặt cầu là 2 27
4 .

3
S R a    

Câu 3: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh a , tam giác SAB  đều và 

nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích V  của khối cầu ngoại 
tiếp hình chóp đã cho. 

A. 
37 21

54

a
V


 . B. 

37 21

18

a
V


 . C. 

34 3

81

a
V


 . D. 

34 3

27

a
V


 . 

Lời giải 
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Chọn A  

 
*) Xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD : 
Gọi G  là trọng tâm tam giác SAB , O  là tâm của hình vuông ABCD , M là trung điểm 
của AB . 
Do SAB  đều SM AB    

Mà      SAB ABCD SM ABCD SM OM      

OM  là đường trung bình của // ( )ABC OM AD OM AB do AD AB       

 OM SAB 
.  

Dựng các đường thẳng qua ,G O  lần lượt song song với ,MO SM , hai đường thẳng này 
cắt nhau tại I  

Ta có:    // ,IO SM SM ABCD IO ABCD  
, mà O  là tâm của hình vuông ABCD  

IA IB IC ID     (1) 

Ta có:    // ,GI OM MO SAB GI SAB  
, mà G là trọng tâm tam giác đều SAB  

IS IA IB    (2) 
Từ (1), (2) suy ra: I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD . 
*) Tính bán kính, thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD : 

Ta có: 
1

2 2 2

a a
OM AD GI OM      (do tứ giácOMIG  là hình chữ nhật)  

SAB  đều cạnh bằng a có G là trọng tâm 
2 3 3

.
3 2 3

a a
BG    

Do  GI SAB GI BG BGI     vuông tại G  

22 2 2
2 2 3 7

2 3 4 3 12

a a a a
IB IG GB a

                
  

Bán kính khối cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD là: 
7

12
R IB a    

Thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD là: 
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3
3

34 4 7 7 21
.

3 3 12 54

a
V R a

 
 

    
 

. 

Câu 4: Cho hình chóp .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh bằng a . Đường thẳng 

2SA a  vuông góc với đáy  ABCD . Gọi M  là trung điểm SC , mặt phẳng    đi 

qua hai điểm A  và M  đồng thời song song với BD  cắt ,SB SD  lần lượt tại ,E F . Bán 

kính mặt cầu đi qua năm điểm , , , ,S A E M F  nhận giá trị nào sau đây? 

A. a  B. 
2

a
 C. 

2

2

a
 D. 2a  

Lời giải 

Chọn C 

 

Ta có 
 
   

/ /EF




 
 

BD
BD

SBD FE


. Gọi I  là giao điểm của AM  và SO  

Dễ thấy I  là trong tâm tam giác SAC  

 2 2 2 2 22 2 2 2
. 2 .

3 3 3 3
          

SF SI
SF SD SF SD SD SA AD a SF SD SA

SD SO  

Xét tam giác vuông SAD  và 2.  SF SD SA AF  là đường cao của tam giác  AF SF

, chứng minh tương tự ta có  AE SB  

Tam giác 2 SA AC a nên AM  vừa là trung tuyến vừa là đường cao của tam giác 
 SAC AM SM  

Ta có 


 
 

AF SF

AE SE

AM SM
 nên mặt cầu đi qua năm điểm , , , ,S A E M F  có tâm là trung điểm của 

SA  và bán kính bằng 
2

2 2


SA a
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Câu 5. Cho tứ diện ABCD  có 2 , 3    AB BC AC BD a AD a ; hai mặt phẳng  ACD  

và  BCD  vuông góc với nhau. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD  bằng 

A. 
264

27

a
 B. 

24

27

a
 C. 

216

9

a
 D. 

264

9

a
 

Lời giải 
Chọn D 

 
Gọi H  là trung điểm CD    BH ACD  và tam giác ACD  vuông tại A. 

2 2 7   CD CA AD a  và 2 2 3
.

2
  BH BD HD a  

Trong mặt phẳng  BHA  kẻ đường trung trực   của cạnh BA  và gọi  I SH  

Khi đó ta có I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD . 
Ta có 

2. 4

2 3
      

BK BA BA
BIK BAH BI a

BH BH
. 

Suy ra bán kính mặt cầu là 
4

.
3

 R BI a  

Vậy diện tích của mặt cầu là 
2

2 64
4

9


   

a
S R  

Câu 6: Cho hình chóp .S ABCD  có ABCD  là hình vuông cạnh a , tam giác SAB  đều và tam 
giác SCD  vuông cân tại S . Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 

A. 27

3
a  B. 28

3
a  C. 25

3
a  D. 2a  

Lời giải 
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Gọi ,M N  lần lượt là trung điểm ,AB CD . 

Do tam giác SAB  đều nên SM AB . 

Mà MN AB . Do đó  AB ABCD . 

Kẻ  SH MN H MN   

Mà  AB SMN AB SH   SH ABCD  . 

Có 
3

, ,
2 2

a a
SM SN MN a    SMN  vuông tại S  

. 3

4

SM SN a
SH

MN
    

Gọi O  là tâm ABCD , dựng trục   của  ABCD  tại O . Dựng trục d  của  SAB  tại 

trọng tâm G  và cắt   tại I . I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp .S ABCD . 
R IS IA IB IC ID      

SHM  đồng dạng IOM  
. 3

3

SM HM SM OM a
IM

IM OM HM
      

2
2 2 2

4

a
GI IM GM    

2 2 21

6

a
R SI SG GI     

Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp: 2 27
4

3
S R a    . 

Câu 7: Cho tứ diện ABCD có 6AB a , 8CD a  và các cạnh còn lại bằng 74a . Tính diện 

tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD . 

A. 2S 25 a .   B. 2S 100 a .   C. 2100
S a .

3
   D. 2S 96 a .   

Lời giải 

G

O

N

MA
B

D
C

H

S

I

I

O

HN

S

M

G
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Gọi ,E F thứ tự là trung điểm của ,AB CD . Coi 1a  , từ giả thiết ta có 

74AC AD BC BD     nên  , .AF CD BF CD ABF CD EF CD       

Chứng minh tương tự .EF AB  

Khi đó EF  là đường trung trực của CD và .AB  Gọi I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
ABCD  ta có IA IB IC ID R     nên I  thuộc đoạn thẳng EF . 

2 2 2 2 2 74 16 9 7.EF AF AE AD DF AE          

Đặt 7EI x FI x     (với 0 7x  ). 

 

2 2 2

22 2 2

9

16 7 14 65

IA EA EI x

ID FI FD x x x

    


       

. 

Ta có IA ID   2 29 14 65x x x     9 14 65x    4x   

Khi đó 2 9 5IA x   . Do đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện là 5R a . 

Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện là 2 24 4 .25S πR π a   2100πa . 

Câu 8. Cho hình chóp S.ABC có  60BAC   , BC a ,  SA ABC . Gọi M , N  lần lượt là 

hình chiếu vuông góc của A  lên SB  và SC . Bán kính mặt cầu đi qua các điểm 

, , , ,A B C M N  bằng 

A. 
3

3

a
 B. 

2 3

3

a
 C. a  D. 2a  

Lời giải 

8a

6a

F

E

B
D

C

A

I
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 Gọi I  là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC  

  1IA IB IC   . 

 Kẻ IH  là trung trực của AC . 

   
IH AC

IH SAC IH ANC
IH SA

 
    

. 

Mà ANC  vuông tại N có AC  là cạnh huyền và H  là trung điểm AC IH  là trục 

của   2ANC IA IC IN    . 

 Tương tự kẻ IK  là trung trực của AB IK  là trục của   3AMB IA IB IM    . 

     1 , 2 , 3 IA IB IC IM IN I     
 
là tâm đường tròn ngoại tiếp chóp .A BCMN

. 

Định lí hàm sin trong ABC : 
3

2sin 60 32sin

BC a a
IA

BAC
  


. 

Câu 9. Cho hình chóp tứ giác .S ABCD  có đáy ABCD  là hình vuông cạnh 2 2 , cạnh bên SA  
vuông góc mặt phẳng đáy, Mặt phẳng ( )  đi qua A  và vuông góc với SC  cắt SB , SC , 
SD  lần lượt tại các điểm , ,M N P . Thể tích của khối cầu ngoại tiếp tứ diện CMNP .  

  A. 125

6
V


 .  B. 32

3
V


 .  C. 108

3
V


 .  D. 64 2

3
V


 . 

Lời giải 
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Gọi O  là tâm của hình vuông ABCD cạnh 
2

2 2 2
2 2

AC AB
OC      

Ta có 
( ) BC AM (1)

CD (SAD) CD AP (2)

BC SAB  
  

 và  

( )
AM (3), AP (4)

, ( )

SC
SC SC

AM AP





   

 

Từ (1)  và (3) AM (SBC) AM MC OA OC OM        

Từ (2)  và (4) AP (SAD) AP C OA OC OPP        

AN SC AN NC OA OC ON        
Suy ra, 2OM ON OP OC    . khi đó tứ diện CMNP  nội tiếp mặt tấm O bán kính 

2R  . 

Vậy thể tích hình cầu ngoại tiếp tứ diện CMNP là 
3 34 4. 2 32

3 3 3

R
V

  
     

Câu 10: Hình chóp .S ABC  có đáy ABC  là tam giác đều cạnh bằng 1,  mặt bên SAB  là tam giác 
đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích của khối cầu 
ngoại tiếp hình chóp .S ABC . 

A. 
5 15

18
V


  B. 

5 15

54
V


  C. 

4 3

27
V


  D. 

5

3
V


  

Lời giải 
Chọn B 

 

O

P N

M

D

B C

A

S
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Gọi , ,M G H  lần lượt là trung điểm của AB , trọng tâm ,ABC SAB  . 

Vì ,ABC SAB   là hai tam giác đều nên ;CM AB SM AB  . 

Mà 

   
   

 
 

;

SAB ABC
CM SAB

SAB ABC AB
SM ABC

CM AB SM AB


    
  

 

Trong  SMC  từ ,G H  lần lượt kẻ các đường thẳng song song với ,SM MC và cắt nhau 

tại .I  Khi đó I  là tâm mặt cầu ngoại tiếp khối chóp .S ABC . 
Ta có 

2 2
2 2 2 2 2

2

3

3 3

2 1

3 3

5 5 3 5
.

9 9 4 12

4 4 4 5 5 15
.

3 3 3 12 54

SI SH HI SH MG SM SM

SM

V R SI
  

           
   

  

 
      

 

 

 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 1 
 

CHƯƠNG III. PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

BÀI 1. HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. TỌA ĐỘ ĐIỂM VÀ TỌA ĐỘ VECTƠ 

1. Hệ trục tọa độ 

Trong không gian, cho ba trục ,x Ox y Oy  , z Oz , vuông góc với 

nhau từng đôi một. Gọi , ,i j k
 

 lần lượt là các vecto đơn vị trên 

các trục , ,x Ox y Oy z Oz   . 

Hệ ba trục như vậy được gọi là hệ trục tọa độ Đé-các vuông góc 
Oxyz trong không gian, hay đơn giản được gọi là hệ tọa độ 
Oxyz (h.3.1). 

Điểm O  được gọi la gốcc toạ dộ.  

Các mặt phẳng ( ), ( ), ( )Oxy Oyz Ozx  đôi một vuông góc với  nhau 

được gọi là các mặt phẳng tọa độ. 

Không gian với hệ tọa độ Oxyz còn được gọi là không gian 

Oxyz. 

2. Tọa độ của một điểm 

 

3. Tọa độ của vectơ 

Trong không gian xét hệ trục Oxyz , có trục Ox  vuông góc với trục Oy  tại O, và trục Oz  vuông 

góc với mặt phẳng Oxyz  tại O . Các vectơ đơn vị trên từng trục Ox, ,Oy Oz  lần lượt là  i ; ; , 1 0 0


 

 j ; ; , 0 0 1


  k ; ; 0 0 1


. 

  

II. BIỂU THỨC TỌA ĐỘ CÁC PHÉP TOÁN   VECTƠ  

1. Định lý:  Cho  và  ta có 

  

  

Hệ quả 

  

  và  cùngphương  

 Cho và tacó:  

M M M M M MM(x ;y ;z ) OM x i y j z k   
   

a (a ; a ; a ) 1 2 3


a a i a j a k  1 2 3

   

a (a ; a ; a ) 1 2 3


b (b ;b ;b ) 1 2 3



a b (a b ; a b ;a b )    1 1 2 2 3 3

 

k.a (ka ; ka ; ka ) 1 2 3



a b
a b a b

a b

 
  
 

1 1

2 2

3 3

 

a


b
 a kb

k R : a kb a kb
a kb

 
     
 

1 1

2 2

3 3

 

 A A AA x ; y ; z  B B BB x ; y ; z B A B A B AAB (x x ; y y ; z z )   

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 M là trung điểm AB thì M . 

 G là trọng tâm của tam giác ABC thì ; ;
3 3 3

A B C A B C A B Cx x x y y c z z z
G

      
 
 

 

III.  TÍCH VÔ HƯỚNG  

1. Biểu thức tọa độ của tích vô hướng 

Cho  và  ta có
  

2. Ứng dụng 

  

 B A B A B AAB (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2 . 

  

  và  vuông góc  

IV. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 

1. Mặt cầu (S) tâm  I a;b ;c  bán kính R  có phưong trình là: 

     x a y b z c R     
2 2 2 2 . 

2. Phương trình: x y z ax by cz d      2 2 2 2 2 2 0  với a b c d   2 2 2 0  

là phương trình mặt cầu tâm  I a ;b ; c , bán kính R A B C D   2 2 2 . 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Dạng 1: Các dạng toán mở đầu về hệ tọa độ oxyz 

Câu 1: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , cho ba vecto      1;2;3 ; 2;2; 1 ; 4;0; 4a b c 
 

. Tọa độ của vecto 2d a b c  
  

 là 

A.  7;0; 4d  


 B.  7;0;4d 


 C.  7;0; 4d 


 D.  7;0;4d


 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có:    2 1 2 2.4;2 2 2.0;3 1 2.( 4) 7;0; 4d a b c            
  

. 

Câu 2: Trong không gian ,Oxyz  cho hai điểm  1;1; 1A   và  2;3;2B . Vectơ AB


có tọa độ là 

A.  1; 2; 3  B.  1; 2; 3   C.  3;5;1  D.  3; 4;1  

Lời giải 

Chọn A 

   ; ; 1;2;3B A B A B AAB x x y y z z    


 

Câu 4: Trong không gian với trục hệ tọa độ Oxyz , cho 2 3 .a i j k   
   

 Tọa độ của vectơ a


 là: 

A B A B A Bx x y y z z
; ;

   
 
 2 2 2

a (a ; a ; a ) 1 2 3


b (b ;b ;b ) 1 2 3


a.b a . b cos(a;b) a b a b a b   1 1 2 2 3 3

     

a a a a  2 2 2
1 2 3



a .b a .b a .b
cos cos(a,b)

a a a . b b b


 
 

   
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

 

a


b


a.b a .b a .b a .b     1 1 2 2 3 30 0
 
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A.  1;2; 3a  


. B.  2; 3; 1a  


. C.  3;2; 1a  


. D.  2; 1; 3a  


. 

Lời giải 

Chọn A 

+) Ta có  ; ;a xi y j zk a x y z   
    

nên  1;2; 3 .a  


 

Câu 5: Trong không gian Oxyz , cho hai điểm  2;1; 3 A  và  1;0; 2B . Độ dài đoạn thẳng 

AB . 

A. 3 3  B. 11 C. 11  D. 27  

Lời giải 

Chọn C 

   2 2 23 1 1 11      AB AB


 

Câu 6: Trong không gian Oxyz , cho  1;2; 3a  


,  2; 4;6b   


. Khẳng định nào sau đây là 

đúng? 

A. 2a b
 

. B. 2b a 
 

. C. 2a b 
 

. D. 2b a
 

. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  2 2.1; 4 2.2;6 2. 3         suy ra 2b a 
 

. 

Câu 7: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho ba điểm      0; 2; 1 , 5; 4;2 , 1;0;5A B C   . 

Tọa độ trọng tâm tam giác ABC  là: 

A.  1;1;1 . B.  6;6;6 . C.  3;3;3 . D.  2;2;2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có tọa độ trọng tâm tam giác ABC  là 

0 5 1

3
2 4 0

( 2;2;2)
3

1 2 5

3

G

G

G

x

y G

z

  


    


   

. 

Câu 8: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai vectơ  3;2;1a 


,  2;0;1b  


. Độ dài 

của vectơ a b
 

 bằng 

A. 2 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  1; 2; 2a b 
 

1 4 4 3a b     
 

. 
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Câu 9: Trong không gian hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm  1;2; 1A  , B  vectơ  1;3;1AB


. Xác 

định tọa độ B . 

A.  2;5;0B . B.  0; 1; 2B   . C.  0;1;2B . D.  2; 5;0B    

Lời giải. 

Chọn A 

Câu 10: Trong không gian Oxyz  cho điểm  2 1 3A ; ; . Hình chiếu vuông góc của A  lên trục Ox  

có tọa độ là: 

A.  0;1; 0 . B.  2; 0; 0 . C.  0;0;3 . D.  0;1;3 . 

Lờigiải 

Chọn B 

Chiếu vuông góc một điểm bất kỳ lên trục Ox  khi đó giữ nguyên hoành độ còn tung độ 
và cao độ bằng 0 . 

Vậy hình chiếu vuông góc của A  lên trục Ox  có tọa độ là:  2; 0; 0 . 

Câu 11: Trong không gian Oxyz , cho điểm  3 ; 2 ; 1M  . Hình chiếu vuông góc của điểm M  lên 

trục Oz  là điểm: 

A.  3 3 ; 0 ; 0M . B.  4 0 ; 2 ; 0M . C.  1 0 ; 0 ; 1M  . D.  2 3 ; 2 ; 0M . 

Lời giải 

Chọn C 

Câu 12: Trong không gian với hệ trục Oxyz  cho ba điểm      1;2; 3 , 1;0;2 , ; ; 2A B C x y    

thẳng hàng. Khi đó x y  bằng 

A. 1x y  . B. 17x y  . C. 
11

5
x y  . D. 

11

5
x y  . 

Lời giải 

Chọn A 

Có    2; 2;5 , 1; 2;1AB AC x y
 

     . 

,  ,  A B C  thẳng hàng ,  AB AC
 

  cùng phương 

3
1 2 1 5 1

82 2 5

5

x
x y

x y

y

           

. 

Câu 13: Tìm tọa độ véctơ u


 biết rằng 0u a 
 

 và  1; 2;1a  


. 

A.  3; 8;2u   


.  B.  1; 2;8u  


.  

C.  1;2; 1u   


.  D.  6; 4; 6u   


. 

Lời giải 

Chọn C 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 5 
 

Ta có  0 1;2; 1u a u a       
    

. 

Câu 14: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho các vectơ  2; 1;3a m 


,  1;2; 2b n 


. Tìm 

,m n  để các vectơ a


, b


 cùng hướng. 

A. 5m  ; 
3

4
n   .  B. 1m  ; 0n  .  

C. 7m  ; 
4

3
n   .  D. 4m  ; 3n   . 

Lời giải 

Chọn A 

Hai vectơ a


, b


 cùng hướng  a


, b


 cùng phương 
5

3

4

m

n


 

 

. 

Câu 15: Cho điểm  1;2; 3 ,M   hình chiếu vuông góc của điểm M  trên mặt phẳng  Oxy  là điểm 

A.  ' 1;2;0 .M  B.  ' 1;0; 3 .M   C.  ' 0;2; 3 .M   D.  ' 1;2;3 .M  

Lời giải 

Chọn A 

Tọa độ hình chiếu vuông góc 'M  của  1;2; 3M   lên mặt phẳng  Oxy  có dạng 

 ' 1;2;0 .M  

Câu 16: Trong không gian với hệ trục toạ độ Oxyz , hình chiếu của điểm  1; 3; 5 M  trên mặt 

phẳng  Oyz  có toạ độ là 

A.  0; 3;5 . B.  0; 3;0 . C.  1; 3;0  D.  0; 3; 5  . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của M  trên  Oyz . 

 Oyz  có phương trình: 0x  

Đường thẳng d  qua  1; 3; 5 M  và vuông góc với  Oyz có phương trình: 

1

3

5

 
  
  

x t

y

z

 

Ta có     Oyz d H  nên toạ độ H  thoả mãn hệ: 

1

3

5

0

 
  
  
 

x t

y

z

x

3

5

0

 
  
 

y

z

x

 0 3 5  H ; ; . 
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Câu 17: Trong không gian Oxyz  cho tam giác ABC  biết 

     2, 4, 3 ; 3, 1,1 ; 2, 6,6A AB AC     
 

. Tìm tọa độ vector trung tuyến AM


 

A.  1,7, 7 .  B.  1, 7 ,7  .  

C. 
1 7 7, ,
2 2 2

 
 

 
.  D. 

1 7 7, ,
2 2 2

 
  

 
. 

Lời giải 

Chọn D 

 1 1 7 7, ,
2 2 2 2

AM AB AC AM  
      

 

   
 

Câu 18: Trong không gian Oxyz  cho tam giác ABC  biết 

     2, 4, 3 ; 3, 1,1 ; 2, 6,6A AB AC     
 

. Tìm tọa độ điểm D sao cho ABCD là 

hình bình hành 

A.  7,1, 2  . B.  1, 3,4 . C.  7 ,1,2 . D.  1,3, 4  . 

Lời giải 

Chọn C 

ABCD là hình bình hành AD BC AC AB   
   

 

 
2 3
6 1 7; 1; 2

6 1

A

A

A

x x
y y D
z z

   
      
     

Câu 19: Cho ba điểm      3,1,0 ; 2,1, 1 ; , , 1A B C x y  . Tìm tọa độ của C  để ABC  là tam 

giác đều: 

A.  3,2, 1 .  B.  3,0, 1 . 

C.    3, 2,1 ; 3,0, 1   . D.    3,2, 1 ; 3,0, 1  . 

Lời giải 

Chọn D 

Tam giác ABC đều 

 
 

   

2 2

2 2

2

6 2 9 0 1

4 2 3 0 2

2 1 : 2 6 0 3 2 0 2 0

x y x yAC AB
BC AB x y x y

x x y y y y

               
           

 

Hai điểm    3; 2; 1 ; ' 3; 0; 1C C   

Câu 20: Cho ba điểm      3,1,0 ; 2,1, 1 ; , , 1A B C x y  . Tìm tọa độ của C  để tam giác ABC  

là tam giác vuông cân tại A  
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A.    4,1 2 ; 4,1 2  . B.  4,1 . 

C.  2,1 .  D.  2, 1 . 

Lời giải 

Chọn B 

Tam giác ABC vuông cân tại A 
2 2

. 0AB ACAB AC
AB AC AC AB

    
   

  
 

   
   

   

 

2

2 2 2 2

1,0,1 1 2; 3, 1, 1

1 3 0 1 1 0 4
6 2 9 03 1 1 2

4
4;1

1

AB AB AC x y

x y x
x y x yx y

x
C

y

        

          
         

 
  

 

 

Câu 21: Cho ba điểm      3,1,0 ; 2,1, 1 ; , , 1A B C x y  . Tính x và y để , ,A B C  thẳng hàng: 

A. 2, 1x y  . B. 2 , 1x y   . C. 2 , 1x y    . D. 1, 2x y  . 

Lời giải 

Chọn A 

, ,A B C thẳng thàng AB


 cùng phương với AC


 

   
    
    

1 2 2 1

2 3 3 2

3 1 1 3

1 1 0 3 00
2

0 0 1 1 1 0
1

0 1 3 1 1 0

y xa b a b
x

a b a b y
y

a b a b x

      
                          

Câu 22.  Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hình hộp .ABCD A B CD    , biết rằng 

 3;0;0A  ,  0;2;0B ,  0;0;1D ,  1;2;3A . Tìm tọa độ điểm C . 

 A.  13;4;4C .  B.  7;4;4C .  

 C.  10;4;4C  .  D.  13;4;4C  . 

Lời giải 

Chọn A 



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 8 
 

 

Gọi  ; ;C x y z  . Ta có  3;2;0AB 


;  3;0;1AD 


;  4;2;3AA 


. 

Mà AC AB AD AA   
   

 10;4;4AC 
 10 3

4 0

4 0

x

y

z

 
  
  

 13;4;4C . 

Câu 23: Cho ba điểm      3,1,0 ; 2,1, 1 ; , , 1A B C x y  . Tính ,x y  để 
22, 1,
3

G  
  

 
 là trọng 

tâm tam giác ABC  

A. 2, 1x y  . B. 2 , 1x y   . C. 2 , 1x y    . D. 1, 5x y   . 

Lời giải 

Chọn D 

 
3 2 3.2 6

1
1 1 3 1 3

5
20 1 1 3 2
3

x
x

y
y


                           

 

Câu 24: Cho ba điểm      2, 1,1 ; 3, 2, 1 ; 1,3, 4A B C   . Tìm điểm N trên 'Oxx  cách đều A  

và B . 

A.  4,0,0 . B.  4,0 ,0 .
 

C.  1,0,0 . D.  2,0,0 . 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi  ,0,0N x  trên ' .x Ox  Ta có 2 2AN BN  

           2 2 2 2 2 22 1 1 3 2 1 4 4 ,0 ,0x x x N             

Câu 25: Cho ba điểm      2, 1,1 ; 3, 2, 1 ; 1, 3, 4A B C   . Tìm điểm E  trên mặt phẳng  xOy  

cách đều , ,A B C . 

A. 
14 26, ,0
3 3

 
 
 

. B. 
7 13, ,0
3 3

 
 
 

. C. 
26 14, ,0
3 3

 
 

 
. D. 

26 14, ,0
3 3

 
 
 

. 

Lời giải 

C

BA

C'

A' B'

D'

D
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Chọn D 

Gọi  , ,0E x y  trên mặt phẳng  xOy . Ta có: EA EB EC   

         
           

2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 3 2 1

2 1 1 1 3 4

26
4 3

14 26 144 10 , ,0
3 3 3

x y x yAE BE
AE CE x y x y

xx y
x y y E

              
            


                

 

Câu 26: Tính góc của hai vectơ       
 

4,2,4 ; 2 2, 2 2,0a b  

A. 060 . B. 0135 . C. 030 . D. 0120 . 

Lời giải 

Chọn B 

  08 2 4 2 0 2cos ; ; 135
236. 16

a b a b            
   

   
 

Câu 27: Cho hai vectơ 2V ma b 
 

 và W mb a 
 

 với (2,1, 1)a  


 và (1, 2,1)b  


. Định m  để 

V


 và W


 vuông góc 

A. 3 7  . B. 3 7 . C. 9 79 . D. 9 79  . 

Lời giải 

Chọn D 

V


 vuông góc     2 0 1W ma b mb a   
    

 

Với 
2 2

6; 6; . 1a b a b   
   

 

  21 18 2 0 9 79m m m       
 

Câu 28.  Trong không gian  cho . Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 

 là 

 A.  B.   

 C.  D.  

Lời giải 
Chọn B 

,Oxyz    4;0;0 , 0;2;0A B

OAB

 2 1 0; ; .I   2 1 0; ; .I

 2 1 0; ; .I  4 2
0

3 3
; ; .I  

 
 
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Vì 
 
 
4;0;0

0;2;0

A Ox
OAB

B Oy

  


 vuông tại O  nên tâm  ; ;I x y z  của đường tròn ngoại tiếp 

OAB  nằm trên trung điểm cạnh AB . Suy ra  

4 0
2

2
0 2

1 2;1;0
2

0 0
0

2

x

y I

z

  


   


  

. 

Câu 29. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz ,  cho các véc tơ ,a


  b


 và c


 thỏa mãn 5,a 


  

2,b 


 3c 


và 2 3 0a b c  
   

. Khi đó giá trị của . 2 . .ab b c c a 
     

 là 

 A. 
15

2
 .  B. 2 5 4 3 .  C. 2 42 .  D. 0 .  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có:   

+) 2 3 0a b c  
   

     2 3a b c  
  

     
2 2 2 2

2 3 4 9 12 .a b c b c b c     
     

  

 5 4.4 9.3 12 .b c  
 

     
19

2 .
3

b c  
 

   1 .  

+) 2 3 0a b c  
   

     2 3b a c  
  

     
2 2 2 2

2 3 9 6 .b a c a c a c     
     

  

 4.4 5 9.3 6 .a c  


     
8

.
3

a c  
 

   2 .  

+) 2 3 0a b c  
   

     3 2c a b  
  

     
2 2 2 2

3 2 4 4 .c a b a b a b     
     

  

 9.3 5 4.4 4 .a b  
 

     
3

.
2

a b 
 

   3 .  

Từ      1 , 2 , 3  suy ra: 
3 19 8 15. 2 . .
2 3 3 2

a b b c ca     
     

.  

 

DẠNG 2: CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN VỀ PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 

Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt cầu ( )S  có phương trình 
2 2 2 4 2 4 0x y z x y      .Tính bán kính R  của ( ).S  

A. 1. B. 9. C. 2 . D. 3. 

Lời giải 

Chọn D 

Giả sử phương trình mặt cầu 
2 2 2 2 2 2( ): 2 2 2 0 ( 0)S x y z ax by cz d a b c d            
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Ta có: 2, 1, 0, 4a b c d        Bán kính 2 2 2 3R a b c d     . 

Câu 2: Trong không gian Oxyz , cho mặt cầu        2 2 2
: 3 1 1 4S x y z      . Tâm của 

 S  có tọa độ là 

A.  3;1; 1  . B.  3; 1;1 . C.  3; 1; 1  . D.  3;1; 1 . 

Lời giải 

Chọn B 

Tâm của  S  có tọa độ là  3; 1;1 . 

Câu 3: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hỏi trong các phương trình sau phương trình nào là 
phương trình của mặt cầu? 

A. 
2 2 2 2 4 1 0x y z x z       B. 

2 2 3 2 4 1 0x z x y z       

C. 
2 2 2 2 4 4 1 0x y z xy y z        D. 

2 2 2 2 2 4 8 0x y z x y z        

Lời giải 

Chọn A 

Đáp án B vì không có số hạng 
2y . Đáp án C loại vì có số hạng 2xy . Đáp án D loại vì 

2 2 2 1 1 4 8 2 0a b c d          . 

Đáp án A thỏa mãn vì 2 2 2 1 0 4 1 6 0a b c d         . 

Câu 4: Trong không gian Oxyz , có tất cả bao nhiêu giá nguyên của m  để 

   2 2 2 22 2 2 1 3 5 0        x y z m x m z m  là phương trình một mặt cầu? 

A. 4 B. 6 C. 5 D. 7 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình đã cho là phương trình mặt cầu khi và chỉ khi 

   2 2 2

2

2 1 3 5 0

2 10 0

1 11 1 11

m m m

m m

m

     

   

    

 

Theo bài ra  2; 1;0;1;2;3;4     m m  có 7 giá trị của m  nguyên thỏa mãn bài 

toán. 

Câu 5: Trong không gian với hệ trục tọ độ Oxyz , cho hai điểm    1;2;3 , 5;4; 1A B  . Phương 

trình mặt cầu đường kính AB  là 

A.      2 2 2
3 3 1 36x y z      . B.      2 2 2

3 3 1 9x y z      . 

C.      2 2 2
3 3 1 6x y z      . D.      2 2 2

3 3 1 9x y z      . 

Lời giải. 

Chọn B 
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Tọa độ tâm mặt cầu là  3;3;1I , bán kính 3R IA  . 

Câu 6: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , viết phương trình mặt cầu có tâm  1; 4;3I   và 

đi qua điểm  5; 3;2A  . 

A.      2 2 2
1 4 3 18x y z      . B.      2 2 2

1 4 3 16x y z      . 

C.      2 2 2
1 4 3 16x y z      . D.      2 2 2

1 4 3 18x y z      . 

Lời giải 

Chọn D 

Mặt cầu có tâm  1; 4;3I   và đi qua điểm  5; 3;2A  nên có bán kính 3 2R IA   

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là:      2 2 2
1 4 3 18x y z      . 

Câu 7: Với giá trị nào của m thì mặt phẳng   : 2 5 0P x y z     tiếp xúc với mặt cầu 

   2 2 2 2: 2 2 2 4 5 1 0?S x y z mx m y mz m          

A. 3m . B. 1 3m m    . C. 1m . D. 
  
 

1
3

m
m

 

Lời giải 

Chọn A 

2; 2 ; 2 ; 5 1 .a m b m c m d m       Tâm  , 2,2I m m m  

 22 2 2 2 22 4 5 1 4 3 0R m m m m m m            

 1 3.m m P     tiếp xúc  S  khi: 

  23 3
, 4 3

6

m
d I P R m m


     

2 2 3 0 3 1m m m m          (loại) 

3m  . 

Câu 8: Với giá trị nào của m thì mặt cầu   2 2 2 2: 4 2 4 4S x y z x my mz m       3 2 0m    

tiếp xúc trục 'z Oz . 

A. -2. B. 2. C. 
2
3

. D. 
2
3

  

Lời giải 

Chọn D 

 S  có tâm  2, , 2I m m  , bán kính 2 3 2 , 1 2R m m m m       

Hình chiếu A của I trên z’Oz là tiếp điểm của  S  và z’Oz  0,0, 2A m   

Ta có:   2 2, ' 4 3 2d I z Oz AI m R m m        
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2 2 24 3 2
3

m m m m        . 

Câu 9: Viết phương trình mặt cầu  S  tâm  2,1, 1I    qua  4,3, 2A  . 

A. 2 2 2 4 2 2 35 0x y z x y z       . B. 2 2 2 4 2 2 35 0x y z x y z       . 

C. 2 2 2 4 2 2 35 0x y z x y z       . D. 2 2 2 4 2 2 35 0x y z x y z        

Lời giải 

Chọn B 

   
           

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

, ,

2 1 1 4 2 3 1 2 1

4 2 2 35 0

M x y z S IM IA

x y z

x y x y z

  

            

      

. 

Câu 10: Viết phương trình mặt cầu  S  tâm  1,2,4E   qua gốc O . 

A. 2 2 2 2 4 8 42 0x y z x y z       . B. 2 2 2 2 4 8 21 0x y z x y z       . 

C. 2 2 2 2 4 8 42 0x y z x y z       . D. 2 2 2 2 4 8 0x y z x y z       

Lời giải 

Chọn D 

   
     

2 2

2 2 2

2 2 2

, ,

1 2 4 1 4 16

2 4 8 0

M x y z S EM OE

x y z

x y z x y z

  

        

      

. 

Câu 11: Gọi  S  là mặt cầu đi qua 4  điểm        2;0;0 , 1;3;0 , 1;0;3 , 1;2;3A B C D . Tính bán 

kính R  của  S .  

A. 2 2R  . B. 3R  . C. 6R  . D. 6R  . 

Lời giải 

Gọi  ; ;I a b c  là tâm mặt cầu đi qua bốn điểm , , ,A B C D . Khi đó: 

     
     
       

2 2 22 2 22 2

2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2

2 1 3

2 1 3

2 1 2 3

a b c a b cAI BI

AI CI a b c a b c

AI DI a b c a b c

                     
           

 

 
3 3 0

1 1 0;1;1

2 3 5 1

a b a

a c b I

a b c c

    
        
      
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Bán kính: 2 2 22 1 1 6R IA     . 

Câu 12: Cho hai điểm ,A B  cố định trong không gian có độ dài AB  là 4 . Biết rằng tập hợp các 

điểm M  trong không gian sao cho 3MA MB  là một mặt cầu. Bán kính mặt cầu đó bằng 

A. 3 . B. 
9

2
. C. 1. D. 

3

2
. 

Lời giải 

 

Ta có: 
2 2

3 9MA MB MA MB  
     2 2

9MI IA MI IB   
   

   2 2 29 2 9 8 1IA IB MI IA IB MI    
  

 

Gọi I  thỏa mãn 
1

9 0
8

IA IB BI AB   
    

 nên 
1 9

;
2 2

IB IA  . 

Từ  1  suy ra 2 3
8 18

2
MI MI     suy ra 

3
; .
2

M S I   
 

 

Câu 13. Trong không gian tọa độ Oxyz , mặt cầu  S  đi qua điểm O  và cắt các tia , ,Ox Oy Oz  lần 

lượt tại các điểm , ,A B C  khác O  thỏa mãn tam giác ABC  có trọng tâm là điểm 

 6; 12;18G   . Tọa độ tâm của mặt cầu  S  là  

A.  9;18; 27 . B.  3; 6;9  . C.  3;6; 9 . D.  9; 18;27  .  

Lời giải 

Chọn D 

Gọi tọa độ các điểm trên ba tia , ,Ox Oy Oz  lần lượt là      ;0;0 , 0; ;0 , 0;0;A a B b C c  với 

, , 0a b c  .  

Vì G  là trọng tâm tam giác ABC nên 

6
3 18

12 36
3

54
18

3

a

a
b

b

c
c

  
 

      
   

. 

B IA
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Gọi phương trình mặt cầu  S  cần tìm là: 2 2 2 2 2 2 0x y z mx ny pz q       . Vì  S  

qua các điểm , , ,O A B C  nên ta có hệ: 

2

2

2

0 9

36 18 18

2772 36

0108 54

q m

m q n

pn q

qp q

  
           
      

. 

Vậy tọa độ tâm mặt cầu  S  là  9; 18;27  . 

Dạng 3: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho  1;2;3S  và các điểm A , B , C  thuộc các 

trục Ox , Oy , Oz  sao cho hình chóp .S ABC  có các cạnh SA , SB , SC  đôi một vuông 

góc với nhau. Tính thể tích khối chóp .S ABC . 

A. 
343

6
. B. 

343

18
. C. 

343

12
. D. 

343

36
. 

Lời giải 
Chọn D 

( ;0;0)A a , (0; ;0)B b , (0;0; )C c . 

( 1; 2; 3)SA a   


; ( 1; 2; 3)SB b   


; ( 1; 2; 3)SC c   


. 

Vì SA , SB , SC  đôi một vuông góc nên 

. 0

. 0

. 0

SA SB SA SB

SB SC SB SC

SA SC SA SC

  
     
    

   
   
   

7
2 14

7
2 3 14

2
3 14 7

3

a
a b

b c b

a c
c


 

  
      
    

. 

Do SA , SB , SC  đôi một vuông góc, nên: 
1 1 7 7 343

. . .7. .
6 6 2 3 36SABCV SA SB SC   . 

Câu 2:  Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz , cho tam giác ABC  có  2;2;1A ,  4;4;2B , 

 2;4; 3C   . Đường phân giác trong AD  của tam giác ABC có một vectơ chỉ phương 

là: 

A.  2;4; 3   B.  6;0;5  C. 
1

0;1;
3

  
 

 D. 
4 1

; ; 1
3 3

    
 
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Hướng dẫn giải 

Chọn C 

Ta có 3, 6AB AC  . Kí hiệu  ; ;x y z  là toạ độ điểm D . 

Vì AD  là phân giác trong của tam giác ABC  nên 
1

2

DB AB

DC AC
  . 

Do đó, ta có 
1

2
DB DC 
 

 

 

 

 

1
4 2

2
1

4 4
2
1

2 3
2

x x

y y

z z

     

    

     

2

4

1

3

x

y

z


 


 

 


 . Vậy 
1

2;4;
3

D  
 
 

. 

2
0;2;

3
AD    

 


 2AD u 

 
 , với 

1
0;1;

3
u    

 


 .  

Câu 3: Trong không gian Oxyz  cho  1; 1;2A  ,  2;0;3B  ,  0;1; 2C  . Gọi  ; ;M a b c  là điểm 

thuộc mặt phẳng  Oxy  sao cho biểu thức . 2 . 3 .S MAMB MBMC MC MA  
     

 đạt giá trị 

nhỏ nhất. Khi đó 12 12T a b c    có giá trị là 

A. 3T  . B. 3T   . C. 1T  . D. 1T   . 
Lời giải 

Chọn D 

Do  ; ;M a b c  thuộc mặt phẳng  Oxy  nên 0c   ; ;0M a b . 

Ta có  1 ; 1 ;2MA a b   


,  2 ; ;3MB a b   


,  ;1 ; 2MC a b   


. 

. 2 . 3 .S MAMB MBMC MC MA  
     

2 26 6 2 1a b a b    
2 2

1 1 19
6 6

6 12 24
a b
          
   

. 

19

24
S  . Vậy S  đạt giá trị nhỏ nhất 

19

4
 khi 

1

6
1

12

a

b

  

 


12 12 1T a b c      . 

Câu 4: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hình vuông ABCD , (3;0;8)B , ( 5; 4;0)D   . 

Biết đỉnh A  thuộc mặt phẳng (Oxy ) và có tọa độ là những số nguyên, khi đó CA CB
 

 

bằng: 

A. 5 10.  B. 6 10.  C. 10 6. D. 10 5.  

Lời giải 
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Chọn B 

Ta có trung điểm BD  là ( 1; 2;4)I   , 12BD  và điểm A thuộc mặt phẳng ( )Oxy  nên 

( ; ;0)A a b . 

ABCD  là hình vuông   

2 2

2
2 1

2

AB AD

AI BD

 

    

 

2 2 2 2 2

2 2 2

( 3) 8 ( 5) ( 4)

( 1) ( 2) 4 36

a b a b

a b

        
    

 

2 2

4 2

( 1) (6 2 ) 20

b a

a a

 
 

   

1

2

a

b


  

 hoặc 

17

5
14

5

a

b

 
  


   A(1; 2; 0) hoặc 

17 14
; ;0

5 5
A

 
 
 

(loại). Với (1;2;0)A   ( 3; 6;8)C   . 

Câu 5:  Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm  2;3;1A   và  5;6;2B . Đường 

thẳng AB  cắt mặt phẳng  Oxz  tại điểm M . Tính tỉ số 
AM

BM
 

A. 
1

2

AM

BM
 . B. 2

AM

BM
 . C. 

1

3

AM

BM
 . D. 3

AM

BM
 . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có:  M Oxz  ;0;M x z ;  7;3;1AB 


 59AB  ;  2; 3; 1AM x z   


 

Ta có: , ,A B M  thẳng hàng  .AM k AB k  
 

  

2 7

3 3

1

x k

k

z k

 
  
  

 

9

1

0

x

k

z

 
  
 

 

 9;0;0M   

và  14; 6; 2BM    


 118 2BM AB    

Câu 6. Cho ba điểm  1; 3A  ,  2;6B   và  4; 9C  . Tìm điểm M  trên trục Ox  sao cho vectơ 

u MA MB MC  
   

 có độ dài nhỏ nhất. 

A.  2;0M . B.  4;0M . C.  3;0M . D.  1;0M . 

Lời giải 
Chọn D.  

* Cách 1: Ta có ba điểm A , B , C  không thẳng hàng (do hai vectơ AB


 và BC


 không 

cùng phương). Gọi  ; 0M m Ox  và G  là trọng tâm ABC  suy ra  1; 2G  . Khi đó 

 3 3 1 ; 2u MA MB MC MG m      
    
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Do đó  2
3 3 1 4 3.2 6u MG m     

 
. Suy ra u


 đạt giá trị nhỏ nhất bằng 6  khi 

và chỉ khi 1m  . 

Vậy  1;0M . 

* Cách 2: Gọi  ; 0M m Ox , ta có  1 ; 3MA m  


,  2 ;6MB m  


, 

 4 ; 9MC m  


. 

 3 3 ; 6u MA MB MC m     
   

  2
3 3 36 6u m    


. Suy ra u


 đạt giá trị nhỏ 

nhất bằng 6  khi và chỉ khi 1m  . 
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BÀI 2. MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

1. VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG THẲNG 

Định nghĩa 

Cho mặt phẳng ( ) . Nếu vectơ n


 khác 0


 và có giá vuông góc với mặt phẳng ( )  thi n


 được gọi là vectơ 

pháp tuyến của ( ) . 

Kết quả: Nếu (P) có cặp vectơ    1 2 3 1 2 3; ; ; ;a a a a b b b b 


 không cùng phương,có giá song song hoặc 

nằm trên (P). Thì vectơ pháp tuyến của (P) được xác định [ , ]n a b
 

 ( tích có hướng 2 vectơ) 

II. PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT CỦA MẶT PHẲNG 

1. Định nghīa 

Phương trình có dạng 0Ax By Cz D    , trong đó A, B, C Không đồng thời bằng 0 được gọi là phương 

trình tổng quát của mặt phẳng. 

Nhận xét: 

a) Nếu mặt phẳng   có phương trình tổng quát là 0Ax By Cz D     thì nó có một vectơ pháp tuyến 

là ( ; ; )n A B C


. 

b) Phương trình mặt phả̉ng đi qua điêm  0 0 0 0; ;M x y z  nhận vectơ ( ; ; )n A B C


 khác 0


 làm vectơ pháp tuyến 

là      0 0 0 0A x x B y y C z z      . 

2. Các trường hợp riêng 

Trong không gian Oxyz  cho mặt phẳng ( )  0. Ax By Cz D     

a) Nếu 0D   thì góc toạ độ O  có tọa độ  thoả mãn phương trình của mặt phẳng ( ) .  

Vậy ( )  đi qua góc toạ độ O   

b) Nếu một trong ba hệ số , ,A B C bằng 0 , chẳng hạn 0A   thì mặt phẳng ( )  có vectơ pháp tuyến là 

(0; ; )n B C


. Ta có 0ni 


. Do i


 là vectơ chi phương của Ox nên ta suy ra ( )  song song hoặc chứa trục 

Ox  

c) Nếu hai trong ba hệ số , ,A B C bằng 0 , ví dụ 0A B   và 0C   thì từ trường hợp b) ta suy ra mặt 

phẳng ( )  song song với Ox và Oy hoặc ( )  chứa Ox và .Oy  

Vậy ( )  song song hoặc trùng với mặt phảng ( )Oxy . 

Nhận xét 

Nêu cả bón hệ so , , ,A B C D đều khác 0 thì bằng cách đặt 
D

a
A

  , ,
D D

b c
B C

    , ta có thể đưa phương 

trình (1) vé dạng sau đây:  1. 2
x y z

a b c
    

Khỉ đó mặt phả̉ng ( )  cất các trục , ,Ox Oy Oz  lân lượt tại các điểm có toạ đọ là ( ;0;0), (0; ;0)a b , (0;0; )c

. Người ta còn gọi phương trình (2) là phưong trình của mặt phẳng theo đoan chắn  

III. ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI MẶT PHẲNG SONG SONG HOẶC VUÔNG GÓC 

1. Điều kiện để hai mặt phẳng song song 
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Trong không gian Oxyz cho 0( ) (:  0  ’ :) ’ ’ ’ ’Ax By Cz D và A x B y C z D          

       

       

1 2 1 1 1 2 2 2
1 2

1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2
1 2

1 2 1 2

; ; ; ;
/ /

.

; ; ; ;

.

n kn A B C k A B C

D kD D kD

n kn A B C k A B C

D kD D kD

 

 

 
    

 
     

 

   

2. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc 

 ( )  ( ’) n .n A.A' B.B' C.C'     1 2 0 0
 

 

III. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT PHẲNG 

1. Công thức tính khoảng cách từ 1 điểm đến mootjmawtj phẳng:  Trong không gian ,Oxyz cho mắt 

phẳng ( )  có phưong trình 0Ax By Cz D     vd diểm  0 0 0 0; ;M x y z . Khoảng cách từ diểm 0M  đến 

mặt phẳng ( ) , ki hiệu là  0 , ( )d M  , đutợc tính theo công thức: 

  0 0 0
0 2 2 2
, ( )

Ax By C D
d M

A B C
   


 

 

2. Góc giữa hai mặt phẳng: 

Gọi   là góc giữa hai mặt phẳng  0 00 90  . 

 P : Ax By Cz D    0  và  Q : A' x B' y C' z D'    0  

P Q
P Q

P Q

n .n A.A' B.B' C.C'
cos = cos(n ,n )

n . n A B C . A' B' C'


 
 

   2 2 2 2 2 2

 
 

   

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Viết phương trình mặt phẳng biết một điểm thuộc mặt phẳng và tìm được một vectơ pháp 
tuyến 

1. Phương pháp giải 

 Mặt phẳng    đi qua điểm  0 0 0; ;M x y z  có vectơ pháp tuyến  ; ;n A B C


 là 

     0 0 0 0.A x x B y y C z z       

 Mặt phẳng    đi qua một điểm ,M  vuông góc với đường thẳng   ,d  khi đó vectơ chỉ phương u


 

của đường thẳng  d  là một vectơ pháp tuyến của  .  

 Mặt phẳng    đi qua điểm  0 0 0; ;M x y z  và song song với mặt phẳng ( ) : 0Ax By Cz D     

thì    có phương trình là      0 0 0 0A x x B y y C z z       

2. Ví dụ 

Ví dụ 1:  Biết phương trình mặt phẳng đi qua điểm  1;2;3A  và có vectơ pháp tuyến  1;2;1v 


 

Hướng dẫn giải 

     1 1 2 2 1 3 0 2 6 0.x y z x y z              
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Ví dụ 2: Cho ba điểm      2;1; 1 , 1;0;4 , 0; 2; 1 .A B C     Viết phương trình mặt phẳng đi qua A  và 

vuông góc với BC  

Hướng dẫn giải 

Mặt phẳng  P  đi qua  2;1; 1A   và vuông góc với BC  nên nhận  1; 2; 5BC   


 làm vectơ pháp 

tuyến. Vì vậy ta viết được phương trình mặt phẳng  P  là: 

   2 2 1 5 1 0 2 5 5 0.x y z x y z            

Ví dụ 3: Trong không gian với hệ toạ độ ,Oxyz  cho hai điểm    1; 3;2 , 3;5; 2 .A B   Viết phương trình 

mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB   

Hướng dẫn giải 

Gọi M  là trung điểm của đoạn thẳng ,AB  ta có (2;1;0)M  và (2;8; 4) 2(1; 4; 2) 2AB n    
 

. 

Mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB  đi qua M  và có một vectơ pháp tuyến là n


 nên có phương 
trình: 4 2 6 0x y z     

Ví dụ 4: Trong không gian ,Oxyz  Viết phương trình mặt phẳng mặt phẳng song song với mặt phẳng 

 Oxy  và đi qua điểm (1;1;1)A   

Hướng dẫn giải 

Mặt phẳng song song với mặt phẳng ( )Oxy  và đi qua (1;1;1)A  nhận (0;0;1)k 


 làm vectơ pháp tuyến nên 

có phương trình là 1 0z   .  

Ví dụ 5: Cho mặt phẳng   : 2 2 0.Q x y z     Viết phương trình mặt phẳng ( )P  song song với mặt 

phẳng   ,Q  đồng thời cắt các trục ,  Ox Oy  lần lượt tại các điểm ,M N  sao cho 2 2MN  . 

Hướng dẫn giải 

( ) / /( )P Q  nên phương trình mặt phẳng ( )P  có dạng 2 0 ( 2).x y z D D       

Khi đó mặt phẳng ( )P  cắt các trục ,Ox Oy  lần lượt tại các điểm ( ;0;0)M D , (0; ;0)N D . 

Từ giả thiết: 22 2 2 2 2 2 (do 2).MN D D D        

Vậy phương trình mặt phẳng ( ) : 2 2 0P x y z    . 

 

Dạng 2. Viết phương trình mặt phẳng biết một điểm thuộc mặt phẳng và tìm được một cặp vectơ 
chỉ phương 

1. Phương pháp giải 

 Mặt phẳng ( )  đi qua điểm  0 0 0; ;M x y z  có cặp vectơ chỉ phương , .a b


 Khi đó một vectơ pháp 

tuyến của ( )  là [ , ].n a b
 

 

 Mặt phẳng ( )  chứa một đường thẳng  d  và vuông góc với một mặt phẳng   :  

- Xác định vectơ chỉ phương u


 của ( )d  và vectơ pháp tuyến n


 của  .  

- Một vectơ pháp tuyến của ( )  là: ,n u n   
  

. 
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-      Lấy một điểm M thuộc d thì ( )M   . 

 Mặt phẳng    đi qua điểm M  và vuông góc với hai mặt phẳng cắt nhau    , :   Chọn vectơ 

pháp tuyến của    là:  ,n n n   
  

. 

 Mặt phẳng    đi qua ba điểm không thẳng hàng , , .A B C  Khi đó ta có thể xác định một vectơ 

pháp tuyến của    là: , .n AB AC   
  

 

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1: Mặt phẳng ( )P  đi qua điểm (0; 2; 2)M   và nhận vectơ (2,0,1), ( 1,1,0)a b 


 là hai vectơ chỉ 

phương.  

Hướng dẫn giải 

Suy ra  P  có vectơ pháp tuyến là:  [ , ] (1;1; 2)n a b  
 

. 

Từ đó ta có ( ) : 2 6 0P x y z    . 

Ví dụ 2: Cho hai điểm (1; 1;5), (0;0;1)A B . Viết phương trình mặt phẳng ( )P  chứa ,A B  và song song 

với trục Oy   

Hướng dẫn giải 

Do mặt phẳng ( )P  chứa ,A B  và song song với trục Oy  nên vectơ pháp tuyến của ( )P  là

[ ; ] (4;0; 1)n AB j  
 

. 

Phương trình mặt phẳng ( )P  là: 4( 0) 0( 0) 1( 1) 0 4 1 0x y z x z           

Ví dụ 3: Trong không gian với hệ tọa độ ,Oxyz  cho hai điểm    1;2; 1 ; 2;1;0A B  và mặt phẳng 

( ) : 2 3 1 0.P x y z     Gọi ( )Q  là mặt phẳng chứa ;A B  và vuông góc với ( ).P  Viết phương trình mặt 

phẳng ( )Q   

Hướng dẫn giải 

Phương trình mặt phẳng  Q  chứa AB  và vuông góc với mặt phẳng ( )P  nên có cặp vectơ chỉ phương là 

(1; 1;1)AB  


 và (2;1; 3)Pn  


. 

Suy ra [ ; ] (2;5;3)Q Pn AB n 
  

. 

Mặt phẳng ( )Q  đi qua (1;2; 1)A   nên 2( 1) 5( 2) 3( 1) 0x y z      2 5 3 9 0x y z      

Ví dụ 4: Viết phương trình mặt phẳng ( )  đi qua gốc tọa độ O  và vuông góc với hai mặt phẳng 

( ) : 7 0, ( ) : 3 2 12 5 0P x y z Q x y z          

Hướng dẫn giải 

Ta có ( ) : 7 0P x y z     có vectơ pháp tuyến là 1 (1; 1;1)n  


 và 

( ) : 3 2 12 5 0Q x y z     có vectơ pháp tuyến là 2 (3;2; 12)n  


 

Do ( ) ( )P  và ( ) ( )Q  nên ( )  có vectơ pháp tuyến là 

1 2[ ; ] (10;15;5)n n n 
 

. 

Vậy ( )  có phương trình 10 15 5 0 2 3 0x y z x y z       . 
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Ví dụ 5: Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm (0;1; 2), (2; 2;1)A B  , ( 2;1;0).C    

Hướng dẫn giải 

Ta có:    2; 3; 1 ; 2;0; 2 .AB AC     
 

 

  
3 1 1 2 2 3

; ; ; 6;6; 6 .
0 2 2 2 2 0

AB AC
                

 
 

Chọn  1
; 1;1; 1

6
n AB AC    
  

 là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng  .ABC  

Ta có phương trình mặt phẳng  ABC  là: 1 2 0 1 0.x y z x y z           

Ví dụ 6: Trong không gian ,Oxyz  biết mặt phẳng 5 0ax by cz     qua hai điểm (3;1; 1), (2; 1;4)A B   

và vuông góc với ( ) : 2 3 4 0P x y z    . 

Hướng dẫn giải 

Gọi ( ) : 5 0.ax by cz     Ta có ( 1; 2;5), (2; 1;3)PAB n    
 

. 

Mặt phẳng ( )  nhận [ , ] ( 1;13;5)Pn AB n  
 

 làm vectơ pháp tuyến nên ( )  có dạng 

13 5 0x y z D     . 

Mặt phẳng ( )  qua (3;1; 1)A   nên 3 13.1 5.( 1) 0 5D D         . 

( ) : 13 5 5 0x y z       hay ( ) : 13 5 5 0x y z    . 

Dạng 3. Lập phương trình mặt phẳng liên quan đến khoảng cách 

1. Phương pháp giải 

Sử dụng các công thức liên quan đến khoảng cách: 

Khoảng cách từ điểm  0 0 0, ,M x y z  đến mặt phẳng ( ) : 0ax by cz d     là 

0 0 0

2 2 2
d( , ( ))

ax by cz d
M

a b c

  


 
 . 

Chú ý: Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song: d [( ), ( )] d[ , ( )]M    trong đó điểm ( )M   . 

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1: Trong không gian với hệ tọa độ ,Oxyz  lập phương trình của các mặt phẳng song song với mặt 

phẳng ( ) : 3 0x y z     và cách ( )  một khoảng bằng 3 . 

Hướng dẫn giải 

Gọi ( )  là mặt phẳng cần tìm. Ta có (0;0;3) ( )A   .  

Do ( ) / /( )   nên phương trình của mặt phẳng ( )  có dạng: 

0x y z m     với 3m  . 

Ta có 
| 3 |

d(( ), ( )) 3 d( , ( )) 3 3
3

m
A


       . 

6
| 3 | 3

0

m
m

m


     

 (thỏa mãn). 
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Vậy phương trình của các mặt phẳng cần tìm là  

6 0x y z     và 0x y z   . 

Ví dụ 2: Trong không gian ,Oxyz  cho hai mặt phẳng 

( ) : 3 2 0, ( ) : 3 4 0P x z Q x z      . 

Lập phương trình mặt phẳng song song và cách đều ( )P  và ( )Q  

Hướng dẫn giải 

Điểm ( ; ; )M x y z  bất kỳ cách đều ( )P  và ( ) ( ; ( )) ( ; ( ))Q d M P d M Q   

3 2 3 4| 3 2 | | 3 4 |

3 2 3 41 9 1 9

2 4
3 1 0.

3 1 0

x z x zx z x z

x z x z

x z
x z

       
           

 
       

 

Vậy M  thuộc ( ) : 3 1 0.x z    Nhận thấy ( )  song song với ( )P  và ( )Q . 

Dạng 4. Viết phương trình mặt phẳng liên quan đến mặt cầu 

1. Phương pháp giải 

Viết phương trình mặt phẳng    tiếp xúc với mặt cầu (S) tại điểm .H   

Giả sử mặt cầu  S  có tâm I  và bán kính ,R  khi đó ta viết được phương trình mặt phẳng ( )  đi qua H  

và có một vectơ pháp tuyến là n IH


. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , viết phương trình mặt cầu có tâm  1;2; 1I   và tiếp xúc 

với mặt phẳng   : 2 2 8 0P x y z     

Lời giải 

Do mặt cầu tâm  1;2; 1I   và tiếp xúc với mặt phẳng   : 2 2 8 0P x y z     nên 

    
   2 22

1 2.2 2 1 8
, 3

1 2 2
d I P R R R

   
    

   
. 

Vậy phương trình mặt cầu là      2 2 2
1 2 1 9x y z      . 

Ví dụ 2: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz , cho  0;2;3I . Viết phương trình mặt cầu tâm I  tiếp xúc 

với trục Oy . 

Lời giải 

Mặt cầu tâm I  tiếp xúc với trục Oy  nên mặt cầu có  ,R d I Oy 3 . 

Vậy phương trình mặt cầu là:    2 22 2 3 9x y z     . 

Ví dụ 3. Viể phương trình mặt cầu tâm  1;2; 1I   và cắt mặt phẳng   : 2 2 1 0P x y z     theo một 

đường tròn có bán kính bằng 8  

Lời giải 
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Ta có:     2.1 2 2. 1 1
; 1

3
d d I P

   
   . 

Bán kính mặt cầu là 2 2 3R d r   . 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là      2 2 2
1 2 1 9x y z      . 

Ví dụ 4 Trong không gian với hệ trục Oxyz , cho mặt cầu  S  có tâm  0; 2;1I   và mặt phẳng 

  : 2 2 3 0P x y z    . Biết mặt phẳng  P  cắt mặt cầu  S  theo giao tuyến là một đường tròn 

có diện tích là 2 .Viết phương trình mặt cầu  S . 

Lời giải. 

Ta có ( , ( )) 1h d I P   

Gọi  C  là đường tròn giao tuyến có bán kính r . 

Vì 2. 2 2S r r     . 

Mà 2 2 2 3 3R r h R     . 

Vậy phương trình mặt cầu tâm  0; 2;1I   và bán kính 3R  . 

     2 22: 2 1 3S x y z      

C. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Phương trình tổng quát của mặt phẳng ( )  qua điểm (3, 4, 5)B   và có cặp vectơ chi phương 

(3,1, 1), (1, 2,1)a b   


 là: 

A. 4 7 16 0x y z    .  B. 4 7 16 0x y z    . 

C. 4 7 16 0x y z    .  D. 4 7 16 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn C 

Vectơ pháp tuyến của   là  ,b 1, 4, 7n a      
 

 có thể thay thế bởi  1, 4,7n 


 

Phương trình   có dạng 4 7 0.x y z D     

  3 16 35 0 16B D D         

  : 4 7 16 0x y z    . 

Câu 2: Phương trình tồng quát của mặt phẳng qua (3, 1, 2), (4, 2, 1), (2,0, 2)A B C    là: 

A. 2 0x y   . B. 2 0x y   . C. 2 0x y   . D. 2 0x y   . 

Lời giải 

Chọn A 

     1, 1, 3 , 1,1,0 ; , 3,3,0 :AB AC AB AC       
  

 Chọn  1,1,0n 


làm vectơ pháp 

tuyến:phương trình  ABC  có dạng 0x y D    

Qua A 3 1 0 2D D        
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Phương trình  ABC : 2 0x y   . 

Câu 3: Phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua (2, 1,3), (3,1, 2)A B  và song song với vectơ 

(3, 1, 4)a   


 là: 

A. 9 7 40 0x y z    .  B. 9 7 40 0x y z    . 

C. 9 7 40 0x y z    .  D. 9 7 40 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn B 

   1,2, 1 ; ,a 9,1, 7AB AB n       
  

.Chọn  9, 1,7n  


 làm vectơ pháp tuyến. Phương 

trình mặt phẳng phải tìm có dạng: 9 7 0x y z D     

Qua A nên 9.2 ( 1) 7.3 0 40D D         

Phương trình cần tìm là: 9 7 40 0x y z    . 

Câu 4: Phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua  4, 1,1A  ,  3,1, 1B   và song song với trục Ox  

là: 

A. 2 0y z   . B. 2 0y z   . C. 0y z  . D. 0y z  . 

Lời giải 

Chọn C 

 1, 2, 2 :AB   


 vectơ chỉ phương của trục Ox:  1,0,0i 


. 

 , 0, 2, 2AB i     
 

:Chọn  0,1,1n 


 làm vectơ pháp tuyến thì phương trình mặt phẳng cần 

tìm có dạng 0,y z D    qua A nên: 1 1 0 0D D       

Câu 5: Viết phương trình của mặt phẳng  P  qua điểm  2, 2, 2H  và nhận OH


 làm vectơ pháp 

tuyến. 

A.  P : x y z   6 .  B.  P : x y  4 . 

C.  P : y z  4 .  D. Ba câu A, B và C đúng. 

Lời giải 

Chọn A 

 OH  2;2;2


 suy ra phương trình mặt phẳng 

         P : x y z P : x y z         2 2 2 2 2 2 0 6 . 

Câu 6: Cho tứ diện ABCD  có  3, 2,1A  ,      4,0,3 , 1,4, 3 , 2,3,5B C D  . Phương trình tổng quát 

của mặt phẳng chứa AC  và song song với BD  là: 

A. 12 10 21 35 0x y z    . B. 12 10 21 35 0x y z    . 

C. 12 10 21 35 0x y z    . D. 12 10 21 35 0x y z    . 

Lời giải 
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Chọn C 

     2,6, 4 ; 6,3,2 ; , 24, 20, 42 .AC BD AC BD        
   

Có thể chọn  12, 10, 21n   


 làm 

vectơ pháp tuyến cho mặt phẳng. 

Phương trình mặt phẳng này có dạng 12 10 21 0x y z D    .Điểm A thuộc mặt phẳng nên:

12.3 10( 2) 21.1 0 35D D         

Phương trình cần tìm:12 10 21 35 0x y z    , 

Câu 7: Cho vectơ chỉ phương điểm      4,3,2 , 1, 2,1 , 2,2, 1A B C    . Phương trình tổng quát của mặt 

phẳng qua A  và vuông góc với BC  là: 

A. 4 2 4 0x y z    .  B. 4 2 4 0x y z    . 

C. 4 2 4 0x y z    .  D. 4 2 4 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn C 

 1, 4, 2 .BC   


 Chọn  1, 4, 2n  


 làm vectơ pháp tuyến. 

Phương trình mặt phẳng chứa A và vuông góc với BC có dạng 4 2 0x y z D     

Chứa A nên 4 4.3 2.2 0 4D D       

Vậy: 4 2 4 0x y z    . 

Câu 8: Cho hai mặt phẳng điểm    1, 4,4 , 3,2,6A B . Phương trình tổng quát của mặt phẳng trung trực 

của đoạn AB  là: 

A. 3 4 0x y z    .  B. 3 4 0x y z    . 

C. 3 4 0x y z    .  D. 3 4 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi I là trung điểm của AB:  2, 1,5I  . 

 2,6,2AB 


.Chọn  1,3,1n 


 làm vectơ pháp tuyến. 

Phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn AB có dạng 3 0x y z D     

I thuộc mặt phẳng này: 2 3( 1) 5 0 4D D       . 

Phương trình cần tìm: 3 4 0x y z    . 

Câu 9: Phương trình tổng quát của mặt phẳng qua điểm  3,0, 1M   và vuông góc với hai mặt phẳng 

2 1 0x y z     và 2 2 0x y z     là: 

A. 3 5 8 0x y z    .  B. 3 5 8 0x y z    . 

C. 3 5 8 0x y z      D. 3 5 8 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn A 
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   1, 2, 1 ; 2, 1,1a b   
 

là hai vectơ pháp tuyến của hai mặt phẳng cho trước. 

Chọn  ,b 1, 3, 5n a     
 

 làm vectơ pháp tuyến,ta có mặt phẳng có dạng 3 5 0x y z D   

. 

Qua M nên: 3 3.0 5.( 1) 0 8D D         

Phương trình mặt phẳng cần tìm là: 3 5 8 0x y z     

Câu 10: Phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua hai điểm  2, 1,1A  ,  2,1, 1B    và vuông góc với 

mặt phẳng 3 2 5 0x y z     là: 

A. 5 7 1 0x y z    .  B. 5 7 1 0x y z    . 

C. 5 7 0x y z   .  D. 5 7 0x y z   . 

Lời giải 

Chọn C 

 4, 2, 2 ;AB   


 vectơ pháp tuyến n


 của mặt phẳng 3 2 5 0x y z    : 

   3,2, 1 ; , 2, 10, 14n AB n n       
   

.chọn  1, 5, 7b   


 làm vectơ pháp tuyến.có mặt 

phẳng 5 7 0x y z D     

A thuộc mặt phẳng này: 2 5.9 1) 7.1 0D     0D   

Vậy 5 7 0x y z    là mặt phẳng cần tìm. 

Câu 12: Ba mặt phẳng 2 6 0, 2 3 13 0,3 2 3 16 0x y z x y z x y z             cắt nhau tại điểm A . 

Tọa độ của A  là: 

A.  1,2,3A . B.  1, 2,3A  . C.  1, 2,3A   . D.  1,2, 3A   . 

Lời giải 

Chọn D 

Tọa độ giao điểm của ba mặt phẳng là nghiệm của hệ phương trình: 

 
 
 

2 6 0 1

2 3 13 0 2

3 2 3 16 0 3

x y z

x y z

x y z

   


   
    

 

Giải (1),(2) tính x,y theo z được 4; 5.x z y z      Thế vào phương trình (3) được 3,z    từ 

đó có 1, 2x y    

Vậy  1,2, 3A   . 

Câu 13: Cho hai điểm    1, 4,5 , 2,3, 4A B    và vectơ  2, 3, 1a   


. Mặt phẳng    chứa hai điểm 

,A B  và song song với vectơ a


 có phương trình: 

A. 34 21 5 25 0x y z    . B. 34 21 5 25 0x y z    . 

C. 34 21 5 25 0x y z    . D. 34 21 5 25 0x y z    . 
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Lời giải 

Chọn C 

       1, 4,5 ; 2,3, 4 3,7, 9 ; 2, 3, 1A B AB a         
 

 

AB


 và a


 sẽ là cặp vectơ chỉ phương của    

,AB a  
 

 34, 21, 5     

Chọn  34,21,5n 


 làm vectơ pháp tuyến của    

Phương trình mặt phẳng    có dạng 34 21 5 0x y z D     

Điểm A   34 84 25 0 25D D        

Phương trình   :34 21 5 25 0x y z     

Câu 14: Cho hai điểm  1,4, 2C   ,  2, 5,1D  .Mặt phẳng chứa đường thẳng CD  và song song với Oz  

có phương trình: 

A. 3 1 0x y   . B. 3 1 0x y   . C. 3 1 0x y   . D. 3 1 0x y   . 

Lời giải 

Chọn B 

   1,4, 2 ; 2, 5,1C D    

 3, 9,3CD  


 cùng phương với vectơ  1, 3,1a  


 

Trục Oz có vectơ chỉ phương  0,0,1k 


 

 , 3, 1,0a k     
 

 cùng phương với vectơ  3,1,0n 


 

Chọn  3,1,0n 


 làm vectơ pháp tuyến cho mặt phẳng chứa CD và song song với trục Oz. 

Phương trình mặt phẳng này có dạng: 3 0x y D    

Mặt phẳng qua C 3 4 0 1D D        

Phương trình mặt phẳng cần tìm: 3 1 0x y    

Câu 15: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P  qua  2, 3, 1M   và vuông góc với đường 

thẳng  D  qua hai điểm    3, 4, 5 ; 1, 2, 6 .A B   

A. 4 6 11 0x y z    . B. 4 6 11 0x y z    . 

C. 4 6 25 0x y z    . D. 4 6 25 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

Pháp vecto của    : 4,6,1P AB  


 

        : 2 4 3 6 1 0 4 6 25 0P x y z x y z              
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Câu 16: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P  qua hai điểm  ( 2, 3, 5); 4, 2, 3A B    và 

có một vectơ chỉ phương  2, 3, 4a  


. 

A. 9 3 4 0x y z    . B. 9 3 4 0x y z    . 

C. 13 2 8 72 0x y z    . D. 13 2 8 72 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn C 

Pháp vecto của (P):    2, 5, 2 , 2 13, 2, 8AB n a AB          
   

 0. 

         : 2 13 3 2 5 8 0 13 2 8 72 0P x y z x y z               

Câu 17: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P qua  2, 1, 3M   và song song với mặt phẳng 

 Q : 2 5 3 7 0.x y z     

A. 2 5 3 8 0x y z    . B. 2 5 3 7 0x y z    . 

C. 2 5 3 18 0x y z    . D. 2 5 3 8 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

  : 2 5 3 0P x y z D     qua  2,1,3 8M D    

  : 2 5 3 8 0P x y z      

Câu 18: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P qua hai điểm    3, 2, 4 ; 1, 3, 6E F  và 

song song với trục 'y Oy  

A. 7 0x y z    . B. 7 0x z   . C. 7 0x y z    . D. 7 0x z   . 

Lời giải 

Chọn B 

  / / 'P y Oy  ecto chỉ phương của  P  là:  2 0,1,0e 


 

Vecto chỉ phương thứ hai    22,5,2 , 2 1,0,1EF n e EF      
   

 

       : 3 .1 2 .0 4 .1 7 0P x y z x z           

Câu 19: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P qua  3, 5, 2M   và vuông góc với 'x Ox  

A. 3 0x   . B. 3 0x   . 

C. 3 0x y   . D. 3 0x y   . 

Lời giải 

Chọn B 

  'P x Ox  tại    13,0,0 1,0,0A n e   
 
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       3,0,0 : 3 .1 .0 .0 0 3 0A P P x y z x           

Câu 20: Cho tứ diện ABCD  có        5,1,3 , 1,6,2 , 5,0,4 , 4,0,6A B C D . Mặt phẳng chứa BC  và song 

song với AD  có phương trình: 

A. 8 7 5 60 0x y z    .  B. 8 7 5 60 0x y z    . 

C. 8 7 5 60 0x y z    .  D. 8 7 5 60 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn B 

       5,1,3 , 1,6,2 , 5,0,4 , 4,0,6A B C D  

   4, 6,2 ; 1, 1,3BC AD    
 

 

 , 16, 14, 10BC AD      
 

 cùng phương với  8,7,5n 


 

Chọn n


 làm vectơ pháp tuyến cho mặt phẳng chứa BC và song song với AD.  

Phương trình  P  có dạng:8 7 5 0x y z D     

Điểm   8 42 10 0 60B P D D          

Phương trình  P :8 7 5 60 0x y z     

Câu 21: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P qua hai điểm    2, 4, 1 ; 3, 2, 4M N    và 

vuông góc với mặt phẳng (Q): 3 4 2 5 0.x y z     

A. 16 13 2 82 0x y z    . B. 16 13 2 82 0x y z    . 

C. 16 13 2 82 0x y z    . D. 16 13 2 82 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn C 

Cặp vecto chỉ phương của      : 1,2, 5 ; 3,4, 2QP MN n   
 

 

  Pháp vecto của    : , 16, 13, 2QP n MN n     
  

 

         : 2 16 4 13 1 2 0 16 13 2 82 0P x y z x y z               

Câu 22: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P qua  4, 1, 2E    và vuông góc với hai mặt 

phẳng (Q): 2 3 5 4 0;x y z     (R): 4 2 3 0.x y z     

A. 14 9 11 43 0x y z    . B. 14 9 11 43 0x y z    . 

C. 14 9 11 43 0x y z    . D. 14 9 11 43 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

Cặp vecto chỉ phương của      : 2, 3,5 ; 1,4,2P a b  
 
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Pháp vecto của    : , 14,9,11P n a b    
  

 

        : 4 14 1 9 2 11 0 14 9 11 43 0P x y z x y z              

Câu 23: Cho tứ giác ABCD  có        0,1, 1 ; 1,1,2 ; 1, 1,0 ; 0,0,1A B C  . Gọi , ,H I K  lần lượt là 

hình chiếu vuông góc của , ,B C D  trên ba trục Ox, ,Oy Oz . Viết phương trình tổng quát của mặt 

phẳng  HIK . 

A. 1 0x y z    .  B. 1 0x y z    .  

C. 1 0x y z    .  D. 1 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn B 

     1,0,0 ; 0, 1,0 ; 0,0,1H I K  

  : 1 1 0
1 1 1

yx zHIK x y z        


 

Câu 24: Cho mặt phẳng   : 3 4 2 5 0P x y z    . Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng    đối 

xứng của  P qua trục 'y Oy : 

A. 3 4 2 5 0x y z    .  B. 3 4 2 5 0x y z    . 

C. 3 4 2 5 0x y z    .  D. 3 4 2 5 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi    , ,E x y z   là điểm đối xứng của    , ,M M MM x y z P  qua trục 

     
' : ; ;
3 4 2 5 0 : 3 4 2 5 0

M M My Oy x x y y z z
x y z x y z

    

           
 

Câu 25: Cho điểm  1, 4, 2M    và mặt phẳng   : 5 14 0P x y z    . Tính khoảng cách từ M  đến ( )P

. 

A. 2 3 . B. 4 3 . C. 6 3 . D. 3 3 . 

Lời giải 

Chọn D 

   1 4 5 2 14 27, 3 3
1 1 25 3 3

d M P
   

  
 

 

Câu 26: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P song song với mặt phẳng 

  : 2 4 4 3 0Q x y z     và cách điểm  2, 3,4A   một khoảng bằng 3 : 

A. 2 4 4 14 0x y z    . 

B. 2 4 4 50 0x y z    . 
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C. 2 4 4 14 0; 2 4 4 50 0x y z x y z        . 

D. 2 4 4 14 0; 2 4 4 50 0x y x y z         . 

Lời giải 

Chọn C 

     

 

   

/ / : 2 4 4 3 0 : 2 4 4 0

324 12 16, 3 3 14 50
64 16 16

: 2 4 4 14 0; ' : 2 4 4 50 0

P Q x y z P x y z D

DDd A P D D

P x y z P x y z

        

  
         

 
        

 

Câu 27: Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng  P cách mặt phẳng   : 3 2 6 5 0Q x y z     một 

khoảng bằng 4 : 

A. 3 2 6 23 0; 3 2 6 33 0x y z x y z        . 

B. 3 2 6 23 0; 3 2 6 33 0x y z x y z        . 

C. 3 2 6 23 0; 3 2 6 33 0x y z x y z        . 

D. 3 2 6 23 0; 3 2 6 33 0x y z x y z        . 

Lời giải 

Chọn A 

         / / : 3 2 6 5 0; , , , 4

3 2 6 5
3 3 2 6 5 28

9 4 36
3 2 6 23 0; 3 2 6 33 0

P Q x y z M x y z P d M Q

x y z
x y z

x y z x y z

      

  
       

 
        

 

Câu 28: Với giá trị nào của m  thì hai mặt phẳng sau song song: 

   : ( 2) 3 6 6 0; : ( 1) 2 (3 ) 5 0P m x my z Q m x y m z            

A. 2. B. 3. C. 0. D. 1 . 

Lời giải 

Chọn D 

 

Với  thoả cả 3 điều trên  

Câu 29: Giá trị m  thỏa mãn điều kiện nào để hai mặt phẳng 

     : 2 2 1 2 0P mx m y m z      ;      : 2 3 1 3 0Q m x y m z       cắt nhau? 

A. 1m  . B. 1m   và 4m   . C. 4m   . D. 4m  . 

Lời giải 

   
 

    

A B A B m m m m m m m

BC B C m m m m m m

C A C A m m m m m m m

            

            

            

2
1 2 2 1

2
1 2 2 1

2
1 2 1 1

42 2 1 3 3 4 0 1,
3

3 3 2.6 3 9 12 0 1, 4

6 1 3 2 0 1, 0

1m      / /P Q
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Chọn B 

(P) cắt (Q) 

    
    
    

3 2 2 0

2 1 6 1 0

2 1 2 1 0

m m m

m m m

m m m

     
     
     

 

  
  

2 3 4 0
1 4 0 1& 4

1 4 0

m m
m m m m

m m

   
       
   

 

Câu 30: Với giá trị nào của m  và n  thì hai mặt phẳng sau song song: 

   : 2 0; : 2 4 3 0P x my z Q x y nz         

A. 
1 1;
2 2

m n  .  B. 
1 1;
2 2

m n   .  

C. 
1 1;
4 4

m n   .  D. 
1 1;
2 2

m n   . 

Lời giải 

Chọn D 

Để hai mặt phẳng song song chắc chắn n  0  nên: 

    1 1 2 1 1/ / ;
2 1 4 3 2 2

mP Q m n
n

        


 

Câu 31: Hai mặt phẳng ( ) : 4 2 4 5 0P x y z     và ( ) : 3 3 2 0Q x y    tạo với nhau một góc bằng: 

A. 45o . B. 30o . C. 60o . D. 90o . 
Lời giải 

Chọn A 

4 3 2 3 2cos 45
26 6

o 


     

Câu 32: Cho hai mặt phẳng    : 1 3 0P mx m y z      và    : 1 5 0Q m x my z     . Với giá trị 

nào của m thì  P và  Q vuông góc? 

A. 1 3 . B. 1 3 . C.  1 1 3
2

 . D. 1 3 . 

Lời giải 

Chọn C 

       
2

1 1 1 0

1 32 2 1 0
2

P Q m m m m

m m m

      


     
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Câu 33: Cho hai mặt phẳng    : 1 3 0P mx m y z      và    : 1 5 0Q m x my z     . Với giá trị 

nào của m thì  P và  Q tạo với nhau một góc 60o? 

A. -1. B. 2. C. 1 và 2. D. -1 và 2. 

Lời giải 

Chọn D 

   

2

2 22 2

2 2 2

2 2 1 1cos60
21 1. 1 1

4 3 2 2 2 2 2 0
1 2

o
m m

m m m m

m m m m m m
m m

 
 

     

         
    

 

Câu 34: Tìm tập hợp các điểm  , ,M x y z  sao cho 2 2 4MA MB   với  2, 1,3A  ;  4,3,1B   

A. 3 2 4 0x y z    .  B. 3 2 4 0x y z    . 

C. 3 2 5 0x y z    .  D. 3 2 5 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn B 

     
     

2 2 22 2

2 2 2

4 3 1 3

4 3 1 4
3 2 4 0

MA MB x y z

x y z
x y z

       

      

    

 

Câu 35: Tìm tập hợp các điểm M  cách đều hai mặt phẳng: 

   : 2 2 9 0; : 4 2 4 3 0P x y z Q x y z         

A. 2 2 2 0x y z    .  B. 2 2 2 0x y z    . 

C. 6 3 6 5 0x y z    .  D. 8 4 8 15 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

    2 2 9 4 2 4 3, ,
3 6

8 4 8 15 0

x y z x y zd M P d M Q

x y z

     
    

    
 

Câu 36: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt cầu        2 2 2
: 1 2 2 9S x y z       và mặt 

phẳng   : 2 2 1 0P x y z    . Biết  P  cắt  S  theo giao tuyến là đường tròn có bán kính r . 

Tính r . 

A. 3r  . B. 2 2r  . C. 3r  . D. 2r  . 

Lời giải 
Chọn B 
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Ta có  S  có tâm  1;2;2I  và bán kính 3R  ;    2 2 4 1
, 1

4 1 4
d I P

  
 

 
. 

Khi đó   2 2 , 2 2r R d I P   . 

Câu 37: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho điểm  1; 2;3I  . Phương trình mặt cầu tâm I , tiếp 

xúc với trục Oy  là: 

A.      2 2 2
1 2 3 10x y z      . B.      2 2 2

1 2 3 9x y z      . 

C.      2 2 2
1 2 3 8x y z      . D.      2 2 2

1 2 3 16x y z      . 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi M  là hình chiếu vuông góc của tâm  1; 2;3I   lên trục Oy , suy ra  0; 2;0M  . 

Vì mặt cầu tiếp xúc với trục Oy  nên có bán kính 10R IM  . 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là:      2 2 2
1 2 3 10x y z      . 

Câu 38: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz  viết phương trình mặt cầu  S  có tâm ( 2;3;4)I  biết 

mặt cầu  S  cắt mặt phẳng tọa độ  Oxz  theo một hình tròn giao tuyến có diện tích bằng 16 . 

A.      2 2 2
2 3 4 25x y z      . B.      2 2 2

2 3 4 5     x y z . 

C.      2 2 2
2 3 4 16     x y z . D. 2 2 2( 2) ( 3) ( 4) 9     x y z . 

Lời giải 

Chọn A 

Gọi R , r  lần lượt là bán kính mặt cầu và bán kính đường tròn giao tuyến. 

Hình tròn giao tuyến có diện tích bằng 16 2 16  r 4 r . 

Khoảng cách từ ( 2;3;4)I  đến  Oxz  là 3 Ih y . 

Suy ra 2 2 R h r 16 9  5 . 

Vậy phương trình mặt cầu  S  là:      2 2 2
2 3 4 25     x y z . 

Câu 39. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt phẳng   : 2 2 2 0P x y z     và điểm 

 1;2; 1I   . Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm I  và cắt mặt phẳng  P  theo giao tuyến là 

đường tròn có bán kính bằng 5 . 

A.        2 2 2
: 1 2 1 25.S x y z       B.        2 2 2

: 1 2 1 16.S x y z       

C.        2 2 2
: 1 2 1 34.S x y z       D.        2 2 2

: 1 2 1 34.S x y z       

Lời giải. 

Chọn A 
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   1 4 2 2
, 3

3
d d I P

   
   . 

2 2 2 9 25 34R d r     . 

Vậy        2 2 2
: 1 2 1 34.S x y z       

Câu 40. Trong không gian Oxyz , cho điểm  3; 1;1A   và mặt phẳng   : 4 3 5 0P x y   . Mặt cầu  S  

có tâm A  và tiếp xúc với mặt phẳng  P  có phương trình là 

A.      2 2 2
3 1 1 16     x y z . B.      2 2 2

3 1 1 16     x y z . 

C.      2 2 2
3 1 1 4     x y z . D.      2 2 2

3 1 1 4     x y z . 

Lời giải 

Chọn B 

Do mặt cầu  S  có tâm A  và tiếp xúc với mặt phẳng  P nên có bán kính là: 

  
2 2

12 3 5
; 4

4 3
R d A P

 
  


 

Vậy phương trình mặt cầu  S  là:      2 2 2
3 1 1 16x y z      . 

Dạng 5: Bài tập dành cho học sinh 8+, 9+ 

Câu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho  3;0;0A  ,  0;0;3B ,  0; 3;0C  và mặt phẳng 

  : 3 0P x y z    . Tìm trên  P  điểm M sao cho MA MB MC 
  

 nhỏ nhất. 

A.  3;3; 3M  . B.  3; 3;3M   . C.  3; 3;3M  . D.  3;3;3M  . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi  ; ;I a b c  là điểm thỏa mãn 0IA IB IC  
   

 1  

Ta có  3 ; ;IA a b c   


,  ; ;3IB a b c  


,  ;3 ;IC a b c  

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 1 
3 0

3 0

3 0

a

b

c

  
  
  


3

3

3

a

b

c

 
 
 

   3;3;3I  . 

Nhận thấy    3;3;3I P   

MA MB MC MI IA IB IC     
      

MI


MI 0 . 

MA MB MC 
  

 nhỏ nhất bằng 0  khi  3;3;3M  . 

Câu 2:  Trong không gian cho điểm (1; 3;2)M  .Có bao nhiêu mặt phẳng đi qua M  và cắt các trục tọa 

độ tại , ,A B C  mà 0OA OB OC    

A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Lời giải 

Chọn C 

Giả sử mặt phẳng ( ) cần tìm cắt , ,Ox Oy Oz  lần lượt tại 

(a,0,0),B(0,b,0),C(0,0c)(a,b,c 0)A   

( ) : 1
x y z

a b c
    ; ( )  qua (1; 3;2)M   nên: 

1 3 2
( ) : 1(*)

a b c
     

(1)

(2)
0 0

(3)

(4)

a b c

a b c
OA OB OC a b c

a b c

a b c

 
          
   
    

 

Thay (1)  vào (*) ta có phương trình vô nghiệm 

Thay (2),(3),(4)  vào (*) ta được tương ứng 
3

4, 6,
4

a a a


     

Vậy có 3 mặt phẳng. 

Câu 3:  Phương trình của mặt phẳng nào sau đây đi qua điểm  1;2;3M  và cắt ba tia Ox , Oy , Oz  lần 

lượt tại A , B , C  sao cho thể tích tứ diện OABC  nhỏ nhất? 

A. 6 3 2 18 0x y z    . B. 6 3 3 21 0x y z    . 

C. 6 3 3 21 0x y z    . D. 6 3 2 18 0x y z    . 

Lời giải 
Chọn D 
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Giả sử ( ;0;0), (0; ;0), (0;0; ) ( , , 0)A a B b C c a b c   

(ABC): 1
x y z

a b c
    (1) 

M(1;2;3) thuộc (ABC): 
1 2 3

1
a b c
   . 

Thể tích tứ diện OABC: 
1

6
V abc  

Áp dụng BDT Côsi ta có: 3
1 2 3 6 27.6 1

1 3 1 27 27
6

abc V
a b c abc abc

           

Ta có: V đạt giá trị nhỏ nhất 

3
1 2 3 1

27 6
3

9

a

V b
a b c

c


       
 

 

Vậy (ABC): 6 3 2 18 0x y z    . 

Câu 4: Trong không gian với hệ trục tọa độ ,Oxyz  cho mặt phẳng   : 3 5 0P x y z     và hai điểm 

 1;0;2A ,  2; 1;4 .B   Tìm tập hợp các điểm  ; ;M x y z  nằm trên mặt phẳng  P  sao cho 

tam giác MAB  có diện tích nhỏ nhất. 

A. 
7 4 7 0

.
3 5 0

x y z

x y z

   
    

 B. 
7 4 14 0

.
3 5 0

x y z

x y z

   
    

 

C. 
7 4 7 0

.
3 5 0

x y z

x y z

   
    

 D. 
3 7 4 5 0

.
3 5 0

x y z

x y z

   
    

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta thấy hai điểm ,A B  nằm cùng 1 phía với mặt phẳng  P và AB  song song với  P . Điểm 

 M P  sao cho tam giác ABM  có diện tích nhỏ nhất 

. ( ; )

2ABC

AB d M AB
S   nhỏ nhất  ;d M AB  nhỏ nhất, hay      ,M P Q Q    

là mặt phẳng đi qua AB  và vuông góc với  P . 

Ta có  1; 1;2AB  


, vtpt của  P     3;1; 1Pn  


 

Suy ra vtpt của  Q :      , 1;7;4Q Pn AB n    
  

 

PTTQ      : 1 1 7 4 2 0Q x y z       

7 4 7 0x y z      

Quỹ tích M  là 
7 4 7 0

.
3 5 0

x y z

x y z

   
    
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BÀI 3. ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA ĐƯỜNG THẲNG 

Phương trình ttham số của đường thẳng   đi qua điểm M0 và có vectơ chỉ phương a (a ; a ; a ) 1 2 3


là 

x x a t
y y a t (t R)
z z a t

  
   
  

0 1

0 2

0 3

 

Nếu 1 2 3,  ,  a a a  đều khác không. Phương trình đường thẳng   viết dưới dạng chính tắc như sau:

x x y y z z
a a a
  

 0 0 0

1 2 3

 

II. ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI ĐƯỜNG THƯỞNG SONG SONG, CẮT NHAU VÀ CHÉO NHAU 

1. Vị trí tương đối của hai đường thẳng  

Trong Kg Oxyz cho hai đường thẳng 

' '
oo
' '

o o
' '
o

x x a t'x x a t
d : y y a t d' : y y a t'

z z a t z z a t'

    
     

     

11

2 2

0 3 3

 vtcp u


 đi qua Mo và d’có vtcp u'


đi qua ’oM  

* Nếu u


,u'


 cùng phương 

d // d’ u ku'
M d'

 


 0

 
 

d ≡ d’ u ku'
M d'

 


 0

 
 

d song song  d’ Hệ phương trình  vô nghiệm 

 d trùng  d’ Hệ phương trình  có vô số nghiệm 

* u


,u'


 Không cùng phương 

' '
o o

' '
o o

' '
o

x a t x a t'
y a t y a t'
z a t z a t'

   
   
   

1 1

2 2

0 3 3

 

 d chéo d’ Hệ phương trình  vô nghiệm 

 d cắt d’ Hệ phương trình  có một nghiệm 

2. Vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng  

Trong không gian  Oxyz cho   : Ax By Cz D     0  và 
o

o

x x a t
d : y y a t

z z a t

  
  
  

1

2

0 3

 

Xét hương trình      A x a t B y a t C z a t D      0 1 0 2 0 3 0   

 Phương trình  vô nghiệm thì đường thẳng  / /d P  
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  Phương trình  có một nghiệm thì d cắt   P  

 Phương trình  có vô số nghiệm thìd thuộc 

Đặc biệt : ( d )   ( ) a,n
 

 cùng phưong 

3. Khoảng cách 

 Khoảng cách từ M đến đuờng thẳng  
0 ,

( , )
| |

M M u
d M

u

   

 

  

 Khoảng cách giữa hai đường chéo nhau :  
,

,
,

a a MM
d

a a

 





 
   

 
 

 

  

4. Góc giữa hai đường thẳng 

Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng 1 2,d d  lần lượt có các vectơ pháp tuyến là 1 2,
 
u u . 

Góc giữa 1d  và 2d  bằng hoặc bù với góc giữa 1


u  và 2


u . 

Ta có:     1 2

1 2 1 2

1 2

.
cos , cos ,

.
 

 
 

 
u u

d d u u
u u

.

 
5. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 

Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng d  có vectơ chỉ phương 


du  và mặt phẳng    có vectơ 

pháp tuyến 

n . 

Góc giữa đường thẳng d  và mặt phẳng    bằng góc giữa đường thẳng d  với hình chiếu d  của 

nó trên   . 

Ta có:     
.

sin , cos ,
.

 

 
 

 d

d

d

u n
d u n

u n






 . 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Viết phương trình đường thẳng khi tìm được một vectơ chỉ phương và điểm thuộc 
đường thẳng 

1. Phương pháp giải 

  Đường thẳng d đi qua điểm  0 0 0 0; ;M x y z và có vectơ chỉ phương  1 2 3; ;

a a a a  có phương trình 

tham số là  
0 1

0 2

0 3

 

 
   
  


x x a t

y y a t t

z z a t

. 

  Đường thẳng d  đi qua hai điểm A, B: Một vectơ chỉ phương của d là 

AB . 

 Đường thẳng d  đi qua điểm  0 0 0 0; ;M x y z  và song song với đường thẳng  cho trước: Vì //d  

nên vectơ chỉ phương của  cũng là vectơ chỉ phương của d . 
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 Đường thẳng d  đi qua điểm  0 0 0 0; ;M x y z  và vuông góc với mặt phẳng  P  cho trước: Vì 

 d P  nên vectơ pháp tuyến của  P  cũng là vectơ chỉ phương của d . 

 Đường thẳng d  là giao tuyến của hai mặt phẳng  P ,  Q . 

Tìm toạ độ một điểm A d  bằng cách giải hệ phương trình mặt phẳng của  P ,  Q  với việc 

chọn giá trị cho một ẩn. 

 Tìm một vectơ chỉ phương của d : ,P Qa n n   
  

. 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Trong không gian Oxyz, cho điểm  1;2;3A  và mặt phẳng  P  có phương trình 

3 4 7 2 0   x y z . Viết phương trình đường thẳng đi qua A  và vuông góc với mặt phẳng (P) 

Hướng dẫn giải 

Gọi 


u  là vectơ chỉ phương của đường thẳng    thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Ta có vectơ pháp tuyến của mặt phẳng  P :  3; 4;7 


Pn . 

Vì 
   

   
3; 4;7

1;2;3


      

   

 
Pu nP

A A
 nên phương trình tham số của  là  

1 3

2 4

3 7

 

 
   
  


x t

y t t

z t

. 

Ví dụ 2. Cho điểm  1;2;3A  và hai mặt phẳng    : 2 2 1 0, : 2 2 1 0        P x y z Q x y z . 

Viết phương trình đường thẳng d  đi qua A  song song với cả  P  và  Q   

Hướng dẫn giải 

Mặt phẳng  P  có một vectơ pháp tuyến là    2;2;1


Pn . 

Mặt phẳng  Q  có một vectơ pháp tuyến là    2; 1;2 


Qn  

Đường thẳng d  có một vectơ chỉ phương là 


du . 

Do đường thẳng d  song song với  P  và  Q  nên 

 
 

 
     , 5; 2; 6

         

 
  

 
d P

d P Q

d Q

u n
u n n

u n
. 

Suy ra đường thẳng d  đi qua  1;2;3A  và có vectơ chỉ phương  5; 2; 6  


du . 

Phương trình chính tắc của d  là 
1 2 3

5 2 6

  
 

 
x y z

. 

Ví dụ 3. Trong không gian Oxyz, cho tam giác ABC  với      1;4; 1 , 2;4;3 , 2;2; 1   A B C . Viết 

phương trình tham số của đường thẳng đi qua điểm A  và song song với BC  là 

Hướng dẫn giải 

Gọi  là đường thẳng đi qua điểm A  và song song với BC . 
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Ta có:  0; 2; 4  

BC . 

Do  song song với BC  nên một vectơ chỉ phương của  là  0;1;2 

u . 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng  là 

1

4

1 2


  
   

x

y t

z t

. 

Ví dụ 4. Viết phương trình đường thẳng  là giao tuyến của hai mặt phẳng 5 0  x z  và 
2 3 0   x y z   

Hướng dẫn giải 

Mặt phẳng  P  có vectơ pháp tuyến là  1 1;0;1

n . 

Mặt phẳng  Q  có vectơ pháp tuyến là  2 1; 2; 1  

n . 

Ta có  1 2, 2;2; 2    
 
n n . 

Gọi 

u  là một vectơ chỉ phương của  thì 1

 
u n  và 2

 
u n . 

Suy ra 

u  cùng phương với 1 2,  

 
n n . Chọn  1;1; 1 


u  

Lấy  2;1;3M  thuộc mặt phẳng  P  và  Q . 

Đường thẳng  đi qua  2;1;3M  có một vectơ chỉ phương  1;1; 1 

u . 

Vậy phương trình  là: 
2 1 3

1 1 1

  
 


x y z

. 

Dạng 2: Viết phương trình đường thẳng bằng phương pháp tham số hóa 

1. Phương pháp giải 

 Viết phương trình đường thẳng d  đi qua điểm  0 0 0 0; ;M x y z , vuông góc và cắt đường thẳng . 

 Cách 1: Gọi H  là hình chiếu vuông góc của 0M  trên đường thẳng . Khi đó 0,   
 

H M H u . 

Khi đó đường thẳng d  là đường thẳng đi qua 0 ,M H . 

 Cách 2: Gọi  P  là mặt phẳng đi qua 0M  và vuông góc với d .  Q  là mặt phẳng đi qua 0M  và 

chứa d . Khi đó     d P Q  

 Viết phương trình đường thẳng d  đi qua điểm  0 0 0 0; ;M x y z  và cắt hai đường thẳng 1 2,d d . 

Cách 1: Gọi 1 1 2 2,     M d d M d d . Suy ra 0 1 2, ,M M M  thẳng hàng. Từ đó tìm được 1 2,M M  và 

suy ra phương trình đường thẳng d . 

Cách 2: Gọi  P  là mặt phẳng đi qua 0M  và chứa 1d ;  Q  là mặt phẳng đi qua 0M  và chứa 2d . 

Khi đó     d P Q . Do đó một vectơ chỉ phương của d  có thể chọn là ,   
  

P Qu n n . 

 Đường thẳng d  nằm trong mặt phẳng  P  và cắt cả hai đường thẳng 1 2,d d : Tìm các giao điểm 

   1 2,  A d P B d P    . Khi đó d  chính là đường thẳng AB . 
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 Đường thẳng d  song song với  và cắt cả hai đường thẳng 1 2,d d : Viết phương trình mặt phẳng 

 P  song song với  và chứa 1d , mặt phẳng  Q  song song với  và chứa 2d . Khi đó     d P Q

. 

 Đường thẳng d  là đường vuông góc chung của hai đường thẳng 1 2,d d  chéo nhau: 

Cách làm: Gọi 1 2,   M d N d . Từ điều kiện 1

2


 

MN d

MN d
, ta tìm được ,M N . Viết phương trình 

đường thẳng MN  chính là đường vuông góc chung của 1 2,d d . 

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng   : 1 0   P x y z  và đường 

thẳng 
4 2 1

:
2 2 1

  
 


x y z

d . Viết phương trình đường thẳng d  là hình chiếu vuông góc của d  

trên mặt phẳng  P   

Hướng dẫn giảii 

Đường thẳng d  có phương trình tham số là  
4 2

2 2

1

 

 
    
   


x t

y t t

z t

. 

Lấy điểm    4 2 ; 2 2 ; 1        M d P M t t t d . Thay đổi tọa độ điểm M  vào phương 

trình mặt phẳng  P  ta được: 4 2 2 2 1 0 2       t t t t . 

Suy ra  0;2;1M . 

Do đó    0;2;1 d P M . 

Lấy  4; 2; 1  A d . Gọi H  là hình chiếu vuông góc của A  lên mặt phẳng  P . 

Đường thẳng AH  đi qua  4; 2; 1 A  và nhận    1;1; 1 


Pn  làm vectơ chỉ phương nên AH  có 

phương trình là  
1

1 1

1

4

2

1

 

 
    
   


x t

y t t

z t

. 

Suy ra  1 1 14 ; 2 ; 1    H t t t . 

Thay tọa độ H  vào phương trình mặt phẳng  P  được 

 1 1 1 1

2 10 8 1
4 2 1 1 0 ; ;

3 3 3 3
t t t t H               

 
. 

MH  là hình chiếu của d  lên mặt phẳng  P , MH  đi qua  0;2;1M  và nhận 

 10 14 4 2
; ; 5;7;2

3 3 3 3
       
 


MH  là vectơ chỉ phương nên có phương trình là 

2 1

5 7 2

 
 


x y z
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Ví dụ 2. Cho các đường thẳng 1

1 1
:

1 2 1

 
 


x y z

d  và đường thẳng 2

2 3
:

1 2 2

 
 

x y z
d . Viết 

phương trình đường thẳng  đi qua  1;0;2A , cắt 1d  và vuông góc với 2d   

Hướng dẫn giải 

Gọi 1 I d ,    1 , 1 2 , ; 2 1; 2        


I t t t AI t t t  là một vectơ chỉ phương của . 

Do  
2

1;2;2du 


 là một vectơ chỉ phương của đường thẳng 2d  và 2  d . 

Suy ra    2. 0 2 2 1 2 2 0 3 6 0 2            
 

dAI u t t t t t . 

Vậy  2;3; 4 

AI . Phương trình đường thẳng  cần tìm là 

1 2

2 3 4

 
 


x y z

. 

Ví dụ 3. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng   : 3 2 0  P x y z  và hai đường 

thẳng 1

1 6
:

1 2 1

 
 


x y z

d  và 2

1 2 4
:

3 1 4

  
 

 
x y z

d . Viết pường thẳng vuông góc với  P  cắt cả 

hai đường thẳng 1d  và 2d   

Hướng dẫn giải 

1

1
1 6

: 6 2 ,
1 2 1

 

  
         


x t

x y z
d y t t

z t

 

 1 1 ;6 2 ;    M d M t t t . 

2

1 3
1 2 4

: 2 ,
3 1 4

4 4

 

 
          
     


x t

x y z
d y t t

z t

 

 1 1 3 ;2 ; 4 4       N d N t t t . 

 2 3 ; 4 2 ; 4 4          

MN t t t t t t . 

  : 3 2 0  P x y z  có vectơ pháp tuyến  3;1; 2

n . 

Đường thẳng  d  vuông góc với  P  cắt cả hai đường thẳng 1d  tại M  và cắt 2d  tại N  suy ra 

 

2 3 3 2

4 2 1

4 4 2 1

     
          
        

  t t k t

MN kn t t k t

t t k k

 

  2 1;2; 2   t M  

Do    d P  nên  
 

d Pu n . 

Phương trình đường thẳng d  là 

1 3

2 ;

2 2

 

 
   
   


x s

y s s

z s

. 
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Chọn   2 1
1 2;1;0 :

3 1 2

 
       


x y z

s A d d . 

Ví dụ 4. Viết phương trình đường thẳng d  qua  1;2;3A  cắt đường thẳng 1

2
:

2 1 1


 

x y z
d  và 

song song với mặt phẳng   : 2 0   P x y z . 

Hướng dẫn giải 

Do    1 2 ; ; 2 2 1; 2; 1        


d d B B m m m AB m m m . 

d  song song với mặt phẳng  P  nên  

          . 0 1 2 1 1. 2 1 0 1 1; 1;0            
  

P
AB n m m m m AB . 

Vậy phương trình đường thẳng 

1

2

3

 
  
 

x t

y t

z

. 

Ví dụ 5. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng   : 2 10 0   P x y z , điểm 

 1;3;2A  và đường thẳng 
2 1 1

:
2 1 1

  
 


x y z

d . Tìm phương trình đường thẳng  cắt  P  và d  

lần lượt tại M  và N  sao cho A  là trung điểm của MN . 

Hướng dẫn giải 

Ta có  2 2 ;1 ;1      N d N t t t . 

A  là trung điểm của  4 2 ;5 ;3   MN M t t t . 

Mà  M P  nên tọa độ M  thỏa phương trình  P , ta được: 

          2 4 2 5 3 10 0 2 6; 1;3 , 8;7;1            t t t t N M . 

Suy ra  14;8; 2 

MN . 

Đường thẳng  đi qua hai điểm M  và N  nên có một vectơ chỉ phương  1
7;4; 1

2
  

 
u NM  

nên có phương trình là 
6 1 3

7 4 1

  
 


x y z

. 

Dạng 3: Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 

1. Phương pháp giải 

Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng 0 0 0
1 :

x x y y z z
d

a b c

  
   đi qua  1 0 0 0; ;M x y z  

có vectơ chỉ phương  1 ; ;u a b c


 và 0 0 0
2 :

x x y y z z
d

a b c

    
 

  
 đi qua  2 0 0 0; ;M x y z    có vectơ chỉ 

phương  2 ; ;u a b c  


. 

Để xét vị trí tương đối của 1d  và 2d , ta sử dụng phương pháp sau: 

* Nếu u


,u'


 cùng phương 
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d // d’ u ku'
M d'

 


 0

 
 

d ≡ d’ u ku'
M d'

 


 0

 
 

d song song  d’ Hệ phương trình  vô nghiệm 

d trùng  d’ Hệ phương trình  có vô số nghiệm 

* u


,u'


 Không cùng phương 

' '
o o

' '
o o

' '
o

x a t x a t'
y a t y a t'
z a t z a t'

   
   
   

1 1

2 2

0 3 3

 

 d chéo d’ Hệ phương trình  vô nghiệm 

 d cắt d’ Hệ phương trình  có một nghiệm 

2. Ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai đường thẳng 

1

: 2 3

3

x t

d y t

z t

 
  
  

 và 

2 2

: 2

1 3

x t

d y t

z t

 
   
  

 

Tìm tọa độ giao điểm M  của d  và d  . 

Hướng dẫn giải 

Tọa độ giao điểm M  của d  và d   ứng với t  và t  là nghiệm của hệ phương trình: 

 

1 2 2 2 1
1

2 3 2 3 4
1

3 1 3 3 2

t t t t
t

t t t t
t

t t t t

      
                      

. 

Vậy  0; 1;4M   . 

Ví dụ 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho hai đường thẳng 1

1 2
:

2 1 2

x y z
d

 
 


, 

2

2 1
:

2 1 2

x y z
d

 
 

 
. Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng đã cho. 

Lời giải 

1

1 2
:

2 1 2

x y z
d

 
 


 1 2;1; 2u  


; 2

2 1
:

2 1 2

x y z
d

 
 

 
 2 2; 1;2u   


 

1 2 1 2 1 2/ /u u d d d d    
 

 

Điểm   11;0; 2 dM   ; 2M d  nên 1 2/ /d d  
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Dạng 4: Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt phẳng 

1. Phương pháp giải 

Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng   : 0   Ax By Cz D  có vectơ pháp tuyến 

 ; ;

n A B C  và đường thẳng 

0

0

0

:

 
  
  

x x at

d y y bt

z z ct

 đi qua  0 0 0; ;M x y z  có vectơ chỉ phương 

 ; ;


du a b c . 

Để xét vị trí tương đối của d  và    ta sử dụng phương pháp sau: 

Phương pháp đại số: Xét hệ phương trình

 
 
 
 

0

0

0

1

2

3

0 4

                   

                   

                    

  

 


 


 
    

x x at

y y bt

z z ct

Ax By Cz D

 

Thay (1), (2), (3) vào (4), ta được 

       0 0 0 0 *A x at B y bt C z ct D        

+) Nếu phương trình (*) vô nghiệm t  thì  //d  . 

+) Nếu phương trình (*) có nghiệm t  duy nhất thì d  cắt   . 

+) Nếu phương trình (*) có vô số nghiệm t  thì  d  . 

Chú ý: Để tìm điểm chung của đường thẳng d  và mặt phẳng    ta giải phương trình (*), sau đó 

thay giá trị t  vào phương trình tham số của d  để tìm  ; ;x y z  

Phương pháp hình học 

 Nếu 
   0 0 0; ;

 




 
du n

M x y z



 thì  d  . 

 Nếu 
   0 0 0; ;

 




 
du n

M x y z



 thì  //d  . 

 Nếu 


du  và 

n  cùng phương . 

 
du k n  với 0k  thì  d  . 

Nếu . 0
 

du n ; 


du  và 

n  không cùng phương thì  d  cắt   . 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1. Tọa độ giao điểm M  của đường thẳng 
12 9 1

:
4 3 1

  
 

x y z
d  và mặt phẳng 

  : 3 5 2 0   P x y z   

Hướng dẫn giải 

Gọi  4 12;3 9; 1   M t t t d . 
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Ta có        3 4 12 5 3 9 1 2 0 3           M P t t t t . 

Suy ra  0;0; 2M . 

Ví dụ 2. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng 
1 5

:
1 3 1

 
 
 

x y z
d  và mặt phẳng 

  : 3 3 2 6 0   P x y z . 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. d  cắt và không vuông góc với  P . B. d  song song với  P . 

C. d  vuông góc với  P . D. d  nằm trong  P . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A. 

Đường thẳng d  nhận  1; 3; 1  

u  làm một vectơ chỉ phương. 

Mặt phẳng  P  nhận  3; 3;2 

n  làm một vectơ pháp tuyến. 

Do . 0
 
u n  và hai vectơ này không cùng phương nên đường thẳng d  cắt và không vuông góc với 

 P . 

Ví dụ 3. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho đường thẳng có phương trình 
2 1 1

:
1 1 1

  
 


x y z

d  và mặt phẳng    2: 1 7 0    P x my m z  với m  là tham số thực. Tìm m  

sao cho đường thẳng d  song song với mặt phẳng  P . 

Hướng dẫn giải 

Đường thẳng d  có vectơ chỉ phương là  1;1; 1 

u  và mặt phẳng  P  có vectơ pháp tuyến là 

 21; ; 1 

n m m . 

  2 2 1
. 0 1 1 0 2 0

2
//

 
               

    m
d P u n u n m m m m

m
 

Thử lại ta thấy với 2 m  thì  d P  (loại). Vậy 1 m . 

Ví dụ 4. Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng 
1 2 3

:
2 4 1

  
 

x y z
d  và mặt phẳng 

  : 2 5 0   x y z , mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A.  //d  .  B.  d  .  

C. d  cắt     và không vuông góc với   . D.  d  . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B. 

Ta có 

1 2

: 2 4 ,

3

 

 
   
  


x t

d y t t

z t

. 
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Xét hệ phương trình: 

 
 
 
 

1 2 1

2 4 2

3 3

2 5 0 *

               

              

                 

   

 


 


 
    

x t

y t

z t

x y z

 

Thay (1), (2), (3) vào (*) ta được    1 2 2 4 2 3 5 0      t t t . 

Phương trình này có vô số nghiệm. 

Do đó, đường thẳng d  nằm trong mặt phẳng   . 

Dạng 4: Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt cầu 

1. Phương pháp giải 

Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt cầu 

Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng và mặt cầu có phương trình lần lượt là: 

0

0

0

: ,  

 
   
  


x x at

d y y bt t

z z ct

 và        2 2 2 2:      S x a y b z c R . 

Để xét vị trí tương đối của  d  và    ta sử dụng phương pháp sau: 

Phương pháp đại số 

thay x, y, z từ phương trình tham số của d vào phương trình  S , khi đó ta được phương trình bậc 

hai theo t . Biện luận số giao điểm của  d  và  S  theo số nghiệm của phương trình bậc hai theo t

. 

Chú ý: Để tìm điểm chung của đường thẳng và mặt cầu ta giải phương trình bậc hai theo t , sau đó 

thay giá trị của t  vào phương trình tham số của d để tìm  ; ;x y z . 

Phương pháp hình học 

Bước 1: Tìm khoảng cách từ tâm I  của  S  đến d . 

Bước 2:  

+ Nếu  , d I d R  thì d  không cắt  S . 

+ Nếu  , d I d R  thì d  tiếp xúc  S . 

+ Nếu  , d I d R  thì d  cắt  S . 

2. Ví dụ 

Ví dụ 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt cầu    22 2: 2 25S x y z     và đường 

thẳng d  có phương trình 

2 2

2 3

3 2

x t

y t

z t

  
  
   

. Chứng minh d  luôn cắt  S  tại hai điểm phân biệt 

Hướng dẫn giải 
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Mặt cầu  S  có tâm  0;0; 2I   và bán kính 5R  . 

Đường thẳng d  đi qua  2;2; 3M    và có vectơ chỉ phương là  2;3;2u 


. 

Ta có  
,

, 3
IM u

h d I d
u

    

 

 . 

Vì h R  nên d  cắt mặt cầu  S  tại hai điểm phân biệt. 

 

Ví dụ 2: Trong không gian Oxyz, mặt cầu    22 2: 2 17S x y z     cắt trục Oz  tại hai điểm ,A B

. Tìm độ dài đoạn AB . 

Hướng dẫn giải 

Gọi M  là giao điểm của  S  với trục Oz . 

Ta có M Oz  nên  0;0;M t . 

Mà  M S  nên  22 20 0 2 17t     

 2 2 17
2 17 2 17

2 17

t
t t

t

   
       

  
. 

Suy ra tọa độ các giao điểm là  0;0; 2 17A   ,  0;0; 2 17 2 17B AB    . 

C. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Câu 1:  Trong không gian Oxyz , cho đường thẳng   đi qua điểm  2;0; 1M  và có một vectơ chỉ 

phương  4; 6;2a  


.Phương trình tham số của  là 

A. 

2 4

6

1 2

x t

y t

z t

  
 
  

. B. 

2 2

3

1

x t

y t

z t

 
  
   

. C. 

4 2

6

2

x t

y

z t

 
  
  

. D. 

2 2

3

1

x t

y t

z t

  
 
  

. 

Lời giải 

Chọn B 

   4; 6;2 2 2; 3;1a    


 \ 

Do đó đường thẳng  có một vectơ chỉ phương là  2; 3;1u  


. Vậy phương trình tham 

số của   đi qua  2;0; 1M   và có một vectơ chỉ phương là  2; 3;1u  


là: 

2 2

3

1

x t

y t

z t

 
  
   

. 

Câu 2:   Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm  1; 2;1M  ,  0;1; 3N . Phương 

trình đường thẳng qua hai điểm M , N  là 

A. 
1 2 1

1 3 2

x y z  
 


.  B. 

1 3 2

1 2 1

x y z  
 


. 
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C. 
1 3

1 3 2

x y z 
 


.  D. 

1 3

1 2 1

x y z 
 


. 

Lời giải 

Chọn C 

 1; 3; 2MN  


. 

Đường thẳng MN  qua N  nhận  1; 3; 2MN  


 làm vectơ chỉ phương có phương trình 

1 3

1 3 2

x y z 
 


. 

Câu 3:   Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , phương trình tham số trục Oz  là 

A. 0z  . B. 

0

0

x

y t

z


 
 

. C. 0

0

x t

y

z


 
 

. D. 

0

0

x

y

z t


 
 

. 

Lời giải 

Chọn D 

Trục Oz  đi qua gốc tọa độ  0;0;0O  và nhận vectơ đơn vị  0;0;1k 


 làm vectơ chỉ 

phương nên có phương trình tham số 

0

0

x

y

z t


 
 

. 

Câu 4:    Trong không gian Oxyz , cho ba điểm      1;2;3 , 3;4;1 , 5;2; 4A B C   . Đường thẳng 

di qua A  và song song với đường thẳng BC  có phương trình 

A. 
2 1 3

8 2 5

x y z  
 

  
.  B. 

2 1 3

8 2 5

x y z  
 

  
. 

C. 
2 1 3

8 2 5

x y z  
 

  
.  D. 

2 1 3

8 2 5

x y z  
 

  
. 

Lời giải 

Chọn A 

 8; 2; 5BC    


 là vectơ chỉ phương của đường thẳng qua A  và song song với đường 

thẳng BC . 

Câu 4:   Trong không gian Oxyz , cho đường thẳng d có phương trình tham số 

2 2

3 ; .

3 5

x t

y t t

z t

 
   
   

  

Khi đó, phương trình chính tắc của d là 

A. 
2 3

2 3 5

 
 


x y z
.  B. 

2 3

2 3 5

 
 


x y z
.  

C. 2 3   x y z .  D. 2 3   x y z . 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có phương trình đường thẳng d: 

2 2

3

3 5

 
  
   

x t

y t

z t

đi qua điểm (2;0; 3)A và có vectơ chỉ 

phương (2; 3;5) 

u nên có phương trình chính tắc là 

2 3

2 3 5

 
 


x y z
. 

Câu 5:  Trong hệ toạ độ Oxyz , cho đường thẳng 
1 2 2

:
1 2 3

  
 


x y z

d . Phương trình nào sau 

đây là phương là phương trình tham số của d ? 

A. 

1

2

2 3


  
   

x

y t

z t

. B. 

1

2 2

1 3

 
  
  

x t

y t

z t

. C. 

1

2 2

2 3

 
  
   

x t

y t

z t

. D. 

1

2

1


  
  

x

y t

z t

. 

Lời giải 

Chọn C 

Đường thẳng d  có một VTCP  1; 2;3

u  và đi qua  1;2; 2M . 

Vậy đường thẳng d có phương trình tham số là 

1

2 2

2 3

 
  
   

x t

y t

z t

. 

Câu 6: Phương trình tham số đường thẳng  qua  1,5,2I   và song song với trục 'x Ox  là 

A. 

1
5 ;
2

x t
y t
z

  
  
 

 . B. 5 ;
2

x m
y m m
z m

  
  
 

 . C. 

2
10 ;
4

x t
y t t
z t

  
  
 

 . D. Cả A và C 

Lời giải 

Chọn A 

  / / 'D x Ox  Vectơ chỉ phương của    1: 1,0,0D e 


 

 
1

5 ;
2

x t
D y t

z

  
  
 

  

Câu 7: Viết phương trình tham số của đường thẳng  D  qua  2, 1, 3E    và vuông góc với hai 

đường thẳng    1 2
31 2: 1 ; : 2 .

3 2 2 4
yx z xD y D z 

       

A. 

2 7
1 ;

3 10

x t
y t t
z t

  
   
  

 .  B. 

2 7
1 ;

3 10

x t
y t t
z t

  
    
  

 . 
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C. 

2 8
7 1 ;
3 10

x t
y t t
z t

  
   
  

 .  D. 

2 9
7 1 ;
10 3

x m
y m m
z m

  
   
  

 . 

Lời giải 

Chọn D 

Hai vectơ chỉ phương của  1D  và      2 : 3,1,2 ; 2,4, 1D a b  
 

 

Một vectơ chỉ phương của    : , 9,7,10D c a b    
  

 

  : 2 9 ; 7 1; 10 1;D x t y t z t t         

Câu 8: Cho tam giác ABC có      1,2, 3 ; 2, 1,4 ; 3, 2,5 .A B C    Viết phương trình tham số 

của trung tuyến AM: 

A. 

1 3
2 7 ;
15 3

x t
y t t
z t

  
   
  

 .  B. 

1 3
2 7 ;
3 15

x m
y m m
z m

  
   
   

 . 

C. 

1 3

2 7 ;

3 15

x t

y t t

z t

 
   
   

 .  D. 

1 3

2 7 ;

3 15

x m

y m m

z m

 
   
   

  

Lời giải 

Chọn A 

Trung điểm M của BC: 
5 3 9, ,
2 2 2

M  
 

 
 

Một vecto chỉ phương của AM:  3 7 15 1, , 3, 7,15
2 2 2 2

AM  
    
 


 

: 1 3 ; 2 7 ; 15 3;AM x t y t z t t         

Câu 9: Hai đường thẳng (D): 
1 2

3
2 3

x z
y

 
   ; (d): 

2 1 4

3 2 4

x y z  
   

A. Song Song. B. Trùng nhau. C. Chéo nhau. D. Cắt nhau. 

Lời giải 

Chọn C 

   1, 3,2A D   và  D  có vecto chỉ phương  2,1,3a 


 

   2,1, 4B d    và  d  có vecto chỉ phương  3,2,4b 


 

     3,4, 6 , . 2,1,1 . 3,4, 6 4 0AB a b AB           
   

 

 D  và  d  chéo nhau. 

Câu 10: Hai dường thẳng 

   : 2 3; 1; 3 2; : 4 1; 2 5; 6 1;D x t y t z t d x t y t z t t              
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A. Song song. B. Chéo nhau. C. Cắt nhau. D. Trùng nhau. 

Lời giải 

Chọn A 

 D  qua  3,1, 2M   và có vecto chỉ phương  2,1,3a 


 

 d  qua  1, 5,1M    và có vecto chỉ phương    4,2,6 2 2,1,3b  


 

a


 và b


 cùng phương  D  và  d  cùng phương. 

 4, 6,3MN   


 không cùng phương với    / /a D d


 

Câu 11: Đường thẳng   1 2: 1
2 3

x zD y 
    và mặt phẳng   : 2 4 23 0P x y z    : 

A. Song song. B. Vuông góc. C. Cắt nhau. D.  chứa . 

Lời giải 

Chọn C 

 D  có vecto chỉ phương  2, 1,3a  


 

 P  có pháp vecto:  1,2, 4n  


 

   . 2.1 1.2 3 4 12 0a n D        
 

 và  P  cắt nhau. 

Chú ý: nếu đòi hỏi hính tọa độ giao điểm thì viết phương trình tham số của 

  : 2 1; 1 ; 3 2d x t y t z t      . Thay , ,x y z  vào phương trình  P  ta có 1t     Tọa 

độ giao điểm  1,2, 5M   . 

Câu 12: Với giá trị nào của m thì hai đường thẳng sau song song? 

   3 11 1 2: ; : 3
2 2 3 2

y yx z zD d x
m m
   

    


 

A. 0. B. 2. C. 0, 2m m  . D. 6. 

Lời giải 

Chọn D 

 D  qua  1,3,1  và có vecto chỉ phương  2, , 2 ; 0a m m m  


 và 2m   

 d  qua  3, 1,2B   và có vecto chỉ phương  1,3,2b 


 

    2/ / 2
3 2
m mD d 

    và   6A d m    

Câu 13: Với giá trị nào của m và n thì đường thẳng  
x t

D y t
z t

  
  
  

3 4
: 1 4

3
 t  chứa trong mặt phẳng 

   : 1 2 4 9 0?P m x y z n       

A. 4; 14m n  .  B. 4; 10m n    .  

C. 3; 11m n   .  D. 4; 14m n   . 
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Lời giải 

Chọn D 

 D  qua  3,1, 3A   và có vecto chỉ phương  4, 4,1a  


 

Vecto pháp tuyến của    : 1, 2, 4P m    

     
4 4. 0

3 2 14
m ma n

D P
m n nA P

               

 
 

Câu 14: Với giá trị nào của m thì đường thẳng   yx zD
m m
 

 


31 1:
2 2

 vuông góc với mặt phẳng 

 P x y z  : 3 2 2  

A. 1 . B. 5 . C. 6 . D. 7 . 

Lời giải 

Chọn C 

Vecto chỉ phương của    : 2, , 2D a m m 


 

Vecto pháp tuyến của    : 1,3,2P n 


 

   D P a 


 và n


 cùng phương: 
22 6

3 2
m m m

     

Câu 15: Tính góc của hai đường thẳng   31 2:
2 4 4

yx zD  
   và 

   : 3 2 ; 2 4; 2d x t y t z t      . 

A. 075 . B. 060 . C. 030 . D. 045 . 

Lời giải 

Chọn D 

 D  và  d  có vec-tơ chỉ phương    2,4,4 ; 2,2,0a b 
 

 

02.2 4.2 4.0 2cos 45
26.2 2

 
 

     . 

Câu 16: Hai đương thẳng 1( )d :

2 3

3 2

4 6

x t

y t

z t

 
  
  

 và 2( )d : 

5

1 4

20

x t

y t

z t

 
   
  

 cắt nhau tại C . 

Tọa độ điểm C là: 

A. (3, 7,18)C  . B. (3,7,18)C . C. (3, 7, 18)C   . D. ( 3,7,18)C  . 

Lời giải 

Chọn B 

Hệ phương trình 

2 3 5 '

3 2 1 4 '

4 6 20 '

t t

t t

t t

  
    
   

có nghiệm 3, ' 2t t   . 
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Từ đó có (3,7,18)C . 

Câu 17: Cho hai đường thẳng:  1

7 3 9
:

1 2 1

x y z
d

  
 


 và  2

3 1 1
:

1 2 3

x y z
d

    


. 

Chọn câu trả lời đúng: 

A.  1d  và  2d  cắt nhau. B.  1d  và  2d  vuông góc nhau. 

C.  1d  và  2d  trùng nhau. D.  1d  và  2d  chéo nhau. 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình  1d  1d  cho  7,3, 7A  và vectơ chỉ phương của  1d : 

 1,2, 1a  


. 

Phương trình  2d  cho  3,1,1B  2d  và vectơ chỉ phương của  2d : 

 7,2,3b  


. 

 , 8, 4,16a b   
 

;  4, 2, 8AB    


. 

, . 32 8 128 0a b AB        
  

 1d  và  2d  chéo nhau. 

Câu 18: Cho điểm  3, 2,1A  và đương thẳng   : 3
2 4

x y
d z   .Mặt phẳng    chứa điểm A và 

 d  có phương trình tổng quát là: 

A. 14 15 8 24 0.x y z    . B. 14 5 8 24 0.x y z    . 

C. 14 5 8 24 0.x y z    . D. 14 5 8 24 0x y z    . 

Lời giải 

Chọn D 

Phương trình  d  cho  0, 0, 3B   d  và vectơ chỉ phương của  d : 

 2, 4,1a 


. 

 3, 2, 4AB    


;  , 14, 5, 8AB a     
 

 

Gọi  , y, zM x   ,  , , 3BM x y z 


. 

, . 0 14 5 8 24 0AB a BM x y z        
  

là phương trình của   . 

Câu 19: Cho đường thẳng  
1 2

: 2

3

x t

d y t

z t

 
  
 

 và điểm  2, 1,3I  .Điểm K đối xứng với điểm I qua 

đường thẳng  d  có tọa độ: 

A.  4, 3, 3 .K   . B.  4,3, 3 .K   . C.  4, 3,3 .K  . D.  4,3,3 .K  

Lời giải 
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Chọn D 

 d  có vectơ chỉ phương  2, 1,3a  


.Xét mặt phẳng   : 2 3 0x y z D     . 

 I   nên 14D    

  : 2 3 14 0.x y z      Thế , ,x y z  theo t  vào phương trình    được 

1t    d  cắt    tại  3,1,3M . 

M là trung điểm của IK nên  4,3,3K  

Câu 20: Cho ba điểm      1, 2,3 , 2,1,1 , 5,0,0A B C  .Gọi H là hình chiếu vuông góc của C lên 

AB. Tọa độ điểm H là: 

A. 
4 5 7

, , .
3 3 3

H
 

 
 

  B. 
4 5 7

, , .
3 3 2

H
   

 
 

  

C. 
4 5 7

, , .
3 3 3

H
  

 
 

  D. 
4 5 7

, ,
3 3 3

H
 

 
 

. 

Lời giải 

Chọn D 

Đương thẳng AB có phương trình tham số 

1

2

3 2

x t

y t

z t

  
  
  

 

 

Gọi    là mặt phẳng chứa C và vuông góc với AB. Phương trình    có dạng: 

2 2 0x y z D    . 

  5C D    . 

Phương trình   : 2 5 0x y z    . 

Thế , ,x y z  theo t  từ phương trình tham số của AB được 
1

3
t   H có tọa độ:

4 5 7
, ,

3 3 3
H

 
 
 

. 

. 

Câu 21: Cho điểm  2,3,5A  và mặt phẳng   : 2 3 17 0.P x y z     Gọi A’ là điểm đối xứng của 

A qua  P .Tọa độ điểm A’ là: 

A. 
12 18 34

' , , .
7 7 7

A  
 
 

  B. 
12 18 34

' , ,
7 7 7

A   
 

. 

C. 
12 18 34

' , , .
7 7 7

A    
 

  D. 
12 18 34

' , , .
7 7 7

A    
 

 

Lời giải 

Chọn A 
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Phương trình tham số của đường thẳng  d  qua A vuông góc với  P :

2 2

3 3

5

x t

y t

z t

 
  
  

.Thế

, , zx y  theo t  vào phương trình của  P  được 
1

14
t   . 

Thế 
1

14
t    vào phương trình của  d  được guao điểm I của  d và  P : 

26 39 69
, ,

14 14 14
I  
 
 

. 

I là trung điểm của ’AA  nên:. 

12 18 34
' , ,

7 7 7
A    
  . 

Câu 22: Cho ba điểm      4, 4, 0 , B 2, 0, 4 , 1, 2, 1A C  .Khoảng cách từ C đến đường thẳng AB là 

A. 13 . B. 17 . C. 26 . D. 19  

Lời giải 

Chọn A 

 5,2,1CA  


;  1, 2,5CB  


;  6, 4,4AB  


. 

Khoảng cách cần tìm bằng:
, 2 36 169 16

13.
2 9 4 4

CA CB

AB

      
 

 

 . 

Câu 23: Cho hai đường thẳng: 1 2

3 1 1 7 3 9
( ) : , ( ) :

7 2 3 1 2 1

x y z x y z
d d

     
   

 
 

và mặt phẳng ( ) : 3 0x y z     . Hình chiếu của 2( )d theo phương của 1( )d  lên mặt 

phẳng ( )  có phương trình tổng quát: 

A. 
2 4 53 0

.
3 0

x y z

x y z

   
    

. B. 
2 4 53 0

.
3 0

x y z

x y z

   
    

. 

C. 
2 4 53 0

.
3 0

x y z

x y z

   
    

. D. 
2 4 53 0

.
3 0

x y z

x y z

   
    

 

Lời giải 

Chọn C 

Vectơ chỉ phương của 1( ) : ( 7, 2,3).d a  


 Vectơ chỉ phương của 2( ) : (1, 2, 1).d b  


 

Phương trình của mặt phẳng chứa 2( )d  và có phương của 1( )d  có dạng: 

2 4 0x y z D    . 

Điểm (7,3,9)A  thuộc mặt phẳng này 53D   . 
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Giao tuyến của mặt phẳng này với mặt phẳng ( )  là hình chiếu của 2( )d  theo phương của 

1( )d  lên 
2 4 53 0

( ) :
3 0

x y z

x y z


   
    

 

Câu 24. Trong không gian tọa độ Oxyz, cho điểm  0;0; 2A   và đường thẳng  có phương trình là 

2 2 3

2 3 2

x y z  
  . Phương trình mặt cầu tâm A , cắt  tại hai điểm B  và C  sao cho 8BC   là 

A.      2 2 2
2 3 1 16x y z      . B.  22 2 2 25x y z    . 

C.  2 2 22 25x y z    . D.  22 2 2 16x y z    . 

Hướng dẫn giải 

Chọn B. 

Gọi  S  là mặt cầu tâm  0;0; 2A   và có bán kính R . 

Đường thẳng  đi qua  2;2; 3M    có vectơ chỉ phương 

 2;3;2u 


. 

Gọi H  là trung điểm BC  nên AH BC . 

Ta có  
.

,
MAu

AH d A
u

    

 

 . 

Với 
 

 
     2 2 2

2 2 2

2; 2;1 7 2 10
. 7; 2;10 3

2;3;2 2 3 2

MA
MA u AH

u

                  


 

 . 

Bán kính mặt cầu  S  là: 2 2 2 23 4 5R AB AH HB      . 

Vậy phương trình mặt cầu  S  là:  22 2 2 25x y z    . 

Câu 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho đường thẳng 
2 1

:
2 1 3

x y z 
  


 và mặt 

phẳng   :11 16 0P x my nz    . Biết  P  , tính giá trị của T m n  . 

A. 2T  . B. 2T   . C. 14T  . D. 14T   . 

Lời giải 

Cách 1: Lấy 
 
 
0;2; 1

2;3;2

A

B

 


 
 

Mà  P 
 
 

A P

B P

 


 
 

2 16 0 10

11. 2 3 2 16 0 4

m n m

m n n

           
 

14T m n    . 

Cách 2: Đường thẳng   đi qua  0;2; 1A   có VTCP  2;1;3u  


. 

Mặt phẳng  P  có VTPT  11; ;n m n


. 
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 
 

0

A P
P

n.u

   


 
2 16 0 10

22 3 0 4

m n m

m n n

    
       

. 

14T m n    . 

Câu 26. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho đường thẳng 
1 2 3

d: 
2 1 2

x y z

m m

  
 


 và mặt 

phẳng (P): x+3y-2z+1=0 . Với giá trị nào của m thì đường thẳng d vuông góc mặt phẳng 

(P) . 

A. m = 2 . B. m = -1. C. m = 1 . D. m = 0 . 

Lời giải 

Yêu cầu bài toán tương đương ( ; 2 1; 2)du m m 


 cùng phương (1;3; 2)Pn 


 hay 

2 1 2
1 1

1 3 2

m m
m


      


 

Câu 27. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt cầu ( )S có tâm (1, 2,3)I   và đường thẳng 

d  có phương trình 

1 2

1

1 2

x t

y t

z t

 
   
  

. Biết rằng mặt cầu ( )S  tiếp xúc với đường thẳng  d . Viết 

phương trình mặt cầu ( )S : 

A.        2 2 2 20
: 1 2 3

9
S x y z      .  

B.        2 2 2 20
: 1 2 3

9
S x y z      . 

C.        2 2 2 25
: 1 2 3 .

9
S x y z        

D.        2 2 2 25
: 1 2 3

9
S x y z      . 

Lời giải 

Vì mặt cầu ( )S  tiếp xúc với đường thẳng  d , nên bán kính mặt cầu ( )S  là: 

 
,

( , )
d

d

IM u
R d I d

u

   



  

với  (1; 1;1)M d   , (0;1; 2)IM  


và (2; 1;2)du  


 là một VTCP của đường thẳng 

 d . 

Ta có , (0; 4; 2) , 20d dIM u IM u          
   

, 3du 


. Suy ra 
20

3
R  . 

Vậy phương trình mặt cầu ( )S  là:      2 2 2 20
1 2 3 .

9
x y z       



LỚP TOÁN THẦY CƯ- TP HUẾ. CHIÊU SINH THƯỜNG XUYÊN- BỔ TRỢ KIẾN THỨC KỊP THỜI. SĐT: 0834 332 133.  
WEB: TOANTHAYCU.COM 

Giáo viên có nhu cầu sở hữu trọn bộ file word Bài giảng Toán 9,10,11, 12 có lời giải chi tiết vui lòng liên hệ zalo Trần 
Đình Cư: 0834 332 133 để được hỗ trợ tối đa. “ Tránh mua các trang giả mạo và cá nhân khác”  

Phụ huynh và học sinh có nhu cầu tham gia các lớp toán chất lượng Thầy Cư-Xã tắc- TP Huế vui lòng  
Inbox face: Trần Đinh Cư hoặc liên hệ trực tiếp qua SĐT:0834 332 133 

Page 23 

Dạng 5: Bài tập dành cho học sinh điểm 8+,9+
 

Câu 1.  Trong không gian Oxyz , cho tam giác ABC  có  2;3;3A , phương trình đường trung 

tuyến kẻ từ B  là 
3 3 2

1 2 1

x y z  
 

 
, phương trình đường phân giác trong của góc C  là 

2 4 2

2 1 1

x y z  
 

 
. Đường thẳng AB  có một véc-tơ chỉ phương là 

A.  3 2;1; 1u  


. B.  2 1; 1;0u  


. C.  4 0;1; 1u  


. D.  1 1;2;1u 


. 

Lời giải 
Chọn C 

Phương trình tham số của đường phân giác trong góc C  là 

2 2

: 4

2

x t

CD y t

z t

 
  
  

. 

Gọi  2 2 ;4 ;2C t t t    , suy ra tọa độ trung điểm M  của AC  là 

7 5
2 ; ;

2 2

t t
M t

    
 

. Vì M BM  nên: 

 
7 5

3 2
2 3 2 2

1 2 1

t t
t

              
 

1 1 1
1

1 4 2

t t t
t

  
    

 
. 

Do đó  4;3;1C  . 

Phương trình mặt phẳng  P  đi qua A  và vuông góc CD  là 

     2. 2 1. 3 1. 3 0x y z       hay 2 2 0x y z    . 

Tọa độ giao điểm H  của  P  và CD  là nghiệm  ; ;x y z  của hệ 

2 2

4

2

2 2 0

x t

y t

z t

x y z

 
  
  
          

2 2

4

2

2 2 2 4 2 2 0

x t

y t

z t

t t t

 
     
       

2

4

2

0

x

y

z

t


   
 

 2;4;2H . 

Gọi A  là điểm đối xứng với A  qua đường phân giác CD , suy ra H  là trung điểm AA , 
bởi vậy: 

2 2.2 2 2

2 2.4 3 5

2 2.2 3 1

A H A

A H A

A H A

x x x

y y y

x z z







    
     
     

  2;5;1A . 

Do A BC  nên đường thẳng BC  có véc-tơ chỉ phương là    2;2;0 2 1;1;0CA    


, 

nên phương trình đường thẳng BC  là 

4

3

1

x t

y t

z

 
  
 

. 

Vì B BM BC   nên tọa độ B  là nghiệm  ; ;x y z  của hệ 
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4
2

3
5

1
1

3 3
21

1 2

x t
x

y t
y

z
z

x y
t

                

 2;5;1B A  . 

Đường thẳng AB  có một véc-tơ chỉ phương là    0;2; 2 2 0;1; 1AB    


; hay 

 4 0;1; 1u  


 là một véc-tơ chỉ của phương đường thẳng AB . 

Câu 2. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , cho hai điểm    0;2; 4 , 3;5;2A B  . Tìm tọa độ 

điểm M  sao cho biểu thức 2 22MA MB  đạt giá trị nhỏ nhất. 

A.  1;3; 2M   .  B.  2;4;0M  .  

C.  3;7; 2M   .  D. 
3 7

; ; 1
2 2

M
   
 

. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có  3;3;6AB  


một véc tơ chỉ phương của đường thẳng AB  là  1;1;2u  


. 

Phương trình của đường thẳng AB  là 2

4 2

x t

y t

z t

 
  
   

 

Gọi I  là điểm thỏa mãn 2 0IA IB 
  

 2;4;0I  . 

   2 2
2 22 2MA MB MI IA MI IB    

     2 2 22 3 2 2IA IB MI MI IA IB    
  

2 2 22 3IA IB MI   . 
Do A , B , I  cố định nên 2 2 22 3IA IB MI   nhỏ nhất khi 2MI  nhỏ nhất hay M  là hình 
chiếu của I  trên đường thẳng AB . 

Vì M AB  nên  ; 2 ;2 t 4M t t    2 ; 2;2 4IM t t t    


 

Ta có IM AB . 0IM AB 
 

2 2 4 8 0t t t       2t   2;4;0M  . 

Câu 3: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm  3;0;1A  ,  1; 1;3B   và mặt phẳng 

  : 2 2 5 0P x y z    . Viết phương trình chính tắc của đường thẳng d  đi qua A , song 

song với mặt phẳng  P  sao cho khoảng cách từ B  đến d  nhỏ nhất. 

A. 
3 1

:
26 11 2

x y z
d

 
 


.  B. 

3 1
:

26 11 2

x y z
d

 
 


. 

C. 
3 1

:
26 11 2

x y z
d

 
  .  D. 

3 1
:

26 11 2

x y z
d

 
 

 
. 

Lời giải 

Chọn A 
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Gọi mặt phẳng  Q  là mặt phẳng đi qua A  và song song với mặt phẳng  P . Khi đó 

phương trình của mặt phẳng  Q  là      1 3 2 0 2 1 0x y z     

2 2 1 0x y z     . 

Gọi H  là hình chiếu của điểm B  lên mặt phẳng  Q , khi đó đường thẳng BH  đi qua 

 1; 1;3B   và nhận    1; 2;2Qn  


 làm vectơ chỉ phương có phương trình tham số là 

1

1 2

3 2

x t

y t

z t

 
   
  

. 

Vì  H BH Q  H BH   1 ; 1 2 ;3 2H t t t      và  H Q  nên ta có 

     1 2 1 2 2 3 2 1 0t t t        10

9
t  

1 11 7
; ;

9 9 9
H
   
 

. 

26 11 2
; ;

9 9 9
AH

    
 


 1
26;11; 2

9
  . 

Gọi K  là hình chiếu của B  lên đường thẳng d , khi đó 

Ta có  ;d B d BK BH   nên khoảng cách từ B  đến d  nhỏ nhất khi BK BH , do đó 

đường thẳng d  đi qua A  và có vectơ chỉ phương  26;11; 2u  


 có phương trình chính 

tắc: 
3 1

:
26 11 2

x y z
d

 
 


. 
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Câu 4: Trong không gian Oxyz , cho hai đường thẳng cắt nhau 1

2

: 2 2

1

x t

y t

z t

 
  
   

, 2

1

:

2

x t

y t

z t

 
   
 

 

 ,t t . Viết phương trình đường phân giác của góc nhọn tạo bởi 1  và 2 . 

A. 
1

2 3 3

x y z
 


.  B. 

1

1 1 1

x y z
  .  

C. 
1

2 3 3

x y z
 


.  D. 
1 1

1 1 1

x y z 
   

Lời giải 

Chọn A 

  1 21;0;0I    . 

1  và 2  có VTCP lần lượt là  1 1;2; 1u  


 và  2 1; 1;2u   


. 

Ta có:   1 2
1 2

1 2

. 5
cos ; 0

6.

u u
u u

u u
   

  
    1 2;u u

 
 là góc tù. 

Gọi u


 là véc tơ đối của 2u


  1;1; 2u  


. 

Khi đó đường phân giác của góc nhọn tạo bởi 1  và 2  có VTCP  1 2;3; 3u u u   
  

. 

Vậy phương trình đường phân giác của góc nhọn tạo bởi 1  và 2  có dạng: 

1

2 3 3

x y z
 


. 

Câu 5. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , cho bốn đường thẳng: 

 1

3 1 1
:

1 2 1

x y z
d

  
 


,  2

1
:

1 2 1

x y z
d


 


,  3

1 1 1
:

2 1 1

x y z
d

  
  , 

 4

1
:

1 1 1

x y z
d


 

 
. Số đường thẳng trong không gian cắt cả bốn đường thẳng trên là: 

A. 0 . B. 2 . C. Vô số. D. 1. 

Lời giải 

Chọn A 
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Ta có  1d  song song  2d , phương trình mặt phẳng chứa hai 

Hai đường thẳng  1d ,  2d  là   : 1 0P x y z    . 

Gọi    3A d P    1; 1;1A  ,     1 2,A d A d  . 

   4B d P   0;1;0B ,     1 2,B d B d  . 

Mà  1;2; 1AB   


 cùng phương với véc-tơ chỉ phương của hai đường thẳng  1d , 

 2d nên không tồn tại đường thẳng nào đồng thời cắt cả bốn đường thẳng trên. 

Câu 6: Cho hai điểm  3; 3;1A ,  0; 2;1B , mặt phẳng   : 7 0P x y z    . Đường thẳng d  nằm 

trên  P  sao cho mọi điểm của d  cách đều hai điểm A , B  có phương trình là 

A. 7 3

2

x t

y t

z t


  
 

. B. 7 3

2

x t

y t

z t


  
 

. C. 7 3

2

x t

y t

z t

 
  
 

. D. 

2

7 3

2

x t

y t

z t


  
 

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  3; 1;0AB   


; 
3 5

; ;1
2 2

I  
 
 

 là trung điểm của AB  và A , B  nằm ở hai phía của 

mặt phẳng  P . 

Gọi    là mặt phẳng trung trực của AB  và    d P  . Khi đó d  chính là đường 

thẳng thuộc mặt phẳng  P  và cách đều hai điểm ,A B . 

Mặt phẳng    đi qua 
3 5

; ;1
2 2

I  
 
 

 và có véc tơ pháp tuyến  3; 1;0AB   


 là 

5
3 0 3 7 0

2 2
x y x y

              
   

 

Vì d  là đường giao tuyến của    và  P  nên một véctơ chỉ phương của d  là 
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       , 1;3; 2 1; 3; 2d Pu n n 
        

  
. 

Mà d  đi qua      0;7;0C P  . Vậy d  có phương trình tham số là: 7 3

2

x t

y t

z t


  
 

 (

t ). 

Câu 7: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  , cho hai đường thẳng 1
1 2

:
2 1 1

x y z
d

 
 


  và

2
1 1 3

:
1 7 1

x y z
d

  
 


 . Đường vuông góc chung của 1d   và  2d lần lượt cắt 1d  , 2d  tại A  

và B  . Tính diện tích  S của tam giác OAB . 

A. 
3

2
S  . B. 6S  . C. 

6

2
S  . D. 

6

4
S  . 

Lời giải 

Chọn C 

Phương trình tham số   
1

1 1

1

1 2

:

2

x t

d y t

z t

 
  
   

,  1 2; 1;1a  


 là VTCP của . 

Phương trình tham số  
2

1 2

2

1

: 1 7

3

x t

d y t

z t

  
  
  

,  2 1;7; 1a  


là VTCP của . 

 1 1 2 ; ; 2A d d A a a a        . 

 2 1 ;1 7 ;3B d d B b b b       . 

 2 2 ;1 7 ;5AB b a b a b a       


  

AB  là đường vuông góc chung của 1d   và 2d     

1 1

2 2

. 0

. 0

AB d AB a

AB d AB a

      

 
    

     
     
2 2 2 1 7 5 0

2 2 7 1 7 5 0

b a b a b a

b a b a b a

          

         

  

 
 
1;0; 26 6 0

0
52 6 0 1;1;3

Ab a
a b

b a B

           
 . 

1d

2d
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Ta có  

     1;0; 2 ; 1;1;3 ; , 2; 1;1OA OB OA OB       
   

 . 

Vậy 
1 6

,
2 2OABS OA OB   

 
. 

Câu 8:  Cho hai điểm  1;4;2A ,  1;2;4B   và đường thẳng 
1 2

: .
1 1 2

x y z 
  


 Tìm tọa độ 

điểm M   mà 2 2MA MB  nhỏ nhất. 
A.  1; 2;0 . B.  0; 1;2 . C.  2; 3; 2  . D.  1;0;4 . 

Lời giải 

Chọn D 

Gọi  1 ; 2 ;2M t t t     

2 2MA MB            2 2 2 2 2 2
6 2 2 2 4 4 2t t t t t t            212 48 76t t    

Ta có:  2212 48 76 12 2 28 28t t t       

Vậy 2 2MA MB  nhỏ nhất bằng 28  khi 2t   hay  1;0;4M  . 

Câu 9:  Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai điểm (1; 1; 0)A , ( 1; 0; 1)B   và điểm M  

thay đổi trên đường thẳng 
1 1

:
1 1 1

x y z
d

 
 


. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

T MA MB   là 

A. 4 . B. 2 2 . C. 6 . D. 3 . 

Lời giải 

Chọn B 

Phương trình tham số của đường thẳng : 1

1

x t

d y t

z t


  
  

.  

Do  ;1 ;1M d M t t t    .  

Khi đó   21 ; ; 1 3 2MA t t t MA t      


 và 

  21 ; 1 ; 3 2MB t t t MB t        


. 

Do vậy 22 3 2 2 2T MA MB t     . Suy ta min 2 2T   khi  0 0;1;1t M  . 
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Câu 10: Cho mặt phẳng   : 2 2 2 15 0P x y z     và mặt cầu   2 2 2: 2 2 1 0.S x y z y z       

Khoảng cách nhỏ nhất từ một điểm thuộc mặt phẳng  P  đến một điểm thuộc mặt cầu  S  

là 

A. 
3 3

.
2

 B. 3.  C. 
3

.
2

 D. 
3

.
3

 

Lời giải 

Chọn A 

Mặt cầu  S  có tâm  0;1;1I  và bán kính 3R . Gọi H  là hình chiếu của I  trên  P  

và A  là giao điểm của IH  với  S . Khoảng cách nhỏ nhất từ một điểm thuộc mặt phẳng 

 P  đến một điểm thuộc mặt cầu  S  là đoạn AH .    3 3
,

2
  AH d I P R . 

Câu 11.  Trong không gian Oxyz , cho ba điểm  0;0; 1A  ,  1;1;0B  ,  1;0;1C . Tìm điểm M  

sao cho 2 2 23 2MA MB MC   đạt giá trị nhỏ nhất. 

A. 
3 1

; ; 1
4 2

M
  
 

.  B. 
3 1

; ;2
4 2

M
  
 

.  

C. 
3 3

; ; 1
4 2

M    
 

.  D. 
3 1

; ; 1
4 2

M    
 

. 

Lời giải 
Chọn D 

Giả sử  
 
 
 

 
   
   

22 2 2

2 22 2

2 22 2

1; ; 1

; ; 1; 1; 1 1

1; ; 1 1 1

AM x y zAM x y z

M x y z BM x y z BM x y z

CM x y z CM x y z

     
           

 
         






 

     2 2 22 2 2 2 2 23 2 3 1 2 1 1MA MB MC x y z x y z                   

   2 221 1x y z        

   
2

2 22 2 2 3 5 5
4 4 4 6 4 8 6 2 2 1 2 2

2 4 4
x y z x y z x y z                 

 
. 

Dấu " "  xảy ra 
3

4
x   , 

1

2
y  , 1z   , khi đó 

3 1
; ; 1

4 2
M    
 

. 

 

 

 


