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LOI NOI PAU

Cuén Tai liéu chuyén Todn - Bai tdp Hinh hoc 12 (SBT) nay dugc viét kem véi
cudbn Tai liéu chuyén Todn — Hinh hoc 12 (SLT) nam trong bo sdch Tai liéu
chuyén Todn (TLCT) 16p 12, ti€p n6i bd sach TLCT 16p 10 va 11. Chiing dugc
bién soan nhim phuc vu viéc day va hoc & hé chuyén Toan thé hién dugc tinh than
cta chuong trinh da dugc Hoi déng chuong trinh duyét, khd gan véi chuong trinh
va sich gido khoa Toén nang cao, dé gitip gido vién trong viéc day todn & céc
truong chuyén, gitp hoc sinh cdc 16p chuyén todn THPT c6 tai liéu hoc tap, gitip
hoc sinh kh4, giéi ham thich hoc todn & céc 16p dai tra ¢6 tai liéu ty boi dudng thém.
Bo TLCT 12 gém 4 cuén : '

- Tai liéu chuyén Todn — Gidi tich 12

- Tai liéu chuyén Todn — Hinh hoc 12

- Tai liéu chuyén Todn — Bai idp Gidi tich 12

- Tai liéu chuyén Todn — Bai tdp Hinh hoc 12.
- Chiing t6i dd moi dugc nhiéu thdy day & cac truong chuyén, 16p chuyén (day cic
~16p boi dudng thi todn qudc t€ ciing nhu trong nudc, day cdc khoi chuyen & cdc
trudng dai hoc, ...) tham gia bién soan dé tai liéu sat véi thuc tién- gidng day he
chuyén & nuéc ta, dong thoi gidi thiéu dugc phan nao doi nét giang day & hé
chuyén Todn cua cac trudong do.
Céc tac gla viét cudn SBT nay ciing la céc téc gia dd viét SLT :

% Thdy Vdn Nhu Cuong (Trudng Phé thong dan lap Luong Thé Vinh, Ha N01)
- Chuong 1| (Khoi da dién)

% Thay Pham Khdc Ban (Trudng Dai hoc Su’ Pham Ha Noi) : Chuo‘ng 2 (Mt
cdu, mdt tru, mdt nén)

< Thiy Ha Vi Anh (Trudng THPT chuyén Vinh Phiic) : Chuo‘ngf 3 ( Phuong
phdp toa dg trong khong gian)

 Thdy Vi Pinh Hoa (Trudong Dai hoc Su Pham Ha Noi) : Chuyén dé 1 (Mor
$0 yéu td ciia Hinh hoc t6 hop) va chuyén dé 2 (Ly thuyét do thi). '

< Thdy Podan Quynh (Truong Dai hoc Su Pham Ha Noi) : Chuyén dé 3 (S¢
phiic véi hinh hoc phdng).



Hai cuén SBT va SLT Hinh hoc 12 gén két mat thiét v6i nhau, nhung doc gia van
¢6 thé sir dung cudn nay ma khong c6 cudn kia. Ngoai cdc bai tap c6 trong SLT,.
cuon SBT nay cdn ¢é thém nhiéu bai tap bé sung. He thong bai tap rat da dang,
phong phd va dugc céc tdc gia lua chon c4n than, c¢6 nhiéu mic do tir dé dén kho,

c6 nhiéu bai thi hoc sinh giodi cdp khu vye, quéc gia va quoc te. Mai bai tap déu c6
101 giai chi tiét hoac huéng dan giai, doi khi con c6 thém nhiing 161 binh thd vi va
b6 ich. '

Luu y khi sir dung SBT nay : Bai tap trong SBT duoc dénh s6 nhu trong SLT,
chang han bai tap 15, chuong IIl trong SBT ciing la bai tap 15, chuong III trong SLT;
céc bai tap bd sung duoc dinh s6 tiép theo. Khi-néi xem VD3, §5 hoac muc 3,85
¢6 nghia 12 xem vi du 3, §5 hodc xem muc 3, §5 clia cung chuong trong SLT ; xem
bai tap 15 (ma khong c6 chu thich gi thém) thi c6 nghia [2 xem bai tap 15 cung
chuong trong SBT. ‘

Céc tac gia cung Chu bién va Blen tap vién da rdt c6 gang ph01 hop bién soan va
bién tap bo Tai liéu chuyén Toén nay, tuy nhién, ching toi biét bo sdch van c6 thé
con nhiéu thiéu s6t. Chiing to6i mong doc gia luong thit cho cac diéu do6 va hy vong
_cdc thiy co va cdc em hoc sinh trong qué trinh day, hoc, gidi bai tap theo tai lieu
nay déng gép vy kién cho chiing toi dé 14n t4i ban sau, sach phuc vu dugc tot hon.
- Chéc chan rang doi vé6i hoc sinh, cach hoc hay nhat van la tu giai bai tap roi déi -
chi€u v6i 10i giai néu ra trong tai li¢u. Nhiéu hoc sinh, nhét la cdc em hoc sinh
gidi, c6 thé c6 nhiing 101 giai hay hon, ngan gon hon 10i giai da cho, tim dugc ca
dé toan hay hon, t8ng quat hon,... Cdc gop ¥ xin giri vé :

Ban Todn, Cong ty ¢d phdn Dich vy xudt bdn Gido duc Ha NI, 4

Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam, 187B, Gidng Vo, Ha Noi.

Ha Noi, thang 11 ndam 2011
Chi bién
.nnmv. nrntvnk
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PHAN A.

chuone 1. KHOI DA DIEN VA THE TICH CUA CHUNG

§1. HINH DA DIEN VA KHO! DA DIEN

1.

10.

11.

Mot hinh 7" gbm k tam gidc sao cho

i) Bit ki hai tam gidc nao ciing c6 diing mot dinh chung.

ii) Méi dinh ctia tam giéc 1a dinh chung clia p tam gidc.

Hay mo ta hinh o/, '

Mot hinh da dién c6 6 mat 13 6 t¢ gidc. Tim s6 canh va s6 dinh ciia n6. Hay

~ chi ra mot hinh da dién nhu thé.

C6 hay khong céc hinh da dién c6 6 canh, 7 canh 8 canh, 9 canh ?

Hay mo ta hinh da dién </7"¢6 5 dinh.

Ching minh rang :

a) Hinh chép 12 hinh da dién 16i khi va chi khi ddy la da gidc 16i.

b) Hinh lang tru 1a hinh da dién 16i khi va chi khi ddy 1a da gi4c 16i.

Hay chi ra mot hinh da dién khong 16i va ¢6 6 mat déu la nhiing tam gidc can.
Hay chi ra mét hinh da dién c6 6 mat 12 6 tam gidc déu.

~ Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C’'D’ canh a. Hay mo t4 hinh da dién 16i o/

c6 dinh Ia trung diém céc canh cha hinh 1ap phuong dé.

' Chting minh ring néu khéi da dién 16i o dugc xac dinh boi hinh da dién 16i

I m
oA thi o =Na; .
i=l

Cho khoi da dién 16i o7 xdc dinh béi hinh da dién %' va o Ia mot mat
phéng nao d6. Chiing minh ring A Nea 1amot tap 16i (nghia la v6i hai diém
bat ki A, B thuoc o7 N, doan thing AB < o Nar.

Goi </ la phan trong ctia hinh da dién 16i <% va M, la diém bat ki cta
7. Chiing minh ring cé s6 R sao cho v6i moi diém M ma MyM <R thi

diém M eci®.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

21

6

Goi <7 * 1a phén ngoai clia hinh da dién 16i <% va N, la diém bat ki cla
o *. Ching minh ring c¢6 s6 R sao cho v6i moi diém N ma NyN <R thi
diém N e o/ *. _
Cho tit dien OABC. V6i moi diém M trong khong gian, c6 duy nhat bo ba s6
(x1,%,,%3) sao cho OM = x;OA+ x, 0B + x;OC . Khi d6 ta viét M (x1,%5,%3).
a) Tim diéu kién cta x;,x,,x; dé: |

" i) Piém M 1a diém trong cia tt dien OABC.

ii) Piém M thuoc khéi tit dien OABC.

b) Xét tap hop X ={M (x;,x,,x; )| x| +]x;] + |x3] <1} . Chiing t0 X 1a mot khoi
da dién, x4c dinh hinh da dién %" xé4c dinh ra khoi da dién X.
Chiing minh réng v6i s6 chdn 2n (n 12 s6 nguyeén 16n hon 1), luén luon cé khoi
da dién <7;, gébm 2n mat va cdc mat 1a tam giac.
Chiing minh ring véi n nguyén duong, luon c6 hinh da dién <75, gém
Sn+1 mat va cdc mat 12 nhitng hinh binh hanh.
Hay phan chia mot kh6i hop thanh :
a) Ba khai chép
b) Nam khéi t dién.

a) Ching minh riing moi khoi da dién 16i phai c6 {t nhat mot mat 1a tam gidc

hoac it nhat mot dinh 1 dinh clia géc tam dién.

b) Hiy chi ra mot khoi da dién khong ¢6 mat tam gidc va ciing khong c6 dinh
nao la dinh cta goc tam dién.

. Hay mo6 ta hinh da di¢n 16i ~7 ¢6 6 mat la 6 tam gidc.

CA hav lzhr\nn mat hinh da dién 181 04 7 mat 13 7 tit oidc ?

Chung minh rang khong c6 khéi da dién 16i nao ma :
a) moi mat déu 6 56 canh 16n hon 5

b) moi goc da dién déu cé s6 canh 16n hon 5

¢) s6 mat 1a s6 1€, vA moi mét ¢ s6 canh 1a s6 1.
Hay mo ta khoi da dién 161 ¢6 7 dinh va 7 mat.



§2.
22.

23.

24,

25.

26.

- 27.

28.

29.
30.

PHEP DOI HINH TRONG KHONG GIAN

Diém A goi 1a diém bdt dong ctia phép doi hinh f néu f bién diém A thanh
chinh n6, tic 1a f(4)= 4. Ching minh rang néu phép doi hinh f c6 bon diém
bat dong khong dong phang thlfla phép dong nhat.

Cho hai diém O, A phan blet va phép d(n hinh f bién hai diém O, A 1an lugt
thanh hai diém O’ va A". Gia st f bién diém M thanh diém M’ Chu’ng minh

rang néu OM kOA thi O'M'=kO'A".

‘Cho ba diém khong thing hang O, A, B va phép doi hmhfblen ba diém d6 14n
lugt thanh ba diém O, A’, B". Gia sit f bién diém M thanh diém M’ Chung

minh ring néu OM xOA+yOB thi O M'=x0'4'+y0'B".

Cho phép doi hinh £, V6i méi diém M, g01 M'=f (M) valla trung di€m
doan thang MM’. Tim qu§ tich cdc diém [ trong cac trudng hop sau :

a) M thay déi tren mot dudng thing d 6 dinh.

b) M thay déi trén mot mat phang (a) c6 dinh.

Chiing minh réing : .

a) Hop thanh ctia hai phép déi xing tam 12 mot phép tinh tién

b) Hop thanh clia hai phép déi xiing qua hai mat phang vuong géc vdi nhau 1a
mot phép déi xiing truc

¢) Hop thanh ctia hai phép do6i xtng truc véi hai truc cit nhau va vuong goc
vdi nhau la mét phép d6i xing truc.

Cho phep doi hinh f ¢6 ba diém bat dong A, B, C khong thang hang. Chung
minh rang

- a) Moi diém thugc mp(ABC) ciing 1 diém bat dong cta f

b) f1a phép dong nhét, hodc 1a phép doi xiing qua mp(ABC)
Cho hai t& dién ABCD va A'B'C'D’ ¢6 céac canh tuong tng bang nhau :

"AB=A'B',BC=B'C',CD=C'D', AD=A'D', AC=A'C', BD=B'D".

Chitng minh ring ¢6 mot phép doi hinh duy nhat bién cdc diém A, B, C, D lan -
lugt thanh cdc diém A’, B, ", D',

Tim cdc mat phang d6i xiing clia hinh ti dién déu.

Tim tryc doi xitng cua hinh lap phuong.



31.
32.

33.

34.

- 35

36.

§3.
37.
38.

Tim tam doi xing, truc d6i xing va mat phing di xting chia hinh bét dién déu.

Cho khoi da dién ~%cé hinh chit “L” tao -

thanh bing cach ghép ba khoi 1ap phuong
don vi v6i nhau (h.1).

Hay phém chia o/ thanh :

a) sdu khéi da dién biang nhau

b) bén khaéi lang tru bang nhau c6 chiéu
cao bang 1.

Mot khéi da dién <7 cé duge béing cich
14y mot khéi lap phuong canh bing 2 bo di
khoi lap phuong don vi & mot “géc” cla
né (h.2). Nhu vay khéi <% cé thé phan
chia thanh 7 khai 1ap phuong don vi.

Hiy phan chia ~ thanh 8 khéi da dién
bang nhau.

Ching minh rang phép vi tu bi€n mot
dudng thang thanh dudng théng song song
hodc triing véi dudng thang do, bién mot
mat phang thanh mat phéng song song
hodc tring v6i mat phang do.

1

Hinh 1

Hinh 2

Cho hai tt dlen ABCD va A’B'C’'D’ c6 céc canh tucmg Ung ti 1&, tic 1a

A'B' _B'C'_C'D' D'A'" AC'_

B'D'

AB  BC CD. DA AC
Ching minh ring c6 mot phép dong dang duy nhat bién cdc dinh A, B, C, D

1an luot thanh cdc dinh A’, B',. C’, D".

Chitng minh ring moi phép dong dang déu la hop thanh ctia mot phép vi tu va

mot phép doi hinh.

HINH DA DIEN DEU VA KHOI BA DIEN DEU

Tinh géc nhi dién ctia da dién déu loai {p,q} .

Tinh ban kinh mit cdu ngoai tiép, noi ti€p va nlia noi ti€p cta da dién déu

loai {p,q} .

=k.

BD




39.

40.

Cho khéi hop ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 tit ca céc canh bang a.va cdc goc phing &
dinh A déu bing 60°. Chtng minh ring khéi hop dé c6 thé phan chia thanh
hai khéi ti dién déu va mot khoi bat dien déu.

Ching t6 réng

a) Khong thé lap day khong gian bang cdc khoi tit dién déu canh a hodc bang
céac khoi bat dién déu canh a.

~ b) C6 thé 14p ddy khong gian bing cic khdi tit dién déu canh a va cdc khoi bt

41.

42.

43.

44.

45.

dién déu canh a.

Chitng minh riang tam cdc mat clia hinh bat dién déu 1a dinh ctia mot hinh lap
phuong, va tam cdc mat clia mot hinh 1ap phuong la dinh ctia mot hinh bat
dlen déu.

Chtmg minh ring tim cdc mat ctia hinh 12 mat déu 1a dinh ctia mot hinh 20
mat déu, va tam cdc mat ctia mot hinh 20 mat déu 1a dinh cta mét hinh 12
mat déu.

Cho ~% 14 hinh da dién 12 mit déu. Du‘b‘ng‘chéo clia mdi mat cta o/ goi la
duong chéo bién cla ~7, cac dudng chéo khic goi la dirong chéo trong.

a) Tinh do dai cic duong chéo bién néu canh clia <% bing a. -

b) Chiing to r?mg tai méi dinh A cta o7 ¢6 ba dudng chéo bién c6 chung dinh
A va doi mot vudng gée véi nhau

¢) Mot hinh lap phuong goi 1a ngi tiép < néu céc dinh chia hinh lap phuong
dé 1a dinh clia ~% Hay chi ra mot hinh lap phuong nhu thé.

d) C6 bao nhiéu hinh lap phuong noi ti€p mot hinh 12 mat déu cho trudc ?
Cho o7 la hinh da dién 20 mat déu c6 tam O. Hai dinh (hai can , hai mit)
cua &% goi la d6i dxen néu chung doi xung vdi nhau qua dnem 0. Chiing
minh ring :

a) Néu MN va M’N’ 1a hai canh doi dién cua A thl MNM’N’ 1a hinh chit nhat.

b) 12 dinh clia <7 c6 thé phan 1am ba nhém, mdi nhém c6 bén dinh la dinh
ctia hinh chif nhat va mat phang ciia ba chit nhat d6 doi mot vuong géc véi nhau.
Cho hinh chép tit gidc déu LABCD c6 tit ci cdc canh déu bang a. Lay céc
diém M, N, P, Q, R lan luot nim trén cdc canh /A, IB, IC, CD va DA sao cho :
MI _NB_PI _QC _RA 1+
=7 V0i 7 = .
MA NI - PC OD RD




§a4.
46.

47,

48.

49.

50

S1.

52.

10

a) Chitng minh rang 5 diém M, N, P, Q, R déng phang va la dinh chia mot ngii

- gidc déu.

b) LAy diém S niam trén canh ID sao cho % =7 . Chiing minh rang hinh chép

S.MNPQR la hinh chép ngii gidc déu c6 tdt ca cdc canh bing nhau.
¢) Chitng minh ring trén 12 canh ¢tia mot hinh bat dién déu c6 thé xdc dinh
12 diém la dinh ctia mot hinh da dién 20 mat déu. -

THE TiCH CAC KHOI DA DIEN

Cho khéi da dién % c6 tam d6i xing O. Ching minh ring : mat phing (a)
chia o/ thanh hai khéi da dién c6 thé tich bang nhau khi va chi khi () di qua O.
Cho khoi hop ], khéi bat dién déu 7, va khai lap phuong 73 dat trén

mat ban. Cé hay khong mot mat phéing chla moi khéi da dién d6 thanh hai
phén c6 thé tich bang nhau ?

Cho hai khéi lang tru A4,A4,...4,.B,B,..B, va C,C,..C,.D\D,...D, dugc sip
x€p sao cho cdc canh bén A;B; va C;D; bang nhau va nim trén mot dudng
thang. Chiing minh ring hai khéi lang tru dé c6 thé tich béng nhau. |

V6i mbi dinh A clia mot hinh bét dién déu canh a, ta goi a, 1a mat phéng di

qua trung diém céc canh xuat phat tr A. Cdc mat phang d6 gi¢i han mot khdi

“da dién ~% Hay mo td o/ va tinh thé tich cia 7.

Cho khoi hop chl@r nhat ABCD.A'B'C'D’ véi kich thuéc AB=a, BC=b,
CC'=c. Mot mat phang (a ) cét cac canh AA’, BB, CC’, DD"tai M, N, P, Q.

Biét ring AM=a’, CP=c’. Tinh thé tich hai phan cta hinh hop dugc chia ra boi

mp(a).

Cho khoi chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh chit nhat. Mot mat phéng song song vdi

ddy cit cdc canh bén SA, SB, SC, SD 1an lugt tai M, N, P, Q. Goi M', N, P, Q'

[a hinh chiéu cha M, N, P, Q trén mat phang ddy. Tim ti s6 %{5— dé thé tich

khoi da dien MNPQ.M'N'P'Q" 16n nhat.

Cho ¥ 1a lang tru n-gidc. Cit cdc dudng thing chita cic canh bén bdi mot
mit phang («) vuong géc véi ching, ta duge mot n-gide goi Ia thiét dién



53.

54.

55.

thang clia o7 Chitng minh ring néu S 1 dién tich thiét dién thing va a la do
dai canh bén ctia 7 thi V(<) =asS .

Tim thé tich cha hinh ti dién c6 hai canh déi dién bang a va b, khoang cdch
gilta hai dudng thing chia hai canh d6 1a d va géc giita hai dudng thing d6
bang ¢.

Cho hai ti dien ABCD va A'B'C’'D sao cho cic dudng thing AA", BB', CC"

V(4BCD) _ D4 DB DC
V(A'B'C'D) DA' DB' DC'
Cho tt dién ABCD cé céac canh 'dc”ii‘dién bing nhau, cu thé DA = BC = a,
DB = AC = b, DC = AB = ¢. Qua méi cip canh déi ctia tit dién, dyng hai mat

déng quy tai D. Chiing minh ring

~ phéng song song véi nhau. Mo ta khéi da dién <" gi6i han boi cdc mat phing

56.

57.

58.

59.

60.

- 61.

62.

dé. Tinh thé tich ctia /¢ va thé tich tt dién da cho.

B6n mat ciia hinh td dién 1a cdc tam gidc bang nhau c6 canh 12 a, b, ¢. Tinh
thé tich cha t dién.

Cho khéi 1ap phuong ~%'cé canh a. Qua mdi canh cia </ dung mot mat

phing khong chita diém trong clia &% va tao v6i hai mat ctia ~% di qua canh

d6 nhing géc bang nhau. Cdc mat phing nhu thé gidi han mot khoi da dién

o' Mo ta o' va tinh thé tich clia 7. ‘

Cho khai lap phuong o7 c6 canh a. Goi /"' 12 khéi da dién 16i c6 dinh ‘lé
trung diém céc canh clia &7 Mo tad <7 va tinh thé tich clia 7",

Cho khéi ti dién déu 7 canh @. M&i canh clia % dugc chia thanh ba phan
bang nhau boi hai diém chia. Mo ta khéi da dién 161 <% ' ¢6 cdc dinh la cédc
diém chia nhu vay. Tinh thé tich clia o7, | ,

Cho 7 1a hinh chc’)p cut tam gidc ABC.A'B'C’ véi hai‘tam gidc ABC va A'B'C’

c6 dién tich l1an lugt 12 S va S’ Mat phang (ABC”) chia hinh chép cut thanh hai-
phan. Tinh ti s6 thé tich hai phan dé.

Cho hinh hop ABCD.A’B'C’'D’. Mit phéng di qua B'D’ va trung diém M ciia
canh AB chia hinh hop thanh hai phan. Tinh ti s thé tich hai phan dé.

Cho =712 hinh chép cut ngii gidc déu ABCDEA'B'C'D'E", v6i AB = a, AB’' = 2a.
Mt phang (A'B'C) chla hinh chop cut thanh hai phan. Tinh t1 s6 thé tich hai
phén do.

11



63.

64.

- 65.

66.

67.

Cho hinh chép ti gidc O.ABCD cé ddy la hinh binh hanh. Mat phang di qua
AB va trung diém M cha canh OC chia hinh chép thanh hai phén c6 ti s6 thé
tich bang bao nhiéu ? _

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD cé canh ddy bang a va chiéu cao bing h.
Xét khéi da dien 16i % c6 dinh 1a trung diém cdc canh clia hinh chép. Mo ta
o/'va tinh thé tich cla &7

Cho khéi da dién &% c6 hinh cdi ném (con goi 1a hinh dong cdr) : d6 1a khoi
phéng lang tru ¢6 mot day 12 hinh thang AA’B’B v6i hai canh song song la
AA’ = a va BB’ = b, déy kia la doan thang CC’ = ¢ song song v6i AA". Mot mat
phing vuong géc véi dudng thang AA’ cit cac dudng thang AA’, BB', CC' lan
luot tai M, N, P. Tinh thé tich clia & theo a, b, ¢ va dién tich s cua tam
gidc MNP. | '

Cho khoi da dién o/ ¢6 hinh c4i ném cut : d6 1a hinh phong lang tru v6i hai
ddy 1a hai hinh chit nhat ABCD va A'B'C’D’ c¢6 cic canh tuong ung song song :
AB /| A'B', CD [/ C'D". Bi&tAD=a, AB=b, A'D'=a', A'B'=b", khoang
cdch giita hai ddy bang h. Tinh thé tich clia 7.

Cho ~ 1 hinh chép cut t gidc déu ABCD.A'B'C'D’ v6i AB = a va A'B' = d.
Mt phéng di qua A, B, C’ chia hinh ¢ 'thanh hai phan. Tinh ti s6 thé tich hai
phan do. ' ‘

CHUONG Il MAT CAU, MAT TRU, MAT NON

§1. MAT CAU, KHOI CAU

1.

12

Cho duong thing d va diém .4 khong ndm trén d . Xét cdc mat cau diqua 4
va ¢6 tam nam trén d . Ching minh ring cdc mat cdu dé luon di qua mot
duong tron ¢ dinh.

Ménh dé sau day c6 ding khong?
1) Hinh lang tru c6 hai mat bén vuong géc véi mat ddy c6 mat cau ngoai ti€p.

2) Néu cdc mit cha da dién noi tiép dudng tron thi da dién dé néi ti€p mat céu.,



10.

Cho hinh chép t gide déu S.ABCD c6 tét ca céc canh cing bang a. Goi A,
B’, C’, D" 1an luot 1a trung diém cla céc canh SA, SB, SC, SD. Ching minh
ring cac diém A, B, C, D, A’, B’, C’, D’ cung thudc mot mat cdu va tinh thé
tich khoi cau dé.

Cho n di€m Ay, Ay, ..., A, va n 56 thuge a, 0., 0t S20 cho Za # 0. Tim
o : i=1

n
tap hop céc diém M trong khong gian ma Za,MA,~2 =k, k 1a s6 thuc cho trudc.

i=l

" Cho hai dudng tron (O ; r)va (O’ ; r’) cit nhau tai hai diém A, B va lan lugt

nam trén hai mat phang phan biét (P), (P").

1) Ching minh rang ¢6 mit cdu (S) di qua hai dudng tron dé.

2) Tinh ban kinh R cta meﬁ cau (S) theo r, r’, d6 dai AB va 00"

Cho hinh chép S.ABC cé déy ABC 1a tam gidc déu canh g, canh bén SA vuong
gbc véi mat phing ddy, SA = 2a. Goi B, C, Ia hinh chiéu ciia A trén SB, SC.

1) Chiing minh cdc diém A, B, C C\, B) cling nam trén mot mat cau.

2) Tinh ban kinh mat cau d6 va éhi 10 vi tri tam cla no.

Trong s6 cdc hinh chép tam gidc déu cling ngoai ti€p mat cau bén kinh r cho
trudc, tim hinh chép cé dién tich toan phén nho nhét. ;

Cho hinh lang tru ABC.A'B'C' c6 tat ca céc canh cling bang a, hinh chiéu
clia C trén mat phang (4BB'A") 1a tam clia hinh binh hanh 4BB'A".

1) Tinh ban kinh mat cau di qua 4, B, B', A' va C.

2) Tinh thé tich khéi lang try. |

Cho tit dién OABC cé6 OA, 0B, OC doi mét vuong géc, OA=a; OB =0,
OC =c. Tim diéu kién vé a, b, ¢ dé c6 mat cdu ti€p xdc vdi sdu canh cla ti
dlen Khi d6 xdc dinh tam va tinh ban kinh mat cau dé.

Cho tt diéen ABCD thay d8i vi tri sao cho 4B =CD, AC = BD, AD = BC va
cdc dinh 4, B, C l4n luot thuoc ba mat cdu dong tam c6 ban kinh #, 1y, 13
(coi <r<n ).’ Chitng minh rang dinh thit tv D khong bao gid vuot ra khoi

mat cau c6 tm va ban kinh ma sé xdc dinh dugc.

13



11.

S 12,

13.

14.

15.

§2.
16.

17.

14

Trong khong gian cho b6n diém phan biét 4, B, C, D khong dong phéng.
Goi M, M', N, N', P, P' lan luot la trung diém cdc canh BC, AD, AC,
BD, AB; DC . Hobi b6n diém dé phai thoa mén diéu kién gi dé sdu diém néi
trén cling nim trén mot mat cau?

Goi p va R lan lugt 1a tong do dai cdc canh va ban kinh mat cdu ngoai ti€p mot
ttr dién ABCD. Trong s6 cac ti dién do, ti dién nao c6 ti s6 % dat gia tri 16n
nhdt, tim gid tri 16n nhat dé. | |

Cho tit dién ABCD ¢6 AB = CD = ¢, AC =BD = b, AD = BC = a. Goi R, r
tht tu 12 ban kinh mat cdu ngoai ti€p va noi tiép tit dién, V 1a thé tich ti dién.

\/-2— abcr

Chitng minh rang V < —
8 8 4 R

Cho hinh chép S.ABC. Biét ring ¢6 mit ciu ban kinh r ti€p xic véi cdc canh
ctia hinh chép va tam / cia mét cdu nadm trén dudng cao SH cta hinh chép.

1) Chiing minh S.ABC 1a hinh chép déu.

2) Tinh dudng cao ctia hinh ch6p biét ring IS = 73 .

1) Cho hai mat cau S(O : R), SO : R) ti€p xic ngoai v6i nhau tai diém I
(nghia 1a ching ciing tiép xdc véi mot mp(P) va I ndm gifta hai diém O, 0.
Goi (Q) la mat phang ti€p xtc véi hai mat cau dé lan luo”t tai hai diém A, B (A,
Bkhic I). Tinh do dai doan thing AB theo R, R". '

/

2) Tinh béan kinh ctia ba mat cau tlep xic ngoai v6i nhau doi mot va cung ti€p
xdc véi mot mat phang qua ba diém A, B, C khong thang hang lan lugt tai A,
B, C. Biét rang AB = ¢, AC = b, BC = a.

MAT TRU. HINH TRU. KHOI TRU. MAT NON. HINH NON. KHOI NON

Cho mp (P) va diém A thuoc (P), diém B khong thuoc (P) sao cho hinh chiéu
H cta B trén (P) khong tring véi A. Mot diém M thay ddi trén (P) sao cho

ABM = BMH . Chting minh riing céc diém M thudc mat try tron xoay truc AB,
tlr d6 suy ra M thudc mot elip.

Cho mat try o7 va diém S c¢6 dinh khong thuoc <77 Mot dudng thing A thay
déi di qua S cét =7 tai hai diém A, B. Ching minh ring trung diém 7 clia doan

thdng AB nam trén mat tru co dinh.



. Cho hinh try &7 véi truc A, bén kinh R, chiéu cao bing 4. Mot mit phang (P)

thay doi di qua tam clia mot dudng tron ddy va tao véi mat phing ddy hinh tru
mot géc o cit hai dy hinh tru theo cdc day AB va CD.

1) Tinh dién tich tit gidc ABCD.

~ 2) Ching minh hinh chiéu ctia tam clia ddy con lai ctia hinh tru <7 trén mp (P)

19.

20.

21.

22,

23.

nam trén mot dudng tron ¢6 dinh.

Mot hinh tru c6 ban kinh day 12 R, chieu cao 4. Mot hinh vuéng cé it nhat.
mot canh khong song song va khong vuong géc véi truc cua hinh tru va cé cac
dinh nam trén céc dudng tron day hinh tru.

Tinh dién tlch hinh vuong dé.

Trong mp(P) cho géc aOb . Mot mat‘ phang (Q) thay déi va luon vuong géc
v6i duong phan gidc trong clia aOb . Goi giao diém cla (Q) véi Oa, Ob lan
lugt 1a A, B. Trong mp (Q) xét diém M sao cho AMB =90° . Chng minh rang
cac dlem M luén thudc mot mat nén xéc dinh.

Cho hinh vuong ABCD noi tié’p duc‘mg tron tam O bén kinh R. Goi ¢/ 1a hinh
gbém cic diém cta hinh tron (O ; R) nhung khong nim trong hinh vuong
ABCD. Tinh thé tich ctia khéi tron xoay sinh bdi hinh <% khi quay quanh mot
dudng chéo cuia hinh vuong ABCD.

Mot mat cau goi la néi ti€p hinh nén néu né tiép xic véi mat ddy ctia hinh nén
va ti€p xtic v6i moi dudng sinh clia hinh nén (khi d6 hmh nén duo’c goi la
ngoai ti€p mat cau).

1) Chitng minh rang moi hinh nén déu c6 mat cdu ndi ti€p duy nhat.

2) Mot hinh nén ¢6 chiéu cao /# va ban kinh ddy r. Hay tinh ban kinh mat ciu
noi tiép. '

Mot hinh chép t gide déu c6 canh bén bang a, géc gilta mat bén va mat déy
béng a. ‘ |

1) Tinh dién tich Xung quanh va thé tich hinh nén noi tiép.

2) Tinh dién tich xung quanh va thé tich hinh nén ngoai tiép.

15



24

25.

26.

217.

Tim hinh nén ¢6 the tich 16n nhit khi dién tich toan phén cla né bing dién
tlch hinh tron bén kinh bing a cho trudc.

Mot mit phing vuong goéc véi dudng cao hinh.nén va di qua tam mat cau
ngoai ti€p hinh nén chia khéi nén thanh hai phin c6 thé tich bang nhau. Tinh
goc glua duong sinh va mat phang cat.

Cho hinh nén dinh S va O la tam cla day nén. Trén dudng tron day hinh nén
lay diém A c6 dinh. Goi M 14 diém thay doi trén dudng tron ddy nén.

1) Xéc dinh vi trf ctia diém M dé dién tlch tam gidc SAM 16n nhat.

2) Goi H 12 hinh chiéu cua diém O trén mp (SAM). Ching minh rang H thudc
dudng tron c6 dinh khi diém M thay déi trén dudng tron day hinh non.

Cho hinh nén dinh S, géc & dinh bing 60°, AB 1a mot dudng kinh co dinh cla

" ddy hinh nén.

28.

29.

16

1) Xét hai diém C, D thuoc dudng tron ddy va vé& cung mot phia déi véi AB
s20 cho BAC =15, BAD = 45° . Tinh géc giiia hai mat phing (SAB) va (SCD).
2) EF 1a mot day cung thay d6i ctia dudng tron ddy va lu6n vuong goc v6i AB.
Chiing to tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc SEF ludn thuge mot dudng tron
c6 dinh. : ‘

T

Mot mat cdu (S,) ban kinh 7 noi ti€p trong mot hinh nén c¢6 goc & dinh 1a 3

. . 9 - V .~ 2, n ,e N N 2, Yy A ,
1) Tinh t1 s0 —Vl gifta thé tich V| clia kh&i cdu va theé tich V ciia khoi non.

2) Goi (S,) 1a mat cdu ndm trong hinh nén ti€p xiic v6i (S)) va tiép xiic véi cac
dudng sinh clia hinh nén ; (S3) 12 hinh cau nam trong hinh noén, ti€p xuc vdi
(S,) va ti€p xic v6i cac dudng sinh hinh non, (Sy 1) 12 mat cdu ndm trong hinh
nén tiép xic véi (S;) va tiép xic véi cic dudng sinh hinh non.... :
Ching minh ring v6i moi n, tong thé tich cia cac khoi cdu (S1)s-+r Op) 1uON
nho hon nira thé tich khoi nén.

Cho hinh tru c6 bén kinh ddy R va duong cao R+2 . Xét hai dudng kinh thay
déi AB va CD ctia hai dudng tron day ma AB vuong géc véi CD.

1) Chiing minh ring ABCD 1a tt dién déu.



30.

31.

32.

33.

2) Chiing minh ring ¢6 mat tru ¢§ dinh ma khodng céch gifta cdc dudng thang
AC, AD, BC, BD véi truc clia mat tru bing nhau, tinh khoadng cdch dé (cac
duong thing AC, AD, BC, BD goi 1a dudng théng tiép xtic véi mat tru dy).
Goi r, h 1an lugt la ban kinh d4y, chiéu cao hinh nén. Ki hiéu 7},V, lan luot 12
thé tich khéi cdu noi tiép va khéi cdu ngoai ti€p hinh nén.
1) Tinh — 4 theo r, h

2 .
2) Khi r, h thay déi, tim gid tri 16n nhat cla ti s6 do.
Cho mit cdu S(O; R) va A 1a diém nam ngoai mat cau dé.
1) Chung minh rang c4c ti€p tuyén v6i mat cau da cho ké tir A thudc mot mat
nén cé dinh. "
2) Tinh AO theo R sao cho mat cAu dd cho chia khéi nén dinh A, dudng tron
ddy 12 dudng tron chita céc tiép diém cha céc ti€p tuyén v6i mat cau S(O, R)
néu & cau 1 thanh hai phan c6 thé tich bang nhau.
Cho hmh tru ban kinh ddy R chiéu cao OO’ = h, AB la du’cmg kinh d1 dong ctia
duong tron tam O, CD 1a dudng kinh c6 dinh ctia ducng tron tam O'. Pat o la
goc gitta AB , CD.
1) Tinh dién tich tam glac ACD va géc ¢ gitta mp (ACD) tao v6i mat phéng
ddy chira duong tron tam O' theo R, h, a. ‘ ‘

2) V6i gid tri nao clia o, thi thé tich tt dién ABCD 16n nhét?

Cho hinh cdu S(O, R) tiép xtc véi mat phang (P) va hinh nén N c6 ddy nam
trong (P) c6 ban kinh day bing ban kinh mat cdu (S) ; chiéu cao hinh nén l1a &.
Cho biét ca hai hinh cdu va hinh nén ndm vé mot phia cia mp (P). Xét mp (Q)

- song song vdi (P) va cich (P) mot khoéng x sao cho (Q) cét ca hinh cdu va -
. hinh nén.

1) a) Tinh téng dién tich céc thiét dién thu dugc khi x < 2R, x < h.

b) Tinh téng dién tich céc thiét dién thu dugc khi / <x < 2R, khi ta quy udc kéo
dai cdc dudng sinh ctia hinh nén cho dén khi dudng sinh cta hinh nén cét (Q).

2) Tim gid trj 16n nhat, bé nhat ciia tdng dién tich thiét dién khi mp (Q) thay ddi.

2A - TLCTBT HINH HOC 12 17



34,

Cho mp (P) va diém S nim ngoéi (P). Goi H 1a hinh chiéu cua S trén (P), M la
diém thay ddi trong (P). Goi K 12 hinh chiéu ctia H trén SM ma SM = 2HK.
1) Ching minh rang doan SK luon thudc mot hinh nén ¢ dinh.

2) a) Goi (Q) 1a mat phang vuong géc v6i HK tai K. Chting minh ring (Q) tiép
xdc véi mot mat nén ¢d dinh.

b) Goi (R) 1a mat phang vuodng géc véi SM tai K. Ching minh rang (R) tié€p

xuc v6i mot mat nén co dinh.

35.

36.

37.

38.

18

Cho hinh nén dinh S, chiéu cao . MQt hinh chép 'S.ABC noi ti€p hinh'nén ma
ABC 1a tam gidc vuong tai A va hai mat bén SAB, SAC cung tao véi

mp (ABC) hai géc bing a.

1) Tinh thé tich kh6i chép.
2) Tinh dién tich xung quanh hinh nén.

Cho hinh nén c6 ban kinh ddy la r, géc & dinh bang 20.. Xac dinh hinh tru noi
ti€p hinh n6n ma thé tich 16n nhat

Cho hinh tru c6 ban kinh R, duomg cao béng h, truc 1a 00" Goi A la diém c6
dinh thuoc dudng tron tam O ctia hinh tru va M 1a diém thay d6i trén dudng
tron tdm O' cta hinh tru.

1) Tim gi trj 16n nhét, nhé nhét cta do dai AM.

2) Goi A' 1a hinh chiéu clia A trén mit phing chita duong tron O' cua hinh tru.
Tinh AM khi thé tich kh&i chép MAA'O’ 16n nhat. '

Cho hinh tru ban kinh R, chiéu cao bang Rx/—Z— . Goi AB la dudng kinh c6 dinh
ctia dudng tron tam O va CD 1a mot dudng sinh thay doi cia hinh tru.

1) Hay x'éc dinh vi trf chia dudng sinh CD dé thé tich khéi chép ABCD 16n nhét.
2) Khi thé tich ABCD 16n nhét, chiing minh rang tam gidc DAB 1a tam gidc
déu, & dé D la diém thuodc dudng tron tam O' ctia hinh tru.

Cho binh 85 tAm 0 hin binh P 13 4ifm cha trirde mbd O = 2R Oni (P 1A
o ToTTYr owESSss 3 TTros o Smsssss oSyt YT Tiomoss moom momrmom mmoms e T — R4

dudng tron chita ti€p diém M ciia ti€p tuyén ké tir S t6i mat cau . Goi / 12 diém
thugc mit phang chita () va & ngoai mit cau da cho. Goi (N) 1a hinh nén dinh

I ti€p xic v6i mat cau theo dudng tron (¢ ).
Tim tap hop diém / khi hai dudng tron (¢) va (¢) c6 ban kinh bang nhau.

2B - TLCTBT HINH HQC 12



40.

Cho mat cau (S) tam O, bén kinh R vi hai diém c6 dinh A, B ma OA > R,
OB > R. Xét mat cau (S') thay ddi di qua A, B va ti€p xiic véi (S) tai diém M.
Goi (P) Ia mét phiang ti€p xic v6i mat cdu (S) tai M va I 13 giao diém cia
dudng théng AB véi (P). Chiing minh ring / 1a diém c6 dinh va tir d6 suy ra
IM thudc mot mat nén ¢6 dinh.

BAI TAP BO SUNG

41.

42,

. 43.

44.

45.

Cho hinh chép S.AéC c6 SA L mp(ABC), SA = 3a, tam gidc ABC can tai B ma

AB = BC =2a, B =120°,

1) Goi By, C, Ian luot Ia hinh chi€u ciia diém A trén SB, SC. Tinh dién tich
mit cau qua cdc di€m A, B, C, C|, B.

2) Tinh khoéng céch tir A dén mp(SBC).

Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’ ddy ABC la tam gidc déu canh a, hinh chi€u cta
A’ trén mp(ABC) 1a trong tam H ctia tam gidc ABC. Goi DE 1a duong vuéng
goc chung ciia 44' va BC (E thuoc BC, D thuoc AA'), cho biét khoang

)

cach gilta AA' va BC bang ——

1) Tinh d¢ dai canh bén cta hinh lang tru.

- 2) Chtng minh rang cic diém B, C, D, B', C' cung thudéc mot mat cau, tinh

dién tich mat cdu do. - _

Cho ti dién ABCD véi tam mat cdu ngoai tiép O. Tim tap hop cic diém M
520 chd cdc trong tam cia cdc tit dien MBCD, MCDA, MDAB, MABC clng
nam trén mat cdu tam O, ban kinh x4c dinh dugc (hoac céch déu diém O).
Trén mit céu.S(O ; R) cho 2n diém 6 dinh phan biét Al oy Ay Al A
(n > 2). Tim tap hop nhitng diém M sao cho cic day cimg A; A} di qua diém M

(i =1,n) thod man hé thiic

Z-———— = k, trong do6 k la s§ thll’C cho trudc k > n.
o MA;

Cho tt dién ABCD c6 trong tam G, tam mat cdu ngoai tiép 1a 0. Goi / 1a diém déi
xting chia O va qua G. Khi O nam trong t dién thi / c6 nim trong tf dién khong ?

19



46.

47.
48.

49.

50.

51.

20

Cho tam gidc déu ABC tam [, AA' 1a mot trung tuyén. Dat [4'=a. Mot
mat cdu tam O bén kinh r ti€p xic v6i mp(4BC) tai I .
Chitng minh rang nhiing mat phing ti€p xic v6i mit cdu trén va chtta mot

canh ctia tam gidc ABC cét nhau tai didm D trén dudng thing O . Tim diéu
kiénchoavar dé ba diém /, O, D nam theo thi tu do.

Cho tam gidc ABC c6 dinh. Tim diém D trong khong gian sao cho td dién
ABCD c6 thé tich ¥ cho trudc va ban kinh mat cdu noi tiép tit dién d6 16n nhét.
Tim diéu kién can vi di déi véi tit dien ABCD sao cho tdng khoang céch tur
mot diém M bt ki niim trong td dién dén cdc cdc mat ciia n6 khong déi.
Chiing minh ring trong ti dién vuong OABC (vudng 6 0) v6i OA =
OB = b, OC = ¢ ludn xay ra bat déng thic '

I 1 1 1 3B
> ———,
¥y a b ¢ a+b+c

& d6 r 12 ban kinh mat cdu noi tiép tit dien OABC. Ddu bing xdy ra khi nao ?
Hinh t¢ diéen ABCD ngoai ti€p mot mat cau bdn kinh » cho trudc. Goi
R, Ry, Ry, Ry 12 bdn kinh mat cdu 1an lugt bang ti€p cdc goc tam dién dinh
A, B,C, D cuatu dlen ABCD.

Hiy xéc dinh tt dién d6 d€ R, + R, + Ry + Ry dat gid tri nho nhat.

G(_)i R, r 14n luot 12 ban kinh cdc mat cdu ngoai ti€p va noi tiép ti dien ABCD.
Gia str (0}, ), i =1,4 12 bon mat cAu bang nhau ciing di qua mot diém O' va
cling nim trong t dién ma mat cau (0; ; r) tiép xtic voi ba mat clia géé tam
dién dinh A (tuong ting B, C, D) cua tif dién ABCD. Tinh r) theo R va r, tu
d6 suy ra cach xdc dinh b6n mit cau ndi trén. |

Trone (P) cho dudng tron ditmg kinh AA” = 2R. Trén dudng thing vuong goc véi
(P) tai A 14y diém S c6 dinh, SA = h. Xét hinh chop dinh S, day 1a ti gidc ABCD
noi tiép duong tron da cho va hai dudmg chéo ciia ABCD vuodng géc v6i nhau.

1) Tim tam va béan kinh m'at céu ngoai tiép hinh chép S.ABCD.

2) Khi thé tich Kkhéi chép S.ABCD dat gia tri 16n nhat, ching to hinh chép
S.ABCD c6 mat cdu noi tiép. Tim tam va ban kinh mat cdu dé.



-53.

54,

55.

56.

Goi &

Cho tt dién ABCD v6i BC =a, AD=a',CA=b, BD=b"',,AB=c, CD=c".

s My h., by 1an luot 12 chiéu cao cha hinh tit dién di qua 4, B, C, D. Goi
r, R 1an lugt 12 ban kinh mat cdu noi tiép, ngoai ti€p t dién. Ching minh ring:
R> a+b+c+a+b'+c'

v Jhohy +hyhe+ Bohg + hyhy + hyhy +hdh

Ding thic x4y ra khi nao? A '

Cho tit dien déu ABCD. K 1a trung diém clia dudng cao AH cua ti dién.
Mt phing (BCK) chia t dién ABCD thanh hai t& dién. Tinh & s6 ban kinh
mat cau ngoai ti€p hai td dién dé. _ '

Cho hai hinh cdu déng tam bédn kinh R;, R, véi R, =4R,. Xét hinh chép
S. A 4y...A, c6dinh S thudc mat c4u nho, cc dinh A (i :G) ctia ddy thudc
mat cau 16n. Xdc dinh vi trf diém S va cdc dinh A; dé thé tich ,khc“;'i chép dé dat
gid tri 16n nhat. ' .

Cho tam gidc AOB ¢6 OA = OB = 2a, AOB=120°. Trén dudng vuong géc

v6i mp(OAB) ldy hai diém C, D vé cling mot phia ctia mp(OAB) sao cho tam

gidc ABD déu con tam gidc ABC vuong. ‘
Xdc dinh tam va tinh ban kinh mat cdu ngoai tiép.td dién ABCD. Tinh ban

~ kinh cdc hinh tron do cdc mat ctia hinh t dién cdt mat cdu do.

57.

58.

59.

Cho mot nira mat cdu ban kinh R cho trudc va hai mat cAu nho thay déi luon
ti€p xdc v6i nhau va noi tiép trong nira mat cdu da cho. Ching minh tiép diém
ctia hai mat cau nho6 ciing thudc mot mat ciu c6 dinh.

Cho biét dién tich xuhg quanh ctia hinh chép S.4BC bang 3s, chu vi ddy
ABC bang 3a. Mot mit ciu ti€p xtc v6i ba canh ddy tai trung diém cla
ching va di qua céc trung diém cla ba canh bén.

1) Ching minh ring S.4BC' 1a hinh chép déu.

2) Tinh béan kinh mit cau dé theo a, s.

Cho hinh chép tam gidc déu S. ABC canh day bang a, canh bén bang a2
Mot mat cdu di qua diém A va tiép xiic vé6i hai canh SB, SCtai trung diém

~ mbdi canh do6.

1) Chiing minh ring mat cdu dé di qua trung diém cha AB va AC
2) Pudng thiang SA cat mat cdu do6 tai diém thi hai 4. Tinh A4, va S4;.
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60.

© 61.

62.

63.

64.

- 65.

~ 66.

67.
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Cho hai mat cau S(O ; R), S'(O"; R)mad = OO’ > R +R. Mot dudng th%mg A thay
déi va tiép xtic vé6i hai mat cAu dé Ian luot tai hai diém A, B. Chiing minh ring

a4 ~ R+ R <AB*<d* — (R -R).

Cho tif dién gan déu ABCD. Goi E la diém tiép xiic clia mat (BCD) Vi ﬁlat

cdu noi ti€p ti dién c6 tam O. Goi K Ia diém ti€p xiic clia mat (BCD) vdi
mat cdu bang tiép td dién tng véi dinh A . |

1) Chimg minh K la truc tam tam‘giéc BCD.

2) Chiing minh F4=2EF ,trong d6 F la giao diém clia AE va KO.

Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC véi chiéu cao SH = h cho truéc, goc giita
canh bén va dudng thing SH bang o. Hiy tinh ban kinh mat cdu tiép xtic vdi
cdc canh cua hinh chép dé.

1) Tim diéu kién dé hinh chép déu cé tam mat ciu ngoai ti€p va noi tiép
trung:nhau.

2) Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c¢6 canh da.y bing a va SAB=a . Chiing
minh rang hai tam cla hai mat cau ngoax ti€p va ndi tlep hinh chép dé trung
nhau khi va chi khi o = 45°,

Xét hai mat cau S(O ; R) va SO’ ; R), dat d = 0O". Chfmg td rang néu
IR R ]< d <r+R' thi giao hai mat cau d6 la mot duong tron. Tinh bdn kinh
duodng tron d6 theo R R, d.

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 tét ca cic canh bang a, 4, la trung
diém clia canh S4. ‘

1) Tinh dién tich mat cau di qua 4, S, C, D.

2) Miit cdu qua A, B, C, D, 4, it SB,SC, SD tai B,, C,, D,.Tinh SB,, SC,, SD,
Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC, canh ddy bing a, khodng céch tir A4

~dén mat phang (SBC) bang /. Tim tam, ban kinh mat cau ngoai ti€p hinh

choép S.ABC.

Cho hmh chép S. ABCD ¢6 ddy ABCD la hmh thang vuong, A= 1/5:900,
AB=AD =2a, CD=a, goc gitta mat: phing ddy (4BCD) va mat phang

(SBC) bang 60°, mat bén SAD Ia tam gidc can tai S, mat phang (SAD)

vuong géc véi mat ddy.



68.

69.

70.

71.

1) Tinh du’omg cao cua hinh chép S.ABCD.

2)Goi E la trung diém clia AB. Tinh dién tich mat ciu ngoai tiép tit dlen SBCE.
Cho hinh chép ti gidac déu S.ABCD canh day bang a, canh bén av2. Goi Ay,
By, E lan luot 1a trung diém ciia SA, SB va CD. |

Chiing minh rang cédc diém E, A, B, A,, B, ciing thudéc mot mat cdu, tinh dién
tich mat cau do. '

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuong canh 2a, mp(SAB) vuong
goc v6i mat phing ddy, SA = a, SB = ENER

1) Tinh duong cao SH cla hmh chép.

2) Goi M 1a trung dié'm ctia AB. Tinh thé tich th)’i‘ ciu ngoai tiép tir dien SADM.
Cho hinh chép SABCD diy ABCD Ia hinh thang vuong A =B =90°,
AB = BC = a, AD = 2a, SA L mp(ABCD), SA = 2a. Goi A, D, lan lugt la
trung diém clia SA, SD.

1) Tinh thé tich khai chép S. A BCD;.

2) Tinh bdn kinh mat cdu ngoai ti€p hinh chép S.A|BCD,.

Cho hinh chép S.ABCD ddy ABCD la nira luc gidc déu, AB = BC = CD - a,

- AD = 2a, canh bén SA vudng gbc véi mat ddy, SA = 2a. Goi E la tlung diém

72.

73.

cta AD.

Tinh thé tich khéi chép S.CDE va dién tich mat cau qua S, C, D, E.

Cho hinh chép S.ABCD 6 ddy ABCD la hinh chit nhat, AB=a,
AD =a~2 , canh bén SA4 vuéng géc véi mat ddy, S4 =a. Goi M, N lin luot
1a trung diém clia AD, SC va [ la glao diém clla MB va AC

1) Chng minh rang mp (SAC) L mp(SMB).

2) Tinh thé tich tit dien ANIB va thé tich kh()i clu ngoai ti€p ANIB.

Cho hinh chép S.ABCD day ABCD la hinh vuong canh a, mit bén SAD 1
‘tam gidc déu va nam trong mit phang vuong géc vdi mat phing ddy. Goi

M, N, P lan lugt 1a trung diém cdc canh SB, BC, CD. Ching minh ring
AM vudng géc‘vcfii BP va tinh ban kinh mat cdu qua C, M, N, P.
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74.

75.

~ 76.

71.

78.

79.
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Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC 1a tam gidc cin AB= AC = a,
mp(SBC) L mp(4BC) va SA=SB=a.

1) Chitng minh tam gidc SBC la tam gidc vudng.

2) Tim tam va ban kinh mat cdu ngoai tiép hinh chop biét SC=b.

Cho dudng thing d va diém A khong thugc d. Mot gbc xAy di dong quanh A.
Céc canh cta né cit d tai B, C. Trén dudng thang vuong goc v6i mp(d, A) tai
A 14y diém S. Goi By, C, 12 hinh chi€u clia A lan lugt trén SB, SC.

1) Chting minh ring c¢6 mat cdu-qua nam diém A, B, C, Cy, B).

2) Néu tam gidc ABC vuong tai A, ching minh mat cu néi trén luon di qua
mot dudng tron ¢ dinh khi § thay doi.

Cho géc vuong xOy thuoc mp(P). Poan CO vudng goc vGi (P) cac diem A, B
chuyén dong trén Ox, Oy sao cho OA + OB = OC.

1) Tim tap hop tam clia mat cdu ngoai ti€p ti dién OABC.

2) Chiing minh mp(ABC) luén tiép xiic v6i mot mat céu co dinh.

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD canh ddy bang a, chiéu cao SH = %,
1) Chiing minh ring c6 mat cau tam H tiép xic v6i tdt ca cdc mat bén hinh
chép. Tinh ban kinh R mat ciu doé.

2) Xet mp(P) song song v6i mp(ABCD) va khoang cach gitta ching bang X
(0 < x < R). Goi #’1a dién tich thiét dién giita (P) va hinh chép bo di phan niam
trong mit ciu. Tinh x dé.7 = R’ (R 12 ban kinh mat cdu néu trén).

Cho mat cau fém O; S 1a diém cd dinh thuoc mat cdu. Ba tia Sx, Sy, Sz thay
déi, vuong géc v6i nhau tiing d6i mot va cit mat ca?iu tai 4, B, C.

1) Chitng minh réng mp(ABC) d1 qua mot diém c6 dinh.

23 Chdug miuh hinh chifu cia i:“" S trAn mAl dudme thine AR R(C CA ciing
thuoc mot mét ciu c6 dinh.

Trong mp(P) cho dudng tron (C) tam O, ban kinh R va diém A ¢6 dinh thudc
(C). Xét duong kinh BC quay quanh O, dat ABC=a . Trén dudng thing
vu(‘)hg géc v6i (P) tai A 1dy diém S sao cho SA = 2R..

1) Tim tap hop hinh chigu H clia diém S trén duong thing BC.



2) X4c dinh o dé dién tich tam gidc SBC dat gié tri 16n nhat.
3) Lay céc diém A, B, C, lan lugt thuoc cdc doan thang SA, SB, SC sao cho
SA.SA| =SB.SB; =S8C.5C = 3R, Chtng minh rang khi BC quay quanh O thi
a) Mat phing (A,B,C,) 1a mat phang cd dinh.
b) Pudng tron ngoai ti€p ASBC trong mp (SB,C}) ludn qua diém c6 dinh thi
hai khac diém S. '
80. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC canh ddy béng a chiéu cao bang h. Mot mat
cdu ¢6 tam 1a mot dinh clia ddy va tiép xiic v6i mat bén déi dién véi dinh d6 cla
hinh ch6p Tinh dién tich phan mat bén cla hinh chép ndm trong mat cau.
81. Cho hinh lang tru ding A4BC. A’ B C' ¢c6 AB=A4C=a, BAC =120°, canh
bén hinh lang tru bang a.
1) Tinh thé tich kh6i cdu ngoai ti€p hinh chop [.ABB' A' 6do I la tlung
dlem cia canh CC'.
2) Tinh goc gitlta hai mat phéng (A'BI) va mat phang (ABC)

CHUONG 3. PHUONG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN

§1. HE TOA DO TRONG KHONG GIAN
1. Cho tam gidc ABC v6i A(-1;2;3),B(5-3;4) va C(2;1;6). Tim toa do cua

cac Qectd ;I—E,EE’ va CA.

2. Cho céc diém A(~1;3;7),B(2;—l;5) va C(0;1;-5). Tinh :
) (2745 - CB) (2BC+ BA) -
b) Toa do cac vecto (TBZ@)EE va ZE(Z@EZ’)

3. Ching minh ring tam gidc c6 éé(;, dinh A(3;——I;6),-Bl(—l;7;2) va C(1;8;2) i
mot tam gidc vuong. , o

4. Cho tam gidc ABC véi A(L;2;1),B(3;-1;7) va C(7;4;-2). Tinh céc géc
ctia tam gidc va hiy ching minh tam gidc d6 can.

5. Tim diém M trén truc Oy va céch déu hai diém 4(3;1;2),B(57;-5).
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10.

11.

Tim trén mét phing (yOz) diém céch déu ba diém A(3;1;2),B(4;,-2;-2) va
C(O;S;l).
Cho tam gidc ABC c6 hai dinh A(-4;-1;2) va B(3;5;-6). Tim toa do dinh

thit ba C biét ring trung diém cia canh' AC nim trén truc tung va trung diém

* cia canh BC nam trén mat phéng (zOx).

Cho ba diém A(1;-1;2),B(5;-6;2) va C(1;3;—1). Ching minh ring 4,B,C
la cdc dinh clia mot tam gidc (khong suy bién) va hdy tinh do dai clia duong
cao ké tir B. :

Cho hai vecto a = (4,-2;-3) va b= (0;1;3). Tim toa d¢ cta vecto x ‘biét ring

- x ¢6 phuong vudng goc véi hai vecto a,b; hop véi vecto } mot gbc tu va

x| = 26.
Tim toa do cla vecto x 6 phuong vudéng gbéc v6i hai  vecto
a=(23;-1),b = (1;-2;3) va théa man diéu kién x.(2i - j + k) =6.

2

Ching lﬁinh dong nhat thitc ([21,1;])2 +(Ez-l;)2 = (27)2 <1;)h

Tirdo6 hdy chiing minh

(x2 + %+ zz)<12 +u? +’v2)'~(xt»+ yu+zv):Z = (yv‘—uz)2 +(zt —vx)z +(xz)—ty)2

12.
13.
i4.
15.

. 26

v6i moi s6 thuc x, y,z,t,u,v.

Ching minh ring bon di€m A(1;2;-1),B(0;1;5),C(-1;2;1) va D(2;1;3)

cling ndm trén mot mat phang..

Cho t& dien ABCD c¢6 thé tich V ¥5, ba dinh A(2;1;-1),B(3;0;1),
C(2;-1;3). binh thi tw D ndm trén Oy. Tim toa do clia D. '

Cho bon diem A(1;0;0),8(0;2,0),C(0;0;3) va D(-21;—2). Ching minh
raing A,B,C,D 1a cdc dinh clia mot t& dién. Tinh géc giita cic dudng thing
chita cdc cdp canh doi dién cua ti dién 4BCD.

Cho vecto u tiy ¥ khéc 0. Goi. ar, B va y theo thi tu la géc tao bdi u véi céc

vecto i, j va k. Chiting minh rang cos® & + cos? ,8_+c052 y=1.



16.

82

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Mot vecto c6 thé tao véi vecto chi phuong don vi trén cdc truc toa do (ttc la

cac vecto 7,;',/;) nhitng géc sau day hay khong?
a) @ =90°,8=150°y =60°
b) o =45°,3=135°y=60°

¢) a=30°8=45%y tuy y.

. PHUONG TRINH MAT PHANG
17.

Cho hai diém A(1;3;-2) va B(7;-4;4). Viét phuong trinh ctia mat phéang di
qua B va vudng géc véi AB.
Viét phuong trinh clia mat phing di qua di€m M (2;-1;1) va vuong géc véi -

hai mat phing (Ozx) va (P):2x—z+1=0.

Viét phuong trinh ctia mat phang di qua hai diém M(l;—l;~2),N(3;1;1) va -

~vuéng géc v6i mat phang x—2y+3z-5=0.

Cho M (-5;16;12). Viét phuong trinh ctia mat phang (P) di qua M va truc

Ox, viét phuong trinh ciia mat phing (Q) di qua M va tryc Oy. Tinh g6c gitta

hai mat phang dé. A -

Viét phuong trinh clia mat phing di qua A4(0;0;1), B(3;0;0) va hop véi mat

phang (Oxy ) mot gée 60°. |

Viét phuong frinh cia mat phing chta truc Oz va hop véi mit phing

2x+y.—\/§-z—7=0 mot géc % /

Viét phuong trinh mat phang di qua hai diém 4(0;0;1), B(0;3;0) , tao v6i mat

phang (xOy) mot géc bing —Z—

Hai mat ctia mot hinh lap phuong nam trén hai mat phing
2x=2y+z-1=0va 2x-2y+z+5=0.

Tinh thé tich ctia hinh lap phuong 6.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3S.

36.

28

Tim trén truc Oz tit c& nhiing diém cdch déu diém M(1;¥2;O) va mit phang

3x—42y+6z—9=0.

Tim t4t ca nhiing diém M trén truc hoanh cdch déu hai mat phang
12x—16y+15z+1=0 va 2x+2y-z-1=0.

Tim trén mat phing (P):x+2y—4z+3=0 diém M céch déu ba diém

A(1;2;3), B(2;1;3) va C(1;3;2).

Cho A(1;2;1), B(-2;1;3),C(2;-1;1) va D(O 3;0).

Viét phuong trinh mat phing (P) di qua A, B va cich déu C, D.

Cho ba diém A4(2;1;0),B(1;2;2),C(1;1;0) va mat phéng (P) c¢6 phuong trinh

x+y+z-20=0. Tim trén dudng thang AB diém M sao cho C, M cach déu

“mit phang (P).

Cho hai diém A(4; 0;0), B(0;4;0) va rﬁat phang (P) c¢6 phuong trinh
3x+2y—z+4=0.Goi I 1a trung diém ca doan thang AB. Tim toa do diém
M saocho IM 1 (P),dong thoi M cach déu‘gc‘)’c toé do O vamit phang (P).
Cho ba diém A(6;1;—1), B(0;5; 4) va C(5;2;0). Viét phuong trinh mat phang
(P) di'qua C vathdoa man d(A4;(P))=1,d(B;(P))=3.

Cho A(1;-2;-1),B(3;-2;-3),C(-4;4,-2) va D(3;2;-4). Viét phuong trinh
mat phang (P) di qua C, D va thoa man d(4;(P)) =2d(B;(P)).

Cho diém M (1;2;3). Viét phuong trinh cia mat phang di qua M, theo thi ty
cét céc truc toa do Ox,0y,0Oz tai A,B,C sao cho

a). M latrong tam tam gidc ABC

b) M la truc tam tam gidc ABC.

Viét phuong trinh mat phéng di qua diém M (4;3;2) va chan trén céc truc toa
do céc doan ¢6 do dai duong va bing nhau,

Viét phuong trinh mat phang di qua diem M (4;3;2) va chin uén cac ity
Ox,0y,0z céc doan c6tile dodaila 1:2:3. '
Cho lang tru ding ABC.A'B'C" c6 tat ca cic canh bang a. Xét cac doan thang
6 hai ddu mit lan lugt ndm trén cic dudng thang BC',CA" va song song vGi

mat phing (ABB'A"). Tim do dai cha doan ngén nhdt trong cdc doan thang ay.



37. Cho hinh chc’)p S.ABC ¢c6 SA=a,SB=b,SC=c va SA,SB,SC doi mot vuong

38.

39.

§3.
40.

41.

42.

43.

gbc. Xét dudng thing A bat ki di qua S, goi A4, B;,C; theo thit ty la cdc
diém doi xing v6i A4,B,C qua A. Céic mat phing lan luot di qua 4, B,,C
theo thi tu vuong géc véi cac dudng thang S4,SB,SC dong quy tai mot diém
P. | |
a) Chiing minh ring khi A thay déi thi P luon nim trén mot mat phang co dinh.
b) Goi H la truc tam tam gidc ABC. Chitng minh rang gia tri cia dai lugng
4> PR PC’® PH? |
si2 S8 SC? SH?
Cho lang tru ding ABC.A'B'C' c6 ddy la tam gidc vuong tai B VOi
AB=a, AA' =2a, A'C =3a.Goi M 1 trung diém canh C'4’, I 1a giao diém
clia cdc dudng thing AM va A'C. Tinh thé tich ti dién /4BC va khoang
cach tir 4 t6i mat phang (IBC).
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuOng ABCD canh a, mat bén SAD
la tam gidc déu va nam trong mat phiang vudng géc véi mat phéang chita ddy V
ABCD . Goi M,N,P theo tht tu la trung diém cdc canh SB, BC,CD. Chiing
minh ring AM 1 BP va tinh thé tich khéi ti& dien CMNP. '
| | (Dé thi dai hoc kh6i A - 2007)

khong phu thu@cjvéo vitrf clia dudng thang A.

PHUCONG TRINH DUGNG THANG |

Viét phuong trinh c4c canh cla ti dién v6i cdc dinh A(O;O;2),B(4;O;5);
C(5;3;0) va D(-1;4;-2). | |

Cho tam gidc ABC véi cdc dinh A(3;6;-7),B(-5,2;3) va C(4,-7;-2). Viet
phuong trinh tham sd cla trung tuyén ké tur C. |
Cho tam gidc ABC c6 A(3;-1;-1), B(1;2;-7) va C(=5;14;-3).

a) Viét phuong trinh ctia dudng phan gidc trong cuia géc ABC.

b) Viét phutong trinh ciia dudng cao ké tir A. | | |

Viét phuo*ng trinh clia duong thing di qua diém M (1;—1;3) va song song vGi

x-1 y+2 z-1

a) dudng thang P
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44

45.

- 46.

47.

48.

30

'b) giao tuyén clia hai mat phéng x—yLz—-6=0 va 4x+y-2z-5=0.

Cho diém M (3;2;-5).
a) Viét phuong trinh mat phang (P) chia tryc Ox va M.
b) Viét phuong trinh dudng thing 13 giao tuyén clia mat phing (P) va mat

phang (Q):3x-y-T7z+9=0.

Viét phuong trinh hinh chi€u ctia duong thang A:-i—:—-—- = 2 trén mat

phang (P):x-y+3z+8=0..

S

Cho hai mat phang (P):x+2y-3z-5=0 va (Q):2x-y+z+2=0.

a) Chiing minh rang (P),(Q) cét nhau, vhéy viét phuong trinh giao tuyén A
cta ching.
b) Viét phuong trinh hinh chi€u clia A trén cac mat phang toa do.

Xét vi tri tuong d6i clia céc cip dudong thing sau

| ; 5 x=142t

a) X+ ;y— ALY 'y=—2+51(teR).»

3 0 =2 ‘
z=1

‘b) x—lzy—7:z—-5 v x—6:y+1:_z_.
2 1 4 3 -2 1
x=-3+2t Clx=5+s

c) y:—2+3t(leR)~vé y=-l-4s (seR).
z=6-4¢ z=-4+s '
y 2 _ x ! R . R

)x; =12—1=? va giao tuyén cua hai mat phang

x+y—-z=0,x—y—-5z-8=0.
Vi€t phuong trinh clia dudng théng di qua M (1;-2;3) va cét vuong géc véi

giao tuyén clia hai mat phang (P): x+3y+2z+2=0,(Q):x-y-3z-2=0.



49,

50.

S1.

52.

53.

54,

- 55,

Viét phuong trinh chia dudng thang di qua M (1;-1;2) va vuong gbc véi ca

, ' x=1
hai dudng thang g-:_y—l_—1= Z+52 va yy=-1-4r(reR).
: z=6+6t

' Cho hai mét phiing (P):3x— y+2z-5=0,(Q): x+3y-22z+3=0,

a) Viét phuong trinh dudng thing A 1a giao tuyén clia (P) va (Q).

b) Viet phuong trinh clia dudng thang di qua M (2;3;-5) va song song véi A.
¢) Tim toa dé diém H Ia hinh chiéu clia M trén A. |

d) Tirn toa do diém K d6i xtng véi M qua A, |

Viét phuong trinh clia duong thang di qua diém M (3;-2;—4), song song véi mat -

x—2_y+4;z—l_
=22

phang (P):3x—=2y—-3z-7=0 vacit dudng thing d':

Viét phuong trinh cita dudmg thing song song v6i hai mat phing

(P):3x+12y-32-5=0,(0):3x~4y+9z+7=0

va cit dong thdi cd hai dudng thing

_x+5_;y~3_;z+l.d x=3 _y+l_z-2

2 4 3 77P 2 3 4

-7 y-3 z- Cx- 1 z-1
X 7:y 3:2 9 v dzzx 3:y _z-l
2 -l -7 2 3

Ching minh rang d|,d, chéo nhau va viét phuong trinh dudng vuong gbc

dy

Cho hai dudng thang d, :

chung clia ching.

: , x=T+3t
Cho hai dudng thing dl:x;‘l:ygzzz‘s’ va dy:{y=2+2(teR).
R Clz=1-2

Ching minh rang d,,d, cing nim trong mot mat phing va viét phuong trinh
cliia mat phang ay. ' ’
Cho diém A(0;1;1) va hai dudng thing

31



x=-1
d, :f:_l_:!j_z_zi’ dy:{y=—-1+1(teR).

z=1

Viét phuong trinh cta dudng thang A di qua 4, vuong géc vGi d va cit

~ dudng thing d,.

56.

57.

58.

59.

60.

AN
Iy

132

. |
Cho hai diém 4(3;0;2),B(3;6; 4) va dudng thang d: ——3—1- =—22— = Z—;
Tilﬁ diém M trén dudng thang d sao cho vecto MA + MB c6 do dai ngén nhit.
_ x=2+3t
Cho hai diém A(l;Z;—]),B(7 -2; 3) va dudng thing d:{y=-2t (re R).
z=4+2t
Tim trén dLr&mg thang d diém C sao cho CA4+ CB nho nht.
Tinh khodng cach giita hai duong thang

1 1 Xx=2+2t
dl;-’fT'—:—y—;-—z% Vo dyi{y=-1+4 (1eR).
z=1+2¢

x+1 _y-1_z-

= va mat phéan
I > ) Al phang

Tim s6 do cla gbc giﬁé dudng thang d:
(P):2x-2y+z-3=0. ‘ _
Cho bon diém A4(2;3;2), B(6'—1'-2) C(—l'—4'3) va D(l'6;—5).‘

a) Tinh géc va khoang cach gifta hai dchmg thdng AB,CD.

b) Tim diém M trén du’cmg thang CD sao cho tam glac MAB 6 chu vi bé nhat.

- : [x=2+2t ' J x=1
—~ LU T P S 1 el ~DY N A ) u— .
o AU HiUE BUULE ikl W e ) - '\:‘r: R A R T+ (\ C_:IR)
yLZ:l : ' [Z:3~S

a) Ching minh réng dy,d, chéo nhau. Viét phuong trinh clia mit phang chia

- dy va song song v6i dy.

b) Tinh khoéng cach giita d; va ds.



§4. MAT CAU

62.

63.

X4c dinh tam 7 va ban kinh R cla cdc mat ciu
a) x* +y2 + 27 ~12x+4y—-62z=0

b) X2+ 2 +2% —2x+4y—62-22=0

¢) 2 +y*+22-62-7=0

d) 3x% +3y? +32% +6x-3y+152-2=0.

Trong méi trudng hop sau, hdy viét phuong trinh clia mat cau:

- a) Di qua ba diém A4(0;8;0),B(4;6;2),C(0;12;4) va c6 tam nim trén mat

64.
- mit clu cho truée c6 tam khong thing hang cling chita mot dudng théng

65.

66.

67.

phéang ( j/Oz). |

b) C6 tam nam trén Ox, ban kinh béng 2 va tiép xiic v6i mat phﬁng (Oyz).
¢) C6 tam 7(1;2;3) va ti€p xiic v6i mat phang (Oyz).

d) bi qua 4(1;2;-3),B(3;4;5) va tam ndm trén truc hoanh.

Chiing minh rang cdc mat phang dang phuong ciia méi cap mat cau trong ba

(Puding thang nay duoc goi 1a truc ddng phuong cia ba mdt cdu).
Chiing minh rang c4c mat phang dang phuong clia mdi cap mat cu trong bon
mat cdu cho trudc c6 tam khong dong phing dong quy tai mot diém (diém
ndy duoc goi 1a tdm ddng phuong ciia bon mdt cdu).
Viét phuong trinh truc dang phuong clia ba mat cau
(81):x? + >+ 22 +10x -2y +21=0,(8,): x* + y* +2° +4y—62+7=0
X L2022 _
va (S3):x” +y° +27+2x-8z+8=0.
Tim toa d¢ tam déng phuong clia bon mat cau '
(8):x® +)2+2% =9, (8;):(x+5) +(y—=1)" +(z+2)" =53,

2

(S3):(x+1)7 432 +(2+3) =39, (Sy): 22 +(y+1)> +(z=2)" =10.
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

34

Cho mit cdu (8§):x*+y*+2° -2x¥-4y—6z—2=0 va mat phéng
(P):4x+3y—12z+1=0. Viét phuong trinh ctia mit phing (Q) song song
Vi (P) va tiép xiic v6i mat cdu (S). |
Cho mat phang (P):2x-2y—z—4=0 va mit cdu
(S): x? +y +z —-2x-4y—-6z—-11=0.

Ching mmh rang mat phang (P) cat mat cau (S) theo mot dudng tron. Xéc
dinh tam va bén kinh ctia duong tron dé.

' (Dé thi dai hoc Khoi A - 2009)
Viét phuong trinh ctia mat phéng chita truc Ox va cét mit cdu

(S):x2 +y2 +z° -2x+4y—-6z-22=0
theo mot dudng tron ¢6-ban kinh bang 5.
Viét phuong trinh mét phang ti€p xiic v6i mat cau
(8):(x=3)* +(y+2)> +(z=1)* =25

va song song v6i mat phang (P):4x+3z-17=0.
Viét phuong trinh mat phing chita giao tuyén ctia hai mat phéng
(P):x+28y—2z+17=0 va (Q):5x+8y— z+1—0 dong thoi tiép xuc véi
mat cau (S): x? +y +z2=1.
Cho A(Z;O;O), B(0;2;0) va C(0;0;4).
a) Viét phuong trinh ctia mat cdu () di qua ba diém A,B,C va goc toa do
0(0;0;0).
b) Viét phuong trinh clia mat phéng (P)} song song v6i mat phéang

(Q):x+2y+3z+4=0 va cit mat ciu (S) theo mot dudng tron c6 chu vi

hana Do

I

Viét phuong trinh clia mat cdu di qua diém M (7;-3;1) va chita dudng trdn

(w):{(x‘3)2+(y—4)2+22=36

4x+y-z-9=0

3B - TLCTBT HINH HOC 12



75.

Viét phuong trinh clia mit cdu di qua hai dudng tron

(w);{x2+(y~2)2_+z2=25 " (w'):{xz+y2+(z—43)2=16 |

y::2 z=3

BAI TAP BO SUNG

76.
77.
78.

79,

80.

81.

82.

Cho bon diém A(5;2;6), B(6;4;4),C(4;3;2) va D(3;1;4). Ching minh ring ti
gidc ABCD 1a hinh vuong.

Che bon diém 4(3;-1;2), B(1;2;-1),C(~1;1-3) va D(3;-5;3).

Chitng minh ring tf gidc ABCD Ia hinh thang.

‘Hﬁy‘ bi€u dién tuyén tinh vecto Ez(l 1;-6;5) theo céc vecto 5:(3; -2;1),

b=(-11;-2) va ¢ =(2;1;-3). |

Trong khong gian Oxyz cho diém M (a;b;c). Goi @, va y theo thit tu 12
géc hop boi dudng thing OM ‘vé’ri cdc mit phang toa do (Oxy),(Oyz) va
(Ozx). Ching minh ring cos® & +cos® B+ cos? y = 2.

Cho truéc mat phé‘ing (P)ix+y—z+1 =0 va hai diém A(-2;1;3), B(4;-5;6).
a) Chiing minh rang mat phéng (P) khong cit doan thang AB. | |
b) Tim toa do diém M trén mat phang (P) sao cho MA+ MB bé nhat.

¢) Tim toa d¢ diém D trén mat phang (P) sao cho vecto DA+ DB c6 do dai
ngan nhit, ,

Cho mit phang (P):x+y+z—-6=0 va hai diém A4(1;2;1),B(3;-2;3). Tim
toa do diém M e (P) sao cho MA* + MB? bé nhat. | .
Cho mat phang (P):5x—2y+2z-9=0 va hai diém A(1;4;—-3),B(2.;5;O).

a) Tim toa do di€m C trén mat phéng (P) sao cho CA+CB nhd nhat c6 “
thé duoc. |

b). Tim toa do diém D trén mat phing (P) sao cho DA~ DB| 16n nhat c6

thé duoc.
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- 83.

- 84.

8s.

86.

87.
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¢) Tim toa do diém E trén mat phing (P) sao cho vecto EA+EB c6 do dai

ngan nhat. |

d) Tim toa do diém F trén mat phing (P) sao cho vecto FA+2FB c6 do

dai ngén nhat. ,

Cho mit phiing ():x+y+z+3=0 va hai diém M, (3;1;1),M,(7;3;9). Tim

toa do diém M trén mat ph;img (a) sao cho ‘MM1 + MMZ‘ dat gid tri nho nhat.
’ (Hoc vién Buu chinh vién thong - 2000)

Cho mat phang (P):2x—y+z+1=0 vahai diém A(-1;3; —2),B(—3;7;—18).

a) Viét phuong trinh clia mat phéng (Q) di qua 4, B va vuong géc vai (P).

b) Tim toa do clia diém M trén mat phéng (P) sao cho MA+MB nho nhat

c6 thé duoc.
(Dé du bi thi Dai hoc kh6i A - 2007)
Cho mat phéng (P):x+y+z =0 vahai diém 4(-3;5-5),B(5-3;7).
a) Tim trén mat phang (P) diém C sao cho CA* + CB? bé nhat.
b) Tim trén mit phéing (P) diém D sao cho 3D4% —2DB* bé nhit.
¢) Tim trén mat phang (P) diém E sao cho EA> ~2EB” 16n nhat.
Cho bon diém A(3;3;2),B(4;—3;—3),C(2;1;1) va D(1;2;1).
a) Chiing minh ring 4,B,C khong thdng hang. Viét phuong trinh ciia mat
phang (P) di qua ba diém A,B,C.
b) Tim trén mat phing (P) tit ci nhimg diém E sao cho tam gidc ODE ¢4
dién tich nho nhat (O 1a goc toa do).
Cho hai mat phang (P):x+y-z-2=0va (Q):x+3y-12=0. Goi A la

1 p+2 z+l
giao tuyén cla ching. Chiing minh rang dudng thang d: x3 = y+1 = 22

~ song song Vol A. Vié’t phuong trinh clia mat phang (R) chitad va A.



- 88,

89.

90.

91.

92.

93.

-

Viét phuong trinh clia mat phing di qua hai diém A(1;,-2;3), B(3;-1;2) va

chén trén Ox,Oy nhitng doan ¢6 ti 1& do dai la 3 2.

Cho diém A(1;2;-1) va hai dudng thing
d :x;l’: y;l :z;r3, dz:x;Z :{_z 2;23.
a) Ching minh rang d,,d, chéo nhau.
b) Viét phwong trinh duong thang di qua 4 va cdt dong thdi ca hai dudng
thing dy,d,.
Cho ba duong thing

x+3 y-5 z x=10 y+7 z x+2 y-1 z-3
N - — 2' = = — Va d3: foad funad .
2 301 5 4 1 8 7 1

a) Ching minh rang d,,d,,d; d6i mot chéo nhau.

3

b) Viét phuong trinh dudng thing A song song v6i dy vacétca d),d,.

‘Cho miit phiing (P):x—2y+2z—1=0 va hai dudng thing'

x+l y z+9 . x-1 y-3 z+1
1: =—= ) Az: = = M
1 1 6 2 1 -2

Tim toa do diém N trén duong thang A, sao cho N céch déu (P) va A,.
| (Dé thi dai hoc khoi A - 2009)
Cho mat phing (P):x—2y+2z—75 =0 va hai diém A(=3;01), B(1;-1;3).
Trong cdc dudng thing di qua A va song song véi (P), hay viét phuong trinh
dudng thang ma khoang céch ti B dén dudng thing d6 1a nho nhat.
(Dé thi dai hoc khoi B - 2009)

. 2 2 2 _2
Cho mit phing (P):x+2y—3z+4=0 va dudng thing A:f-fl"—z—y—l——=—zi- |

Viét phuong trinh dudng thing ¢ ndm trong (P) va cit vuong géc A.

(Dé thi dai hoc khéi D - 2009)
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94,

95.

96.
- c(112).
97.

- 98,

99.

38

Cho dudng thing A -l _y_z-2
2 | 2

a) Tim toa do hinh chiéu clia 4 trén dudng thing A.

va diém 4(2;53).

b) Viét phuong trinh ctia mat phang (P)chda A sao cho khodng cdch tir A t6i -
mit phang (P) 12 16n nhit. ‘
(Dé thi dai hoc, cao dé’lng khoi A - 2008)

'Cho hai dudng thing

:x——3=y—3:z—3 v dz:x~l___y—1:z—2.

2 2 1 6 3 2

a) Ching minh ring d;,d, cét nhau.

d

b) Goi I 1a giao diém ctia dy,d,. Tim toa do cla cdc diém A4,B lan luot

. . s 41
thudc d,d, sao cho tam gidc /AB cantai / vacé dién tich bang %

Viét phuong trinh cla dudng tron di qua ba diém A(1;2;1),B(2;1;1) va

Viét phuong trinh clia mat cdu c6 tam /(1;-2;3) va

a) ti€p xtic v6i mat phang (P):x—-2y+3z-4=0;

b) cit mit phing (Q):x+2y—2z+12=0 theo mot dudng tron ¢6 ban kinh

p=A3.
Viét phuong trinh clia mat cau (S) c6 tam ndm trén dudng thang

x=2 y-1_z-8

-1 2 2

dong thoi tiép xiic véi hai mat phang
(P):x+2y—22-2=0,(Q): x+2y -2z +4=0.

- d

Viét phuong trinh ctia mat cdu (S) c6 tam /(1;3;5) va cét dudong thing

A:)c——l2 :y+3

=—T— tai hai diém 4, B sao cho AB=12.



100. Viét ‘perdng trinh ctia mat ciu chita dudng tron
2 2 2 _ ’
(@) (F3 =4 +27 =36 ) i dua diém M(7;-3:1).
4x+y-z-9=0
101. Viét phuong trinh clia mat cdu chita dudng tron

o): x2+y2-+zz—3x+6y+22—5=0
x-2y-2z+1=0 »

va ti€p xtic v6i mat phang (P):2x+2y+z-7=0.
102. Tim trén mit cdu (S):(x—1)> +(y=2)° +(z—3)” =25 hai diém M,N sao
“cho khoang cdch M va N t6i mat phéng (P):3x+4z+19=0 tuong tng 12
16n nhat va nhoé nhat.

x—3_y—1_z¥3_
1 4

103. Cho mat cdu (S):x* + y? + 22 =1 va dudng thing A:

a) Chiing minh ring (S) va A khong c6 diém chung.
b) Viét phuong trinh cia mat phing chita dudng thing A va tiép xtic véi (S)

104. Cho hinh chép S.ABCD c6 diy la hinh vuong canh a, céc canh bén bang
nhau va bang a2 . Goi H, K theo thit tu 1a hinh chi€u vudong géc cua A trén
céc dudng thang SB, SD va goi O 1a giao diém ctia AC, BD. Tinh thé tich cla
khai ttr dien OAHK.

105. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang vuong tai 4 va B, ddy
nho 1a BC. Biét tam gidc SAB 1a tam giac déu canh bing 2a va ndm trong mat
phing vuong géc véi mat ddy (ABCD), c6 SC=av/5 va khodng cich tir D
dén mat phang (SHC) bing 2a\2 (trong d6 H la trung diém cha canh
'AB). Tinh thé tich khéi chép S.ABCD theo a.

106. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vudng canh 2a, cic canh bén
SA=a,SB=a3 va mit bén SAB nim trén mat phang vuong géc véi mit
phéng (4BCD). Goi M, N theo tht tu la trung diém clia cdc canh AB, BC.
Tinh géc va khoang cdch giita hai duong thang SM va DN.
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107. Cho hinh chép S.4BCD c6 déy la hinh vuong canh a,canh bén SA=a va
SA 1L (ABCD). Goi M, N theo thit tu lé trung diém cta cdc canh SB, SD va P
Ia giao diém clia mat phang (4MN) véi dudng thing SC. Chiing minh rang
AP L SC va tinh thé tich clia khéi t dien ABMP. |
108. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh chif nhat véi AB=2a,BC =a va céc
canh bén bang a2 Goi M, N theo thi tu 1a trung diém cta céc canh AB, CD
'va ldy diém P trén canh AD sao cho AP:PD=1:2. Tfﬁh g6c va khoang cach
giita hai dudng thang SP va MN. '
109. Cho hinh chép S.4ABCD c6 day 1a hinh chit nhat v6i 4B = a[2,BC =a, céc
canh bén bing nhau va bing a. Goi H 1a hinh chi€u vuong géc cua B trén CA.
a) Tinh khoang céch gitta S4 va BH.
b) Goi M,N theo thit tu 1a trung diém cua cic doan thing AH,CD. Ching
minh rang BM 1 MN. ‘

110. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vudng canh a, canh bén SA vuong
géc v6i ddy va SA=h. Goi E,F theo thi tu 1a hinh chi€u cla A trén cac

dudng thing SB,SD, mit phing (AEF) cit dudng théng SC tai P.
a) Chiing minh ring-SC vuong géc véi mat phang (AEF).
b) Tim 4 theo a sao cho thé tich clia hinh chép P.ABC;D 12 16n nhét.

111. Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C' c6 ddy la tam gidc déu canh a, canh
bén AA =h. L&y diém M trén-doan AB' sao cho AM :MB'=5:4. Goi (P)
la mat phang di qua M va song song véi cdc dudng thang A'C,BC".

a) Tinh khoang céch giita hai dudng thing AC va BC'.
b) Canh CC' bj mat phing (P) chia theo ti s6 nao?

112. Trong mat phang (P) cho tam gidc ABC c¢6 CA=AB=a va CAB =90
Goi M la trung diém canh BC. Vé cing mot phia cia (P) ldy cdc diém
D,E sao cho DA L (P),EM L (P) v AD=2EM =a. Goi F 12 hinh chiéu
vuong géc clia A trén dudng thing BD. Chiing minh ring AF 1 DE . |
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113. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh chit nhat véi
AB=a,AD=b, canh ben SA=h va SA L (ABCD). Mit phing (P) chita
CD, ciat SA,SB tai K,L theo thi tu d6. Tinh dién tich thiét diéen KLCD theo
a,b,h va t= AK . Xac dinh ¢ dé mat phang (P) chia hinh chép thanh hai
phén c6 thé tich bing nhau. ~

114. Cho tit dién OABC c6 OA,0B,0C d6i mot vuén'g gécva OA=0B=0C=a.
G‘(,)i K,L,M theo thit tu 12 trung diém clia ‘céc canh AB,BC,CA, goi D la
diém déi xting v6i O qua K va E la giao diém ciia mat phang (OLM) v6i CD.
a) Chiing minh ring CD 1 (OLM). ’

b) Tinh dién tich ctia tit gidc OLEM.

115. vCho tr dign OABC 6 0OA4,0B,0C doi mot vuéng géc va
OA=a,0B = a\/z,OC =b.Goi D la dinh tht tu cia hinh chit nhat OADB
VA M 12 trung diém canh BC. Goi (P) 1a mit phing di qua A, M v ct mat
phang (OCD) theo mot giao tuyén vuong goc v6i AM. ‘

a) Mat phang (P) cat dudng thang OC tai E . Tinh do dai doan OE.
b) Tinh khodng cach ti C t6i mat phing (P). o

116. Cho ti dién OABC ¢6 cac canﬁ 0A4,0B,0C d6i mot vuong géc va O4 =a,
OB =b,0C =c. Xét cac diém A',B',C’' theo thi tu trén céc tia OA4,0B,0C
sao cho |

04 =a04',0B = BOB',0C = yOC' (a, B,y >0).
a) Ching minh ring néu y =a+ B +1 thi mat phang (4'B'C’) luon di qua
- mot diém c6 dinh. . :
'b) Chitng minh ring néu f=a+1,y=a+2 thi mat phéng (A'B'C’) luon di
qua mot dudng thang c6 dinh.

117. Cho ba dudng thang dl,dz,dz, chéo nhau va doi mot vuOng géc v6i nhau ¢
khoang céch giita hai dudng bat ki trong chiing bing a. Tim thé tich ctia hinh
hop ma c6 mot dudng chéo nim trén d,, con cdc dudng chéo clia hai mat ké

nhau nim trén hai dudng thing d,,ds.
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CHUYEN BE 1. | MOT SO YEU TO CUA
HINH HOC TO HOP

§1. HINH LOI .

1. Cho 5 diém trén mat phang, trong dé khong c6 3 diém nao thiang hang. Ching
minh ring ton tai 4 diém 1a dinh clia mot tt gidc 16i.

2. Chdng minh ring mot da gidc 1a da giac 16i khi va chi khi 4 dinh thy y cha né
12 cc dinh chia mot t gidc 16i. |

3. Ching minh ring mot da gidc 12 da gidc 16i khi va chi khi moi dudng chéo cha
né déu nim hoan toan trong da gic.

4. Chdng minh réng mot da gidc 1a da gidc 16i khi va chi khi tir moi- diém trong
da gidc ta c6 thé nhin thdy tét ca cdc canh clia da gidc.

5. ‘Trén mat phing c6 mot s6 da gidc 16i dat d6i mot cit nhau. Ching minh ring
ton tai mot dudng thing cit tat ca cdc da gidc nay.

6. Trén mat phiang c6 mot s6 da giac 16i dat d6i mot cit nhau. Ching minh ring
néu cho truéc mot phuong tlly y thi luon ton tai mot dudng thang song song
véi phuong da cho va cat tat cd cdc da gidc nay.

7. Trén mot dudng tron ¢6 mot s6 cac cung nho hon 5 Ching minh rang néu

2 cung bat ki trong chiing c6 giao khac réng thi giao ctia ca hé khic réng.

8. Trén mat phang c6 mot hé cic hinh chit nhat éé céc canh tuong Gng song |
song. Chiing minh ring néu giao clia 2 hinh bt ki trong chiing khéc réng thi
giao cua tat ca cac hinh chit nhat da cho khic réng. ‘

9. Trén mat phing c6 mot s6 hinh tron. Biét ring c6 mot dia tron c6 tinh chat 13
néu chon 3 hinh tron tiy y trong s6 cdc hinh tron da cho thi ta ludén tim dugc
vi tri dat dia cét ca 3 hinh tron. Ching minh ring khi d6 luon tim dugc mot vi
tri dat dia cét tat ca cAc hinh tron da cho.

§2. PUONG KiNH cUA HlNH

10. Chimng minh rang mot tam giéc c¢6 3 canh khong vuot qua 1 luon pht dugc bai
hinh tron ban kinh L

V3
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11.
12.

13.

- 14.

15.

16.

17.

19.

Chdng minh rdng mot da gidc 161 ¢6 duong kinh 1 luon bi phtt boi mot hinh

NI
tron ban kinh Nk
Trong mot hinh ngii gidc 16i ¢6 dudong kinh NE) chon 2011 diém tdy y. Ching
minh rang c6 mot dinh ctia ngii gidc c6 khoang céch t6i it nhat 403 diém da
chon khong 16n hon 1. ‘
Trong mot n-giac 16i c6 dudng kinh 1 chon m diém. Ching minh ring c6 mot
m
n

dinh clia da gidc c6 khoang cdch tdi it nhat [———} diém trong chiing khong 16n

hon 1.

Chitng minh ring luon phi duoc ngii gidc 16i ¢6 5 canh va cic dudng chéo

xudt phat tir mot dinh ndo d6 cé do dai khong vugt qua 1 bdi 5 hinh tron ban
N C e o

kinh —\/—3. ¢0 tam tai cac dinh cua ngili giac.

Cho ngii gidc 16i ABCDE c6 do dai mbi canh va do dai cdc duong chéo AC,

AD khong vugt qua V3. L4y 2011 diém phan biét tiy ¥ ndm trong ngii gidc

d6. Ching minh réng ton tai mot hinh tron don vi ¢6 tm nam trén carh clia

ngil gidc da cho chia it nhat 403 diém trong s6 cdc diém da 18y. (Dé thi hoc

sinh gioi toan quéc 2011)

Ching minh rang luén phi duoc mot n-gidc 16i ¢6 cdc canh va cdc dudng

chéo xudt phdt tr mot dinh nao dé khong vuot qua 1 bdi cac hinh tron bén
s 1 7 . . » 2 n [ ~

kinh —\/—5— ¢6 tam tai c4c dinh cta da gidc da cho.

Trong mot n-gidc 16i ¢6 cac canh va c¢6 dudng chéo xuat phét tir mot dinh nao

d6 khong vugt qud 1, ta chon m diém. Ching minh ring c6 thé phil it nht

m < R ~ 9. N ~ \' Py ’ ’ 1 2 e S A
[——J diém trong ching bdi madt hinh tron ban kinh _\_/3— c6 tam nam trén canh

n
ctia da gidc da cho.

. CAT HiNH
18.

Gia st G 1a mot hinh khong 16i. Chiing minh rang t6n tai mot hinh 16i c6 chu
vi nho hon nhung dién tich 16n hon G. ' ,
Chting minh ring néu trong s6 tat ca céc t gidc 16i véi cac s6 do géc & dinh
cho truée va chu vi cho trude, tir gidc ngoai tiép c6 dién tich 16n nhat.
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20.

21.

Ching minh ring trong s6 tat ca cdc n-gidc 16i A, A,,.., A, V6i s6 do céic goc

A, cho truéce va chu vi cho trude, n-gide ngoai ti€p c6 dién tich 16n nhat.

Hay hoan chinh n6t chiing minh dinh If 4, ring cdch thiét k&€ nhu trong hinh
11 cho ta mot cach phli mit phing bang céc tit gidc bang nhau.

§4. MAT PHANG KE O VUONG

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29,

.44

Tim bén kinh 16n nhat ctia dudng tron chi di qua cdc diém ludi cha mang ludi
0 vuong ma khong cit canh 6 vudng nao & diém trong clia né.

‘Cho truéc mot s6 dinh clia mang luéi 6 vuong, chiing minh ring ta cé thé to

mau c4c dinh ndy boi hai mau xanh va dd sao cho trén mdi dudng ndm ngang
va trén mébi dudng thing ding, s6 diém dugc to do va s6 diém dugc to6 xanh
x4p xi nhau (hon kém nhau nhleu nhit 1 don vi).

(Dé thi Todn qudc té' ndam 1986)

Ching minh ring néu di doc theo cdc canh ciia cic 6 vuong co s§ tr mot dinh
bét ki réi trd vé dinh ban ddu sau hitu han budc (c6 do dai bang canh 6 vuong
co sd), thi s0 buéc di clia ta s& 1a mot s6 chan.

Dién vio mdi 6 vuong co s& mot s6 nguyén sao cho mdi s§ nay bang ding
trung binh cong clia bon s§ & bon 6 vuong ca s& ¢é canh ké véi né. Hay chiing
minh rang :

a) T4t ca cac sd duogc dién bang nhau, néu nhu né b1 chan.

b) C6 mot cdch dién sao cho cdc s6 dugc dién khong nhat thiét tat ca pha1
bing nhau.

Céc dinh ctia mot tam gidc nguyén ABC khong chia mot diém nguyén nao
trén canh ngoai cac dinh clia né va chita ding mot diém nguyén & trong tam
gidc. Chitng minh réng diém nguyen & trong tam gidc nay la trong tam cla
tam giéc.

Trén mat phing 1y nim diém nguyén phan biét. Ching minh rang ton ta1
trong chiing hai diém nguyén sao cho doan thang noi hai diém nguyén nay di
qua mot diém nguyén nao do. .

Chiing minh ring trong mot hinh ngii gidc 16i nguyén luon c6 it nhat mot
diém nguyén la diém trong. . ‘

Hay tinh dién tich nho nhat ma mot ngii gidc 16i c6 dinh la cdc diém nguyén
c6 thé co.



CHUYEN DE 2. | L{ THUYET DO THI

§1. KHAI NIEM CO BAN VE DO THI

1.

. Hay néu nhiing vi du tu ban than em tim

Lap so d6 quan hé giao nhau cta c4c hinh
tron trong hinh 3 bang cdch cho tuong tng
mdi hinh tron v6i mot diém trén mat
phing va v6i hai hinh tron giao nhau la
canh néi hai diém biéu dién clia né.

Hay thiét lap so d6 biéu dién quan hé
nguyén t& cling nhau clia 6 sO tu nhién 1,
2,3,4,5,6. |

duoc vé nhitng bai todn din dén viéc thiét
1ap mo hinh db thi. 4 o Hinh 3

‘Hay vé mot dé thi biéu dién quan hé quen

biét nhau clia 5 ngudi, biét ring trong ho khong ¢6 3 ngudi ndo d6i mot quen
nhau ciing nhu khong ¢6 3 ngudi nao doi mot khong quen nhau.

Hay v& mot d6 thi biéu dién mot tran ddu béng ban chia 7 cdu thii bong ban
sa0 cho tit cA moi ngudi déu c6 diém bing nhau (théng dugc 1 diém, thua 0
diém). Biét ring hai ngudi bét ki phai ddu véi nhau ding mot hiép.

Hay dua ra c4c bai todn thuc t€ dan dén cdc loai d6 thi khdc nhau.

Nhitng dé thi nao dang cdu vé6i nhau ?
a) Hinh 4 ‘ [ 1

b) Hinh 5
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O Hinh6 | i

8. Hay tim hai d6 thi c6 ciing s6 dinh va s6 canh nhung lai khong déng céu v6i nhau.

9. Hay tu tim mot s6 d6 thi c¢6 thé biéu dién trén mat phing duoc theo hai cich
hoan toan khdc nhau (chdng han nhu dé thi Petersen).

10. Hay xay dung ma tfzfm lién thudc va ma tran lién ké cha d6 thi dugc biéu dién
trong hinh 7a '

< &

Hinh 7a Hinh 7b
11. Hay xay dung ma tran lién thudc va ma tran lién ké cia hai dé thi trong hinh 7b.
12. Xéc dinh tat ca cdc d6 thi thanh phén c6 3 dinh clia d6 thi trong hinh 8 :

Hinh § Hinh 9
13. Xdc dinh tat ca céc d6 thi sinh ra boi tap hop c6 ding 2 dinh cta d6 thi & hinh 9.
14. Hdi rang d6 thi nao trong céc do thi G, va G, sau day la dé thi con cla d6 thi
trong hinh 9. '
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a) Hinh 10 b) Hinh 11

.

3
9 3 2

1 4
§2. CAC YEU TO O BAN CUA PO THI VO HUGNG
15. Trong mot ki nghi he, c6 7 ngudi ban di nghi mat & xa. Ho hita véi nhau ring
trong su6t ki nghi méi ngudi phéi viét thu cho ding ba ngudi trong sé ho.
Ching minh rang c6 mot ngudi khong viét thu tra 101 cho ngudi viét cho minh.
16. Ton tai hay khong mot dé thi don vo hudng véi 6 dinh va bac cla cdc dinh l4n
lugt 1a _
a)2,3,3,3,4,4. b)2,3,3,4,4,4.
17. Chiing minh rang mot d6 thi n dinh ¢6 bac cia mdi dinh 1a mot s6 tw nhién
khong nhé hon 2 s& c¢6 khong it hon » canh., '
18. Gid sir Viét Nam c6 65 thanh phé. Hay chitng minh ring tén tai mot thanh
pho c6 s6 chan dudng giao thong néi t6i thanh pho khic.
19. Neéu thuat todn xac dinh dudng di ngén nhét gifta hai dinh ctia mot dé thi cé
trong s6, va dp dung né dé tim dudng di ngin nhét néi hai dinh u, t cha dé thi
G trong hinh V& sau, véi cdc trong so | '
oUW =o(w,y)=o(y,v)= w(u,0)= w(o,p)
=w,s)= o, t)=wW,p)=w(y,s)= o(v,t) =1,
@ (W, t):= w(y,0) =3,

@u,p)=w(O,wW)=w(w,8)= o, V)= wly,p)= aly,t)=2,
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20

21

22

23

24
25

26

27
28

. Tim dudng di ngin nhat tir dinh a t6i dinh b frong d6 thi sau day

4

/ /
Hinh 13

. C6 4x4 = 16 gian phong trién 1dm hinh tam
gidgc déu dugc biéu dién trong hinh 14. Biét
ring tir mdi phong ngudi ta chi c6 thé di sang
phong bén c6 chung canh véi né ma thoi.

Héi ring ngudi ta ¢ thé mot lugt di tham dugc
tat ca cdc phong sao cho mdi phong chi dugc di
qua ding mot 14n hay khong ?

Hinh 14

. Chiing minh ring mot con ma véi budc di thong thudng khong thé di hét cac 0
ctia mot ban co 3x3 6 vuong.

. Mot 16p hoc c6 46 sinh vién. Biét ring trong 10 em tiy § luon c6 it nhat 2 em
ciing hoc véi nhau & phé thong. Ching minh rang c6 it nhdt 6 em clng hoc
v6i nhau & phé thong.

. Néu vai bai toan c6 lién quan dén s6 thanh
‘phén lién thong ctia do thi. '

. Tinh chi s6 lién thong clia d6 thi bi€u dién hinh
khoi thap nhi dién déu trong hinh 15.

. Ching minh ring dé thi biéu dién mot khoi da

dién déu tuy ¥ ludn c6 chi 6 lién thong it nhét
1a 3. X4c dinh chi s6 lién thong clia moéi do thi Hinh 15
trong sO ching. ‘

. Chiing minh ring néu mot do thi k-lién thong (dinh) thi cling k-lién thong canh.

. Ching minh bét ding thic 8(G)> x (G), & day 9 (G) la bac nho nhat va « (G)
[a chi s6 lién thong clia d6 thi vo hudng G cho trudc.
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29.

30.
31
32.
33.

34.

35.

36.

37.
38.
39,
40.

41.

Neéu vai bai todn phai dung t6i chi s6 lién thong hoac phai dung s@ thanh phan
lién thong dé giai.

Tim tat ca do dai c6 the ¢6 ctia cdc chu trinh trong do thi Petersen. .

Chidng minh rang do thi 2-1ién thong c6 chita it nhat mot chu trinh.

Ching minh rang d6 thi 2-lién thong cginh c6 chia it nhat mc}t chu‘trinh.
Chting minh ring mot d6 thi don G ¢6 bac nhd nhat 8(G)> 2 c6 it nh&t mot
chu trinh C véi do dai ¢(C) > 8 (G) + 1. p

Tinh chi s6 8n dinh trong clia do thi dudi day.

Hinh 16

Chitng minh bt ding thica (G) + x (G) < n + 1 cho dd thi lién thong G véi n
dinh, & day « (G) 1a chi s6 lién thong ctia dé thi G.

Trén ban cd vua c6 n2 6 vuong, ta phai dat mot s6 16n nhat cdc quan vua, sao
cho khéng c6 hai quan c& vua nao an duoc nhau ca. Hay xdc dinh s6 16n nhat |
cadc quan cd vua nay. _

Cho truéc mot hinh vuong gém nxn 6 vuong don vi. Ngudi ta to mau mot s6
6 vuong don vi sao cho khong ¢6 hai 6 vuong dugc t6 mau nao cé canh chung
hodc c6 dinh chung. Hay tinh s6 16n nhét cdc 6 vuong c6 thé t6 mau dugc
nhu vay.

Tinh s6 16n nhét cdc tap con cla tap ho‘p {1, 2, 3} thoa min tinh chit : giao
clia hai tap bat ki trong chiing 1a tap hgp réng.

Hay chiing minh rang cac dinh clia mot ngli gidc déu khong thé to 6n dinh
bang hai mau.

Chitng minh rang véi mdi s tu nhién k cho truéc, luon ton tai mot do thi cé
séc sO bang k. '

. ' . n? . -
Chitng minh rang néu ta td6 d6 nhiéu hon > 6 clia mot ban co gdm nxn 0, thi

luon ton tai hai 6 dé c6 chung mot canh.
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42.
43.

. MOT SO LOAI DO THI BON VO HUGNG

Tinh s6 canh ctia do6 thi day di n dinh X,

Trén mot dudng thang ¢6 n doan thang véi tinh chat : giao ciia hai doan thing

- bat ki khdc rong. Ching minh rang dé thi biéu dién quan hé giao nhau cta

44.

45.

46.
47.

48.

-49.

50

ching 1a d6 thi day du véi tinh chit : cic doan thing nay cung chita mot diém
nao dé trén dudng thang.

Chitng minh ring trong mot d6 thi don véi n > 2 dinh, ludn tén tai it nhat hai
dinh c6 bac bing nhau. Hoi ring khing dinh nay cé ding cho dé thi vo huéng
bat ki hay khong?

Chitng minh ring véi méi s6 tu nhién chin n > 4, luén ton tai mot dé thi don
2-lién thong canh va 1a d6 thi déu bac 3 véi n dinh.

Tim tdt c4 khéi da dién déu ma doé thi biéu dién n6 1a d6 thi ludng phan.
Chitng minh ring néu mot do thi ludng phan G = (A, B ; E) c6 mot chu trinh
Hamilton (chu trinh di qua tét ca cac dmh cua nd) thi cic 16p dinh clia né cé
cung sd lugng phén tir nhu nhau. , ‘

Cé n x n gian phong trién 13m hinh tam gidc déu dugc biéu dién trong hinh
17. Biét rang tir mbi phong, ngudi ta chi c6 thé di sang phong bén cé chung
canh v&i né ma thoi.

Hinh 17

Hoi ring ngudi ta c6 thé tham duoc nhiéu nhdt bao nhiéu phong trong mot
luot di sao cho khong ¢6 phong nao dugc tham hai lan ?

Chitng minh ring v6i méi do thi lién thong n dinh va m canh, ludn ton tai
m — n + 1 canh sao cho khi bo c4c canh nay di thi ta thu dugc mot cay.
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- 50.

S1.

S2.
53.
54.

s5.
56.

57.
58.

59.
- hang va khoang céch giita cdc diém doi mot khdc nhau. Méi diém dugc néi téi

§4.
60.

61.

Ching minh rang diéu kién can va di d€ cdc s6 nguyén duong d|, do, ..., d, 12

. n i
bac clia cdc dinh trong mot cay c6 n dinh 12 Zdi =2n-2.
‘ i=l

Trén mat phang cho n diém sao cho khong c6 3 diém nao thang hang va
khoang céch giita chiing d6i mot khéc nhau. Tr mdi diém, ta ndi t6i diém gan
né nhat trong s6 cdc diém con lai bdi mot doan thing. Chu’ng minh ring do6 thi
duoc tao ra bang cach d6 1a mot bui.

Tinh sic s6 clia cay.

Chiing minh rang bui 1a d6 thi luéng phan.

Hay ching minh rang d6 thi biéu dién khoi da dién déu bao gib ciing 1a do thi
phang. V6i mdi khéi da dien déu, hdy v& mot biéu dién phing chia né thoa
man diéu kién 1a cdc canh d6i mot khong cét nhau. :

Hay 'chL'mg minh ring cdc dé thi biéu dién khéi da dién 16i 1a cc db thi phéng
Ching minh rang d6 thi lu‘o’ng phan day du K 5 khong phdi 1a do thi phang
Chung minh rang dé thi day du K5 khong phai 1a d6 thi phang.

Ching minh ring bui 1a mot dé thi phéang.

Trén mat phéng cho n diém sao cho khong c¢6 3 diém nao trong chiing thing

diém gan n6 nhat bdi mot doan thang. Ching minh ring do thi thu dugc qua
cach d6 12 mot do thi phing.

MOT SO LOAI BO THI CO HUGNG

Trong mot cudc ddu cd vong tron, tong s6 diém clia 5 dau thh doi mot khac

nhau. Biét ring mdi van thang duoc tinh 1 diém, véan thua O diém va hoa nta .

diém. Ngoai ra con biét:

a) Nguoi nhiéu diém nhat khong hoa tran nao.

b) Ngudi nhiéu diém nhi khong thua tran nao.

¢) Nguoi nhiéu diém thit tw khong thing ngudi thit nam.

Xdc dinh két qua cdc van ddu ctia moi ngudi cling nhu téng s6 diém cia ho.
C6 5 ngudi ddu co v6i nhau. Hay x4c dinh két qua clia méi tran ddu néu biet

rang hai ngudi bat ki phai ddu véi nhau ding mot tran (thing duoc 1 diém,
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62.

63.

64.

65.

thua dugc 0 diém). Biét ring téng s6 diém clia méi ngudi nhan duge déu khac
nhau va khong c6 mot tran hoda nao ca.

Trong mot cudc thi ddu béng ban c6 mot s6 ddu thii tham gia. Hai ddu thi bat
ki phai ddu v6i nhau ding mot hiép, néu thing dugc 1 diém, thua 0 diém
(khong c¢6 hda). Hoi c6 khi nao cudc thi ddu két thic v6i két qua la tat ca cac

_d&u thi déu bang diém nhau hay khong?

Chiing minh ring trong mot dé thi phan chu trinh T, khong ton tai hai dinh u

va v c6 cung s6 canh xuat phat d () = d ). '

Chiing minh rang ta c6 thé ddnh s6 n dinh cla mot Tumiér T, v6icacso 1,2,
n, sao cho d" (i) = n — i ding cho moi dinh i khi va chi khi 7, 14 d6 thi phan

chu trinh.

Chtng minh rang mot Turnier ¢6 duy nhat mot bang ch‘uyén Hamilton khi va

~chi khi n6 1a d6 thi phan chu trinh.

CHUYEN DE 3. (NG DUNG S6 PHUC

VAO HINH HOC PHANG

§1.
1.

52

9

BIEU DIEN HiNH HOC sO PHUC

Diing s6 phic dé chiing minh téng binh phuong do dai hai du’cmg chéo cua
hinh binh hanh bing téng binh phuong do dai bén canh cta hinh do.

Chiing minh ring v6i moi s6 phiic z, w ta ¢6 : |z—w| 2|2|—|w|. Hoi khi nao
c6 diu dang thic?
Biéu dién hinh hoc tap céc s6 phiic z thoa man timg diéu kién sau :

) Im(2%) <2 | b) —§<arg-(z~Ai)<-g—

1< |z + 1‘ <2

T argz<n

5 g

Cho n-gidc déu Ay4,...4,_; noi ti€p dudng tron bén kinh R . Tinh



Cho hai s6 thyc '@ va y . Tinh modun va argumen chia s6 phiic e —e' .

Tit d6 suy ra dinh 1f vé géc noi tiép chia dudng tron (so sanh véi géc & tam).
2iz—i+1
z—-2-2i
Cho bon diém phan biét 4, B, C, D. Ldy diém E, diém G sao cho cdc tam
gidc AED, CGB 1a nhiing ‘t‘am giac cém, vuong cung hudéng cé dinh géc’

Biéu dién tap cdc s6 phitc z thoéa man diéu kién <1.

vuong theo thitwla £, G.

Hoi khi nao c¢6 diém F cich déu C, D sao cho hoac E, F, G tring nhau
hoic EFG la tam gidc vuong can dinh F cung huéng v6i AED. Khi nao
E, F, G trung nhau ?

§2. TICH VO HUGNG, TiCH LECH. PUGNG THANG TRONG MAT PHANG PHUGC

8.

10.

11.

Tim hiéu y nghia hinh hoc clia c4c déng thic
(iz, wy=[z, w] ; [iz, w] :_<Z’, w> (z, weC).

Cho tam gidc EFG va diém O. Xét hai tam gidc thy § OAB, OA'B' d‘6’ng dang

cung hudng véi tam gidc EFG. Goi U, V, W theo thi tu la trung diém cla cdc
doan OA, A'B, OB'. Véi tam gidc EFG nhu thé nao thi khi U, V, W khong

thang hang, ta dugc tam gidc U VW déng dang ciing huéng véi tam gidc EFG? -
Cho ba diém phan biét A4, B, C. Xét cac diém U, V sao cho hai tam gidc

ABU, CAV d6ng dang ciing huéng v6i tam gidc EFG cho trude. Goi W 1a

“trung diém ctia BC. Tam gidc EFG thda man diéu kién gi dé UVW la tam

gidc dong dang cung huéng véi EFG hoac U,V, W 1a ba diém trung rihau?
Cho tam gidc ABC va s6 thuc ¢ khéc 2kn, (keZ). Lay diém U cich déu
A,Bva (UB, UA) =, ldy diém ¥ cichdéu C, 4 va (v, 7C)=0.

a) Hoi ¢6 khi ndo U tring véi V? o

b) Khi U khong tring véi V, ldy diém G cach déu B, C va (G5, E@) =2¢.
Chitng minh rfmg G cich déu U, V va (ﬁi, Z?—I;)=(p+(2k+l)n, keZ.Tu

do6 suy ra néu (517, 5(7) =2¢ thi o= i—g- mod 27 .
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12.

13.

14.

Cho ba diém phan biét 4, B, C trén dudng tron %'tam O. Goi B, vA B, theo
thit ty 14 diém d6i xting ctia B qua OA va AC, Chiing minh By, B,, C théng hang.
Cho céc s6 phiic «, B,y . Xét 4nh xa f clia mat phing phic c¢6 cong thic :

zZ> z'=ocz+B2+y.

a) Ching minh ring khi |o = B thi £ 1a mot song nh tir mat phéng len mét

“phéing (ttc £12 mot bién déi cia mat phng). Dung tich léch, ching minh ring
J bién céc diém thang hang thanh cic di€m thang hang, f bao ton huéng cla

tam gidc khi |o| >|B|, ddo hudng cia tam gidc khi |a] < |B|.

b) Khi |of=||#0, ching minh ring anh clia f 1a mot dudng thing A va
nghich anh cia méi diém thudc A la mot dudng thing.

¢) Xét fkhi |of = |B|=0. |

Xét bién déi f ctia mot mat phang phic ¢6 cong thic z - z':az+BE+y

: (d, B, ¥ lacac so phtc cho trudc, }ocl #* IBI)

1) Tim diéu kién vé o, B, ¥ dé tap cdc diém bat dong clia f 1a mot dudng thang.

2) Tim a, B, 7 dé tap céc diém bat dong clia f 14 truc thuc Ox . Khi d6 :

54

a) Néu Rea =1, chiing minh ring :

* VGi lﬁQi diém M ¢ Ox, dudng thing Mf(M) cung phuong v6i Ox ;

* f bdo ton dién tich dai s6 clia tam giefc dinh huéng ;

« Cho M,, M', phan biét khong thuoc Ox, dudng thing MyM', cing
phuong véi Ox thi cé mot va chi mot bién déi f nhu the bien M, thanh M.

b) Néu Rea # 1, ching minh rang :

* V6i moi diém M ¢ Ox, dudng thang M/ (M) c6 phuong khong d6i (khic

* V6i moi diém M ¢ Ox, goi giao clia Ox v6i dudng thang Mf(M) 1a J thi
Jf (M) =kJM , s6 thyc k chung cho moi M. (/ goi 1a phép co dan tryc Ox,
hé s6 k (xem §8, chuong 4, TLCT Hinh hoc 10).



15.

16.

18.

Goi H,, H,; H, theo tht ty 1a hinh chi€u vuong géc clia diém ‘M trén céc
dudng thdng BC, CA, AB cia tam gidc ABC va goi K la trong tam clia hé
ba diém {H,, H,, H,}. |

a) Tim qu tich cia K khi M thay ddi thy ¥ trong mat phing. (Xem vi du 10
chuong 4, TLCT Hinh hoc 10).

b) Tim M dé OK :-;—W, O 1a tam dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC.

¢) Hoi khi ndo K 1a trong tam clia tam gidc ABC?
Cho bdn diém phan biét 4, 4y, 43, A, trén dudng tron tam O. Véi j <k
(j, k=1,2,3,4), ki hiéu Ajk 1a diém céch déu Aj, A, sao cho O la trong

tam cla hé ba diém {Aj, Ay, A‘jk} va goi 4'j 1a diém d6i xing ciia Ay qua

diréfng thing A/A, (I, m=1,2,3,4;1<mva [, m khéc j, k). ChL’fng minh

m

rang sdu diém A'|,, A'3, A'\4, A'y3, A'ys, A'34 cing thudc mot dudng trdn

. tam O.
17.

Cho 4, 4y, A3, 44 1a b6’n diém phan biét thuoc mot dudng tron tam O va P
1a mot diém tuy y cﬁa mat phang. V6i j, k=1,2,3,4 va j<k, ki hiéu P
la diém doi xing cla P qua dudng thé”mg' A; 4. Goi Q, R, S theo thi t 1
trung diém clia cdc doan thing B,Py, P3Py, FuPys. Goi O' I diém d6i
xling cia O qua trong tam G cia hé bén diém {4, 4,, 43, 44} . Chiing
minh ring bén diém O, O, R, S cung thuoc mot dudng thang. Héi‘khi P
chay trén mot dudng thing c6 dinh qua O thi dudng thang qua O', O, R, S
thay d6i th¢ nao? |

Cho t gidc A]A2A3A4 noi tiép dudng tron tam O ban kinh R.

4
1) biém H xdc dinh boi OH = ZOAJ- goi la truc tam cua ti gidc A Ay A3 4.
=l ;
Goi G la trong tam cla hé bon diém 4, 4,, 43, A,. Ching minh O, G, H

cuing thudc mot dudng thing goi 1a duong thang Euler clia & gidc da cho va
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: 55:45@ (cﬁng c6 khi ba diém d6 tring nhau : dudng théng Euler khong

19.

X4c dinh)‘. ,

2) Goi H,, Hy, Hy, H, theo tht ty I tryc tam ciia céc tam gidc A4y,
MAgdy, AgAidy, AdyAy. Ching minh ring bon dudng trdon tam
"Hj (j =1,2,3, v4) ban kinh R cﬁng di qua truc tﬁlﬁ H cta A]A2A3A4.

_ 3).Goi E,, E,, E;, E4 theo thtt ty 1a tam cdc dudng tron Euler 9 diém clia céc

tam gléC A2A3A4 . A3A4A1 ) A4A1A2 . A1A2A3 . Chﬁ’ng minh I‘éng b6n du’(\)‘ng
tron d6 cing di qua trung diém E cla OH va E,, E,, E3, E, cung thudc

dudng tron tam E ban kinh —g— (goi 1a dudng tron Euler clha A4 A, A3 Ay).

4) Xét dudng thing di qua trung diém doan thang n6i hai dinh cla ti gidc,

vuong goc véi dudng thang di qua hai diém con lai ; c6 sdu dudng thing nhu
thé&. Ching minh ring sau dudng thing d6 cing di qua E.

5) Xét bon dudng thing Simson clia A, d6i v6i tam gidc A A4,
(k,1, m=1, 2,3, 4 va phan biét). Chiing minh rang boén dudng thang do cung
diqua E. |

6) P Ia mot diém tiy y thudc dudng tron da cho, xét bon dudng thang Simson
clia P doi v6i cdc tam gidc Ay A3Ay, AzAzd), AgA Ay, A AxAs. Chiing minh
rang bon hinh chi€u vudng goc cia P trén bon dudng thing dé 1a bon diém
cling thuoc mot duong thing goi 1a dudng thang Simson clia P ddi véi tir gidc
A Ay A3 A4 (néu bon diém &y khong tring nhau). V '

Cho tam gidc 4BC vuong tai A.Goi P la mot diém thay d6i trén dudng tron
tam O ngoai ti€p AABC, Q la trung diém clia OP. Tim quy tich diém doi
xting clia O qua dudng théng Simson ca P d6i v6i tam gide ABC. |
Cho dirdng tran tam 0 nai tidn tam gific DEF  nd tign xiic véi cAc canh FF,
FD, DE theo thit tu tai 4, B; C. Goi A la mot.dudng théng tuy ¥y qua O va
A', B', C" theo thé ty 1a cdc diém d6i xting cha 4, B, C qua A. Goi P la
mot diém c6 dinh trong mit phéng, goi P,, B,, P. theo thi tu 1a céc diém doi

xing chia P qua céc dudng théng B'C', C'A4', A'B', goi Q,, O, O, lan lugt
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12 céc diém d6i xing cha P,, Py, P, theo tht tu qua céc dudng thang EF, FD,

DE. Goi J 12 tam dudng tron di qua 0, O, O,
1) Chting minh J thuoc dudng tron tam O di cho va khi A thay déi thy ¥ thi

*J vach nén dudng tron dé.

2) Chiing minh ring duong thang Simson clia J d6i vé6i tam gidc ABC cung
phucmg Vol A.

3) Goi P' la diém d6i xing cia P qua A, goi H 1a tryc tam cia AABC va
K 1a diém ma JK =-;-7i15”'. Ching minh ring ban kinh dudng tron di qua

0,, Oy, Q. bang 20K .

§3 PHEP DOI HINH VA PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG

21.

22,

23.

Xét bién déi dong dang thuan S clha mat phéng phiic xac dmh bdi cong thuc
zb> z'=az+f, o,P lasé phic, a#0.

Tim diéu kién vé o, dé f 1a mot phép tinh tién, mot phép doi xing tam,

mot phép vi tu. T d6 suy ra trong nhém déng dang thuari moi tap sau'cﬁng

lam thanh mot nhém :. "

1) tap céac phép tinh tién

2) tap céc phép tinh tién va cac phép doi xung tam

3) tap cac phép tinh ti€n va cac phép vi tu.

Hoi tap cac phép doi xing tam, tap cac phep vi ty ¢6 lam thanh nhiing nhom
khong va vi sao?

Trong ba nhém 1), 2), 3), nhém nao 1a mot nhém giao hoan?
Diing s6 phitc dé kiém nghiém lai ring trong phep doi xu’ng trugt f, quy tich
trung diém cdc doan thang Mf (M) 1a truc clia f .

1) Hai hinh trong mat phang goi 1a bing nhau (“toan déng”) néu c6 phép doi
hinh clia mat phang bién hinh nay thanh hinh kia. Chiing minh »rang phép
déng dang thy ¥ bién hai hinh bing nhau thanh hai hinh bang nhau.
2) Cho D, la phép déi xing truc véi truc A, D, la phép doi xting tam vdi
tam J, g 12 mot bién déi déng dang tiy y. Ching minh rang '

-l : -
gebpeg =Dy,  geD,eg =Dy,
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24.

3) Q(A’(p)’ la phép quay tam 4, géc @, g 1a mot bi€n déi dong dang tiy §.

‘Chl’mg minh ring goQ(A’q)) Ogul = Q(g(A), 0)

4) f la mot doi x‘L’mg trugt truc A, g 12 mot bién doi déng dang tuy y. Ching
minh riing go fog™' 1a mot déi xtng truot truc g(A).

ABC 1a mot tam gidc khong déu. V6i mdi diém M , goi M,, M,, M, theo
thd ty 12 diém d6i xdng cia M qua cdc dudng thiang BC, CA,AB va goi Q
1a trong tam chia hé ba diém {Ma, My, M, } . Xét énh XZ_lIfZM — Q.

1) Chiing minh ring f 12 mot phép déng dang nghich. Tim hé s6 dong dang

cua f.

~ 2) Tim dang phan tich chinh tdc (vi tu - déi xing truc) cia f khi ABC la

25.

58

mot tam gidc vudng tai 4.

Cho t& gidc AyA A,A; noi tiép dudng tron ¢ . V6i méi diém M, goi
My, M|, My, My theo thi ty 12 diém d6i xing cia M qua cdc dudng thing
Ap4;, A Az, Ay Ay, A3Ay va goi Q@ la trong tam cla hé diém
{My, M}, My, M3} . Xéténhxa f: M Q. |

1) Khi néoy / 1a mot anh xa hang (é'mh' clia né 12 tap chi c6 mot diém)? Khi d6
xéc dinh anh cua f.

2) Khi fkhong phai 12 mot dnh xa héng, ching minh ring f 1a mot phép
déng dang nghich. Xac dinh hé s6 déng dang. ,

3) Khi /" khong phai 1a mot 4nh xa hing, tim anh clia dudng tron ¢ qua dnh

xa f.

4) Tim dang phan tich chinh tc (vi tu - d6i xing truc) ciia f khi AyA A4,
13 hinh thang can ¢d ha canh hiin»g A, mdt canh bang 24

26. Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron ¢ tam O. Tir diém P trén ¢,
vach cdc dudng thiang cuing phirong lan luot v6i BC, CA, AB, ching cit lai
% theo tht tw & A", B', C'. Goi A", B", C"theo thit ty 12 diém d6i xtng clia
A, B, C lan lugt qua cdc dudng thang B'C', C' 4", A'B". Chitng minh : -



27.

1) Tam gidc A"B"C" bing tam gidc ABC.

2) Cac trung diém clia cdc doan 44", BB", CC" cling nim trén mot duong
thang d. Goi O" la tam dudng tron ngoa1 ti€p AA"B"C" thi trung diém cia
doan OO" ciing thuoc d .

3) Cho dudng thidng A tiy y thi c6 mot va chi mot diém Pe'¢ dé dLr(mg
thing d néi trong cau 2) ciing phuong véi A. '

- 4) Do dai 00" bang do dai PH , trong d6 H 1a truc tam cla tam gi‘éc ABC'.

T d6 suy ra khi nao d diqua O?

Cho duodng tron ¢ tam O ngoai ti€p tam gidc khong vuong ABC, cic duong
cao clia tam gidc ABC xudt phat theo thi ty tr 4, B, C cit lai ¢ &
A, B, C'.

P 1a mot diém thudc ¢ ; goi P

a?’

P, P. theo thit ty 12 diém d6i xiing cia P
qua cdc dudng thing O4, OB, OC ; goi P';,, P, P, theo thit tu 12 diém doi
xing cta P qua cdc dudng thing OP,, OPF,, OP, ; goi P, P",, P". theo
thit tL_f 2 diém doi xﬁﬁg clia \VP'(,, P',, P'. qua dudng thing OP ; goi
0,, Oy, Q. theo thit tu 1a diém d6i xdng cha P"
cua ¢ theothttutai A', B', C'. |

4 Py P", qua ti€p tuyén
1) Chitng minh rang tam giac QaQbQ(. vi tu véi tam gidc A'B'C" Vi hé so
vi tu 2.

2) Tim quy tich tam phép vi tu néi trén khi P thay déi trén ¢ .

§4. DUONG TRON. PHEP NGHICH DAO. BIEN BOI TRON

28.

29.

30.

Cho ba diém phan biét thang hang A4, B, P. Tim quy tich cdc diém M sao
cho MP la dudng phéan gidc (ngoai hoac trong) clia géc AMB .

Quy tich d6 c6 lien quan gi véi quy tich cdc diém M thdéa man MA =kMB
(k 1a s6 duong cho trudc) (dudng tron Apollonius)? ‘

Cho duorng kinh AB clia dudng tron ¢ . Hoi khi nao hai diény C D thudc
¢ chia diéu hda 4, B, tic la [4, B, C, D]:—l ?

1) Cho dudng thang A va dudng tron ¢ . Tim tat cé céc bién déi nghlch dao
J/ bién A vao ‘¢ . '
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31.

32,

60

2) Cho hai dudng trdn ‘%, %, . Tim tdt ca bién d6i nghich ddo f bién A .
thanh ¢, . '
Cho hai dudng thing hodc tron Ty, I', trong mat phang phic theo thit tu x4c
dinh bdi : ,
alz;+2<Bl,z>+pl=0; azz;+2<[32,z>+p2=0

| (a;, p; Ias6 thuc, B, 1a s phikc, Iaji+‘[3j| £0,(j=1,2)).
1) Khi I';, T, 1a hai dudng tron 4, %, tam O;; O, (O, # 0,) cat nhau tai
A, B, goi géc m (= m ) (s6 do nam gifta 0 va 1) la géc tuong giao
cla G, %, con goc giita hai dudng thé’mg 0,4, OyA (s6 do nam giita 0 va 12[—)
Ia gbe gitta % va %. | | |
Chiing minh riing cosin clia géc tuong giao clia ', ¢ bing

apy +ayp =2(By, Ba) |

2\/[3151"0% \/Bzgz—"“azpz
con' gid tri tuyét déi cha biéu thic d6 1a cosin cla géc giita G va . (sgn x

la ddu cia x e R\{0}).

sen (aia,)

2) Khi I') la duong tron ¢ tam O, I', 1a dudng thang A, ¢ cat A tai hai

diém A, B, goi goc giita ti€p tuyén clia ¢ -tai A4 (hodc B) véi dudng thang

A (s6 do nim gifta 0 va g—) la gbc gitta ¢ va A.

] alpz ‘2<_|31, |32> '
l2lﬁz|\/5151“‘01p

NI S - .1 I I PR SN S S SN a2 A P B PUURL IS S S

~
S i1 1> i ) MICU iU LG au did UV widily Gy, L.';L CCRIGIIE LI rang g

Chitng minh ring cosin clia géc d6 bang

Cho f 1a mot bién ddi nghich dao tam J .
1) '@, % 12 hai dudng trdn cit nhau, J khong thudc ‘G, khong thuoc 6 .



a) Ching minh /" bao ton géc gilta hai dudng tron 6 (tic géc gitta f (“ﬁ) va
(%) bing géc gitta G va %). |

b) Chiing minh rang néu J cing & bén trong hay cung & bén ngoai G, & thi
S con bao tén géc tuong giao cua G va ‘6.

c) Hoi khi J & bén trong mot dudng tron va & bén ngdéi duong tron kia thi
goc tuong giao clia hai dudng tron do thay dﬁi thé ndo qua bién doi f?

2) %, 12 hai dudng tron cét nhau. Ching minh ring néu J thuoc mot

dudng tron hay J thugc ca hai du’ﬁmg tron d6 thi f bao tén géc giita

Gvg.

- 33.

34

35.
- 36.

3) Chiing minh réng bién d6i nghich dao f bao ton gbc giita duong thing -

_duo’ng tron I'; va dudng thang - duong tron [, cit nhau.

Trong mit phéng, cho ho 4 duong thing d,, d,, ds, d, trong d6 hai dudng
nao cling cit nhau tai mot diém va khong c6 ba dudng nao dong quy. Ba

~dudng clia ho cit nhau tao thinh mot tam gidc noi ti€p mot dudng tron ; vay

¢6 4 dudng tron x4c dinh clia ho. Chitng minh ring bon du’Gng tron d6 cung di
qua mot diém.

1) Chitng minh ring moi bién di tron F khong phdi 1 bién déi dong dang
viét dugc dudi dang F = fo@, trong d6 ¢ 1a mot bién ddi nghich dao véi he

s6 bang 1, / 12 mot bién ddi déng dang va ching minh ring cach phan tich
nhu thé& 12 duy nhat.

Ciing c6-diéu khang dinh d6 cho cach phan tich F =¢@o f.

2) Héi khinao thi fop=q@o f,trong d6 ¢ la bién déi nghlch déo heé s bang 1,
/ 1a bién déi dong dang? ‘ ‘

Xdc dinh cdc diém bat dong clia mot bién déi tron cho trude.

Cho dudng tron ¢ tém,J, Hai diém P, O (khdc J) goi 1a lién hop d6i véi
% néu dudng tron dudng Kinh PQ truc giao véi ¢ (cling néi P lién hgp véi
O hay O lien hop véi P).

Ching minh :

1) Néu dudng thang noi hai diém phan biet P, O (khong thuoc ¢') cit ¢ tai
hai diém phan bi¢t 4, B thi P, Q lien hop (d6i v6i ¢') khi va chi khi
[P, 0, 4, B]=-1.
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2) Néu P e thi tap moi diém Q lién hop v6i P (d6i véi ¢ ) 1a ti€p tuyén

_cla ‘¢ tai P.

3) Néu Pe¢ (va P khac J) thi tap moi diém Q lién hop v6i P (d6i véi
%) 1a mot dudng thing A(P) va: | |

a) Néu c6 tiép tuyén clia ¢ diqua P thi cdc ti€p diém thuoc A(P) ;

b) A(P) trc giao véi dudng thing JP ;

c) A(P) la truc dang phuong clia ¢ véi dudong tron dudng kinh JP.

d) A(P) 1a &nh qua bién ddi nghich ddo f tam J, dudng tron nghich dédo ¢
chia dudng tron dudng kinh JP (bo diém J).

4) Néu véi moi diém P khic J, goi dudng thing quy tich cdc diém Q lién
hop véi P (d6i véi \?”) (xem cau 2), 3)) 1a dudng d6i cuc chia P (d6i véi ¢ )
va ki hiéu 12 A(P) thi v6i moi dudng thing d khong di qua J, c6 mot va chi
mot diém P dé d = A(P) ; diém P d6 duoc goi la cuc chia P (doi véi ¢ ) va

ki hieu 12 n(d). Khi d 12 tiép tuyén chia ¢ thi n(d) 1a tiép diém. Khi d cat

37.
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%' tai hai diém phan biét 4, B thi n(d) la giao diém cla hai tiép tuyén tai
A, B. Vay c6 song 4nh A tir tap cdc diém khac J dén tap cic dudng thing
khong di qua J ma = la dnh xé_t dao ngugce tic 1a = A7

5) Vé6i hai duong thing d, d' khong di qua J, néu d di qua cuc ciia d' thi
d' di qua cuc cha d. Hai dudng thing nhu thé goi 1a hai dudng thing lién
hop (d6i v6i ). | '
6) Néu ciing coi dudng kinh d chia % lién hop v6i moi dudng thiang d'
vuong géc véi d thi tit gide ABCD noi tiép ¢ la ti gidc diéu hoa (tidc 1a

‘ ‘[A, B, C, D] =—1) khi va chi khi hai dudng thang 4B va CD lién hop (doi

v6i ¢'). (Xem lai TLCT Hinh hoc 10, bai doc thém cu6i chuong II).

Cho diém P khong ndm trén dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC va khong
nédm trén cdc duong thang BC, CA, AB. Goi Ay, 4,, 4, theo thit tu 1a hinh
chiéu vuéng géc clia P trén cic dudng thang BC, CA, AB vagoi Ry, B, P,
theo thit tu 1a trung diém cta PA, PB, PC .

1) Bién*déi nghich déo f v6i dudng tron nghich déo (Ay44,) bién
PO,‘ P, P, theo tht tu thanh P'y, P',, P'5. Tim ti s6 dién tich (dai s6) clia cic

tam gidc dinh huéng P'y P'| P';y va Ay44,.



38.

39.

2) Goi Oy, O, O, theo thit tu 1a cyc cla dudng thing BP,, PR, RyR doi véi
duong tron (AOAIAZ) (xem bai tap 9), tinh ti s6 dién tich (dai s6) clia cdc tam

gidc dinh huéng 0,0,0, va 4yA4,4,.

Cho tam gidc ABC khong déu va cling khong vuong. Vi mbi diém P trén
dudng tron thm O ngoai tiép tam gidc ABC, goi A", B', C" theo thit tu 12
diém d6i xdng clia 4, B, C qua duong thang OP, goi A', B', C"' theo th ty
1a diém doi xing ctia P qua duong thing 04", 0B", 0OC". Goi 4", B", C"
theo thi ty 12 diém d6i xing clia A', B, C' theo thit ty qua dudng thang
BC, CA, AB. :

1) Chitng minh ring A", B", C" khong phai la c4c dinh clia mot tam gidc khi
va chi khi ching cling triing véi truc tam H cia tam gidc ABC. Hay xic
dinh vi tri cia P dé c6 diéu dé.

2) Chiing minh rang cdc bg ba diém (4, B", C"), (B, €", 4"),(C, 4", B")
1a céc bo ba diém thang hang.

3) Khi 4", B", C" la tam gidc, chiing minh ring c6 bién doi dong dang thuén
S/ bién A4, B, C theo thit tw thanh A", B", C" va truc tam H cua ABC la
tam dudng tron (4", B", C").

4) Ching minh rang khi P thay d6i, taim J cla f (nGi trong cau 3) (khi
A", B", C" trung nhau, coi J 1a H) thay déi trén du&mg tron truc - trong
tam cua tam gidc ABC (tdc 1a dudng tron nhan GH 1am dudng kinh, trong
dé G latrong tam cla tam gidc ABC).

5) Hoi véi vi tri nao clia P thi J triung véi G ?

6) Hoi khi P thay ddi thi trong tam G" cha tam gidc A"B"C" vach nén
duong g1?

7) Chitng minh rang c6 mot va chi mot bién déi tron thuan blen J thanh G"

(v6i J thay d6i nhu néi trong cau 4) giit bat bién dudng tron truc - trong tam
clia tam gidc ABC. Tim cdc diém bat dong ctia bién déi do.

Cho bén diém phan biét M, Mz, M5, My trong E. Chu‘ng minh réng diém
M, chia ding diéu hoa hay chia d6i ding diéu hoa bo ba dinh huéng
(Ml, M,, M3) khi va chi khi
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erin 8. HUONG DAN - LOI GIAI - DAP S6

CHUONG 1. KHGI DA DIEN VA THE TICH CUA CHUNG

§1.

1.

64

chi mot tam giac.

HINH DA DIEN VA KHOI DA DIEN

Ta xét mot tam gidc ABC nao d6 ctia o7 Tt ca cic tam gidc khdc cua oI déu
phéi c¢6 mot dinh 14 A, hodc B, hodc C. Mbi dinh A, B, C cua né la dinh cua
p —1 tam gidc khdc nitanén k=1+3(p-1)=3p-2. o

S6 dinh cla k tam gidc 1a 3k, nhung mdi dinh 12 dinh chung cla p tam gidc

nén so6 dinh d ctia o/ la d:y—{—. Vay d=M:9—g. Nhu vay 6
: p p p p

phai 12 mot s6 nguyeén, tdc 1a p cé cac gid tri: 1,2, 3, 6.

Ta ldy mot dinh nao d6 ctia hinh <% dinh A
chéng han, A 1 dinh clia p tam gidc nén 4 la
diém chung clia 2p canh va do dé c¢6 2p dinh

cha ~% dugc néi véi A. Hién nhién
2p <d-1 hay 2p$8—£.
p

Suyra p’ —4p+3<0,ticla 1< p<3.
e Khi p=1thi k=1 va d =3 . Hinh &/’ gdm

e Khi p=2 thi k=4 va d=6. Hinh ot
gdém 4 tam gi4c, 6 dinh, mdi dinh la dinh o Hinh 1

chung cho hai tam gidc. Xem hinh 1, 4 tam

gide d6 1a A Ay As, A Ay Ag, Ay Ay Ag, Ay Ay As.

e Khi p=3thi k= 7 va d =7. Hinh ¢ gém 7 tam giac, 7 dinh, méi dinh la
dinh chung cho 3 tam gidc. Xem hinh 2, 7 tam giéc do la '



A

Hinh 2

6;4=12. Ta thdy rang

2. S6 canh c¢=

khong c6 dinh nao 1a dinh chia géc n-dien
v6i n>4. That vay gia sir dinh O 1a dinh
chung cta bon mat 1a bon ti gidc OABC,
OCDE, OEFG, OGIA (h.3). Nhu thé hinh
da dién o7 cé it ra la 12 canh : OA, OC,
VOE, OG, AB, BC, CD, DE, EF, FG, Gl, IA.

Hién nhién </con phai cé thém canh khéc

Hinh 3 -

nifa, tidc 13 ¢>12, vo I1. |
Nhuvay d, =d, =..=0 ,tfrc’la d =d, vadodo 3d, =3d =2c =24.
Suy ra d =8. Hinh hop 1a mot vi du.
3.+ Hinh tit dién c6 6 canh, hinh chép tif gidc c6 8 canh (4 canh dayva4 canh ben) 3
+ Gia str hinh da dién ¢"¢c6 7 canh : ¢=7.Khi dé
2c =14 =3my +4m, +5mg +...2 3(my +m, +ms+..)=3m.

Suy ra m<5: Ngoai ra hién nhién 12 m>3. Vay m=4 va do dé
m, =mg =...=0, tdt cd 4 mat 12 tam gidc nén 2¢ =3m hay 14 =12, vo li. Vay

khong c6 hinh da dién 7 canh.
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+ Gia str da dién o/"'c6 9 canh : ¢=9. Khi do
2¢ =18=3m, +4m, +5m; + .2 3(my + m, +m; +...) =3m.

Suyra m<6.R&rangla mg=m; =..=0.

- Néu ms =0 thi do m <6 nén ochi c6 thé 1a hinh chép ngii gidc, hinh nay

¢6 10 canh, khong thoa man.

- Néu ms =0 thi 2¢ =18=3m, +4m,. Suy ra m, =_6—4m4

. Nhu vay hoic la

m,=0,m, =6,hodc m, =3,m, =2.

Néu m, =3, m, =2, hinh lang tru tam gidc 1a mot hinh da dién nhu the.

Néu m, =0, m, =6thi m=6, hinh da dién ghép tir hai khai t& dién la mot da
dién nhu thé.

MG6i mat clhia o chi c6 thé 1a tam gidc hodc tit gidc, va s6 tf gidc khong thé

nhiéu hon 1 (vi khi d6 s6 dinh clia 7" nhiéu hon 5).

~ + Néu =% ¢6 mot mat A ta gidc ABCD va goi S 1a dinh th 5 thi ta dugc hinh

66

+Néu d; =4 thi d, =1, c=8 va 3m =2x8, khong xay ra.

chép S.ABCD. -
+ Néu 7" khong ¢6 mit tif gidc, thc m mat ciia o/ déu la tam gidc, khi d6

3m = 2c, nhu vay m phai 1a s6 chin. Ta cling dé thdy rang d, =0 v6i n>5,

vay dy+d, =5. Mat khdc ta cé

3m=2c¢=3d,+4d,=3d,+4(5-d;)=20-d,.
Nhu vay 2¢=20-d, hay C*—-lO—%. Suy ra

d,1a s6 chin va 0<d,<5. Nhu vay d,cé thé
lay céc gid tri : 0, 2 hodc 4.
+Néu dy =0thi ¢=10 va 3m=2x10, khong xay ra.

~

+Néu dy=2 thi d,=3, c=9 va m="-=6. \V
Da dién /7" c6 6 mat tam gidc, c6 9 canh, 2 géc \
tam dién va 3 géc t dién (h.4). ‘

Hinh 4
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Hoc sinh tu lam. _
Lﬁ'y hai hinh chép tam gidc déu D.ABC va E.ABC sao cho diém E ném trong
hinh chép D.ABC. Khi d6 hinh da dién gébm 6 tam gidc DAB, DBC, DCA,
- EAB, EBC, ECA 1a hinh da dién c4n tim.

Hinh c6 duge bang céch ghép hai tit dién déu.

Vi hinh lap phuong c6 12 c‘anh nén hinh da dién ¢/'c6 12 dinh : 4 =12 (h.5).

Céc trung diém cla cdc canh thuoc mot mat
ctia hinh 1ap phuong la dinh ctia mét hinh ! L .

2 , vdy ¢/f’'cé 6 mat la nhiing

vudng canh a

hinh vuéng bang nhau : m, =6. Cic trung

diém cla ba canh hinh lap phuong c6 chung
dinh lam thanh dinh cla tam gidc déu canh

a2

S vy o/'cé 8 mat 1a tam giac .déu :

Hinh 5
my, =8. |
Nth vay s6 mat clia " 12 m=m, +m, =8+6=14. Mbi dinh 1a dinh chung
clia 4 mat trong d6 c6 hai hinh vuong va hai tam gidc déu, nhu vay d = d, va_
2c=4d,=4d =4x12, vay s()" canh cia o’1a ¢ = 24, céc canh déu bang nhau

a2
2

va bing

Theo tinh chat 2b) va 2c) thi " va n]/ khong giao nhau, hgp cta d/ va
o 1a toan bo khong gian. B&i vay ta ¢6 :

Meh oMeh™ = Mea, ,Vl<:>M€a1 ,Vl@Meﬂa
i=l

—_—  m
Vay o' =Na/ .
i=I
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10.

11.

12.

13.

Theo muc 2c thi S 1atap léi,_ngbéi ra o 1a tap 16i, tir d6 suy ra A Na
1a tap 16i. '

Ta dit d;, =d(My, ;) (khoang céch tu diém M, t6i mait phang a;). Vi
M, £ a; nén d; >0, boi vay ta co s6 duong R sao ¢ho R < d; v6i moi i. By
gio gla st M la diém 520 cho M0M<R Khi d6 v6i moi i, doan thing

MyM khong cat «; (néu né cat a; & diém I thi MoM > Myl 2d; 2R, vo 1),

suyra M e af véimoii. Vay M e ™.

N * ~ Pl A A ~ z ) ' - . N ~
Vi Ny e H nén cé mot s6 j nao do sao cho Nyea; . Goi R la s6 duong sao

cho R <d(Ny,a,) thi khi d6, néu NoN <R thi N e
a) Tt OM :x|52+x20fo3OC suy ra
OM = x, (MA - MO) + 3, (MB~MO ) + x, ( MC ~ MO)
hay xlm+x2m+x3—ﬁé+‘x4—ﬁ/[~0=6 VOI X) + Xy + X3+ Xy =17
Nhﬁ vay diém M c6 toa do ti cu d6i véi tf dién OABC 1a (xl;xz;)cv3;x4’) .

Boi vay :
i) M 12 diém trong cla t dién khi va chi khi x; >0 v6i i=1,2,3,4, nghia’la

xl >0 Xy >0 x3 >0 va x1+x2+x3 <I.
ii) Diém M thuoc khéi td dién OABC khi va ch1 khi x;,20 véi i=1,2,3, 4,
nghiala x 20, x, 20, 20 va x+x+x3 <1
b) Theo cau a), khoi tit dien OABC 1a tap hop

Xo ={M(x;x23%3)| %20 Xy 20, x5 >0, x; +x; + X3 <1j.

e e e ar i e TSl A4 X OAE . YA NN N
Goi A’ ia diém sav civ Ga'——Gd . Kii 66 nés OM =504 ba, OB+ 00

2

thi OM = (—x,)04 "+ x,0B + x;OC , bdsi vay khi t&t dién OA'BC 1a tap hop
X] Z{M(XI;XZ;)C},)IXI <0 » Xo .>_O, X3 _>.0, — X +X2 +X3 Sl}.

Tuong tu 14y diém B’ va C"sao cho OB'=-0B, ~0—5, =-0C thi:
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14.

khéi tt dien OAB'C 14 tap hop
Xy ={M(x;;%;x3) |, 20,3, 0, %320, —xp +x3 <1} ;
khoi tit dien OABC' 12 tap hop |

X3 ={M(x;xy;%3) | 20 ,x, 20, x5 <0, x; +x, — x5 <1} ;

 khoi t dien OA'B'C' 12 tap hop

X ={M(x5x05x3) | <0,x, <0, 130, —x; —x —x3 <1} 5

khoi tif dien OAB'C' 1a tap hop

Xi={M(x;x05%3) %2 0,x, <0, x3 <0, x;—xp —x3 < 1} ;
khi t dien OA'BC" 12 tap hap

X5 ={M(x;x5;%3) | x5, €0 ,x, 20, x5 <0, —x; +xp — X3 < 1}
khi t& dien OA'B'C 1a tap hop- | |

X3 = {M(x5x55x3) | 3 S 0,3y 0, x5 20, = =Xy + %3 < 1},
Hién nhién ring X = X, U X, U X, U X, U XU XU XS U XS,
Nhu vay tap X la hop cta 8 khéi da dién: OABC, OA'BC, OAB'C, OABC",
OA'B'C', OAB'C', OA'BC', OA'B'C. Khdi da dién X dugc xdc dinh bdi hinh da
dién o/ sau day : 8 mit clia " 1a cdc tam gi_éc ABC, A'BC, A'BC', ABC",
AB'C, AB'C, AB'C", A’B'C', 6 dinh ctia 7" 12 A, B, C, A", B', C". Da dién <&
chinh 1 hinh bét dién. ‘
Vé6i n=2 ta cé khdi da dién <%, gbébm 4 mat l1a 4 tam gidc, d6 chinh la khoi
tit dién. Gia sit ta da ¢6 %, 1 khéi da dién ¢6 2 mat déu I tam gide. Ta
£0i mot mit nao dé cta nd lé»tém gidc ABC. Ta ldy mot diém D sao khdi tit
dién ABCD (trir tam gidc ABC) ndm ngoai </7;, . Khi d6 goi o/@nﬂ) 1a hop
ctia khoi da dien 75, va kh6i i dien ABCD thi ., 12 kh6i da dién, mat
cia né gom 2n-1 mat clia <5, (Vi tam giéc ABC khong phai la mat cua
SHye1y) VA ba mat ABD, BCD, CAD clia khéi t dien ABCD. Vay khéi da

dién o,y €6 2(n+1) mat va cdc mat déu la tam giac.
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15.
16.

17.

18.

70

trai véi dinh 1 Euler.

Tuong tu nhu bai 1 : V6i n=1 ta cé khéi da dien < 1a khi hop.

Xét khoi hop ABCD.AB'C'D".

a) Khoi hop d6 cé thé chia thanh ba kh01 chép: ABCC’B’ AA'B’C'D’ va
A.CDD'C".

~ b) Khéi hop dé c6 thé chia thanh 5 khéi t& dien : AA'BD, A'BB'C', BCC'D,

A'CDD'va A'BC'D. ,
a) Gia sir hinh da dién < khong c6 mat tam gidc va ciing khéﬁg c6 dinh nao
1a dinh ctia géc tam dién, titc 1a m; =d; =0. Khidétaco

20 = dmy+5mg .2 Mmy A ms+.)=dm,
2c=4dy +5ds +...24(dy +ds +..) =4d. .
Suy ra 4c>24m+4d hay d—c+m<0#2, /

b) Vién gach tuy-nen (h.6). .
Hinh da dién nay c6 16 mat la tf gidc, 16 P ISR
dinh 12 dinh cta géc t& dién, va c6 32 -
canh. Trong truong hop nay thi

d—c+m=0. : Hinh 6

X3 4.
2 N

Da dién o/ ¢6 s6 mat la m = my =6, va do dé co s6 canh la ¢ =

Theo dinh'li Euler,tacé d—c+m=2nén d=2+c-m=2+9-6=5.

Ta ching t6 ring ds =dg =...=0.

That vay, néu ds # 0 thi c6 it nhat mot dinh, ta ki hiéu 1a A, 1a dinh chung cla
5 mat la 5 tam giac ABC, ACD, ADE, AEF va AFB, khi d6 o/ c6 it nhat 1a 10
canh, d6 12 AB, AC, AD, AE, AF, BC, CD, DE, EF, FB, vo Ii. Vay ds =0.

T T e A A TR L N
LUTHE Wanld vay W SUng oo Wy Ty Y

Nhuvay ds +dy =d =5,vadodbtacd 3d; +4d, :20=18'hay d3 =6“%

Vi d; va d, 1a nhiing s6 nguyén khong am nén ta phal c6 dy=3va dy =2,
hodc d, =0 va d; =6.



Trudng hop d, =0 va dy =6 khong
xdy ra vikhidé d =6. -
Néu d; =3va dy =2 thi s6 dinh clia
Hlad=dy+d,=5.

Pa dién <//"'c6 dang nhu & hinh 7 :
c65dinh A, B,C,S,S,c66matla6
tam gidc SAB, SBC, SCA, S'AB, S'BC,

S'CA va ¢6 9 canh : AB, BC, CA, SA, s’
 SB,SC,S'A, S'B, S'C. " Hinh 7
19. Gia sir hinh da dién 7c6 m=m, =7.

Khi d6 2c=4m, =4x7=28,ticla c=14.

Boi vay theo dinh i Euler thi d =2+c—-m=2+14-7=9. *)

Ta co | ' |

20=28=3d; +4d, +5ds +...

=3(dy+dy +ds+..)+dy +2ds +3dg + ...
=3x9+d, +2ds+3dg + ...

hay 1=d, +2ds+3dg +... Tudésuyra dy =1, ds =dg =...= 0.

Nhu vay <% ¢6 mot dinh 1a dinh chung
ctia 4 mat va 8 dinh con lai 1a dinh chung
ctia ba mat. Ta goi O la dinh chung cua 4
mat ctia <//'va ki hiéu bén mat dé la:
OABC, OCDE, OEFG, OGIA (xem hinh 8),

nhu vay o c6 it ra 12 9 dinh sau day : O,

A, B, C, D, E, F,G, I. Hién nhién o4 con
phai ¢6 thém cac dinh khic nita, tic la
»nhiéu hon 9 dinh : d > 9, trdi véi (*). Vay
khong c6 da dién &/ nhu thé.

20. a) Néu moi mat déu c6 s§ canh 16n hon 5 thi

! A

Hinh 8

my =my =ms =0 nén ta co

4%



21.

72

EMD, DMC, CMN, BNC.

2= 6m6+7m7+8m8+ >6(m6+m7+ ) 6m, vayc>3m

Vi 2¢ =3dy +4d, +5ds +... > 3(dy +d,+...) =3d nén 20 23d.
Tit ¢23m va 2c¢>3d tasuy ra 3¢ >3m+3d hay m—c+d <0, mau thudn
v6i dinh 1i Euler ring d —c+m=2. '
b) Lap luan tuong tu. k
¢) Trong trudng h’orp nay ta cé |
o 2c 31y + St + .+ (2k+ Dy,
trong dé m=my +ms + g, lasole. Taco :

2c = 3(m3+m5+ +m2k+])+2(m5 +2m7+ +(k—l)mZk+])

‘hay 2c 3m+2(m5+2m7+ A (k- l)m2k+1).

Vi m 12 s6 1& nén v& phai 14 s6 18, con V€ trdi 13 s6 chin, do d6 déng thic
khong xay ra.
Ta ¢6 d =m="7. Theo dinh lf Euler thi ¢=d+m—2=12. Hién nhién la
mp =0 v6i k=7, vi néu khong thi m>7. S6 mat la luc gidc nhiéu lam 1a
bang 1 (vi néu khong thi d > 7). ‘ '
Néu c6 mot mat 1a luc gidc thi kh01 da dién <7"1a khoi chép luc gide S.ABCDEF.
Néu khong c6 mat luc giéc thi ms +my+ms =7 va
2¢ =24 =3m;y +4my +5S5my
- =3(my+my +ms)+my +2ms
=3xT+my+2ms.

Suy ra my =3-2m;.

Néu ms =1 thi my =1, va my=5. Khi d6
khoi da dién ~%'cé dang nhu hinh 9. N6

c6 .1 mat la ngii gidc ABCDE, 1 mat 1a ti
gidc ABMN, 5 mat tam gidc 1a AME,

Hinh 9



Néu ms=0 thi m, =3 va m;=4. Kh6i ,
da dién o/ c6 dang nhu hinh 10. N6 ¢6 7
mat gom 3 t& gidc OABC, OCDE, OEGA G
va 4 tam giac : ABG, BCD, DEG, BDG .
E

Hinh 10

§2. PHEP DGI HINH TRONG KHONG GIAN

22,

23.

24,

285.

Gia sir phép doi hmhfco bon diém bat dong A B, C,D khong dong phang
Néu f khong phai la phép dong nhét thi cé6 mot diém M khong tring véi anh
M’ cua né. Vi phép dcn hmhfblen cac diém A, B, C, D, M lan luot thanh cic

| diémA,B, C,DvaM'nén AM = AM', BM =BM', CM =CM"', DM =DM".

Vi M va M’ phan biét nén bon diém A, B, C, D phai nim trén mat phang trung
truc cia MM, trdi véi gia thiét 1a bon diém dé khong dong phéng.
Vay f bién moi diém M thanh chinh né, suy ra f la phép dong nhat.
Néu OM =kOA thi ba diém O, A, M thang hang, do d6 ba diém O', A", M’
thang hang. Hai diém O, A phan biét nén O’ khéc A". Suy ra c6 s6 k' sao cho

O'M'=k'O'A". Vi phép doi hinh f bién O?A, M lan lugt thanh O, A", M'nén

OM=0'M',04=0"A",MA=M"A".

Vi OM =kOA nén OM = |k]OA do d6 ta c6 O'M'= IkIO A'. Vay |k|—]k|
Do tinh chat f bio tén thi tu chia ba diém thing hang O, A, M nén k'=k . Vay
O'M=kO'A". :

Dat xOA=0M,, yOB=0M,. Gia sk phép doi hinh f bién cdc diém
M, M, le‘in lugt thanh cdc diém M{,M;’)_ thi theo bai todn 23, ta c6

x0'4'=0'M{,y0'B'=0"'M} . ; |

Mat khac vi OM, MM, 1a hinh binh hanh nén O'M{M 'M; ciing la hinh binh
hanh. Suyra- O'M'=0'M{+0'M} = xO'A'+ yO'B".

a) Gia sir diém M thay déi trén dudng thang d co dinh. Ldy hai diém phan biet

A, Btrén d va goi'A' va B'lan luot 12 4nh clia A, B qua phép doi hinh . Khi d6
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74

néu M nim trén d vi AM =kAB thi 4nh ctia M 1a diém M’ sao cho

A'M'=kA'B'. Goi O la trung diém cla AA' va I 1a trung diém clia MM’ thi :

67:1(7M'+A'M')=-"-(E+A'B').Ttrdésuy'ra
AN 2

~ +Néu AB+A'B'=0 thi quy tich / 12 mot diém O.

+ Néu AB+A'B'=u#0 thi quy tich / 12 duong thing di qua diém O va

'song song véi vecto u .

" b) Lay ba diém O, A, B khong théng hang va nam trong mp(«). Goi O', A", B’

lan lugt 1a anh ctia 0, A, B qua phép doi hinh £. V6i méi diém M trén mp(a),

ta c6 cdc 56 x, y sao cho OM = xOA + yOB . Khi d6 phép doi hinh f bién diém

M.thanh diém M'saocho O'M'=x0'A'+ yO'B'

Goi P 1a trung diém clia 00’ va I 1a trung diém clia MM, ta c6
TR vy e 1Eva) WL B w iy S ray BT
P[:E(?MfOM )——2—(x0A+y0B+xO A'+y0 B)

=2(04+0"4")+2(0B+0'B").
2 2

Dat %(@+W>=Z{ va %(0—‘3+57"B“')=\7 thi ta ¢6 PI =xu+ yv. C6 thé
xay ra cac truong hop sau day : .

+ Neéu hai vecto u VAV khong cung phuong thi quy tich 7 1 mit phéng di qua
diém P va song song véi gid cha céc vectd U VAV,

+Néu =0 va v#0 (hodc v=0 va u #0, hodc u,v khdc 0 nhung ciing
phuong) thi quy tich / 1a duong théﬁg di qua P song song véi gid cua v (hoac

- -
1 hoficca u va v),

+Néu w=v=0 thi PI =0, quy tich I chi la mot diém P.
a) Gia stt D va D' la cdc phép doi ximg tam l4n lugt c6 tam 12 O va O". V6i
mbi diém M va M'=D(M), M"=D'(M") thi

MM"=MM'+ M'M"=20M"'+2M'0'=200".



szly hop thanh cta P va D' bién M thanh M” 1a phép tinh tién theo vecto
v=200".
b) Goi (a) va (a') la hai mat phang

vudng goéc véi nhau, cit nhau théo N
dudng thang a (h.11); B, va D, la (o _Ne v

a a s
cdc phép d6i xing qua (a) va (a').

Vé6i méi diém M, ta ldy M'=D,(M) |
va M"=D,(M"'). Néu goi (P) la mit

phéng di qua M va vuong géc véi a (titc Hinh I1

12 vuong géc véi ca hai mat phiang « A

va ') thi mp(P) ciling di qua M' va "

M”. Néu ta goi I va J lan luot 1a trung K

diém clia MM' va M'M” va O.1a giao M |

diém cha mp(P) v6i dudng thang a thi 0 ~ N ,
dé thdy rang t& gidc OIM'J 1a hinh chit N 1 ‘
nhat va O 12 trung diém cta MM”. Nhu !

vay hop thanh cia D, va D, bién M ’

thanh M" 1a phép d6i xing qua duong H:j;] 12

thing a.

c) Gia slr @ va a' 1a hai duimg thing vuéng géc v6i nhau va cit nhau & O
(h.12), D, va D, 1a céc phép doi xiing qua a va a'. V6i mbi diém M ta ldy
M'=D,(M) va M"=DB,(M").

Goi (o) 1a mat phing di qua a va a', A 14 dudng thing vuong géc véi (@) tai O.
Goi I va J 1an luot 1a trung di€ém ctia MM’ Qé M']l/I"’, goi N, N', N” lan lugt la
hinh chi€u cia M, M', M” trén mp («x) .

Khi d6 dé thdy ring OIN'YJ 1 hinh chit nhat va O la trung diém ctia NN". Vi
MM”N”N ciing 1a hinh chif nhat nén trung diém K cia MM” ndm trén A va
MM” 1L A. Nhu vay hop thanh cua D, va ‘Da. bién M thanh M" 1a phép dai
xting qua dudng thing A. |
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28.
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a) Néu diém M thuoc mp(ABC) thi diém M'= f(M) ciing thuoc mp(ABC).

"Ta ¢c6 AM =AM, BM:BM', CM =CM"'. Néu M khac M’ thi xét trong
mp(ABC), ba diém A, B, C phai ndm trén dudng trung truc cha MM, trdi vdi

gia thiét 1a A, B, C khong thfmg hang. Vay M’ tring v6i M hay M 1a diém bt
dong. A

b) Ldy mot diém D nidm ngoai mp(ABC)
va D'= (D) (h.13), tac6 |

DA=D'A, DB=D'B, DC=D'C.

Xay ra hai trudng hop : D trung D' va D

khéc D" '
Néu D trttng'D"thifcé 4 diém bat dong A, : \

B, C, D, trong d6 khong c6 ba diém nao

thing hang nén f 14 phép dong nhat.
Néu D va D' khiac nhau thi mp(ABC) la
mat phéng trung truc ctia D-va D', Vay f1a

Hinh 13

phép d6i xiing qua mp(ABC).
Tadat a=DA,b=DB, c=DC vaa'=D'A",b'=D'B', ¢'=D'C" (h.14).

V6i mbi diém M trong khong gian,‘ ta c6 ba s6 x, y, z X4c dinh sao cho
DW=sz+y5+zE, vd do d6 c6 mot diém M' xic dinh sao cho
D'M'=xa'+yb'+zc'. Nhu vay ta c6 mot phép bién hinh f bién diém M
thanh diém M" |

) M
C M A

Hinh 14

Néu x=yp=2z=0 thi diém M tring diém D va diém M’ tring diém D', nhu
vay f bién diém D thanh diém D".



Néu x=1,y=z=0 thi diém M tring diém A vi diém M' trang diém A’, nhu
vay fbién diém A thanh diém A’, tuong ty £ bién B thanh B’ va bién C thanh C".
Bay gid ta ching minh ring f 12 phép doi hinh. Gid st ¢6 diém N va
N'::f(N) ma 5]7/=x'21+y'l3+z'2, suy ra D'N'ZX';+,»y'F+Z'Z".
Khi d6 ta cé : MN = (x'—=x)a+(y'= y)b+(z'-z)c vadodé
| -2 -2 92 |
MN2=(X'~x)2q .+(y'—‘y)2b +(Z'—z)2c +

+2(x'- x)(y '— y)Zz.Z) +2(y'-y)z'- z)BZ +2(z'-z)(x'- x)Z’.a

| —2 —2 —2
M'N'2 - (x'-x)2a' +(yv___y)2bv +(Z""Z)ZC' +
H2x=x)(y'- p)a'h +2(y'— y)z'-2)b e +2(z'- z)(x'-x)c'a'
Vi hai ti dién c6 cdc canh tuong ting bing nhau nén ta c6

2 =2 2 =2 =) —) mw e o e e
a =a" ,b =b",c =c¢" ,ab=a'b',bc=b'c',ca=c'a’'.

- Turd6 suy ra MN = M-'N' va do d6 f1a phép doi hinh.

29.
30.

31.

Bay gio ta chitng minh rang khong c6 phép doi hinh f ' nao khdc f cling bién
cac diém A, B, C, D thanh cédc diém A', B, C', D". That vay, né’u c6 phép f 'nhu
thé thi vi /' khdc f nén phai c6 mot diém M sa0 cho M'=f(M) va
M"= f(M) 1a hai diém khéac nhau. Vi phép doi hinh f bién A, M thanh A’
M'nén A'M'= AM, vi phép doi hinh f ' bién A, M thanh A, M” nén
AM"=AM. Vay A'M'=A'M", tuong ty ta c6 B'M'=B'M",
C'M'=C'M", D'M'=D"'M". Vi M v M” khic nhau nén tir d6 suy ra bon
diém A', B', C', D' ném trén mat phéng trung truc clia doan thing M'M”. V6 Ii.
DS. Céc mat phang trung truc clia cic canh.

bS:

- C4c dudng théng di qua tam O va trung diém ciia mot canh (cling 1 di qua
trung diém cla hai canh déi dién). Cé 6 dudng thang nhu thé. ‘

- C4c duong thang di qua tam O va tam clia mot mat bén (ciing 12 di qua tam
ctia hai mat doi dién). C6 3 dudng thang nhu thé. ' '
DS : Hai dinh cla hinh bét dién déu goi 1a ddi di.énb néu chiing khong ciing |
thuoc mot canh. Poan théng noéi hai dinh d6i dién goi 1a duong chéo cta hinh
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32,

33.

78

bat dién déu. C6 ba dudng chéo v6i do dai bang nhau va doi mot vuong gbc
vGi nhau.

Tdm doi xitng : 1a giao diém ba dudng chéo, ta goi dé 14 tam hinh bat dién déu
Tryc doi xiing :

_ Cic dudng théng di qua tam va mot dinh (cling 1a céc dudng cheo) C6 ba
dudng thang nhu vay.

- C4c duodng thing di qua tam va trung diém ctia mot canh (ciing 12 di qua
trung diém cta hai canh song song). C6 6 dudng thang nhu thé.

Mt phdng doi xing :

- Cac mat phéng di qua tam va mot canh (ciing 1a di qua hai dudng chéo). C6

- 3 mat phang nhu thé.

- Céc mat phang trung truc ctia mot canh bén (cling la mat phéng trung truc

- clia hai canh song song). Cé 6 mat phang nhu thé,

a) Ta c6 thé chia o/ thanh 3 khéi lap
phuong don vi va hién nhién cé thé chia
mdi khéi 1ap phuong thanh hai khéi da
dién béng nhau sao cho ta nhan duoc 6
khdi da dién bing nhau.

chit L hop thanh bdi ba hinh vuong don vi.
Da gidc ddy c6 thé phan chia thanh 4 da
gidc bing nhau nhu hinh 15 va tr d6 suy  |.”
ra 7" ¢6 thé phan chia thanh bén hinh

lang tru bang nhau c6 chiéu cao bing 1.

b) % 1a mot hinh lang tru c6 day hinh !
)

Hinh 15

Kh(”)’flép phuong ~%c6 thé xem la do 7 khdi lap phuong don vi ghép lai véi
nhau, va 7 kh01 lap phuong d6 ¢6 mot dinh chung duy nhat A. Bay gld ta hmh

1 3 ~
Uil & il 5 ;;i‘\.;i ;AIUL l\.;i‘\.;; Aul.l lJll:JUll& UU vl 5 uu\_l\.: k_uu,ul \. i i O RVl Auy

phuong bang nhau va bd di khoi lap phuong c¢6 dinh A. Khi d6 7 khoi lap

- phuong don vi sau khi bé di khéi lap phuong & géc A trd thanh 7 khéi da dién

bang nhau, cdn 7 khéi lap phuong bo di & dinh A 1am thanh khéi da dién thi 8
bang 7 khoi da dién néi trén.



34. Gia stV la phép vi tu tam O ti s6 k.

3S.

Goi a 1a mot dudng thing nao dé. Trén a ldy hai diém phan biét A va B, va goi

A', B'1a anh cta ching. Khi d6 4nh clia dudng thing a qua phép vi tu V chinh

1a dudng thang a' di qua hai diém A’ va B".

Vi OA'=kOA, OB'= kOB nén |
A'B'=0B'-0A'= kOB —kOA = k(OB' OA4' ) kA'B'.

Tu do suy ra hai dudng thing a va a'song song Vvoi nhau hodc trung nhau.

Goi o 1a mot mat phing nao dé. Trén o 14y ba diém khong thang hang A, B,

- Cvagoi A', B, C'la anh cia ching. Khi d6 4nh ctia mit phdng « qua phép vi

tr V chinh 12 mat phing di qua ba diém A’, B' va C'. Theo trén ta c6
A'B'= kAB A'C'=kAC neén hai miat phang @ va a' song song véi nhau
hoac trung nhau. ‘

Dat DA = aDB bDC cvaDA'—a D'B'= b DC'*c va ki hiéu

azDA:Ia], b=DB=y, c:DC=|c|,
a'=D'A'=la}, b'=D'B'=[p], c'=D'C'=c].

Khi dé tacé a'=ka, b' = kb, ¢' = ke va
ADB=A'D'B',BDC=B'D'C',CDA=C'D'A’.

Ta xéc dinh phép bién hinh F bién mbi diém M thanh diém F (M) = M'nhu sau.

Vi ba vecto a,b,c khong déng phéng nén véi méi diém M c6 duy nhét bo ba

80 Xx,y,z sao cho DM =xa+yb+zc. Ta x4c dinh diém M' sao cho

D'M'=xa'+ yb'+zc'. Tuong tu , d6i v6i diém N néu DN =x'a+y'b+z'c

thi diém N'duge xdc dinh sao cho D'N'=x'a'+ y'b'+z'c’

Khidétacé  MN =DN—DM = (x'—x)a+(y'— )b+ (z'—2)c
M'N'= D'N' D'M'=(x'-x)a' +(y'- y)b +(z 2)c'.

Sau d6 bang céch tinh MN ‘va M'N" (dung cong thic tinh tich vo huéng

cuia hai veco), ta dé dang suy ra ‘M'N'z =k*MN’ stic la M'N' = kMN. Vay F
1a mot phép dong dang.
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Ngoai ra dé dang thdy réng phép déng dang F bién A thanh A’ (khi
x=1,y=2z=0), bién B thanh B’ (khi y=Lx=2z=0), bién C thanh C' (khi
z=1,x=y=0),bién D thanh D' (khi x=y=2z=0).

Dé chiing minh tinh duy nhét ctia F, ta gid sit c6 phép déng dang F' khéc vdi
F ciing bién c4c diém A, B, C, D 1an lugt thanh céc diém A", B', C', D". Khi dé6
phai c6 mot diém M sao cho M' = F(M) va M" =F'(M) la hai diém phan biét.
Khi dé ta c6 AM' = kAM va A'M" = kAM nén A'M' = A'M". Tuong tu ta ¢
BM'=BM”,C'M'=C'M”,D'M'=D'M". a

~Nhu vay bén diém A', B, C', D' cling cch déu hai diém phan biét M' va M",

do d6 bon diém d6 déng phing, trdi v6i gia thiet A'B'C'D'1a hinh tif dién.

36. Chitng minh. Cho phép déng dang F vdi ti s6 k >0.Ta xét mot hinh tt dién

§3.
37.

-80

“canh xuét phat tir dinh dé (h.16).

- ndo dé ABCD va goi A'B'C'D'1a anh clia tit dién dé, tic la

A'B'=kAB, B'C'=kBC, C'D'=kCD,
D'A'=kDA, A'C'=kAC, B'D'=kBD .
Diing mot phép vi tu V nao d6 vdi ti s6 k , ta bién tt dien ABCD thanh ti dién
A"B"C"D" ¢6 céc canh tuong tng bang cdc canh cua tif dién ABCD. Theo bai
tap 28, c6 phép doi hinh F' bién ti dién A"B"C"D" thanh tt dién A'B'C'D". Hop
thanh clia phép vi tu V va phép doi hinh F’ c§ nhién 1a mot dong dang bién ti
dién ABCD thanh tit dién A'B'C'D’ va hgp thanh d6 chinh 1a phép dong dang F
da cho. _ ' ' ,
HINH DA DIEN DEU VA KHOI DA DIEN DEU
Gia stt o7 1a hinh da dién déu loai
{p;q} c6 canh bang a. Goi S 1a mot
dinh nao d6 va S4;,54,...,54, la q

Theo dinh nghia, ta c¢6 hinh chép

Gu g-giac ia- 0.4y Ag...iy - Hinh i6

V "A ' ] 9 . ‘ N 2
Goi a céc géc phang ¢ dinh S thi « la géc cha p-giac déu nén o = [1 —-—-jﬂ' .

p
Tudétacd: 44y = AyAy =...= 284 sinZ = 2asin (1 —3)—75 =2acos™.
: 2 p)2 4



' N VIV 2 N 2
Da gidc A44,..4, la g-gidc déu nén 44,4 =(1——~)7r, T tam gidc can
q
A1A2A3 dinh A2 ta Cé:
A Ay =24, 4).5in 144, =4acos£sm(l—-2-j—7—[—=4acos—7£cos£.
| 2 p q P4

K& AH L SAy thi 4,H 1 SA,, do d6 o= A HA, la géc phang cla nhi dién

38.

canh $4,.Tacé:

; .2
A H = A3H = S4, sina:asin(l—£)ﬂ=asml.
p p

Trong tam gidc can A4 HA; dinh Htacé :

T T Vs
2acos—CcosS— COS—

mnﬂzsinﬁ:—Ml:AlH: : p2 9 _ z
2 2 asin®  sinZ
p p
cds—
Suy ra ¢ = 2arcsin Z
sin —
p

Gid st o7 1a da dién déu loai {p,q} v6i canh a. Goi s 1a mot mat ctia o/'c6
tam / (tam dudng tron ngoai ti€p va ndi ti€p p-gidc déu s) va cé mot canh la
AB. Khi d6 ta c6 Ry=0A4=0B, R, =OK trong d6 K 1a trung diém ctia AB,

va R, =0l (O la tam cta &% Ry, R, R, ldn luot 1a ban kinh mat cdu ngoai
ti€p, nlra noi ti€p va noi ti€p oA’

. 2w s 7R 2
Vi s 1a p-gidc déu tdm / nén AIB 1a tam gidc can c6 goc & dinh 1a AIB =—,

p
do d6 IK = AK.cot AIR =2cotZ va u=—2K __ 4
2 p sin AIK 2sin~7—r~

—

Chd y rang néu goi ¢ 1a géc nhi dién clia &7 thi OKI =

NS

, nén tir tam gidc

vuong OIK ta c6 :

6A - TLCTBT HINH HOC 12 « 81



V.4
" acot—
IK IK p

R =OK = = =
cos K cosgl 2cos?
cos ™~ \/sinz z—cos2 z
Vi sin—(e:——-——g— (xem bai 34) nén cos—qz P p= g .
sin — . 2 sin =
p p
T
acos—
Vay R, = /4 .
| 2\/sin2 T cos? X
pP q
Vs Vs
_ acos— cos —
Tacc’):RZ:OI:Rlsin—(23= 4 . g
2\/sin2£—-cos2£ sin—
p q p
T r
acot—cos—
Vay R, = L9
2\/sin2£—cosz—7£
p q
Cu6i ciing, trong tam gidc vuong OAK ta c6 :
2
Ry? =04% = OK? + AK? = R? +%=
| a? coszz 2 2 cos? %
= P -2 P - +11.
4(sin2£—cos2 Z\ 44 sin? T o2 Z
N V% q ) \ F 4 /
cos? =
Vay Ry == - P
2/ sin2 Z —cos? &
rp 9

6B - TLCTBT HINH HOC 12
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39.

40.

41.
42.

43.

Khéi hop da cho c6 thé phan chia
thanh hai kh6i t¢ dién ABDA', .
C'CB'D' va khoi bat dién voi cédc B c
dinh1a A',C, B, D', D, B' (h.17).
Dé dang thély ring hai khoi ti dién
ABDA' va C'CB'D' déu c6 céc canh
bang a nén chiing 1 c4c khéi tit dién
déu.
Trong t&¢ dién déu ABDA' ta cé A D
BD 1 AA', ma AA'//DD' nén
BD 1 DD' va do d6 BDD'B' 1a hinh
vuodng canh a. Ngoai ra vi

" CB=CB'=CD=CD'=A'B=A'B'=A'D=A'D'=a
nén khoi bt dién BB'D'DCA' 1a khoi bat dién déu.

Hinh 17

' . X o s 1
a) Goi ¢ 1a géc nhi dién cua hinh t¢ dién déu thi dé thady rang COS(p::g, ‘

hayg/)zarccosé- (c6 thé str dung bai 34). Gia skt ta da 14p ddy khong gian

bing céc ti dién déu canh a. LAy mot canh AB clia mot t& dién ndo d6. Canh
AB phai la canh chung ctla cdc t dién 1an lugt ¢6 chung mot mat. Néi cich
khac chung quanh AB phai c6 mot s6 cdc t dién ghép vao nhau. Nhung diéu
d6 khong xay ra vi khong cé s6 nguyén n ndo ma n.p =360°.

Dai v6i khoi bat dién déu canh a ciing lap luan tuong tu.

b) Hién nhién c6 thé 1dp ddy khong gian bdi cdc hinh hop bing nhau. Néu

chiing ta 1dy cac hinh hop nhu & bai 36 thi méi hinh hop dé dugc phan thanh

hai tir dién déu va mot bat dién déu cé canh bing nhau. Vay c6 thé 1dp day
khong gian bang cdc khoi t dién déu canh a va cdc khoéi bét dién déu canh a.
Danh cho ban doc. |

Danh cho ban doc.

a) Dudng chéo bién clia <7 chinh 14 dudng chéo ciia luc gidc déu canh a. Boi

1++/5
==

vaynoécédodaila d=ra v6i r=
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b) (h.18) L4y ba mat ctia =" c6 chung dinh A 12
ba ngd gidc déu ABCDB', ABCD'B” vi
AB”C”D”B. Vi AB.AB"= AB'AB"  nén
AB"(AB'— AB)=0 hay la AB"BB'=0. Vay
AB" 1 BB', nhung vi BC”//AB” nén BC” L BB'.

Goi (a)1a mat phing trung truc ctia doan thang

AB thi dé& thdy ring (a) ciing la mat phing Hinh 18
trung truc cua B'C va (a) diqua C”.
Boi vay phép déi xing qua mp(e) bién BC” thanh AC” va bién BB’ thanh AC.

~Nhung vi BC” L BB'nén AC” L AC.

Chiing minh tuong tu, ta c6 AC' L AC" va AC'L AC. Vay ba dudng chéo
bien AC, AC', AC” do6i mot vuong goc. |

Hoan toan tuong tu, ta cling ¢6 ba dudng chéo bién AD, AD', AD” doi mot
vuong goc.

¢) Goi ABCDE 1a mot mat cua o/f'va AC la mot
duong chéo bién (h.19) khi d6 AC // DE. Canh DE
cdn 12 canh clia mdt mat nita ma ta ki hiéu la
DEFGH va ta ¢6 FH // DE. Vay hai duong chéo
bién AC va FH song song véi nhau. Goi O la tam

d6i xiting ctia o7 va goi A, C', F', H'lan luot 1a céc

diém doi xing véi cdc diém A, C, F, H qua diém O Hinh 19

thi hién nhién ta c6 4 dudng chéo bién song song o

v6i nhau la AC, FH,A'C’, F'H".

Theo cau b) ta c6 ciac dinh A, C, F, H, A', C', F', H' clia oJ/" sao cho cdc doan
thang AF,AC va AH' bang nhau va doi mot vuong géc vGi nhau. Boi vay ta c6

A 'S nl R I o E e B e P S A s

rs/\t\ e e T &Ona

/ ' I
11U 1111k Auy l./uuuu& VUL Uu Cad iU AR, QAT AR SRR dQp priuvl g onay v
N

rang noi ti€p hinh 12 mat da cho.
d) Theo chitng minh trén, cdc canh cha hinh lap phuong noi ti€p o/ la céc
dudng chéo bién clia o7 Da dién &7 ¢6 12 mat, mbi mit c6 5 dudng chéo

nén o/ c6 12x5=60 dudng chéo bién. Ta dé thdy ring mbi dudng chéo bien



44,

45.

clia &7 song song vGi ba va chi ba duong chéo bién khéc, titc cdc dudong chép
bién dugc phan ra 60:4=15 bo, mbi bo gom 4 dudng chéo song song véi
nhau. Méi bo nhu th€ xdc dinh mot hinh 1ap phuong noi ti€p va méi hinh 13p
phuong noéi ti€p dugc xdc dinh boi ba bo khdc nhau nén ta cé tit ca la
15:3 =35 hinh lap phuong ndi tiép.

a) Ta ki hiéu cac cap dinh dai dién cia 1AM

vaM', NvaN,PvaP,QviQ" RviR SVaS§ s

" sao cho S.MNPQR la ngii gidc déu (xem hinh
20). Trong hinh chép déu d6, canh bén SQ R P

vuong goc vGi canh ddy MN, nhung trong ngii ’

gide déu OSNRM' ta ¢6 SO /| M'N, vay A
MN L M'N, do dé6 MNM'N'1a hinh chif nhat. ‘P' R
b) C6 thé l1ay ba nhém dinh tao thanh ba hinh

chit nhat sau day : MNM'N', SOS'Q’ va PRP'R".
D& dang chiing minh cdc mat phiang clia céc
hinh chit nhat d6 déi mot vuong géc.

a) (h.21)

Hinh 20

- Tir diéu kién __M_]:_Jil_, ta suy ra MP // AC.
MA PC

Tir diéu kién oc = ﬁ, ta suy ra RQ // AC.
" QD RD

Vay MP // RQ va do d6 bén diém M, P, R, Q dong phéang. Gia sir cac dudng
thang NP va BC cét nhau tai K, ta c6 ‘
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KC NB PI KC 1
=1 ha

KB NI PA "V kB 2
T do : —¢ 1 1 WM 2-7-1=0 nén z’-l=7, hay
- KB-KC 21 1 .
kC=2=C0 (dé kiém tra Q=" 9T _ 9y vado d6 tam gide CKQ ciing 12
T l+7 ¢ ‘

tam giac vuong can, tic 12 dudng thing OR ciing di qua K. Nhu vay bon diém
N, P, O, R ciing dong phang. Tém lai ta c6 5 diém M, N, P, Q, R dong phang.

MI
T — =7 tasuyra M =" vadods MI=—2 va MA»-——C—I—

MA MI+14 1+t S 1+7
Chi yring 7> —7—1=0 nén l+7 =72, tasuyra mr=2 va MA:%.

T T
Tuong tyta cé: NB=2, Ni=2, Pr=2, PC==, oc=%, op=2,
T T T T T T
RA=2, RD =2
4 T

Tam gidc IMN c6 géc I bang 60° nén

: 2 2 2 2 2 2
MN? = IM? + IN* = 2IM.IN cos 60° =L+ £ - L= (= T:l)" _ 2‘; ,
T T T
Vay MN —i Tuong tu ta c6 : NP = PQ = MR _4 f
7’ 2
., ‘ n n n ) a.\/—
gidc DOR vuong cén nén PQ = RD2 === Nhu vay la ngii gidc MNPQOR
T

av2

'1‘2

c6 cac canh bing nhau va bang

Fnan ulung minit cac goc cua ngu gldb 4o Uaug nitau l\llUllé Kii0 Kiiai, danii

“cho hoc sinh nhu mot bai tap. Vay MNPQR la ngii gidc déu.

a2

b) Ta tinh dugc SM = SN =SP =S50 =SR =—
' T

=RO.

Tir d6 suy ra diéu phai ching minh.



¢) Ta van xét hinh chép I.LABCD nhu da cho (h.21), goi O la tam hinh vuong
va I'1a diém doi xing véi I qua O, ta dugc hinh bét dién déu JABCDI'. Goi M',
N', P', Q', R, S’ lan lugt d6i xding véi cac diém M, N, P, Q, R, S thi cic diém
M', N', P', Q', R', §" 1an luot nam trén céc canh I'C, I'D, I'A, AB, BC, I'B. Viéc
ching minh cac diém M, M', N, N', P, P,0,0 R RS, S'a dinh cua hinh 20
mat déu khong cé gi khé khan (do da c6 két qua ¢ cau b).

§4. THE TiCH CAC KHOI DA DIEN

46.

47.

48.

Mat phang (« ) chia khong gian thanh hai nira khong gian déng o va az (co
(e ) 1a bo chung). Khi d6 mp(a) chia ¢ thanh hai khoi da dién </ va o/ -
ma oy = Nay, M= Nay ,

Néu mp(e) di qua O thi phép dsi xﬁ‘pg qua O bién o'thanh o/ va bién
o, thanh @, .nén né bién o] thanh o5, boi vay V(i) = V(c/hs).

Nguoc lai, néu mp () kh()ngk di qua O thi ta goi («') 12 mat phang di qua O
song song v6i (a), khi d6 (a') chia o thanh hai khéi 4" va o, ma
V() =V () . Nhu vay hién nhién 1a V(o/]) = V(ey), Vo li.

C6, d6 1a mat phang di qua tam d6i
xtng clia &,/ va o

Ta c6 thé gia stt 4,8; = C,D; =u vGi
i=12,..,n (h.22).

Nhu vay phép tinh tién theo vecto u
bién khoi da dién 4,4,...4,.C\C,..C,
thanh khéi da dién B,B,...B,.D\D,...D,

bdi vay thé tich clia chiing bing nhau.

Hinh 22

Ta c6

V(A44y..4,.B By B, ) =V (4 4.4, 0 Cy. . Cy ) =V (B By...B,.CiCy..Cp)
V(B,B,...B,.D\D,...D, )~V (BB,...B,.C/C,..C,)

V(GGC,..C.D\D,..D, ).

It
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49. Goi céc cap dinh d6i dien clia bat P
diéen déulaAva A, BvaB', CvaC'
(h.23). Ta c¢6 ayl/ay (Vi clung oo

vuong goéc véi AA"), khoang cach d

. . . AA" a2
gitta a4 va a4 lad:——i——z .

2
Tuong tu : agllag, acllac va ’
khoang céch gitta ap va ap, gita M
s V2
ac va o déu bang 5 Hinh 23

Ngoai ra vi AA’, BB', CC' doi mot vuong géc nén cic mat phang a4, a5, A¢
cling doi mot vuong géc. Bdi vay 6 mat phang a,,ap,ac, a4, ap, Qe
gioi han ra mot hinh lap phuong <% ¢6 canh - Va do d6 -

—\3
a\/ij _03\/5 B C
> .

4

50. Thiét dién MNPQ 1a hinh binh hanh
(h.24). Goi O, O' 14n lugt 1a tam cla cédc
hinh chit nhat ABCD va A'B'C'D', I 1a tam a
cta hinh binh hanh MNPQ. Khong mit

V(H) = [

Q

~
A}

1

tinh tong quat, gia st Of < %O— .Taco oot

Iy
\

1

=
)
1
Y
LA
7

_AM+CP _a'tc'
2 2 B,
Ta goi O, la diém doi xtng v6i O qua /.

9}

-
Pd)

Qua diém O, dung mit phéng song song S
v6i mp(ABCD) cét cac dudng thing AA’". |
BB', CC', DD' lan luot tai A,B,,C,,D;. Bk --t--- )
- Khi dé 7 1a tam cua khoi hop chit nhat ’
ABCD.A4B,C\D,. Vi mat phing (a) di Al 378
qua I nén né chia khoi hop dé thanh hai
phén c6 thé tich bang nhau. Do d6 :

S

N
A

AN

A
Qy’--
Al

v’ A}

Hinh 24
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S1.

52.

53.

V(ABCD.MNPQ) = % V(ABCD.ABC\Dy) = ~21—ab(a +c')
va V(A'B'C'D'.MNPQ)=V(ABCD.A'B'C' D"~V (ABCD.MNPQ)
= abc——;—ab(a'+c‘) =%ab_(2c—a'—c').

Khoi da dien MNPQ.M'N'P'Q" 1a kh6i hop
chit nhat (h.25). '

SM 2
bat —=x thi S =x“S .
e MNPQ ABCD

Goi SH =h 1a dudng cao ctia khéi chép
da cho thi

MM'_MA_SA-SM _,
SH  SA s4 7

Vay MM'=(1-x)h va do dé

Hinh 25
V(MNPO.M'N'P'Q") = x> (1= x)hS spcp - o

¢ tic on nhat khi x*(1—-x) I6n nhét, tac la kh1ix =—,
Thé tich V 16n nhat khi x*(1-x) 16n nh la khix =2

Goi B 1a dién tich mat ddy ctia < va h 1a chi€u cao thi V(</")=Bh. Chiy

ring thiét dién thing 12 hinh chigu vuong géc clia mat ddy len mat phing (@),
hay ching minh ring B = -Z—S .

Gia st t& dien ABCD ¢6 AB =a, CD = b,

khoang cdch giita hai duong thing AB va CD

bing d va géc giita hai dudng thing d6 bing

o (h.26). Goi E la diém sao cho ABCE I

hinh binh hanh thi ¥(ABCD) =V (A.ECD).
Tacéd

Hinh 26

SECD =%EC.DCSiH@=%abSin§D.

89



54.

58.

90

lBa cap mat phang (modi cap gom hai mat c y

A, B, C, D 12 bon dinh (h.28). Ta ki hiéu Ag :

Vi AB // mp(CED) nén khoang céach tir diém A t6i mp(CED) bang khoang
cdch d giita hai duong thang AB va CD, béi vay :
1 absing
3
(h.27) Hai ti dién ABCD va A'BCD c6
chung ddy BCD con dudng cao ha tir A va
A' xuong ddy chung d6 ti 1& v6i DA va
DA'nén : V(ABCD) = DA .

V(A'BCD) DA’
Tuong tu nhu vay ta c6
V(A'BCD) DB V(A'B'CD) DC
V(A4'B'CD) DB'’ V(A'B'C'D) DC'

V(ABCD) =V (A.CED) = d= -é—abd sing.

Hinh 27

T d6 suyra:
V(ABCD) _ V(ABCD) V(A'BCD) V(A'B'CD) DA DB DC

" V(A'B'C'D) " V(A'BCD) V(A'B'CD) V(4'B'C'D) DA' DB' DC'

phing song song) tao ra mot hinh hop ma ! T

hinh hop dé 1a AC'BD'B'CA'D. Dé thdy NS |z
ring dé 1a hinh hop chit nhat. Pat BD'=x, ‘ ‘
BC'=yvaBA'=ztaco

x2+y2:cz,y2+22=a2 ,22+x2:b2. B’ D
Tir d6 tinh dugc x, y, z va Hinh 28
2 2 2 2 2 2 2 2 2
o -a“+b"+c /a -b"+c /a +b° —c¢
V((’/():x.vzz«../ . Al . Y -
V Z V Z V Z

= —?(—612 +b? +02)(a2 —b? +02)(a2l: +b? ~cz)

va V(ABCD) zﬂ? = %(—az +b? +c2)(a2 —b? +c2)(a2 +b? —c?‘).



56. Goi tir dién d6 12 ABCD v6i BC = a, CA = b va AB = ¢. Tam gidc ABD c6
canh AB = ¢ nén DB = b va DA = a (vi néu DB = a thi tam gidc DBC c6 hai
canh béng a, trdi gia thiét), tir d6 suy ra DC = ¢. Nhu vay tit dién ABCD ¢6
céc canh ddi bang nhau. Theo bai 52 ta c6 : '

V20 2 0 o\ 2L 2\(2, 2 2
V(ABCD):-E(-a +() te )(a “bric )(a b —c )

57. Gia st ABCD.A'B'C'D' l1a khdi lap phuong
o7 (h.29). V6i mdi mat cha o, vi du g ,
hinh vuong ABCD (canh a), ta 14y hinh AE RN 7
chép déu S.ABCD véi S nim ngoai o va 4

’

v

c6 chiéu cao bang —;l. Khéi lap phuong o7 €.

~

R R B

cling v6i 6 khi chép nhu vay tao thanh- S %
khai da dien 7", | A D

Khéi da dién o7 ¢6 : K

+ 14 dinh (8 dinh ctia <7 va 6 dinh ctia 6 hinh chép)
+ 24 canh (béng s6 canh bén clia 6 hinh chép : 6x4=24)

a\3

+ 12 mat, m&i mat 1a mot hinh thoi ¢é canh bang —

Hinh 29

V() =V () +6V(S.ABCD) =a’ +6 --éa3 =2a°.

58. (h.30) %" c¢6 12 dinh, c6 14 mat trong do

" ¢6 6 mat 1a hinh vuéng canh % (ndm

trén 6 mat cua <) va 8 mat la tam giic

déu canh 022 , C6 4X6;8X3 =24 canh

v 3 1(aY 54
V((“//»)Za ‘—8—6- -5‘ = —, Hinh 30
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59. (h.31) /" ¢6 12 dinh, ¢6 8 mat trong d6

P oy 1N PSRN a TN
¢6 4 mat 1a luc gidc déu canh 3 4 mat la

Cox sz A a <
cic tam gidc déu canh 3 co

_A'X_6+_4f_?l:]8 Cg'mh’

5 v(er) 23
V() =V () —4--%—) = V() Hinh 31

23 1 a’\3 aV6 . 23a3\/__23\/:7:a3

27 3 4 3 27 12 324
60. (h.32) Goi chiéu cao ctia 7'1a h thi

V() =~ (S+S /857

Mt phing (ABC") chia <% thanh hai phan,
mot phan 1a hinh chép C'ABC ma ta ki
hiéu l1a o], phan con lai ki hiéu 1a o/} .

. Hinh 32
Ta c6 V(o](]’)=§Sh va ‘

V(o](z')#V(ojf) V() == (S+S+J§S—)h--3—Sh_ (S'+JSS_')h

V() S
V(cty) S'+ASS'
61. DS: -
24

62. Mat phing (A'B'C) cét o/ theo thiét dién la hinh

f‘~ i A A lnl/"r‘ I‘l "”7\ -
wiaig oaii as v el vVa

n4 chiz A% thinh hat

s§>

khoi da dién: khoi da dién o] c6 cdc dinh 1a A’,
B', A, B, C, E, khoi da dién (“/6 ¢4 cac dinh A’
B,C'D,E,C,D,E. Taco:

V() =V (A" ABCE)+V (A'B'BC).

Hinh 33
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Tt gidc ABCE la hinh thang can c6

FA=AB=BC=a,CE=d=ra (r=

, 2
nén c6 dién tich : S pp = a;d a’ __(d;a)

2
=-i—(a+d)\/3a2 +2ad —d* =34_(1+T)\/§+—27—_—72—.

1+\/5—)
2

2

5 | 2+
Chd ¥ ring 7% 7 —~1=0 nén r+1=7%,suyra S pcp = 4ra .
Chi€u cao clia hinh chép A'.ABCE ciing la chiéu cao h cta hinh chép cut o7
nén ¥ (4'.ABCE) =T V=1L Vlzz”al’h ,

Theo bai 50, tacé : V.(A'B'BC) :%A'B'.BC.h.Sin ABC =%azhsin ABC.

Chad y rang tam gxac can ABC c6 AB =BC =a,AC =d =7a nén
= _AB’+BC?-4C? 2-7° -7

cos ABC =
24B.BC 2 2
2 .
Suy ra sinABc—Jl— 1; “2” Vay V(4'B' BC)—————Vzgrazh.
Suy ra :
o 2\/2” ) \/2+r 2, _N2+7 (P +2)a’h _ \/2+r(r+3) 2
V() =——""a*h+ a*h= 5 ,

Néu goi dlen tich ngii gxac déu ABCDE 1la § thi dién tich ngu gidc déu
A'B'C'D'E'1a 4S nén hinh chc’)p cut o da cho c6 thé tich

V() =~ (S+4S+\/S4 )h-—3—Sh

3 3
2 : 2
Dé tinh duge S = (2+7) a’ nén V(cH) =—7—(—%%T—)-—a2h. Vay :

3
V(chy) _ V() | 1@+ | T(+2) | _6r+ll
Ven) v(er) N2+ (c+3) 0 43 743
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63.

64.

94

'va MNPQ, cdc mat bén la cdc tam giic

V() 67 +11

YV(en) ces

Gi4 st AB = a va BC = b (h.34). Mit
phéng (ABM) di qua trung diém N cla
canh OD, va mit phang dé chia hinh chép
da cho thanh hai phan, mot phan la hinh
phong lang tru MN.ABCD ma ta goi la &/
Goi A'B'C'D' 1a thiét dién trung binh cta
o thi

Hinh 34

a .
a—+—
AB'I‘MV: 22_3_51_, B'C'Z—B—Czé,
2 2 4 2 2
Néu coi S 1a dién tich hinh binh hanh ABCD va §' 1a dién tich hinh binh hanh
ABCD iy S -AB BC 313
S AB BC 4 2 8

AlB!z

Vay S' =gé§. Vi chiéu cao cia o712 g nén
vry=t(stasni=1 S+3£).’Z=_5§ﬂ
6 2 6 2)2 24

Vi thé tich hinh chép la %ﬁ nén phan thit hai dugc chia ra c6 thé tich 1a

Sh_35h_ —319—@ Vay ti s6 thé tich hai phin duoc chia ra 1a Bl :
3 24 24 ,

Goi A’, B', C', D" lan luot 1a trung diém ciia

cdc canh SA, SB, SC, SD, va M, N, P, Q

lan luot 12 trung diém cia céc canh AB,

BC, CD, DA (h.35).

LA 45 Alas VO 1Y pnAe LLALD L2 Txa

F O R S A S L CH iU nnnUn paehn Y /;,Q -\\\M’_ ———— V N

try véi hai ddy 1a hai hinh vuong A'B'C'D' 4 M B

, Hinh 35
A'B'M, BMN, B'C'N, C'NP, C'D'P, D'PQ,

D'A'Q, A'OM.



65.

66.

67.

Ta dé thdy rang thiét dién trung binh clia <" 1a mot hinh 8 canh c6 tam doi
xting O dong thoi 1a tam dudng tron ngoai ti€p. Néu ta danh so thi tu cdc
canh lién ti€p 1a 1, 2,..., 8 bat ddu tir canh song song v6i MN thi cdc canh s6

1& c6 do dai bing %{Z, cdc canh s6 chdn c6 do dai bing %. C6 thé dung

hinh 8 canh 4y nhu sau (h.36) :

Ldy hinh vuéng ABCD canh a, tam O. Goi A, B', C', D' 1a trung diém cua OA

OB, OC, 0D, vaM, N, P, Q 1a trung diém clia cdc canh AB, BC, CD, DA. Khi

d6 dinh cha hinh 8 canh néi trén 12 trung diém c4c doan théng A'M, MB', B'N,

NC', C'P, PD', D'Q, QA'". Dé thdy dién tich clia thiét dién trung binh d6 bang
2 2 2

% Ddy trén va ddy dudi clia o/ ¢6 dién tich lan luot 1a aT va —612—- chiéu

| h 4 M B
caocua c/’la —. Suyra : .
277 . 5
1{a® d° h  5a*h
V(cH)=— ———+—-——+4 .
() 6[4 216 ]2 24 ¢ N
1 D) S
bS: V(e)y==(a+b+c¢)s.
| 3 D c
P
bS: V(CQ’/)=§(2ab+2a'b'+a'b+ab'). Hinh 36

Mit phang di qua A, B, C' ciing di qua D’ va n6 chia o thanh hai cdi ném :
Céi ném o] 12 AB.A'B'C'D' va cdi ném, o/, 1a C'D"ABCD. Thiét dién trung

~ ki ~ rd a’ ~ N A rd a + a S yd A r'd
binh ctua hinh chép cut &% 1a hinh vudng c6 canh nén c6 dién tich

2 .
a + al 7. 2 . 7 1, N A, A e A z ki A A
L___)_, boi vay ca hai cdi ném o] va o/, déu co dién tich cua thiét dién
2
s (atal LA
trung binh bang ~(———8—)— Kétquala:
n2
2, (a+a’)

Vied)) a -+ 2 3a”%+a% +2aa’
V() o (a+a)’ 3a’+a’+2aa’
2
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CHUONG II. MAT CAU, MAT TR, MAT NON

§1. MAT CAU, KHOI CAU

1.

~ ¢t SH tai O, d6 1a tam mit cdu qua céc

96

Goi (P) 1a mat phang di qua diém A va vuong géc vé6i d. Khi d6 (P) cét céc

mat ciu (S) cé tam thuoc d theo dudng tron (¢) v6i tam 1 (giao diém clia (P)

va d) ban kinh r = IA. Di nhién dudng tron (‘¢) ¢6 dinh déu thudc ciac mat cau

(S) ¢6 tam thudc d, di qua diém A cho trudc khong thudc d.

1) Khong dung.

2) Khong ding. C6 thé chi ra boi vi du sau :

Xét t dien ABCD va miit cdu (S) ngoai tiép né. Lay diém A' khéc phia véi
diém A d6i véi mp (BCD) sao cho A' khong nim trén (S). Da dién ABCDA' ¢6
cdc mat la tam gidc, tdc 1a cdc mat cta da dién dé ndi ti€p duong tron nhung
né khong ¢ mat cau ngoai ti€p. That vay néu né cé mat cau ngoai ti€p (S thi
(S") phai qua A, B, C, D, tic la () va (S) trung nhau, diéu nay mau thuén vi A’
khong nam trén (S).

Goi SH 1a dudng cao ctia hinh chép déu
S.ABCD thi H 1a tam hinh vuéng ABCD
va SH qua tam H' cta hinh vuong
A'B'C'D'.

Duong trung truc cia AA’ trong mp(SAH)

diém A, B,C,D, A", B, C', D'

Vi céc canh hinh chép déu da cho bing a Hink 1
A > A A en 2z in
nén tam gidc AHS vuong can, tr d6 SIO ‘
1Y tamm 5id- itAng ~8n 550~ 12 1N o 2 4 2.7 i A4 LA L4nh it ~4n
o o 4 4 v

2 2 2
dugc tinh bai R2=04%= AI*+ [0* = a 9a” _ 10a

16 16 16
i 3
tic 1a R = -‘-’;‘QE. Vay thé tich kh6i cdu 1a 5—*/%6{—“—.



S4'  _SD'_

Chii y. O bai tap 3 néu chon céc dié A',B’,C',D'saocho—=...~——k’
uy ai tap 3 néu chon cic diém <A D

thi cach giai bai todn van con cé y nghia.

n
Ta biét v6i n diém 4,,..., 4, va n s6 thuc @; ma Y o;# O thi luon c6 duy
‘ =l

| . D ;04
nhdt diém G sao cho ) @;G4; =0 (diém G x4c dinh bdi OG = El—n——— v6i

i=l
O 1a diém c6 dinh). Khi d6 ta c6 c

n n R,
YaMA =k < Y a(MG+GA)Y =k

i=l i=l
n n
& Ol a)MG* +Y a,GA} = k.
i=l ) i=l

1

n :

n .
Zai i=l
i=|

Néu k; <0 thi tap hop cdc diém M 1a tap réng ;

Tit d6 GM? =

Néu k&, =0 thi tap hop cac diém M 1a mot diém, d6 12 di€ém G ;

7A-TLCTBT HINH HOC 12 : 97



Chit y. Tir bai tap 4 ban doc tu giai bai tap sau:

. n
Cho n mat cau (S;) tam A;, ban kinh R;, va n s6 thuc ¢; sao cho Za,- # 0. Tim
i=1

' n
tap hop céc diém M sao cho Zai%’,ﬁ(&) =k , trong d6 k 1a s6 cho trudc.
i=1

1) Goi J 1a trung diém cta AB thi OJ L AB. Do
hai dudng tron dé thugc (P), (P') cit nhau nén O,
J, O' khong thing hang, tir d6 mp (00'J) L AB.
Khi d6 céc truc A' clia hai duong tron da cho nam
trong mp (0O0')), tit d6 A, A' cit nhau tai /, va mat
cdu (S) tam /, ban kinh R = IA 1a mat cdu qua ca
hai duong tron da cho. »

2) Tinh ban kinh R ctia mat cau (S) theo r, ', AB
vad=00'

2 2 2 L 2 2 2
Ta c6 cosOJO'= JO” +JO"-00 tir d6 cos0I0'= 00'“-Jo* -JO ,
2.J0.JO' 2.J0.JO'

2 2
vGi JO—,/r ___/_1_@___ JO'= ,’ ———/—4—B——

98

2 2 2
Ta lai c6 cosJO' O—JO +002-J0 =sin00'] (vi JO I =90°).
2.J0'.00'

Ap dung dinh 1i ham s6 sin vao tam gidc OO'I ta tinh dugc /0 bdi hé thic
O __9__ i tir d6 bén kinh R cia |

sinQ0'l  sin0OI0’ : S

mat ciu () tinh dugc tir h¢ thic

R*=I14* = 04> + OI* =r* + OI*.
Goi D 1a d6i xting ctia diém O qua BC (O la trong
tam AABC) thi AD 1a dudng kinh ctia dudng tron
ngoai ti€p tam gidc ABC va tir d6 BD 1 AB, mat
khac BD 1 SA, tt d6 BD L AB, két hop véi
AB, L SB ta c6 AB,D 90°.

Hinh 3

7B - TLCTBT HINH HOC 12



Tuong ty ta c6 ACD= AC,D=90°.

Vay dudng kinh mat cdu di qua A, B, C, Cy, B 1a AD, ban kinh mat cdu d6 1a
a3
3 |
Chii y. Khi cho diém S thay déi trén dudng thing vuong géc véi mp(ABC) tai
A thi mat cau qua nam diém A, B, C, C,, B, 1a mit cdu c6 dinh, tam, ban kinh
mat cdu d6 1a tam, ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC.
Gia sir hinh chép déu S.ABC ngoai ti€p mit ciu s
tam O, ban kinh r cho tru6c thi tam O thudc
duong cao SH. '
- Ki hiéu canh ddy hinh chép 1a x, chiéu cao hinh

chép 12 y, thé tich hinh chép 1a V, S 1 dién tich 4 ¢

N N oo, , M
toan phan cta hinh chép thi r = —E—,tu dé S nho B

nhat tuong duong véi V nho nhat. Hinh 4

Xy
)
x+\/x2 +12y2

Ciing tir hé thdc r =§§K tacdér=

Goi M 1a trung diém canh BC, dat SMH = @ thi ¢ la géc giita hai mat phing

3 @

(SBC) va (ABC).Khidé y = Ttan @

Tt (1) va () tacoy= Z0FCOSD) Ly 2 _p21tcose

cos @ l-cosg
2 2
Dods ¥ = Y3 g3 _(+cosp)® 330”6 0<r=cosp< 1.
1 cos@(l—cosy) t(1-1)
: 2
Xét ham so f(t)=(1+t) ,0<t<1,
Easn
2 —
Dé thay f'(t)=3t——+3’——1,f'(z)=o szé.

2(1-1)?
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: : e e et e s 1 o
Tird6 f(¢) dat gia tri nho nhat khi va chi khi 7 = % tiic 12 cos @ =3 khi dy

y =4r, tan(oA= 22 ,X = 216 .

- Két luan : Khi canh ddy va chiéu cao hinh chép tam gidc déu ngoai ti€p mat

100

cdu ban kinh r cho trugc lan luot bang 2r/6 va 4r thi dién tich toan phdn
hinh chép déu dé dat gia tri nho nhat.

Chii y. Ban doc tu giai bai todn tong quat.

Trong s6 cdc hinh chép n gidc déu ngoai ti€p mat cdu ban kinh r cho trudc,
tim dugc hinh chép ¢6 dién tich toan phan nhd nhit.

Vi ABB'A' 1a hinh thoi véi tam [ va CI L (ABB'A"), 4

CA = CB nén IA = IB tr 46 ABB'A’ 1a hinh vuong ¢
va nhu vay C ABB'A' 11 hinh chép tit gide déu c6

tat ca cdc canh cing bing a nén dé thay mat cdu

di qua A, B, B', A", C ¢6 tam I, ban kinh bing P A

av?2 <

va thé tich kh6i chép C.ABB'A’ bing

BI
Hinh 5

laz a\/z _03\/5

3 2 6

 Lra T 2
Matkhic Ve app 4 =3 Vapcasecr-

A 32 2
Vay Vapcape =5 = =74

T dién OABC c6 mat cau ti€p xic véi cac canh
khi va chi khi
OA+BC=0B+AC=0C+AB (N

Do OABC la t& dién vuong tai O v6i OA = a,
OB = b, OC = ¢ nén hé thitc (1) twong duong véi

a+\b* +c? :b+\/c2+a2 =c+\/a2+b2 .




10.

(Dap s6 V =

Xét a+\b*+c? =b+\/¢:2+a2
o a’ + b2+ +2abr+c? = aP+b2+ P +2by P +a

& a’b? + a’c? :b?‘c2 02 o b=a.

Tuong tu, ta c6 (1) xay ra khi va chi khi a = b = ¢. Khi &y O.ABC 12 hinh chép déu.
Vi O.ABC 1a hinh chép déu nén tam / mit cdu ti€p xdc v6i cac canh hinh t&
dién OABC thudc dudng cao OH cta hinh chép O.ABC (H la tam ctia tam gidc
déu ABC). Goi A, va M 1a diém tiép xiic clia canh OA, AB v6i mit cau do6 thi

af

Adj= AM =

Tir hai tam gidc dong dang OA,l va OHA ta c6

H
14 =04 AH_(OA AA‘)_Aif_z . a2\ At _a(2- f) A

OH OH 2 | OH 2 . OH'
Mt khéc AH-—£ OH —i ,tirdé 14 _a(ﬁ -1).

Vay ban kinh mit ciu ti€p xic véi cdc canh cia ti dien OABC (khi OABC c6
mat cdu tiép xiic v6i cdc canh) bang r = a( J2- ).

Chu y. Ban doc tu giai bai tip sau :

V6i ti dién déu ABCD canh a, xét mat cdu ti€p xiic v6i cdc canh. Tinh thé tich
phan khéi cdu d6 ndm ngoai khoi tt dién da cho.

7ra3\/§(9—4\/?—>))
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Vi ttt dien ABCD c6 tinh chit AB = CD, AC = BD, AD = BC nén tam mat cdu

“ngoai ti€p ABCD tring vé6i trong tam G clia ti dién. Khi &y v6i moi diém M
trong khong gian ta c6

MD? < MA? + MB* + MC?. ,

10



That vay, xét  MA® + MB? + MC? — MD?
= (GA-GM)* +(GB-GM)* +(GC-GM)* - (GD-GM)?
= 2R?>+2GM*+4GD.GM =2(GD + GM)* > 0.

(R 1a ban kinh mat cdu ngoai tiép tit dién ABCD).

Khi cho M la tam O ctia ba mat cau néu trong bai todn thi ta ¢

OD? < OA*+O0B* +OC* =12 4 r2 +r2 hay OD < \[r2 +r2 + 12 .

- Diéu nay khang dinh diém D khong vugt ra ngoai mat cdu cé tam 1a tam O

11.

12.

102

ctia ba mat cdu d cho, ban kinh mat ciu 12 \[r* + 17 + 17 .

Dé thay MPM'P', NPN'P', MNM'N' 1a cdc hinh
binh hanh va tir d6 MM’, NN’, PP’ dong quy tai
trung diém mdi dudng. Do A, B, C, D khong déng
phang nén siu diém M, M', N, N’, P, P’ khong
doéng phéng. Vay sdu diém dé thuoc mot mat ciu
khi va chi khi MM’ = NN’ = PP’ tiic 1a cdc hinh
binh hanh MPM'P’, MNM'N’, NPN'P’ 1a hinh chit
nhat, tir d6 t& dién ABCD 12 truc tam,

Hinh7 -

Két luan : Néu ban diém khong dong phiang A, B, C, D tao thanh tit dién truc
tam thi trung diém cdc canh ctia tit dién d6 ciing thudc mot mit ciu va nguoc lai.
Goi G la trong tam cua ti dién ABCD va O la tam mat cdu ngoai ti€p tit dién
dé. Khi d6 tacé p* =(AB+ BC+CA+ DA+ DB+ DC)?

<6(AB* + BC?* +CA* + DA% + DB* + DC?)

= 6[(04—OB)* +(OC - OB)? + (04— OC)* +(OA— OD)* +
+(OB-0D)’ +(0C-0D)*]

- B —_— e — — ——

=O[I4K" —2UA. Ub — 2Ub. UC —20C.UA —204.0D
—~20B.0D -20C.0D ]
=6[16R*—(OA+ OB +OC+0OD)*] (R=0A = OB = OC = OD)

=6(16R%> —160G?).



13.

Tir d6 16R% —160G2> 0 vi 16R* —160G* <16R?,
vay —1‘%34\/8, tic 1a —;— dat gid tri I6n nhat bang 46 .

biéu dy xay ra khi va chi khi BC = CA = AB=DA =DB=DC va 0 =G, tic
1a ABCD la tit dién déu.

Vay néu p 12 tdng do dai céc canh, R 13 ban kinh mat cAu ngoai tiép tit dién thi
ti s6 % dat gid tri I6n nhét bang 4/6 khi va chi khi ti dién d6 12 déu.

Do ABCD 1a td dién gan déu nén ta c6 tam mat
ciu ngoai ti€p, tam mat ciu noi ti€p va trong
tam t¢ dién trung nhau, ki hiéu diém d6 1a O.
Khi dy hinh chi€u O' ctia O trén mat nao do cla

t¢ dién, chang han trén mat BCD thi O’ nim
trong tam gidc BCD va O’ 1a tam duong tron B
ngoai tiép tam gidc BCD, ngoai ra 00’ =r.

Mat khdc ABCD 1a ti dién gin déu nén cic
dudng cao clua t¢ dién bang nhau, ki hiéu

dudng cao d6 1a i va khi d6 h = 4r va R*—r? =R} (R, 12 ban kinh dudng

Hinh 8

tron ngoai ti€p mot mit, chang han BCD).

Goi A' 1a giao clia AO vi mp (BCD) thi A' 1a trong tdm tam gidc BCD va
OA =30A". Goi AH 1a dudng cao ciia tit dién thi A', O', H thing hang.

Nhu vay R = OA =30A"> 300" =3r.
Dau béng xay ra khi va chi khi R =3r hay AO L (BCD), titc ABCD la ti dién déu.

) 2 b o
Ta c6 Spep =i’—b§‘-, V=%SBCD.h ma y <Y2abe
1

suy ra

i}: abce < x/—Z_abcr
3 4R 4R

< 4R < 3RN2 < 8R? <9R}

<8R <YR*-r) <=9’ <R*>< 3r<R.
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’ 2 ' 3 2 2 b
Bit diing thiic R > 3r luon ding. Vay ta c6 bét dng thic ¥, pcp < Vaaber.

4R
D4u bing x4y ra khi va chi khi ABCD 1a t¢ dién déu.
14. 1) Vi ¢6 mat cau tiép xic v6i cdc canh hinh g
chép nén
SA +BC =SB + AC = SC + AB.
Mit khac tam [ cha hinh chép thugc duong cao
—— —— ——— A
SH nén HSA=HSB =HSC , tix d6
M
SA =SB =SC, vivay AB = BC = CA. B
Vay S.ABC la hinh chép déu. Hinh 9
2) Goi M la trung diém cta BC thi mp (SAM)
cit mat cdu theo duong tron 16n, dudng tron S
nay tiép xic véi SA tai A, di qua M va cit AM
tai M, & d6 AM = M,H = HM. A4
Ta co Al _ AH hay F_ - AH .
Ta c6 AH =2 M,H nén Hinh 10
AH? = aM H? =4[ = (SH - r3)?].
o 2312 —(SH - r\3)?
Tx dé6 —==
V3 [sH? 4 4t —(SH -3 )]
& 9SH? —16rSHA3 +16r2 =0
= Y onens s RN
J3oo /
I o’
15. 1) Vi hai mat cdu S(O ; R) , SO’ ; R) tiép xiic o

" v6i mp (Q) tai A va B nén OA // O'B. Khi d6 j\\
mp (OA, O'B) cét hai mit ciu da cho theo hai A B
dudng tron 16n, hai dudong tron nay ti€p xic ; Hinh 11
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ngoai véi nhau tai diém I ; mp(OA, O'B) cit mp (Q) theo dudng thing AB,
dudng thang nay tiép xiic véi hai dudng tron trén tai A, B. Tir d6

00” = 4B” +(R-R')’ hay (R+R') = AB> +(R—R')’,
vay AB= 24 RR'.

2) Goi Ry, R,,Ry lan lugt 12 ban kinh clia ba mat cdu thoa man dicu kién bai

toan. Khi dé tir két qua néu trén ta ¢
AB? =c®>=4RR,, AC* =b*=4RRy, BC* =a* = 4R, Ry
hay a’b’c’ = 64RIRIR; , tic 1a abc = 8R RyRy.

ca ch

Tu d6 ta co R3=-g—[~)-.Tuo‘ngtL_rtacé RZ:EE’
C .

§2. MAT TRU. HINH TRU. KHOI TRU. MAT NON. HINH NON. KHOI NON

16.

17.

Goi / 12 hinh chiéu clia diém M trén duong thang
AB.Do ABM = BMH nen ta c6 MI = BH, diéu
niy ching td M cich dudng thing AB ¢4 dinh
mot khodng khong déi BH = d(B, (P)). Vay M
thudc mat tru tron xoay cé truc 1a dudng thang
AB, ban kinh mit tru bang BH 1a khoang cich tir
diém B dén (P) cho trudc. Mat khdc M thuoc (P)
va AB khong vuong géc véi (P) nén M thudc
elip tao bdi mp (P) va mat try néu trén.

Goi (P) 1a mat phang di qua diém S va vuong

AR

~
P
\

goc vdi truc A cia mat try da cho. Khi dé (P)

cdt mat tru dy theo dudng tron (%) tam O, bén

kinh R (bdn kinh ctia mét tru 7).

'

'

'

L.

1
J0

Chiéu cdc diém A, B, I 1én mp (P) ta dugc cdc
diém A', B', I'. Do A, B, I, S thang hang nén A',
B', I, S thing hang. Vi A, B thugc mit tru <7 nén A', B' thudc dudng tron (¢).

Hinh 13
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18.

Mt khdc JA = IB nén I'A’ = I'B'. Tir d6 OI'S =90°, nghia 12 diém /' thuoc
duong tron () dudng kinh SO trong mp (P), tit nhién dudng tron nay cd dinh.
Nhu vay diém 7 c¢6 hinh chi€u I' trén mp (P) ¢6 dinh luon thudc dudng tron

('¢,) dudng kinh SO c6 dinh. Vay I thudc mat tru <7, c6 truc song song véi

s tA Le s SO §
truc cua <7, va ban kinh mat tru &7} bang - R& rang mat tru 7] ¢6 dinh.

1) Gia st hai tam hai ddy hinh tru 12 O, O', khi d6 OO' = h.

Coi (P) di qua O, cét ddy cta hinh tru theo duong kinh AB.
Gia str (P) cat hai ddy hinh tru theo hai day AB, CD. Khi
d6 ABCD 1a hinh thang can, va géc giita (P) v6i mat phing
ddy hinh tru 1a OIO' (I 1a trung diém cta CD) tic 1a
010" = a.

1
1
1
|

Hinh 14
Dién tich S ctia hinh thang ABCD dugc tinh boi

= .;-(AB +CD).IO.

00'  h

Tacé AB = 2R, Ol = — A
Sina Sina

0= 00" cota=hcota= ID = /0'D>~0'1% = R* — i cot’

:>CD:2\/R2-hzcot2a.
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"R+ R W cotla). .

sina sino

Vay S = %(ZR + 2JR2 —h%cot? a).

2) Trong mp (OOT) ké O’H L OI thi H 13 hinh chiéu clia diém O’ trén (P).
Dé thiy O'H = O'l sina'= heota . sina = hcos .
Ké dudng cao HJ ciia tam gidc vuong O'HO thi

O'H? _h2 cos’ &
0'o h

—hcos’ .

O'H*>=0'J.0'0 =0'J =



19.

20.

Khi (P) di qua O, tao v6i mat phang ddy hinh try mot goc o« thi ¢6
0'J = hcos? o, tir d6 J 1a diém ¢6 dinh.

Mat khéc HI? =0'H*~0'J?* = h* cos® & — h* cos* & = h? cos? arsin® &
= HJ c6 do dai khong déi. Vay H thugc dudng tron tam J, bdn kinh

hcosasin @ ndm trong mat phing vuong géc véi 00" tai diém J.

Chii y: Ban doc c6 thé thdy H thudc mat tru 7 cé truc la OO’ bén kinh
hcosasin« , dong thoi H thudc maflt'phéng vuong géc véi 00" tai J. Tk d6 H

thuoc dudng tron giao clia &7 va mat phang néi trén.

Gia sit ABCD 1a hinh vuong thoa mén diéu kién
bai todn. Goi canh hinh vuong la x. Chiéu AB
xuong mat day doi dién thi dugc A'B" // AB va
AB' = AB = x. Th d6 A'B’ // CD. Nhu vay
A’B'CD la hinh chit nhat nhan tdm dudng tron
ddy tha hai cta hinh try 1am tam hinh chit nhat.

PatA'D =y thi ta ¢6

Hinh 15
x2+y2 :4R2,)c2—y2 =h*.
2,32
Vay canh hinh vuong 13 x? = ﬂ-—;j—— )
- 4R? + :
tic la x = 4[———.
> @\
2+ h? , M

Dién tich hinh vudng la

2 |
; -~z

Trong (Q), vi diém M c6 tinh chat [ QA
P — 1

AMB=90° nén M thuoc duong tron dudng \/
kinh AB. Vi OI L (Q) nén duong tron dé sinh

ra boi diém M khi quay quanh OI. Vay diém \
M thudc mat nén dinh O truc Ol = Oz. ; Hinh 16
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21. Khi quay quanh dudng chéo AC ching han thi hinh
tron tam O, ban kinh R sinh ra khéi cau (S), doan
thing BD sinh ra hinh tron (%) con hinh vuong sinh
ra hinh tron xoay 91 gébm c6 hai hinh nén c¢6 chung
ddy 1a hinh tron () v6i hai dinh 1a A va C. Boi vay -
hinh .#’sinh ra kh&i tron xoay goém nhitng diém thuoc Hinh 17

hinh cdu (S) nhung khong thuoc 9t Tir d6 thé tich V y .

ciia ki d6 1a . \ WW
4 3 1 2
V= V(s)—‘K-né—g;zR%z.—gnRz.R:57:133. Dmﬁg

22. 1) Gia slr hinh nén da cho ¢6 dinh S, va ddy 1a hinh
c

tron ¢(O, r). Néu I 1a tam mat cau no6i ti€p hinh nén :
Hinh 18

thi / phai thudc SO. That vay néu / khong thudc

dudng thang SO thi ta goi I’ 1a giao clia dudng thing

SI va mat phang ddy nén. Khi d6 mp (S/'0) cét hinh S
"nén theo mot tam gidc can, chang han tam gidc SAB.

Piém I’ khong nam trén SO, dudong phin giic cla
- gbéc ASB lai cdch déu hai dudng théng SA, SB, diéu

nay vo Ii.

Ta ldy mot diém-c6 dinh thugc dudng tron ddy hinh

nén chang han diém A. Goi I la diém thuoc SO sao Hinh 19

cho Al 1a phan gidc trong clia géc 540 . Diém I nhu vay hoan toan xéac dinh
va di nhién / 12 tam mat cdu noi tiép hinh nén da cho, ban kinh mat cau dé
chinh1a /0 =R.

. 10 A0 10 AO

2) Tacéd SA% =h? +r% va —= = = .
IS AS I0+ IS AO+AS

hr

r+\jh2+r2 .

T doR=10 =
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23. Goi canh ddy hinh chép déu la 2x, goi.
M 12 trung diém clia AB thi SMH =a,

va x=SMcosa.

Mt khic x = v a® - SM? , tir d6
SM.cosa =\/a2 — SM?

= SM = a Hinh 20

\/1+cosza

2acosa

va canh hinh vuong 12 2x = ———v.
\/1+c0s2a
tan sina
Tir d6 HB = a2 cosa h=SH= atanacosa _ asin

\/l+cosza B \/1+cosza .

\/1+cosza

1) Hinh nén noi tiép hinh chép déu nén dinh hinh nén chinh la dinh S cla
hinh chép, dudng tron ddy hinh nén chinh la duong tron noi ti€p ddy hinh
chép. Vi vay hinh nén dé c6 dudng cao la SH, ban kinh ddy hinh nén la HM.

Vay thé tich V cha hinh nén dé 1a

a?cos? a. asina ra’sina cos’ o

V“‘lff
3 1+ cos? 0{)\/1 +cos? a 3(1+ cos’ a)\/l +cos

Con dién tich xung quanh hinh nén la

mracosa a i 7[02 cosa

-
\/1+cosa \/1+cosza 1+C050‘

2) Hinh nén ngoai ti€p hinh chép déu SABCD c6 dinh S, dudng cao SH,

S=

R av2cosa 2ot 1a
dudng tron ddy c6 ban kinh 1a HB =——=—==—=, thé tich la
V1+ cos’ a :
1 24%cos’a asina’ 7a’ sin2a cosa

I/l:__ﬂ- - . — .
3 l+cos’a \/1+cosza 3(1+cosza)\/l+cosza
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Dién tich xung quanh hinh nén dé6 la

2 cosa _Z a’ \/Ecosa
\/1+cos o \/l+cosza
24. Ki hiéu ban kinh day, chiéu cao hinh nén thit tu 1a x, y (x, y > 0).

Vi dién tich toan phan hinh nén bang dién tich hinh trdn ban kinh a nén ta cé

JZ'X2+7[X\}X2+)/2 :ﬂa2c>x2+x\/x2+y2 202 Pomed X\,X2+y2 =a2—x2

(v6i diéu kién x < a).

Tir d6 xz(xz +y2)=a4 +x* - 2a%%?
2.2_ 2 _ a'
<> xy -24* x S ey
y +2a

e A1 . .. 1 at ra® y

V6i diéu kién do thé tich khéinonlaV = —7— 5.y = L 5
4 3 y“+2a 3 y“+2a

Yoo 28>

Tur he thic trén ta c6 V 16n nhat < — 5 lonnhit < y+— nho nhat.
yo+2a Yo
242 ,
Ta lai c6 y+-—g—~ 22 y— —2\/5(1
y y

R R 2a° < 1z
VayVibnnhite y= — & y=aﬁ,tudox= —
K&t luan : ban kinh ddy hinh nén la %, dudng cao hinh

9 - Q . . S
nén 1a a~/2 thoa man diéu kién bai toan. '
25. Gia slr ban kinh mét cdu ngoai ti€p hinh nén 1a R va ¢ la

géc gitta dudng sinh hinh nén v6i mat phing cét. 0
Xét mp(a) qua dLr(‘J‘ngcao hinh nén thi (@) cat mat cdu 4 7 B
theo dudng tron 16n va cit hinh nén theo tam gidc can \/

SAB ching han (can tai dinh S) ma tam gidc SAB ndi ti€p Hinh 21
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- dudng tron 16n noéi trén. Ki hiéu O 1a thm mat cAu ngoai ti€p hinh nén. Theo

gia thiét ta c6

%ﬂAHz.SH =§7ZOE2 SO < AH?.SH =2 OE*.SO (1)

Xét tam gidc AOH thi OA = R vi AOH = 2450 =2(90°= @) = 180° - 2¢.
Tird6 AH = AO0sin(180° —2¢) = AO.sin2¢ = Rsin2g. |

- Mat khdc SH = AH tang = R sin2 ¢ tan .

26.

Xét tam gidc SEO ta c6 EO = SO tan(90°= @) = R cotg.
Tt cdc hé thic trén ta thdy (1) < R? sin? 2¢. Rsin2¢ptang = 2R? cot? . R

& sin’ 20 = 2cot> P < 2sin(pcosg0=%/§cotgo

1
= 2sin2(p=%/§ S sing =—=.
2
. .. 1
Vay géc ¢ phai tim dugc xédc dinh bdi sing = —3\/—5- .

C6 hai truong hop xay ra .

a) Truong h@p 1 : Géc & dinh cta hinh nén
khong th, tic 1a 0° < ASB <90°, trong d6 B
1a diém d6i xding cha A qua O.

Véi M bat ki trén duong tron ddy hinh nén,
ta  luon  ¢6 ASM < ASB nén

0< ASM <90°. Tird6 sin ASM < ASB.

Ta co Speqp =—;—SA2 sin ASM .

Hinh 22

Tir d6 Sy, 160 nhat <> sin ASM 16n nhat

< M trung v6i diém B (doi xtng clia A qua O) hay thiét dién SAM la thiét
dién qua truc ctia hinh nén.
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b) Truong hop 2 : Géc & dinh hinh nén 1a géc t, tic 1a 90° < ASB < 180°.

Khi d6 sin ASM 16n nhit < sin ASM =1 < AS L SM.

Vay c6 hai vi tri cia M trén duong tron ddy hinh nén dé dién tich tam gidc
SAM 16n nhat (thiét dién nay khong di qua truc ctia hinh nén).

2) Goi H la hinh chiéu cua O trén SI (/ 1a trung diém cha AM) thi
OH | (SAM), tit d6 OH L SA tiic 1a H thudc mp(c) di qua diém O va vuong
g6c v6i SA, mat phang nay c6 dinh. Goi K 12 giao diém clia () véi (SA) thi K

12 diém c6 dinh vd OH 1 HK. Tt d6 H thuoc dudng tron dudng kinh OK trong

mp(c). T4t nhién dudng tron d6 c6 dinh.

1) Goi O la tam cta ddy hinh nén thi
BOC=30°, BOD=90°, COD=60°, tir do
ODC = 60°.

Goi I 1a giao diém cla AB va CD va goi bin
kinh ddy hinh nén l1a r thi

01:00tan600=rﬁ. k23

Do géc & dinh hinh nén bang 60° nén tam gidc

@2_&,,@_

SAB la tam gidc déu va SO =

Ta c6 SI 12 giao tuyén hai mat phang (SAB) va (SCD). Vi vay néu ke OH
vuong géc véi ST thi dé thdy OHD la gbc giita hai mat phéng (SAB) va (SCD),

ngoai ra H 12 trung diém ctia S/, tix d6 OH = —;—Sl :—;-rﬁ.f=%§-.
Vay tan@rg—l—)—:——%—.
” OH 6
2
7

2) Goi J 1a giao diém cla AB va EF, khi dy tam O, cla dudng tron ngoai ti€p

Két ludn : Géc giita hai mat phing (SAB) va (SCD) dugc tinh bii tan OHD =

tam gidc SEF thudc SJ nghia la tam d6 thudc mp(SAB).

\



28.

Goi O, la tam dudng tron ngoai tiép tam gidc SAB thi O, ciing 1a tim mat cau
ngoai tiép hinh nén, tir d6 0,0, L mp (SEF), tic la S0,0,=90°. Vay O, -
thuoc dudng tron duong kinh SO, trong mp (SAB). T4t nhién dudng tron nay

¢6 dinh. Chi § ring O, 12 diém ma SO, = —i-so.

Cit he thlé’ng hinh v& bdi mat phang (a) di qua truc _ S
SH‘I ctia hinh nén thi (o) cit hinh nén theo tam gidc 3
déu SA|By; (o) cit (S,) theo dub‘ng tron 16n (%)) %
tam Oy, bin kinh r| = r noi ti€p tam gidc déu
SA|B,; (o) cét (S,) theo dudng tron (%,) tam O, “
 bén kinh r, tiép xic v6i SA,, SB;; va ti€p xtc véi 4, -+ 5,
(%)) tai Hy; ...; (o) cat (Sy,y) theo dudng tron Hinh 24

(€441) tam Oy, bén kinh ry, ti€p xdc véi SA,,

SBy; va ti€p xic v6i (¢) tai H, .

DTaco V) =Vg) = %7[1’3 (ry=0H,=r).

1

V=1 =l7Z'SH12 tanzz.SH1 :—7[.97”‘2.—1—.31* = 3717,
, 3 6 3 3

nén

v, 4
Vay —L=—,
Y'Y
o 1. 1
2) Tacod r2=02H2=—3~SH2=-—r——3—r1,
1 1
= r2—3—2], , b, -———-——3’7~1rVn
k-1
N, o 4 5 4 41
Tu doé V,=Vey=—nr =—nr’ | — .
k (Sy) 3 k 3 [33]
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29.

114

Do vay v6i moi n ta cé

' 2 n-1
I/I+V2+...+V,1‘=f]'-7rr3 1+-15—+(—13—] ++(—-13—)
53 3 3 \3 ,
1877 (1] - 187
= - = | [<«—=—.
13 3) | 13

ViVt 4V, 187r° 6
4 133770 13

Vay:

PN ‘ Voo .
ticla Vy +V, +..+V, < — v6i moi n.
2

1) Goi A', B' 1a hinh chiéu cla A, B trén mit phing 5 A
chita dudng tron ddy c6 chia CD thi A", B, C, D cung
thuoc mot dudng tron va A'B' L CD tai O, tir dé |
A'CB'D la hinh vuong ndi ti€p dudng tron ban kinh R.

Khi 4y A'C = Rv/2, mat khic AA' = RV2, suy ra
AC =2R.

Hinh 25

Tuong tu nhu trén ta ciing ¢c6 AD = BC = BD = 2R.

‘Vay tit dién ABCD 1a tit dién déu canh bing 2R.

2) Goi OO’ 1a truc ctia hinh tru da cho. Ta tinh khoang céch tir OO’ dén AC. Dé
thay d(00’, AC) = d(00", mp(AA'C)) = O'H, trong dé H 1a trung diém clia AC'.

R\2

Vay d(00’, AC) =—2— .

Tuong tu cac khoang cach tir AD, BC, BD dén OO’ ¢ling bang R;/ .

Tir d6 suy ra ¢6 mat tru truc OO’, ban kinh bang c6 tinh chét thod man -
diéu kién bai toan.

8B - TLCTBT HINH HQC 12



30. Dé thdy ban kinh mat ciu ngoai ti€p hinh nén dugc tinh S

0 r* +h? ’ . .
boi R = > va ban kinh mat cau noéi ti€p hinh nén
4 rh ' A
dugc tinh bdi 1 = ————— .
r+ N+ h? ‘ _ A B
4 o 3 "Hinh 26
: " ‘ 2rh?
Khidé L= | .
£ { P2+ 0% (r N+ )}

Khi r, h thay déi, dat a 1a géc gitta dudng sinh chia hinh nén va mat phang ddy

hinh nén, I& t4t nhién 0° < o < 90°. Khi d6 /= rtana va tit d6

R= 2 h? _ r2(1+tan2 a) r B r
- 2h 2rtan o 2cost atana  2sinacosa
L 72 tan o rtano cos o rsina
va ]/'] = = = .
r+\/,,2+,k2tan2a 1+ cosa 1+ cosa

' - . )

N rsina 2singcosa  2sin“acosa
Nhu vay —= = =2 (1 - cosa)cosa.

R l+cosa r 1+ cosa

3
14
Tacé L = (ij =[2(1-cosa)cosal.
v, \R

4 , ,
Vay 7/‘— I6n nhét <> (1 — cosa)coso. 16n nhat.
2

Dé thdy diéu nay xdy ra khi va chi khi cosa =% nghia [a o= 60°.

Gid tri 16n nhit cla -g'— bing -;- trdoh=r3.
2

Chii y : Ban doc tu giai bai tap sau :

Khi r, h thay doi, khi nao —; A dat gia tri 16n nhat, & d6 V5 la thé tich
‘ 3 "2 ‘ : ’

khai nén.
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31.
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1) Gia sir Ar 1a mot ti€p tuyén clia mat cdu S(O, R) véi y

tigp diém 1a M. Khi dy dit OAM =a thi /&
sino. = oM _R <1 (d = 0A), tic 1a a xdc dinh.
S04 d

Nhu vay dudng thang Ar di qua diém A c6 dinh va tao
v6i dudng thing co dinh OA mot géc o khong déi. Vi
th€ At thuoc mat nén dinh A, truc 12 dudng thang AO, Hinh 27

’ 9 2 9 P N N . R N
‘géc ¢ dinh cua mit nén la 2o ma sina = = d la

khoang cach tir A dén tam mat cau).
Chu § ring diém ti€p xdc M clia A7 v6i mat cdu thudc dudng tron ().
2) Ta thdy giao ctia khai nén dinh A, ddy 1a dudng tron () va khéi cau da cho

1a kh6i chém cdu c6 chiéu cao h = R — 00, (O, la tam cla dudng tron (),

chém cdu nay nam trén mat cdu da cho).

Thé tich kh&i chém ciu la 7h% (R --’;—).

' 2
Dé thdy 00,.0A = R = 00, = % (d = OA), tix d6 chiéu cao chom céu la
2 —
R - R” = __..R(d R)

d d
Vay thé tich kh6i chém cdu la |

Y '_' D3¢ 1 P2 :
Vlzﬂ_'R(dzR) {R_R(c{_ R)}n.R (d R)3 (R+2d) 0
d 3d 3d

Lo P PR RNY 3 N SUR FE O W IV S S 1N D Ar TYE L
ra l(:ll VU vAll Nl uu] LARLELL RAVJAL kA7 T llv‘. s LIAMJ’

(¢%3]

R*(d*-R?)

r2 =O,M*= 0,0. 0,4= 0,0(40-0,0) = "

_ 2 2 p2
chiéu cao hinh nén léAO,=A0—OO,=d—%—=d dR .




32.

hinh try), 4'0'H =a.

" Tur d6 thé tich khéi nén 1a

17[R2(d2-—R2) d*-R?*  zR*(d*-R%)*

Vy, =~ , =
| 273 d? d 3d°
Theo diéu kién clia bai todn ta cé '
1 7R*(d-R)*(R+2d)  nR*(d*-R*)?
2 3d 3.2d

o d*—2Rd-R* =0 d= RW2+1).
1) Goi AA' 1a mot dudng sinh cha hinh tru. Goi H 1a hinh
chiéu ctha A trén CD thi AH L CD va AHA' = ¢ (géc giita
mp, (ACD) va mat phéng ddy chia dLrEmg tron tam O' clia

Dé thiy A'H = Rsina, t d6 AH = [h* + R?sin2 &

va dién tich tam gidc ACD 1a
S = -;—'CD.AH =RVAW +R*sin’ « .

A'H Rsina
AH \/h2 + R? sin? a
2) Goi / 1a hinh chleu cta O trén mp (ACD) thi /0 L CD, mat khac 00'LCD

Ta ciing c6 cosp=

nén CDJ_IO' tir dé 00'1 = E—(o Khi dé
hRsina
\/1;2+R2 sin® &

I 2 hRsina ST ania
Vasco=2Voucp = 2— OL.Spucp = 3 s RVW + R?sin’ «
+ Sln (24

Ol = OO'.sinO/(—)\'lzhcosgoz

= Ethsina.
3

Tir d6 V,pcp 16n nhidt <> sino 16n nhat <> o = 90°, tifc 12 AB va CD vuong

g6c véi nhau.
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33. 1) Ta c6 thé coi chan dudng cao H clia mot hinh nén S

tring véi diém tiép xitc chia mat.cau S(O ; R) va mp (P)
(néu chua c6 diéu ndy thi c6 thé thuc hién phép tinh tién K
- oo .0 N < A2
theo vecto v 1a vecto noi diem H (chan duong cao hinh 1| A
~ n6n) véi di€m ti€p xic clia mat cau va mp (P)). '
Xét mp (o) di qua duong cao SH clia hinh nén. B I 4
Vi (Q) // (P) nén (Q) cit hinh nén theo hinh tron tam /, Hinh 29

ban kinh /A, con (Q) cét S(O, R) theo hinh tron cling

tam / ban kinh /A,. Ta ¢6 () cat S(O, R) theo dudng tron 16n ban kinh R, (o)
cét hinh nén theo tam gidc can SAB, canh AB clia tam gidc SAB tiép xic V6i
dudng tron 16n tai H (trung diém clia AB, coi dudng trdn 16n cit SH tai diém K
(hinh 29) ting v6i x < 2R, x < h).

Véi cédc ki hieu d6 thi IH = x, SH = h. Vi AB = 2R nén KH = 2HA.

Tacc’) -[1—4]—:-§'L hay ﬁ‘_:SH_IH — h—x :>]A1 :.R(h—x).
HA  SH R 7

Mat khéc tir tam gidc KA, H ta co

1A} =IK.IH = (KH — [H)IH = (2R - x)x .

Khi 4y tong S dién tich cdc thiét dién 1a

200 32 -
5= | BUZD" 4 Ry W
, h ‘
Chii y : Khi h < x < 2R, v6i I luan nhu trén ta c6 hinh v& ok
tuong tng va cling c N4,
@ . . ’ <
14, :%(x—h), 143 = (2R — x)x | . ’ Q
va biéu thifc tinh S vin nhu trén. , B H Ny
2) V6i 0 <x < 2R, 0 < x < h, ta tim gid tri I6n nhét ctia S. Hinh 30

2 .
Dé thdy § = /{(%4}(2 +2R(1—%jx+R2}
1 .
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34.

2 o

Khi %—l # 0 thi toa do dinh cta parabol

R2 , R 51 Rh o 2R*hr
7{(?_1}( +2R(1—-}7jx+R } la xD=“:—,yD— :

R+h R+h
Tu do6:
R? ' ‘
+ Néu —hT—] >0 tic R > h thi gid tri nho nhat cua S tng vé6i tung do dinh, tic
o 27R*™W Rh
1a Smin = m u‘ng vO1 .?CD = m.‘

+ Néu R < h thi gid tri 16n nhat clia S tng véi tung do dinh, tic I

Rh
R+h’

27R*h .
Sinax = ——— ung vé6i xp =
+

+NeuR=hthiS= 7R* trong trudng hop nay gia tri clia S khong doi.
Ban doc tu mo6 phong hinh v& ting v6i R > h, R < h.
1) Vi HK = %SM,SHL HM, HK 1 SM nén SHM 13 tam

gidcvuong can, tic 12 HM = h (ﬁ la khoang cach tir S dén
(P)). Goi H, 1a trung diém ctia SH thi KH, L SH, H| co

dinh va H K = g Vay K thuoc dudng tron tam H,, ban

Hinh 31

kinh —2h— trong mit phing (o) 1a mat phang trung truc clia
. , ok
SH. T d6 dogn SK thudc hinh nén dinh S, truc SH, ban kinh hinh nén la E

' h
2) a) Trong mp (o) goi Kr 1a ti€p tuyén ctia dudng tron tam H |, ban kinh 5

thi Kr L H\K, tir d6 Kr L HK. Do (Q) 1a mat phang vuong géc voi KH tai K
nén Kt  (Q), mat khic SM L HK, tic 1a SM  (Q). Vay (Q) chinh I

- mp(SKr), mat phang nay ti€p xidc véi mat nén néu & cau 1.
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b) Vi HK L SM, (R) 1a mit phin'g vudng géc v6i SM tai K nén HK thudc (R).

" DE thdy Kt ciing vuong géc v6i SM tai K nén Kt thude (R). Vay (R) chinh la

35S.

d6 AO 1a phan gidc cha géc BAC, mat khic

mp (HK?), tr d6 (R) ti€p xtc v6i mat( nén dinh H, truc HS, mat nén d6 chia.

dudng tron tam H , ban kinh % trong mat phéng trung truc (o) ctia SH.

1) Goi O la tam cha ddy hinh nén. Ké OH L AB
thi SH L AB. Vay SHO la géc giita mp (SAB) va
mp (ABC). '

Tuong tu ta c6 SKO la géc gita mp (SAC) va
mp(ABC). Theo gia thiét ta c6 SHO = SKO =a, tit

BAC = 90° nén ABC la tam gidc vuong can tai A.

Tir d6 OB = OH~2 , mit khic OH = h cotaL.

Vay Sapc =%BC.AO = —12-..2032= 2h? cot a.

' 36.

2) Ta c6 SB? = SO® + OB* = h* + 21* cot’ a.

Vay Sygnon —V2rhcota. W1+2cot? a = mh? cota. J2(1+2cot* ).

Goi (P) 1a mot mat phang qua truc hinh nén thi S

(P) cit hinh nén theo tam gidc can SAB, (P) cét i ,
hinh trn ndi tiép hinh nén theo hinh chit nhat AL 1 \R,
A,B,CD noi tiép tam gidc can SAB (gia thiét A, ZJ_ Jl
thioc SA, B, thuoc SB, CD thudc canh AB) va A~ w8
HSB=a, AB = 2r. Goi x 1a ban kinh ddy, y 1a - Hinh 33

%

chiéu cao hinh tru noi ti€p hinh nén thix=DH,y =AD.
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37.

hinh tru, tic 1a M'A = 2R, do d6 gi4 tri 16n nh4t ctia MA

Khi d6
y _AD AH-DH AH-x _r-x

2

reota AH  AH AH r
frdox= LOtEY
cota

- Thé tich khoi try 12

ta — .
V=;7rx2y=7r.(rco 0; Y) y= 5 (rcotoL — y) (r cota. — y) . 2y.
cot” 2cot” a
Tir d6 dé thay V 16n nhat khi va chi khi
: ~-,q'\43ota\
rcoto. — y = 2y hay y = reotar va gid tri 16n nhét cta V' 1a anr O % , tr

27
biéu thic tinh y s& ¢6 x.

Vay hinh tru ¢6 kich thudc x, y nhu trén thi thé tich kh6i tru 16n nhat.
1) Goi MM' 1a duong sinh cla hinh tru thi MM' = h, tir d6
MA? = K* + M'A%. Nhu vay MA 16n nhat hay nhd nhat
twong duong véi M'A c6 tinh chét d6. Vay M'A 16n nhat
khi va chi khi M'A bang dudng kinh clia dudng tron ddy

bing k> +4R% . |

Ta lai c6 M'A nhé nhat khi va chi khi M' = A, doi‘dé gi‘é tri -
nho nhét cia MA bang h. -

2) K& dudng cao MH ciia tam gidc MA'O' thi d& thdy thé tich khoi chdp
MAAO AV =%MH. dt(O'A 'A) =—16—Rh.MH. |

Vay V 16n nhat khi va chi khi MH 16n nhat.
Ta dé thdy MH 16n nhét khi H = 0", titc 1a 16n nhat cha MH bang R va

1 1,
Vlc’m nhat =th‘R = ER h.

Khi d6 AM? = k% +2R? tic 1a AM = h* +2R? .
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Chii y : Tt cau 1 ctia bai toédn, ban doc c6 thé ty gii bai todn sau :

Cho hinh nén cut ¢6 dudng cao h, ban kinh day lan luot 1a R, r. Hai diém M,
N thay d6i trén hai dudng tron ddy clia nén cut. Tim gi4 tri 16n nhét, nhd nhét
ctia MN.

“Ddp s : Gid tri 16n nhét chia MN bing \h*+(R+r)? , gid tri bé nhat ctia

- MN bang \Jh” +(R-r)? .

38.

39.

122

R22

3

Ta 6 ¥ ypep = ~di(ABC).RNZ =L 4B.CH R\? = .CH (H 14 hinh
ABCD 3 6

chiéu cua C trén AB).

Vay V,pcp 160 nhét khi va chi khi CH 16n nhit, ldc d6 H chinh la tam O clia

dudng tron ddy hinh tru va gid tri 16n nhat cia CH bang R, tic 1a gid tri 16n
e 0 v o . ' N R3ﬁ . PP . .
nhat cua the tich khoi chép ABCD bang 3 ldc d6 diém C dugce xac dinh

sao cho tam gidc ABC vuong can, va vi tri D suy ra tir vi tri cla diém C. Chid y
c6 hai dudng sinh CD dé V g~y 16n nhit.

Khi V,pcp 16n nhat thi DA = DB = Y2R%+2R? = 2R, tit d6 ABD 1a tam
giac déu. .
Dé thdy dudong tron (‘¢) nim trong miit
phéng (P) vuong géc véi SO tai diém H

ma OH = g ban kinh r cta (%) tinh

boi HM? = HO.HS =22

V3R
=

ticlar=

Hinh 35

Vi mat nén dinh / va ti€p xdc véi mat

cau da cho theo dudng tron (‘%) va ban kinh r; clia (‘%)) bing ban kinh r clia



40.

() nén ta ¢6 OS = O = 2R va tir d6 HI* =O1* - OH? =4R? -

Vay tap cdc diém I 1a dudng tron ¢6 tam H, ban kinh

R” 15R2
4 .

RVF—

tac la Hl = ——

trong mat phéng

(P) néi trén.

Dé thdy ding thic sau /M2 =10>~R>=T14.1B.
Mt khdc goi J 1a trung diém clia AB thi

M[B(U+MxU+ﬂn

= (1.] +. JA)(]J - JA)

=U2<M2:u2~£§i
| 2
Vay taco IOZ_RZZUZ__./_‘I_Q_
10— 1) = M Hinh 36
, 2 .

Hé thic nay lghéng dinh / thuoc mp (Q) vuong géc véi OJ tai K ma

— AR AB® . e \
HK = ————8—()J—- titc 12 K 12 diém ¢6 dinh (H 14 trung diém cta OJ) va (Q)

12 mat phang c¢6 dinh. Vay I la giao clia dudng thang AB vdi (Q) tic la Ila

diém c6 dinh.

VilM la ti€p tuyén clia mat cau (S) nén
M? =10% - WhWMIszRz

t&ﬂéMth@cmmcmw&)mmljmnMM1JKﬂ—R2.Nmuﬁuchéﬁnh
Mat khdc M thuoc mit céu (S), tir d6 M thudc dudng tron () 1a giao cua hai

mat cau (S) va (S,), tt nhién ('¢) co dinh.
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Nhu vay khi (§') thay ddi thi dubrig'thﬁng IM luén di qua diém [ c6 dinh, con

M luon thudc dudng tron (‘¢) ¢6 dinh. Do d6 IM thuoc rheflt nén tron xoay,

BAI

41. 1) Vi BA = BC = 24, ABC=120°nén tam

- Goi AD la dudng kmh cta duo‘ng tron do, dé

42,

124

dinh 1, truc 1O, va qua dudng tron ¢6 dinh ('¢). Mit nén dé 1a c6 dinh.
TAP BO SUNG

dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC la diém O
(d6i xtng véi B qua trung diém I clia AC).

thayAD 2A0 =4a.

Khi d6 AB L BD, mat khiac SA L BD, tu d6
BD 1 AB,. Nhu vay AB, L (SBD) hay »
AB, L B\D. Tuong tu ta ciing c6 AC L CD, Hinh 37
AC, L C,D. Do d6 AD la dudng kinh ctua

mit cdu qua cac diém A, B, C, C|, B,.

Dién tich mat cdu d6 1a 74D?=167za’.
2) Ké duding cao AH clia tam gidc ABC thi SH L BC. Tir d6 d(A, (SBC)) = AH,
(AH 1a dudng cao clia tam gidc vuong SAH). Ta cd AH = a~/3 va

Lot 1 11 4
AH?  SA*>  AH?* 94* 3d* 9d°

3a

o)

tudO AH] =

1) Ta ¢6 (AA'H) L BC tai E, E 1a trung diém
cta BC, tir d6 BC L AA'. Tur d6 dudng vuodng
g6c -chung cha AA', BC 1a DE thi DE nam
trong (AA'H) va DE 1 AA'. ' " Hinh 38




43.

a\/—

VlAE——— DE =

a3
AH a3
3‘

c0s30°

én DAE =30° hay A AH =30°,

2 hay AN = ==

V3

tir d6 AA' =

Vay canh bén cha hinh lang tru bing —25.

2) Dé thdy BCC'B' 1a hinh chit nhat, va DE 1 (BCC'B).

Goi O, la tam hinh chit nhat BCC'B' va A 12 truc clia dudng tron ngoai ti€p

BCC'B' thi O thuoc A va A // DE..Tx d6 tam O clia mat cdu qua céc diém B,

C, C, B thuoc A. Cing dé thdy tam gidc DBC can tai D ma
3> 4d®  74°

BD*=DE®+BE? hay BD? =22+ 22 -2
| 16 16 16

Goi O, la tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc BCD thi c6 00, // O E, ti d6 mét
cdu tam O di qua cdc diém B, C, C', B' cling di qua D. Ta ciing c6 00, = O\E

va bdn kinh R clia mat cdu phai im dugc tinh bdi R* = O,E*+ R} (R, =0,D

‘ban kinh dudng trdn ngoai ti€p tam gidc BCD).

Tacd O\E = -;—BB' g con R duoc tinh boi

2 ; 3
. 7
1 pc pp= B2 BC 1y L, a¥3 _Ta
2 4R 274 64R,
. 2 2 2 »
ds R= L va g2 B 2la
83 9 192 576
. l 2
Dién tich mat cdu phai tim 2 2]12"

Ta s& ching minh tap hgp cdc diém M sao cho
trong tam cic t& dien MBCD, MCDA, MDAB, B
MABC céch déu tam mit cdu ngoai tlep td d1en
ABCD.

Hinh 39
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Goi G, O lan lugt 1a trong tam, tAm mat ciu ngoai ti€p ti dién ABCD thi-
40G =—07+—O_1§+‘0-C+ oD .
Goi A, Ia trong tAm tf dien MBCD thi
457, = OB+ OC+ 0D+ OM = OA + OB+ OC + 5[34—5[\7—-@
hay 45/17 +04=40G + OM .

Tuong tu nhu trén ta c6 ,
4574?+52=4@:+5§:45a+5€’= 45DT+~OT)=455+57\7[
(B, C,, D, lan luot Ia trong tam 1 dién MCDA, MDAB, MABC) tir d6 ta ¢6

40G + OM —04 = 404,, 40G + OM -OC = 40C,
40G + OM —OB = 40B,, 40G + OM —OD = 40D, .
Khi d6 04, =0B,=0C,=0D, < |

(40G + OM —0A)? = (40G + OM —OB)?

=(40G + OM -0C)? =(40G + OM —0D)*
Xét (40G + OM —0A)* = (40G + OM —OB)>
& (40G + OM)? +04% -2(40G + oM .04
= (40G + OM)? +0B® —2(40G + OM).OB *)
ma 042 =0B? nén (*) & (40G + OM ). AB =0. |
Tuong tu ta cling c6 ﬂ
(40G + OM).AC=0, (40G + OM).AD =0.
DU A, B, U, U kitbuy Gong pirang néi il cac bicu inic i suy a
40G + OM =0. |
Vay tap cac diém M sao cho trong tam céc t¢ dién MBCD, MCDA, MDAB,

'MABC cich déu tam O mait ciu ngoai ti€p ABCD dugc xac dinh boi hé thiic
(40G + OM ) = O. Tap nay chi 1a mot diém. |
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44. Vi 4.4] 1a mot day cung clia mat cdu S (O, R) ma 4;4] di qua M nen
MA. MA, = OM? = R* hay A M .MA = R* —OM?.

Khi 4y tap diém M tho4 min diéu klen Z—A——M— =k tucmg duong véi

14
o MA;

L AM. 4 n MAE
s AM AM —ko)y ———= =k @ZMAz-—kRZ kOM? (1)
R*-OM i

>.04; hay

Goi G 1a diém xéc dinh bdi 0G =
n+k 5

(n + kOG= ZOA Z(OG+GA) nOG+ZGA o kOG =Y G4;.
i=] i=1 j

Khi dé (1) twong duong véi Z(/T[é + GA)? =kR* —,k("MT;- 0G)?
i=1 .

& nMG" +2MG, ZGA +ZGA —kRz—kMGz KOG + 24 MG . 0G
i=l =l

o i+ kMG —kR2 KOG - ZGA - )
i=1

Mat khic ZGA2 Z(OA ~0G) _ZOA2 20G. ZOA +n0G"
i=l i=l i=l i=l

=1 R*-20G .Y 04, +nOG = nR*=20G . (n +k)0G + n0OG?
i=1

=nR*- (n+2k)OG>.
Vay (2) & (n + k) MG =kR? ~kOG?* ~nR? +(n + 2k)OG>
& (n+k) MG?=(k-n)R* +(n+k)0G*

o MG2=0G2+ K=" p2.
‘ k+n
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Vik>nnen =2 >0. T d6 GM = \/OGZ + K2 2 e 1a tap hop céc
: k+n k+n
diém M 13 mat cdu ¢6 tam G, ban kinh R = .\/OGZ +7’§—;—”-R2, , 5 .d6 G xéc
‘ n

45.

46.

"Ta c6 trong tam G cua tit dién ABCD thi G la trung

n

D.04;.

i=l

dinh b&i OG=
v n+k

diém cha EF, HK, PQ, trong d6 E, F la trung diém
cla AB, CD; H, K 1a trung diém cta BC, AD; P, Q
12 trung diém ctia AC, BD. '

Phép do6i xing qua tam G bién E thanh F, H thanh
K, P thanh Q. Tur d6 kh6i HEPFQK nhan G lam Hinh 40
tam doi xing. ’
Mat khac vi O 1a tam mat cAu ngoai tiép tt dién ABCD nén

OEA= OPA = OKA =90°,

tic 1a cac diém E, P, K cing thuoc mat cdu dudng kinh AO, tic 1a O khong
nim trong tit diéen AEPK. Tuong tu O khong ndm trong ti dién BHOE, CHPF,
DFQK. Theo gia thiét O nim trong tit dién ABCD, tir d6 O thudc khdéi tdm
mat HEPFQK, tix d6 do I 1a anh clia O qua G nén [ ciing thuoc khéi
HEPFQK, titc 1a I nam trong ti dién ABCD.

D& thdy canh ctia tam gidc déu ABC bang 2a+3 .

Xét mp (o) chita canh BC va ti€p xtic v6i mat cau
tam O, ban kinh r = OI, né ct truc Ol cia tam gidc
ARC tai diém D. Néu ta quay hinh vé& quanh dudng
thing OI mot géc 120° thi cac diém I, O, D c6
dinh, hinh ciu tam O, ban kinh r = OI bat bién va ,
mp (DBC) bién thanh mp (DCA) hoéc mp (DAB); Hinh 41
hai mat phang d6 chia hai canh cla tam gidc ABC ‘

12 CA, AB va cling ti€p xdc v6i-mat cau do.
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Vay ba mat phang lan luot chita canh BC, CA, AB cla tam gidc déu ABC va
ti€p xtic v6i mat cdu tam O, ban kinh r = OI cung di qua diém D.

Xét tam gidc vudng IA'D, ta c6 ba diém I, 0 D x&p theo thit tu d6 khi va chi
khi nita dudng thang A'O nam trong goc IA'D. Mat khéc JA'D < 90° nén

e
ri— !

]A'O:[AD

s nho hon 45° hay tan /4" [A'0 < 1. Diéu nay tuong duong vdi

L hay r < a.
a

Chii y : V6i diéu kién r < a, c6 thé tinh r theo a dé t& dién ABCD vuong tai D.
That vay, trudc hét ta chiing minh giita r, @, i = ID thoa man hé thic

2 +2a%r —ha* =0 | —(*)

Cu thé 1a dzftt A'O=q thi IA'D=2a , tanou = L, tan2a:ﬁ hay

a a
21
h__a _ 2ra
2 gt
1__5
a

T d6 co (%).
VilIB=IC nén DB =DC.

Vay BDC = 90" < DA'= %BC af

ma DA =a® +h*, t d6 a® +h* =3a® hay h = a2,
Thay vao hé thic (*) ta c6

=30

r =—%(\/§ +1) (loai gié tri nay).

i A
ﬁ(\/g—l).

'Vayr=

9A - TLCTBT HINH HOC 12 129



47. Ké duong cao DH cia tit dién ABCD (H ¢6 thé
nam trong tam gidc hodc ndm ngoai tam gidc ddy).
Goi 4, B,,C; 1a hinh chi€u cia H trén cac dudng
thing BC, CA, AB. | |
" Pat HA, = | x|, HB, = | y|, HC, =|z| va quy uéc :
x> 0 khi va chi khi A, H vé mot phia ctia BC;
x <0 khi va chi khi A, H vé hai phia ciia BC:
x = 0 khi va chi khi H thuoc dudng thing BC.
Doi v6i y, z cling cé quy ude tuong tu nhu trén.
Néu ki hiéu cdc canh clia tam gidc ABC 1a a, b, ¢ thi ta c6

ax+by+cz= 28, 4pc-

o

A
B

Hinh 42

Mat khic giita ban kinh mat cdu noi ti€p ABCD, thé tich V ciia tit dien ABCD,

S N . AP ‘ . Voo, .
dién tich toan phan S, cua tir dién ABCD c6 h¢ thic » =-—. ViV cho truéc

bé nhat < S, bé nhit.

nén r 16n nhat khi va chi khi S, 4

tp

Taco S, = —;—(a\/x2+ W+ byy2e i + o224+ kP ) (5d6 h=DH).

Xg T

Vay S, bé nhat khi va chi khi

vq

482 = a* (X + )+ b () + B+ (2 + )
Xy Y

1+ 2ab (2 + ) (2 + 1) + 2be] (72 + Y22 + )

+ 2acy (2 +h?) (22 +h*) bé nhat
Ta lai c6

4S§q >a? (x> +h?)+ B2 (Y + h2)+ (2 + h?)

+2ab(xy+h?) + 2bc(yz+h*)+ 2ca(zx+h?) (%)

(ép dung bat ding thic Bunyakovski cho ba bo s6 (x, y, &, h), (x, z, h, h),

O, z, h, h)).
130
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48.

D#u bing trong bat déng thiic trén x4y ra khi va chi khi % % % hayx=y=z.
Mat khéc tir (*) ta c6

4S§q >a’x? + bzy2 +c?zh+ 2abxy + 2bcyz + 2caxz + a’h* + b2 h? + c*h?

4+ 2abh?* +2bch? + 2cah®

hay 452 >(ax+by+cz)? +(a+b+c)*

xXq =

212
& Sy 2| Sape + LI o e

v = k. Diéu nay xdy ra khi va chi khi x = y = z (nghia 1a D 1a diém
sao cho hinh chiéu cta D trén mp (ABC) 1a tam dudng tron noi ti€p AABC, tic
la diém D thuoc truc cta dudng tron noi ti€p AABC, trr giao diém cia
mp (ABC) véi truc doé. '

Goi G va O l4n luot 12 trong tam, tam mat cdu noi ti€p cha tit dién, r 1a ban
kinh mat cdu noi ti€p ; A,,h,,h,,h, 1a dudng cao cla ti dién ké tt A, B, C, D
thi '

Vay min S

1 ,
+— ngoairah,+h,+h.+h; 2 16r

11
+—t+—
h, h, hy

1 11 1
(do (h,+hy+h.+hy).| —+—+—+— | 216).
( ’ d) (h hc hc hd) )

a
Dau “=” xay ra <> h, = hb =h.=h,.
Ki hiéu tong khoang cdch tir mot diém M nao dé nim trong ti dién déu céc
mit clia né 1a Y(M) thi ta c6 2(G) = %(ha +hy+h.+hy), 2(0) =4r. Do dé
2(M)=2(G)=3(0) < h, +hy+h, +hy=16r.
(M 1a diém nam trong tt dién ABCD). ‘

Khi d6 ha :hb =hc = hd va tur d6 SABCD = SAACD l:SAABD = SAABC’ ngl’ﬁa la
ABCD la ti dién gan déu.
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~ Vay X(M), M 1a diém bat ki ndm trdng t¢ dién ABCD, khong déi khi va chi

49.

50.

132

khi ABCD 1a tit dién gén déu.

Vi OABC la tit dién vuong tai O nén OA, OB, OC 0

lan luot 12 ba dudng cao qua A, B, C cua tit dién.

Goi OH 1a dudng cao qua O cua tir dién va r 1a ban a ¢
kinh mat ciu noi tiép tit dien OABC thi c6

1 | 11 1 4 C
—t— ==
h 04 OB 0OC r .
hay l+—l-+—1— +l:_1., Hinh 43
h a b ¢ r

Khidébﬁtdéngthﬁclzi+i+—l—+ 33
r a b ¢ a+b+c

1. 33

—2> .
h a+b+c

ke oL T
h at b a’b’c?
Do a+b+c>33abc nén (a+b+c)2 29\13 a’b*c?.

2 ’ ) ]
(—ai[%c-)—zzmmcla 1y W3 .
h : a+b+c

Tir d6 ching minh duoc bt ding thiic da cho. Dau bang xay ra khi va chi khi
a = b = ¢ nghia la OABC la tt dién vudng can.

tuong duong véi

Vay

Xét mp (o) song song v6i mp (BCD) va ti€p xuc
v6i mat cdu bén kinh R, (mat cdu bang ti€p géc
tam dién dinh A). Mp (a) cit AB, AC, AD theo thit
t tai By, Cy, D;. Goi AH 1a duong cao cta tir dién
ABCD thi AH cit nip (B,C,Dy) tai H, thico

AH, = AH +2R, =h, +2R,.



51.

Gié st O, 1a tam mat cdu bén kinh r| ti€p

Ta c6 ti dién AB,C,D; 1a anh ciia t& dién ABCD qua phép vi tu tam A, ti s6 vi

o AH,__]_?_ L dé _2r h, 3 h,-2r - _2_r
" AH  r Rl 2R| ha+2R] (h, +2R) - 2R, h,
hay L=1_2

R] r /’I

a

Tuong tu ta co ~—1-:-—-—, —_—=—, ————
R2 r h/) R3 r hc R4 A hd

1 1
Turdé —l- -I-L + —]—— + L = —‘}-_2 [._1....}__.1_..*.____'__;_]

Rl R2 R3 R4 r ha hb 2 hd
1 2
Mat khac —-1—--+—L —1—+——1—-=’-1-,dodé—l-+—l—+_l~+——:__ (1)
A, che hy o , Ry, Ry Ry v
1 1 1 :
Talalco(R]Jr Ry+ Ry+ Ry)| -+ 4 L |>16 @)
R R, Ry Ry :

T (1), @) tacd R+ Ry + Ry+ Ry 8r.
Vay gié tri bé nhdt clia R+ R, + Ry+ R, bang 8r.

biéu d6 xay ra khi vachikhi Ry = R, = Ry=Ry.

Két hop véi he thic tinh R, Ry, Ry, Ry dtréntacd h,=h,=h.=h,
hay Spep=Scap =Sasp =Sapc-
Vay ti dién ABCD 1a gén déu.

Goi O, I 1an luot la tam mat cdu ngoai tiép,
noi tiép tt dien ABCD.

2 - 2 N B )
xtc v6i ba mat ctia géc tam dién dinh A ma

(0)) ndm trong t& dién da-cho. Khi dé A,
Ol’ ! théng him'g, r = 0]0’. ' Hinh 45



~ Vay phép vi tu tam I, h¢ s6 vi ty k =

134

Goi Hy, K] Ia hinh chiéu cta 1, O, trén mp (ABC) cla ti dién ABCD, khi dé

IH, /0K, va IH, =7, OK, =, L L,
A0, #

N . BI r CI r DI r
Tuong tytaciingc) —=—, — =—, —— =—,
BO, n CO; n DOy n

(O, 1a tam mat cdu ban kinh r| tiép xdc v6i ba mat chia tam dién dinh B doi

v6i tit dién ABCD ; O3, O, c6 tinh chét twong tu nhu thé).

Twde: AL T ="
Ol r-x =

0, .

r r r

10, , =10, , ID-

r—H r—F r—H

Tuong tu ta cling c6 IB= —1_5; .

%

bién O, thanh A, O, thanh B, O,
r—n

thanh C, O, thanh D. Mat khdc cdc mat ciu (01,1’]),(02,11),(03;1*1 ), (O4,1)

cling di qua O' nén O' 1a tam mat cdu di qua bén di€ém O, O,, O3, O4. Vi thé
phép vi tu trén bién O' thanh tdm O cla mat ciu qua A, B, C, D, tic la
R g ’ )

==L vanhuth€AO// 0,0"; 0, 0', I thing hang.

noor-g

Cach xac dinh tam O cua mat ciu nim trong ti dién ABCD va tiép xiic véi ba

mat ctia géc tam dién dinh A.

r

Trén doan /0 14y diém O' sao cho 10" = IO. va V& qua O' dudng thang

F=—h
song song vdi AO, n6 cat Al tai O. Mat ciu tam O, ban kinh r; 1a mat cau

phai tim. Tuong tu cho O,, i = ZZ



52. 1) Dé thdy tam mat ciu ngoai ti€p hinh chép §

- S.AABCD la trung diém cua SA', bén kinh mat

_ ’ 2
céu dé bing .| R? +h71— .

= —l-h.AC.BD.
6

Vi ABCD noi tiép dudng tron, AC L BD nén
Vs 4pcp 16n nhét khi va chi khi

Hinh 46

AC =BD =2R, tic la C = A' va ABCD la hinh vuong. '

Vi B, D d6i xiing nhau qua mp (SAA') nén (SAA') 1a mat phing phan gidc cla
nhi dién canh SA va nhi dién canh SA'.
" Mat khdc AB L BA' nén SB L BA', tiic 12 SBA 1a géc phing nhi dién canh BA'.

Vé phan gidc BE cua SBA thi EA' Ia giao cdc mat phang phan gidc cta céc
nhi dién canh SA, SA', BA'. Tu d6 tam [ cla mat cdu noi ti€p hinh chép
S.ABCD thuoc A'E.

Ta tinh ti s§ % va ban kinh r cia mat cau dé.
Keé IH // SA thi I[H L (ABCD), IK [/ BA" thi IK 1 (SAB).
Vi BE la phén gidc cua SBA nén

—_— e T —— e — = .
ES BS = SA AB+SB RV2 412 + 2R

EA _BA_ EA__AB _ . Ri2

HI IK IA' IE F(RN2 ++/H* +2R*)
= + 1 h : +

Ta lai c6 —+ = =1 ha — =1.
""" EA BA' EA' EA' Y Rin2 RJ2
Tir d6 r = Rinf2 .
RNZ +:Jh? + 2R+
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53.

ny A" A EA'_IH BA'_BA'| A RN2 ++/h? +2R? |
IE  FA' IE AE IK  AE IE h
Hé thitc nay xdc dinh vi tri diém /.
Goi O la taim mat ciu ngoai ti€p ti dién va G 1a trong tam cta t¢ dién do thi
OA=0B=0C=0D=Rva 40G=0A+0B+ OC+ OD.
Tacé a* = BC*=(0C - OB)* = 0C? +OB? -20B. OC =2R*-20B.0C .

Tit d6 20B.0C = 2R* - a?.

Tuong tutacé 20D.0A = 2R*—a'?,

136

204.0C = 2R? -b*, 20B.0D = 2R* - ",

204.0B = 2R*-¢*, 20C.0D = 2R? - ¢*
Mt khéc ta c6 0 < 160G* = 4R*+ 204.0B +20A4.0C +204.0D

+ 20B.0C+ 20B.0D + 20C.0D
= 16R2'—(a2+a'2+b2+b'2+c2+c'2).

T dé (o’ +a?+b>+b? +c% +c?)<16R? | )
Ta lai c6 (a +'a'+ b+b'+c'+c')2_ <6 (a2+a'2+b2+b'2+c2+c'2)
Tudéa+d +b+b +c+c <4J6R. )

Goi r la ban kinh mat cau noi ti€p ti dién va h,, b, h.,h; 1a cic dudng cao

clia td dién 1an luot qua A, B, C, D thi -1— = —l—+ L+ -1-— + — ma
r a h/) hc hc/
_._+ __+_.‘__+_'_ 2 - K = VY
hy by he by Yhhyhhy J@ S b))
46

3)

>
\/hahb+ hbhc + hcha + hdha + hdhh + hdhc



54.

Tu do 1y 46

ro Jhahyt hyh 4 by + gy + by + g,

a+a+b+b'+c+c'

Tur (2) va (3) suy ra 5

> - .
r byt hyhot By + gy + hyhy + hyh,

Ding thitc x4y ra & (1) khi va khi O = G titc 12 ABCD 1a tt dién gan déu ; con
déng thic xdy ra & ) <> a=b=c=a = b = ¢' tdc ABCD la tit dién déu,
dang thic xdy rad (3) < h, =h, =h, =h; < S =S5,=8;=35, tiic ABCD la
ti dién gdn déu. Vay ddu “=" xay ra trong bt ding thiic phai ching minh khi

va chi khi ABCD 1a & dién gén déu.

D& thiy AD, =i—~AD trong d6 D 1a giao diém ctia
mp (BCK) v6i AD.

Vi AH la truc ciia duong tron ngoai ti€p tam giic
BCD nén tam O; cla mat cau ngoai ti€p t dién
BCDD, thuoc AH. Tam d6 la giao ciia AH v6i
dudng trung truc O|E cua DD, trong mp (AHD).

Tuong tu tam 02 clia mat cau ngoai tiép t dién
ABCD, la giao cta DD' v6i duong trung truc O,F
cia AD, trong mp (ADD') (D' la hinh chiéu cia D
tréﬁ AN, N 1a trung diém BC). Bén kinh R, clia mat
cdu ngoai ti€p ti dien BCDD, 1a R = 0D, bin
kinh R, cha mat cau ngoai ti€p ti dién ABCD, la
Ry=0-,A.

Xét tit gidc noi ti€p O HDE trong mp (AHD) ta co

5a

AE .AD = AQ,. AH, AE = 3 AH

(a 1a d6 dai mot canh cla t¢ dién ABCD).

Hinh 48




SS.

138

Ki hiéu tam hai mat cdu la O. Vi cdc dinh

5av6 aV6_saVs _ a6

Tacod AO, = e ,trdé O H=AH - AOI 3 TS

o 2 2 2
Vay R} =O,\D* =O\H* + HD = j‘;z +3‘9’ - lig‘; =R =3é:1/—_§—2.

Tuong tu nhu trén khi xét ti gidc ndi ti€p O,D'FA ta cd

DD .DO,=DF . DA, DF =% +9-19 pa—q pp' = e
48 8 3
TirdéDOzyz 7a\6 VaD'0, = 7a\/€_a\/—6_:5a\/_6_’t 45
16 16 3 48
2
R2= 0,47= 0,0 + D'A? =139 tcta Ry= D22
» 86

Vay ﬁ— —4—:—3—

R, Vsl

A, 4, A, cua hinh chép S.4,4,...4, thudc mat
ciu 16n nén khi ké duong OH vudng gbéc véi
mp (A4}, 4,,.. ) thi dudng thang OH s& cit mat

hd )7

ciu nhd tai hai diém S,,S, trong d6 c6 mot diém

céch xa mat phang ( 4...4,) hon. Gia sir diém d6

[as,. Hinh 49
bit OH = x, 0 < x < R,. Khi &y v6i méi x ta c6

1 1
VS.AIAZ.“A” < VSPA]AZ...A" :EslHdt(A] AzA") < '3‘ SIH dt(BlB2Bn)

& d6 BB,...B, 1a da gidc déu noi ti&p dudng tron do mp ( 4,...4, ) cat mét ciu
16n. ‘
Tac6 S|H = x+ R,. Ban kinh dudng tron ngoai tiép da gidc déu B, B,...B, 1a

R? = HA? = OA} ~OH? =16R? —x* (vi R, =4R)).



56.

Tac6 : dt(B,B,...B,) :%(161312 _xysin 2
} n

Tirds Vg 44 4 < %nsinz—”(16R3~x2).(Rl+x)'.
Ay, -

~ Xétham s6 f(x) = (16RF —x?).(R, +x) = —x* = Rx* +16R x +16R}

v6i 0 <x<4R,.
Dé thdy f(x) =0 < x = 2R,.

Vay frax = max{f(0), f(2R)), f(4R})}=fQ2R)) = 36 R; .

; I . 2r . 27
Nhuthé Vs , , < = nsin=—.36R} =6nR} sin==.
Ak, S T - ”
Két luan : Vs, , 16n nht < 44,...4, 1a da gidc déu noi ti€p dudng tron,

thiét dién cach tam mat cdu mot khoang 2R, con S 1 diém S, (S| nhu néu trén).

Vi OA = OB = 2a, AOB=120° nén AB = 2a+/3. D
Do tam gidc ABD déu nén AD = BD = 2a/3 , tir d6
OD? = AD? - 04> = 8a* = OD = 2a\2. c

Do tam gidc ABC vuong ma OA = OB tic la
CA = CB nén tam gidc d6 vuong tai C. Tir d6 O

AB  2a\3 e

AC = —
NN
Hinh 50

= 0C?= AC?* - 04*= 6a° - 4a” = 2d°

, D
hay OC = a+/2. K\ A

' I

Xac dinh tam va ban kinh mat cau ngoai tiép ti ¢
dien ABCD. Goi M la trung diém cla AB thi ol =

mp(OMD) 1a mat phang trung truc ctia AB, tic 13 ;Iinlz 5
(ODM) 1 (ABC). Vi ABC vuong tai C nén M 1a tam

- dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC, tir d6 truc chia dudng tron ngoai tiép tam

gidc dé phai thuoc mp(OMD). Tir d6 tam O clia mat cdu phai tim 12 giao cla
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57.

truc d6 va dudng trung truc KO; cia CD trong mp (ODM), néi khac di
mp(ODM) cit mat cAu phai tim theo dudng tron 16n.
Tinh ban kinh mat cau phai tim.

3a\/§ |

Tacé OK =
2
\/— 3a\/_
Dé thiy oM :O] — O M= CM. OI _ 3a6
CM MO, OM a 2

Ta c6 ban kinh R mat cdu phai tim 1a O,C, tir d6
54a° 664 al66

= = .

4 2

Ban doc tu tinh ban kinh céc dudng tron do cdc mat phang chita cdc mat cia
ti dien ABCD cat mat cdu ngoai ti€p td dién ABCD.
K{ hiéu mat cau da cho la S(O, R) va
(P) 12 mot mat phang qua tam O cla

R? =0,C* = CM*+ MO} =3a” +

mat ciu. Xét nira trén mat cdu S(O, R)
do mp (P) cat. Ki hiéu hai mat cau
nho thoa man diéu kién bai todn la
S1(01,1) . 8,(05,1) .

Gia st S,(0,,n) ti€p xic véi nira mat
cdu S(O, R) tai A, va B, (A, thuoc
hinh tron 16n).

Goi SS' 1a duong kinh cla mat cau
SO, R) ma S§§' L (P). Khi d6 do
OA, L(P)nén OA, /| §S' va By, O,
B0 _o4
RO OS

Hinh 52

O théng hang. Tir d6 . Vay S, A,, B, thing hang.

Tuong tu nhu trén cling c6 S, A,, B thing hang. Ta lai ¢6 SS' la dudng kinh

~ mit cdu, B, thuoc mit ciu S(O, R) nén ﬁ:g: 90° hay m =90°.

* Nhu vay SB,A,0 noi tiép dudng tron, tir d6 S4; . SB, =SO . 8§'=2R>.
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S8.

Tuong tu cling ¢6 S—A; :S‘-B;.: 2R?.
Vay diém S c6 ciing phuong tich déi hai mat cdu S,(0,1), S2(0;,1) -

Goi I 1a diém ti€p xiic ctia hai mat cau S,(0,,#%), S5(0,,r,) (di nhién hai mat
cdu . dé tiép xdc ngodi) thi SI 1 ti€p tuyén cta hai mat cdu do, nghia la
SI*=2R*.

Vay I thuoc mét cau tam S, ban kinh R~J2 . Mt cdu ndy c6 dinh.

1) Kf hiéu O, R 12 tam, bén kinh mat cdu da cho.
Goi A, B,, C, 1a trung diém cdc canh BC, CA,
AB clia tam gidc ABC ; A,, B, C; la trung diém
cua SA, SB, SC.

Vi mat cdu ti€p xdc véi ba canh AB, BC, CA tai

trung diém ciia ching nén AC| = AB,

Hinh 53

= AB = AC.
Tuong tu ta cé AB = BC, vay ABC la tam gidc déu.

Xét hai tam gidc OAS, OBS c6 OS chung, OA = OB, OA, = OB, nén SA = SB.
Tuong tu c¢6 SB = SC tiic 1a SA = SB = SC. Vay S.ABC 1a hinh chép déu.

2) Tinh ban kinh mat cu.

Dé thdy O thuoc dudng cao SH va A,C,A,C, 12 hinh chit nhat. Do O cich déu

-bon dinh cua hinh chit nhat dénen O Ia giao diém cua A A, vaC|C,.

2 2
Vay 482 = A= ACP O =L+ T
2 2 2
A 4~
Tacé S:la-SAl =54 = 2 Vay 4 =SB’ =SA12+£—:—§7+£—.
2 a 4 a 4
2 4,2\ <4 2
6.
Twds R? = L (24542 =L |29 45| g 1057
16 16| 4 a* 64a
4 2 kG
8a

< 141
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60.

142

Ki hiéu B, C, 14n lugt 1a trung diém cua SB, SC
va goi giao diém thit hai clia AB véi mafit ciu la
N

C'thi BC'. BA = BB} hay BC'.a = PR

Vay BC' = 52’. titc C' 12 trung diém ca AB.

Tuong tu ta c6 mat cdu dé qua trung diém B' clia
AC.

Xét mp(SAB) cit mat cdu da cho theo dudng
tron, dudng tron dé di qua A, C' (trung diém cda
AB) va tiép xiic v6i SB tai trung diém B, clia SB.
Gia sir dudng tron do cét SA tai diém A, thi

2
SB? =S4, .SA hay 5’2—= S4,. a2

a2 o ax 3a42
4 4

SA] Tu dO AA] =

Vi mat ciu S(O, R) va §'(O', R tiép xiic véi
dudng thing A tai hai diém A, B nén OA L A,
O'B L A. Khi dy dod = 00" > R + R nén c6 hai
truong hop xay ra:

Truong hop I : 00" va A déng phang.

Trong tru’o‘ng horp nay OA va O'B song song v6i

. N (S | o el > R AL

Mau Ya o tu Ul LU T "“J 1 U, U odidiin YU iUt

phia ctia A hoic vé hai phia cia A. Tir d6

B

Hinh 54

Hinh 55

L -
Y

Oll

L €A

Acieis U

007 =A4B? + (R~—R')2 hoic 00" =AB*+ (R+R"*

tiic 12 AB> =007~ (R-R"? hoac AB*=00"-

(R+R'.
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1) VI ABCD la it dién gén déu nén tdm mat cdu

Truong hop 2 : OO' va A chéao nhau. o'

Diéu nay tuong duong vé6i cic diem H, B, O 0

khong thang hang (H 12 hinh chiéu clia O trén H

2 . RS 1 [ A
duong thang qua B va song song v6i OA) va tir y B
détacé |[BO'-HB|<HO'<|HB+BO'| Hinh 57

tic 12 |R' - R| < HO' < |R + R
& (R-R)’<HO? < (R+R)~.
Mat khic 00? =0OH?*+ HO"? = AB* + HO?,
tr d6 AB*+(R-R"? <00 < AB> - (R+R")?
hay 00 —(R+R"? < AB*> <00" - (R-R">.
Vay trong trudng hop chung ta c6 :

00 —(R+R")? < AB* <007 +(R-R"?

e 12 d*- (R+R" < AB¥*<d*- (R-R".

ngoai ti€p, tim mat cau noi ti€p va trong tam
clia ti dién trang nhau. Ta ki hiéu diém dé 1a O
thi O 12 trung diém ctia mot dudng trung binh
1J. Goi O, 1a tam mat cdu bang tiép tif dién tng
v6i dinh A. Khi d6 A, O, O, thing hang va AO
cit mp (BCD) tai A' (trong tam cla tam gidc
BCD). . ¢ o

Hinh 58

Vi E 1a diém ti€p xic clia mp (BCD) va mat ciu -

- tam O nén E nam trong tam gidc BCD, E 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam

gidc BCD va OE =r, OE L (BCD). Do K la diém ti€p xidc ciia mp (BCD) véi
mat cdu tam O, bang tiép ti dien ABCD tng v6i dinh A nén O K L mp (BCD)
va 0K = r| (ban kinh mdt cdu bang ti€p ti dién tng vdi dinh A), dong thoi
O,K /] O vatir dé ta c6 A, E, K thing hang, -
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63.

‘Pit OS = x thi OC, = x sina. ’ (1

Ki hiéu dién tich bén mat cta t& dién lan lugt 12 S, S, S3, S, (cdc mat lan luot
déi dién vé6i dinh A, B, C, D) ; V la thé tich t& dién ABCD thi

3V=(S| +52+S3+S4)l'=(52+S3+S4‘—'S|)I'l.

Do §;=S,=S83=35,=5 (ABCD la tit dién gin déu) nén tir hai h¢ thic trén ta

¢6 ry = 2r. Mit khc do OF // O,K nén A_AR 5 hay BK = 3E4'. Vay K
r A'E’

la truc tam tam gidc BCD.
2) Goi F 1a giao ciia AE v6i KO, ap dung dinh 1 Menelaus vao tam gidc AEA'
vGi cat tuyén KOF ta c6 AF = 2FE. ‘

Vi hinh chép S.ABC la déu nén tam O ciia mat s

cu tiép xUc v6i cac canh cta hinh chép thudc tia
SH (dudng cao hinh chép).

STV

Goi C, la diém ti€p xic clia SC v6i mat cau thi
SC, < SC.

-

o=~ c

-

FA=---A”=-==

L

)
U

Goi A, 1a diém tiép xtic cta canh BC v6i mat cau

thi O4% = OH?* + HA} = (h-x)* + HA] .

Hinh 59

Tacé HA = %HC,HC = h tana, tit d6 OA] :(h~x)2+211—hz tan® @ (2):

Vi OC, va OA, la ban kinh mat cau ti€p xtic véi cdc canh, tic la OC, = OA,
N . . 1
nén tir (1), (2) tacéd *sin’a = (h -~x)2 +2‘-h2 tan’ & .

Tir déng thitc nay tinh dugc x, chi y chon x dé 0 < x < &, tic la tinh dugc ban

kinh mat c4u tifn xiic vdi cdc canh cna it dién thea h o

1) Trong hinh chép déu, tim mit cdu ngoai ti€p va tam mat cdu noi ti€p hinh
chép déu-thuoc dudng cao hinh chép dé, mat khac tam mat cau noi ti€p hinh

'chép nidm trong hinh chép nén diéu kién dé tam mat cdu ngoai ti€p va ndi ti€p

tring nhau la R + r = h trong dO R, r, h lan luot 14 ban kinh mat cdu ngoai, noi
ti€p va duong cao cta hinh chép.
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2) Ap dung két qua dé vao hinh chép
tir gidc déu S.ABCD ta c6 hai tAm mat
cau ndi trén tring nhau khi va chi khi

o= 45°, trong d6 o = ASB.

That vay goi O 1a tam mat cdu d6 thi

r+R B HM + MS ,
R MS Hinh 60

L

R

hay —h—:1+ -IZIM
R SM

, 2 2
Ta dé thay R=~§Ji—:>&=l+—[ﬁ—/[—,’
2SH  S4? MS

sa=—2

(a 1a canh day hinh chép),
2sin— ‘

2

N COS — ? 5
W =SH2=SM2_HM? =2 _aT 2 acosa
| 2 sin — 4 2sin? =
2k’ HM
Thay vao hé thuc =1+ ,taco
s42 SM
a2 C(;SQ 4sin> < 4 ‘sing£ + cos 2
: 2 2 2_ +1 hay 2cosa = 2
2sin2 & a s cosZ®
a2 B
2 sin —

, <:>2(cosg—sinﬁ)cosg—:l = 2Cos‘29—{-—sina =1
2 2) 2

<> cosa = sinoL < o = 45°.

10A - TLCTBT HiNH HQC 12 ’ ' 145
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65S.

146

Goi ¥ : Xét mp (o) qua duong thang O0'. Giao cla (o) v6i hai mat cu la hai
duong tron béan kinh R, R'. Do |[R — R| < O0' < R + R' nén hai dudng tron do
giao nhau tai hai diém /, I' d6i xtng nhau qua OO', tir d6 giao hai mat cau la
dudng tron do I quay quanh OO'. Bén kinh duong tron d6 chinh la dudng cao
clia tam gidc OI0'. Biét Ol =R, O =R, 00’ = d, tr d6 tinh dugc ban kinh
dudng tron phai tim. , S '
1) Goi H la tam hinh vuéng ABCD. Do

cdc canh clia hinh chép S.ABCD bang

aN2 B
, mat
2

khdc tam gidc SCD déu nén truc cua

anén HS = HC = HD =

dudng tron ngoai ti€p tam gidc SCD la
dudng thing HG (G la trong tam tam

Goi D, la trung diém cla SD, A, la

trung diém cla SA, thi A,D, L SA,. Goi H' la trung diém cta SH thi
H'A, L SA; (vi HA, /| HA|, ma HA| L SA), tt d6 mp(H'A,D ) la mat phing
trung tryc ctia SA;. Goi M 1a trung diém cha CD thi D;M // A,H' (vi ciing song
song vé6i SC), tic 1a M € mp (H'A,D,). Khi d6 goi O 1a giao diém clia HG va
H'M thi O 1a tam mat cdu ngoai tiép 1t dién SA,CD.

Tinh ban kinh mit cau dé. ‘

Dé thdy OG = —03—H hay OG = %HG (do dinh 1i Menelauyt 4p dung vao tam

giac véi cat tuyén MOH'"). Mat khiac HG = SH.HM =2, Vay OG = —=.
sM e 46

R4n kinh R cfia mit cau duoc tinh boi

, N2 2,
R2=082=0G*+Gs? =| 2| + a3 | _la .
46 3 32

117a®

Tir d6 dién tich mat cdu phai tim bang

10B - TLCTBT.HINH HOQC 12
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2) Vi mat cdu di qua A, A, B, D cét SB tai B nén céc diém A, B, B}, A, thudc

dudng tron. Khi d6 SA.SA4, = SB.SB,, tir dé SB,:%, twong tu ta c6

SC,= SD, =

a15
T

Ta giai bai tap nay khi & =

Goi canh bén hinh chép la x. Khoang cich tir A
dén mp(SBC) 1a duong cao ciia tam gidc SAM (M
1a trung diém ctia BC). Khi d6

a-\/l_S_

AM . SH =SM .

hay \/ \/xz _a_ a\/_ , Hinh 62
_{

tr do x =

2 2 2
Khive W6 yugp2_2a’ _a* _a
3 "3 33

Vay HS = HA = HB = HC, do d6 tém mat cdu phai tim 1a H, ban kinh mat cau

1R_“—-3—.
3

Chi ¥ khi khoang céch tir A dén mp (SBC) 1a h thi x dugc xdc dinh bdi.

N P 2 ~ R “ A a
va chi y x thod man diéu kién x? - 3 >0..
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1) Vi ASAD can tai S, nén goi H 1a
trung diém ctia AD thi SH 1 AD, mat
khic (SAD) L (ABCD) nén SH la
dudong cao hinh chép da cho. Ké
HK 1 BC thi SK 1 BC, tic SKH 1a
goc-gitta mp(SBC) va mp(ABCD), tu
dé SKH = 60°.

Ta c6 SH = HK tan 60° = HK/3 .

Hinh 63

Dé thdy BC = a+/5 va do

HK . BC = 2Sypc, Sypc =Sapcp ~(Swap +Shcp)

nén HK = 3ay/s . Vay SH = 3av1s .

5 5
2) Tinh dién tich mat cau ngoai tié€p 4 B
ttt dién SBCE (E 1a trung diém cha J
AB).

H F

Ta ¢6 CEB = 90° goi F la trung
diém ctia BC va A la truc ctia dudng D . £
tron ngoai- tiép tam gidc BCE thi | Hinh 64

F € A va A/l SH, t d6 tam O cua
mat cau ngoai ti€p tit dién SBCE thudc A.

Goi / 1a trung diém ctia SB, R 12 ban kinh mit cdu ngoai tiép tt dién SBCE, dat
FO =x.

BC?

Khi d6 R? = x? +—_012 -Sﬁ— . maBC = a5,
2
SB? = SH? + HA? + AB® = 22 ( d6
2 2 -2
2429 o By - o2 2 HE
4 20



68.

Goi J 12 hinh chiéu ctia I trén mp(ABCD) thi J 1a trung diém ctia HB, tir d6

J 2
w=ton 3005 gp o Lo aV2.
2 10 22
2 )
vay 012 =| x- 315 | @
~ 10 2

2 | 2
Tudé x> =x?+ da '3——30\/Gx+a -+ 27a2

20 5 2 20
2 2
1
o daIs 27a® 27 5 o 64 5 16 5 16a
5 20 20 220 5 W15
2% 5qa* 2 . 47 169947
Do vay R2::16 a +5a :'l699q va dién tich mat cau bang 2r077a
915 4 540 540

Ta c6 ABB|A| la hinh thang can nén né
c6 dudng tron ngoai tiép. Vay cic diém
E, A, B, B, A, la cing thuoc mot mat
cau.

S

Goi O, 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam

— e -

gidc ABE thi O thuoc EF (F la trung 455~ ‘ e
diém clia AB) va béan kinh R, clia dudng Hinh 65
tron dé duoc tinh boi
44 L p=_0r=o0F=2
2 4R, 8 8

Goi A la truc cia duong tron ngoai ti€p tam gidc ABE thi O; € A va A/ SH.

Khi dé tam O clia mat cdu phai tim thuoc A. Dat 0,0 = x va ban kinh mat cau

laRthitacé

A]Az 02

2 .
250" _ o2 + = or? += (atrung diém ciia AA)).

R =x>+
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Goi hinh chié€u ctia / trén mp(ABCD) la I' thi II' = —‘l—l-SH == .

8
2
Tir dé 01 = (x - "‘fj +1'07.
Tacé I'OF =OH? +1'H*> ~20,H . I' H cos 45°
_gj‘_ 184° L 4a 3a\/—2_ _\/_—%
64 64 8 8 2 0,
H
194> 6a° 134
64 64 64 !
Hinh 66
~ Tu céc hé thic trén ta cé
254> 6a° aV2 1342 at  274° a\/g a\/g
= - X+ + —= - X = x= .
64 64 4 64 8 64 4 48
2 2 2
Tudé R? =x* + 25a = ISla” va dién tich mat cau dé la S :1517ra .
| 64 646

69.

150

1) Vi AB = 2a, SA =a, SB = a+/3 nén
SAB la tam giac Vuéng tai S. I')ol
mp(SAB) vudng gbéc véi mp(ABCD)
nén duodng cao hinh chép chinh Ia
dudng cao SH cua tam gidc vuong SAB,

dé thdy SH = -‘-’-;i va H 1a diém ma

 Hinh 67

AH=—1—AB.

2) Dé thay tam gidc SAM déu canh a.

Goi O, 1a trung diém MD thi O, la tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc AMD,
truc A; ctia dudng tron nay di qua O, va A, // SH.
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Goi 0, la tam dudng tron ngoai tiép tam gidc SAM (O, 1a trong tam ASAM)
truc A, clia dudng tron nay qua O, va A, // HO,. Goi O la giao cia A va A,
thi O la tdm mat cau phai tim.

Bén kinh R clia mat ciu dugc tinh bdi

MD?

R* = OD* =00} +O,D* =0, H* +

2
_[a\/iJ 5> a® 5a° 164>  4d>

6 4 12 4 12 3
Viy R = 2% . Suy ra thé tich kh6i cdu d6 Ia
4 8a® _327a’
37733 93

1) Dé thdy A|BCD, la hinh chit nhat ma
BC:a7A]B= a'\/a = SA,BCDI = az\/—z—.

Ta c6 (AIB‘CDI)J_,(SAIB) nén dudng cao

SH cua tam gidc SA|B la dudng cao hinh

chép S.4BCD;. Hinh 68
| a\/—
Vi 4 AB 1a tam gidc vuong can canh a nén dé thay SH = ——. Tir d6 thé tich
; 3
hinh chép S.4,BCD, 1a V =%a2\/§. af = 93—

2) Tinh ban kinh R clia mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.4,BCD;. Goi O la
tam cta hinh chit nhat 4, BCD; thi truc A clia dudng tron ngoai ti€p A BCD,
qua O va A // SH va tam O cua mat ciu ngoai ti€p S.4,BCD, thudc A.

’ 2
Pit 0,0 = x thi ta c6 R? —x2+3%—01 + 'Z( (I 1a trung diém clia SA,).
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Goi I' 1 hinh chiéu cta I trén mp( 4 BCD,) thi I' a trung I

4 Dy
diém chia A H VA IT = - SH = a2
2 4
K 0,
) 2
Tacé OI% = x—aﬁ +1'07.
_ 4 B C
o w Hinh 69
Dé thiy 1'0?=1'K? + KOt = —— + Z=220 (K 1a
16 4 16

trung diém BA,).

2a° a\/z 224°
- x+
16 2 16

T ds OI% =x* +

2 a2 24d* 2 a2 3d
=x" - x+ =X - x+—.

X
2 16 2 2

Tur cac hé thic trén ta c6

3a® ax/i 342 4° aN?2 7a*
- X+ + +

= —-—:—-—_———-—x e
4 2 2 4 2 4
a2 2
= > xX=a :>x:a\/§.
2 2
Vay R2=2a2+§9—-:”a véRzaJﬁ.

4 2
Ta cod VS.CDE :‘;‘dt(CDE) SA

02\/5.20 a3ﬁ

1
3 4 6

Tam gidc CDE déu canh a. Goi O la tam tam
gidc d6 va A 1a tryc ciia dudng tron ngoai tié€p
tam gidc CDE thi A qua O, va A /[ SA, khi d6
tam O clia mit cdu ngoai ti€p SCDE thuoc A. - Hinh 70




Pat 0,0 = x thi

672 . SDZ

R2=x2+—§—=012+ =0I% +24?

(/ 1a trung diém SD).
Tacling c6
2 ) a
O1? =(x - IE)* + EO} = (x - a) et

2

Vay x? +% = (x—a)2 +%—+ 2a°

=2ax = 3@’ = x = =

2 2 ) 2
Tird6 R* = 93 +%=3;‘2’ va dién tich mat cu d6 12 § = Slra”

o, Al MI AM 1
. DTacé — —
IC IB BC 2

k)

mat khdc AC =

a\3

nAl= 3 4y N6
3

a3

Ta co

Hinh 71

2 2 2
Al v mrr =244 -4
36
Vay MB L AC.
Do SA L (ABCD) nén MB L SA. Tir d6 MB L (SAC) hay (SAC) L (SMB).

2) Vanig =V ais =—d’(f413) Py

4
2 36

___[____[__ a2
3 73 ’

11
372
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Goi O, 1a trung diém clia AB va A 1a truc clia dudng tron 4 B

ngoai ti€p tam gidc AIB thi A qua O, va A // SA.

M
Khi d6 tam O mat ciu ngoai ti€p NAIB thudc A. Goi R 1a
ban kinh mat cau nay va dat 0O, = x thi D C
B2 VB2 Hinh 72
RP=x*+"=0J%+—
4

2 " 2 2 2
hay x2+ 9 =07 + 1 139 12072+ 9 (/ 1a trung diém clia NB).

4 4l 4 4 4

Goi H 1a giao diém clia AC va DB va J' 1a hinh chiéu cta J trén (ABCD) thi J'

la trung diém ctia HB, tir d6 JJ' = T;-NH =2

4
2 2 2 2
Tuds 0J%= |x- % | + JO? = xv_ﬁ.)Jr AC” _ _E’_) 3a”
2 2 2 2 2
Do vay x* + — = x° g 9y EQ_JF_-: +2 2,
16 27 16 4 2 2
a az a
o> —x= — = x=—.
2 2
‘ 2 2 2 ,
Vay R? :%—+%— = 32— R= "‘2/5 va thé tich khéi cdu dé 1a

4 2a\2 _na\2

3 8 3

Vi tam eidc SAD déu v (SAD) | (ARCD\ nén dudn

aa
0
£
&)
e
iy
Q
o
-
o
3
a3
[
[}

SAD 1a dudng cao ctia hinh chép.

Do ABCD 1a hinh vuéng va HA = HD, PC = PD nén BP L HC, mé BP 1 SH,
tr d6 BP L (SHC).

Mat khac (SHC) // (AMN), tt d6 BP 1L (AMN), tic 1a BP L AM.



Tinh bdn kinh R cia mat cdu qua cédc
diém C, M, N, P. “

Goi O, 1 trung diém ciia NP thi O, a
tam duong tron ngoai ti€p tam gidc
CNP. Khi d6 truc A clia dudng tron d6
diqua O, va A // SH va tam O mat cAu
di qua cac diém C, M, N, P thudc A.

Dat 00, = x thi

NP? MN?
R2 — 2 _ 0K2
e " Hinh 73
2 2
hay x>+ 29 = ok?e MV
16
2 2 2 2
Ta co Msz;S.C;_:'l 3_a_+§_a__. :i_’
4 4| 4 4 2
2 2 y ) B
wrdé 2+ L= okr+L = X2 = 0k?
8 8 i
(K 1a trung diém MN). . > N
Ké KK' L AN (K' € AN). Ta cé 5 O c
OK? = (x-KK ")+ K'Of , | Hinh 74
KK = 2 sH = f’ﬁ, K0 =2
4 8 8
» a\/g 2 9a2 a\/§ 2 9&2
Tudé OK? = x—-—2 | + 25— va x?=|x——2 | +2—
8 64 8 64
2 2 2 2
m/??x 3a 3a 9a +2a :ISa N R'=a\/§.

. Tirdé R* =
,; . ’48

= = = x=
4 16 a3 16 48 4
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75.
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1) Goi H la trung diém cha BC thi AH 1 BC. A
Do (SBC) L (ABC) nén AH L (SBC), tic la tam.
gidc AHS vuong tai H.

Xét tam gidc vuong SHA va tam gidc vudng . S C
AHC c6 SA = CA = a, AH chung, tr dé p H
SH = HC = HB. Vay tam gidc SBC vuong tai S. B

' Hinh 75

2) Ta ¢c6 AH L (SBC), H la tam dudng tron
ngoai ti€p tam gidc vudng SBC nén AH la truc ctia duong tron ngoai ti€p tam
gidc SBC va tir d6 tam mat cau ngoai ti€p ABCS la tam dudng tron ngoai ti€p
tam gidc ABC va ban kinh R cia mat ciu phai tim la ban kinh dudng tron
ngoai ti€p tam giac dé . Tu do

_ ABACBC _ d*.\a*+b?
 4di(4BC) 41 [2 5

2 2 2 2 2
T‘dCé AH2=a2—£=a2—a +b :30 b ,
4 4 4

AH = % J3a2—b% (b < a3).

1) Ta c¢6 SAB, SAC la cic tam gidc vudng & A. S
ViAB, L SBnén SB,.SB = SA* . Tuong tif ta c6
SC,.SC= S4*. T d6 SB,. SB= SC,.SC , tic
ia bon diém 5, C, Cy, by cung ihﬁ()c mpt auong
tron va vi vay ¢6 mat cdu di qua nam diém A,
B,C,C,, B,

Hinh 76

Chii y : C6 thé chi ra dudng kinh mat cdu dé6 13
duong kinh AD cla dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.
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2) Khi x/A; =90° va S thay ddi trén dub’ng thang vuong géc véi mp (4, d) tai
A, (ttfc 2 S thay d6i trén dudng thang A c6 dinh) thi nam diém A, B, C, Cy, B,
van nam trén mat ciu, thm mat clu nay la trung diém ctia BC, tiic 1a tam mat
cdu dé thudc duong thang d.

Xét mat phang (o) di qua A va vuong goéc vé6i d tai I (I thuoc BC) thi
A < mp(a) va mp (o) cit mat cdu qua A, B, C, C,, B, theo dudng tron tam /
ban kinh JA. Ta ¢6 mp («) c¢d dinh nén / ¢ dinh, A ¢6 dinh. Vay dudng tron

n6i trén ¢d dinh, dudong tron dé ndm trén mat cau qua A, B, C, By, C| v6i moi
vi trf clia S, tifc 1a mat cdu néi trén chita mot duong tron c6 dinh.
1) Pat OA, = OB, = OC thi A|, B, | hai diém
c6 dinh va OAB, = OBA, =45°.

Do OA + OB = OC nén AO,| = OB.

Ké AD // OB thi ¢c6 AD = OB. Vay OADB la
hinh chit nhat. Tr d6 tam mat cau ngoai ti€p ta
dién OABC 12 trung diém / cta CD. A

Hinh 77

Ké II' // OC thi I' 1a tam hinh chit nhat OADB.
Khi A, B thay déi trén hai canh géc vuong md OA + OB = OA| = OB, thi I
thudc duodng trung binh A,B, clia tam gidc A|OB,, tir d6 I thugc dudng trung

binh A3B5 cuia tam gidc A|B,C.

2) Dung hinh vuong A;0B,0, thi CO, c6 dinh (thuc chit CO; la mot dudng
chéo cia hinh lap phuong dung trén ba canh OA,, OB, OC). Goi I 1a tam cua

‘ 2 g 9 .  N OC N o
A,0B,0, vallatrung diém cua CO thi/ c6 dinhvall, = - khong doi.

Ta chiing minh mat cdu (S) tam /, ban kinh R = /1, tiép xtc véi mp (ABC).

Thzfit vay dé chitng minh dugc AO, = BC, BO, = AC, it d6 tam gidc ABC bang
tam gidc BAO,. |
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77.

Xét hai ti dién JABC va IABO,,

do 10] = IC nén VCAB[ = VO]ABI
hay Viapc =Vi0.48 -

Mét khac SAABC ':SAOlAB nén

khoang cich tir I dén mp(ABO,)
bang khoang cdach tix / dén
mp(ABC), ticla

= %z d (I, mp (ABC)),

tir d6 c6 diéu phai chitng minh.
1) Goi I la trung diém clia BC
thi HI = %: SH . Goi J 1a trung

diém cta S/ thi HJ L SI, mat

‘khac HJ 1 BC nén HJ L (SBC),

doéng thoi HJ = —;SI hay

HJ = l_ﬁ_‘/_a___;f.‘/.i_.

2 2 4

) aN?2
Vay d (H, (SBC)) = s

Hinh 79

Tuong tu ta ¢6 khoang cach tr H dén cic mat bén ctia hinh choép da cho cung
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. 2 . 2 o
bang %—. Vay mat cau tdm H, ban kinh 2%1/,- 12 mét cau can tim.

5

2) Goi H, 1a giao diém ciia (P) v6i SH thi HH, =x (0 < x <R = -‘7-;1——). Thiét

dién cta hinh chép S.ABCD véi (P) 1a hinh vuong A,B,CD,.



78.

ABC sao cho SG = %SS'.‘ Nhu vay G 12 diém

-6 dinh ma mp (ABC) di qua.

2
dt(AB,C,D (—;—x] ~2x)?
Khi dé (4B8CD) _ _(a-2x ,
dt(ABCD) (GT ' a’
2

ma df(ABCD) = a* nén di(A,B,C,D,) = (a—2x)*.

~ < - N A 9, N N ’ . .2 2 2
Vi (P) cat mat cu néu & cau 1) theo dudong tron ban kinh r ma r“ = R” — x

) 2
I
hay r2= %—— x2 . Tir d6 dién tich hinh tron thu duoc 1 g;z(az —8x%).

Phan dién tich .7’ phai tinh 13

T = (a=2x)" — L 7 (a>—8x) = —1—[8(a—2x)2 — 7 (d? —8x2)]
| 8 8 |
2
4g—
Vay 9= R =22 o 8(61—-2x)2—7r(ar2 —8x2): ra® vax= %4
8 8+27

1) Dgrng hinh hop chit nhat trén ba canh SA,
SB, SC thi duong chéo SS' ctia hinh hop s& qua
tam O chia mat cdu va 8§’ 1a ¢6 dinh. Mat khdc
SS' cat (ABC) tai trong tm G cla tam gidc

2) Xét hinh chiéu S, cta S trén dudng thing 4
AB thi SS| la dudng cao cha tam gidc vudng E I': l,'bll,lol >
SAB, do d6 CS; L AB. o
| Yol
Goi O, Ia tam ciia mit hinh hop chita tam gidc Wiy £
ABC thi 00, L (SAB), tir d6 SS, L S,0, tic 1a T
S, thudc mat cau dudng kinh SO. Mit cdu nay I:,',:/":/J' """""" s
c6 dinh. Tuong tu hinh chi€u cla S trén AC C
hay BC ciing nim trén mit cdu duong kinh - Hinh 81

SO. Ta c6 diéu phéi ching minh.
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79.

1) D& thay tap hop cdc diém H 1a dudng tron
duong kinh AO trong mp (P).

2) Spspe = —;BC.SH = R.SH ,SH>=SA® + AH".

Ta c6 Syge 16n nhét khi va chi khi SH 16n nhit,

diéu dé tuong duong v6i AH 16n nhat, tdc 1a H
tring v6i O va khi d6 tam gidc ABC vuodng can, Hinh 82

tirdé o= ABC = 45°.
< 2 A‘ 3R .. < .2 VR
3)a) ViSA.SA; =3R";SA=2Rnén §4, = —-Z——,tUCAI la diém co6 dinh.

Tir SA.SA, = SB.SB, suy ra ABB,A, noi tiép dudng tron, mat khic 4 AB =90°
nén AlBl 1 B]B hay AlBI 1 SB.

Tuong tu ta ciing ¢c6 A;C, L SC. Nhu vay khi BC quay quanh O thi

160

SB,A, = SC, 4, =90°, tic 1a B, C, thuoc mat cdu dudmg kinh SA,, tat nhién

mit ciu nay c6 dinh.

Goi D 1a diém d6i xting ctia A qua O thi D e (C). Trén SD ldy di€m D, sao
cho SD.SD, = 3R? thi D, 1a diém cd@ dinh. Chimg minh tuong tu nhu trén ta c6
A,D, L SD. Mat khic BD L AB; BD 1 SA nén BD 1 (SAB), tic la BD L A\B), |
ma A,B; L SBnén A;B; L SD. Tuong tutacé A;C, L SD.

Vay (A,B,C,) L SD. Do vay mp (A B,C)) qua diém A; c6 dinh va vuong géc
v6i dudmg thing SD c6 dinh nén mat phing d6 ¢6 dinh.

b) Pudng tron qua S, B,,C, 12 giao clia mat cdu dudng kinh SA| véi mp (SBC),
mit khac mp (SBC) luon qua hai diém c6 dinh 12 S, O, tir d6 dudng tron dy cét
SO tai diém thit hai O, # S ; O, cling chinh la giao clia mat cau dudng kinh
SA, v6i SO, tit nhién O, 1a diém cd dinh thit hai khac S ma dudng tron ngoai

tiép tam gidc SB,C, luon di qua.



80. Xét dinh A ctia hinh chép. Goi D Ia trung diém
cia BC, SH 1a dudng cao hinh chop thi

af

HD = —— K¢ duodng cao AE cla tam gidc SAD

thi AE la khoang céch tir A dén mp (SBC), nghia
la AE la ban kinh R cla mat cdu tam A v tiép

xuc véi mp (SBC). Ki hiéu .’1a dién tich phan Hinh 83
mat bén SAB nam trong mat cdu dé6 thi

2 e —
P= %—SAB. Ta tinh R vi SAB.

2 2442 J120h% + a?
Tacs S =p?+ & 12h+a’ o NR2W4a

12 12 2
,/12h2+a
SD \/12h2+a2

Tadat%:ﬁzathi~tana: =
BD a3

9a%h? L \/12h2 +a®
a3

1
— 3 2.a,0d0tanoc=
2 12k +a

&

Mat khac SD . AE=SH . AD = R = AE = ———

Tuw dé.7'=

Vi S.ABC la hinh chép déu nén dién tich phan mit bén SAC ndm trong mat
cau cling bang .7 D6i véi B, C ciing lam tuong tu nhu trén.
Chu y
| 1 3ah2n
1) Phan dién tich mat ddy ndm trong mét cdu d6 1a 7] = ~R2Z —az-—-—-—
2 3 202k +a )

2) C6 thé thdy phan mat bén hinh chép ndm trong mit cdu tam S ti€p xuc voi
mdt ddy hinh chép ¢6 dién tich 1a

| J12r? 4 d?
¥, :-3-;;2./3 V6i B =m -2, tana = L 79
2 a3

11A - TLCTBT HINH HOC 12 ' 161



81. 1) Goi CH la dudng cao cia tam gidc ABC thi

il

a3

2

CH="2 4H = % va CH L (ABBA").

Goi O, 1a tam clia ABB'A’ thi O, 1a tam dudng trdn
ngoai ti€p ABB'A".

Goi A 1a truc clia dudng tron ngoai ti€p ABB'A’ thi
O,eAvaA//CH.

Hinh 84

Khi dy tam O ctia mat cdu di qua A, B, B', A', I thugc A.

Goi J 1a trung diém ctia A'[, J' 1a hinh chiéu cta J trén mp (ABB'A") thi J' 1a
trung diém cla AT, trong d6 I' 1a hinh chi€u cla I trén (ABB'A’) va

HI = —I—BB‘,
2 5 p
N\
Pat 0,0 = x va R 1a ban kinh mat cau phai tim. O,m—m’ /
|
Khi dé . -]
’ 2 Hinh 85
Ro sl oo AL gp e v
2 | 16
2 2
J =(X—JJ')2+01J‘2;JJ‘=1CH:& OIJ'Z 9a a’ _10a .
2 4 16 16 16
2 2 2 )
Tirdé x* + == x~a\/5 ,10a”  Sa ,tl’rclélx=_..._5a‘/g
4 16 12
2552 22 a0,? T
vay RE=220 4 5 0 _ 1=
Y 48 2 4 4\/5
4 73 3 737ra

Thé tich khoi caulaV = %ﬂRB

" 6a. 33
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: 2 2
Sa gy st 41
4 4

2)Tac6 AB® = 242, A'I* =
Ted6AB* + A'1* = 812 hay tam gidc A'BI vuong tai A' va

5 o

S =——a
AA'BI 4

Xét phép chi€u vuong géc lén mp (ABC) thi tam gidc A'BI chi€u thanh tam
gidc ABC, tir d6

Saugc =Spqpr €08 (9 1a gée giita mp (A'BI) va mp (ABC))

ha az\/g = a’ 10 cos
Y% 4 e
A \/30

Vay cosop = <o
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CHUONG Iil. | PHU’ONG PHAP TOA PO

TRONG KHONG GIAN

§1. HE TOA DO TRONG KHONG GIAN

1.
2.

164

AB =(6,-5;1),BC =(~3;4;2) va CA =(-3;1;-3).
Tacé AB =(3;-4;-2),BC =(-2;2;-10),CA =(~1,2;12).
a) 24B—CB = (4;,-6;-14),2BC + BA=(~7;8,-18). Suy ra
(24B - CB)(2BC + BA)=4-(-7)+(~6)-8+(-14) (-18) =176.
b) AB-AC =3-1+(-4)-(-2)+(-2)-(~12) =35 suy ra -
(4B-4C)- BC = (~70;70,-350).

AC-BC =1-(=2)+(-2)-2+(-12)-(-10)=114 suy ra

AB-(4C-BC)=(342;,-456,-228).
Ta c6 BA=(4;-8;4),BC =(2;1;0) suy ra BA-BC =0. Diéu phai ching minh.
G s L2 ) 5 = 7 = 5L
49 )’ 7122 )
M(O;Eg—S-;O).
12
1(0;1;-2).

Goi M (0;m;0) la trung diém AC va N(a;0;b) 1a trung di€m BC. Khi d6 do
OC =20M - 04, ta dugc C(42m+1;-2); do OC=20N-O0B, ta dugc
2m+1=2-0-5=>m=-3. Vay (,'(4;——5;—2‘)..

Tac6 AB = (4;-5:0), 4C = (0;4;-3). Suy ra

w2 Y e




10.

11.

12.
13.

do dé A,B,C khong thing hang va vi vay 4,B,C la cdc dinh cia mot tam
gidc (khong suy bién).

Hon nita tir ACz'ZC’. :\/02 +42 +(—3)2 =5va

SMBC=%‘[§‘_B;2—5]’ L s ri22eie =2,

\ \ 28
suy ra do dai chiéu cao ké tir B bang d(B; AC) = T“gi =5.

=26,x La,x Lbvax-j<0 nen

Goi (x;%,;%3) 12 toa do ciia vecto x. Do |x
taco hé
{4x;—2x, =3x3=0
Xy +3)C3 =0
x,z +x§ +x32 =267
Xy < 0
Giai he, thu duge (x;;x,;x3) =(—6;-24;8).
Tuong ty nhu bai 9, x =(-3;3;3).

Do [a b] a| |b|sm(a b) via-b= |a| Iblcos( ) nén

([3])" +(a-B)" =lal” {6l (sin? (@:5) + cos? (@) =lal” |5 =a°5”

Ap dung déng nhit thttc trén cho a = (x;y;z),l; =(t;u;v), thu dugc ngay diéu
phai chiing minh.

Ching minh AB=AC+4D.

Tacé 4B =(I;-1;2),AC = (0;-2;4). Tird6 [ 4B; AC | = (0;—4-2).

Do D e Oy nén D(0;d;0) suy ra AD = (-2;d-1;1).

Do d6 | 4B; AC |- 4D =2(1-2d).

|1-2d] [d=-7
Do V,pep =5 nén ——=5<

d=8.
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14.

15.

16.

Chfmg’minh [ZE,Z@] . AD #0.

(AB;CD) = arccos—4——; (m = arccos

56

' 4
va (CA; DB) = arc .
( ) =arceos 3410

8
J13-14°

u =(a;b;c). Khi dé

a ’ b B
COS A = ————C0S f} = ————,C08 ) = —=————
\/a2+b2+c2 Va? +b% +¢? Na? +b% +c?
Suy ra diéu phai ching minh.
Str dung két qua bai 15.

§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

17.
18.

19.
20.

166

6x—Ty+62-94=0.

Mat phing (zOx) c6 vectd phép tuyén j=(0;1;0) va mat phing (P) c6
vecto phdp tuyén p =(2;0;~1). Do mat phéng (Q) cén tim vuong géc véi hai
mat phang (zOx) va (P) nén (Q) c6 vecto phép tuyén Z]:[;;}']=(I;O;2).
Do d6 (Q) 6 phuong trinh x+2z-4=0.

Nhdn xét. Ta ciing c6 thé tim vecto g nhd tinh chat {

R
AR
I

o O

(P):4x—y-2z-9=0.

Do mat phéng (P) di qua truc Ox nén c6 phuong trinh
ay+bz=0 (a2+b2 ¢0).

Do M(-5;16;12) € (P) nén 16a+12b=0.

111 do, do a~ +b~ # 0 nén co thé chon a=3,b=—-4. Vay (F):3y—4z=0.

‘Tuong ty, ciing tim duge (Q):12x+5z=0.

) ' 4
Goi a la géc giita hai mat phang (P),(Q). Khi dé tinh dugc cosa =3 Suy’

4
ra ¢ = arccos—-
13



21.

22.

23.
24.

25.

—
\

Mt phing (Oxy) c6 vects phép tuyén % =(0;0;1). Goi n=(a;b;c)#0 la
vecto phap tuyén clia mit phéﬁg (P) can tim. Khi d6, do A€ (P) nén (P) c6
phuong trinh

a(x=0)+b(y-0)+c(z—1)=0 hay ax+by+cz—c=0.

Do Be(P) nén 3a~c=0 hay c=3a.

Do goc giita (P) va (Oxy) bang 60° nén

c0s 60° = r i ‘c| _1
l Hkt a +l)2+c2 2

& 6la| =V10a% +b* < b=+a26.

Do a? +b%*+c? #0 nén c6 thé chon a=1,b=i\/56_,c=3. Vay, c6 hai mat
phing thda man 12 x+~/26y+3z-3=0.
Giai tuong tu nhu bai 21, duoc hai mat phang ~3x+y=0va x+3y =0.

Giai twong tu nhu bai 21, dugc hai mat phang ++2 x+ y+3z-3=0.

Vi hai mat ctia hinh 1ap phuong nim trén hai mat phang 2x = 2y+z—-1=0 va
2x-2y+z+5=0 song song nén canh clia hinh 1ap phuong bang khodng
cdch gifta hai mat phing song song do va bang 2. Do d6 thé tich cha hinh lap
phuong béng 8. v

Gid sit tim duge diém N (0;0;z) € Oz théa man. Khi d6 MN =5+2% va
6z - 9| _l6z-9]
\/32 +62 7

Do N cich déu M,(P) nén tacé phl.rcmg trinh

19_2_7:_?1:\/2—23@‘62_9‘:7 22 +5 <1322 +1082+164 =0.
82

Giai phuong trinh, thu dugc z = —2vaz= Y

| 82
Vay c6 hai diém thoa min yéu cdu bai todn 1a N, (0;0;-2), N, (O 0;- 13)
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26.

27.

28.

168

Giai tuong ty nhu bai 25, tim dugc hai diém M, (2;0;0) va M, (%;O;Oj.
Gia sir tim dugc diém M (x; y;z) thoa man,
Do M e(P) nén x+2y-4z+3=0. (n

Do M céchdéu 4,B,C nén MA=MB = MC < MA* = MB® = MC?
Diéu d6 tuong duong vai

(x= 1) +(y=2) 4 (z=3) =(x =2 +(y-1) 4 (2 -3)?
(x=12 +(y-2)" +(z=3)* = (x=1)2 +(y-3)* +(z-2)’
Thay két qua trén vao (1), tim dugc x = y =z = 3. Vay M (3;3;3) la diém can tim.

Sx=y=2z.

Nhdn xét. Diém M tim dugc trong bai todn chinh la diém déng quy cha mat
phang trung tryc cha cdc doan 4B, BC,CA v6i mit phing (P).

Tacé AB=(-3;-1;2),DC =(2;-4;0), 4D = (=1;1,0).

Suy ra [A—B;Bf]z(’jl (Q;Hf) > H"f :’}(8;4;14)

va [4B;DC |- AD=-8+4=-420.

Do d6 AB,CD chéo nhau va bdi vay, mat phéng (P) di qua 4,B va cich

déu C, D khi va chi khi hoac (P)II CD hoic (P) di qua trung diém doan CD.

Néu (P)||CD thi do (P) di qua 4B nén mat phing (P) 6 vecto phdp

tuyén p cing phuong v6i | 4B;DC |=2(4;2;7). Do d6 c6 thé chon

p= (4;2;7), suy ra phuong trinh ctia (P) Ia | '
4(x-1)+2(y-2)+7(z-1)=0hay 4x+2y+7z-15=0.

Néu (P) di qua trung diém M cla doan CD thi (P) c6 cdp vecto chi

phuong AB,AM va do dé6, nhan vecto [E,m:l lam vecto phép tuyén.

Do M 1a trung diém CD nén M=(];l;l), suy ra 7]\7!=(0;——1;O), tr dé

[E;m} =(2;0;3). Vay, trong trudng hop nay ta dugc (P):2x+3z-5=0.



29.

Cdch 2. Gia sit tim dugc mat phang (P):ax+by+cz+d =0 (a2 +p>+c? 2 0)

théa man. Do (P) di qua 4, B nén tacé
a+2b+c+d=0,-2a+b+3c+d=0.

Suy ra 3a+b-2c=0vad=2a-b-3c.

Do d(C;(P))=d(D;(P)) nén |2a—b+c+d|=|3b+c+d|. T dé
|2a~b+c+2a—b—30|=I3b+c+20~b-3c‘
©|2a—b—c’=|a+b—‘c|®[a=2b

Ja=12c.

Néu a=2b thi 2c=7b, tir d6 do a® +b%+c> #0 nén c6 thé chon ¢=7,

b=2,a=4,suyra d =-15 va ta dugc mat phé’m\g' (P):4x+2y+7z-15=0.

Néu 3a=2c thi b=0,tirdé do a* +b” +c* #0 nén c6 thé chon a=2,c=3,
suy ra d = -5 va ta dugc mat phiang (P):2x+3z-5=0.
Ta cé ZE=(—1;];2). Diém M (x;y;z) nam trén dudng thang AB khi va chi -
khi AM || AB, diéu d6 tuong duong vdi |
x=-2 y=1 =z z=-2x+4
=— = —
-1 1 2

y=3-x.
Xét diém M (x;3-x;4-2x) e AB. Khoang céch tir M t6i (P) bing
x+3-x+4-2x-20 [13+2x
\/12 +12+12 G
Khoang cich tit C' t6i mat phang (P) béang

d(C;(P)):]HHO”ZOI:Gx/g.
12412 412

d(M;(P))=

~ Tirdé do (P) cach déu C,M nén ta c6 phuong trinh

5
X==

2
31

X=——

|13+ 2x]

V3

=63 < [13+24 =18 =
Véi x=—5— ta dugc M é;l;—l . Véi xz—g—l- ta dugc M ——3—-1—;—31;35).
2 ' 22 2 22
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30. Do / latrung diém clia AB nén [ =(2;2;0). Xét diém M(x;y;z), tacé

OM=\/x2+y2+zz va d(M;(P))=|3x+2j)1_iZ+4|.

Do M cach déu g6c toa do O va mp(P) nén
3x+2y—z+4 |
\/x2+y2+z —‘x )z | *)
V14

Do IM L (P) nén IM || p, & dﬁy p=(3;2;—1) la vecto phap tuyén cia (P).

Diéu nay tuong ducmg v6i —%:—}i—g—:—z—@ g g
3 y=2-2z

2 -1
Thay vao (*), ta dugc phuong trinh

\/(2~3z)2+(2~2z)2 +z2 ]4|1 Zl e>142% -20z+38 \/_—Il z‘<:>z—~—

Vay diém can timla M _1 l _3_
4’2’4

31. Mat phéng (P) can tim di qua (C) nén c6 phuong trinh dang :
a(x-5)+b(y-2)+c(z-0)=0.

Vi a? +b%+c? #0 nén bing cach chia ca hai v& ctia phuong trinh trén cho

Va* +b% +¢? | ta c6 thé gia sir a*+b%+c% =1.

Khi d6, do d(4;(P)) =1,d(B;(P))=3 nén ta cé h¢ phuong trinh
|a —b— c’ =1 |
{|—50 +3b+4c| =
Tir d6, phan'chia cdc trudng hop phd ddu gid tri tuyét doi, giai duoc
(on—afann 4 1.2.2)

- VT IAT T (30373)
Vay ¢6 hai mat phang théa man la (P):y—2=0 va (P"):x+2y+2z-9=0.
32. Bing cdch giai tuong tu nhu bai 31, ta dugc
(P):2x—y+82+28=0 vi (P'):34x+31y+88z+188=0.
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33. Gia sir mat phang (P) cét Ox,0p,0z theo thi ty tai A(a; 0;0), B(0;5;0),

C(0;0;¢). Khi d6 (P) c6 phuong trinh : (P):f+-g-+-z-.—.1 (v6i abe #0).
a c

a) M 1a trong tam AABC khi va chi khi O4+OB+0C =30M VO. Ti d6

Y

véi O 1a goc toa do, tim duge a=3,b=6,c=9,do d6 (P):-§-+—6—+§=1 hay

6x+3y+22-18=0.

b) Cdch 1. D€ y ring hinh chép 0.4BC ¢6 OA4,0B,0C déi mot vuong goc,
nén M 1 truc tam tam gidc ABC khi va chi khi M 1a hinh chiéu ctia dinh O
trén mat phéng (ABC) (tic 1a mat phéng (P)). Diéu nay tuong duong V6i

(M e(P) 1,23,
{D—M'//}f = (11 lb lc (a;b;c)=(14;7;-13i)-
(; 12 vecto phdp tuyén cua (P)) a Z ;_1 2 3
Suy ra mat phang (P) can tim c6 phuong trinh
-1—2+}7)+%4—:1hay x+2y+3z-14=0.

Nhdn xét. Trong 10i giai trén, chiing ta dd van dung tinh chét cta hinh chép
0.ABC c6 OA,0B,0C d6i mot vuoéng géc : “hinh chiéu cta dinh O trén mat
phéng ddy tring véi truc tam clia ddy” dé chi ra M Ia tryc tam cla tam gidc

ABC khi va chi khi oM cling phuong véi vecto phap tuyén clia mat phang (P).

M e(P)
Cdch 2. M 12 tryc tam cha tam gidc ABC khi va chi khi { AM -BC =0
BM-CA=0
1,2,3.

a b c
14
Tir d6 ta ¢6 hé phuong trinh | -2b+3¢ =0 va giai dugc (a;b;c) = (14; 7;~3—).
‘ \ a-3c=0 ‘
Suy ra mat phiang (P) cin tim ¢6 phuong trinh
XY

—+—+—3—_1hay X+2y+3z-14= 0
14 7 14
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34. Gia sit tim dugc mat phing (P): -?—:—Jr—z— =1, v6iabc # 0 théa min. |
. c
4
Do M (4;3;2)e(P) nén —+-—
a

=1. ' (1)

x
a

3 2
T

Do (P) chén trén cic tryc toa do cic doan c6 do dai bang nhau nén

Jal =6} =1c]-

Khi d6, c6 cic trudng hop sau xay ra :

+T)zmnghopl a=b= cThayvao(])duacf‘—+3+—2~—l<:>a 9.

a a a
4 3 2
+ Truong hop 2. a=b=—c. Thayvao(l)duo —+———=1a=5.
a a a
. . 4 3 2 f
+ Truong hop 3. b=c =—a. Thay vao (1) dugc ————— =l a=-1.
a a a
\ 4 3 2
+Truong hop 4. ¢ =a=-b. Thay vao (1) dugc ———+==1<a= 3
a a a

Vay, c6 4 mat phang sau théa mén yéu ciu :
(R)ix+y+z-9=0, (B):x+y-z-5=0,
(B):=x+y+z-1=0, (P4):xA—yk+z—3,’=0.
35. V6i cdch gidi nhu bai 34, thay diéu kién |a|=|p|=|c| b&i diéu kién
|a|:|b|:!c|:1:2:3,ta dugc 4 mat phéﬁg thoa mian yéu cau la
(R):6x+3y+22z-37=0,(R):6x-3y+2z-19=0,
(P):6x=3y—2z-11=0, (P,):6x+3y—-22-29=0.

36. Goi I 1a trung diém cta CA. Khi do, do
tam gidc ABC 1a tam gidc déu canh a nén

a a\/§

1A = va Bl == Chon hé truc toa

do Axyz sao cho
A(0,0,0),C(0;a;0), 4'(0;0;a)

a3 a
( ) ) (h.1)

Hinh 1
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Do mat phang (ABB'A’) di qua B va truc Az nén c6 phuong trinh dang |
x—~/3y=0. Do d6 mat phéing (ABB'A") c6 vecto phép tuyén n= (1;—\/5;_0).

Ngoai ra, do CA' =(0;—a;a)=a(0;-1;1) nen diém N nam trén dudng thang

CA' khi va chi khi ton tai s& thuc s sao cho C SLNGYL hay N =(0;a-s;s).
a

Vi AC' = AA'+ AC nén C' = (0;a;a), suy ra

, ’ _ . y —— 2 =
Tir d6, diém M e BC' khi va chi khi tdn tai s6 thuc ¢ sao cho C'M =

hay M(\/gt;a—t;a—%).

Ta c6 sz(—tﬁ;t—s;zz+s—a). Suy ra véi MN|(ABB'A) thi
W-EzO@s:zt.Khidé]\—/l]\/—:(—t\/g;—t;4t—a). Suy ra -

2 2 2

2
MN? = (3] + ()’ +(4t—a)’ =20¢% ~8at +a° :ZO(t—%) +15-295—.
Diu déng thitc xay ra khi va chi khi 7= fs’- Khi d6, d& thay M, N ¢ (ABB'A').

Vay do dai ciia doan thang ngén nhit trong cdc doan thang MN bang 7a_5—'

Cdch 2. Ta ciing c6 thé giai bai todn ndy bang phuong phdp vecto nhu sau :

bat EZ:Q,EE:I;,E@:E vai |ZI|:|B|=Izl=d,a.b=5.2'20,a.c=—2—.

Gia sir tim duoc M € BC', N e CA' thda min yéu cau bai todn va dat
BM =mBC',CN =nCA'.
Ta c6 B_M=m5+n12,a_ﬁ=na+nz;n2 |
2W=Bf+m=na+n5+(l—n)z.

Suy ra m=B—N—W :na+(n—m)5+(1—m—n)c.
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MN || (ABB'A’) < MN,BA,BB’ déng phing. Diéu niy tuong duong véi ton

37.

174

tai cic s0 x,y € R sao cho MN :xﬂ+yB—B' hay

n5+(n~m)5+(l——m—‘n)g=sz+yB

—

<:>(n—x)gz+(n—m—y)5+(l-m~—n)2=0 )]
Do a,b,c khong déng phing nén
n—x=0 : n=x
n=x
(1)<:> n-m-y=0< m=x—y®{
m=1-x

l-n-m=0 2x—-y=1
Khi d6 MN =xa+(2x-1)b. Suy ra

2 2
MN? = (2 +(2x-1)} ) ? (5x2~4x+1)a2=(5(x—-2—j +l]a225’—.
5) s 5

D4u dang thic xay ra khi va chi khi x =3 Vay do dai doan ngén nhat cin

dat dugc khi BM =%B—c",c_jﬁ=§—cf4"'.

[\

tim 12

4
\/5 1)

a) Pat a, B,y theo tht tu bing géc tao bdi A véi cdc dudng thang SA, SB, SC.

Goi Ay, By,Cy theo thit ty 1a trung diém A4, BB,,CC,, va A4,,B,,C, lan lugt
12 hinh chiéu ctia 4;,B,,C, trén SA, SB, SC.
Tam gidc vuong SAyA c6 canh huyén SdA=a,
g6c nhon Z_SZO =qa,suyra A4y, =asina.

Tam gidc vuong Ad,4; c6 canh huyén

AA =2a'sina, géc nhon A A4, =90° —ar

suy ra A4, =2asin® .
Do d6 SA4, = a'cos2a (h.2).
Hoan toan twong tu, cling ¢ SB, =b-cos2f3,5C, =c'cos2y .

Chon h¢ truc toa do Descartes vuong gbc Sxyz sao cho
S(0;0;0), A(a; 0; 0), B(0;b;0) va C(0;0;c).



Khi d6, theo két qua tinh todn & trén thi P = (a-cos2a;b-cos2f3;c cos2y).
Theo két qua cta bai tap 15,
cos2a +cos2f+cosy = 2(cos2 a + cos? yij +cos? y) -3=-1. )

Suy ra diém P luon nim trén mat phang c6 dinh c6 phuong trinh
£+;)}_+_Z_=_] hay —ZC—+—2}——+-Z—: 1.
a b ¢ -a -b -c
Chinh xéc thi P luén nim trong mién tam gidc A'B'C’ (k€ ca bién), trong d6
A’, B’, C’ theo thit tv d6i xiing véi A, B, C qua S.
b) Theo cau aytacod:
PA2 b’ c?
== (cos2a —1) +—COs 2,B+ cos 2}/,
S4* a’

2 42 o2
—(cos2,B 1) +b cos 2a+—l-7~2—cos 2y
2 2 2
va f—q—é— = (cos 2;/—1)2'+%—cos2 2,B+—a—2—‘cos2 2.
SC ’ c c

p4> PB® PC?
Tttt
s sB® SC

2 2 1 1 1 ) 2 2 [ 1 1 1 )
=a°cos” 2a| —+—+— |+b"cos” 2 —+—
( 2 pr 2 a* c?

Suyra X=

a b2

1

+c? cos? 2}/(—1—5+Z§+—12—J—2(cos 20 +cos2B+cos2y)+3
a c '

:(az cos? 2a + b2 cos? 2ﬁ+c2 cos? 27/)(—l—+~17+—1——]+5 M
a” b” ¢
2
Bay gio ta tim Yzﬁf—{—i—.
SH
Néu goi H’ 1a diém d6i xting véi H qua S thi H’ la truc tam cla tam gidc

A'B'C’ va khi d6 HH'L(A'B'C'). Vi P nim trén mp(A B'C') (theo cau a)
nén PH? = HH "+ H'P? =4SH? + (SP2 —SH"?)=SP* +3SH?.
) 1 i 1
Lai co6 = + + (do SA, SB, SC doi mot vuong géc)
SH?> S4*> SB? Sc2
1 1 1
=—t—+
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38.

PH? SP?+3SH?  Sp?

Vay ¥ = =
SH? SH? SH?

+3

:( 2c0522a+b2C0822ﬂ‘+0200322}/)(——}—2—+—l-}2~+—12-]+3. 2)
: a ¢ :

T (1) va (2) suyra X —Y =2 khong dédi.

Suy ra diéu phai ching minh.

Nhdn xét. Trong 10i giai trén ta da sir dung bai tap 15 va tinh chét : néu t

dién vuong OABC (OA,0B,0C doi mot vuong géc) ¢ H 1a hinh chiéu cla
1 . 1 N 1

OH? 04* 0B* o0C?

Viéc chitng minh tinh chat nay coi nhu mot bai tap.

Tir gia thiét, suy ra AC = a/5,BC =2a. Goi K la hinh chiéu ctia B trén AC.

2a a

—E va KA —-"‘\/~5—* .

Chon hé truc toa do Axyz sao cho

A(O;O;O),C(a\/g;O;O),B(—%;%;O]

O trén mat phang (ABC) thi

Khi dé, BK =

va 4'(0;0;2a) (h.3).

Do AC'=AC+ AA neén C’=(a\/§;0;2a).
Vi M la trung diém cla A'C'nén

a5 *
M':(—E———;O;Za]. Hinh 3

X z

Tir d6, trong mit phang (xAz), dudng thing A'C c6 phuong trinh —=+-—=1,
. : i a\/g 2a
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con dudng thang AM c6 phuong trinh z = 74_5—);. Do I 1a giao diém ctia A'C va

AM nén toa do clia / thda man hé < y =0




Giai h¢ thu dugc x = ;/g,y Oz._%ﬁ.

a\/— _4a.
Suy ra ]( 3 03 j a d(I;(ABC)) 3

14a1l 4a®

Tu do VIABC :—d(l (ABC)) SAABC 5?502 2‘—"(dvtt)
Ta ¢6 IB‘:W_g(-l;Z»;—Z\/S) vaIC = (f 0;-2). Do dé
— =245 -1} |-
[7B;1C = 4’ 23| |-2V5 : (2 445).
9J§o 2 2 55 0 3f
. 2
Suy ra S, 5c =l}[13;lc]| 2a ‘/_(dvtt)
2
44°
Vﬁy d( (]BC)) 3V1ABC 3_9_~
' SaiBC Zazx/— \/—
39. Goi O la trung diém ctia AD. Khi dé 04 = OD—— a oS :2[3—"

2 2
Chon heé toa do Oxyz sao cho O(O;O;O),D(,%;0,0), N(0;a;0), 5(0;0,
(h.4). Suy ra A(—Z;O;O ,B(—ﬁ;a;OJ,C(ﬁ;a;O .
2 2 2

Do M 1a trung diém cha SB, P 1a trung diém
ctia CD nén

M= __g_’_c_z_’_\/—_ va pz(ﬂ;ﬁ;o)
4°2° 4 .

12A - TLCTBT HINH HQC 12
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o

% _-(_-) TO 0,dodé AM LBP.

— ,CTV: —9—;0;0 ,@7’= 0;—3;0j.Suyra
4 2 4 2 2

0 0 0 _a a 0 )
5 Yo ollo -2
2 2
~r. Al Aag 3
va  [CN;CP)-CM =0 (_3‘1}0 ( )+_ a3 _a\3
4) 2) 4 4 16

3
Trds  Veypp =é[[czv; CP]CM| a3

§3. PHUONG TRINH BUGNG THANG

x =4t
40. AB:ly=0 (1eR),BC:23_2_ 273 cp X ¥ 272
3 -5 5 3 =2
1z=2+3¢
pa:XoY 272 pp.X=t_y _Z95 o x=S_yo3 z
1 -4 4 ! 7 6 1 2
41. Goi M la trung diém clia AB, khi d6 M =(-1;4;-2). Suy ra MC =(5;-
’ x=-14+5¢
Vay phuong trinh cla trung tuyén CM 1a < y=4-11¢ (teR)
z=-2
42.2) Tacé BA=(2;-3;6),BC =(-6;12;4).
| Dhan gife trang ofin géc ARC oA ""*”"‘“ vhirong oiing phirong
1 1 1 38) 1 e . ,
— BA+— BC=| ——;=;— =—(-1;3;8). Ti do, phuong trinh ctia phan
BA BC 7°7°7) 7 |
. x=1 y=2 z+7 ’
giic can tim la 3 = -

178

" 12B - TLCTBT HINH HQC 12



43.

Nhdn xét. Ta ciing c6 thé xac dinh diém D la chan phan gidc trong ké tir B
cia tam gidgc ABC nhd tinh chét a-DA+c-DC =0, trong d6 a=BC,c = AB,
réi viét phuong trinh clia dudng thing BD.

b) Pudng thing BC ¢6 vectd chi phuong &:%’E’é =(-3;6;2) va do dé c6

x=1-3¢

-phuong trinh tham s6 { y=2+6¢ (1€R).

z==T+2t
Goi H(1-31;2+6£;,-7+2¢) la hinh chi€u cia A tréen BC. Khi dé

AH =(~4-36;3+61;-8+2¢). Tir d6, do AH -u =0, ta dugc

-3(—4—3t)+6(3+6t)+2(—8+2t)':O<::>49t+14=0<::>t=—%. '

Do d6 AH = [—2;2;—9—9—) = ~%(22;—9;60). Suy ra dudng cao ké tir 4 cua

tam giéc ABC ¢6 phuong trinh x—3 = y+1 = z+1
22 -9 60

Nhdn xét. Pudng cao ké tir A clia tam gidc ABC la giao tuyén clia mat phang

(ABC) véi mat phing di qua A, vuong géc véi BC, truc tam clia tam gidc
ABC la diém chung (duy nhat) cha mat phang (ABC) v6i cdc mat phang lan
luot di qua 4, B,C theo thi tu vuong géc véi cdc dudng thang BC,CA, AB.

x=1 y+l z-3
2 5 1 |
b) Mit phang (P):x~y—z-6=0 c6 vecto phap tuyén p =(1;~1;~1) va mat

a)

phang (Q):4x+y—2z-5=0 c6 vecto phdp tuyén g =(4;1;-2). Suy ra giao

tuyén ctia (P),(Q) la dLrémg thang c6 vecto chi phuong

w=[pid] zu-ll :;l J: (3-2:5).

2 Y - +1 "'3
Do dé, dudng thang A cdn tim c6 phuong trinh x3 ! =2 5 = 25 :

-1 1
-2 4

I -1
4 1

2
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x+3 y z
44, a) (P):5y+2z=0. b)) — ===
) (P):5y TR
N 2 X y"4 Z“l‘l “ . A 9 . - 2
45. Duong thang A :Z = = = > la giao tuyén cta hai mat phang

3x—4y+16=0 va 2y+3z-5=0.

Goi (Q) 1a mat phéng di qua A va vuong géc véi (P):x—y+3z+8=0, thé
thi (Q) c6 phuong trinh dang
Ck(3x—4y+16)+1(2y+3z-5)=0 hay 3bc+(2/~4k)y+3lz+16k-5/=0
W6i k2 +1220). |
Do (Q) L (P) nen 3k—(21-4k)+91 =0 k+1=0.
Tir d6, do k% +1% #0, chon k=1,/=-1.
Suy ra (Q):3x—6y—3z+21=0 hay x-2y-z+7=0.
Do dudng thing d cin tim 12 giao tuyén cla hai mat phang (P),(Q) nén moi
diém trén d c6 toa o théa man hé phuong trinh '

x—-y+3z+8=0 x=-9-7z

<

x=2y—z+7=0 y=—-1-4z.
: x=-9-Tt
Tir 46, dudng thing d can tim c¢6 phuong trinh tham s6 : |y =—1-4¢

z=1.

46. a) Do 1:2:(-3)#2:(-1):1 nén (P),(Q) cit nhau theo giao tuyén A.

x:—2+t”
Phuong trinh clia A:{y=-3+71 (1eR).
z=—1+5¢t

h) Hinh chiéu cfia A trén cdc mat phing (xOy).(yOz) va (zOx) la cic

dudng thang :

x=-2+¢ x=-2+t x=0
A, :qy=-3+T7t,A,:3y=0 va A,:qy=-3+7t (1eR).

z=0 z=-1+5¢ z=-—1+5¢
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47. a) Chéo nhau b) Cét nhau tai (-3;5;-3).
c) Ct nhau tai (3;7;-6) d) Song song. |
48. Goi A la giao tuyén cha (P) va (Q). Khi d6, moi diém tréen A c6 toa do
thda min : ' o
x+3y+z+4+2=0 x=14+2z
=
x—y-3z-2=0 y=-l-z
x=1+2¢
Suy ra dudng thang A c6 phuong trinh tham s6 { y =—1-¢ (1 eR).
z=1
Goi N (1+21;—1-1;¢) 12 hinh chi€u vuong géc clia M (1;-2;3) trén A, suy ra
m=(2t;l —1;=-3+1) va MN -1 =0
(& day u =(2;-1;1) Ia vecto chi phuong clia A).

41 7)1

Tir d6 tim dugc t=2 vado ds m:(~,~,—~J=—(4;l;—7)~

3 33 3) 3
. . , N ) o on ox=1 y+2 z-3
Vay phuong trinh ciia dudng thang cén tim la = 1 = .
49. Budng thang d, :—;Ezi]}—;—;l-z Z+52 c6 vecto chi phuong u; =(2;,-5) va

x =1

dudng thang d, :1y =—1-4¢ (t € R) c6 vecto chi phuong u, =(1;-4;6).
z=6+06t " |

~ Do dudng thang A cén tim c¢6 phuong vuong géc véi ca d; va d, nén A ¢
vecto chi phuong

c e — (-4 6|6 1 p -4 | |
o] = : : 1=(14:17;9).
S [ll A ID (14179)
Suy ra dudng thang cin tim la A:xv_1 _yrl_z-2
' 14 17 9
X =2t 5
50. ) A:y=1-4r (teR): by d: X2 -Y=3_Z%5
| 2 4 5
z=3-51 _ :
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c) H(§;—E;—— j : d) K(é;—éz;Bj.
55 55

51. Mat phing (P) c6 vecto phap tuyén p =(3;-2;-3).
| . (x=2+3¢
Dudng thing d c6 phuong trinh tham s6 ¢ y =-4-2¢ (1eR).
z=1+2t
Véidiém N(2+36,-4-261+2t)ed , tacé MN =(~1+36-2-265+21).
Khi d6 MN ||(P) khi va chi khi MN-p=0 (do M(3;-2;-4)¢(P)). Diéu
nay tuong duong véi '
3(~1+3t)-2(-2-2t)-3(5+2t) =0 Tt -14=0 1 =2.
Suy ra MN =(5;-6;9). Do d6, dudng thing can tim 6 phuong trinh 1a

x=3 _y+2 z+4
| 5 69 |
52. Mat phing (P):3x+12y-3z—-5=0 c6 vecto phdp tuyén

p=(3;12,-3)=3(1;4-1)

va mit phing (Q):3x—-4y+9z+7=0 c6 vecto phap tuyén g = (3;~4;9).

Pudng thdng A cin tim c6 vecto chi phuong u cling phuong véi vecto

- 4 —||-1 11)1 4
[p;q]=3(1_4 9I;

9 3’3 —4
Do d6 chon u = (8;-3;-4).

2

D =3(32;-12;-16) =12(8;~3;—4)

Dudng thing d, di qua diém M,;(-5;3;—1) va c6 vecto chi phuong
uy =(2;-4;3). Goi (a) la mat phing di qua d, va A. Khi d6 (a) c6 vecto
phap tuyeén 4
-4 3

-3 -4

13 2|2 -4
-4 8’18 -3

a=[upu =( l] = (25;32;26).
Suy ra (e) c6 phuong trinh |
25(x+35)+32(y—3)+26(z+1)=0 hay 25x+32y+26z+55=0.
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Tuong ty, goi (£) 1a mat phang di qua‘dz va A, khi d6 (f) c6 phuong trinh
4y-3z+10=0. | _
Duong thing A cén tim la giao tuyén cia () va (f) nén moi diém trén A
¢ toa ’d(f) thda man hé phuong trinh
| {25x+32y+26z+55 =0 _ {x=1—2z
4y-3z+10=0 4y=-10+3z.
‘Tird6, chon z =4¢+2, ta thu duoc phuong trinh tham s6 ctia dudng thing A 1a

x=-3-8t
y=-1+3¢ (teR).
z=2+4t

Nhdn xét.
- Dudng thing ) la giao tuyén cla hai mat phang 2x+y+7=0,
3y+4z-5=0. Vay, c6 thé viét phuong trinh cla (a) ¢ dang
k2x+y+T7)+1(3y+4z-5)=0. Tt d6, do () chita A nén chon dugc 4, /.
- Ta ciling ¢6 thé gidi bang cdch xdc dinh M ed,,N ed, sao cho MN || A
nhu sau :
x=-5+2t |
Dudng thang d, c6 phuong trinh tham s6 <y=3-4s (reR) va dudng
' z=-1+3¢
x=3-12s
thing d, c6 phuong trinh tham s {y=—1+3s (seR).
z=2+4s
Xét M(-5+26;3—41,-1+31)ed; va N(3-2s;—1+35;2+4s)ed,. Tacé
MN =(8—21—2s5;—4+41 +35;3- 3t +4s).
8-2t—25 —4+41+3s 3-31+4ds {tzl
= = - &

Khidé MN || A <

-3 ~4 s=-1.
Tir d6 suy ra M (=3;~1;2), vecto MN =(8;~3;—4) va thu dugc
x=-3-8t
A:sy=-1+3 (1eR).
z=2+4¢
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53.

’Cht’mg‘ minh d,,d, chéo nhau bing cich kiém tra hai vecto chi phuong khong

cing phuong va hé tuong giao khong cé nghiém.
Puong vuong géc chung : Dudng thang d, va dudng thing d, c6 phuong
trinh tham s6 1an luot la : ’

x=T+t x=3-Ts

dy:{y=3+2t(teR) dy 1 1y=1+2s (seR).
z=9-1t z=1+3s

vXet M(7+t 3+28 9—t)edl,N(3—-7S'l+25'l+33)ed2 Ta cé

54.

55.

184

MN =(—4—1—T5;-2 21 +25;-8+1+3s).
Khi d6, v6i u =(1;2;~1),v =(~7;2;3) lan lugt I vecto chi phuong clia dy,d;,
ta co
{MNLd, @{W-Z:O
MNLld, |MN-v=0
4 (=75 +2(-2-2+2s)~(-8+1+35)=0
{—7(—44—7s)+2(-2-2t+2s)+3(—8+t+3s)==0
Tirdé6 M =(7;3;9),N =(3;1;1) va dudng vuong géc chung can tim la duong

y—1_z-1 .
1 4
Chira dy,d, catnhau tai M(1;-2;5). Suy ra d;,d, déng phéng.

thing di qua M, N, do d6 cé phuong trinh x;’ =

Pudng thing d, c6 vecto chi phuong ) =(2;-3;4) va duong thing d, c6

vecta chi phuong u, = (3;2;-2). Mat phing di qua d,,d, nhan vecto

E:[Jl;m:[ . 3H D (~2;16;13)

lalll VCCLo lJllalJ Lu]\.«u 1,0 GU U CU ylluuu& i

2 (x—1)+16(y+2)+13(z=5) = Ohay 2x-—16y—13z+31=0.

P

Dudng théng d, c6 vecto chi phuong u =(3;1;1). Goi (P) la mat phang di
qua A(O;l;l) va vuong géc véi d;. Khi dé6 (P) nhan u 1am vecto phap tuyén

nén cé phuong trinh 3x+y+z-2=0.



56.

57.

38.

Goi B la giao diém cta (P) va ds, khi d6 toa do clia B la nghiém clia h¢

x=-1,
y=-1+t
z=1

3x+y+z-2=0
Giai h¢, thu duge x =1,y =2,z=3. Vay B(-1;2;3).
Duodng thﬁng A cin tim 13 dudng thing di qua hai diém A4,B nén c6
ph'uong‘ trinh '

u(Bt2)
77 7

Xét C(2+31;,-21;4+2t)ed. Taco

CA=(1+30)" +(=2-2) +(5+21) =177 +341+ 30\
(Vi) (V)
CB = (=5 +31) + (2-2) +(1+20)
172 =340430 = (177 + (VT3
Tir d6, theo bt déng thiic [u]+[v|>[u+7], tacd
CMBZJ(m+mz+ﬁ_mt)z+(m+5)2:2@6.
17 +417¢ V13

Dau dang thic xay ra khi va chi khi >0)=t=
NYENTANE

Vay C ed saocho CA+CB bénhatla C(2;0;4).
Dé y ring d,||d, nén khoang cich giita ching bang khoang cich tir mot

diém trén d, t6i d,. Déap s6 d(d,;dz‘) :%.
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59.

- 60.

61.

Dapso: varcsingw | 4 B
a) (4B;CD) =2, d(AB;CD)=+14. c 5
2 M=H
b) Tam gidc MAB c6 do dai canh
Hinh 5

AB = 4+/3 khong d8i, do d6 chu vi clia
né bé nhat khi va chi khi- MA + MB bé nhit. Do AB 1 CD nén diém M cin
tim 1a hinh chi€u vuong géc clia A, ciing 12 hinh chiéu vuéng géc ctia B trén
dudng thang CD (h.5).

baps6: M(0;1;-1).

a) Mat phang chifa d; va song song véi d, 1a (P):x-2y-2z-2=0

b) Dudng thing d, di qua diém M (1;1;3). Do d, ||(P) va(P) > d, nén
1-2-1-2-3-2

d(dy;dy)=d(M:(P))=— = =3.
J2 (=2 +(=2)
§4. MAT CAU
62. a) 1(6;-2;3),R=17 b) I(1;-2:3),R=6
15) o [49
7(0;0;3),R=4 d) /|-, —-—=|,R=,—"
0 1(0:0:3) ) 1{-13-2)r= 2

63.

186

a) Goi 1(0;b;¢)e(y0z) va R la tam vi bin kinh clia mat cdu cén tim. Do
mat ciu di qua 4, B,C nén ta c6 hé phuong trinh

(b-8)" +c? =(b-12)* +(c—4)

(b—8)* +c2 =(—4)* +(b—6)" +(c—2)

l(b—lz)z +(c—4)’ = R?
Gidi he, thu duge b=7,c =5, R =/26.

Vay phuong trinh clia mat cdu cdn tim 1a x> + (y- 7)2 +(z- 5)2 = 26.



64.

Ta ciing c6 thé gidi bai todn nhu sau : Dé y ring AABC vuong tai 4 va mat
phéng (4BC) c6 phuong trinh x+y—z—8=0 nén phuong trinh clia dudng
tron di qua ba diém 4,B,C 1a |
2 2 2 2,.2 2
- - —3) = —4x—18y—62+80=0

(x-2) +(yv 9)" +(z-3) 14 |x"+y"+z7 —4x 18y—6z-

x+y—-z-8=0 x+y—-z-8=0
Suy ra moi mat cdu di qua dudng tron nay déu cé phuong trinh dang

X2yt vz? —4x—18y—6z+80+k(x+y—2z-8)=0

hay x*+y* + 22 +(k—-4)x+(k-18) y—(k+6)z+80-8k =0.

Mat ciu nay c6 tam 1[2-%;9—%;3+-’§-j va ban kinh

\2 ‘ 2 2
R= 2—£ + 9—5 + 3+]—C —80+8k=,f§—k—+14.
2, 2 2 Va4

Do I e(yOz) nén 2~Z€2—=0<::>k=4. T d6 1(0;7;5),R=\/2_6_ va thu duogc

phuong trinh cia mat cdu cdn tim x* +(y—7)'2 +(z—5)‘2 =26.
b) (x=2)* +y? +22 =4,
o) (x=1) +(y-2) +(z-3)* =1.
d) (x=9)* +y2+22=77.
Xét ba mat cau v
| (Sk):xz+y2+zz+20kx+2bky+2ckz+dk:O,
V6i af +bf +cf —d, >0,k=1,2,3.
Mat cdu (S, ) c6 tam I, (a;;b;;¢; ). Do I},15,15 khong thang hang nén
(ay—a)i(by=b) (e =) #(ay—ay): (b3 —b):(e3—¢). (%)
Mat phang déng phuong ctia (S;),(S;) ¢6 phuong trinh
2(ay —a)x+2(b, —b])y+i(C'2 —¢)z+dy—d; =0.
Mat phéng dang phuong ctia (S, ),(S3) ¢6 phuong trinh
2(ay—a))x+2(by—b ) y+2(c;—¢;)z+dy —dy =0.
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6S.

66.

188

Do diéu kién (*) nén hai mat phing nay cat nhau theo mot dudng thing, va
moi mat phing di qua dudng thiang nay déu c6 phuong trinh dang

k[Z(az~al)x+2(b2—bl)y+2(cz—c,)z+d2—dl]+
+1[2(a3'——’a])x+2(b3—bl)y+2(c3—cl)’z+d3—d1]=0.
V6i k‘=1,l=—~l,ta dugc mat phang ,
A 2(ay —a3)x+2(by —by)y+2(cy —c3)z+dy —dy =0
va d6 chinh 1a mat phéng ding phuong cia (S,) va (S3).

Nhdn xét. Do mat phang ding phuong cla hai ni:fat cdu c6 phuong vuodng goc
v6i dudng thing di qua tam cha ching nén truc dang phuong clia ba mat cdu
(S ) 6 phuong vuong géc v6i mit phang (7,/,13).
Xét bon mat ciu (S;) : x% + % + 22 + 2apx + 2byy + 2¢,z + dy =0,
v6i af +b} +cf —d, >0,k =1,2,3,4.
Mat cdu (S;) c6 tam ;. Do I},1,,13,1, khong déng phang nén 1,,/,,15
khong théng hang. ,
Goi A 1a tryc déng phuong clia ba mat cdu (S)),(S;),(S;) va (P) 1a mat
phing ding phuong ctia (S,),(S;). Khi d6 A L(I1,13) va (P) L1l Do
I4¢(1)1,15) nén AY(P), do d6 An(P)={I}. Hon nifa, I c6 ciing phuong
tich véi ca bon mat cau da cho, suy ra dpcm.
Mt phang dang phuong cta (5)),(S,) c6 ph&dng trinh

10x—6y+6z+14=0 hay 5x-3y+3z+7=0.
Mat phéng déng phuong ca (S;),(S;) ¢6 phuong trinh

8x—2y+8z+13=0.

L LA el BN £ A > Pefen D 2l LI P Vo e mB R A
LOCU RUL ua udl U™, HIYL WL QI Ul ue ballg plivus g VUL U gl vau VY

toa do thoa man hé

17 18
Sx—3y+32+7=0  [5x+3z=-7+3y |*" 16 16°
: < <
8x—2y+8z+13=0  |8x+8z=-13+2y 9 14
““716 16”7



67.

68.

69.

Tir d6, chon y = 8¢, duoc phuong trinh tham s6 ciia truc dang phuong cdn tim la
, 7 .

x=——+9t

16
y= 8¢ (teR).
z=~——~9-— 1t

16

Miit phang dang phuong cba (S, ),(S,) ¢6 phuong trinh
 10x-2y+4z-14=0 hay 5x— y+2z-7=0.
Mat phing déng phuong-ctia (S, ),(S3) c6 phuong trinh
|  2x+62-20=0 hay x+3z-10=0.
Mt phéng dang phudng ctia (Sy),(S4) c6 phuong trinh
2y—-4z+4=0 hay y-2z+2=0.
Suy ra toa do clia diém P can tim 12 nghiém ctia hé
S5x—y+2z-7 =0
<x+ 3z-10=0
. y=2z+2 =0
Giai he, thu dugc x = 1;y =4,z =3. Vay tam déng phuong clia bon mat cdu
can tim la P(1;4;3).

Mat cdu (S) c6 tam 7(1;2;3) va bén kinh R =1 +22 +3> +2 =4,
0 (Q)II(P) nén (Q) c6 phuong trinh 4x+3y—12z+d =0.
(Q) tiép xic v6i (S) khi va chi khi
d(l;(Q))=R¢>|4'1+3'2—12'3+d|=4©'|—d——*'—2—6—|=4®{di78\
J4 432+ (-12)? d =-26.
Vay c6 hai mat phang théa min la
(0)):4x+3y—12z+78=0 va (Q,):4x+3y-122-26=0.

Mat cdu () c6 tam /(1;2;3), bén kinh R:\/12+22+32+11 =5. Do
_21-2.2-1.3-4]

e %

d=d(I;(P) =3<5=R
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70.

nén (P) va (S) cit nhau theo dudong trdn (¥) c6 bin kinh
p=vR*—d? =4 vacétam J 13 hinh chi€u ciia / trén mat phing (P).
2x-2y—-z-4=0
Toa d9 clia J la nghi¢m cla hé¢ phuong trinh { x -1 y-2 2z-3
2 2 -1
Giai he, thu dugc (x;y;z)=(3;0;2). Vay J=(3;0,2).

Mit cdu (S) c6 tém 1(1;-2;3) va ban kinh R=\/l2 +(—-2)2+32+22 =6.

Mat phing (P) can fim c6 phuong trinh dang ay+bz =0 (a” +5” = 0). Khi

71.
72.

_‘a'(’—2)+b-3l. .
Va? +b?

Do (P) cét (S) theo mot dudng trdn c6 ban kinh p =5 nén d? + p? = R? hay

d6 khoang cach tir / t6i mat phang (P) béng d

(—2a+3b)2
a_2 +b°
N 2 2 2 N . _ . = 2
Tir d6, do a“+b“ 20 nén chon b=7,a =-6++/22, ta dugc hai mat phang
théa méan (—-6i \/ﬁ)y+7z =0.

-6+
+25=36 < 7a” +12ab+2b’ ;v0c>a=——6:—j@—~b

(Q):4x+32z-40=0 va (Q,):4x+3z+10=0. -
Miit cdu (S) c6 tam O(0;0;0) va béan kinh bing 1. Mat iahﬁng (R) cin tim di
qua giao tuyén ctia (P) va (Q) nén c6 phuong trinh dang
k(x+28y—2z+17)+[(5x+8y—z+1)=0
hay (k +50)x+(28k +81) y—(2k +1)z+17k+1=0 (k% +1> %0).
Do (S) va (R) ti€p xiic nhau nén |

d(0:(R)) =1 [17k+1| = (e +51)" +(28k +81)° +(~2k ~ 1)’
> 500k + 428K] + 8912 =0 <> (2k +1)(250k +891) = 0

2k+1=0
=
| 250k +89/=0.
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73.

74.

V6i 2k+1=0, chon /= -2,k =1, ta dugc (R):~9x+12y+15=0.

Véi 250/(;1—89[ =0 chon [/ =-250,k =89 ta duoc
 (Ry):—1161x+492y+722+1263=0.

a) Cdch 1. Mat ciu (S) di qua bén diém O, A, B, C chinh 12 mat cdu ngoai

ti€p hinh hop chit nhat dung trén ba canh OA4,0B,0C , nén c6 tam [ la trung

diém dudng chéo chinh. Do OI = %(52 +OB + 55) nén / = (1;1;2). Hon niia

ban kinh ciia (S) bang R=0I =+/6. Suy ra phuong trinh ctia mt cAu cén

tim la (x—1)? +(y— 1)? +(z=2) =6.

Nhén xét. Trong 15i giai trén day, do 04,0B,0C doi mot vuong goc nén
viéc st dung tinh chat mat cAu ngoai ti€p hinh chép 0.4BC chinh 1a mit cdu
ngoai ti€p hinh hop chit nhat dung trén ba canh O4,0B,0C cho 10i gidi kha
gon gang. Tuy nhién, khi hai trong ba duérng 0A4,0B,0C khong vuong goéc
thi khong thé gidi nhu vay dugc. Trong trudng hgp do, ta c6 thé gidi nhu sau :
Cdch 2. Goi phuong trinh ciia mat cdu (S) can tim 12

x? —1’—'y2+22+2ax+2by+202+d=0, ‘(d2+b2+c2 —d>0).
| d=0

4+4a+d =0
444b+d=0
16+8c+d=0.

Do 0,4,B,C &(S) nén ta c6 hé phuong trinh

Gii hé thu duge a=—1,b=~1,c=—-2,d =0.
Do dé (S):x* +y* +22 —2x-2y-4z=0, |
b) Do (P)||(Q) nén (P) c6 phuong trinh dang x+2y+3z+d =0. Do mit
phing (P) cit mat cdu (S) theo mot dudng tron cé chu vi bing 27 nén
khoang céch tir tam / dén (P) béng /5. Tir d6 tim duoc hai mat phang thoa
man 1a x+2y+3z-9++/70 =0.
2 2 2 _

Do mat cdu (S) chita dudng tron (o): (x=3)7+(y=4) +2" =36

4x+y-2z-9=0

nén c6 phuong trinh dang
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75

192

(x=3)* +(y—-4)* +22 =36 +k(4x+y-2z-9)=0.
Do M(7;—3;1)E(S) nén |
(7-3) +(-3-4)* +12 =36+ k(4-7-3-1-9)=0 & k=-2.
Vay phiuong trinh cia mat cau cén tim la
(x—3)2+(y—4)2+22-—3’6‘—2(4x+y—‘z—9)=0
hay x*+ y* +2z° ~14x—10y+2z+7=0.
Gié sir mat cdu (5) phai tim ¢6 phuong trinh 12
A x2+y2+22—2ax—~2by—2cz+d=0
Vi a® +b2+ct—d>0. :
Do (S) di qua (@) nénkhi y =2 ta phai c6
244422 Dax—db-2cz+d=x*+22 =25
dod6 a=0,c=0,4+d-4b=-25. |
Ciing vay, do (S) di qua (') nénkhi y =3 ta phai c6
2422 +9-2ax—6b—2cz+d =x*+2z*-16
dodé a=0,c=0,9-6b+d =-16.
Tir d6, tim dugc a=c =0,b=-2,d =-37. Vay, mat ciu can tim 12
x2+y%+2% +4y-37=0 hay x> +(y+2)* +z° =4l

Ta ciing c6 thé sit dung phuong trinh clia chiim mat cdu d€ gidi nhu sau :
Do mat cdu (S) cdn tim di qua () nén c6 phuong trinh dang

(=2 +22+k(y-2)=0 hay x*+y? + 2> +(k-4)y+4-2k =0.
Do (S) diqua (@) nénkhi y =3 taphaicé

1

K 4942 43 1244-2k =5 42 -16 @ k=

Vay, mat c4u can tim Ia

‘ 7 7Y 1y
x2+y2+zz—5y+3='0 hay x_2+(y—zj +22:(__) .



BAI TAP BO SUNG

76. Ta 6 AB=(1;2;-2),DC =(1;2;-2). Suy ra AB=DC,do d6 ABCD la hinh
" binh hanh, | | -
Ma CB=(2;1;2) nen CB-AB=2-1+1-2+2+(~2)=0 va [CB|=3=[4B]| nen
hinh binh hanh ABCD c¢6 hai canh lién ti€p bing nhau va vuong géc voi
nhau. Suy ra ABCD la hinh vuong. :
77. Chira DC =24B.
: 3x-y+2z=11
78. Giasit d = xa+ yb+zc. Khid6 {-2x+ y+z=-6
‘ x—2y-3z=5. _
Gidi hé thu duge x=2,y=-3,z=1. Vay d =2a-3b+c.
79. sina :———-—-li'—-;—-— sin ,B"z——————M—— sin;/.:—'-———|—b|—————--‘
\/a2+b2+cz’ ; \/a2+b2+cz’ \‘/a.z%—bz-l-c2

Tix d6, do sin? x+cos® x =1 Vx, suy ra diéu phai ching minh.
80. a) Mat phﬁﬁg (P) c¢6 wvecto phép tuyén ;1:(1;1;—1) va
. AB=(6,-6;3)=3(2%-21). Suy ra n-AB=3(2-2-1)=-3%0 nén
AB | (P). Goi M(x;y;z) la giao diém clia dudng thdng AB v6i mat phang
: ‘ x+2 y-1 z-3
(P). Khi d6 ta c6 he phuong trinh { 2 -2 1
x+y—-z+1=0.

Giai hé thu dugc x=-8,y=7,z=0. y B
Suy ra M (-8;7;0).
S —_— . > M/ X
Tirdé MA =(6;~6;3), MB = (12,-12;6). A bMWY
Vi MB=2MA nén diém M nim ngoai doan AB, :,W
bdi vay mit phang (P) khong cat doan AB. ‘
Hinh 6

b) Goi A’ 1a diém doi xL’mg v6i A qua mit phing (P):
Khi d6, véi moi X € (P) déucé XA+ XB=XA"+ XB> A'B.

“13A - TLCTBT HINH HOC 12 - . 1 93



81.

194

D4u dang thic x4y ra khi va chi khi X = A’BN(P). Vay diém M e (P) sao
cho MA+ MB nhd nhat 12 giao diém ctia A'B véi mat phang (P) (hinh 6).
Goi (x;y;z) 1atoa do chia A" Khi d6 ta c6 hé phuong trinh

Jx+2_y—l_z—3

1 -l

1x-2.+y+1__z+3

2 2 2

Giai he thu duge x =0,y =3,z=1. Vay 4'(0;3;1).

+1=0.

Do diém M cén tim 12 giao diém ctia A'B v6i mit phang (P) nén toa do cha
M 1a nghiém cta hé phuong trinh
| x+y—-z+1=0

x_y3_z-1
4 -8 5
4 1 8 vau 44 5 .
Giai he, thu dugc X= Y= = Vay, diém M e(P) ma MA+ MB bé

nhat 1a M(i,l,§)
3'3'3

c) Goi /I 12 trung diém ctia doan AB, thé thi
1[1;—2;—3-) va DA+DB=2DI VD.
Tir d6, diém D & (P) ma [DA -+ DB| bé nhét 12 hinh chiéu cia / trén (P).

Pap s6 : D(—S—;—lﬁ].
2 2
Goi I 1a trung diém AB. Khi dé ['= (2;0;2) va véi moi diém M déuc6
aa2 am? _oam? 142 R om0 |

Do d6, diém M e(P) ma MA? + MB? bé nhit 12 hinh chiéu vuong géc clia
1(2;0;2) trén mat phang (P).

Pap s6 : M(?__Z_ —8—)
‘ 333

13B - TLCTBT HINH HQC 12



82. Vi 5:1-2:4+(-3)~9=-15<0 va 5-2-2.5+0-9=-9<0 nén 4,8 nim

83.
84.

8s.

vé ciing mot phia ciia (P).

a) Giai twong tu nhu bai 80b, dap s6 : C[—;— %,——%)

b) Do |DA- DB| < 4B, dau dang thitc xay ra khi va chi khi D nim trén duong

thing AB nhung khong nim trong doan AB. Do dé, diém D cén tim Ia giao

2 9 ’ 2 . 2 13 9
diém cta dudng thang 4B v6i mat phang (P). Tirdo, tim dugc D(E % 5—)

¢) Giai tuong tu nhu bai 80c, dugc E (% —1’%,—%) (E 1a hinh chié’u cla trung

diém doan AB trén mit phémg (P)).

d) Giai tchmg tu nhu phén c, dugc F(?—; f—g— ——Z—g-) (F 1a hinh chiéu cL’la‘

diém J trén mat phing (P), vé6iJ 1a diém thoa man JA+2JB =0).
M (0; —3;0).

a) Ta c6 BA=(2;-4;16)=2(1;-2;8), mit phing (P) ¢6 vecto phap tuyén =
p= (2;—1;'1). Do mat phing (Q) di qua A, B va vuong géc véi (P) nén (Q)

c6 vecto phdp tuyén ¢ cling phuong véi vecto

— 1 (2 88 1 =2
BA;p|=2 : : =6(2;5;1).
Za (~1 1l’1 2"2 -1'] (2:51)

Do d6, chon ¢ =(2;5;1), suy ra mat phang (Q) c6 phuong trinh

2-(x+1)+5-(y=3)+1-(z+2)=0 hay 2x+5y+z-11=0.
b) M(2;2;-3). |

‘) C(0;0,0)  b) D(~10;30;-20) c) E(6;-18;12).

Bai todn khdi qudr. Cho mat phing (P) va n diém A, A,,..., A,. Tim trén
mit phang (P) diém M sao cho :
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86.

VA 1242:(-3)+14-5£0" | |
nén OD||(P). Bdi vay tap hop tat ca nhiing £ F F—

n Co n - :
a) vectd Y oy MA, ¢6 do dai ngén nhat (v6i > a;, #0).
k=l ; k=1

b) Za,JV[Ak bé nhit (voi Zak £0).
k=1 k=1

a) Tir gia thiét ta cé ﬂ?z(l;—6;—5) va Z'Z:(I;Z;l). Suy ra
e (|6 -5/ ]-5 11 -6
[AB;CA]:[I Sl;l ° ‘; - ):2(2;4;4).

DT Pl 2]

2

Tir d6 [E;Eﬁ] #0 nén A, B, C khong thing hang va mat phing (P) di qua

A, B, C c¢6 vecto phdp tuyén 171=—:]-2-[2§;EA7}:(2;~3;4). Suy ra (P) c6
phuong trinh  2(x—3)—3(y—3)+4(z—2) =0 hay 2x~3y+4z-5=0.

b) Do OD=1>+2>+1> =6 nén Suppy nhd nhat khi va chi khi
d(E;OD) nhoé nhat.

. . ox D
Déyring OD-n=12+2-(-3)+1-4=0

npm

diém Ee(P) sao cho d(E;OD) bé nhit 1a
hinh chiéu. clid duérng thing OD trén mat Hinh 7
phang (P) (hinh 7) Goi (Q) 13 mat phing di

qua O, D va vuong gée v6i (P). Khi d6(Q) c6 vecto phip tuyén

C e (]2 | | 2
g=[0oD;n]= S = (11;-2;-7).
q,[ ”] ['3 4"4 ok —3} (1:-2-7)

~ ,Suy ra (Q) 11x 2y 7z=0. Va do d6, tat ca nhiing diém E cén tim c6 toa

, d(} thoa mén hé pnuong irini 1

87.

(1lx-2y-7z=0
2x-3y+4z=5=0.

Pudmg thing d di qua diém M (1;-2;—1) va c6 vecto chi phuong u = (3;-1;2).
Mt phang (P) c6 vecto phap tuyén p =(1;1;—1) va mat phing (Q) c6 vecto

- phap tuyen q (1 3; 0) Suy ra dudng thédng A c6 vectd chi phuong
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(5:d]- [l; O1 01 1 i ;D:(&_l;z):;l.'

Tir d6, do 1+(-2)—(-1)-2=-2=0nén M £(P),suyra M g£d, do d6

Alld. , , , ,

~Goi (R) 1a mat phing di qua A va‘)l‘ d. Khi d6 (R) cc’)’phu'o‘ng trinh dang

k(x+y—z-2)+I(x+3y-12)=0 hay (k+I)x+(k+3l)y—kz—2k—-12/=0

(v6i k2412 %0). Do M (1;-2;-1) € (R) nen
k+l—2(k+3l)+-k——2k—121 =0<:>.2k+17l=0

2

Tir d6, do k% +1? # 0 nén chon k=17, l——2 Vay, mit phang (R)céin tim ¢6
phuongtr1nh15x+lly—-l7z—10 0.
88. Cdch I. Gia sit mit phang can tim cit céc truc Ox,Oy lan lugt tai M (3m;0;0),
N(0;2m;0) (mn#0 va |n|=|m|). Ta c6 AB =‘(2;1;~1),,—A-/1“].V‘ =(-3m;2n;0).
o1 212 1
on 0f|0 3mf|-3m 2n
Néu m=n thi mat phéng cdn tim c6 vecto phap tuyén

L[AB MN:I - (2:3,7).

Do d6 phuong trinh cia mat phang_can tim 1a
2(x=1)+3(y+2)+7(z-3)=0 hay 2x+3y+7z-17=0.
v 'Néu m =-n thi mat phing c4n fim ¢6 vecto phdap tuyén
pz;[AB;W];(2;~3;1).
Do d6 phuong trinh ctia mat phing cdn tim 1a .
2(x-1)=3(y+2)+1(z-3)=0 hay 2x~3y+z-11=0.

Suy ra [E,W} :(

J (2m;3m;4n+3m).

p=

Cdch 2. Gia sir tim dugc mat phing £+%+£= 1 (abc+0) thoa man yéu
, a

c
1 2 3
a b c
cz‘iu.Khidétact’)hé<§-,——1—+—%=l : (*)
a b ¢ ‘
|al:|p] =3:2.



89,

198

Néu a= %b thi thay vao hai phuong trinh ddu ctia hé (*), ta ¢6

Tur d6, tim dugc b =13Z vac =¥,suy raa =—3—~13?— =l?:7—- Do d6, phuong trinh

clia mat phang cin tim 1 -I%—x+%y+v7—z:1 hay 2x+3y+7z-17=0.

17 o
3 | | "%+§ -l
Néu =~ b thi thay vao hai phuong trinh ddu cla hé (*), ta duge 3 ¢
——+—=1.
b ¢

Tiur do, tim dugc b:—l—;,c:ll, suy raa:-%-(-—l—;}——-l—;‘ Do dé, phuong

trinh ctia mat phang cin tim la %x—%y%ﬁz:l hay 2x-3y+z-11=0.

a) Kiém tra ring d,,d, khong ciing phuong va khong c6 diém chung.

x=1+2t
b) Cdch 1. Pudng thing d; c6 phuong trinh tham s6 { y =—1+ 6t (teR) va
z=-3+3t.
[x=2+3s
dudng thing d, c6 bhuofng trinh tham s6 { y = (seR). *
z=-3-s
Xét M(1+2t;-1+6t;-3+3t)ed, va N(2+3s;s;—3—s) ed,.Taco.
 AM =(26-3+66,-2+3t) va AN =(1435;-2+5,-2—5).
Khi d6 4, M,N thuoc cing mot dudng thing khi va chi khi ton tai s6 thuc

, ‘ 1+3s =2kt
sao cho AN =kAM hay 1a {—2+s = -3k + 6kt
‘ —2—s5=-2k +3kt

Giai he, thu dugc k=—-1,s=-1,r=1.



Khi d6 AM =(2;3;1) va dudng théng cén tim di qua A(1;2;-1), nhan
AM =(2;3;1) 1am vecto chi phuong, do d6 c6 phuong trinh
x=1 _y=-2 z+1
2 3 1 |
Cdch 2. Gia str tim dugc dudng thing A théa min yéu cdu bai todn. Khi d6 A
chinh Ia giao tuyén clia mat phang (P) di qua d; va A v6i mat phing (Q) di

qua d, va A.

Duong théﬁg d, la giao tuyén cla hai mat phang 3x-y-4=0 va
y—2z-5=0. B&i vay, mat phang (P) c6 phuong trinh dang

| k(3x;~y—4)+1(y—22’—5):0 hay 31cx+(l—k)y—212~—4/c—51:01

v6i k2 +12 0. : |

Do (P) diqua 4 nén 3k+2(I-k)+2/-4k-5]=0< 3k+1=0.

T d6,do k2 +1> %0, chon k =1,/ ==3 suy ra (P):3x—4y+6z+11=0.
" Tuong tv, ciing duge (Q):—4x+5y-7z—13=0.

Tir d6, do A =(P)N(Q) nén moi diém clia A co toa do la nghiém ctia hé
{3x—4y+6z+11:0 @{x=2z+3'
—4x+5y-7z-13=0 y=3z+5.
x=3+2t
Vay duﬁng thdng A can tim c6 phuong trinh tham s6 < y =54+3¢ (teR).
z=t

* Nhdn xét. Trong céch giai 1 & trén, ta cling c6 thé sir dung diéu kién 4, M,N-

- 90.

thuoc ciing mot dudng thing khi va chi khi [W;W— —0 détim $ var.

a) Kiém tra dy,dy,d; doi mot khong ciing phuong va doi mot khong c6

diém chung.

'b) Budng thang d), d, c6 phuong trinh tham s6 14n lugt 1a

x==-3+2t x=10+5s
y=5+3 (teR), y=-T+4s (seR).
z=t zZ=45
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- Xét M(=3+2t;5+36;1)ed),N(10+5s;,—7+4s;5) € d,. Taco

MN =(13+5s - 26,12+ 4s = 3t;5 —1).
DPudng thang MN song song v6i dy khi va chi khi
13+55-2¢t -12+4s-3t s-t
8 7 1
25

62
Suyra s=—— vat=—-—
3 2

x=-28+8f

Tir d6 dudng thing can tim cé phuong trinh tham s6 {y = ——6;+ 7t (teR).

91.

200

z=——++t
2

Cdch 2. Pudng thing d, ¢6 vecto chi phuong u; = (2;3;1), dudng thing d,

¢ vecto chi phuong ;;=(5;4;1) va dudng tﬁéng dy co vecto chi phuong

0= @70, |

Goi (P) la mat phing chita d, va song song vé6i ds, (Q) 12 mat phang chia

d, va song song v6i ds. Khi d6, d& tim dugc ‘
(P):2x+3y-5z-21=0,(Q):—x+y+z+17=0.

Dub‘ngrthéing A can tim 12 giao tuyén ciia (P) v6i (Q) nén moi diém cla A

: -2x+3y-5z-21=0 =72+8
cétoad@théamﬁn{ Ty @{x ‘ ‘.

—X+y+z+17=0 y=55+7z.
Tir d6 dudng thang A cin tim c6 phuong trinh tham s6 dang
x=72+38t

y=55+7t (teR).

1z ?
(S

Dudng thang A, di qua diém A(1;3;-1) va c6 vecta chi phuong ;1=(2;1;—2).

x=-1+1
Dudng thing A, ¢6 phuong trinh tham s6 {y=¢ ~  (1eR).
lz=-9+6¢



92,

Xét diém N(-1+£6;-9+61) €A Taco AN =(-2+6,-3+1-8+6t) va

[W;;]: —3+¢ —8+6t;—8+6t —2+t;—2+t -3+¢
1 -2 -2 2 ) I
=(14~86,-20+141;4~1).
Suy ra d(N;Az) N: ]’ 37292 —88r + 68 o7 881+ 68

TR
I—l+t—2t—18+12t—1|_]11t—20|_

| \/,12+(_2)2+22 3

Vay  d(N;Ay)=d(N;(P)) < |116-20|=3v29:* —88¢+68

=1
<3512 -881+53=0 .53

Lai ¢6 d(N;(P))=

| 35"
V6i =1 taduge N(0;L:-3). Vi 1_2 ta duoc N(lﬁ _53._3__)
: 35 35°35°35
Goi (Q) 1a mat phéng di qua 4 va song song v6i .

(P). Khi d6 (Q) c6 phuong trinh

‘ x—2y+2z+1=0.
Goi A la dudng thang can tim, goi H,K theo thi /
ty 1a hinh chiéu cia B tren (Q),A. Khi d6, do L2 4
Ac(Q) nén BH < BK, ddu ding thic xdy ra khi
va chi khi K=H (h. 8) Boi vay, duong thang A cén tim chinh 12 duodng

Hinh 8 '

-thang di qua hai diém A va H.

Do H 1a hinh chi€u ctia B(I;-1;3) trén mat phing (Q):x-2y+2z-2=0
nén toa do cua H la nghlem ctia hé phuong trinh ‘
x—-1 y+l z-3

1 -2 2

x=2y+2z+1=0.

Giai hé thu dugc x:-~l-,y=,ll z—~7— Vay H = [——1*1——1- 7),suyra
: 9~ 9 9 99 9, .
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93.

9.

9s.

202

AH = (3—6-,-1—-1-,~3j L26,11;,-2)
979 9
Do d6, dudng thing cn tim 6 phuong trinh 12 %:%:-2—:21-

Goi ' I vecto chi phuong clia A va n la vecto phép tuyén ctia (P). Khi d6
duong thang cén tim di qué giao diém clia A v6i (P) va nhan [17,171] lam
vecto chi phuong. '
x+3 _y-1_z-1

-2 -1
a) Hinh chi€u clia A.trén A 1a H(3;1;4).

Papso: d:

b) Lap luan tuong ty nhu bai 92, mat phéng (P) cén tim vuong goc v6i AH
tai H.

Papsd: (P):x—4y+z-3=0.

a) Chira d|,d, catnhautai /(1;1;2).

b) Du&mg thing d, c6 vecto chi phuong u; =(2;2;1) va dudng thing d, c6
vecta chi phuong u, =(6; 3;2). |

lu] Uy
Goi a la géc giita d|,d,, thé thi cosa = l l ’ e
llz

Ja

Tir d6 do sin’ a +cos” @ =1 nén sinaz—i—r-

Gia su tim dugc A€d,,Bed, sao cho tam gidc /4B can tai [ va

Ji

Spiup =—— Khido I4=1IB va -l—lA-lB-sinCK:-\/—Zi,suy ra [A=1B=1.
42 2 42 4

Vi Aed, nén A=G+24,3+24,3+1). Suyra IﬁA:(Z+2t;2+21‘;1+Z).D6d6

r ~
t=—=
=16 (242) +(242) +(1+1) =1 i
. [ =~
3
Véi ,:_3 du’qo 4 2,21) Véi t~—i duoc 4, (l 1. -5—j
3 3’33 3 37373



Tuong ty; cling duoc B E 10, l—gj B, (l 4, 2)
7777 77 7
Vay, tim dugc b6n cap diém (A,,BJ) i, je{l,2} c6toado & trén.
96. Tur gid thiét, ta c6 AB=(;~1;0),BC = (-1;0;1) va CA=(0;;;~1). T d6
" AB=BC=CA=+2 hay tam gidc ABC déu. Béi vay tam / ciia dudng tron,
ngoai ti€p tam gidc tring véi trong tam cba tam gidc ABC, tic la

(4,4 4] va ban kinh R=—AB—— \/‘
333

Vay phuong trinh ctia mét cdu (S ) nhan dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC
lam dudng tron 16n c6 phuong trinh :

AV (4 ( 4)2 2
X——| +|y—-——=| +lz—=| ==
3 3 3 3 _
-1 00 1|1 -1 '
; =(-1;-L;-1)=-1-(;1;1).
0 1|1 -17-1 OD ( , ) (151)
Suy ra mit phang (4BC) c6 phuong trinh '
F(x=D)+1(y=2)+1(z=1)=0 hay x+y+z-4=0.
Tir d6 phuong trinh clia dudng tron cin tim l1a '

G

x+y+z—4=0.
50-

3

Mgt khic | 4B; BC |= [I

97. a) (x—1)" +(y+2)* +(z-3)° =
b) Goi d Ia khoang cdch tir tam / dén mat phang (Q) . Khi d6
111+ 2:(=2)— 23 +12|
JI2+22 4 (-2)2
Do (§) cat mat phéng (P) theo mot dudng tron ¢6 ban kinh p:\/§ nén mit

ciu (S) c6 ban kinh R =+/d? +p2 =2. Suy ra (§) c6 phuong trinh
(x=D?+(y+2)* +(z-3)* =4.

d= =1,
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99,

x=2—t
Pudng thing d c6 phuong trinh tham s6 { y =1+ 2¢ (teR)‘.
' 4 z=8+21
Do tam / ctia mat cdu (S) nidm trén d nén [ =(2—¢;1+24,8+2¢). Vi (S)
ti€p xiic v6i (P) va (Q) nén
d(1;(P))=d(1;(Q))=R
(]2-t+2+4r-16-41-2] [2—1+2+4-16-41+4|
\/ 1224 (-2) \/12+22+(—2)2' t=-11
. <~ 4
R_|2—t+2+4t—16—~4t—2] - - T |R=1.
2 2 2
- JPete(2)
Do d6 (S) cétam I(13;-21;—-14), ban kinh R =1.
Suy ra (S) c6 phuong trinh (x—13)% +(y +21)% +(z +14)* = 1.

. . 2
Goi d Ia khoéng céch tir tam / dén dudng thang A . Khi d6 R =, |d? +(ﬁ2§] .

Dapso (x— 1) +(y 3) +(z— 5) =50.

100 Mt cdu (S) cdn tim ¢6 phuong trinh dang

(x=3)2+(y—4)> +22 =36+ k(4x+y-z-9)=0 (keR).
Do M(7 -3;1)e(S) nén

(7-3)? +(-3-4)? +12 =36+ k(47 - 31— —9)=0< k=-2.
Td d6  (S) ¢ phuong  trinh |
(x=3)+(y-4)2+22-36-2dx+y-2z-9)=0 R M

J
hay x2+ % +2z2 —14x-10y+2z+7=0.

R
Cdch 2. Mat ciu (x=3)*> +(y—4)? +2z° =36 / QA1
co tam /(3;4;0) vaco ban kinh r=6. Giasit £
mat phéhg (P) c6 phuong trinh : ~ Hinh 9
4x+y-z-9=0.

bat d =d(I;(P)) =—— Duomgtron( )cobankmhp Vr? -—dz ‘f 6—19—-
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Duong thang A di qua I va vuong géc voi mat phang (P) c¢6 phuong trinh
x=3+4¢ ‘
y=4+t (teR).
z=—, T

Miit cdu cn tim ¢6 tam J(3+4¢;4+1;—f) € A, ¢6 ban kinh

R=JM = JWr =42 £t +7)2 + (e +1)2.

Pat &= d(J3(P))., khi d6 5871 1 g6, do R? = §2+p nén ta c6
J18
phuong trinh
' 49
(41 =47 + (1 + 72 + (1 +1)? _(1—8’1;—73— +36-12

Giai phuong trinh thu dugc ¢ = 1. Tir d6 mat cdu can tim c6 tam J(7;5;-1),¢c6

. ban kinh szf—,do dé6 c6 phuong trinh (x——7) +(y—5) +(z+1) = 68.

101. Mét cdu (S) cdn tim c6 phuong trinh dang
xz+y2+zz—3x+6y+2z-—5+k(x—2y—-2z+1)=0

hay x* + y? +z* +(k;3)x+2(3—k)y+2(1‘—k)z+k—5——.—O (keR).

(S) c6 tam 1(—3—5—1-6—;k—3;k—1)v§1 ban kinh

3_k 2 : 5 5 1\/—2________
Ry | =5 | #(k=3) 4 (k=1)" —k+5 =_NOk* ~ 42k +69.

2
o (S) ti€p xdc v6i (P):2x+2y+z-7=0 nén

2. §———k—+2 (k—3)+k—]—7|

d(l;(P))=R®' 2 ' :-;—\/9k2—42k+69

\/22 +2% 412

k=1
65K =202k +137=0| 137
65
- Véi k=1 taduorcmatcau (8)): x* +y +z? —2x+4y-4=0.

Véik:%z ta duge mat cu 65(x +y2 4z ) 58x-+116y 1442188 =0.
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1102, Mat cdu (S) c6 tam 7(1;2;3) va ban kinh R =5.

= w - 34 >5 nén (S) vé‘ (P) ’khong c6 diém chung.
V3% + 42 5

Xét diém M (x;y;2) v6i (x=1)° +(y-2)

Do d(1;(P))
+(z-3)* =25 thuoc (S). Khi d6
[3x+4z+19
- 5
Khoang cdch nay 16n nhét hay nho nhét, tuy theo |3x+4z+193 la 16n nhat,

2

khoang cdch tr M t6i mat phang (P) béng d(M;(P))

hay nho nhit. Theo bt déng thiic tam giéc ta ¢

[3x+4z+19]=[3(x=1)+0(y-2)+4(z-3)+34|
<P3(x=1)+0(y-2)+4(z-3)+34
DAu ding thic xdy ra khi va chi khi 3(x—1)+0(y—2)+4(z-3)=0.
Nhung, do bt dang thitc Cauchy ‘
B(x=1)+0(y-2)+4(z=3)[ <32 +0? +4 =1+ (y=2) +(z-3)* =25
| y=2 |
Déu dang thic xay ra khi vachikhi § x—1 z-3

3 4
Suy ra ]3x+4z+19| <34+25=59. Défu dang thitc x4y ra khi va chi khi
[3(x=1)+0(y-2)+4(2-3)20 |

x—-1 z-3
=2 X
7 3 4

(x=17 +(y=2)" +(z-3)" =25
Vay, diém M trén mat cdu ma xa mat phang (P) nhat la M(4,2;,7). |
 Talgi c6 |3x+4z+19[:|—3(x—1)—o(y-2)—4(;-3)-34]
>34-[3(x=1)+0(y~-2)+4(z-3)234-25=9.
iau dang UIUC Aay 1a Kii va Citr Kiii

3(x—1)+0(y—2)+4(z—3)§0

<::>»x=4,y=2,z:7.

x—-1 z-3 .
y=2 "= Sx=-2,y=2,z=-1.
y 3 s , y

(x=17+(y-2)* +(z-3)* =25
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Vay diém N trén mat cdu ma gan mat phang (P) nhat la N(-2;2;-1).

" Nhdn xét. Ta ciing c6 thé dua vao ddu hiéu hinh hoc sau dé gidi bai todn
(h.10) : Khi mat phing (P) va mat cdu (S) khong c6 diém chung, véi
(R).(£) la hai tiép dién cua (S) song song véi (P) ((R) nam gitta (P) va
(P,)); thi mat phang (P) chia khong gian thanh hai mién, m(f)f mién chia ca
(S) va (P), mot mién khong chita (S) cling nhu (P). Vi vay

d(M;(P)) <d(J;(P)),VM e(S),
M

-1

-~
|

trong d6 J 1a ti€p diém cia (S) v6i (B).

)
Dau dang thic xdy ra khi va chi khi M=J. <”7}‘ }
Do dé diém M trén mat cau ma d(M;(P)) /1) L
16n nhét chinh 1a J. :
Tuong ty, diém N trén (S) ma d(NVi(P) £
nho nhat 1a ti€p diém cta (S) véi (R).
103. a) Mit cdu (S) c6 tam O(0;0;0) va ban kinh R =1. Dudng thang A di qua

mn
Hinh 10

diém M (3;1;3) c6 vecto chi phuong u= (1;1;4). Suy ra

(33 3B
[OM;”J:(L 4H4 1’h

]D=(l;—9;2)
(09 _\rr(op2* e

va d(0;A) = =

|5| }x/12+1"-+42 Jig

Suy ra mat cdu () va duong thdng A khong c6 diém chung.

2

>1=R.

b) Duong thang A 13 giao tuyén ctia hai mat phing (P):x—y—-2=0 va
(Q):4y—-z-1=0. Suy ra mat phing cin tim c6 phuong trinh dang
k(x—y=2)+1(4y—z-1)=0 hay kx+(4/—k)y—Ilz=2k—=1=0
(v6i k* +1% #0). Mt phing nay tiép xic v6i mat cdu (S) khi va chi khi
|2k +1|
\/kz (4 —k) +1

=1 2k +1| =2k ~ 8k + 1717

3+x/17

| /= k
& U120 ~161% =0 > k2 + 6k 812 =0 8
| 317
=2k

207



Do k2 +1% =0 nén chon & =8 thi I =3++/17, ta dugc hai mat phéng cén fim 12

8x+(4+417) y-(3217) 219517 =0.

104. Do ABCD 1 hinh vuc“)ng canh a nén AC L BD tai trung diém chung va do
d6 0A=0B=0C=0D=-="

| 7 |
Do SA=8C = AC = a\/_f =SB =SD = BD nén céc tam giac SAC, SBD la cic

a6

tam gidc déu canh a\/z, suy ra SO L AC,SO 1. BD va SO =——-2-———. Chon hé

truc toa do Oxyz sao cho O(O;O;O),B[%;Q;OJ,C[O;

vs(o 0; "IJ (h.11). Khi d6, A= (0 ——\%‘;Oj va D:(;%;o;oj.
(%;o; ‘“2/_] 5 (503)

Suy ra dudng thang SB c6 phuong trinh tham s6&

5=
[en]
N——
<
m/

Tacé SB =

i
e a 5
X =—=x4!
N7 | L
y=0 ~  (teR). -
A
z=v—\/§-t ‘
k B — N
Tir d6 diém H(—j———+t;0;—-\/§‘t) | ‘x/ Y
» 2 o ~ . ' Hinh 11
12 hinh chi€u vuong goc ctia A trén SB khi va chi khi ‘
— a a
HA-SB=0 —+4t=0t=——Fr"
JE 42
Dodé H = (A«F;O Z:g} Hoantoantchmgtu‘ tlmdu’O’CK ( 4317;;0;%%}
[1o 14 3
Tac6 | OH;0K | = 3a® ) I; _3a (0:-24/3;0).
| 32(]0 1 (VR E7)
R 3836
Suy ra | OH; 0K OA::— f3L= :
Y [ ] 3 \/— 32
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Do d6 Vx =’%-’[0—H;‘0‘E]-@I=
105. Tur gia thiét suy ra SH =aV3.

~ "Tir d6, theo dinh Ii Py-ta-go, ta
duge HC =SC?-SH? =av/2,
dodé BC=a.

~ Chon hé truc toa do Hxyz sao cho
H(0,0;0), B(a;0,0), A(—a;0;0),
C(a;a;0) va S(o;o;aﬁ) (h.12).

Khi dé, mat phiang (SHC) X

'c6 phuong trinh x—y =0,  Himm12

Gid st D = (~a:£:0), véi ¢ > 0. Khi d6

| |—a—t| |a+t]_'a+t_

B R R

Vi d(D;(SHC)) = 2a+/2 nén a+t=4c.1<:>t:32i. Suy ra DA =3a va

' 1
Spcp = —;‘-'AB'(BC' +DA) = —E-Za'(a +3a) = 4a* (dvdt).

d(D;(SHC)) =

| i
Do d6 Vg 4pcp = —;SH-S BCD = —;—-aﬁ'4a2 Vel (dvtr).

106. Chon hé tfuc toa d0 Axyz sao cho A(O;O;O),B(2a;0;0),D(O'2a'O) va

I 3
S —; a\/‘ . Tinh dugc (SM DN) arccos —= 1 va d(SM;DN) = \/—a
27 2 V5
107. Chon hé truc toa do Axyz sao cho A(O'O‘O) B(4;0;0), D(0;0) vé

S(0; O a). Tim duogc P(E 93— —23—) I giao diém clia mat phang (AMN) von _

dUcmg thing AC. Tim duoc
V . AB'AM]API—‘—C73 (dvtt)
ABMP = ¢ ‘[ ) ~ 36 /-

14A - TLCTBT HINH HOC 12 S o 1209 .



108. Goi O la giao diém clia AC,BD. Chon hé truc toa do Oxyz sao cho
0(0;0;0),A[a;£;0),3 —a;g;O ,C —a;—ﬂ;O va D a;——q;O (chon trué
2 2 2 2"

cao chita OS , truc tung chita M, N va truc hoanh 1a trung truc AD . Tinh dugc

31
7

(SP: MN) ':arccos-é- v d(SP; MN) =

109. Chon hé truc toa do Axyz sao cho A(O'0'0),D(a;0;0),B(0;a\/_2_;0) va

( j 2a 20\/_

T‘lm duoc H(——— 12 hinh chiéu cta diém
B(0:¢

NIQ
N|Q

ok
av2;

O

) trén dudng thing AC. Tir d6, tim dugc

[as;Br)an|
d(SA4;BH ) = —
I[AS, BH | 3
110. a) Chon hé toa do Axyz sao cho B(a;0;0), D(0;a;0) va S(0;0;4), suy ra
C(a;a;0) (h.13).

Trong mit phing xAz, duong thdng SB c6 phuong trinh —)—C—+—z= 1 hay
; a A
hx +az —ah =0, va duong thang AE c¢6 phuong trinh ax —hAz =0. Suy ra, toa
. do ctia E langhiém cta hé
hx+az—ah=0
ax—hz=0
y=0
ah? a’h j

Tir d6 tim duge E| —— 30— |
a“ +h a“ +h

2 o2
Tuong tu ciing dugc F{O ah i J

+h? ’ a® +h?
viai piléug {(AEF') CO veciu piiap iuyén Hial 12
[AE;AF]Z(TC"h—z“j i - 2) (~as-a;h)
a +h h a a O a +h '
ciing phuong véi vecto CS =(~a;-a; k). Suy ra SC L (AEF).
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b) Hinh chép P.ABCD c6 diy ABCD 1a hinh vudng cho truéc, nén:
S 4scp =const, do d6 Vp 4pcp 16n nhét khi va chi khi d(P;(4BCD)) 1a 16n

nhat. Mat phang (AEF) c6 phuong trinh —ax —ay + hz = 0. Pudng thang SC
¢6 phuong trinh tham s6

X =-at
y=—at = (teR).

z=h+ht

ah? ) ah2 ) 2a*h ]

Tudé,do P=(AEF)N(SC) nén tim duoc P ; ~ 5
AEFIN GO [2a2+h2 2a* +h*2a% +

2
Suy ra d(P;(ABCD)) ——33-112-
+h
Bing viéc khao sdt ham s6 f(t)—-——gﬁit— >0, duge max f(f) = —, dat
g v 2a2 +t2 " k] | 1 f>0 \/’2" kd .

duoc khi va chi khi 7= a2 .
Vay thé tich kh6i chép P.ABCD 16n nhat khi va chi khi 4 =S4 =av/2 .

111. Chon he truc toa d0 Axyz sao cho A(0;0;0), B[ 23 . J C(0;a;0) va
A'(0;0; ) |
BC'; AC AB
a) d(AC;BC')J[ } a3

I[BC',Ac][ J4h2 +34°
b) Mat phéng (P) cit CC' tai X[O;a;—z-;] chia doan CC' theo ti s6 =2, tic

1A XC=-2XC".
112. Chon hé truc toa do Axyz sao cho A4(0;0;0), B(a;0;0),C(0;a;0) va D(O 0;a).

Tinh dugc AF = [E;O;g—J va DE = (—— —5 —5) tr do suy ra AFDE =0.

biéu phai chitng minh.
113. Chon hé truc toa do Axyz sao cho A(0;0;0), B(a;0;0),D(0;5;0) va S(O 0; )

(h.14). Suy ra C(a;b;0), K(O 0;1), L(—q—(—%z———-)— ; J (do KL|| AB).
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Tinh dugc [.CT);C?] - a-(0;z;b) va [67(:,6—[:} = a(hh—t) -(0;1;b). Suy ra
a(2h—t)NE* + b’
| 2h

‘Mt phing (CDKL) c6 vectd phap tuyén n=(0;t;b), suy ra c6 phuong trinh

» |b(h=1)|
ty+bz—th=0. Suy ra d(S;(CDKL)) = va do d6
N+ b

1

L[] [era))-

SC DKL

Ig ' b(h—1)2h—t)-
VS.CDKL 3 CDKL d(S; (CDKL)) a( 6); )

Do dé6, mat phang (P) chia hinh
ch6p thanh hai phan c6 thé tich bang
nhau khi va chi khi

I N @

Vs:cpkr = E Vs aBcp

o ab(h—t)(2h—1t) _ abh

65_ 6 x/‘a
- (3-5h v
<:>t-——-————2. (doO<t<h). Hinh 14

114. Chon hé truc toa d0 Oxyz sao cho O(O;O;O),A(a;O;O),B(O;a;O) va

C(0;0;a). Khi d6 tim dugc D(a;a;0), suy ra CD=a(l;1;-1).
J— 2 . ”
a) Tinh dugc [OL,OM] =%{—.(—1;-—1;1), suy ra mat phang (OLM) c6 vecto
phép tuyén ciing phuong v6i CD hay CD L (OLM).

(= == ———  d ‘

b) S =—|\|| OL,OF ||+|| OE,OM |||=—+

oven = H[OL.5E +|[F.0%1) 2

115. Chon hé truc toa do Oxyz sao cho

O00: 0: 0, A(2:0:0). B(0:2-/2:0) va
C(0;0;5) (h.15).

Suy ra D(a;a2;0), M ( \;l g)

vi AM = ( a b} ‘
[ 2 Hinh 15

212



Gid st mat phang (P) lan lugt cit OC,0D tai E,F va EF =(m;n; p) véi
m' +n*+p>#0.

Do EF L AM nén ~am+~g-—-n+-121-p~0<:>—2am+an\/5+bp20 (n

2

Mait phang (OCD) chita Oz va diém D(a; a~2; 2;0) nén c6 phuorng trinh
V2x- y=0, do do n6 cb vecto phap tuyén 7 = («/— -1;0).

Do E,F €(OCD) nén nEF—0¢:>\/—117—n—0<::>n~m\/—. “ (2)

Tu (1) va (2) suy ra p=0, va do d6 tim dugc EF cung phuong véi vecto
U= (];\/— O) Suy ra mat phéng (P) c6 vecto phép tuyé’n cung phuong véi
[AMu] [a\/— b —2a| |-2a ax/ﬂJ 1( b7 b: 3a\/—)
2\(V2 0 e V2

Suy ra (P) cé phuomg trinh —b/2x + by — 3av2z +ab2 = 0.

b 2

0

a) Mit phiang (P) cit Oz tai E(O;O;-g—j. Suy ra OE:—Z;-

2ab\2
\J184* +3b2

116. Chon hé truc toa do Oxyz sao cho “A(a;0;0), B(0;650) va C(0;0;c). Khi d6

b) d(C;(P)) = ——=—=

theo cdch xdc dinh A',B',C’ ta c6 A'[f’—;o;oj,B'[o;%;o) va C'(o;o;-c-j.
a ‘ v)

Suy ra mat phing (A'B'C') ¢6 phuong trinh

x y z X y z
4= +—=lhay a-=+f-—+y-==1.
o Pyt Ty e Bty

a f vy

a) Khi y =a+ f#+1 thi mat phang (A.'B'C') 6 phuong trinh dang

a(£+i]+ﬂ(z+ij+£_1 “0.

a c b c¢) c

Mt phéng nay luon di qua diém M (—a;—b;c) v6i moi a, f.

b) Khi f=a+1,7 =a+2 thi mat phéng (4'B'C’) ¢6 phuong trinh dang

a(£+l+£)+(l+2.i_1]=o.
a b c b ¢
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117.

Mat phing nay ludn di qua duong thing A 1 giao tuyén clia hai mat phéng
Py:2+2vZ20 va (0):2+22-1=0. '
a b ¢ b ¢

Nhdn xét. Khi OA4,0B,0C khong c6 phuong vuong géc véi nhau, biang cich
lam nhu trén, nhung xét trong hé toa do affin '{0,52,579,@?}‘, ta ciling thu

duoc két qua tuong tu
Xét hinh hop
ABCD.A'B'C'D" va gia
st AC,BC’' 1a hai duong
chéo cua hai mat chung
canh BC, tuong (ing nam
trén d,,d;, con dudng

chéo B'D nam trén d.

‘Chon hé tfuc toa do

Oxyz sao cho A4,C nim - Hinh 16

trén truc Ox, duong thing BC' song song véi truc Oy va di qua diém (0;0;a) ,

duong thang B'D di qua diém (a;a;0) va song song véi truc Oz (h.16).

bat  A4(x;0;0),C(x5;0;0),B(0;y5a),C'(0;v5;a), D(a;a;2)), B'(a;a;25).
a-x =x,=-a

Do AD =BC = B’—C' nén ta c6 hé phuong trinh a=-y, =y, -

Z1=—a=a-—2z;.

Tur do, tim duoc x, =—a,x =2a,y,=-a,y, =2a,z) =-a,z, = 2a. Suy ra

A(2a;0;0), B(0;~a;a),C (~a;0;0),C"(0;2a;a), D(a;a;—a) va B'(a;a;2a).

Do ABB'A'" 13 hinh binh hanh nén OA4'=0A+OB -OB, suy ra

Suy ra [Zﬁ,;l—lﬂ ::(
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A'(3a;2a'a) Tir d6
AB =(-2a:-a:a). AD (—a:a:—a) va AA' =(a:2a:a).
=24

-a alla —2a

| ; J ~3a%(0;1;1)
a —=d| |—ad

[E;E]ﬁz—ﬁa (0 a+1-2a+1- a :—-9a

T d6 V ypep sacp :][E;ZB]-AA" =94° (dvt).



CHUYEN BE 1. | MOT SO YEU TO

CUA HINH HOC TO HOP

§1. HINH LOI

1.

Néu bao 16i cta 5 diém nay la ngii gidc hodc tir gidc thi ta ¢ diéu can phai
chitng 'minh. Trong trudng hop bao 16i clia ching la mot tam gidc ABC chia
hai diém con lai M va N beén trong thi ta xét dudng thang MN. Dudng thing
nay phai cat hai canh cﬁa tam gidc ABC, chang han hai canh AB va AC. Khi
d6 MNBC 1a mot t gidc 16i. - | |
Hién nhién 1a da gidc 16i thi 4 dinh bat ki clia n6 ciing tao thanh mot tit gidc 16i.
Do lai, néu 4 dinh bit ki cta da giéc‘ tao thanh tit gidc 16i thi da gidc phai la
da gidc 16i. Ta chimg minh diéu nay béng phan ching. Gia sir da gidc da cho
khong phai la da gidc 16i. Nhu vay thi bao 16i ctia da gidc da cho 1a mot da
gidc 16i F chita it nhat mot dinh clia da gidc di cho bén trong, goi d6 la dinh A.
Ta chia bao 16i ctia da gidc thanh cdc tam gidc bing cdch ké céc duong chéo
xudt phdt tir mot dinh clia F. Khi d6 A phai nam trong mot trong cdc tam gidc
dugc chia. Khi d6'A va 3 dinh clia tam gidc nay khong thé lap thanh mot. ti
gidc 101, diéu nay mau thuin vdi gia thiét ban ddu ctia bai todn.

Cho truéc F 1a mot da gidc 16i thi hién nhién dudng chéo tiy ¥ clia né nim
hoan toan trong da gidac F. Déo lai, gia st F' la mot da gidc chia tit c4 céc
dudng chéo clia F bén trong. Khi d6 ta chiing minh ring F 1a mot da gidc 16i.
Ta chitng minh diéu nay béng phéan chiing. Gia st F khong phai la da gidc 16i.
Goi G la bao 16i cha F. Khi d6 G phai chita mot dinh A nao d6 clia F bén
trong. Goi B va C 12 hai dinh déu tién clia G ma tir A t6i duge né theo 2 huéng -
khdc nhau trén bién ctia F. Dé dang thdy rang BC la dudng chéo clia F nhung
lai khong nam trong F. Diéu nay gﬁau thun véi gia thiét da cho 12 moi duong
chéo chia F déu nim trong F. Mau thufin d6 ching té ring F 1a da gidc 16i.

Trudc hét ta chitng minh chiéu thuan. Néu tir moi diém trong da gidc ta nhin

thdy t4t ca cdc canh clia da gidc thi tir dinh tly y clia da gidc ta cling nhin thay
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tat ca cac canh ctia da gidc. Suy ra cic dudng chéo xuat phdt tir dinh- d6 ndm
hoan toan trong da gidc. Theo bai 3 & trén thi da gidc da cho phai 1a da gidc 16i.

Do lai, gia sir da gidc da cho 1a da gidc 16i. Khi d6 v6i mot diém A tdy §

“trong da gidc, cdc doan thang néi A véi cdc dinh cla da gidc nam hoan toan

trong da gidc da cho. V1 vay, da gidc bi chia thanh cdc tam gidc ¢6 dinh [a A
va cdc canh d6i dién A 1a cdc canh clia cdc tam gidc nhan dugc. Nhu vay tr A, ta
nhin thdy hét tat ca cic canh cha da gidc. Day chinh la diéu can phai ching minh.

Pem chiéu vudng géc cic da gidc 16i xuéng mot dudng thang d. Hinh chiéu
clia cac da gidc nay lén d 14 cdc doan thang. Do hai da gidc da cho tly-y c¢6
giao khac réng nén giao clia hai doan théng &nh bat ki cling khac réng. Theo
dinh 1i 5, giao chia tat ca cc doan thang nay khdc réng, nén chia it nhat mot

-diém M. Duong thang di qua M va vuong géc vdi d s& cit tat ca céc da giac

da cho.

Pem chiéu cdc da gidc 16i song song v6i phuong did cho xuéng mot dudng
thang d. Hinh chiéu cha cac da gidc nay lén d la cac doan thing. Do hai da
gidc da cho tlly § ¢6 giao khac réng nén giao clia hai doan thing anh bat ki
ciing khéc réng. Theo dinh Ii 5, giao clia tit ca cdc doan thdng nay khdc rong
nén chita it nhit mot diém M. Duong théng di qua M va song song véi phuong
da cho sé cat tat ca cdc da giac da cho.

Xét a 1a cung 16n nhat, ki hiéu M 1a trung diém ctia a va N 1a diém xuyén tam

~doi cta M. Ta ching minh N khong thudc cung nao ca. Rd rang N khong

216

thuoc @ vi @ nhd hon 2 7. Ta chiing té ring cung b tiy ¥ trong céc cung da
cho khong chita N. That vay, vi b phai c6 giao khdc réng va vi a va b déu nho

hon —23—75 nén b khong thé chita N, néu khong cung MN 1a 7 s& nhé hon %ﬂ- +

3 R
—=7,v0 l.
3

wr ” A~ Lt AL, B arom, L. N SO PR S TN
v u] cav \«un& uu i A\nvu5 Chida Y. 1a Cal uuuu@ LU WG BTG Y YA Lo

théng thanh mot doan thang. Theo dinh 1i 5 4p dung cho hé céc cung doi mot
cit nhau trén doan thang nlly, ta suy ra cdc cung c6 giao khong réng.

Luu y. C6 thé thay khong thé bo di diéu kién céc cung nhd hon —23£ That

vay, 14y vi du don gian la ta chia dudng tron thanh 3 cung bing nhau c6 d¢ dai



3 Khi d6 cdc cung nay doi mot cé diém chung (tai cdc nit chia) ma khong

c6 diém chung thuoc ca 3 cung nay.

8. Ta lap hé truc toa do c6 2 truc song song vdi 2 canh cha cdc hinh chif nhat.
Hinh chi€u vudng géc ctia mdi hinh chit nhat 1én truc tung la mot doan thang.
Theo gia thiét bai toan thi giao clia hai doan théng tlly y trong ching khéc

~ 16ng, cho nén theo dinh I 5, giao cla ca hé khéc réng. Ki hiéu a la mot diém
trén truc tung thuoc tat ca céc doan thing. Tuong tu, ton tai mot diém b trén
truc hoanh thuoc hinh chiéu vuong géc clia tat ca cdc hinh chit nhat lén truc
hoanh. Dé& thdy khi d6 diém c6 toa do (a ; b) thudc tat ca cdc hinh chi nhat.
Vay giao clia tat c4 c4c hinh chi¥ nhat da cho khéc rong.

9. " Ki hiéu r 12 ban kinh cla dia tron va R}, R,, ... , R, 12 ban kinh ctia cdc hinh
tron da cho. Xét cdc hinh tron déng tam véi cdc hinh tron da cho va c6 ban
kinh tuong ting 1a R, + 1, R, + r, ... , R, + r. Tt gia thiét ban dau, dé dang suy
ra 3 hinh tron tiy ¥ trong cic hinh tron nay cé giao khic réng. Theo dinh Ii 6,
ta suy ra giao cla tdt ca cac hinh tron nay khéc réng. Ki hiéu O 1a diém thuoc
tat c4 cdc hinh tron ban kinh R, + r, Ry + 7, ... , R, + r nay. Khi d6 dé thay khi -
dat dia tron c6 tam tai O, dia tron sé cét tét ca cac hinh tron da cho.

' §2. PUONG KiNH CUA HiNH

10. Ta xét hai truong hop :
a) Tam gidc da cho la tam gidc khong tu. Trong truong hop nay, hinh tron

ngoai ti€p tam gidc ¢4 ban kinh r khong vugt qua —\E That vay, gia stt a la

canh 16n nhat clia tam gidc tng véi géc A > 60° thi
a 1 1 2 1
< === <.
sind " sin60° V3 3 V3
2 N .
b) Trudng hop tam gidc d cho 1a tam gidc ti. Trong trudng hop nay, hinh tron
v6i dudng kinh la canh 16n nhat s& pht hoan toan tam gidc. Nhu vay, tham chi

2r =

e L) . N P ’ N 7z l
ta c6 thé phl dugc tam gidc da cho bang hinh tron ban kinh khong vuot qua 3

217



11.

12.

13.

14.

15.

218

Tém lai, luon phii duge tam gidc ¢ cic canh khong vuot qué 1 bdi hinh trdn

ban kinh -L

NE)

Ldy cac dinh cta da gidc lam tam, dung cac hinh tron ban kinh —\/% Theo bai

10 thi 3 hinh tiy ¥ trong cdc hinh tron nay cé giao khéc rong, nén theo dinh If
Helly, giao cha tat ca cdc hinh tron nay khic réng. Goi O la mot diém thuoc
giao ctia chiing. Khi d6 hinh tron tdm O ban kinh —= phu tat ca cic dinh cua

NE]

da gidc va do do ciing phﬁ toan bo da gidc (do tinh 16i cta da gidc).

Theo bai todn 11 & trén thi ta c6 thé phii duge hinh ngii gidc 16i bdi mot hinh
tron ban kinh 1. Goi O la tam cta hinh tron nay. Khi d6 dé thdy cac hinh tron
don vi c6 tam tai cac dinh cla ngii gidc phu kin toan b da gidc va phai c6

mot trong chiing chita khong it hon 2%1—1 diém da cho, tdc 12 chita it nhat 403

diém. C4c diém nay céch dinh ngii gidc 1a tam cta hinh tron don vi chita né
mot khoang khong qua 1.

Loi giai tuong tu nhu 161 giai bai todn 12.

Ta khong 4p dung dugc dinh 1f Helly dé giai bai todn ndy, nhung ta c6 thé 4p
dung cach ching minh tuong tu ctia bai tap 11 dé gidi n6. Ta ké cac dudng
chéo xudt phat tir dinh c6 cdc dudng chéo khong vuot qua 1. Bing cach do, ta
chia ngii gidc thanh 3 tam gidc c6 dudng kinh khong vugt qud 1. Sir dung két
quz”i clia bai tap 11 ring mbi tam gidc nay c6 thé phii dugc bdi hinh tron bén

1 - 1
kinh —=, ta dé dang suy ra céc hinh tron ban kinh —= c6 tam tai céc dinh
NE) NE)

cua tam gidc phu kin hoan toan tam gidc. Nhu vay, nam hinh tron ban kinh
1 -
—\/? ¢6 tam tai cac dinh cua ngt gidc phu kin hoan toan ngti giac da cho.

Str dung két qua bai tap 14, ta pht duoc ngii giac da cho bdi 5 hinh tron don vi
c6 tam 1a 5 dinh cla ngii gidc. Suy ra c6 mot trong ching chira it nhat 403
diém da cho.



16.

17.

Loi giai bai todn nay tuong tu nhu 101 giai bai todn 14. Ta ké cdc dudng chéo
xuét phat tr dinh c6 céc dudng chéo khong vuot qué 1. Bing cich do, ta chia
n-gidc thanh n—2 tam gidc c6 dudng kinh khong vugt qué 1. Sir dung két qua
clia bai tap 10 ring méi tam gidc nay cé thé phi dugc boi hinh tron ban kinh

1 < | P )
Tg,dé dang suy ra cdc hinh tron ban kinh 7_5 cé tam tai cdc dinh cua tam

gidc pht kin hoan toan tam gidc. Nhu vay, cdc hinh tron ban kinh -\7—3- c6 tam
tai cdc dinh cﬁa'n-giéc phii kin hoan toan da gidc da cho.
TruGc hét theo bai 16, ta c6 thé phii n-gidc da cho boi n hinh tron bin kinh

1 z N 2 2 s z z ~ ~ ~ Z, z
— ¢6 tam la dinh clia n-gidc. Suy ra ¢6 mot trong cac hinh tron nay chua it

3
nhat [’%J diém di cho.

§3. CAT HiNH

18.

19.

K& t6i hinh G tat ca céc duong thdng twa theo moi phuong (dudng thing tua

ctia hinh bt ki duoc dinh nghia nhu dudng thing twa clia hinh 16i) va xét giao

clia cdc nira mat phang chita hinh G ¢6 b la céc duomg thang dé. Giao dé 1a

hinh 16i F. B&i vi hinh F chia G, nén dién tich clia F 16n hon G. Pudng bién
cta F khac duong bién ctia G & mot s6 chd cdac phan duong cong (hoac dudng

gdp khiic) dugc thay bing céc doan thang. Do d6 chu vi ctia F nho hon chu vi

cua G. -

Luu ¥ : Bai tap nay khong dp dung duoc dinh I{ 1, vi hinh cho trudc chua chic

chdn 12 hinh da gidc. Néu gia thiét cho trude G 12 hinh da gidc thi ¢6 thé chon

bao 16i F' ctia G va ép dung dinh If 1.

Nhan xét ring déi véi tit c4 cdc da gidc dong dang, ti s6 giita dién tich va binh

phuong chu vi 1a nhu nhau, cho nén chi cdn chiing minh ring trong so tit ca

céc tir gidc véi céc s6 do gdc tai cac dinh di cho, ti s§ gilta dién tich va binh
phuong chu vi ctia cdc tit gidc ngoai tiép la 16n nhat.

Trudc hét ta gid sir cdc goc duge cho dé ti gidc ABCD Ia hinh binh hanh c6

mot géc bang a. Gia sir céc canh clia ABCD bang a, b. Khi dé ti s6 giita dién

tich va binh phuong chu vi ctia ABCD bing :
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absin o (a+b)2 sin 1
< . =—sina,
(a+b) 2 4(

a+ b) 16
dang thuc chi xay ra kh1 a = b, tiic ABCD 1a hinh thox RO rang hmh thoi 1a ti

" gidc ngoai ti€p.

Bay gio c6 the gia st ABCD khong phai la hinh binh hanh. Khi d6 phan kéo
dai ctia hai canh clia né cit nhau. Khong mat tinh téng quat, gia si cdc tia AB
va DC cit nhau tai diém E. Ké duong thang B'C’ // BC tiép xtc v6i dudng tron
noi ti€p clia AADE ; céc diém B’ va C’ niim trén cdc canh AE va DE. Kfi hiéu

béan kinh dudng tron noi ti€p clia AADE 12 , con tam ctia né 12 0. Khi d6 :
N ' ' Wal
SEB'C' :SEB'O+SEOC'_SOB'C' 2‘2"’”(EB +FEC'-B C):qr
trong d6 g =%(EB'+ EC'-B'C"). Do dé

2 2
SABCD =S4£p —Sesc = Saep — K Sgpc = pr—kqr
trong d6 p 1a nlra chu vi ctia AAED, k= EB: EB'. Bay gio ta tinh chu vi cua
ABCD. Téng cdc chu vi ciia ABCD va EBC bang tong chu vi cia AED va

2BC, do dé chu vi clia ABCD bang 2p—-(EB+EC—BC):2p—2kq. Suy ra

20.

ti so gita dién tich va binh phuong chu vi cha t gidc ABCD bang

e 7 ok as s Pr—qr o
. D61 véi th gidc ngoai ti€p AB'C'D’, ti s6 d6 bang —u————,w

4(p-kq) o | 4(p-q)’

‘pr_wkzqr

pr—kzqr < _Pregr

5 < 5 tuc 1a
4(p——kq) 4(p—q)

khi d6 k = 1. Ta con phai chiing minh rang :

2
p—k q2 <. 1
(p—kq)” P—9

(c6 thé gian udc duge cho p—q Vi p > ¢). Bat déng thic

. < 2 4 » 2
(p-k*q)(p- q) (p- kq) diing, vi né tuong duong véi —gp(1—k)” <0.
Ding thic xay ra chi khi k = 1, khi ABCD la ti gidc ngoai tiép.

Ap dung nhan xét 1a d6i véi tat ca cic da gidc dong dang, ti s6 gifta dién tich
va binh phuong chu vi 12 nhu nhau, cho nén chi can ching minh rang trong s6
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tit ca cdc da gidc v6i cac s6 do goc tai cc dinh da cho, ti s6 gitta dién tich va '
binh phuong chu vi clia cdc da gidc ngoai tiép la 16n nhét.

Ta ching minh bing quy nap theo n. Véi n = 4, ta da chitng minh ¢ bai tap 19.
Trudc hét ta chitng minh ring véi n > 5, trong n-gidc c6 mot canh ma tong cac
géc ké v6i né 16n hon 180°. That vay, vi tdng tat ca cdc gdc trong mot n-giac
bang (7-2)180° nén c6 mot canh ma tng hai géc ké v6i nd khong nho hon
2(n-2).180° 6

—(————2—-—————2 180°.g >180°.

n
Khong mét tinh tdng quat, gia sir trong n-gidc Aj4,...4,, tong cdc géc & cic
dinh A, va A, 16n hon 180°, khi d6 cdc tia A,A| vh A3A, cit nhau tai diém B.
Ta ciing xét {i—giéc ngoai tiép A/4j}...A, doéng dang véi n-gidc 44,...4, ma
hai tia 4}, 4 vd A3A4; cit nhau tai B'. D€ d& phai tinh todn nhiéu, ta c6 thé coi
chu vi clia cdc (n—1)-gidc BA3A,... A, va B'A'3 A'y... 4", béing nhau va bing
P (diéu néy"lu()n c6 thé dat duoc khi chuyén sang xét céc da gidc dong dang).
Ki hiéu ban kinh dudng tron noi tiép clia da gidc 4[... 4, bang r. Khi dé dién -
tich cia B'A3A,...4, bang %rP. Theo gia thiét quy nap, dién tich cua
(n-1)-gidc BA;..A, khong 16n hon dién tich ciia B'dj... A}, tic 2 n6 bing
P _— > e e A
ar—z—, trong d6 o < 1 va o = 1 chi khi da gidc BA4;... A, ngoai ti€p. Ki hiéu
dién tich ctia A 4{A}B' 1a S, con ti s6 dong dang cla cdc tam gidc A4 4,B va
443 12 kthi dién tich ciia 44,8 bing KS. RS rang :
1 1 ) ' 1Al
S =—rA_{B’+—rA§B’—er]’A§ :—l—rq ,trong d6 q = AB'+ A)B'— A 4;.
2 2 2 2 : :
Do dé dién tich clia cdc da gidc A[Ah..4], Vi A A,..A, tuong ung bang

1 7 ' X .
Er(P——q) va —;—r(a’P——kzq), con chu vi bing P—¢q va P — kq. Con lai ta

aP—kzq < P—-g

= - ~va dang thic chi xay ra

phai chitng minh rang
| (P—ka) (P-q) P-4
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néuc=1vaks=1(tro=1suyracic da gidc Bdy...4, va B'Aj... A, bing

nhau, va néu c6 thém k = 1 thi AA|A,B = A A/ 4;B', tic 1a céc da gidc 4;...4,

VA A...4] bing nhau). R rang (P—q)(aP - k*q)<(P - kq)2 tuong

21.

duong véi 0< Pg(1- k)2 +(1-a)(P—-g)P. Bit dang thic cudi ciing diing

va dang thitc chi xdy rakhik=1va o= 1.

Goi.y : C6 nhiéu cdch ching minh cach 14t nhu trong hinh 11 (SLT) la mot
cach lat phi kin mat phing. C6 thé giam b6t khé khan khi ching minh bing
luu y ring ABEC 1a hinh binh hanh va mat phang 14t dugc bdi cac hinh binh
hanh bing hinh binh hanh ABEC (xem hinh 1). '

Hinh' 1

§4. MAT PHANG KE 6 VUONG

22,

222

Gia sir dudng tron cin tim di qua dinh luéi N, Ta xét hinh vuéng ABCD (xem
hinh 2) gébm 4 6 vuong co s& nhan N lam tam. Cac dinh luéi khac dugc dat tén
la M, O, P va Q nhu trong hinh 2.

Hinh 2
Trudce khi di vao N va sau khi ra khéi N, dudong tron cén tim phdi di qua 2
dinh khdc cta céc dinh A, B, C, D, M, N, O, P va Q. Ba diém nay du dé xdc



23

dinh mot duong tron. Do dé ta tim céch xdc dinh hai diém codn lai khéc diém N.

Luu ¥ ring khoang cdch tt N t6i cdc dinh nay chi c6 hai loai : 1a khoéng cdch
a clia canh hinh vuong co s, hoic 1a khoang cich a~/2 clia dudng chéo hinh
vuong co so. Dé thdy ba diém néi trén khong thé thing hang dugc, nén chi cé
thé c¢6 3 loai dudng tron. Loai thd nhat 14 c¢6 ca hai khodng cich bang a
(chéng han duodng tron di qua M, N va Q) tng v6i ban kfnﬁ duong tron la

Loai thi hai c6 mot khoang cich a va khoang céch con lai la a2

2 . . A7 N 10 ~
(chang han 1a A, N va 0) ting véi bdn kinh dudng tron ngoai ti€p la -\/~;- . Con

loai thit ba tng v6i ca hai khodng cdch la a2, chéng han (DNC), ting v6i
ban kinh 1 (h.2).
So sanh ba ban kinh cta ba duong tron trén, ta cé ban kinh 16n nhat cé thé c6

, Jio

la
2

Ta xuat phat tlr phia trén bén tréi, tir diém trén cao nhat nay, ta ghép cic diém
trén ciing dudng thing ding di qua né thanh timg cap, méi diém véi diém tiép -
theo gin né nhit, sao cho méi diém nim trén ding mot doan thang n6i (trir
nhiéu 14m 12 diém & vi trf thap nhat khong nim trén doan thing néi nao ca).

Sau d6 ta lai xuét phat tir dudng vuong géc ti€p theo vé huéng bén phai... Ci

1am nhu vay cho dén khi khéng con diém nao dé ndi. '

Bay gio ta lai 1am nhu vay véi dudng nam ngang, xudt phat tir ducmg thing

cao nhét, ta noi diém nim tan cing bén trdi véi diém ti€p theo clng trén

phuong nim ngang véi né bdi mot doan thing. Bing cdch dé ta ghép céc diém

trén ciing dudng thing ngang di qua né thanh timg cap, méi diém véi di€m

ti€p theo gdn né nhdt sao cho mdi diém nim trén ding mot doan thing noi

(trlr nhiéu 1dm 12 diém & vi trf tan cling bén phai khong nidm trén doan ndi nao

cd). Sau d6 ta lai xuat phét tir dudng ndm ngang ti€p theo vé phia dudi... Ci
lam nhu vay, cho dén khi khong con diém nao dé néi. ‘

Tap hop diém di cho va cic doan thing thu duoc tao nén mot do thi ma méi

dinh c6 bac nhiéu 1dm 13 2 va méi thanh phéan cla n6 1a mot dudng md hodc

mot dudng khép kin c6 céc canh 1a céc doan thang n6i 2 diém theo phuong
nim ngang hodc phuong thing dimg. Trén dudng md, ta c6 thé t6 mau cic.
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dinh doc theo duong di sao cho céc dinh mau dé va cdc dinh mau xanh dan
mau nhau. Trén mdi duong khép kin, cic doan thing nim ngang va thing
ding xen k& nhau, cho nén s6 dinh trén méi dudng khép kin 12 mot s6 chén,
do dé ta cﬁng c6 thé to cdc dinh clia né mau xanh va mau do6 xen k& nhau. ‘

| Céch to mau nay thoa man diéu kién dau ba1 1a moéi dudng thdng ding hodc

24.

25.

224

nim ngang chita mot s6 xap xi (hon kém nhau nhiéu nhat 1a 1 don vi) céc
diém mau do va cdc diém mau xanh, vi trén mbi dudng thing ding chang han,
iing v6i méi diém do la mot diém mau xanh ké véi n trén cing mot doan
thang n6i (trir nhidu nhat 12 diém & vi trf thap nhat ma thoi).

Ta tudng tugng ring cic 6 vudng duge ké sao cho cdc canh cua né nam theo
phuong nim ngang va thing ding. Dé trd vé dinh ban ddu, ta di lén trén bao
nhiéu budc thi phai di xuéng dudi bay nhiéu budc, di sang trdi bao nhiéu budc
thi phai di vé bén phai bay nhiéu budc. Do d6 téng s& budc di phai Ia maot
s6 chan. , ‘ k

a) Néu tap hop céc s6 dugc dién bi chan dudi (bi chan trén) thi tap hop nay c6
mot phan tir nhd nhét (I6n nhét) ma ta ki hiéu 12 a. Gia sir cdc s6 dugc dién
khong bing nhau tat ca. Nhu vay s& c6 mot 6 chifa s6 a ma trong 4 0 c6 canh
chung véi né s& c6 it nhat mot 6 chia s6 b # a. Gia skt cdc s6 &3 6 con laiA'cé
canh chung véi 6 chita s6 a niy 1a ¢, d va e (hinh 3). Theo gia skt vé su nho

nhat (I6n nhét) chasé a,tacé b >avic,d,e>a(b<avac,d, e<a). Dodob

1 ) i . A7 2 M e
Z(b +c+d+e)>a (—:I(b+c+d+e)<a), ;réi vGi gia thiét cua bai todn :

a la trung binh cong cua b, ¢, d va e.

b

e a c

d

Hinh 3. Dién s6'vao cdc 6 vudng trén mdt phdng
b) Ta thiét 1ap mot hé truc toa do vuong géc v6i don vi trén truc ding bing do
dai canh ciia hinh vuong co s&. Ta dién vao méi hinh vuong co s& mot s6 bang
trung binh cong ciia 2 toa d6 clia tam hinh vudng co sd. Rd rang véi cach dién
nay, céc s6 duogce dién doi mot khac nhau va mdi s6 trong mdi 6 vuéng co sO
bang trung binh cong cha 4 s6 & 4 6 ké vdi no.



26. Gid st ring O 1a diém nguyén duy nhat nim trong tam gidc ABC. Theo dinh If
Pick, ta cé Sp p =Sppc = SOCAA:’—;—. Do Sy =Socs nén O nam trén trung

tuyén AA, vi B va C cich déu AO. Tuong tu thi O ciing nim trén trung tuyén
BB, va CC, cua tam gidc ABC. Vay diém O la trong tam cla tam gidc
ABC. | ' |

27. Ta xét tinh chan 1€ cla toa do cia mot diém nguyén. Tinh chén 1€ clia toa do
clia diém nguyén cho truéc chi c6 thé 1a 1 trong 4 khé nang tuong ting v6i 4 bo
s6 du clia chiing trong phép chia cho 2 1a (0, 0), (0, 1), (1, 0) va (1, 1). Doc6 5
diém nguyeén nén tén tai hai diém trong ching ma toa do c6 cling tinh chan 1é.
Trung di€ém clia doan thang néi hai diém nay c6 toa do 14 trung binh cong toa
do cta hai diém nguyén néi trén, d6 1a c4c s6 nguyén do hai diém nguyén nay
c6 ciing tinh chét chan 1&. Vay tén tai hai diém nguyeén sao cho doan thing ndi
hai diém nguyén nay chita mot diém nguyén nao dé. ‘

28. Theo bai todn 27, ton tai trén canh hodc trén dudng chéo clia ngil gidc 16i mot
diém nguyén. Néu diém nguyén nay nim trén mot dudng chéo thi né 1a diém
trong ctia ngii gidc 16i, d6 12 diéu ta mudn ching minh. Néu diém nguyén P
nay ndm trén mot canh thi ta c6 thé xét ngii gidc bang cach bo di mot trong
hai dinh miit ctia canh nay, ngii gidc m6i c6 mot dinh la P va 4 dinh con lai
cta ngii gidc cli. Ci ti€p tuc nhu vay cho dén khi ta nhian dugc mot diém
nguyén niam trén mot dudng chéo chia ngii gidc dugc tao thanh va 13 diém

* trong clia ngii gidc ban dau.
29. Theo bai todn 28, luon tén tai mot diém nguyén la diém trong clia ngil gidc 16
nguyén, do dé theo cong thic Pick, dién tich cta ngil gidc 10i it nhat 1a
1+ 3 I= ~5—
2 2
~ Day la dién tich nho nhét c6 thé cé, vi hinh ngii gidc vé6i 5 dinh (0, 0), (0, 1),

(1,0), (2, 1) va (1, 2) la mot ngii gidc 161 v6i dién tich ding bang R
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CHUYEN BE 2. LI THUYET BO TH
§1. KHAI NIEM CO BAN VE PO THI

1. Ta cho tuong tng m&i hinh trdon v6i mot diém trén mat phéng va hai diém
duoc n6i v6i nhau bdi mot canh néu nhu hai hinh tron tuong ting véi ching
giao nhau. Bing cdch d6 ta thu dugc hinh I duéi day :

Hinh 1 ’ Hinh 2

2. D6 thi & hinh 2 biéu dién quan hé nguyén t6 cing nhau cia 6 so tu nhién 1, 2,
3,4, 5, 6. D6 thi ¢6 sdu dinh duoc dénh s6 1, 2, 3, 4, 5 va 6, trong d6 hai dinh
i va j dugc néi v6i nhau bdi mot doan thang néu nhu hai s6 i va j nay nguyén

-t0 cung nhau. '

3. Hoc sinh tu lam.

4. D6 thi v6i 5 dinh 12 5 dinh cia mot ngii gidc déu
va c6 canh 1a canh cla ngii gidc déu nay théa man
yéu cdu déu bai. Néu ta chon 3 dinh thy y cta ngi

~ giac déu nay thi iuon cO Z dinh trong cnung ia
dinh lién ti€p cha ngil gidc déu nén hai dinh nay
s& ké nhau. Ngoai ra trong 3 dinh tiy ¥ cta ngi
gidc déu luon c6 2 dinh khong ké nhau, va hai
dinh nay khong dugc néi bdi canh nao ca.

226 158 - TLCTBT HINH HQC 12



5. D6 thi ¢6 7 dinh 12 7 dinh chia mot that gidc déu
va canh ndi 2 dinh 1a canh cia that gidc déu hoac
duong chéo clia that gidc déu nay, véi quy udc la
néu a thang b thi canh n6i a va b s& c¢6 huéng di-
tr @ t6i b. Ta thdy véi chiéu cua cdc canh duge
ghi nhu trong hinh 4 thi d6 thi thu duoc théa man
yéu cu ddu bai. Ta c6 thé d& dang thdy tir mot
dinh tiy ¥ lu6n ¢6 3 canh xudt phat va c6 3 canh
di tir cdc dinh khdc t6i né. | , Hinh 4
D6 thi c6 thé 1ap dugc bing cach dinh hudéng trén chu vi clia thét gidc déu mot
chiéu quay, chéng han Ia chiéu quay nguoc chiéu kim déng ho, va tir mdi dinh
ndi v6i ding ba dinh tiép theo né theo chiéu ngugc chiéu kim déng hé boi
canh ¢6 huéng xudt phét tir dinh dugc chon. V6i céch thiét 1ap d6 thi mér dinh
c6 ding 3 canh xut phat. o

6. Hoc sinh tuylam. ' ,

7. Chi cé hai dé thi trong hinh 22 (cau c) ding c4u vé6i nhau.
a) Hai d6 thi nay khong drfmg célu vi chiing c6 s6 dinh khac nhau.
b) Hai d6 thi nay khong déng cau vi ching c6 tdng s6 canh khdc nhau.
¢) Hai dé thi nay déng c4u véi nhau. Trong hinh 5 chi ra mot cach dénh 56
dinh ctia chiing bdi cdc s6 1, 2, 3, 4, 5, 6 thda man diéu kién : hai dinh nao ké
nhau trong d6 thi thi nhat thi cling ké nhau trong do thi thi hai.

1 .
? il

Hinh 5
8. Hai d6 thi trong hinh 6 ciing c6 3 dinh va 3 canh nhung khong déng cdu véi
nhau boi vi d6 thi ddu c6 hai dinh khong ké nhau, con do thi thit hai thi khong

(ta cling thdy do thi ddu c6 canh kép, d6 thi sau la do thi don).
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Hinh 6

9. Hoc sinh ty giai.

10 Dung s6 danh s6 cac dinh va cic canh cta do th1 sau dé xay duyng ma tran
lién ké va ma tran lién thuoc. Dap s6 bai todn phu thudc cich danh s6 dinh va

* canh ctia do thi.

11. Ding s6 danh s6 cdc dinh va céc canh cla dé thi, sau d6 xay dung ma tran
lién ke va ma tran lién thuoc. Dap s6 bai toan phu thuoc cach ddnh s6 dinh va
canh cua do thi.

12. C6 tit ca 4 do thi thanh phén c6 3 dinh, I cdc do thi trong hinh 7 :

B

. Hinh 7
13. C6 tit ca ding C2 =6 d6 thi sinh béi tap hop c6 ding 2 dinh, 1a cdc d6 thi
dugc biéu dién trong hinh 8 (dugc déng khung trong céc hinh da gidc hoac

trong hinh chit nhat) :

Gy Gz

Hinh 8
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14. D6 thi G| la do thi con cha d6 thi da cho. D6 thi G, khong phai 1a do thi con

15.

clia d6 thi da cho vi n6 ¢6 canh (1, 4) khong phai 1a canh ctia d6 thi cho truofc

'§2. CAC YEU TO €O BAN CUA PO TH| VO HUGNG

Ta chiing minh bai todn bing phan ching. Gi4 sir nguoc lai ring méi ngudi
déu viét thu cho ngudi viét cho minh, khi d6 ta c6 thé thiét lap dugc mot do

thi c6 dinh 1a 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 tugng trung cho 7 ngudi. Ta ndi 2 ngudi bdi

mot canh néu nhu ho viét thu cho nhau. Bing cdch d6 ta thu dugc mot do thi
c6 7 dinh va mdi dinh c¢6 ding 3 canh. Khi dé, theo cong thitc tinh cdc canh
' 7.3

~ clia do thi, ta ¢6 s6 canh clia do thi 12 - = 10,5 khong phai.la s6 nguyén, vo 1i.

16.

17.

18.

- 19.

Mau thuén d6 ching td ¢6 mot ngudi khong viét tra 10i thu ngudi viét cho minh.

a) Khong ton tai, do téng cic bac la s6 1€, mau thuin véi dinh Ii 1.
b) Ton tai. D6 thi don nhu hinh 9 ¢6 bac cha cic dinh 12 2, 3, 3, 4, 4, 4.

Hinh 9
Béng cong thic tmh canh cua do thi, de thay :

y o anne o
sOcanhcua.dOth;-25x2xn=n.

Vi s6 thanh phé 1€ [uon 13 mot s6 chdn (xem vi du 2) nén tén tai trong s 65
thanh phd (1a mot con s6 18) it nhat mot thanh pho chan. '

C6 nhiéu duong di vdi do dai ngén nhat 1 4 néi dinh u véi dinh ¢.
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20.

21.

22,

230

Ap dung thuat todn tim dudng di ngén nhat, ta c6 so do6 sau (h.10) :
a K M
G/ o0

Hinh 10

Céc canh trén dudng di ngén nhét n6i a v6i b dugc to6 dam nét.

Cau tra 15i 1a khong. Hay biéu dién thanh d6 thi véi méi phong 12 mot dinh
clia d6 thi, va hai dinh dugc n6i v6i nhau boi mot canh néu nhu hai phong
twong ng c6 canh chung. D4 thi thu dugc (h.11) ¢6 3 dinh treo tuong tng v6i -
cédc phong & goc hinh tam gidc (c6 3 phong nhu vay). Cac dinh treo nay chi ¢
thé 1a dinh dau hoic 1a dinh cudi ciia mot con duong, ma mot con dudng chi
¢6 2 dinh ddu va cuGi ma thoi. Tém lai do thi tuong ting thu dugc khong c6
dudng Hamilton, cho nén khong thé di tham tat cd 16 phong sao cho mdi
phong chi qua ding mot 1an ma thoi.

Hinh 11
DA thi (3 hidn din chia han ci 13 d6 thi v6i 9 dinh 12 9 6 vudng ban cd va hai
dinh dugc néi bdi mot canh néu tir 6 vuong tuong tng cla dinh nay ta tGi duge
o vuong tuong tng -ctia dinh kia bdi mot budc di con ma. Khi d6 do thi G ¢6.
hai thanh phén lién thong. Do G khong phai 1a d6 thi lién thong, nén con ma
khong thé di khip céc 6 clia ban cd 3x 3 vé6i bude di thong thudng. .



'23.

- 24.
25.

26.

| |  Hinh 12
Ta biéu dién mot graph ¢6 méi dinh tuong iing v6i mot em sinh vién. Hai dinh
duoc néi v6i nhau béi mot canh néu hai em tuong ting hoc & phd thong ciing
nhau. Graph thu duoc c6 s6 thanh phan lién thong khong vuot qud 9, néu

‘ khong ta c6 thé chon tir méi thanh phan lién thong clia né mot dinh va tuong

ting 12 10 em sinh vién ma khong c6 hai em ndo trong s6 d6 ¢6 hoc véi nhau &
phd thong. Vay s6 thanh phén lién thong cha graph thu dugc khong vugt qua
9. Do ¢6 tét ca 46 dinh nén ton tai mot thanh phan lién thong c6 it nhat 6 dinh.
Vay ton tai 6 em ¢6 hoc v6i nhau 6 phé thong

‘Hoc sinh tu g1a1

C6 thé kiém tra thay bd di 2 dinh tiy y thi do thi thu duoc van con lién thong
Ngugc lai bo di 3 dinh lang giéng clia mot dinh thy ¥ thi d6 thi thu dugc c6 2
thanh phan lién thong. Do d6 chi so lién thong cta do thi biéu dién hinh thap
nhi dién déu 1a 3.

C6 tét ca 5 loai khéi da dién déu : hinh ti dién déu, hinh lap phuong, hinh bit
dién déu, hinh thap nhi dién déu, hinh nhi thap dién déu :

Hinh 13 ‘
C6 thé thdy néu bd 2 dinh tty ¥ ctia mot khoi da dién déu bat ki thi do thi thu
duoc van la do thi lien thong. Do do, chi s6 lién thong cua do thi biéu dién
kh6i da dién déu tuy ¥ it nhat 12 3. C6 thé kiém tra cu thé dé thdy rang chi s6
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27.

28.

29,
30.

232

lién thong clia hinh bat dién déu béng 4, cta hinh nhi thap dién déu bang 5 va
clia cdc khoi da dién déu con lai bang 3.

Ta chitng minh bang phan ching. Gia str tén tai mot do thi G la k-lién thong
dinh nhung lai khong k-lién thong canh. Khi d6 tén tai ¢ < k canh, sao cho khi
bo ¢ canh nay, ta thu duoc dé thi G’ khong lién thong. Ta c6 thé chon tir méi
canh trong ¢ canh ndy mot dinh cta nd, va khi bo di ¢ dinh nay, ta thu dugc
mot do thi khong lién thong, mau thudn véi gia thiét G 1a d6 thi k-lién thong
dinh. Vay, néu G la do thi k-lién thong dinh thi né la d6 thi k-lién thong canh.
Néu dé thi G da cho l1a dé thi ddy di thi khang dinh cta bai todn 1o rang ding.
Nguoc lai, gia sir d6 thi G da cho khong phai la do thi ddy di va P 1a dinh ¢6 |
bac nhé nhét 8 (G). Khi d6 bing viéc bd di tat ca cac dinh ké véi dinh P thi do
thi thu dugc s& cé it nhit 2 thanh phan lién thong, trong d6 ¢6 mot thanh phan
lien thong chia dinh P. Tir d6 suy ra G khong phdi la d6 thi (0 (G)+1)-lién
thong va do d6 8 (G) > x (G). '

Hoc sinh tu giai.

D6 thi Petersen chi c6 céc chu trinh v6i do dai 5, 6, 8 va 9 ma thoi.

Hinh 14

Hinh 15
Trong hinh 15 12 mot chu trinh do dai 6 cta do thi Petersen.



31.

32.

33.

Hinh 16

Hinh 16 12 mot chu trinh do dai 8 clia d6 thi Petersen, va mét chu trinh do dai

9 dugc mo ta trong hinh 17.

‘Hinh 17

Mot d6 thi 2-lién thong s& khong cé dinh treo. Nhu vay méi dinh ctia do thi
phai cé bac khong nhé hon 2 va suy ra theo dinh 1 2, do thi nay s& phdi ¢c6
mot chu trinh. » ' ‘

Mot d6 thi 2-lién thong canh s& khong c6 dinh treo. Nhu vay mdi dinh clia do
thi phdi c6 bac khong nhd hon 2 va suy ra theo dinh 1i 2, d6 thi nay s& phai c6
mot chu trinh. ,

Mot dé thi don G véi n dinh (n > 3) va bac nhé nhat thdoa man 0 (G) = 2 ¢6

mot chu trinh theo dinh Ii 2. Xét mot con dudng c6 do dai 16n nhat W trong dé

thi di cho. Gia st @ va b 12 hai dinh ddu va cudi cia W. Khi d6 moi dinh ké
v6i b phai ndm trén W. Gia st nguoc lai, c6 mot dinh ¢ ké v6i b nhung khong
nim trén W thi ta ¢6 thé bé sung thém ¢ vao W dé dugc mot con dudng dai
hon W, vo 1f. Do bac cia b khong nhé hon 2, cho nén b phai ké vdi it nhat mot
dinh ¢ nao dé nim trén W. Goi W, la doan dudng di tr mot dinh ¢ ndm xa b
nht trén W t6i b, ta ¢6 mot chu trinh € di qua b va ¢ khi bd sung thém canh’
(b, ) vao W,. Do ¢ ndm xa b nhét & trén W, cho nén céc lang gi‘é‘ng cha b déu
nam trén W, va do d6 € ¢6 do dai it nhdtlad(b) + 1 =2 0(G) + 1, v6i d(b) la
bac cua b trong G. ‘ |
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34.

35.

~ 36.

C6 thé kiém tra thdy ring né€u bd di mot dinh thy ¥ va tat ca cdc dinh lang
giéng cla nd thi do thi thu dugc s& la mcfit d6 thi ddy du. Tir d6 suy ra chi s
6n dinh trong clia dé thi da cho 12 2.

RS rang néu bd di «(G) — 1 dinh tiy y ctia G thi d6 thi thu duge van lién
thong, tic 14 van c6 hai dinh ké nhau, tr dé suy ra @ (G) < n+ 1 — x (G), va
tacé a(G)+ k(G)< n+1, |

Chia hinh vuong thanh c4c hinh vuéng nhé 2 x 2 6 vuéng. Trong mbi hinh
vuodng nho nay cé khong qud 1 quan co vua, suy ra 56 quan co vua trén ban cd
khong vuot quéa a® véi a 1a s6 tu nhién nho nhat > % . Bing cédch xép cic

quan vua tir 6 trén cling bén trdi va 1an lugt cach nhau ding mot 6 vuéng don

vi phan cdch & gifa, ta c6 ding @ quan c& vua trén ban cd. Vay s6 cdc quan

~co vuacdn tim la a°.

37.
38.

1234

Bai giai va ddp s6 hoan toan ding nhu bai todn 36.

Ta biéu dién mbi tap hop con tuong tng v6i mot dinh ca dé thi cé 8 dinh (la
sO cac tap hop con cua {1, 2, 3}). Hai tap con dugc néi véi nhau bai mot canh
néu nhu giao ciia ching khac réng. Khi dé ta thu duge dé thi dudi day.

B og
a {1,2,3}
o {2, 3}
{3}"7 {1, 3}
{1, 2}
Hinh 18

Dé x4c dinh chi s6 én dinh trong cia d6 thi thu duoc 1a 4. Nhu vay chi c6
nhiéu nhat 4 tap hgp con doi mot ¢6 giao khdc rong. Bon tap hop nhu vay la
@, {1}, {2} va {3}. '



39.

40.

a1

D6 thi biéu dién ngii gidc déu c6 mot chu trinh 5 canh. Trén chu trinh nay,
néu céc dinh ké nhau khong cling mau ma lai chi dugc to bang 2 mau thi s6
dinh ctia d6 thi phai la s chan, vo 1.

Thuc vay, d6 thi ddy di K,, 1a d6 thi c6 k dinh va giita hai dinh c6 ding mot
canh ndi, c6 sac s k. Trong do thi K, nay, 10 rang hai dinh bét ki phai ¢6 mau

khac nhau. Do né c6 ding k dmh cho nén chi c6 thé ding ding & mau dé to
mau 6n dmh cac dinh cta né.

¢ ~ A e Z, 2 ~ A ~ 7 z A ~ r'd
RO rang néu ta t6 mau mot s6 16n hon ”A 6 vuong, thi phai c6 mot hang co

nhiéu hon y 6 vuong duoc t6 mau. Trong hang nay chi ¢ n 6 vudng, nén ro

rang phai cé hai 6 duoc t6 mau & canh nhau, tic 1a c6 canh chung véi nhau.
Bai toan dugc chiing minh.

§3. MOT SO LOAI DO THI PON VO HUGNG

42.

43.

44.

Bac chia méi dinh trong d6 thi ddy di K, 1a n — 1, do d6 theo cong thitc cua

dinh Ii 1, §1, s6 canh clia d6 thi day di K,,‘lé —;—n(n -1).

Gié sit doan thang thit 7 13 [a,, b,]. Diéu kién dé hai doan thing [a;, b;] va
laj, bj] giao nhau la max{a;, a;} < min{b, b;}. Do bat dang thic nay ding
cho moi i#j cho nén ta c6 a; < b; véi moi i, j, suy ra giao cla tat cd cdc doan

thang nay khac . Vay dé thi biéu dlen quan hé giao nhau ctia ching la do
thi day da.

Néu bac cihia tit ca cdc dinh ciia graph béng 0 thi bai todn hxen nhién ding.
Trong trudng hop nguge lai, ta xét A la mot dinh c6 bac 16n nhit, va Ay, Ay, ...,
A, 12 cdc dinh ldng giéng clia né. Bac clia moi dinh trong cac dinh A, Ay, Ay,

LAy la mot s6 tu nhién tir 1 dén n. Theo nguyeén If Dirichlet, ton tai hai s6
trong chiing bang nhau. Vay c6 hai dinh trong s0 cdc dmh A AL Ay, . A, CO
bac bang nhau.

-Khiang dinh nay khong ding cho dé thi bét ki.
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45.

46.

47.

48.

236

D06 thi trong hinh bén ¢6 3 dinh : mot dinh
Ia dinh treo, hai dinh con lai dugc n6i véi
nhau bai hai canh kép. Dinh treo c6 bac la
1. Binh lang giéng v&i dinh treo c6 bac la
3 va dinh con lai c6 bac 1a 2. Bac cla cic
dinh d6i mot khac nhau.

Ta chiing minh khéng dinh bing quy nap Hinh 19
theo s6 dinh n (1 s& chdn) ca d6 thi. Véi : B

n =4, doé thi K, théa man yéu cdu : 12 mot
do6 thi déu bac 3 v6i 4 dinh. Gid st két
luan ding cho.s6 chin n > 4, tic 1a ton tai

mot dé thi don déu G bac 3 va 2-lien thong A N c
canh véi n dinh. Ta chon hai canh (A, B) Hinh 20

va (A, C) cung xuat phat tir mot dmh A cua

do thi. :

Ta thém hai dinh M, N va bo hai canh duoc chon (4, B) va (A, C). Ciing véi
hai dinh them vao, ta thém vao cic canh (A, M), (M, B), (A, N), (N, C) va
canh (M, N). D6 thi thu dugc rd rang vén 1a d6 thi déu bac 3 (xem hinh 20) va
la do thi don. Mat khdc, do G 1a d6 thi 2-lién thong canh nén ciing dé thay do
thi méi thu dugc ciing 2-lién thong canh. Vay két luan cha bai todn ciing ding
cho n + 2 va do d6 diing cho moi gié tri n chdn, n khong nhd hon 4.

C6 tdt ca 5 khoi da dién déu. Theo tiéu chudn nhén biét clia cdc d6 thi ludng
phan 12 chu trinh clia n6 chi c¢6 do dai chan, ta nhan thdy chi cé hinh lap
phuong théa man diéu kién nay. Cdc hinh khéi da dién déu con lai déu c6 mat
hoac 12 hinh tam gidc déu hoac 12 hinh ngii gidc déu, d6 1a cdc chu trinh ¢6 do
dai le, nén dé thi bi€u dién ching khong thé 1a dé thi luorng phéan dugc.

Ddp s6": 1a'hinh lap phuong.

Gia sir d6 thi ludng phan G = (4, B ; E) ¢6 mot chu trinh Hamilton thi cdc
dinh ké nhau trén chu trinh phai thuoc hai 16p khdc nhau. Do dé, s6 dinh clia
chu trinh phai 12 s6 chan, va s6 dinh cia méi 16p bang nhau va bang nia s6
dinh cia chu trinh Hamilton.

Ta biéu dién dé thj tuong tng véi céc phong (dinh 1a cdc phong va canh néi
hai dinh ting véi hai phong c6 canh chung). Nhan xét rang day la d6 thi ludng
phan nhu trong hinh 21 thé hién (cdc phong thuoc 16p dinh thit hai dugc danh



cua do6 thi la »n°

49.

50.

dau bdi mot vien sdi tron). D& dang tinh duoc s6 dinh ctia 16p thit nhat tinh tr
n(n+1)
2

tam gidc nho trén cing 1a 1+2+...+n = , va s0 dinh cta 16p thtt hai

2 —
2 _n(n+1) L W mot dudong di, cdc dinh cta hai 16p

2
n —n
- =i’12—l’l.

s€ xen k& nhau hén do dai cua duong di khong vuot qua 2x

Con s6 ndy dat duoc khi ta xuat phdt tir dinh trén ciing va di qua hét tit ca cdc
dinh thugc 16p thit hai va két thdc tai dinh cta 16p thit nhat cling tai mot géc
ctia tam gidc 16n nhu trong hinh 22.

s
I
e N
[
L\ X
Hinh 21 . Hinh22

Néu dé thi lien thong da cho khong phai 12 cay thi né c6 mot chu trinh. D&
thay ring néu bd mot canh trén chu trinh nay thi ta thu dugec mot do thi van
lien thong. Nhu vay bang céch lan lugt bo di cdc canh trén cdc chu trinh cla
d6 thi cho dén lic ta thu dugc mot d6 thi khong c6 chu trinh, khi d6 do thi thu
dugc 1a dé thi lien thong va khong cé chu trinh, tic 1a mot cay. Vi cay ¢
n—1 canh nén s§ canh ta dd bo di ding bing m-(n—i)zm—n+l canh.
T6m lai trong dé6 thi, luén ton tai m—r+1 canh sao cho khi bo cdc canh nay
di thi ta thu dugc mot cay.

Néu d,, d,, ..., d, 1a bac cla cic dinh clia mot cay » dinh thi theo dinh Ii 1, §2

vé tdng cdc bac cha cdc dinh trong do thi va theo dinh 1i 5, §3 vé cay n dinh

c6 dung n—1 canh, ta suy ra ngay Z d =2n-2.
' ‘ i=1 o
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238

Nguoc lai, ta chitng minh béng quy nap theo n ring néu Za’i =2n-2 thi
i=l '

luon t6n tai mot cay c6 n dinh véi bac cdc dinh la dy, d,, ...,‘dn. '

Véi n = 1 khang dinh hién nhién diing. '

Gia sl v6i m6i bo s6 tu nhién n phﬁh tlr dy, ds, ..., d, ludn ton tai mot cay G(n)
c6 n dinh sao cho dy, dy, ..., d, 1a bac cac dinh cha G(n). -

. .o+l
Xét mot bo n + 1 s6 tu nhién dy, dy, ..., d,, d,y V6i Y d, =2(n+1)-2=2n.

i=l

Khong mat tinh téng qudt, ta gid sttd, > dy > ... 2 d, 2 d,).

n+l
Do Y d;=2n nénd,, =1vad, 2 2 Xétday s6 d| =d, -1 va dj =d, véi

i=I
moi / > 1. Ta c6 Za", =2n-2. Theo gia thi€t quy nap, ton tai mot cay

. i=!

G(n) gém n dinh Py, ..., P, v6i P; c6 bac la d';. Ta them vao G(n) dinh P,
va canh néi P, v6i P, ;. D6 thi thu dugc 1a d6 thi lién thong c6 n + 1 dinh va
n canh va 1a mot cay. C6 thé dé dang kiém tra thé{y béac cha dinh P; 1a d,.

Trude hé't ta chiing to rang d6 thi thu duge. P P
G khong c6 chu trinh. That vay, gia st P2 AN o
ring ton tai chu tinh C = (P, ..., P,) / N
trong G. Khi d6, khong mét tdng quat, gia |

st ring canh PP, la canh nhd nhat trong Pm-2
cdc canh cta C. Do cidch néi cic doan . s
thing 1a tr mdi diém ndi t6i diém gin né \‘ e

nhét, cho nén cé canh P,P,, 1a do P,, ndi Hinh 23

Lap luan tuong ty, ta c6 canh £, P, _, 1a do P, , noi t6i P,,.

Ap dung lién tiép If luan ny, ta c6 P;_, nGi t6i P, va dac biét 1a P, ndi t6i P, va

diéu d6 c6 nghiita 1a P,P| > P,Ps, Vo 1.



52,

53.

54.

Ta ciing c6 thé chitng minh bing céch nhanh
hon nhu sau : Gia st canh AB 1a canh dai nhat

trén chu trinh. Khi dé ¢6 AB > BC va ciing c6 \g
AB > AD (xem hinh 24). Nhu vay, theo

nguyén tic néi thi dinh A khong néi t6i dinh

B, ciing nhu dinh B khéng ndi t6i dinh A (do A «

con ¢ dinh gin n6 hon), va nhu vay canh AB

khong thé néi dugc.

Cay la d6 thi khong ¢6 chu trinh, tic 1a né D

'khong ¢6 chu trinh ¢6 1€ canh, do d6 cay cé " Hinh 24

sic s6 bang 2.

Bui 1a hop clia cdc cdy, va theo bai todn trén suy ra bui cé sic s 2. Nhu vay,
cdc dinh clia bui c¢6 thé phan thanh hai tap-hop ma méi canh chi néi 2 dinh
khéc tap hgp nhau ma thoi. Tém lai, bui 1a mot do thi ludng phan.

C6 tat ca 5 khoi da dién déu nhu trong hinh sau :

Ching 12 d6 thi phing vi c6 thé biéu dién ching trén mat phing sao cho
khong c6 2 canh nao cit nhau. Duéi day 1a hinh biéu dién phang clia cdc d6
thi khéi da dién déu mot cdch tuong Gng thdéa mén diéu kién 12 khong c6 2 -
canh nao cit nhau. '

Hinh 25

Hinh 26
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55.

56.

Mot cich biéu dién dé hiéu 14 ta khoét trén mot mat da dién mot 16 va nhin
qua 16 khoét nay. Khi dé hinh &nh ta nhin thdy bén trong ctia hinh khéi da
dién 16i chinh Ia biéu dién phing thoa man diéu kién : khong c6 hai canh nao
ctia n6 cat nhau. ‘

Gia sit nguoc lai, ta ¢ thé biéu dién do thi K 5 trén mat phéng sao cho khong .

6 2 canh nao cda ching cét nhau. Khi dé ta c6 s6 dinh n = 6, s6 canh ¢ =9,

~ va s6 mién m theo cong thitc Euler la

m=0+2-n=94+2-6=5.

Vi d6 thi K55 12 ludng phan nén méi chu trinh phai ¢6 chin canh. Suy ra moi

57.

S8.

- 240

mién phai c6 s§ canh 16n hon hoac bang 4, do d6 5 mién c6 s6 canh 16n hon
hodc bang 20. J
Vi méi canh 12 canh chung ctia 2 mién nén s6 canh clia K5 5 thda min :
/222-(—)~=10,méu thuan v6i /=9.

Gia su nguoc lai, ta cé‘thé biéu dién d6 thi K trén mat phéng sao cho khong
¢6 2 canh ndo ctia ching céit nhau. Khi d6 ta ¢6 s6 dinh n =5, s6 canh ( =
C; =10, va s6 mién m theo cong thic Euler 12

| m=0+2-n=12-5="7.
Mait khdc, vi mboi mién biéu dién 12 mot tam giéé (do K5 la do thi day du) va

mdi canh 1a canh chung cia 2 mién nén tacé (= 3;7 :%2l khong phai la so

nguyén, vo Ii. Nhu vay do thi K5‘ khong phai la dé thi phang. -

R& rang mdi cay 12 mot do thi phéng, vi ta c6 thé biéu dién cay theo so d6 sau :
Xuét phat tir mot dinh thy ¥ cla cay, ta biéu dién céc canh xudt phat tir nd, sau
dé tir mdi dinh ldng giéng clia nod, ta v& cdc canh xudt phat tir cdc dinh nay
nhu & hinh 27. '

Bing céch biéu dién nhu trén, ta thdy ring cay 12 mot d6 thi phing, do d6 bui
13 hop cdc cay khong cé dinh chung ciing 1 dé thi phéng. A



Hinh 27
59. Theo bai tap 51, ta thdy ring d6 thi thu dugc 1a mot bui; va theo bai tap 58 thi
bui 12 do thi phéng, do vay d6 thi thu dugc 1a mot do thi phéng.

§6. MOT SO LOAI DO THI CO HUGNG

60. Téng s6 van co 1a C2 =10 nén tdng s6 diém cha tdt ca cdc dau thd 1a 10
(trong mdi vén, téng s6 diém thu dugc clia ci hai ddu thi trong van dé ding
bing 1). Goi a; 1a diém cha ngudi nhiéu diém thit , ta c6 a; > a, > a3 > az > ds.
Vi ngudi a; khong hoa tran nao va ngudi a, khong thua tran nao nén nguoi a,
déu thua ngudi a,. Vay a, <3. _ ‘ '
Vi diém chénh léch chia hai nguoi khéc‘ nhau léch nhau it nhat 0,5, va do
3+2.5+2+1.5+1=10 cho nén chi c¢6 thé c6 a =3; a;=2,5; a3=2;

ay =1,5; ag =1 ma thoi.

ap

Ta biéu dién bang d6 thi c¢6 nam dinh
ay, 4y, as, dy4, As VA NOi cac dinh gilta
ching boi cdc canh cé huéng (tir ngudi
thang tdi nguoi thua) hoac khong cé hudng
(n€u hai ngudi choi hoa nhau).

Do a; = 3 va ngudi a, thua ngudi a, nén 3
diém thing cla anh ta la thing 3 nguoi con

lai a1, a, va as. Do ngudi a, khong thua tran -
1 @3, g VA ds. DO TIBHOL dp XNONE " Hinh 28
nao, ngoai 1 diém thang a;, s6 diém con lai
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(1,5) do ddu véi a3, a4, as cho nén anh ta hda véi tat cd 3 ngudi nay. Keét qua
tng s6 diém trong noi bo a3, ay, as 1an luot 1a 1,5 ; 1 va 0,5 diém. Do a,
khong thang ag va as ¢6 0,5 diém nén s6 diém nay 1a clia as thu dugc trong
tran ddu véi a,, hai ngudi hoa nhau. Nhu vay trong ndi bo a; va ay thi a4 ¢6
0,5 diém ma thoi, cho nén hai ngudi nay hda nhau. S6 diém clia a5 thu dugc
khi dédu véi a5 1a 1,5-0,5 =1, cho nén a; thing as. |

T6ém lai, d6 thi ta vé& tuong (ing trong qua trinh 1ap luan cho ta két qué cic vén
gdp nhau cla timg doi mot, va dé kiém tra thdy ching phl hgp vdi gia thiét
bai todn. o :

ap

Ta biéu thi mdi ngudi bing mot dinh ay, ay, ...,
as sao cho dinh a; tuong tng v6i ngudi nhicu
diém thit i xép theo thi ty diém gidm dan.

Do tdng s6 diém clia 5 ngudi nay 1a C2 =10

diém va s6 diém clia ho 12 5 s6 nguyén khong
am do6i mot khiac nhau, lai c6
10=4+3+2+1+0, nén dé thiy ngudi a; c6
ding 5—i diém. |

Dé thdy ngudi thit nhat thing tit cd 4 ngudi
con lai. Ngudi thit nhi chi thua ngudi thit nhat va thing tat ca nhiing ngudi con -
lai. Nguoi thit ba chi thua 2 ngudi nhat, nhi va thing 2 ngudi thi tu va thi
nam. Ngudi thit tu chi thang ngudi thi nam.

V6i mo hinh : mdi ngudi thing tat ca nhitng ngudi it diém hon ho, ta dé thdy
rang mo hinh thda man dugc yéu cau clia dau bai (xem hinh 29).

Ta biéu dién cdc ddu thl tuong tng thanh cic dinh )

S\

Hinh 29

ds

bdi mot canh c6 hudng di tir x t6i y néu nhu diu
thi x thang dau thi y. Bai todn dugc dat ra 1a ¢
thé c6 do6 thi n dinh sao cho cdc dinh c6 s6 canh

ctia mot do thi. Hai dinh x va y ctia do thi dugc ndi

S e s Sl !‘;“1.‘. ko hay VhAas

Trong hinh 30 1a mot d6 thi thdéa mén yéu ciu cla
bai todn v6i n = 5 dinh. Sau day ta s& ching minh

P

Hinh 30
cén va du dé ton tai mot do thi ¢ tinh chét dau bai

yéu céu la s6 dinh » phai 1a mot s6 €.

16B - TLCTBT HINH HOC 12



63.

64.

65.

Do tong s6 diém diing bing s6 canh clia d6 thi ddy di K, nén néu két qua
| v P on-1 >

cudc thi ddu la cic ddu thi ¢6 cliing s6 diém [a —n“— == thi suy ra n 1a s6 €.
Ddo lai, gia st n 1a mot s6 1&. Khi d6 dé thi K, c6 bac cha cdc dinh 12 s6 chén.
Theo dinh Ii vé dudng mot nét Euler khép kin, thi K, ¢c6 mot dudng mot nét
Euler khép kin nhu vay. Trén dudng mot nét Euler, ta dinh mot chiéu di va sé
lay huéng cta tat ca cdc canh theo chiéu di nay. Bing cdch dé, tai méi dinh,
moi canh di vao né s& duge tuong ting véi canh di ra khéi né, cho nén's6 canh
Xudit phét tir n6 s& bang s6 canh di téi né, tic 1a cac ddu thi c6 s6 diém thing
diing bang s¢ diém thua.va do d6 bing nhau. |

‘Gid str ¢6 u, v 12 hai dinh thuoc T, c6 d*(u)=d" (v), gia sl canh néi u, v c6

chiéu tir u dén v. Xét dinh x bat ki clia 7, (x#u,x#v). Do T, la d6 thi phan
chu trinh (theo gid thi€t) nén néu [v,x] 12 mot cung cha 7,, thi [u,x] cling Ia
mot cung clia 7, (vi néu khong, C=(v,[v,x]',x,[x,u],u,[u,'v]) 1a chu trinh

cta T,). K& hop véi gia thiét canh n6i u, v c6 chiéu tr u dén v suy ra

d*(u)<d*(v), mau thuan.

Néu T, phan chu trinh thi theo bai ton trén, khong c6 hai dinh ndo c6 cling
mot s6 cung xudt phat. Mat khdc s6 cung xudt phét tir cdc dinh 1a mot s6
nguyén khong am nam tr 0 t6i n—1. Do cédc s niy doi mot khic nhau, cho
nén ta c6 thé dinh s6 cdc dinh bdi cdc s6 tu nhién 1, 2, ..., n'sao cho
d*(i)=n-i chomoii < n. '

Tru6c hét ta chiing minh ring mot Turnier bat ki luén c6 mot bang chuyén
Hamilton. D€ chiing minh khang dinh nay, ta gia sk ring t6n tai mot Turnier
khong c6 bang chuyén Hamilton va s& chi ra mot mau thuin. Gia st ring T, 12
moét Turnier va B = (x;, x5, ..., X;,) 12 mot bang chuyén co ban cé do dai 16n
nhét v6i k < n. Ta chon mot dinh ty ¥ x £ {x,, x;, ..., x;} . Do tinh cuc dai
cua B, dinh x khong phai 1a dinh xudt phdt clia cung néi x véi x; va khong
phai la dinh dich clia cung néi dinh x vé6i dinh x,. Gi sir ring

ip=max{i: [x;,x] 1a mot cung trong T,,}.
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Khidétaco 1 < ip< k—1.

RO rang rang B'=(x;, Xp, «s Xp 5 X, Xy s .., X;) 12 mot bang chuyén co ban
trong Turnier T, v6i d¢ dai 16n hon d¢ dai cta B, mau thuan véi tinh cuc dai
chia do dai ctia bang chuyén B.

Dé chitng minh bai todn, ta nhan thdy rang néu T, phan chu trinh, thi T, c6
ding mot bang chuyén Hamilton. Khéng dinh nay dugc suy ra truc tiép ti

~dinh 1i 2 da ching minh, vi mot bang chuyén Hamilton chi c6 thé theo thit tu
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tir nguén xuong ha luu. ‘

Déo lai, chi can chiing minh rang ta c6 thé danh s6 céc dinh ctia Tumler thoa
min yéu cau dinh Ii 2 véi céc s6 1, 2, ..., n, néu nhu Turnier T, chi c¢6 ding
mot bang chuyén Hamilton. '

Gia st B=(x;, x5, ..., x,) la bang chuyen Hamllton duy nhét cia mot

Turnier cho trudce T, khi d6 ta danh s6 dinh .x; m()t céch don gian véi s6 i va
s& chi ra ring cdch ddnh s6 ndy thda man yéu cdu rang tir mm dmh x; ¢6 cung
di t6i tat ca cdc dinh véi chi s6 16n hon né.
Gi4 st nguogc lai 12 diéu gia st khong didng.
Gia sir x, 1a dinh v6i chi s6 nhd nhat khong c6 cung néi vdi tat ca cic dinh c6
chi s6 cao hon. Trong tat ca cdc chi s6 i cia dinh x; vOi i > s, gia sir dinh x, Ia
dinh c6 chi s6-16n nhit sao cho tir dinh ndy c¢6 mot cung di t6i dinh x;. Khi do
rorangtacos n—2var>s+ 1. Bay giotaco '

, ‘= (x]x2"'xs—1 X1 X a2 X1 XX YK 1 Xy 2 %) 5
la mot bang chuyén Hamilton khic vé6i B (& day c6 thé bd di nhom dinh
(%%,...x,_;) cho trudng hop s = 1 va nhém cui cho trudng hop ¢ = n). Diéu
nay la diéu mau thudn véi gia thiét cha ching ta, ring do thi da cho chi ¢
ding mot bang chuyén Hamilton ma thoi. Khang dinh cta ba1 toan dugc
chiing minh.



CHUYENDEZ. NG DUNG SG PHUC
VAO HINH HOC PHANG

§1. BIEU DIEN HINH HOC SO PHUC

1. Coi hinh binh hanh ABCD nim trong mat phéng phic ; AB biéu dién s0
phtic u, AD biéu dién s& phiic v thi AC biéu dién s6 phic u+v, BD biéu
dién s6 phitc v—u. ‘

* Vay c4n chiing minh lu +‘v]2_ +['u _vlz _ 2(|“|2 +’V|2)

tic 12 (u+v) (7 +V)+(u—v) (& —v)=2(ur +w). D& thdy diéﬁ dé.
2. Xét cic diém 4, B theo thd ty biéu dién s6 phic z, w. Khi d6
|| =04, |w| = OB, |z-w| = 4B (O 1a goc toa do). - o

Néu w=07 luén cé |z~w]:|zl~|w|.
~ Néu w0, khi O, 4, B khong thing hang thi trong tam gidc OAB, ta c6

AB > OA- OB nén |z—w| > |z|-|w].

Khi O, 4, B thing hang, viét dugc OA4 = kOB , k 1as6 thuc, tic [a z=kw va

1@ =] = k=[] [¢] || = (| -1)}»

° .
b

16 rang [k 1= [k|~1 va c6 ddu ding thic khi va chi khi & =1.
Vay v6i moi z, w, ta ¢6 |z—w=|z|~|w| va c6 ddu déng thic khi va chi khi

w=0 hodc w#0, z=kw, k1a so thuc 16n hon hoic béang I.

3. a)z=x+yi, (x, yeR) thi 22=x2—y2+_2xy1f nén : AL '

| Im(z)=2xy£2<:>xy£l. | N
' Biéu dién hinh hoc chia tap cdn tim la tap céc ’ /(}
diém thuoc “mién ngoai” clia hypebol vuéng \

' y'=l (xém hinh 1).
X :

n”

A Hinh I N



b) I 1a diém biéu dién diém i, It 1a ;

. . . . YA
tia sao cho - géc dinh hudng
T N N N ‘A ‘
(Ix, Ir) =3 thi tap can tim 12 mién 1% .
i
trong clia géc tao bai hai tia t, Iy Hinh 2 0 g

(xem hinh 2).

c) J 1a diém biéu dién so -1, xét
hinh vanh khan gém cdc diém ¢ giita
hai dudng tron tam J ban kinh bang
1 va bang 2. Tap can tim [a phan
vanh khan d6 ndm trong géc phan tu

L Hinh 3
thit hai (xem hinh 3).

Coi tam dudng tron 1a goc toa d9, A, biéu dién s6 R, n-gidc Ay4,...4,_; dinh -

husng thuan thi A, =Re; (g; la can bac n thd j cha don vi)

(j=0,1,2,...,n-1)thi 4g4; =|¢, -1

R (k=12 .. n-1).Tuds:

n-1 : n—1 n-1

[T44>=TT0-=)1(1 —'g}).Rﬂ”‘”.

k=1 k=1

n—1 n—1

| Tadabiet z" —1‘=H(2—8/-)=(.z—l)n(z—gk)
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j=0 k=1
n n-l
o4z -1
nén l4z+22+ . +2" = =T1(z-¢)

z-1 -

k=1
n—1 ~ n-l o n-l _ |
Tir d6 H(l—gk):nin(l—ek),suyra'HAOAk=nR”_ .
k=1 k=1 k=1 ’

“Ta cd

o A 9w oW ' prytm
s . i 1 —1I 1 . — ly . ——‘qj I g
e —eV=e¢ 2 [e 2 —e 2 J =e 2~.2zsm(p2 =2811’l(p2 e 2

sinq)_w|.

Vay lei‘p ~ei‘”| =2



Khi sin"’;“’=o, (thc 12 ¢—w =2km, ke Z) thi &% —e™¥ =0, n6 khong c6

C+Y+T

P 50 thi & -e™ c6 argumen I —

argumen xdc dinh. Khi sin

O+Y—T

khi sin (P;q[ <0 thi e —¢" c6 argumen 12

Hé qud. Goi M, 4, A, 1a ba diém phan biét trén
dudng tron don vi theo thtt tr biéu dién céc s6 phu’c

e, e e"pz Khi dé géc dmh hudng

(o, OM) =, (Ox, 04, O4) =gy, (Ox, 0,‘42); 0y,

Hinh 4.

(O—Al, 5/1—2) =@, —¢; (xem hinh 4).
Ta c6 gbc dinh huc’)‘ﬁg |
‘ ‘ l:(p7+(p+n
. o2 _ i o 2sin 2P o 2
(MA,, MA2) =arg———— =arg
el([)l —fel(p . (p I.(P|+(p+TI
2sin -1 e 2
sin P29 Q7% _ (—O—;I_{, 0/12)
=arg 2 _ . 2 P2 =P (mod ) mod 7)
sin L@ 2
2
2 z~—1—(1+i)
| 2iz—i+1)
Tacéd |——— & <1
z—-2-2i lz—Z(lfi)‘

| NG N .
@4[2-5(1+1))[z~-2-(1~,))<(z.~2(1+,))(z_2(1_z))

| . © (vididukien z£2(1+i))
<:>|z| <2 (khi ]z|<2thlz¢2(l+l)) |

Vay ta duoc tap cdc diém nam bén trong dudng tron ¢ tam O ban kinh \/—
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Chi §. Goi J 12 diém biéu dién 1—'25—’ K

nghiém duoc biéu dién béi cdc diém M
ma . 2MJ=MK : dudng tron
Apollonius dé chinh la dudng tron ¢ Hinh §

(xem hinh 5). -

Coi truc thuc 1 dudng thing CD, goc toa do O 1a trung diém clia CD. Gia sk
cacdiém 4, B, C, D, E, F, G theo thtt tu biéu dién cdc s6 a, b, ¢, d, e, [, g .

Khi d6 ¢, d 12 hai s6 thuc phan biét, c+d =0.

) ‘ YA _
la diém biéu dién 2(1+i), M la diém  fooeooes ‘i
2z_.1_(1+i) / o

) 9% /

Ta c6 a-e=ci(d-e),c—g=¢i(b—g) (¢=%1) dién ta diéu kién vé tam

a—e¢id . g:c-—gz.b ).

1-¢&i 1—¢i

gidc AED, CGB. Tu d6 e=

_Diém F céch déu C, D dugc dién ta bdi f =it, ¢ 12 s6 thuc. Diém F tring

Tu (1) va (2)suyra:
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vél E, G hoic 1a dinh tam gidc vudng can EFG cung huéng véi cdc tam gidc
vuong can da dung dugc dién ta bdi e- [ =si(g - f). Hai diéu kién nay

dugc viét lai 1a e—it =¢i(g—it) (3).

a—c¢gid  .c—¢ib a-b a->b
— &l = <

e (e+i)t= =
G) ( ) 1-¢i l-¢i l-¢i
Vay a—be R ladiéu kién dé ton tai F 12 hai dudng thang AB, CD cing phuong.

C4e MAm E L (7 trding nhan khi wd chi Lkhi F otriing (7 tic 13

R hl I el O ST - - . o

_ .d _‘ . ' h _ .
al 81_ =Cl gl‘é, né tuong duong v6i a-c=¢i(d—b) va c6 nghia la
—&i —¢i ‘

BD = AC va céc dudng thang BD, AC vudng géc véi nhau (vd ¢ phai thoa

man (EE, E;l) = 8—72-t— mod 27 ) (xem hinh 6).



E=F=G

Hinh 6a. ABCD la hinh thang can, Hinh 6b. ABCD la hinh thang can, hai
hai duong chéo AC, BD vudng goc. canh bén AC, BD vuong goc.

§2. TiCH VO HUGNG, TICH LECH.

8.

DUGNG THANG TRONG MAT PHANG PHUC

Goi z, w 12 hai vecto biéu dién hai s6 phic z, w khéc 0. Khi d6 iz dugc biéu

dién bdi vecto v mii (E, )—g mod 27 (va ’ | ‘ ‘)

Tacs (i, w) =730 = elufcos(5. ) =l cos((2. )~ 7)) -

v cos((z ;;)—lz‘-j .

—_

[é, w] |z”w| sm(z w)
Vay(zz W> [z, w]@cos(a—gj—sma (6 day o= (z, “vf/)).

Tuong ty, [iz, w]=~(z, w) & sin(a—gj =—coso. (& day o =(2; Vv) ).

.. Goi A la s6 phitc ma phép vi tu - quay tam £ v6i hé s0 vi tu Ml goc quay

arg A bién F thanh G (A laso phuo khong thuc).

Coi O la goc toa do A, B, A", B' theo tht tu bleu dién cic s perc
a, B,a’, B'. Khi d6 B=Aa, B'=Aa'. Trung diém U cua 0OA biéu dién

o'+
2

(1 . 2 9 .2 . X% o N N 2
U:E’ trung diém V' cha A'B biéu dlen v= , trung dlem W caa OB'

e

biéu dién w="=
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Ba diém U, V, w tring nhau hoac tao thanh tam gidc UVW dong dang cung
huéng v6i tam gidc EFG khi va chi khi A(v-u)=w-u tic Ia
/I(OL'+B oc)zﬁ';a |

; N6 tuong duong véi

22
/1(oc'+B——0L):B'—0L<:>(/12 —xl)OL:—-oc

@(/12—/1+1)a=0 S A2-141=0

SPBr1=0(A12-1) > A=¢ 3
tdc 1a EFG 1a tam gidc déu (xem hinh 7).
Chd y. Khi EFG 1a tam gidc déu thi ba

diém U, V, W khong tao thanh tam gidc »
néu va chi néu U, V, W trung nhau, tic 1a ' .

B' tring v6i 4. (xem hinh 8). Hinh8  4=p

Goi A Ia s6 phiic ma phép vi tu - quay tam G v&i hé s6 vi tu I/l

, g6c quay
arg A bién E thanh F (A4 las6 'phL’rc khong thuc).

‘ L A
Coi A4 la goc toa do ; B,C,U,V,W bieu dién U
theo thit tu cdc s6 phitc b, ¢, u, v, w thitacé:

b_u:_gu,_vzﬂ(c—v),w=b+c (xem hinh 9). B W ¢

e Hinh 9

—, V= .
. 1-4
Ba diém U, V', W trung nhau hodc tao thanh tam gidc UVW déng dang cling

Tado u =

huéng v6i tam gidc EFG khi va chi khi v—w=A(u—w) tic 1

Ac b+c [ b b+c)

-4 2 Ui 2 )

@C.

O

né tuong duong véi il;l(bJrc) - L(b+c). Tir d6 :
Khi b+¢=0, tiic 4 1a trung diém cha doan BC thi

EFG la tam gidc thy ¥ (xem hinh 10). Hinh 10



11.

Khi 4 khéng phai la trung diém ctia BC thi ta dugc A

diéu kién 22+(A-1)*=0 tic [a A2+1=0 nen

A=1i vasuy ra EFG phai la tam gidc vuéng can

tai G.Khidé U=V =W néu va chi nfu BCA la _
R L . R B U=y=w C

tam gidc vuong céan tai 4 cung huéng vé6i EFG ~

(xem hinh 11). ‘ : Hinh 11

Coi 4, B, C, U, V la céc diém cla mat phang phiic theo thit tu biéu dién cic

s6 phiic a, b, ¢, u, v. Dit A =¢" thitacé
ca-u=e®(b-u)=A(b-u) ; c—v:ei‘p(q—y)z/l(_a—?)
a—/lb,v:c—ﬂ,a‘ :
1-1 1-1
a) Cac diém U, V' trung nhau khi va chi khi A=~

trdo u =

c—a

titc 1a khi va chi khi :
b—a
lc—a|=|b-d| va @:arg(—g—iﬁ) mod 27.
b—a) _
Céc dieu kién d6 ¢6 nghia la tam gidc ABC la can
tai dinh 4 va @=(4B, AC)+(2k+1)m, keZ va
khi d6 dé thdy U =V 1a tam dudng tron ngoai ti€p

tam gidc ABC (xem hinh 12). : , Hinh\ 12
: c=A%b

b) Piém G biéu dién s6 phic g thi c—g=e**(b-g) ticla g=

1-1%
Suy ra g—v:caizb
1- A2
g_u:c—/l b;a—/lb
-2 1-2

 (GV,GU)=arg(-2) =@+(2k+1)n, keZ.  HinhI3

Néu (527, @7) = 2(p mod 27 thisuyra ¢ = ig mod 2n (xem hinh 13).
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12.

13.

Coi ¢ la dudng tron don vi trong mat phang phiic, A, B, C theo thit ti biéu
dién céc s6 phic o, B, 7, lOLl =|B| =|}/‘ =1. -
biém B, d6i xing ciia B qua dudng kinh OA4 biéu dién s6 phic b :azﬁ. '
Diém B, d6i xting clia B qua du(mg thing AC biéudiéns6 by =a+y—oyp.
Vi B khac C nén b, —y #0. Chi can ching minh 119) 7 lass thuc, tic 1a

* 27
@ B 4 aB oc}/ 1a s@ thuc.
a-ayp 1-7P
D& thay of-ay _ap-oar

-yp 1=/

a) Khi |a|#|p|, v6i moi s6 phic w, phuong trinh az+Bz+y=w tic Ia

ocz+B—z.+-y‘—‘a) =0 c6 nghiém z duy nhét (xem muc 2b). Vay /f la mot song

4nh. V6i ba diém M,, M,, M, theo thi ty biéu dién céc s6 phic zj, z;, 2,

~ thi anh ctia ching f(My), f(M;), f(M,) theo thi tu biéu dién cédc s8 phiic

z'y, 2, z'y (xdc dinh b(’ii,z'j :dzj +B2+y, Jj=0,1,2)va dé tinh duoc

[0, 21 ]+ [z, 2]+ (212 2] = ([“I -[8] )([ZOv a]+[z, 2]+[22, 2])-

T d6 suy ra néu My, M,, M, thing hang thi f(M,), f(M,), f(M;)
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thing hang ; con khi M, M,, M, khong thing hang, tam gidc MMM, va
S (M) f (M) f(My)1a céc tam gidc c6 cling huéng néu |ot|>|B|, ngugc |
huéng néu |oc‘ |B| (xét dién tich dai s6 clia tam gidc dinh hudng). |
b) Khi lOL| |Bl #0, ta di bi€t phuong trinh véi an z, 0Lz+Bz+y W= O(a)
cho trrée) ¢é nehiem khi va chi khi a(y—m) = B(y—a)) . |
Vay tap anh clia f tifc 12 tap cdc diém biéu dién tap ;

| {we@]céz dé ocz+B;+y:a)} ={weC|a(vﬁa—))=|§‘(y—w)}

:{weCIw~y=%(w'—7)}'




trong dé

%l =1 nén tap d6 la mot dudng thing A (di qua diém biéu dién y,

).

. 9 - 2 .z v . u
¢6 vecto chi phuong u biéu dién s6 phic 1 sao cho = =
' u

=

. X “ 2 - 2 . x ~ o 2 N
Véi moi diém P thuoc A biéu dién s @ (sao cho a)—y_=—§(a)—y) , tic 12

o(y =)= B(r-w)), nghich anh ciia Pbdi / 1a tap cic diém M biéu dién

o R

cic s6 phic z ma a;+ﬁ;’+y=w«, tic 1a biéu dién tip
{zeCloz+pz+y-w=0}. V6i didu kien o(y-w)=B(y-w), tap d6 Ia

tap cdc s§ phic duge biéu dién boi cc diém thuoc mot dudng thang c6 vecto

v__B

chi phuong v biéu dién s6 phiic v ma ,
- | v o

¢) Khi |o|=||=0 thi rd rang 4nh clia f la tap hop chi gém mot di€m biéu

- dién s6 phic y.
14.

1) Biém M bi€u dién s6 phic z 1a diém bit dong clia f khi va chi khi z la
nghiém clia phuong tr‘mh‘((x ~1)z+ Bz+y=0.

Vay tap céc diém bat dong cha f 1a mot dudng thang khi va chi khi
loc—l|=|B[¢0 va (&—:);f:[};.

2) Truc' Ox ¢6 phuong trinh z—z =0 neén dé thay dudng thing cic diém bat

~dong ciia f 1 truc Ox khi va chi khi y=0,B=1-a=0, va diéu kién

o #[B] w5 thanh [ # 1 of] tie 12 |of* ~[1-of? =—1+2Rea = 0. Vay diéu

. ' 1 . . N
kién can tim 1a : a=#]l, Rea¢—2~’,B=l-—oc,y=O ; cong thic cua f la

zk-—)z'=o¢z+(1—a)—z—.

-~ a) Néu Rea=1 thi viét a=1+ki (keR, k#0vi a=l),ta duoc céng thiic

clia f 12z z'=(1+ ki) z—kiz.
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*Khid6 z'-z= ki(z —;) =-2kImzeR nén khi M khong thugc Ox (tic la
Imz#0)thi M khdc f(M) va Mf(M) c6 phuong cua Ox .

* Do [I+kf’ ki’ =1 nén f bio ton dién tich dai s6 ca tam gidc dinh
huéng (xem bai tap 13).

* Ldy M, ¢ Ox biéu dién s6 phiic zg, Imzy #0 thi M, biu dién s6 phic

1

z'y sao cho Imz'y =Imz; tic 1a z'y—zy € R va ta dugc k=-————M.
ImZO
Chii y : Khi biet My, M', thi véi moi M
M, M

'khong thuéc Ox, khong thudc duong
thang MyM'y, dé dung 4nh f(M) cla o .
M béang céch dung giao J cha duong
thaing MyM vé6i Ox, dé y ring f(J)=J 5 )x
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vi f bién dudng thing thinh dudng thing Hinh 14

(xem hmh 14).

b) Néu Reo#1 thi s6 phic o=i(o—1) khong phdi 12 s6 thuc do
w-w= 2i(Re0c—l)) nén vecto v biéu dién khong c6 phuong clla Ox va

moi s§ phic z viét dugc dang z=x+uw=x+u(a—1)i v6i x,u thuoc R,

Khi dé z':az+(}—OL);5Oﬂ(x'*‘”(a*'1)i)+(1"a)(x_u(&_sl)i)

=x+u(a—l)i(oc+a—l) | ‘ ME)

=x+u(2Reo—1)w (xem hinh 15).

* Suy ra v6i moi diém M ¢ Ox’ (tl’rc u#0) M(Z)

thi f(M)eOxva dudng thing Mf(M) /

¢6 phuong ctia v vi 0 ) >v
‘z'—z=2u(Reoc—1)q). " Hinh 15

* M bi€u dién z=x+uw, u+0 thi Mf(M)giao véi Ox tai J biéu dién s6-
thyc x. Cong thic clia bién d6i f 1a z=x+uwr> z' ndi trén ching to

Jf(M)=(2Reo~1)JM , vay h¢ s& clia phép co dan f 12 2Reo—1 (0).



15. Coi duong tron ngoai ti€p tam gidc ABC 1a dudng tron don vi, 4, B,C theo
thi tu bidu dién cdc s6 phic o, B, 7, foa| ]B[ lyl—l M biéu dién s6 phuc
z, Hy, Hy, H, theo th ty biéu dién s6 phic zy, 2, z,. Khi dé :

—-l — N + a P—
ZO:_Z_+E)_+_Z....EZ/_Z . —E.}.m__ﬂz z Z+a B-——-—B—-Z

’ 4 ) -
20 2 2 Y27 2 2 272 2 2
nén trong tam K ctia he {H,, H,, H,}biéu dién s6 phiic

W=—l—(ZO+Z] +/22):£+O('_+_Ei_}_/__l w ;
3 2 3 6 ofy

(dé y ring (By+7a+aB)ocB7‘:oc+B+y‘).

- L .
a) He s6 cua z & vé€ phai la l ,cua z z la - ,m $ma—2—|oc+[3+}/|
2’ . 6 afy 2 6

va c6 ddu déang thic khi va chi khi o= =y nén 4nh xa z+— w la mot song

dnh. Vay quy tich clia K 1a toan bo mat phang phiic.

b) 51?=l_O—A7I <:>w=—1~z
2 2

o+B+y oa+B+y ——  o+P+y
= 3 6( By ] <:>2(0L+B+;/) —-——~O~L—B——}:-—.z.

Khi ao+B+y =0 tic khi tam gidc ABC 1a tam glac déu thimoi z déu thoa
man phuong trinh.

aBy(a+B+y)
a+Bry

a+B+y
3

Khi a+B+y#0,cé motsd z duy nhat la 2

¢) Trong tam G cua tam gidc ABC biéu dién s6 phiic nén K trung

v6i G khiva chikhi 2B+ _, oz _LjotBry - o
- 3 - 260LB]/

Xét hé s6 chia z vaclia z & vé trdi clia phuong trinh, suy ra phuong trinh ¢6
nghiém duy nhat z=0. Vay K trung v6i G khi va chi khi M trang véi O
tic la M 1a tam dudng tron ngoai tiép AABC.
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16.

17.
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Coi dudng tron di cho 1 dudng trdon don vi chia mat phang phic, 4; biéu dién
s6 phiic o; (j =1, 2, 3,4). Xét diém 4, : n cich déu 4, 4, nén biéu dién
s6 0y =l(0L1 +0,),/eR, ma O la trong tam cha he {4, 4, 4} nén

oy+0y+a,=0,dodé /=~1 vanhu vay oc12=—(0L|+0t2)-Diém A, la

diém doi xing clia A4, qua dudng thing 4; 4, nén biéu dién s6

OL'jy = —0l30040l1p + O3 + 0Ly :a3a4(a1 +0ly + 0l +a4).

Tur do l(x']z|:|oc1 + 0y + 05 +a4|=4’—0-@], trong d6 G 1a trong tam cilia hé
bon diém {4, 4, 43, 44} .
Coi dudng tron tam O da cho 1a dudng tron clia mat phang phic, 4; biéu
dién s6 phic o; (j=1, 2,3, 4), P bicu dién s6 phic @. biém Py la diém
dsi xtng cia P qua dudng thing A;4; neén biéu dién s6 phic
@i ='—0Ljoc,(5>+ocj+ak. Trung diém Q cta RB,P, biéu dién s6 phic
1 — , , . .2
5(-(&1&2 +0l30L4 ) @+ 0L + 0Ly + 03 +a4), trong tam G -cha hé bon diém
o g x 3 P 1 .") e
{4, 4y, A3, 4,} biéu dién s6 phiic Z(al +0, +03+0y) nén diém O' d6i

xtmg cua O qua G biéu dién s6 phic E(al +o, +0g+0y), tir d6 vecto

O'Q biéu dién s6 phiic —%(alaz + 0,30 )@. Tuong ty, O'R biéu dién s6

1 - TIT o 2 x 1 -
e
_;(alog +a,04 )@, O'S bidu dién s6 -;)—(ocloc4 +0,0;)@.

Dé thiy ring [0'C, O'R]=[0'R, O'S]:[O'S, O'Q]:O, i dé
0', 0, R, S thing hang (bon diém nay c6 thé tring nhau, chang han khi P
tring v6i O tic 1a w=0). Khi P chay trén mot dudng thang qua O
(w=lwy, | €R)thi dé thdy O, R, S chay tréen mot dudng thang qua O'.



18. Coi dudng tron tam O ban kinh R di cho 12 dudng tron don vi (R=1) trong -
mit phang phifc, 4; biéu dién s6 phic a; (j=1,2,3,4). (xem vidu8,98§2). -

1) Rd rang G biéu dién i—(a1+a2+a3+,a4), H Dbiéu dién

© oy +0y + 03+ 0y nén 5‘6:5-'0’?
2) H, chang han biéu dién s6 phic o, +0a3+o, nén H H biéu dién so phiic
o, tir d6 IH1H|=1.Tuomg tw ’HjH|=l, j=23,4.

2 2 “x a ’ O(.+OL +a N . 2 « % o ’,
3) E; chéng han biéu dién s6 phic —2—3—4 ma E biéu dién s6 phic
(X,l +q,2 + G.3 + Q.4
2.

|EJ"E(=-;— j=23,4.

e— 2 N Y , o ~ ,
nén EE biéu dién s6 phiic 7‘ , tir do

EE‘[=-;-.Tuong tu

oy +o

4) Chang han trung diém M,, clia doan 4,4, biéu dién 2 nén M,E

O +a4

biéu dién ma (o3 +0,,03 —04 ) =0 nén M,E A4, =0.
5) Chéng han duong thang Simson clia 4y doi v6i tam gidc AyA;4, di qua

trung di€ém cua A H, ma di€ém nay biéu dién s —2—(a1 + 0Ly + 03 +~0L4) nén
trung véi diém E. .

6) Gia st P biéu dién s6 phic @ (lw|=1). Duong thing Simson A, cla P
doi v6i tam gidc A,A;A, di qua trung diém cia PH, 1a diém biéu dién

1 9 - .2 . ’ ys
E(OLZ +0i3 + 04 + @) va c6 mot vectd chi phuong v, biéu dién s6 phic v; sao

v - ~ el ~ » K ,.‘ =R * X e
cho = = Q0304 @ nén hinh chi€u vuéng géc O, cia P trén A; biéu dién s6
Vi . ) '

phic

1 1 : - -1
w = E(aﬁz(az +o;+0y +w))+a2a3a4w(w—§(a2 +og+oy +a>)j

1 —2 —
=7 3w+a, + 03+ 00 + 003040 ~ (003 + 0300, + 0,0, )0
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19.

258

Ta c6 biéu thic tuong tu cho s6 phitc @, biéu dién bdi hinh chi€u vuong goc
0, chia P trén dudng thing Simson A, clia P ddi v6i tam gidc A3 A4 va ti
d6 suy ra vectd 0,0, bi€u dién s6

a;— Uy —2 —
w, fcol ;T Q0L W —(0(3+(X4)a)+_1)

Wy — —2
=—(110L20L3OL460' .

nén néu @, # o thi
W) — @

Vay, néu hinh chi€u vuong géc @, cha P trén dudng thang Simson A ; cua

P d6i v6i tam gidc 44,4, (i, k, | phan-biet, i, j, k, [=12,3, 4) biéu dién

w 7 2, . M :
s6 phic w; thi Lt (gid st w;#a@y, -v6i j#k) luon bang

J
W)= O

: —2 PR P 2 LA N N p N
—0L0l,030,4 @ , tidc 12 khi cdc diém ©; khong trung nhau thi ching cung
thudc mot dudng thing x4c dinh.

Coi dudng tron ngoai ti€p AABC la dub‘ng tron don vi cia mat phéng phic, coi
A,B, C biéu dién theo thif ty cdc s6 o, p=~1, 7 = .

A la tryc tam ctia AABC, dudng thang Simson A
clia P(w) doi véi ABC di qua trung diém cia

AP biéu dién (‘”‘"], ¢6 vecto chi phuong u

e ex e U = —
biéu dién s6 phic v saocho ==afyw=-0®.
u

Hinh 16
P o gz @ o o A .
Trung diém Q cia OP biéu dién Bl nén diém Q' d6i xting v6i O qua A
hifn difn & nhite z'—a+w~az’(—aﬁ—— OH‘CUW _ore -6—0-=.———-a)+al+g.
' 2 \ 2 2 ) 2 2z Z

Khi P thay déi, diém biéu dién 22 vach nén doan thang BC. Vay Q'

, o 04
vach nén doan thing anh cia BC qua phép tinh ti€n véi vecto —%—(%—J .

17B - TLCTBT HINH HOC 12



20. Coi ddérng trén tam O da cho la dudng tron don vi trong mat ’phéng‘phfrc,
A, B,C theo tht tu_bié”u dién cdc s6 phiic o, B, . Mot vecto chi phuong u
cla A bi€u dién s6 phifc u, dat A =%, thi A' biéu dién s6 phitc Aa (vi ching
han ll&lzla] va

[2&%—0(, u] = {;(ﬂa+a),lj| = [ua+;oc, 1] =0 ido UOL+ 1oL € R).
Tuong ty, B' biéu dién AR, C' biéu dién Ay .

Diém P biéu dién s6 phic o thi diém P, d6i xing véi P qua dudng théng

B'C', véi ]zﬁ] =1, 47| =1, biéu dién s6 phic z, = A(B+7)-A?Bya (xem
lai muc 5a). ‘ |
Puong thing EF di qua diém
A(a), ¢6 mot vecto chi phuong biéu
dién s6 io nen diém Q, d6i xing
v6i P, qua dudng thing EF biéu

dién sd phiic @, sao cho

io o~ —
00 =2(z,=a) =2 (z,-4)
io o

='a-%(2([3+y)-223m)

Hinh 17

—a-o2(A(p+7)-TBr0)

nén 0, = a2+ apro—TFa(p+7))
a2+ Tapro-T(oprar+r)+ Tr)
=ZocB}/.+a(2—Z§D(OLB+[3_}’+°‘7)+ZzaB}’w)

viét tit w, .—.203 +a(2—102 +zzo-3a)) (trong d6 o3 =0Py, o, =0LB+B}/+}OL)5 ‘
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’ - — =2 - - =2
Tuong tu: @, = /103'+B(2—/102 +A a3a)), , = Aoy +)/(2——/102 +A or3w).
1) Suy ra Q,, Qp, O, thudc dudng tron tam J biéu dién s§ phic 10'3, ban

kinh [2— A0, + A 030

Vi [Ao3| =1 va do 2 Iy moi gid tri théa man |2] =1
nén J vach nén dudng tron don vi.

2) Pudng thing Simson clia diém J d6i v6i tam gidc ABC c¢6 mot vecto chi

phuong v biéu dién s6 phic v sao cho Y =6, (404 | = 2 neén né ciing phuong
: == 03493

vai A.

3) Diém P' d6i xing v6i P qua A bi€u dién s6 phic Aw, tryc tam H cla
.2 . x .2 . x Y .2 — ] T

ABC biéu dién o +B+y =0y, J bieu dién Aoz nén diem K ma JK :EHP'

bidu dién s6 Ao, +%(/1~c;)_—0',) va suy ra 1251—5! = [2103 +/1_a;—01’

=240 + Ao -0 ) Ao| = 2+120' w— Ao 0| = 2+;1‘20 w— Ao
3 ] 3 3 30] 3 2

(dé y ring 030, =0y).

§3. PHEP DOI HINH VA PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG

21.

J .
Bién ddi dong dang thuan z+>z'= o0z +f, o # 0, 1a mot phép tinh ti€n khi va
chi khi o =1, Ix mot phép d6i xding tam khi va chi khi o =—1, 1a mot phép vi
tu khi va chi khi o 12 mot s6 thuc khéc 0.

Ki hi¢u h¢ s6 a cua z trong cong thic xdc dinh phép doéng dang thuan
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1 . Tur do6 suy
oy

Sz z'=az+P la o, thi dé thdy o, , =0 .0, O ot =
ra tap cdc phép tinh ti€n 1am thanh mot nhém : moi o, bang 1 ; tap cdc phép
tinh tién va cdc phép ddi xdng tam lam thanh mot nhém : moi oy bang +1 ;
tap cdc phép tinh tién va cac phép vi tu lam thanh mot nhém : moi (valé sO

thuc khac 0.



22,

23.

Tich hai phép d6i xiing tam 12 mot phép tinh tién (khi hai tam phén biét thi
tich d6 khong phai 1a bién dai dong nhét) nén riéng cic phép doi xing tam
khong lam thanh mot nhém. -

Tich hai phép vi tu he $6 k;, ky 1a mot phép tinh tién khi &k, =1 (va khi ha1
tam phan biét thi tich d6 khong phai 1a bién d6i déng nhat) nén riéng céc phép
vi tu khong lam thanh mot nhém.

Trong ba nhém ndéi trén, nhém cdc phép tinh tién 1a mot nhém giao hodn, hai
nhém kia khéng giao hodn (xem lai vi du 2, §3).

' - .o u .
Xét phép doi hinh nghich f:zr>z'=oaz+p,|oj=1. Viet a==, xét
u

1, u=) 1o, = o (o uz) 1o =
==|B—=B |==(B—aB), B, =—| B+=P |==(B+ap) thi ta da bi€t truc
By Z(B uB] ~(B-0B), B, Z[B usj S (B+ap)
A cha f c6 phuong trinh z=0LE+B].
V6i diém M tiy ¥ biéu dién s6 phic z , trung diém ctia M/ (M) biéu dién s
=B p

) z o . ’ z o= . e
phuc w:—2—+—z+—. Anh xa F:zl——)a):—2-+zz+—2— c6 cong thic o vé

phai véi he s cua z la % hé s6 cta z z la % ma 2’ =1 nén theo bai tap 13

anh cha F la dudng thing gém cdc diém biu dién s6 © ma

1B o B2 -l

12 phuong trinh cua truc A.
) fla phep ddi hinh bién hinh d/ thanh hinh <7"', g la mot phep dong

dang tuy y thi tlch g f g blen hinh g(<7") thanh ‘

gofog” (g (d()) (gof)(e)= g(f(cff)) g’).
Do g, f. g ! 12 ba phép dbng dang nén tich go fog ! 1a mot phep déng
dang, hé s dong dang ctia né béng tlch ba hé s6 dong dang cia g~ I (bang

' -), cua f (bing 1), cha g (bdng k) nén go fog™ ! 1a phép déng dang c6

he s§ déng dang bing 1, tic 1a mot phép doi hinh, né bién g(oX") thanh

'g(e/"") nén hai hinh nay bing nhau.
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2) g 1a mot bién déi déng dang tlly § thi goD, og™' la mot phép doi hinh
(theo cau 1) ; nhung g, g'l hoic cung 12 bién ddi déng dang thuan hodc cing
1a bién d6i dong dang nghich nén goD, o g_,1 la mot phép dai hinh nghich.
V6i moi diém M eA, ta c6 (gODA og_l)(g(M))=(gODA)(M):g(M),
tiic g(M) lé; diém bét dong ctia doi hinh nghich dé. Suy ra g(A) la truc cia né.
Ciing I luan tuong ty, tacé goD,og™ =D,

3) Q(A’(p) c6 cong thitc zF—) z'=az+p, !a[ =1, arga. = ¢ thi v6i moi phép
déng dang g ‘(th‘uém hay nghich), dé thay gan(A, 0) og'1 cling c6 cong thiic
w— w'=aw+y v6i cung a nhu trén ma g°Q(A,¢) og'”l git g(A4) bat
dong nen g2 0y )08 =g, ¢):

4) f la mot doi xing trugt tr‘uc A, g 1a mot dong dang thi gofog_l =F la

mot doi hinh nghich tic 12 mot ddi xdng trugt, can ching minh truc cua né 1a
g(A), tic 1a v6i N ty y, trung diém doan N F(N) thuoc g(A). Viét

N=g(M) thi F(N) =(go fo g"‘)(g(M))e g(f(M)) nén can ching minh

- trung diém‘d‘oan n6i g(M) véi g(f(M)) thuoc g(A). Nhung g 1a mot bién

déi déng dang, né bién trung diém doan néi M vé6i f(M) (trung diém nay

thuoc A) thanh trung diém doan néi g(M)véi g(f(M)), vay trung diém

“ndy thuc}é g(A).

24.

Coi dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC la dudng tron don vi trong mat
phéng phic ; gia st 4, B, C theo thit tu biéu dién céc s6 phic a, B, ¥ ; coi
M biéu dién s6 phic z ; M,, M,, M, theo thi tu biéu dién céc s6 phic

Z,, 2,2, VAtrong tam Q ciia ho diém {M,, M,, M} biéu dién s phic o

- thi ta dé tinh duoc (xem lai vi du 4, §2).
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1{a+B+y >
3

a)=%(za +2z, +zc)=%(ot+[3+}(),——[ by



ma dat o; = o +B+y, o, = af+By + o thita cé thé viét gon lai 1a

w-20-157
3 1 gn2e

1) Khi tam gidc ABC khong phai la tam gidc déu thi o} =0, o, =(9—-'—J #0
g3

nén dnh xa f:zr> @ la mot phép déng dang nghich véi hé s6 dong dang
1 ' e .
glcrzl =%|0'|]: OG (khoang céch tir tam O dudng tron ngoai ti€p AABC dén

trong tam G cla no). ; : » o
2) Khi ABC latam gidc vuong tai 4, chon BC la truc thuc, B=~1, y =1 thi

. -2
0} =0, 0y =—1 nén f:z&—)co=—3—z+§ot.

2 . ) .x . N V - 2
bieém bat dong J bi€u dién s6 phic z, ma z, =-:1§‘20 +§ot.

Tr  dé Z—O-:E];ZO +§& suy Ta

a

. A

A
zo=ézo+§&+§a tiic 1a z0‘=%a+—4-. | /]J<
o BQ

=Y

Viét ao=a+bi (a, beR) thi zoza+%ﬂ,

N
i

suy ra : néu goi A, la hinh chi€u ca 4 |
Hinh 18

trén BC thi H,J =—H_ A (xem hinh 18).

N |

) « 9. ) . , 1_ 2 , /A .
Truc A cta bién doi d6i xdng trugt z > wzgz +—3—a c6 phuong xac d;nh’

% nén song song vdi truc ihuc. Vay
A l1a dudng thang qua J song song véi BC ; d6 1a dudng trung binh clia
ABC (qua trung diém AB, AC). Dang chinh tic clia bién ddi d6 la tich clia

bdi vecto u biéu dién s6 phitc u ma

R

vitutdm J, hé sO -3— véi doi xtng truc cé truc A.
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25.

Coi dudng tron ¢ tam O ngoai tiép ti gidc AyA A, A; 1a duong tron don vi
trong mit phing phitc, 4y, 4, 45, A; bi€u dién céc s6 phic oy, o, o, 3.
Gia sit M biéu dién s6 phic z. Khi d6 diém doi xing M; cha M qua
L2

dudng thang A;4;,; (coi Ay =4y) biéu dién s phiic O+ 0y =0

do d6 trong tam Q ctia hé diém {M,, M,, M,, M3} bi€u dién s6 phic :

w:—};(z(ao +U,]~+ oy +OL3)"(‘a0CX] +O(,1(12 + Oly0lg +(X3(10>Z)

1 1 -

2‘5((10 + 0l + 0,y +Oﬂ3)—z(a0 +(Xz)(0(.1 +a3)vZ .
1) Anh xa f:zr>w Ia mot 4nh xa hing khi va chi khi
(otg+ay)(0 +03)=0, khi d6 4nh 12 tap chi c6 mot diém, bi€u dién s6
1
5((10 +0L|+OLZ +OL3).
Vay khi oy +0a, =0 tic 4y4, 1a mot dudng kinh clia ¢ thi anh cia f la
trung diém chia 4,4 ; Khi o +a3 =0 tiic 4 4; 12 mot dudrg kinh cla ¢
thi anh cia f la trung diém clia 4y4, .
2) Khi (g +a,) (o +03)#0 tic 12 Ag4y, 4 4; déu khong phai la duong

- kinh cua ‘t? thi f 1a mot déng dang nghich v6i hé s6 dong dang bang
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|OL0+OL2HOL,+(X.3|
—j0g + O,y +Oq| = =
N

trung diém cla AyA,, A 4;.

OBI.OBz, B], B2 theo thi tu l1a

3)  Viet w= ;(oco +oy +a, +0L3)——(0c0 +OLZ)(OL]+OL3)~ thi khi
(og+0,)(oy+03)#0, tir |z|=1 suy ra f(¢) la dudng tron c6 tam J,
0J =20G, G 1a trong tam clia {4y, 4, 4y, A3} tic G la trung diém cia

B,B, : ban kinh dudng tron f(¢) bang OB,.0B,.
(Chd ¥ : ta da coi dudng tron ¢ c6 ban kinh bang 1 ; con néu dudng tron ¢

c6 ban kinh biang R thi hé s6 dong dang la }%OB] OB, , ban kinh ctia ‘f(“'r?') |

bang %OBI .0B,).



26.

4) Xét hinh thang ByBB,B; (anh cla
Ay A Ay Ay qua phép vi tu g tdm O, hé s6 l)
| a
trong mét phang phic noi ti€p dudng tron don
vi, By, B, By, By biu dién theo tht tu
1 i3 1 i3

(xem hinh 19) thi go fog™' =¢ c6 cong thic
1
z w=—2—(a0 +oy +ay +a3)—%(a0 +oy)(oy +ag)z =——+—z

R ‘ 9 .2 . - ” N ] 3 ] -
biém bat d(f)ng K cua ¢ biéu dién s6 phic z; ma z; :%—--&-Zzo , suy ra

21\/—

i3 |

Zg = . Do hé s6 clia z trong cong thic z - w~—2—+Zz cua ¢ laso
1 A . s s 2

thyc 7 nén tryc A cua dong dang nghich ¢ Ila duong thang qua K song

song v6i Ox. D& y rang goi C 1a trung diém cla ByB thi C biéu dién s6

phtic g nén 5122%56 '

‘Trd-vé hinh thang can A4y4,4,4;, goi D 1a trung diém clha AyA4,, xét J sao

cho OJ =%OD thi f la tich ctia phép vi tu tam J, hé so 7 vGi phép doi

| xung qua dudng thang qua J song song véi canh ddy ctia hinh thang.

Coi duong tron ngoai tiép AABC la dudng tron don C’

vi tam O trong mat phang phic ; A4, B,C theo thit tu 4
biéu dién céc sé phitc a, B, ¥ ; P la diém biéu dién P
s6 phiic @ thi diém A' 1a diém ctia dudng tron don .

vi xdc dinh bdi diéu kien (OC, OP)=(04', OB)
nén néu goi a' 1a s& phic biéu dién bdi A' thi
—ngﬁl tic la a':E—Z:B}/Z).

7 oa w

Hinh 20

Tuong tu, B', C' bicu dién theo thi tu B'= ma) ¥ *ocBw
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27.

Piém A" d6i xting cia A qua dudng thing B'C’ (Bl=lr|=1 biéu dién s6
phc a"=B'+;f'——[3'7'a=(7+B)a5—aﬁy52;
dat o, =ap+PBy +y0, o3 =afy thi viét duge

a"=(o, —[3}/)5—0'352 = —0'352 + 0,0~ 0300 = p+ Ad,
trong d6 u = ——0352 +0'25, A= —0'35.
Tuong tu B"zy%—lﬁ, y"=,u+/1_7;.
Vay a", B", " la anh theo thit ty ciia o, B, ¥ quadnhxa f:z+> z'=/1_z_+,u.
Vi |4|=1 nén cong thic d6 xdc dinh mot phép doi hinh nghich f bién
A, B, C thanh 4", B", C".

2) d chinh la truc cta d6i xdng trugt f noi trén, nd di qua trung diém moi
doan n6i M véi f(M) (trong d6 c6 doan AA", BB", CC", OO").

3) d c6 phuong trinh xic dinh bdi vectd u biéu dién s6 phic u ma

u - u ~ ,. A, P .z 7.0

==-03w néncho B==thicé w=- B duy nhét biéu dién boi P.

U ) u ok}

4) O" bidu dién 6 phic u=-oy0 o+0,)o ne
) ieu diéen s6 phic p=-oc3w +0'2a) —030+0, |@ nén

" - - O P . N
00"=|-c30+0,|=|-0+—2| =|-o+0y|=|-w+0||, (oy=0+B+y). Tu
. : . lop

d6 goi H la truc tam clia AABC thi 00"=PH . Suy ra dudng théng d di
qua O khi va chi khi P tring véi H, tiic P la dinh cha tam gidc vuong
ABC (ldc nay u=0, d6i xing trugt f la d6i xdng truc, truc chifa canh
huyén cia ABC).

1) Coi dudng tron ¢ 1a dudng tron don vi trong mat
phang phitc, 4, B, C theo thit tu biéu dién cdc s6
a B v Pidm A4'l;a diém dai xitng cita A aua duong

» kinh néi cic dlem bleu dién B-ry va 7B nén A'
B2 [B-7]
biéu dién s6 phic ‘ ‘
_ -B — — Hinh 21
a.:_B v 7 BOL:—B'}/a in
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P la diém biéu dién s6 w,

w|=1, thi diém P, doi xing cla P qua dudng
kinh OA4 bidu dién s6 phic w, =a’w. Diém P', d6i xiing cia P qua dudng

2

, - Q2 . x T P - -3 g s ” 5
kinh OP, biéu dién s6 phiic w', = aw:a4w . biém P", doi xing cua

. —3\_—4
P', qua duong kinh OP biéu dién s6 phic w", = wz(a4w )z o w.
Tiép tuyén clia ¢ tai A' l1a dudng théng qua A' biéu dién a' vuodng géc véi
OA' nén c6 mot vecto chi phuong biéu dién ia', do d6 né cé phuong trinh

. i : o -
z—oc'=.=..—7(z—a') =—0L'2(Z——OL'),UI’C Ia z=-0?z+20".
io
biém Q, doi xing v6i P", qua ti€p tuyén d6 biéu dién s phitc:

—5 -5
w +20L'==——0’_~fw +2a' (o3 =0By).

2w 2,272
z,=—o"w", +2a'=-f 70 a
‘ . 0 . 2 s —5 ’ .,;‘; P ex -

Tuong tu, diém (, biéu dién zb=—0'32w +2B', diem @, biéu dién

—5 £ Qt R oot i
Z,=— fw +2y"' (trong d6 B'=—pP, y'=-afy).

Vay anh xa xac dinh béi z > -—0'32 ;-vs +2z bién A", B', C' theo thtt tu thanh Q,,
' . 2 .'~ . P ”5
Oy, Q.. D6 1a mot phép vi tu hé s6 2, tam vi tu J biéu dién s6 phiic 0'32w .
2) Tr d6 khi P thay ddi trén ¢, quy tich clia J ciing chinh 12 ¢ (d€ y ring
Fvl =1, log[ =1) (v6i mdi J cho trudc thuoc ¢, c6 nam diém P tuong tng la

nam diém cha mot ngil gidc déu noi tiép ¢ ).

§4. DUONG TRON. PHEP NGHICH DAO. BIEN D3I TRON

28. Coi AB la truc thuc clia mat phing phitc, 4, B, P theo thd tu biéu dién cic
s6 thuc —a, a, p (c6 thé coi a, p duong, a= p).
1) Can tim M sao cho (m, W)z(—j\/lﬁ, f/t—/[—é) mod 7, tdc 12 néu M biéu

z=p z—a

dién s6 phiic z thi (coi M khic 4, B, P) arg

- =arg +nn(neZ).
z+a z=p
Vay didu kien d6 1a: Z=2 . 279 13 56 thyc khdc 0, tic 1a :
: z+a z-p
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(z—p.z——p) z— pz p(;&o)
z—a z+a) z-a z+a

Sir dung tinh chat ti 1é thitc bang nhau dugc .
- ;+z—2p -
TE T
Vay quy tich gédm c6 dudng thing AB (z—- z= 0) (bd cac diém 4, B, P) va

z+z- 2p_ z4z
Fr) 7o

cac diém M biéu dién z ma , diéu kién nay tuong

duong véi
2pz;—(a2 +p2)(z+;)+2pa2 =0(z#-a,a, p).

Bo phan nay ciia quy tich cét truc thuc (ttc dudng thing AB) tai diém biéu

* dién s6 thuc x ma px2 —(az +pz)x+pa2 =0 tifc la x= p (diém P da cho)
E . . .
Loat | M
va x =— (diém Q). :
p B .
Bo phan d6 Ia duomg tron duong kinh / \
PQ (b6 diém P) va rﬁ - rang y o 5 >0
[4, B, P, Q]=~1, tam dudng tron biu Hinh 22 '

ez L a +
dién sO P

2, 2
(trung diém cta PQ). (xem hinh 22).

2) Quy tich cdc diém M sao cho MA=kMB dugc xéc dinh bdi cdc diém M
biéu dién s6 phic z ma |z+a|=k|z—a|, tic 1a

(z+a)(z+a):k2 (z—a)(;—a),

n6 tuong duong véi (k2 —1)zz - (k? +l')a(z+?)'+(k2‘—l)d2- =0.

Khi k=1, d6 1a dudng trung truc cha AB.
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4
a-p
duong kinh PQ ctia cau 1) tring véi dudng tron quy tich & cau 2).

Khi k#1, k=

v6i p néi trong cau 1) (va chi khi d6), dudng tron



29 Cach 1 : Coi A, B,C, D thuoc duong tron don vi N '
clia mat phing phu’c theo thit tu biéu dién cdc s6 P
phiic 1, —1, z, w (xem hinh 23). Khi d6 N
IA' .
[4, B, C, D]=~1 (C, D phan biét va khdc 4, B) B f}x
27! :X:—l-:—l<::>(z—-1)(w+l)=—(z+1)(w—l) J.-°D
z+1 w+l " Hinh23

30.

~ -
Szw=lo==1oz=w

W
titc 12 dudng thing CD (C # D) cit vuong géc dudng kinh AB..
Cdch 2. Goi At 1a tiép tuyén cua ¢ tai Athi (xem muc 2, Bai doc thém,
Chuong 2, TLCT Hinh hoc 10) ;

[4, B, C, D]=—1<[A4t, 4B, AC, AD]=-1

< C, D d6i xing qua dudng thing 4B (1dy .C' d6i xtng cia C qua dudng
thing AB thi C'e'¥, trung diém CC' thuoc dudong thing AB nén
[4t, AB, AC, AC'|=~1suyra C' tring v6i D). '
1) Goi O latam cha ‘¢ , dudng thing qua O vudng géc v6i A cit A & A, cét
¢ & J;, J, thi nghich ddo / phai ¢6 tam 1a J; va f(J;)= A hoic nghich
déo f cétamla J, va f(J,)= A. Suy ra cdc phép nghich ddo bién A vao ¢ :
* tam J, v6i he s6 k =2J,0.T,4 (néu A= J,),
“ tam J, v6i hé s6 k =27,0.T,4 (néu A= J,).
2) a) Néu “tﬁ ‘%, tring nhau, ban kinh bing R, cing tam O th1 dé thay tlr
dinh nghia, cdc bién déi nghxch dao f cén phai tim la :
*tam 1a O, hé s6 k = R? hoaché s6 k=-R?.
* tam 12 diém J khac O, hé s6 12 k bing phuong tich ctia J d6i véi ¢ .
b) Néu % khdc 6, :
* '@, % 6 ciung tam O thi bién déi nghich ddo f can tim phai c6 tam J1a O
va h¢ s6 nghich dao 1 *R/R, (R, R, labankinh cla Ry, Ry).
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31.

270

« Tam O, cha % khdc tam O, cla ‘% thi bién ddi nghich ddo f cin tim

phdi c6 tam J 1a mot tam vi tu clia '§, %, tam vi tu d6 phai khong thuoc 4 ,

‘%, va hé so nghich ddo phai bing k =%.ﬁ}/f] (%) 1a phuong tich cha
v 1
diém J d6i v6i % ). Suy ra : | |
Khi §, % c6 béan kinh bang nhau va ti€p xdc (ngoai) nhau thi khoéng c6 bién
déi nghich do cin tim ; ,
Khi ‘%, ¢, c6 bén kinh bang nhau nhu’ng khong tiép xdc nhau thi c6 mot va
chi mét bién ddi nghich ddo cdn tim (c6 tam 1a tam vi tu trong cla G, %) ;
Khi ‘¢, % c6 ban kinh khong béng nhau va ti€p xic ngoai nhau thi c6 mot
bién déi nghich d4o cin tim (né cé tam 1a tam vi tu ngoai), con néu tiép xic
trong thi khong co. , ’
Khi 4, ‘% c6 ban kinh khong bang nhau va khong ti€p xiic nhau thi c6 hai
bién ddi nghich do can tim (cé tam 1a tam vi tu clia 2 dudng tron).
1) T, ¢6 tam O, biéu dién s6 phc ~%f- bén kinh Rj-—:‘—;l.—| BB, —ap,
J J

(j=1,2). Ta“cé:

ey L (2 a2 2
cos O A0, = R +Ry -0,05 ).
42270k Rz( 1+ =0 2)
Tur d6 tinh dugc cosm béang biéu thiic & dé bai. Con cosin cia goc giita
hai dudng thang 0,4, O,4 18 rang bing !cosm'.

2) Goi H la hinh chiéu cia O; trén A thi cosin cla géc gilta ¢ va A la

H g e p— v ) 2 oo 2 . 2 .
O‘— Tacé OH =;O;H' (H' la diém d6i xding cta O qua A) biéu dién
1(1 . Z ’ :
. 1 o s 2 <y
sG phic 2‘ e (2<B,, Bz) —a;p,y), tir d6 suy ra biéu thic trong de bai.
“«a1P2 '

3) By, B, theo thi ty duge biéu dién bdi vecto phap tuyén clia Ay, A,, tir d6

suy ra biéu thifc trong dé bai.
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32. Coi J la goc O clia mat phing phitc thi bién d6i nghich ddo f c6 cong thic

33.

zk—>w:—l;€— (k 1a s thuc khéac 0).
z

D /(&) £(%) theo thit ty xdc dinh bdi
| plw’v;+ 2<k]3], w>+a]k2 =0; pzw;v-+2<kﬁ2, w>+ar2k:Z =0.
Do O khong thuoe ‘G, % nén p, 0, p, =0, £(%), /(%) 1a hai duomg
tron va géc tuong giao giita chiing c6 cosin xéc dinh bdi :
APyt P~ <Bl’ 32)
2\/5151 ~aypy\[BoBy - ~ayp,

sgn(pyp,).

a) Tir d6 suy ra géc gita f (%), /(%) bang géc gilta &, % Vi ching c6

cung gid tri tuyét doi cla cosin.
b) Dé y ring £i la phuong tich cia O d6i véi “c?l (j=1,2) nén khi O cung
a: .
J A ‘ _
& bén trong hay ciing & bén ngoai %, % thi sgn(p,p,)=sgn(aa,) nén goc
tuong giao gitta f ('), /(%) bing géc tuong giao giia ' , ‘% Vi cosin clia -

chdng bang nhau.
c) Khi O & bén trong mot duong tron, & bén ngoai dudng tron kia thi

sgn(p;py)=—sgn(aja;) nén cosin clia géc tuong giao gitta ('), /(%)
bang s6 ddi clia cosin clia géc tuong giao gitta G , & . '

Suy ra cic géc tuong giao dé bu nhau.

2) Chu y rdng cong thic tinh cosin ctia géc giita dudng tron va dudng thing
suy ra truc ti€p tir cong thic tinh cosin cia géc gilta hai dudng tron (coi
a#0,a,=0) & bai tap 31. Cong thic tinh cosin clia géc gitta hai duong

- thang ciing suy ra truc ti€p tir cong thirc tinh cosin clia goc giita hai dudng tron

(coi a; =a, =0) & bai tap 31. Vay tir 1oi giai cau la) suy ra 1oi giéi cau 2).

3) Tir 16i giai cau la), cau 2) suy ra 1oi giai cau 3). |

Kihieu 4, =d, hdk (j, k=1,2,3,4, j<k), goi chdng han ¢, 12 dudng
tron di qua A3, A4, A3, . Goi G54 12-dudng tron di qua Ay5, Ay, 434 (xem
hinh 24) thi %4, €34 6 chung diém 45, nén cdn c6 chung mot diém nita ki
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34.

272

hiéu 12 4534 (dé& thdy 4,34 khdc 4s4). Trong E xét ho bon dudng tron
nghia 1ong Cz4,Cpaq» dy U{0}, dj U{o0} (day la hai “dudng thang bd
sung”) : chiing thba méan gia thiét & bai toan vi du 7, §4 : do Asy, Ay, ©, 43
ciing thuoc mot dudng thing bé sung dy U{eo} nén bén giao diém con lai
Air3a> Ara» Aig» A4 cing thude dudng tron Gy, .

Xét ho bén dudng tron nghia rong G4, A4, dy U {00}, dy U{o} thi bang lf
Iuan tuong tu, suy ra ’Alz, A3, Ayzs Ajpzs cing thuoc dudng tron Gps . Vay
bén dudng tron Go3, 04> 34> Gr3a clng di qua 534 (xem §5 chuyeén de
Hinh hoc phang, Tai liéu chuyén Todn Hinh hoc 10).

Hinh 24

1) Gid sit F™'(@)=J, F()=K thido F khong phi Ia bién ddi dong dang
nén J.K khic . Goi ¢ la bién d6i nghich déo tam J, h¢ s6 1 thi
Fo(pfl(oo) —o0 ma Fog ' 1a mot bién déi tron nén Fo@™' 1amot bién déi

déngdang f,ticla F = fo0o.

Xét w 12 bién d8i nghich ddo tam K, hé so 1 thi gy~ 'o F 12 bién d8i tron gitt

bét bién conén la mot bién ddi dong dang f, tic 1a F =wo [ .



Gid sit fop= f'o@', trong d6 ¢, @' 12 nhiing bién déi nghich dao véi he s6
bing 1, £, £ 1a nhing bién déi dong dang. Khi d6 @'o¢™ = /"o f nhung
¢', ¢~ 1a nhimg bién ddi nghich do he 56 wbéng 1 va @og”' 1a mot bién ddi
dong dang nén theo vi du 8, tam clia ¢' tring v6i tam cla @, @' (p"l la phép
vituhésd l,vay o'=op va f'=f.

L luan tuong tu thi tir (povfz(pv'of' (@, @', f, f' van nhu trén), suy ra

35,

o=9, f=7"
2) Xét tich fo@o £ trong d6 ¢ 1a mot bién déi nghich ddo tam J hé s6 k, f '
1a mot bién déi dong dang hé s6 p thi dé thdy :

(fo00 ™)@ = 1 (o) = /()
(£o0es™)(F)=F(0() = S(0) =0

Con véi M khic f(J),tacé N=/"'(M) khic J va JN cling phuong véi

Jo(N), Jo(N).JN =k ; tir d6 do f 1a bién d6i dong dang hé s6 p suy ra
cic vecto f(J)f(o(N)) va f(J)f(N) cing phuong va c6 tich vo hudng

bing kp?, tic 1a céc vecto f(J)(fO(pOf—l)(M) va f(J)M cing phuong

vi ¢6 tich vo huéng bing kp®. Vay theo dinh nghia, fo@o ™' la mot bién
déi nghich dao tam f(J), h¢ s6 kp? . | t
Néu ¢ cé hé¢ so ﬁghich ddo k=1 thi foe=@of tic la qu)Of“I =
twong duong véi f(J)=J va kp® =1 tic Ia p? =1, ciing c6 nghla a f la
mot phép doi hinh giit bat dong J.

1) f 1a bién ddi tron thuan clia E v6i cong thic

sis 2= oz +p
yz+0

,a,B, 7,8 lasdphic, ad—-Py=0.

Diém bat dong ctia f trong E biéu dién s6 phitc z € C ma

yz* +(6-a)z-B=0.
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a) y=0,6-0=0,B=0: f labién d6i déng nhit, moi diém cla E déu bat
dong. ‘
b) y=0,6-a=0,B=0 : diém o la diém bat dong duy nhat cha f trong
E.R&rang f 1a mot phép tinh tién khong phai la déng nhat.

p

il 0.7

¢) y=0,5 -0 #0 : fcé mot diém bt dong J € E biéu dién s6 phiic

v oo la diém bat dong thit hai (trong E). / 1amot phép vi ty - quay tam J .
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dy y=#0:
* Khi (5 - oc)2 +4By =0, f c6 ding mot diém bét dong va diém nay thuoc E .

* Khi (5—&)2 +4By#0 : f c6 ding hai diém bt dong phan biét, hai diém
nay thuoc E. |
Vay bién déi tron thuan hoac c6 mot dlem bt dong hoac hai diém bat dong
hodc moi diém déu bat dong

. Al 7. . 9 = 2,0 A 2, 1 _+
2) f la bién doi tron nghich cia E véi cong thic z> z =2z E"
yz+

o,B,y, 0 laso phic, ad—By=0.
Diém bat dong cha f trong E biéu dién s6 phic ze C ma
yzz+8z—az-P=0.

a) y =0 : diém vo tan 12 mot diém bat dong cha f trong E ; ; £ 1a mot bién

déi déng dang.
* Khi |a|#[6] : f con c6 diém bt dong J € E biéu dién nghiém duy nhat
cha 8z—az—B=0: f lamot bien déi déng dang nghich khong phai dvi hinh. |
* Khi |o| =|4] : f12 mot phép doi hinh nghich. |

- Néu 6B+oB =0 thi f nhan moi diém thudc dudng thang A biéu dién cdc sO
phfrc z théaman 6z - oc;—B =0 lam diém bt dong : f 1a mot doi xiing truc.
- Néu 45B+&13 #0 thi / khong c6 diém bat dong trong E : f1a mot phép doi

xiing - trugt (v6i vecta trugt khac 0°).



36.

b) 7 #0 (diém vo tan khong phéi 1a mot diém bat dong). Diém bat dong biéu

dién s6 phitc z ma z;+£z———o—cg-§=0, do d6 ciing thoa man
Y Yoy : :

Y Y /4

(BB o
macanat

Phuong trinh (*) hodc khong c6 nghiém, hodc c6 mot nghiém hodc cé cic
nghiém 'dLr(jc biéu dién béi cdc diém ctia mot dudng thang hodc tdt ca s6 phitc
1am nghiém. Phuong trinh (**) hodc c6 vo s6 nghiém dugc biéu dién boi cic
diém ctia mot dudng tron, hoac c6 mot nghiém duy nhat (biéu dién duodng tron
¢6 ban kinh bang 0) hoac khong c¢6 nghiém (“dudng tron ban kinh ao”).

zz+ (é—] ;—(E]z —(—B—) =0 vavay biéu dién céc s6 phtc z thoa man:

Vay khi 7 # 0, 6 céc kha nang :

‘7' ’ 2 1 .
* f khong c6 diém bat dong (chang han z 1> z'=—-—).
: y4

nhan géc O lam

¢ f c6 ding mot diém bat dong (ching han z+> z'= T
i VA

diém bat dong duy nhat).

z ’ e R
——, hai diém
zZ+1

e f c6 ding hai diém bat dong phan biét (chang han z > z'=
bat dong biéu dién céc s& phitc 0 va 1). ,

* £ nhan moi diém clia mot dudng tron ¢ 1am diém bat dong : f 12 bién doi
nghich ddo véi ¢ la duong tron nghich dao.

1) Xem lai vi dy 10.

'2) Pe¢ thirdrang Q lién hop véi P (d6i véi ¢) tic 1a dudng tron duong

kinh PQ truc giao v6i ¢ khi va chi khi Q thudc tiép tuyén clia ¢ tai P.
3) Gid sit % xdc dinh béi zz+2(B, z)+ p=0
(tam J clia ¢ biéu dién s6 —pB, ban kinh bing +/BB-p ).
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Diém P, Q theo tht tu biéu dién z, w thi P, Q lién hgp d6i v6i ¢ khi va

chi khi duong tron duong kinh PQ (c6 tam biéu dién z+w, c6 ban kinh

bing |Z—21) truc giao véi ¢, tic 1a khi va chi khi :
Z+w . 2 zZ—W 2 -
+B| = +BB-p.
ey =25 +pE-p

Pon gian phuong trinh, ta duge

<z, w>+(z+w, B>+p=0,’
viét cach khac :  (z+B, w)+(p, )+ p=0.
a) va b) Do |z +P| bang khodng céch tir P dén tam J tdc I3 bing ban kinh
cia ‘¢ nén gia thi€t Pg¢ ¢, tuong duong véi z+B=0. Tir d6 quy tich cic
diém Q lien hop v6i P (d6i v6i '¢'), khi Pe'¢ 12 mot dudng thing A(P)

“v6i mot vecto phap tuyén biéu dién bdi z+w ; vay A(P) vuong géc véi JP :

dé 1a n6i dung ctia cau b), con cau a) suy ra duoc tir ciu 2).
¢) Gilt P (tic zy) c6 dinh thi dudng tron duong kinh JP (c6 tam biéu dién s6
1

—2-(20 ~B), c6 ban kinh béng —;—Izo +B|) xdc dinh béi tap cdc diém biéu dién

sO z ma

>=-;-|ZO +B| tic la z;~(zo——[3, z)—(B, 20»>=0.

| z‘-—%(zo—ﬂ)

Con duong tron ¢ xdc dinh boi z;+2<B, z‘>+p =0 nén truc ding phuong

hai dudng tron dé xdc dinh bsi : —(zo—B, z)—(B, z9) = 2(B, z)+ p tic 12

(29, z)+(B, z)+(B, zy)+ p =0, day chinh 12 phuong trinh ciia A(P) , P biéu
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dlén Zpy - v

d) bé dé tinh toan, coi J tring v6i géc O thi do % c6 ban kinh bing —p

nén bién déi nghich déo tam O, dudng tron nghich d4o 1a ¢ xdc dinh bdi

s w="L ; N6 bién dudng tron dudng kinh OP (P biéu dién zy) (bd
V4

diém 0):



zz—(zo, z>=0, z#0

2
thanh -—p—_—_<zo, -£_> =0,

ww w

tic 1a p+(zy, w)=0, day chinh 12 dudng
A(P) (xem hinh 25)

4) Vin tlep tuc coi.tim J cla ¢ la diém
gbc O, coi ¢ xac dinh boi zz+p=0 thi - Hinh 25

duong d6i cuc cla dié’rﬁ By (biéu dién s6 z,) d6i v6i ¥ xdc dinh boi
<zo,z>+p=0.' ;

Vay néu dudng thing d xéc dinh bdi (z—z,v)=0 (2, 156 phic, 2 #0)

pv
(21, >

rang v biéu di€n bdi mot vecto phap tuyén cia d con z;, b1¢u dién boi mot

© thi diém P, biéu dién zy = ——— Ia diém duy nhat ma A(FR)= d@déy

~ vecto phdp tuyén clia A(R))).

Con néu dudng thang d xdc dinh  bdi  phuong trinh
- - , N Ve -

z=2z+6,|4|=1, A6 +5 =0 thi viét A(P) dang -2-‘(zoz+zoz)+p=0 tc 1a

z=—-27-L quyradiém B, bidu dién s6 7 —~—2..£(=£P—/1) 1a diém
220 2z, ) o

duy nhat ma A(Ry)=d .

Khi d 1a ti€p tuyén cia ¢ tai A thi 16 rang n(d)= A4 (xem cau 2). Khi d

cit ¢ tai hai diém phan biét 4, B thi n(d) 1a giao diém cla hai ti€p tuyén

tgi A, B ciing suy ra tir cau 2). |

Ro6 rﬁﬁg r=A".

5) Goi n(d) =P, n(d")= P' thi d = A(P)> P'<> P'lién hgp v6i P < P lién

hop v6i P' < PeA(P)=d". |

6) Khi AB I duong kinh cta ¢ thi [A, B, C, D] =—1 né’u_\?é chi néu.CD

vuong goc v6i AB (xem bai tap 29).
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Khi AB khong di qua tam J cta ¢, goi P
la cuc clia AB,n6i PC cit ¢ & D' (dé thdy
D' khic 4, B, C),cit 4B & Q thido P, Q
lien hop d6i véi ¢, [P, 0,C, D]=-1. Vi
AP 1a tiép tuyén ciua ¥ tai 4 nén
[P, 0, C, D'|=[AP, AB, AC, AD'], vay

[4, B,C, D'|=-1.

[4, B, C, D'|=-1¢ D tring véi D" Hinh 26
< dudng thing CD di qua cuc P cla 4B (hinh 26).

37. Do P khéng thuoc dudng tron ngoai ti€p ABC nén 4, 4, 4, khong thing
hang (xem vi du 5 phan B vé dudng thing Simson). Coi dudng tron (444, )
12 dudng tron don vi trong mat phang phic, A; biéu dién sO phiic
o;(j=0,1,2). Gid st P biéu dién s6 @ . Duong vthélmg AB c6 phuong trinh
(00, z—a,) =0 ( z dugc biéu dién bdi diém tiy ¥ trén dudng thing d6) ;

dudng thiing AC ¢6 phuong trinh (w—ay, z—a,)=0. Tir d6 A biéu dién s6

—w° +(0L|oc2a)+oc1 +oc2)a)—2a,a2

o= -
a)+OL10L20)~(OL| +OL2)
y e w+a alaz(wa"l) .
T d6 F,y biéu dién s0 @) =— = = va tuong tu cho
2 w+ Otlotz(0-(oc| +OL2)

P, P.

(1,1(12-(;—((1] +(X2)

N P hiéu dién <8 m's = == va tuong tu cho P, P'y va
' ww—1
tinh duoc

(@', 0" ]+[e, a)v'2]+[a)'2, w'y] = 1—10)_;)([(20, oy ]+, o ]+ [0, oco]).
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38

Suy ra ti s6 dién tich c4n tim 1a 1 1'__ = — nghich dao phucmg tich cha P doi
‘ -0w

v6i dudng tron (4y4,4,) .
2) Pudng d6i cuc clia By va chia B} (d6i v6i dudng tron don vi (A4gA 4;)) c6
phuong trinh theo thit ty 1a (@, z)-1=0, (@, z)-1=0. Piém O, la giao
N . e 2(w-0y) .
cua hai duong thang dé nén biéu dién s6 z, == Két qua tuong tu
' : ' ww— )
cho s6 phic z, biéu dién Q,, s6 phic z, biéu dién Q,. Tir d6 tinh dugc
, ' ‘ 4 .
[20- 21]+[21, 22]+[23,20] =——=—([0t0, o] +[on1, 0‘2]+[°‘2’0°0])'
(a)a)~l »
Vay ti 56 dién tich can tim la 4 1an nghich dao binh phuong phuomg tich cta
P d6i véi dudng tron ( Ay 44,
Coi dudng tron ngoai ti€p ABC la dudng tron don vi trong mat phang phfrc ;
A, B, C theo thif ty biéu dién cdc s6 phiic o, B, ¥ ; P biéu dién s6 phiic .
Phép d6i xing qua dudng thang OP xic dinh boi z > z =’z nén suy ra
o' =a’a, B =B, ¥y =0y (a, B, ¥ bidudiénboi 4, BY, C").
*2_

Phép d6i xing qua dudng thing OA4™ xéc dinh bdi z+> z'=a' °z nén A'

- =2
biéu dién o'=0. 2w = o .

Phép déi xting qua dudng thing BC xéc dinh bdi z > z'= —Byz+B+y nén

A" biéu dién s6 phic a";—azﬁyZS +B+7=,—(0'3Z)3 +1)0H,~O'1 (trong d6
03 =d§y, 0y =a+B+y). Tuong tv B" biéu dién B"=~(0353+1)B+a,,
cbn‘C" biéu dién y"= (03503 +1)7+0']

1) bat /1:_(0_3;)3&1)' thi 4nh xa x4c dinh b6i z+> z'=Az+0; bién

A, B, C thanh A", B", C". Tir d6 néu 1 #0 thi d6 12 mot bién ddi dong
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dang thuan vd A"B"C" la mot tam gidc. Vay 4", B", C" khong phai la cdc
dinh clia mot tam gi4c khi va chi khi A=0. Khi d6 A", B", C" clng bi€u

dién s6 phic o, tic 14 4", B", C" trung vdéi truc tam H cua ABC. Ta c6
, % 1 , g :

3

~—-3 e s, rd 2 rs N ~
A=0 030 =-1 @ =—-03. Vay c6 ba vi tri cha P trén dudng tron

* ngoai tiép ABC (lam thanh ba dinh mot tam gidc déu ) dé 4", B", C" xay

~ dung tir P khong lam thanh céc dinh mot tam gidc (cu thé 1a chiing cling

trung v6i H ).

~ 2) A biéu dién s6 phicc o, B" bidu dién s6 phic B", C" biéu dién s¢ phiic

' —3 —3 .
y"maB'-o=-cy0 B+y; y"-a=-o030 y+ B vadethdy

__.3 —
on@her oty 8]0

" nén A, B", C" thing hang.

Tuong tu B,-C", A" thang hang va C, 4", B"thang hang.
3) Theo cau 1), f xdc dinh bdi zH> z'=/124-5] trong do

A:-(a353+1)¢0.

f bién tam O cha dudng tron ngoai ti€p ABC (tam d6 bi€u dién s6 phiic 0)
thanh tam dudng tron ngoai tiép . 4" B"C" va do d6 né biéu dién s6 phitc
A0+ oy nén né la truc tam H cta ABC.

4) Vé6i P biéu dién o, la)|=l ma l=—(a3_033+1)¢0, dong dang thuan

cz>z'=Az+0; ¢6 tam J biéu dién s6 z, ma zj=Azy+oy tic la
1 . 0 0 0 |

- =3 o —3 . o
o |=1nén o, +2#0 vay z, = !
3 3 y 0 —3

(0'3(0 +2)zo=0'].Do .
' O30 +2

. . 2 ox - _3 . . ; .
Véi P biéu dién w, |a)l =lma A= —(0'360 +1) =0 thi ta coi diém J tuong ing
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o RO ,
: ] = o) tic la tryc tam H cua ABC.

v6i P d6 1a diém bi€u dién zp = ——
(03 @ + 1) +2



Vay goi I' 1a dudng tron don vi thi ing v6i méi Pel’ ta dugc diém J cla
mat phang phitc. Can tim 4nh clia dnh xa do.

. . -3
Xéténhxa: ¢:T'—>T xdcdinhboi o> z=0

vadnhxa F:C > C xdc dinh bdi z 4+ z'=—1
. O-3Z + 2
thi Fep:o ———Z——— dat tng méi diém P biéu dién o, Iw] =1 thanh diém

0'3a) +2
J néi trén.
¢ 1a mot toan 4nh.
F 1a mot bién doi tron thuan (dé y rang ooy #0 do tam giac ABC khong
~ phai la tam gidc déu).
Vay J chay trén anh cfia " bdi F
Tam cua ducmg tron truc - trong tam cua ABC bleu dién s6

g1
31

2
U3Z+2 3

ban kinh ctia né la

o] |(2032 +1) o3z

—3_—‘7 IO'3Z+2|

03] 2+O'3Z

3

_ﬂl
3

Khi |z‘ =1 thi

U3Z+2

Suy ra anh ctia I' qua F o 12 duong tron tryc - trong tam cua ABC.

)

—3
oy +2

5)J trang v6i G < 2L = o =0;.
Vay c¢6 ba vi trf cia P tren dudng tron ngoai ti€p ABC (la ba dinh mot tam
gidc déu) dé J tuong tng v6i P tring v6i G.
6) Trong tam G" cua A"B"C" biéu dién s6 phiic
—3 2 ,
(av'+Bll+yv|) 0-136.3 ) +"§O-].

Khi P vach nén dudng tron don vi thi G" vach nén duong tron truc - trong
tam cia ABC vi khi @ =1 thi (11 giai xem'cau 4)
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39.

282

—— +""O'] "—'O'l =|—— =[—.
3 3 3 3 3

~ . a2 e 2 . 2 .z ,\, O N . 2 o x A
7) ba biét diem J biéu dién s6 zj = —— con G" bieu dién s6

O30 +2

) —3
w__0103—3 2 ° (G3w +2) 40 of 4
Zz = +_O'l = — + = - +‘—O_1.
3 -3 30, 3 3w, 3
0'2 4 |
Vay bién doi tron thuan xdc dinh béi z > z'= ~—‘—+—3—cr] bién J thanh G".
, z

NG giir bat bién dudng tron truc - trong tam clia ABC. Diém bat dong cuia bién
2 o
N L .« 2 I3 A, , “ O-l 4 2 0N 2 2
doi d6 biéu dién s6 phitc z ma z:—-§—+§a} tic 12 3z° ~4o1z+ 0 =0 :
, | 2 . :

Y O - L
Phuong trinh nay c6 hai nghiém la o va —3—‘ nén cac dieém bat dong 1a H va Q.

Tacod:

M\ My MMy = My My MMy < [My, My, My, M, =1()

MMy MMy = MyMy My My < [ My, My, My, M| =10+%)
Tu (**), dat [M,, My, M, My]=coso+ising (¢ E‘R) thi theo tinh chat
cla ti s6 kép, [M,, M3, M,, M4]:1—~(coscp+isin(p), vay (*) tr§ thanh

2sin-(B sinie—z’cos—(B =1, nghia la sinLR =l:
2 2 2 21 2

]1 ~CosS@—isin (p] =1 tic la

Vay (p:§~+2k1t hoac (p=-§+2k7c (k € Z) tic 1 hodc

[Ml,‘ Mz, M3, M4]= 1+;\/§ hOéC [M], Mz, M3, M4]=']‘:‘;£.
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