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TRONG CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

   NGUYỄN TRƯỜNG SƠN
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Chương I. PHƯƠNG PHÁP TIẾP TUYẾN

Trong khuôn khổ sáng kiến, tôi chỉ đề cập đến một ứng dụng nhỏ của đạo hàm trong việc chứng minh bất đẳng thức, đó chính là phương pháp tiếp tuyến. Ý tưởng chính của phương pháp tiếp tuyến là sử dụng công thức phương trình tiếp tuyến của một đồ thị hàm số để tìm một biểu thức trung gian trong các đánh giá bất đẳng thức.
1.1 Kiến thức chuẩn bị
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Từ tính chất này ta thấy với mọi 
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Như vậy, nếu một bất đẳng thức có dạng “tổng hàm” như ở vế trái của bất đẳng thức trên và có giả thiết 
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1.2 Một số ví dụ minh họa
(Ví dụ 1. Cho 
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 trong bất đẳng thức (*), cộng vế theo vế ta có đpcm.

( Nhận xét: 
· Khi xét hiệu 
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· Khi trình bày lời giải, có thể ta không cần viết ra các giai đoạn tìm tiếp tuyến mà đưa ra luôn bất đẳng thức đặc trưng cho bài toán cần chứng minh.


Tương tự, ta yêu cầu học sinh lên trình bày Ví dụ 2 và Ví dụ 3.
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 trong bất đẳng thức (*), cộng vế theo vế ta có đpcm.
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Hướng dẫn

+ Xét hàm 
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(Ví dụ 4. Cho 
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Lời giải

+ Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng 
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+ PTTT của đồ thị hàm số 
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Qua  Ví dụ 4, yêu cầu học sinh tương tự làm Ví dụ 5.

(Ví dụ 5. Cho 
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Hướng dẫn
+ Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Thật vậy 
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( Nhận xét: 


Qua các ví dụ trên ta thấy việc xác định dấu của biểu thức 
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 có thể làm như sau:

· Dựa vào dấu của bất đẳng thức cần chứng minh.

· Dự đoán bằng cách thay một giá trị bất kì của 
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Trong các ví dụ trên ta đều sử dụng cách 3. Tuy nhiên trong một số bài toán việc phân tích như trên gặp khó khăn vì bài toán chứa căn thức. Do đó, ta có thể gợi ý cho học sinh sử dụng phương pháp hàm số, tận dụng luôn kết quả mà các em tính đạo hàm của hàm 
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(Ví dụ 6. Cho các số thực dương 
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Xét hàm số 
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Các ví dụ trên đều cần có giả thiết 
[image: image103.wmf]12

...

n

aaan

a

+++=
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+ Do mỗi số hạng có tử và mẫu là các biểu thức đẳng cấp nên không mất tính tổng quát ta giả sử 
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(Ví dụ 8. Cho 
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+ Do mỗi số hạng có tử và mẫu là các biểu thức đẳng cấp nên không mất tính tổng quát ta giả sử 
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(Ví dụ 9. Cho 
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Hướng dẫn: Nếu đem các số hạng của vế trái bất đẳng thức trừ đi 1 thì ta có được các số hạng của bất đẳng thức ở bài 1. 
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Cách 2.
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Trong các bài toán trên dấu đẳng thức chỉ xảy ra tại điểm các biến bằng nhau. Tuy nhiên có những bài toán dấu bằng còn xảy ra tại những điểm khác nữa hoặc có một dấu bằng nhưng không phải tại các biến bằng nhau, ta phải đánh giá như thế nào. Khi đó, phương pháp tiếp tuyến có giải quyết được không ?

Những bài toán như vậy thường là những bài toán khó, việc sử dụng tiếp tuyến tưởng như không thể. Tuy nhiên, trong một số trường hợp, ta vẫn có thể sử dụng phương pháp tiếp tuyến theo từng trường hợp đẳng thức. Cụ thể ta xét ví dụ sau:
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Nhận xét: Trong bài toán trên dấu đẳng thức xảy ra khi 
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+ Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra tại 
[image: image278.wmf]4

xyz

===

.

+ PTTT của đồ thị hàm số 
[image: image279.wmf](

)

1

8

ft

t

=

-

  tại điểm 
[image: image280.wmf]1

4;

6

M

æö

ç÷

èø

 là 
[image: image281.wmf]15

14436

yt

=+

.
+ Ta có 
[image: image282.wmf](

)

115

,0;12

14436

8

tt

t

æö

£+"Î

ç÷

-

èø

 (*).

+ Thay 
[image: image283.wmf],,

xyz

 bởi 
[image: image284.wmf]t

 trong (*) và cộng các bất đẳng thức theo vế ta có đpcm.

Tuy nhiên trong bài toán sau (nhìn tương tự như Ví dụ 14) thì phương pháp tiếp tuyến không giải quyết được.
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Nhận xét: Ta thấy, phương pháp tiếp tuyến cũng chỉ là trường hợp riêng của bài toán sau:
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Để giải bài toán trên ta thường nghĩ đến một phương án là biểu diễn 
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Yêu cầu học sinh thử giải lại các ví dụ theo phương pháp trên.

Không chỉ trong các bất đẳng thức đại số, mà ngay cả trong một số bất đẳng thức lượng giác, phương pháp tiếp tuyến còn có nhiều áp dụng. Ta xét ví dụ sau:
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Lời giải
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Tuy nhiên, trong phương pháp trên học sinh cần nhớ được bất đẳng phụ. Do đó, phương pháp tiếp tuyến ta thấy tương đối dễ vận dụng đối với học sinh:
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Cách 1.
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Cách 2.

Áp dụng đẳng thức trong tam giác ta có 
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Lời giải

Cách 1.
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+ Áp dụng đẳng thức cơ bản trong tam giác 
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1.3 Bài tập tự luyện
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Chương II
KHAI THÁC TÍNH CHẤT CỦA HÀM SỐ Y = AX + B

TRONG CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC

2.1 Kiến thức chuẩn bị
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2.2 Một số ví dụ minh họa
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Lời giải
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Lời giải


Bài toán trên đã xuất hiện nhiều trong các tài liệu và đều được giải theo phương pháp ứng dụng đạo hàm. 
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 nên việc chọn phần tử nhỏ nhất (lớn nhất) có thể làm cho giả thiết của bài toán được sáng tỏ thêm hay như được cho thêm giả thiết. Tuy nhiên, việc đánh giá để qui về một biến cũng không hề đơn giản. Ta xem lại cách giải sau:

Cách 1. 
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Cách 2.
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Ta có điều phải chứng minh.


Trong cách giải trên, khi quan sát bất đẳng thức cần chứng minh ta thấy có thể qui về hàm số bậc cao nhất là 1, với biến 
[image: image432.wmf]a

, tham số 
[image: image433.wmf],

bc

. Khi đó, bài toán có hai tham số, mà việc khai thác điều kiện cho hai tham số trong từng trường hợp tại 
[image: image434.wmf]0

a

=

, hoặc tại 
[image: image435.wmf]1

a

=

 không phải học sinh nào cũng phát hiện được. Do đó, ta có thể hướng dẫn học sinh sử dụng những biến đổi đại số cơ bản để đưa về hàm số chỉ còn chứa một tham số như Cách 3 sau đây:

Cách 3. 

+ Biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh về dạng
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