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KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

Chao moi ngui!

T6i la mot cwu hoc sinh cta trwedng THPT Chuyén Thu Khoa Nghia, nién khoa 2013-
2016 va vira trai qua ki thi THPT Qudc gia nam 2016. Trong qua trinh 6n luyén thi
mon Toan, toi cé mét s kinh nghiém duic két cho ban than thong qua viéc lam bai tép,
d3c biét 1a trong cac dang bai tap phan loai nhw hinh hoc gii tich phang Oxy, phwong
trinh, hé phwong trinh, bat phwong trinh. Riéng phan bat dang thitc, gia tri 1¢n nhat,
nho nhAit todi sé hoan thanh néu con thoi gian. Bay gio, toi thwe hién bai viét ndy nham
chia sé v&i cac ban diéu do, vi trong thoi gian sau thi hdu nhw ti kha ranh réi. Bai viét
khéng chat chira nhiéu bai toan, vi toi nghi véi xu thé thi treong sach tham khao
phong phu nhw bay gid thi viéc tim nhitng quyén sach tham khao cho moi ban khong
hé kho khan, cac ban c6 rat nhiéu sw lwa chon tac gia va diu sach phu hop véi kha
nang, s& thich clia minh. Vi thé, bai viét nay chi don gian 1a mot tai liéu nham trao d6i
kinh nghiém trong viéc giai toan, mot cong cu dé cac ban tim ra 1&i giai cho bai toan,
chit khéng nham tié€p thu nhiéu dang todn khac nhau.

Bai viét nay phu hop vé&i cac ban hoc sinh da hoc xong chwong trinh toan 16p 10,
nhirng ban c6 muc tiéu diém 7,8,9 mon Toan trong ki thi THPT Qudc gia va tuyén sinh
DH, CD sap t&i. Tuy nhién, mot diéu that sw quan trong, dé 1a trwde khi bat tay chinh
phuc c4c cau hdi nay, cac ban nén chac chan rang minh d3 nim dwoc bao quat ki ning
gidi 7 cAu dau tién trong dé thi: Khdo sat - vé d6 thi ham s6, bai toadn phu khdo sat ham
s6, sO phirc, logarit, hAm md, tich phén, hinh hoc gidi tich trong khéng gian Oxyz (Lép
12), cAu hoi bién do6i/phwong trinh lwgng giac, t6 hop, xac suat, hinh hoc khéng gian
(16p 11). LAy diém nhirng ciu vira néu don gian hon nhiéu so véi 1dy diém & nhirng
ciu 8,9,10. Do do, diéu t6i quan trong la cac ban phai nam that chic 7d truwdec, sau d6
hay lan vao cudc chién gianh diém cao. Thi dai hoc 1a mét cudc choi lén ma & dé ban,
khéng nhitng hay ma con phai may va phai tinh tdo. Lam dwgc 3 cdu cudi nhwng danh
roi diém so & 7 ciu con lai la diéu dang tiéc. Vi khi cong bd di€ém thi khéng c6 khung
nao cha thich vao “thi sinh lam dwogc 3 cau khé nhit dé thi” dau. Hay lwu y diéu do.

No6i nhw viy khéng phai dé cac ban nan long chién si. Ty tin 1a khi chit quyét dinh.
Hay ludn nghi rang ban sé lam dwoc va ban quyét tAm lam diéu dé cho dén cung. Hay
hoc ki nhitng cau dé va tim cho minh mét khodng thi gian nhat dinh dé tw rén luyén
3 ciu khd, hodc 1a 1 cdu hoac 2 ciu kho ciling dwoc, vi nudt tron 3 ciu la diéu rat khé
khan. Quy thoi gian khong bao gior thiéu, hay st dung ching that tét. Pwong hoc van
dai 12 ndm, nhwng quyét dinh 1a & 1-2 nam cudi cip nay. Quyét tAm chién diu va hay
tw vach ra cho minh mét ké hoach dé birc pha trong giai doan cudi nay. Hiy nghi dén
muc tiéu, dem lai sw bat ngor vé kha nidng cta ban, cho cha me, thiy c6 va ban be.
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Vi ciing chi 1a ngwdi da tirng tiép thu tri thirc, ngwdi da di trwede cac ban mot budc
trong qua trinh chuln bi cho ki thi 1én trong cudc doi hoc sinh, nén trinh d6 nhan thirc
cda t6i déi khi cling rat han ché. Bai viét nay la nhirng nhan thirc chd quan, cé khi
ding, c6 khi sai, nhung t6i sé cd gang han ché t8i da nhirng sai lam. Ching ta c6 thé
trao d6i v&i nhau dé€ tim ra con dwong ngan hon dé di dén két qua cudi cung. Toi ludén
san sang ti€p nhan nhitng y kién trao ddi cua cac ban va nhin nhan sai lAm ctia minh.

Hi vong bai viét sé 1a cong cu hiru ich cho cac ban trong bwéc dwdorng chuan bi cho ki
thi THPT Quoc gia 2017, 2018 va nhitng ndm tiép theo. Chiic moi ngwdi, dic biét 1a cac
ban TKNers c6 dwoc mot qua trinh rén luyén va chun bi tot cho ki thi cia riéng minh,
dat két qua cao nhit.

Xin cam on cac ban!
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KINH NGHIEM VE QUA TRINH ON LUYEN MON TOAN

Nhuw cac ban di biét, dac thu ciia moén Toan la mén hoc khéng doi hdi cadc ban phai hoc
thudc 1ong. Song, bén canh dd, & mdn hoc nay doi hdi mdi ngwoi phai tw xy dung cho
minh mot cach hoc hop li, mét 16i tw duy cho bai todn minh da gip qua, vi sé chang
bao gior c6 chuyén cho ban thi ngay vao nhirng bai toan ma minh da tirng giai dau. Vi
thé, nhiéu ban hét strc lo ngai vé mén nay. Thir nhit, cé thé 1a do khéi lwong kién thirc
qua 1én, qua nhiéu cong thirc c6 lién quan trai déu & ca 3 16p hoc 10,11,12 va riéng
phin giai tich phang Oxy doi hoi cac ban phai c6 kién thirc vé chwong trinh hinh hoc
THCS. Thit hai, viéc doi héi tw duy & cac bai toan phan loai la kha la v&i nhiéu ban, vé
cach phat biéu thanh 1o cia dé cling nhw cach giai cac bai toan d6. Thit ba, quy thoi
gian qua khiém ton danh cho mén hoc ciing 1a tré ngai 16n, vi ta khdng thé nao bo qua
2 mén con lai trong t6 hop s& trwong ctia minh, vi du Li, Hod (kh6i A) hay Li, Anh vin
(khoi Al).

Do dé, diéu cac ban can lam la vach ra cho ban thin mét thoi gian biéu hop li, va theo
tdi, cac ban nén tip cho minh théi quen hoc tap déu din, vi du moi ngay lam 1 hay 2
bai tap gi d6, du l1a bai dé hay bai khd, déu phai c6 gdng hoan thanh. Vi khi d6 dau 6c sé
thoai mai hon, ti€p thu kién thirc dwoc hiéu qua va gép phan tao cho mdi ban 1 né nép
sinh hoat diéu d6, tranh qua tai trong cong viéc. Hoan thanh & diy khéng phai la ban
phai giai cho dwoc bai todn, ma la ban doc qua, ngdm nga vai phut dé bai, roi phat thao
so lwoc cach ti€p cin bai todn, xem xét 1o gidi va rut ra cho minh nhirng kinh nghiém.
Khi d6, kha nang cta cac ban sé dwoc nang 1én tirng ngay, tirng ngay. Nhitng buéc di
dAu tién bao gi¢ cling gdp nhiéu kho6 khan. Nhung qua moi bai to4n, moi loi gidi minh
ti€p thu la mot phan kién thirc, ddn dan dau 6c minh sé c6 riéng mot cach tw duy cho
nhirng dang bai twong tw. Cac ban dirng bao gio nan chi.

bé gidi quyét cac van dé ma ban c6 thé gap, to6i nghi ban nén:

- Néu ban dang bang khuing vé m¢& kién thirc khdng 16 gbm toan nhirng cong thirc dai
ngoan, khé nhd: toi nghi ban nén c6 riéng cho minh mot cudn tap hay mot quyén s6
tay, ghi chép lai nhitng c6ng thirc minh cin nhé hodc khé nhé. Pirng nén lam dung
nhitng tai liéu chép sdn cdng thirc ma hay tw minh soan né, vi chit viét ciia minh bao
gior minh ciing dé doc hon (chic 1a vay **), bén canh d6 sé gitp cho ban goi nhé nhiéu
hon vé nhirng gi minh da suy nghi, da tw duy, vi 4n sau nhirng cong thirc 1a cad mot qua
trinh tim toi va suy nghi.
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- N&u ban dang lo ling vé van dé mat gdc trong kién thirc nén: mat thi tim lai, google
ludén & bén ban, dirng lo! Khi nao gap mot kién thirc cé lién quan dén chwong trinh 16p
dwdi ma khong thé nhé ra, hdy tra sadch hodc la tim kiém trén mang, réi lai ghi chép
vao cudn so tay cua riéng minh. D6 1a cadch ban tim lai kién thirc ma t6i nghi 1a tuyét
vori, khi ta biét minh thiéu sét chd nao ma kip thoi chap va lai.

Con kha nhiéu van dé phat sinh khac va doi héi ban phai tw tim ra hwéng gidi quyét
riéng cho minh. Nhuwng t6i mudn ndi rang, néu ban mudén vao dai hoc, ban phai cd gang
thwc hién dwgc wéc mo chir khong thé hoai mo wéc, ban nén nghiém khac hon véi
ban than. TAt nhién 1a phai ludn c6 nhirng khoang thoi gian riéng dé vui choi gidi tri,
nhwng chi con mot thoi gian khong da dai dé ban cé thé lo 1a. Hay dit viéc hoc 1én
hang d4u va luén c6 ging thwc hién wéc mo, dirng bao gior nan chi!

Tiép theo, téi moi cac ban dén véi ndi dung chinh cua bai viét nay.
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VAN DE 1: HINH HOC GIAI TICH TRONG MAT PHANG
OXY

SO LUO'C VE BAI TOAN HINH GIAI TICH TRONG MAT PHANG OXY

Ban nao c6 theo doi ciu tric dé thi dai hoc nhitng nim gan diy thi khong khé nhan ra
day 1a cAu hoi & vi tri s6 8, néi ném na la ciu héi phan loai & mirc diém 8. D€ lam t6t
dang ciu hdi nay, ban cin:

- Nam vitng kién thirc hinh hoc 16p 10, nhirng kién thirc vé vecto, tich vé hwdng,
khodng cach, dwong thang, phwong trinh tham s6, téng quat, elip (riéng phan hypebol
va parabol nhitng nim gin diy dwoc giam tai, cAc ban nén hoi ro lai thiy co gido dé
biét thém chi tiét, vi mdi ndm sé c6 mot ciu tric khac nhau).

- Xem lai kién thirc hinh hoc THCS: cidc dwong trong tam giac (trung tuyén, phan giac,
duong cao,...), tir gidc ndi tiép (vé gdc chan cung, goc ngoai tai mot dinh,...), dinh li Ta-
lét vé 2 duwdng thang song song (ti sd gitra cAc doan thang), tam gidc bang nhau, tam
gidc dong dang, tinh chit tam gidc déu, tam gidc can,...

- C6 kha nang nhan dang cac yéu té ma dé bai cho: riéng phan nay sé dwgc dé cip ki
trong bai viét.

- Khi Iam xong, dwng hé truc Oxy ngoai gidy nhap, thé hién 1én hé truc cac diém, dwong
thang ma dé bai yéu cau xem c6 hop li hay khong. Day 1a budc kiém tra két qua hét
strc quan trong, giip ban c6 thé chiac chan rang minh da “xt dep” bai toan hinh hoc
phang Oxy.

- M6t diéu ma nhiéu ban hay bé qua la phai vé hinh thit chuin. Thwong thi dé bai sé
cho vé tam giac, hinh chit nhit, hinh vuong,... v&i cac yéu t6, tinh chat hinh hoc dac biét
dwoc che gidu di, yéu ciu nguoi giai tim ra méi hi vong giai quyét tron ven bai toan.
Hodc chi it 1a khi d3 nhén ra diéu dic biét, cling c6 thé néu ra ma khéng chirng minh
néu chirng minh khéng dwgec, trong treong hop nay ban chi ¢ thé bi trir tir 0.25-0.5d
cho bai toan 1d (néu nhirng bwéc tinh toan con lai ban lam ding). Vi thé, bai todn
dang nay tuy kho dat dwoc tron ven 1d nhwng viéc kiém tir 0.5-0.75d 1a diéu ma ban
hoan toan c6 thé lam dwgc. Dlrng bo qua co hdi du nhé nhoi nay!

Chét lai, vdi 5 gach dau dong vira néu, ban da co tit ca nhirng cong viéc dé€ di dén loi
giai cho bai toan Oxy, riéng 2 gach dau dong dau tién doi hoi & chinh ban, hay xem lai
muc kinh nghiém vé qua trinh 6n luyén dé rit ra cho chinh minh hwéng di phu hop
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nhat. Vi mdi nguwoi sé c6 mot kha nang hay mot cach hoc khac nhau nén ban dirng qua
dé tam dén cach hoc clia nhitng ban xung quanh, diu sao ban ciing di dén cai dich cudi
cung la an tron cau héi 8d nay la dworc.

KINH NGHIEM XU Li CAC BAI TOAN HINH PHANG OXY:

1. Hwéng gidi quyét chung:

- Budc 1: Doc dé bai that ki, doc dén dau vé hinh ra dén diy va nén vé that chuan.
Bwéc khéi ddu nay tuy don gian nhuwng hét sirc quan trong.

Vi du: Cho tam giac ABC vuong tai A ndi ti€p dwong tron tim 0. Ban c6 thé vé nhw sau:

C1: (Pwoc khuyén khich) V& dwong tron trwdc, sau d6 vé tam gidc vudng ABC
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C2: (Hoi khé hon) Vé tam giac vuong ABC, 1dy giao diém cua 2 trung truc, dwung dwong
tron. Khi vé xong xo0a di cac trung truc, vi khong quan trong.

B

Q

e

C A C

M6t loi khuyén nho nhé: ban nao yéu phin dwng hinh théng qua tinh chit cia cac
dwong trong tam giac thi nén lam theo C1.
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(Tam dwong tron ngoai ti€ép tam giac la giao diém ba dwong trung trwc, nhwng chi can
1ay 2 dworng 1a dn).

- Buére 2: X4u chudi cac dir kién va tim tinh chit hinh hoc (néu c6): Vi xu hwéng ra dé
nhitng ndm gin diy danh kha manh vao phan tinh chit hinh hoc phang 4n sau mot bai
toan hinh hoc gidi tich nén doi héi cac ban phai tim ra mau chot bai toan dwoc tac gia
gidu ki, qua d6 két thic tron ven bai toan. Trong bwéc 2 nay, du tinh chit dwoc gidu,
nhwng sé cé nhirng dir kién bai toAn ma dwa vao dé, ta cé thé di tim.

Tuy nhién hién nay c6 nhiéu y kién cho rang dé bai kiéu nay 1a chwa hay va chwa mang
lai 1 bai toan hinh giai tich phang Oxy dep mat va thuin tuy gidi tich, nén c6 thé xu
hwéng nay vai nam téi sé thay doi, danh manh vao phan kién thirc giai tich nhiéu hon.
Vi viy, buwédc 2 nay la sé dwoc bé qua néu xu hwéng hién tai bi thay doi di.

- Budc 3: Dwa vao tinh chit phat hién cong véi dir kién bai toan, két hop kién thirc vé
phwong trinh dwdng thang, tich vo hudng,... tim ra cac diém, phwong trinh dwong
thang hay dwong tron ma dé bai yéu cau.

- Budc 4: Thé hién hinh vé 1én hé truc toa d6 Oxy ngoai gidly nhap dé ki€ém tra tinh
ding dan cia loi giai.

2. Mot sd hwédng gidi quyét dir kién bai toan:

- Gia thiét bai to4n cho toa dd 2 di€m A,B ching han, ta viét dwoc AB , do d6 ta c6 thé:
viét phwong trinh dwong thang AB, phwong trinh dwong thang qua A va vudng goc AB,
phwong trinh dwdng thang qua B va vudng gdc AB, tinh dwgc do dai AB,...

- Gia thiét bai to4n cho toa dd 1 diém C va phwong trinh dwong thang AB, ta c6 thé: tinh
dwoc khoang cach tir C dén AB, viét phwong trinh dwong thang CD qua C va vudng goc
hodc song song v&i AB, tim toa d6 diém doi xirng véi C qua AB,...

- Gia thiét bai toan cho dit kién l1a phwong trinh dwong tron: xac dinh dwgc toa do tim
va do dai ban kinh, néu dwong tron 1a ngoai tiép tam giac ABC, thi muo6n tim toa do
diém B, C, ta cin viét duwoc phwong trinh BC, sau d6 gidi hé phwong trinh dwong thang
BC va phwong trinh dwdong tron ngoai tiép, suy ra 2 diém B,C.

- Néu d3 biét trwdc phwong trinh dwong thing, ta c6 thé tham s6 hoa 1 diém thudc
dwong thang dé€ dé tinh toan. VD: cho dwong thing 4B:x—y+1=0, thita c6: diém A
thuoc AB => A(t;z‘ - 1). Viéc stt dung tham s6 t 1a thwong gap, con néu muén, ban

hoan toan cé thé theo tham sé khac (a,b,c,...), cAch tham s6 dwoc hiéu nhw sau: véi
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phuwong trinh AB:x—y+1=0,tacho x=¢,khid6 y=x+1=¢+1,vavidiém A c6 toa
d61a 4(x;y) nén c6 thé bidu dién A(#;7+1). Budc nay khi da quen thi khong c6 gi
dang lo ngai. Tham s6 hod toa d6 diém nhw vay dé lam gi? VD: véi dé bai cho phwong

trinh dwong thing 4B:x—y+1=0 va diém C(2;5), tim toa d6 diém D thudc AB, biét
CD =+/10. Ta c6 thé tham s hoa D(#;¢+1) rdi tinh d¢ dai doan thing CD théng qua

con dwdng tinh vecto: CD = (t-2;t-4)=CD= \/(t — 2)2 +(1 —4)2 , 701 tir dit kién
CD = \/E, giai tim t, sao d6 suy ra toa do D.

Con nhiéu kiéu dit kién bai todn nhwng hau nhw tit ca cac dir kién déu qui veé viéc yéu
cau tim toa do diém hoic viét phwong trinh dwong thang, vi thé cac ban phai nam i
thuyét cho that virng.

3. Suy luin yéu ciu bai todn tir gia thiét:

Dit kién bai toan dwa ra bao gio cling dan dit ta dén mot yéu cau nao dd. Do co6 thé
khong phai 1a két qua ciia bai toan, nhwng c6 thé 1a budc dém dé€ dan dén két qua cudi
cung. Vi du: khi cho tam gidc ABC, c6 cac dir kién kém theo va yéu cau tim toa do dinh
A, thi cac dit kién d6 c6 thé sé khong dan chung ta dén ngay toa do diém A cin tim, ma
ta phai tim toa d6 B,C hay toa dd cac diém dac biét khac trong tam gidc nhw truwc tam,
trong tim, tAim dwdng tron ngoai ti€p, ndi tiép,... Do d6, phai thit binh tinh khi d6i mat
v&i cac bai todn Oxy, phai dwa ra mot hwéng tw duy mé dwdong, dat ra cac cau hoéi cho
ban than nhu: c6 thé tim dwoc di€m nao trwdc, dir kién dé bai cho cé thé khai thac
nhu thé nao, tir d6 sau chudi dir kién dé di dén 1 két qua c6 lgi nao do.

Ta xem xét dé bai sau, va toi sé xem dé bai nay nhw mot vi du xuyén sudt cac phan tiép
theo cta bai viét, bai toan dworc trich tir dé thi THPT Quoc gia 2016 (lwot bd chut xiu):

Cho ti gidc ABCD ndi ti€p dwong tron dwong kinh BD. Goi M, N lan lwot 1a hinh chiéu
vudng goc clia A 1én cac dwong thang BC, BD va P 14 giao diém cta hai dwong thing
MN, AC. Biét dwdng thing AC c6 phwong trinh x—y—1=0, M(0;4),N(2;2). Tim toa
do cac diém P, A, B.

* Xau chudi cac dir kién: nhin nhan d@ bai, c6 thé ban nao ciing sé rut ra dwgc nhirng
dir kién cua bai toan, theo dé ta thiy ngay rang:
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- P4 c6 phwong trinh AC, ta cé thé: ma hoa toa d6 diém A, diém C, tinh khoang cach tlr
mot diém khac nam ngoai AC dén AC. Vi dé bai hoi diém A nén ta sé& wu tién suy nghi
vao diém A truéc (bo qua nhirng suy nghi danh cho diém C).

- D& bai cho toa do 2 diém MN: ta c6 thé viét phwong trinh dwong thang qua 2 diém M
va N (dwdi dang phwong trinh téng quat), tinh do dai doan thang MN, viét duoc
phwong trinh qua M va vuong goc véi MN, qua N va vuéng goc véi MN.

- Ti€p theo la cic dir kién lién quan dén tinh chit
hinh hoc: t gidc ABCD ndi ti€p dwong tron
dwong kinh BD, suy ra cac goc BAD, BCD vuong
(gdc noi tiép chin nira dwdng tron)

- Cuoi cung la gia thiét: AM L BC, AN 1 BD.

Pén day, ta coi nhw da tém gon gia thiét dé dé

hinh dung hon. Cong viéc nay gidp ban bé qua

dé bai diy chir va chi chd tAm vao nhirng gi minh

da tém lwoc va hinh vé chuin. Riéng nhirng tinh

chat hinh hoc nén biéu dién 1én hinh vé chit
dirng dai gi viét ra gidy. K&t thic qua trinh xau chudi gia thiét.

Tié€p theo, ta suy ludn yéu ciu bai todn tir gia thiét. Yéu ciu bai toan la tim toa do cac
diém P, A, B. C6 mot chi tiét du nhé nhwng rat thong dung, d6 1a toa d6 1 diém sé dwoc
xac dinh khi ta biét dwoc phwong trinh 2 dwdng thing tao nén giao diém d6. Trong bai
todn nay, ta sé xét tir tir cac diém dé bai yéu cau. Ta thiy diém P =MN N AC, ma MN
va AC ta hoan toan c6 thé viét dwoc cac phwong trinh duwdng thang. Do d6 coi nhu ta
da xtr li xong diém P. Tacé MN :x+y—-4=0 vaAC: x—y—1=0 nén toa do diéfm P la
x+y—-4=0
x-y-1=0
quyét diém A va B. Ta thdy rang: diém A thudc dwong thang AC da biét phwong trinh,
con diém B hoan toan chwa c6 manh moi gi ca (c6 chang la B thudc dwong tron ngoai
tiép t& gidc ABCD), do d6, ta wu tién suy nghi tim diém A trudc. Khi da gidi quyét tron

nghiém ctia hé { , gidi hé ta tim dwoc bd toa d6 P. Xong! Ta tién dén giai

ven di€ém P, liic nay ta c6 thém dwoc gia thiét P(%,%) . Ta tién hanh phén tich diém A.

Muén tim toa do cda 1 diém, thwong ta sé dung phwong phap giéng nhw da tim ra
diém P, tirc 1a tim phwong trinh cta 2 dwong thang ma A 1a giao diém clia nd, hodc Ia
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ta biét dwoc do dai cia 1 doan thang nao do chira A, hoic 1a biét dwgc phwong trinh
dwong tron ngoai ti€p ti gidc ABCD. Cac yéu to nay hoan toan ta khong hé biét. Nhwng
ta sé Ian tim tir quan hé giita A cic diém di biét toa do: M,N,P. Ta tam thoi dirng lai tai
day, vi chwa thé tim ra mot cach rach roi nhirng yéu té ta vira phan tich.

4. Phat hién va chitng minh tinh chit hinh hoc:

Cong viéc nay la mot phan trong bwdc dwong tim thém cic co sé gia thiét dé ta giai
quyét tron ven bai toan, & vi du dang xét, ta dang bi “bé tic” trong cong cudc tim toa dod
diém A, vi hdu nhu cic diéu kién dé tim diém A ta vira phan tich dang chwa ré rang,
con thiéu thiéu mot co s& gi dé dé xtr 1i. Vi thé, ta dw doan bai todn nay con mot tinh
chit hinh hoc dwoc gidu di va ta phai tim n6. Nhung c6 1 lwu y nho nhé rang, khi nghi
ngo bai toan cé tinh chat hinh hoc, ban dirng voi vang két luin suy nghi ciia minh la
ddng, vi ¢6 thé hinh minh vira vé roi vao mét treong hop dic biét nao d6 ma tinh chat
do chi dung voi tredng hop dé, khong ding véi cac tredng hop con lai, néi khac di la
ban dang ng6 nhan tinh chat, di dén sai lam.

Viéc tim va chirng minh tinh chit hinh hoc la mét phan kién thirc thudc chwong trinh
hinh hoc THCS. Nhwng cai khé & day 13, hoi cdp 2 khilam 1 bai toan hinh hoc, ta luén
biét dwoc dé bai yéu cdu minh lam gi, vi du cho mot cai hinh, yéu ciu chitrng minh géc
nay bang goc kia, tam gidc nay bang tam giac kia hay tit giac no 1a tir gidc ndi tiép,..v..v..
Nhuwng bay gi®, moi viéc sé phirc tap hon khi ban vira phai du doan, vira phai chirng
minh tinh chat ma minh vira dw doan d6. Céng viéc nay khéng hé don gidn. T6i khuyén
cac ban nén tim lai cac kién thirc 1&p 9 ma minh da hoc, hoac tim trén mang nhirng
tinh chat hay, thwc hanh chitrng minh dAn dan, khi d6 ban s& nhuan nhuyén cac ki nang
cin c6 dé chirng minh hoan tit mot yéu t6 hinh hoc. Téi c¢6 thé goi y cho ban mot s
kién thic tir quan trong dén it quan trong hon sau day:

- T gidc noi ti€p, cac goc trong dwong tron (goc & tim, goc noi ti€p, goc tao boi tiép
tuyén va day cung,...).

- Tam giadc dong dang, tam giac bang nhau, dinh li Ta-1ét, chti y vé ti sd gitta cac doan
thang bi chdn bé&i hai dwdng thang song song.

- Tinh chat cac dwong trong tam giac: dwong trung tuyén (trung diém, trong tim),
dwong cao (trwc tAm), dwong phan giac (tAm dwdng tron noi tiép tam giac), dwong
trung triec (tAm dwdng tron ngoai ti€p tam giac), dwong trung binh.

- Tinh chit cac canh va cac géc trong hinh binh hanh, hinh chit nhat, hinh thoi, hinh
vuong.
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- Tiép tuyén cia dwong tron tai 1 diém.
- Cong thirc tinh dién tich tam giac (hinh hoc 10), dién tich hinh thang, binh hanbh,...

Hodc néu c6 thoi gian va hirng th, ban cling cé thé tim thém mot s6 kién thirc ning
cao vé dwong tron Euler, dwdng thang Simson (tinh chat ca bai toan Oxy THPT Qudc
gia 2016). Tim, hiéu, chirng minh dwoc hodc xem chirng minh va tiép thu dwoc la ok,
khéng can nhé tén chiing n6 lam gi.

Cac tinh chit hinh hoc cé thé yéu ciu ban chitrng minh 1a trung diém, trwc tim, trong
tam, 2 doan thang bang nhau, 2 duwong thang vudng goc, song song hodc tao véi nhau
mot gdc bat ki khdng doéi, cac diém cuing thudéc mot dwong tron,... D6 1a mot sé dinh
hwéng cho cac ban.

Khi @3 nghi ng¢ tinh chit nao d6, dirng ngin ngai ma hay dit thwéc vao kiém tra ngay.
Chung vudng gdc, song song hay bang nhau gi gi d6 cling sé thé hién qua cay thudc
thang, thwdc do do cta ban, va khi da nhéin thay roi thi nén vé thém 1 hinh khéc dé
chic chin rang nhan dinh ctia ban 13 chinh x4c (khdng phai lic nao ciing viy, néu nhw
ban da chic chin thi nén tiét kiém thoi gian, khai vé hinh ciling dwoc, vé thi ok hon).

Tré lai véi bai toan ctia ching ta, ta hoan toan cé
thé ma ho4 toa do diém A vi A thudc dwdng thang
AC da biét phwong trinh, ta tim quan hé giita cac
diém da biét toa do véi diém A. Ta phén tich mot
chit. C6 thé ban nghi ngd P 1a trung diém cia AC,
dat thuwéc vao do ngay thi thiy diéu ban nghi ngo
c6 vé dung. Nhwng hay tw hdi minh mot ciu rang,
néu diéu dé xay ra, ban cé thé lam gi tiép theo dé
tim toa do diém A? Néu diém C da biét toa do, ban
hoan toan c6 thé di theo con dworng dé, nhung
khéng may, diém C hoan toan con 1a moét 4n sé. Vi
vay, kha niang nay it xay ra. Bé qua. Ta thiy rang AP va NP hoan toan khéng c6 mdi
quan hé nao, kha nang AP vudng goc véi MP ciing la rat thap. Tuy nhién, néu dé y mot
chut, ban sé thiy dwoc diéu dic biét dén tir 2 doan thang AP va MP, du khong song
song, vudng gdc nhwng chiing hoan toan cé kha nang bang nhau. Dit thwéc vao do,
ban cang cé niém tin hon vao suy nghi cia minh khi thwéc cho d6 dai 2 doan la nhw
nhau. Van tiép tuc dit ra cau hdi néu diéu do6 xay ra, ta lam gi ti€p theo. Pén day, toa
do M va P hoan toan xac dinh, ta tinh dwoc MP, toa d6 diém A dwoc ma hoa nén vecto
AP chi con chira mot 4n s6 duy nhat (ban c6 thé xem lai vi du & cuéi trang 7). Vi vay,
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diém A c6 thé dwoc thio go tir day. Viéc chirng minh AP = PM t6i xin dé danh cho cac
ban, néu hién tai chwa chirng minh dwoc thi cé thé sau nay, khi luyén d€, cic ban cé
thé&16i ra 1am lai, c6 néu khéng nhé ma 16i ra 1am lai thi thoi cling chang sao, diéu quan
trong la ban cin xy dwng cho minh mot 16i tw duy cho viéc tim va phat hién tinh chat
hinh hoc. Piém B ¢6 thé dwgc tim ra bang con dwdng tich vo huéng tir quan hé bén
diém B, A, N, M v&i A, M, N d3 biét toa do.

Sau day la mot dan y 1&i gidi ngdn gon cho dé bai vira ra, khong phai 1a 1o gidi hoan
chinh cho bai toan, va tit nhién khong thé trinh bai vao bai thi nhw thé nay dwoc:

P la giao diém ctia AC va MN, suy ra toa do P(%,%) :

Chirng minh PA = PM. Vi A thudc AC suy ra A(t;z‘ —1) .Ta c6: PA= (t —%;t —gj

5

2
Suy ra: PA = 2.(t—%j :\/5;_E

5\2 {t =5 :{A(5;4)

, PM =22 Vi PA=PN =
2 t=0""| A(0;-1)

Vi A(5;4) suy ra B(0;5) (cac ban kiém tra lai). Vi A(0;—1) suy ra B(-1;4).

Trong bai toan trén, t6i da c6 tinh lwot bo di diéu kién ctia bai toan goc l1a: hoanh do
diém A nhé hon 2. Qua do, toi cling lwu y véi cac ban rang, dir kién néu trén chi st
dung dé loai b6t nghiém khi tinh ra toa d6 di€m A va khong gép phén vao co sé dir kién
ma chung ta da phan tich truéc d6. Pong thoi, diéu nay ciing gép phin gitp ban cé thé
dé dang trong viéc dinh hwéng 1o giai sau khi da tim ra diém P, giup ban c6 co s& dé di
tim diém A truwéec, sau do tim diém B sau.

Va cling dirng quén kiém tra lai két qua cia bai
to4n bang viéc biéu dién cic diém vira tim dwoc
1én hé truc toa dd Oxy ngoai gidy nhap dé chac
chan rang két qua ciia minh 1a ddng, dé c6 thé
Kip thoi stra lai néu thay khéng hop 1.

Mot lwu y nho trong viéc ki€m tra lai bang hé
truc toa do: cac ban vé 1én toa do cac yéu t6 dé
bai cho trudc (diém M, N, dwong thang AC), sau
dé 1a cac yéu té vira tim dwoc (P, A, B), roi két
hop thém cac yéu to hinh hoc (géc BAD, géc BCD
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vuong) dé hoan thién hinh vé, thwong thi dé sé cho cac diém roi vao cac toa diac biét
hon 14 cac toa dd x4u (chi 1a thwong thwdng nhw thé théi chir khéng phai lic nao cling
vay dau nha **). Cac ban kiém tra két qua con lai bang cach twong tu.

5. M6t s6 phwong phap gidi quyét dit kién bai toan khi di biét tinh chit hinh hoc:

- Viét phwong trinh dwdng thang di qua di€m va hop véi dudng thang cho tredc mot
g0c a cho trudéec:

Dua trén 16i tw duy: “Mot diém c6 toa dd xac dinh khi né la giao diém ctia 2 dwong
thang d3 biét phwong trinh”. Kién thirc van dung & day chinh 1a cach viét phwong trinh
duong thang “so khai”, ngay tir nhirng budi dau cac ban bat dau hoc Oxy.

Diéu kién dé st dung phwong phap nay gom: da biét trwéc 1 di€m ma dwong thang di
qua, 1 dwdng thang khac da biét phwong trinh va s6 do géc « gitra dwong thang cin tim
va dwdng thang da cho. Cach nay twong ddi hiru ich trong viéc giai cac bai toan lién
quan dén hinh vuéng, hinh thang va hinh chi* nhit da biét trwdc ti 1€ gitra cic canh.

Cac budc str dung phwong phap:

1. Tim géc « tao béi dwdng thing can viét phwong trinh (d) va dwong thang da biét

trudc phwong trinh (A).

2. Viét phwong trinh dang tng quat clia dwong thing d: gia st di€ém A4(m;n) thudc d,
khi d6 phwong trinh dwong thing d c6 dang: a(x—m)+b(y—n)=0, a*+b> =0,
duong thiang A:cx+dy+e=0,khi dédva A [an lwot ¢ cac vecto phéap tuyén 1a

U= (m;n),\j =(c;d)

3. Dung cong thirc tich vo huéng cosa = #‘ ‘#
T

<

4. Bién luan cho a va b, suy ra phwong trinh dwdng thang cin tim.

Vi du, cho hinh chit nhat ABCD véi AB = 2BC, phwong trinh dwong thang
AB:x-2y+3=0,diém D(O;Z), tim toa do diém B.

Van theo 16i tw duy cli, mudn tim toa dd B, ta cAn biét phwong trinh 2 dwong thang ma
giao diém ctia ching la B, dé bai da cho trwdc phwong trinh AB nén phan viéc cia ta la
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di tim phwong trinh cia dwong thang con lai. Cac dwong thang giao véi AB tai B 1a CB,
DB. Vé&i dwong thiang BC, ta biét BC 1 AB, nhung diém C chwa cd, nén chwa thé hoi du
2 yéu td (biét vecto phap tuyén va 1 diém thudc dudng thang) dé viét phwong trinh.
Nén truedng hop nay ta tam thoi bé qua. Xét téi duwong thang BD, ta hAu nhw da hoi da
cac yéu t0: dwong thang AB da biét phwong trinh, di€ém D d3 biét toa d6 va gbc hop béi
AB va BD ciing c6 thé xac dinh dwoc tir dit kién AB = 2BC. Néu thay dit kién dé bai cho
co ti 1é gitra cac canh, cic ban phai dw doan kha ndng c6 thé viét phwong trinh dwong
thang theo cach nay. Nhw vay, cac diéu kién déu da c6 du, theo tuln tw tirng buéc ta
thwc hién yéu cau bai toan (cac ban trinh bay lai):

1. Tim géc tao béi AB va BD:

A B
, AB 2 P
Taco cosa=—=—
BD /5
(Vi BD =\ AB* + AD? = AD\/5)
D C

2. Gia st BD:ax+b(y—2)=0, a’+b*#0

3. Str dung tich vd hwéng: dwong thang AB va BD c6 vecto phap tuyén Ian lwot 1a
u= (1;—2),\7 =(a;b) . Ta co:
a=0

‘”'V‘ 2 |a -2 (a—2b)2 :4(a2+b2)<:>3a2+4ab:0<:> —4b

Lo Y
‘qu‘ NN I
Cach gidi phwong trinh trén la cac ban chia 2 vé cho bz,(b # O) , sau do giai phwong

x=0 a=0,(vi‘b¢0)

trinh bac 2: 3x” +4x=0 véi x :% , dwoc 2 nghiém la 4 = 4b
X=—— a=——

3 3

cosa =

4.Véi a=0,chonbtuyy, b =1 chang han, suy ra phwong trinh BD:y—-2=0,suyraB

Véia = —%b, “chon b sao cho a dep”, chiang han b =-3 = a =4, suy ra phwong trinh
BD:4x-3(y-2)=0<4x-3y+6=0,suyraB.

Viéc chon gia tri & bwdc 4 1a hoan toan ngau nhién, khi cac ban da rut duwgc quan hé
gitta cac bién a va b thi viéc cho gia tri a, b 12 tuy thudc cac ban, mién dirng cho 2 gia tri
dong thoi bang 0 1a dwoc, nén cho 1am sao cho dep dé con dé bé xtr Ii.
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C6 thé hiéu hon phwong phap qua hinh vé bén:

Trén hinh, goc tao béi hai duwdmng thang d1 va d2 va goc tao
b&i gia ctia hai vecto phéap tuyén ctia ching ré rang bang
nhau, nén ta cé cong thirc & buwéc so 3.

- St dung dir kién dién tich:

bé bai cho dir kién dién tich, thwong sé cung cip cho ban
thong tin lién quan dén d6 dai cac canh, cdc dwong trong
hinh, hodc cling c6 thé tinh goc gitra 2 dwong thang chang

han (bang cong thic tinh dién tich tam gidc da hoc S = %ab sin 4 , tuy nhién kha nang

nay thap hon), thwong la d6 dai day, dwong cao trong tam giac, canh trong hinh chir
nhat, hinh vudng, hinh thang vuong, hinh binh hanh,...

Cac budce xir li thwong gap khi gap dang dir kién nay: ban cé thé dit dn cho cic canh
cin biét do dai, roi ap dung cc cong thikc dién tich, gidi phwong trinh tim 4n d6. Vi dy,
ta c6 dé bai sau:

Trong mat phang vdi hé toa do Oxy, cho hinh chir nhat ABCD c¢6 dién tich bang 18. Goi
E 1a trung diém canh BC. Pwdng tron ngoai tiép tam giac CDE cit dwong chéo AC tai G,

(G khong trung véi C). Biét E(1;-1), G[%,%) va diém D thudc dwong thang

d:x+y-6=0.Tim toa do cac diém A, B, C, D.

p I B Dkién décho 2 diém E va G -> viét dugc phuong
o — trinh EG, tinh dwoc d6 dai EG.
/|G r g Laic6 diém D thudc dudmg thing d da biét phwong

. \ trinh, mot cach tw nhién, ta tim quan hé 3 diém G, D,
. | E, vi diém D 1a di€m kha di nhat c6 thé tim toa dé.

D C TG gidc GECD ndi tiép v LECD =90°

= /DGE =90° , viét dwoc phwong trinh GD, tim dwgc diém D (GD giao v&i dwong
thang d ra D va ca 2 dwong thang déu da biét phwong trinh).

bén day, hiu nhw chi con 1 di kién 1a dién tich hinh chit nhit ABCD = 18. Ta phai tim
cach xt li dir kién nay. Nhw da ndi, dit kién dién tich cung cip thong tin vé do dai cua 1
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doan thang nao dé trong hinh. Ta tién hanh xem xét. Ta con lai ba diém A, B, C, ta cAn
tap trung vao di€ém nao trudc? Tir dit kién dién tich hinh chitr nhat, ta dé dang biét
dwoc dién tich cac hinh sau: ABCD, ABC, DCE, ABD, ACD, BCD. Trong cac hinh vira néu,
chi c6 tam giac DCE la chiva 1 di€ém can quan tAm (diém C) va 2 diém da biét toa do
(E,D), vi vay ta tap trung x li hinh nay truéc. Vay, ta sé di tinh canh EC va CD, d€ hi
vong “kep” di€ém C vao 1 dir kién khac r6 rang hon nira. Néu dat EC=a, tir viéc da biét
toa d0 diém E va D, ta tinh dwgc dd dai doan ED, nén bang dinh 1i Pytago, hoan toan

bi&u dién CD theo a. Cu thé, diém D(4;2), nén DE = 342, suyra CD =+18—a?, rbi tir

A 4 7 - A e L4 7 \ 7 S -2 ?
cong thirc tinh dién tich tam giac CDE, ta tinh dworc a, vi ta c6: (SC = AZCD j Gia str

D

C(x;y), tir 2 gid thiét1a CE L CD,CE = a, ta suy ra toa d6 diém C. Tl ddy, viéc tim toa

do B va A (theo thit tw) chi la chuyén nhé **. Cac ban xtr I gon bai nay nhé!

Tt vi du trén, dix kién dién tich cung cip thém 1 diéu kién rang budc cho yéu cau bai
toan, néu khong cé gia thiét d6 thi diém C sé “chay lung tung” khi ta chi c6 diéu kién
tich v hwdng 2 vecto CE, CD bang 0. DAy cling 1a mot hwdng tw duy dé cac ban ap
dung dir kién dién tich mét cach hop li nhit.

M6t diém lwu y niva 1a trong cach xt i dix kién dién tich, thwong thi ta sé dit 4n cho
canh va tim 4n d6. Viéc nay kha don gian nhwng doi khi trong khi lam bai cic ban hay
khéng nghi téi. Vi vy, trong viéc xt li cic cAu phéan loai ctia dé todn, cac ban phai thit
binh tinh, dirng bat tinh nhé **,

- Loai diém dwa vao diéu kién cung phia - khac phia cta diém so v&i duwdng thang:

Tdi cling chwa biét nén dit tiéu dé sao cho dé hiéu hon nita. C6 thé bao ham y ctia chii
dé 1a: khi cac ban giai 1 bai todn Oxy, vi du nhw bai toan chiing ta vira xét, c6 1 diéu
phat sinh 1a ban sé gidi ra dwoc 2 diém C. Nhirng tredng hop nhw vay ta phai nghi ngo.
Néu dé bai cho diéu kién ki€éu nhw “hoanh d6 diém nho hon 2; hoanh do diém am;
tung do diém bé hon -1” gi ddy, thi ta dé dang loai dwoc diém khong mong mudn. Tuy
nhién, diém C trong dé bai trén khéng c6 1 diéu kién rang budc nao, ma no lai bi ép
trong mot tinh chit hinh hoc: C va G ndm khic phia (ndm vé 2 phia) so v&i dwong
thang ED. Vi vdy, 2 diém C ma ban giai dwgc c6 thé1a 1 diém C thod man diéu kién con
1 diém C thi khéng. Do d6, ching ta phai loai di diém C khong thoa man.

Co s& ciia meo loai diém nay 1a kién thirc: cho 1 dwong thang d :ax+by+c=0 dibiét

phwong trinh, 2 diém A va B dworc goi 1a cing phia so véi d khi va chi khi tich
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(ax,+by,+c)(ax, +by, +¢)>0

biéu ngwoc lai, A va B khac phia so véi d khi va chi khi
(ax,+by,+c)(ax, +by, +¢)<0

Do dé, tuy vao hinh vé va yéu ciu bai todn ma ta st dung diéu kién nay cho phu hop.
bay la 1 ki thuat khong kho, nhwng toi cling rat thwong hay quén trong viéc giai ra 2
diém, vi giai ra dwoc 1a tAm li mirng 13m roi, nhiéu khi quén di khong hay. Cac ban nén
lwu y diéu nay.

Vi diém C trong bai toan trén dwoc thé hién trén hinh vé 1a khac phia véi G nén ta dé
dang st dung diéu kién va loai diém C khong thoad man. Tuy nhién, c6 nhiéu bai toan,
viéc loai diém la khong hop li, vi c6 thé hinh ma ban vira vé chi la 1 trweong hop, treong
hop d6 diém cin tim cung phia véi 1 diém khac, nhung trong 1 treong hop khac thi
ching lai khac phia! Piéu nay rat hay gdp, nhat la khi gidi cac bai toan lién quan dén
tam giac. Khi dé cho tam giac ABC va khong kém theo 1 diéu kién gi thém, ching ta
thudng vé tam giac nhon cho dé nhin, nhwng lai con mét treong hop nira 1a tam giac
ABC c6 1 goc tu. Vi thé, tinh chat cha cic diém trong 2 loai tam giac nay l1a khac nhau.

Do dé, cach khac phuc cho nhitng ban con yéu trong viéc nhin dang tinh chit hinh hoc
kiéu nay (to6i cling st dung cach nay, mot phan 13 d€ rut ngan thoi gian suy nghi, ting
toc d6 lam bai) 1a khi gidi ra, vi du 2 diém C trong bai toan vira néu, ban c viéc, tng
v&i moi diém C gidi tiép binh thudng, ra cac diém A, B con lai, xong biéu dién 1én hé
truc toa do Oxy dé kiém tra, treorng hop nao khéng thod man (hinh trén hé toa do cam
thdy “ki ki”) thi ban biét minh sé phai loai diém. Qua trinh nay thwc hién ngoai gidy
nhap, nh& 1a phai that binh tinh, khong dwoc 4u bwéc nay. Cach nay tuy dai, nhung
han ché sai s6t va tranh viéc ban bi “ng6 nhan”, loai nhin diém khi chwa hiéu ban chat
cda bai toan. Chinh ban than t6i da gap tinh hudng nay nhiéu lan va thit sy rat rat

dang tiéc. -
| xtp<6=0
Trong bai to4n vira néu, diém C c6 2 diém C(4;-1) va C D
2|
C(1;2). Cac ban hay tim
cac diém A, B con lai rng G - I
véi moi treong hop. Tacé @ | 5
2 loai hinh vé sau: E
B S I
_4__
B 4
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Qua 2 hinh v&, dé dang nhan thiy hinh thir 2 sai khi G khong thudc AC, trai gia thiét bai
toan.

Hi vong c4c ban tim ra cho minh con dwdng ngan nhat dé dan dén két qua bai toan,
khong nhit thiét phai lam theo hwdéng nay, vi nhiéu ban cé thé danh gia cach nay hoi
rom ra.

“z2_n

6. St dung hé truc toa d6 Oxy “40” d€ chitrng minh tinh chit hinh hoc:

Cach chirng minh nay kha hitu ich trong trwong hop cac hinh di cho biét trwéc vé ti 1é
céc canh (lai 12 ti 1), vi du ta c6 ti 1é cac canh hinh vuéng 14 1:1:1:1 chang han, c4c hinh
chit nhat cho biét canh nay bang may Ian canh kia, twong tw v&i tam giac cling vay,...
Co s¢& phurong phap:

- Trwére hét cac ban van theo truyén théng cii, dit thwéc vao kiém ra xem ching song
song, vudng gdc hay cac canh c6 bang nhau hay khong, phat hién tinh chat hinh hoc, tir
dé ma cé hudng dé xir li tiép theo.

“«z2 ”n

- Lap mot hé truc Oxy “40” vao hinh, biéu dién cac diém trén hinh theo 1 hé s6 ti 1& nao
do, roi st dung cac cong cu gidi tich phang: tich vd huéng, cong thirc khoang cach tir
diém t&i dwong,..v..v..

- K&t liéu tinh chat hinh hoc bang cac két qua thu duorc.

C6 vé hoi kho hiéu mot ti, vi Ii thuyét ma, cling chang biét ndi thé nao cho dé hiéu hon
nira, ta st dung 1 vi du sau:

Trong mit phang toa dd Oxy, cho hinh thang ABCD vudng tai cac dinh A, B va c6
AB=AD = %BC. biém N(%;lj thudc doan thang AC va NC = 2NA. Puwong trung

tuyén ké tir B cia ABCD c6 phwong trinh x - y - 2 = 0. Tim toa d6 cac dinh cia hinh
thang ABCD biét diém B c6 hoanh d6 m.

Cac dir kién lién quan dén tinh chat hinh hoc da dwoc

biéu hién trén hinh vé, do d6 con lai 2 dir kién
b N(%;lj va dwong trung tuyén BM :x—y -2 = 0.
= M Luc nay tam thoi cac ban dirng quan tAm dén diém N’
va B=0. Ngoai ra con c6 diéu kién rang budc “diém B
0 2a C ¥
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c6 hoanh d6 Am” nén ta dinh hwéng rang cé thé sé tim dwoc diém B trwdc. Nhung viéc
chi mé&i biét diém B thudc dwong thing BM da biét phwong trinh 13 chwa d0 dé tim toa
do diém B. Do d4, ta cAn biét thém 1 duwdong thang khac di qua B, ta ¢6 cdc dwong AB,
BC va BD. C6 1 di€ém dic biét 13, khi vé hinh, ta v6 tinh nhan thiy diém N thudc AC va
cling thudc BD, diéu nay c6 thé ban da vé hinh dic biét, vé thém 1 hinh khac, ban sé
thay diéu nay van dung. Co s& tinh chat hinh hoc ndy gay cho ta niém tin rang né ding
va chung ta bit dau phan tich tiép. Ban da biét rang, 1 dwong thing viét dwoc phwong
trinh khi biét 1 diém thudc duwdmg d6 va géc o tao bdi dudmg thing d6 va dudng thing
khac di biét phwong trinh, do d6 ta con thiéu 1 yéu t6 la goc hop béi BD va BM dé
hoan thanh viéc viét phwong trinh BD, tir d6 suy ra diém B. Trong khi d6, dé thiy rang
ABDM vuéng cin tai D va cac canh BD, DM c6 thé tinh dwoc nho vao viéc ma hoa canh
AB, BC. Tém lai, yéu t6 hinh hoc ma ta dang nghi ngo hoan toan cé co s& dé di dén yéu
cau bai toan. Ta lan lwgt chitng minh N thuéc BD va tinh géc ~DBM .

Hinh thang ABCD ta da biét ti 1& cAc canh, hoan toan c6 thé sir dung truc toa do Oxy
“40” dé€ chirng minh N thudc BD. D€ khong mit tinh
tong quat, ban dung hé truc toa d6 Oxy nhw hinh vé,
v@i B trung voi goc toa do O. Trong cach dung nay,
ban nén chon 2 dwong thang vuéng géc nhau d€ lap

D

— truc cho dé. Vi 4B =AD = %BC nén néu cho AB=a thi

AD=a va BC=2a. Bu¢c nay kha dé nhung cac ban nén
cin thin v&i cach dat sé do chiéu dai nhw vay vi déi
khi s& dan dén nhirng nham 1an tai hai. P& chirng
minh N thudc BD, ta sé chitrng minh N 1a giao diém cta AC va BD, nhuwng riéng t6i thay
chirng minh diéu nay 1a kha kho6 nhan, nhung tuy méi ban c6 thé sang tao cho minh

0 2a C v

cach chirng minh riéng. T6i dé xuit chirng minh theo cach sao: goi N’ 1a giao diém cuia

BD va AC, ta chirng minh N’ trung vé&i N, tirc la chirng minh N’ cling chia doan AC theo

ti 16 N’'C=2N’A. Ta tién hanh chirng minh: vi AD//BC nén

N'A = 4D =2 = 1 = N'C=2N'A (dpcm). Do d6 N’ trung v&i N, suy ra N’ thudc BD.

N'C BC 2a 2

Ta giai quyét dwoc mot niva van dé, van dé con lai la tinh goc #DBM , viéc nay khong

DC BD a2
===

lan nira 1a tim dwgc BM ngay, tir @6 tinh dwgc cosDBM, thé 1a ban da c6 du cac yéu to

dé viét phwong trinh BD roi! Dén day thi viéc tim B 1a twong d6i dé dang, va cha y 1

diéula BN =2ND, stt dung cong thirc vecto nira la xong diém D, riéng diém A chi c6

kho khin, ta c6 BD =~ AB* + AD* = a2 va DM = , st dung Pytago
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métyéutbla 4B 1 AD nén ta cin biét thém 1 yéu t6 nira dé€ “chan” diém A. Vi Bva D
da biét r6i nén cé thé tinh dwoc BD, tir d6 suy ra d6 dai AB hodac AD déu dwoc. Két hop
hai dit kién trén giong véi cac bai trwede 1a tim dwoc diém A ngay, c6 3 diém thi diém C
bo tdi ngay roi **. Nhé loai nhin diém A nhé!

Thém mot bai toan nita ma cich dinh hwéng ban diu thit sw quan trong. Qua do, cac
ban c6 thé thiy rang, nén bat dau giai quyét yéu cau bai toan tir nhirng diém c6 nhiéu
dir kién dé bai nhit, cac diém dwoc nhic dén nhiéu nhit. D6 ciling chinh 13 1 buéc tw
duy dé ban kham pha cac yéu t6 hinh hoc dwoc gidu di, va két hop véi cac ki thuit
thich hop dé€ chirng minh, két thiic bai to4an. Tuy nhién, bai toan nay c6 1& van chwa cho
thdy sw wu viéc ctia hé truc toa do, vi nhiéu ban c6 thé noéi rang viéc dung hé truc 1a dw
thira trong cach chitrng minh N thudc BD, Ta-lét 1a xong ngay. Ta cAn thém 1 vi du nita,
vi du nay dé cap dén cach chirng minh tinh chat hinh hoc bang hé truc “a40”, con toa do
cac diém thi... mat dé roi nén khong c6 biét nira *:

Cho tam gidc ABC vudng tai A, AC=2AB, BM la dwong trung tuyén, M € AC, E la diém
thudc BC sao cho EC=2EB, chitng minh rang AE vudng v&i BM.,

, Bai toan nay c6 mot cach la chirng minh AE la
B ) dwong phan gidc cia géc BAC. Tuy nhién &
' day toi sé khong dé cap dén cach dé vitilé
E cac canh dwoc chia bdi phan giac khong phd
a bién vé&i nhiéu ban. Téi sé trinh bay cach dung
F x hé truc toa d6 dé chirng minh. Trong tAm cua

M ) ta & day I3 thiét 1p cic vecto BM va AE theo
A 2a C a, sau d6 dung tich vo hwdng 2 vecto nay, néu
ching bang 0, ta c6 ngay dpcm.

DAu tién, ta lip mot hé truc toa dd Oxy, véi A trung véi gbc toa dd O nhw hinh vé. Cach
13p van 1a tim 2 dwong thang vudng géc ma 13p vao cho dé. Sau d6, bi€u dién toa dd cac
diém B, M, A, E 1&n hé toa d6. Vi cach lap A trung v&i O nén diém A c6 toa do A(O;O) ,
diém B thudc Oy nén B(0;a), C thudc Ox nén C(24;0), diém E thi hoi khong rd rang.
Tbi giai thich chd nay mot chut. Muc tiéu cia minh ta la dang di tim xem toa do diém E
la bao nhiéu, nén cac ban phai ké 2 hinh chiéu vuéng géc cia E 1én Ox va Oy, tirc 1a 1én
AC va AB, khi d6 doan AH, AK (H, K 1an lwot 1a 2 hinh chiéu vira ké) chinh la b toa do
ciia diém E. Bang cach dung 2 dwong thang qua E vudng goc véi AC va AB, theo dinh I
HC EC 2 3 1 2a

Taléttacs: 20 =EC 2 yc=2pe = Ac=2(4C—AH)= aH=14c=22,
AC  BC 3 2 2 3 3
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(véi H 1a giao diém cua duwdng thang qua E song song v&i AB va AC). Twong tu, ta tim
duoc AK.

PR 2a 2 < A oh o a AR w iy TR .
Cuo0i cung, tasuyra E (?a;?a) . Ta da co6 toa do cua cac diém can biét, lan lwot di tinh

cac vecto AE, BM , sau d6 xét tich vd hwéng AE.BM thiy tich nay bing 0, do d6

AE 1 BM, hay AE vudng g6c BM. Mdi ban hiy suy nghi va tim cho minh 1 hwéng di
tot cho dang bai nay, vi né rat hiru ich.

[{§d ”n

Ngoai viéc stt dung cho cac hinh da biét trudec ti 1€, cach 1ap hé truc toa dd Oxy “ao

nay con dwoc dung cho mot sé hinh khac khéng biét trudc ti 1€, nhwng cac treong hop
nay kha hiém va kho, vi ¢ ti 18, cac ban méi biéu dién duoc cu thé toa do cac diém lén
hé truc, viéc giai dé dang hon.

Toém lai, viéc 1ap hé truc toa dd Oxy “a0” d€ chirng minh tinh chat hinh hoc gbm céc
bwéc chinh sau day:

1. bat thwéce vao, suy nghi, nghi ngo va dw doan tinh chit hinh hoc.

2. Lap hé truc Oxy vao hinh v&, nhé 1ap luan “chon hé truc toa dd Axy/Bxy (A/B trung
O nhw hinh vé).

3. Xac dinh toa do cda cac diém trén hinh thong qua do dai cta cac hinh chiéu vuong
goc. Truwde bude nay 1a viéc ma hoa do dai cac canh nao dé biét trwdc theo mot tham
s6 nao do, trong cac vi du virara la a.

4. Ti€n hanh chirng minh théng qua con dwong vecto: vudng gbc -> tich vo hwdng;
chia doan thang theo ti 1& -> dang thirc vecto; song song -> vecto nay bang k 1an vecto
kia,... (nhirng diéu nay cac ban xem lai li thuyét vé cac vecto).

5. Xt li yéu cau bai toan. Xong! Nhe nhang hon la viéc str dung tinh chat hinh hoc
thuén tuy dé chirng minh. Tuy nhién di€ém yéu ctia phwong phap 1a khéng phai dang
bai ndo cling dung hé truc Oxy “40” dwgc, cac ban nén suy nghi ki kéo Iam dwong.

7. Mot s6 cich st dung dwdng tron va phwong trinh dwong tron:

Riéng vé phan nay, toi cling thd that 1a ban than chwa cé nhiéu y twdng cho mot bai
toan c6 lién quan dén dwong tron va phwong trinh dwong tron, vi 1ép bai toan & dang
nay twong doi hi€m, it gdp. Tuy nhién, néi nhw vy khong phai cdc ban c6 quyén chia
quan, xem thwong. Cai nao cang hiém thi nhirng ki thi sau cang c6 xac suat ra dé cao
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hon (vi du ndm 2016 cho bai toan s6 9 1a phwong trinh siéu viét, bai todn s6 10 lai cho
khéo sat ham ma trén mot mién twong do6i khé xac dinh,...). Vi thé, & day tbi chi xin
néu ra nhitng van dé minh thu nhit dwoc, hi vong moi ban sé cé cach suy nghi sdng
tao, mé&i mé hon trong qua trinh giai toan.

Vé dwong tron, dé 1a mot phin twong doi rong trong phan tinh chit hinh hoc. Ngwoi ra
dé rat hay kem theo dwong tron trong hinh vé, du la dit kién chinh hay dir kién mang
tinh chat budc dém. Vi thé, cadc ban nén xem ki cac kién thirc vé goc, vé doan thang,...
trong dwong tron. Bai toan cho dwong tron, cac ban khdng nén nghi dén viéc viét
phwong trinh dwong tron (ptdt) dau tién. Vi dé viét ptdt can dén 2 yéu t6: tAm va ban
kinh, kha khé dé xac dinh.

Veé ptdt, @6 1a mot dir liéu rat sdu vé y nghia (cac ban tim hiéu thém) gém: cung cip
thong tin vé toa d6 tAm, chiéu dai ban kinh, phwong trinh cda 1 “dwong”-giong dwong
thang vy thoi,...

Mot s6 bai todn vé ti€p tuyén, cat tuyén véi dwong tron, twong giao gitra dwong tron
va duong thang cac ban tim hi€u thém. Nhitng phan nay nhin chung xoay quanh cong
thirc tinh khoang cach ma cac ban da hoc, chu y so sanh khoang cach giira cac dwong
da néu véi ban kinh la xong.

Riéng mot vai bai todn kho vé dwong tron c6 lién quan dén tinh chat cung va diy cung,
yéu té vudng goc, song song cia cac dwong trong dwong tron. Mot s6 bai toan khé
khéc doi hédi tw duy dwng hinh va tim ra tinh chit dwgc che gidu phirc tap.

Phan dwong tron, nhin chung la mot yéu t6 dit kién cho chung v&i cac hinh khac nhw
tam giac, hinh chit nhat, hinh vuéng,... nén nhiéu bai todn trén day cling da 16ng ghép.
Riéng phan cac bai toan chuyén siu vé dwong tron nhu truc dang phwong, 2 duong
tron cac nhau, 16ng nhau,... t6i xin khong dé cp (nhwng c6 thi nha). Cac ban chiu khé
doc sach va xem qua phan nay, cac bai toan hau nhw c6 khuén dang va c6 thé luyén
tAp mot thoi gian thi cac ban sé nam dworc thoi.

b6 1a mot sé diéu toi tiép thu dwoc trong qua trinh hoc va luyén tip bai toan hinh giai
tich phang Oxy, con 1 van dé ma tdi khong tién viét ra, d6 1a vé cac tinh chit hinh hoc.
Viéc nay doi hoi qua trinh rén luyén ctia cac ban. Nhwng hi vong qua cac chia sé ctua
toi, cac ban c6 dinh hwéng ré rang hon trong viéc ti€ép cin va tim tinh chit hinh hoc bi
gidu di. Cac ban ¢8 gang phat hién tinh chat, con néu chirng minh khong duorc, thi c
lam ti€p ma bé qua qua trinh chirng minh, vi du trong dé thi THPT Qudc gia 2016, cac
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ban c6 thé néu PA = PM, r6i str dung né nhw mot gia thiét va giai tiép. Viéc dé chi lam
cho ban bi trtr 0.25 dén 0.5d cho 1 bai toan 14 théi. DPirng bo hét, tiéc 1am!
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VAN DPE 2: KINH NGHIEM X7 Li CAC BAI TOAN PHUONG
TRINH, HE PHU’ONG TRINH, BAT PH'ONG TRINH

SO LU'Q'C VE BAI TOAN PHUONG TRINH, HE PHONG TRINH, BAT
PHUONG TRINH

Cau hoi ¢ vi tri s6 9 luén gy kho khan cho cac ban vé miirc @0 phirc tap ciia né. Néu bai
toan Oxy con c6 thé khai quat dwoc ta nén lam gi, thi bai todn nay hiu nhw chi c6 thé
lAn tim tlr tir dwa trén nhirng suy ludn vé nghiém va “hinh dang” cta phwong trinh (toi
xin néi “phwong trinh” thay cho “phwong trinh, hé...” cho gon). Hién nay, c6 mot trao
lwu Casio dang lan tran trén thi trwdng, né gitup ich kha nhiéu cho cac ban trong viéc
giai bai todn nay. T6i cling 1a ngwoi ¢6 tiép nhin va sir dung mot phin ki thuét Casio
nay. Tuy nhién, véi quan diém ca nhéan, to6i nghi cic ban khéng nén lam dung may tinh
qua mirc, vi cai gi qua cling c6 hai. Viéc Solve nghiém va chirc nang table do nhan tr la
quan trong, nhwng quan trong hon la cach tw duy, dinh hwéng cho tirng dang bai toan
cu thé. Dlrng nén tén sing mot “moén phai” ndo qua mikc, hay luén nhé rang toan hoc
ludn 1a noi danh cho sy tw duy sang tao hon la 16i mon cii ki. Casio ¢ rdn ran thé
khong chirng may nim sau bo lai bé ca cau nay thay bang mot cau khac nhw bai todn
thwc t€ hay nhirng chuyén dé vé da thic, ddy s6 chang han. T¢i d6 thi cling can rang
ma chiu thoi.

Theo nhw tdi thay thi bai toan phwong trinh, hé phwong trinh nay it tiép xtc & cip ba,
c6 ching la mot it trong chwong trinh hoc ki 2 nam 1&p 10 cac ban dwoc hoc vé cac
phwong trinh dang co ban, bac 2, phwong trinh dang cip,... nén nhiéu ban nhin vao
loai bai todn nay la ngao ngan ngay b&i dé phirc tap ciia n6, nao la can thirc, nao la bac
3, 4, rat khoé xtt li. Vi thé yéu ciu & buwdc diu tién la cic ban phai tip lam quen véi nd
trwdrc d3, phai tiép xdc nhiéu dé khéng con xa la cdm giac phai d6i mat véi “dam rirng”
dang ghét nay nira.

Khi da quen dan, cac ban bat ddu hoc cach giai n6. Nhin chung thi viéc giai phwong
trinh xoay quanh nhitng phwong phap chinh nhw riat nhan tir - phwong trinh tich, dat
4n phuy, dwa vé dang phwong trinh co ban, phwong phap ham sé, danh gia théng qua cac
b4t ding thikc,... Tl nhitng phwong phap nén tdng nay ma tuy vao moi bai toan khac
nhau, ta lai dung nhirng phép bién d6i khac nhau, vin dung mot, hai va thim chi ba
phwong phéap két hop dé qui cai la thanh céi quen. Cac ban han cé nghe ciu slogan cia
B0 la: “dé thi cho sat véi chwong trinh SGK”. My bac n6i ding diy, nhwng ma la sau
khi ta da qui nhirng cai phirc tap thanh cai quen thudc dwoc hoc, khéng hé don gian!
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Hoc giai phwong trinh la ca mét qua trinh, ban nén di tir nhirng bai co ban truwédc da.
D6 khong nhitng 1a nhirng bai dé nudt va gidp ban cam thiy tw tin hon ma con 1a bwéc
hinh thanh nhirng co sé phwong phap dé moi viéc vé sau dwoc tré nén nhe nhang.

KINH NGHIEM X(r LI BAI TOAN PHONG TRINH

C6 5 phwong phap theo thir tw wu tién sau ban cin nhé:
1 - Rdt nhan t chung.

2 - it 4n phu

3 - Lién hiép

4 - Phwong phap ham s6

5 - Danh gia (bat dang thirc, dao ham,...).

V&i 5 phwong phap ké trén, ban hau nhw c6 thé giadi dwoc tat ca cac bai todn phwong
trinh, tdt nhién 1a cong thém mot chut bién d6i dang thirc todn hoc nira. Ta tién hanh
xét tirng phwong phap.

1. Rit nhan t& chung:

bay la phwong phap truyén théng nhit ma ban di tirng hoc. Rut nhan tr chung dé hi

vong dwa vé dang phwong trinh tich lam cho phwong trinh tré nén don gian hon. Véi
sw hd trg ctia may tinh va so dd Hoocne thi phwong phap nay cling tré nén nhe nhang
hon. Ta xét mot phwong trinh sau:

x4 +3x7 —2x-6=0

b6 1a mot phwong trinh da thirc bac 4 c6 nghiém dep
(nghiém 13 1, do tong hé s6 bang 0), do d6 ta hoan toan
c6 thé tach dwoc nhan tir. Hodc don gian hon, bang may
tinh Casio, ta solve nghiém cling dwoc 2 nghiém dep
nhw hinh bén canh. Hinh 2 dién ta cach tim nghiém th W

2 khi ta da c6 1 nghiém bang 1. Ki thuat nay quen thudc [:-';';:l-:l +4}:3 +3HE —Zak
va ciing kha dé nam bét, cac ban cd gang. ﬁfﬁf— B i

Math

A<-2%-B)+0%E-10

M3tn

Hodc khi nhdm dwoc nghiém 1, ta cling cé thé dung so
d6 Hoocne:
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XXXXXX | 1 4’ 3 -2° | -6
1* 1’ 5 8 6 0
-3* 1’ 2 2 0 X

Cach 1ap va st dung so d6 Hoocne:

1. Tao lwéi 6 vudng nhuw hinh vé. O diu tién bén trai bé, khong dién gi ca.

2. Dién cac hé s6 cia phwong trinh vao tirng 6 & hang thit nhit, chit x cua bic nao
khong c6 thi dién hé s bang 0.

3. bién nghiém da Solve hoac do dwoc vao hang hoc, chd y bé 6 dau tién cta bang.

4. Tién hanh tinh toan theo cong thirc “nhin ngang - céng doc”, s6 diu tién ha xuéng, vi
du & hang thir 2, s6 1’ ha xudng, tién hanh “nhin ngang - cong doc”, 1dy 1* nhan véi 1
roi cong véi 4’ 1a dwgce 5 dién vao 6 tiép theo, ct thé ma lam hét hang, s6 cudi cung
ludn 13 s6 0, va 1a s6 0 thi m&i ding. Cong viéc thwe hién twong tw véi hang nghiém -3.
5. Khi da hét hang doc, hang cudi cting 1a hé sé ctia da thirc khéng c6 nghiém thwc, dwoc
dit twong &ng. Chang han hé sd cudi bang theo hang ngang 1a 1-2-2, nén da thitc ban
dau duoc tach thanh 2 nhan ti c¢6 nghiém 13 (x—1)(x+3) va mot da thirc khong c6

nghiém la (x2 +2x+ 2) nén ta c6 phwong trinh twong dwong:
x+4x° +3x7 —2x—6=0<:>(x—1)(x+3)<x2 +2x+2):0<:>x:1h0acx=—3

Vay phuwong trinh da cho c6 2 nghiém.

2. bat 4n phu

Phin dat 4n phu bao gdbm 4n phu hoan toan va 4n phu khéng hoan toan. Cich nhin
dang phwong phap nay la trong phwong trinh c6 nhitng thanh phin giéng nhau xuit
hién 13p lai, nén ta y twdng dwa chiing vé mot 4&n méi dé phwong trinh tré nén gon
nhe, co ban hon.

Vé phan 4n phu hoan toan, tirc 1a ta thay thé bién da cho thanh bién méi sao cho
phwong trinh sau khi thay chi chira mot bién ta da dat. Ta xét vi du:

Wxt-2=4—x7

Mot vi du rat dé, vi cai tdi mudn noi & day 1a mau chét trong bai toan phwong trinh dit
an phu. Ta thay ring c6 nhitng phan giéng nhau dwoc Lip lai, d61a x* —2, that vay, ta
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chuyén hét vé mot vé, ta c6 3vx> —2 +x*—2-2=0, do d6 c6 thé dit ¢ = x* —2 roi giai
phwong trinh sau d6 binh thudng. Hodc néu ngai, ban van cé thé dit 1 =+/x* =2 cho
gon hon. Phwong trinh thu dwoc ¢6 dang bac 2, la phwong trinh co ban quen thudc, coi
nhw phwong trinh da cho dwoc giai quyét.

Vé 4n phu khéng hoan toan, tirc 1 khi thay thé bién di cho bang bién mdai, ta khong thé

dwa phwong trinh ban dau vé mot phwong trinh méi chi chira hoan toan bién méi ma
sé ton tai song song hai bién. Dang nay kho va twong déi phirc tap hon. Ta xét mot vi

du sau: x* —4x+(x—1)vx*=3x =0

Van twong tw vi du trén, ta thy cé nhirng b6 phan giéng nhau khi ta bién ddi dé nhin
hon nhw sau: x* —3x+(x—-1)vx® -3x —x =0, ta dwa ra y twdng dit 1 = Vx> —3x,: 20,
phuong trinh tré thanh #* +(x—1)7 - x = 0. Cac ban thay ring, tir phép dit trén, ta vin
“c6 thé” rut x theo ¢, tuy nhién viéc lam nay chilam cho moi viéc thém réi ren. Cho
nén ta chi bién déi cin thirc va phan biéu thirc gidng né & ngoai. D€ gidi phwong trinh
vlra nhan duworc, ta cé ki thuat delta chinh phwong nhw sau: xem phwong trinh trén la
phwong trinh bac 2 theo 7, tinh delta, ta c6:

A=(x- 1)2 +4x=(x+ 1)2 , do d6 bang cong thirc nghiém phwong trinh bac 2:

RSN
2a
trweong hop gidi ra bién x, két thic bai toan.

X , ta suy ra phwong trinh c6 nghiém ¢ =1,7 = —x, thay ¢ =+/x° —3x vao mdi

Ngoai ra, dat 4n phu con cé dang dat 2 4n phu tré 1én dwa vé hé phwong trinh. Dang
nay toi sé ndi ré hon vao phin phin tich bai toan. Vé co ban, viéc dat 4n phu dwa trén
sw giéng nhau vé ciu tric cta cac phin cia phwong trinh. Diéu kién ctia 4n phu khong
hoan toan nhu vira néu la delta phai dang binh phwong cia mot sé6 méi dwoc, chir
khong théi thi cling khong st dung dwoc phwong phap nay.

3. Lién hiép (lién hop)

Dbay la ki thuit rat thwong str dung trong cac bai toan chit cian thirc, va dé ciing la
pham vi sit dung cda né. Piéu quan trong trong ki thut nay la phai doan trudéc duwoc
nghiém (viéc ndy khong khoé khi da c6 Casio). Lién hiép cling gbm nhiéu dang, thuwong
gap la lién hiép véi 1 s6 va lién hiép nhi thirc.
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Né&u ndi sdu hon vé lién hiép chic cling kho hinh dung. Nhung co ban 1a ta sé 1am viéc
dwa trén nghiém tim dwoc va cac can thirc, Xoay quanh gia tri cia cac can thirc.

Vé&i dang lién hop véi 1 s6. Ta xét vi du sau:

2x—1++/x+3-410-x =0
Bang chirc ning Solve cta Casio, ta thdy phwong trinh da cho c6 1 nghiém x=1.
Vi chi c6 1 nghiém nén ta y twéng lién hiép véi 1 s6. Thay gia tri x =1 lan lwot vao

tirng cdn ta thiy gia tri ctia ching lan lwot 1a 2 va -3. Ta sé xt li lién hiép theo cach tri
vao phia sau phwong trinh cac gia tri dé. Ttrc Ia phwong trinh da cho twong dwong

2x—1+Vx+3-V10-x =0 2x -2 +/x+3-2-J10—x+3=0

C6 thé nhiéu ban da biét dén phwong phap nay roi nhwng lai dat ciu héi tai sao c6
nhirng con so vira cong trir thém vao phia sau cac can thirc. Do viy qua qua trinh vira
néu trén, hi vong cac ban da xtr Ii dwoc thac mac ctia minh. Cac ban dirng quén khi
cOng trir vao thi ki€ém tra lai cac hé s6 va bu dap lai cho twong dwong pt ban dau.

Trudéc khi lién hiép, toi xin chid y 13 c6 2 dang biéu thikc lién hiép chinh 1a cac hang
ddng thitc a’ —b* =(a+b)(a—b) dung trong bai toan chira cin bac 2 va

@' ~b’ =(a-b)(a’ +ab+b*) cho bai toan chira cin bac 3.

Tré lai bai toan, ta tién hanh lién hiép:

2x—2+4x+3-2-10-x +3=0
(Vx+3-2)(Vx+3+2) (3-v10-x)(3+10-x)

+ =0

(Jﬁu) 3+\/10—x)
x—1 x—1

(Vrr3+2) (34107

< 2(x-1)+

<:>2(x—1)+ =0

1

1
(m+2)+(3+\/10—x)

< (x-1)] 2+ =0

Dén day thi cic ban c6 thé xit li dwgc, khi trong ngoac 1a biéu thirc luén dwong véi moi
x thuéc mién xac dinh cta bai toan.
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D6 1a cach toi trinh bay chi tiét nhit c6 thé cho dang toan nay, mau ch6t cta lién hiép
nam & nhirng diém sau: nghiém, cin thitc, hang ding thirc va biéu thirc trong ngoic sau
khi lién hiép. Gidi quyét dwoc 4 huyét diém dé, coi nhw bai todn phwong trinh dang
nay hoan tit. Cé nhiéu bai toan ma viéc xtr li biéu thirc trong ngoac trong diu cin sau
lién hiép kha vat va, doi hoi nhiéu ki thuit. Ching ta sé tim hiéu sau.

4. Phwong phdp ham sé

Dbay la phwong phap twong d6i méi, danh cho nhirng ban di ti€p can véi kién thirc dao
ham, nén tdi xin danh dé ndi vé phan nay chi tiét hon. Nhiéu kién thirc dwoc dung sau
day dwoc trich trong sach “Phwong phip ham sé chinh phuc giai toan phwong trinh, hé
phuong trinh, b4t phwong trinh, gia tri 16m nhit, nhé nhit” cla tac giad Nguyén Pinh
Thanh Cong, do NXB Khang Viét 4n hanh. T6i xin néi qua vé co s& cia phwong phap
nay mot chut:

Ham sd don diéu gom c6 2 dang 1a ham sd dong bién hodc ham sé nghich bién. Cach xac
dinh mot ham s6 déng bién hodc nghich bién dwa vao ddu ctia dao ham cip 1:

-Ham s6 f(x) dwoc goi la dong bién (don diéu ting) trén mién xac dinh A khi

f'(x)=0,VxeK.Néucb2s8 x,x, €K saocho x, >x, thi /(x)>f(x,)

-Ham s6 f(x) dwoc goi 1a ngich bién (don diéu gidm) trén mién x4c dinh A khi

f'(x)<0,Vxe K .Néucb2s8 x,x, €K saocho x, >x, thi f(x)<f(x,)
-Ham s6 f(x) ddng bién hay nghich bién dwoc goi chung1a ham s8 don diéu.

Tinh chat cia mot ham sé don diéu: véi ham s6 f don diéu trén mién xac dinh K; 2

biéu thirc chira bién u,v € K, (ch u,v khéng phai la bién don thuin), ta cé:
- f(u)zf(v)@u:v (D

- f(u)> f(v) < u>v néuhamsd f dongbién trén K. (2)

- f(u)> f(v) = u<v néuhamsd f nghich bién trén K. (3)

Giai thich y nghia chd nay mot chut, vi du ta c6 mdt ham s6 f c6 dang

f(x)=3x"—=2x-1,ham s6 nay c6 dao ham f"'(x)=6x—2,1ap bang xét d4u ta thdy
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f'(x)=0,vxe {%;+OO) va f'(x)<0,Vxe (—oo;%}, do d6 ham s6 f don diéu trén tirng

khoang xac dinh twong &ng cia n6, nén ta co:

-Xétcacgiatri x=2,x=3¢ (%;+OO) ,vi f dong bién trén khodng nay nén
/(2)> 1)

-Xétcacgiatri x=-1,x=0¢ (—oo;%} ,vi f nghich bién trén khoang nay nén

/(=1)>1(0)

Cac kién thirc trén day, nhit l1a cac cong thirc (1), (2) va (3) rat c6 ich trong viéc giai
cac bai toan phwong trinh va bat phwong trinh. Cac bai todn str dung phwong phap
ham s6 c6 nhiéu dang khac nhau:

- Dang 1: Dang phwong trinh f(x) =k hodc f(x)=g(x)
Qui trinh giai:

1. Cac ban kiém tra cac phwong phap ma ching ta da xét qua nhw rut nhan tix, dit an
phu hay lién hiép c6 dwoc hay khéng, néu khéng dwoc hodc dwoc nhwng cach lam kho
khan va khong tron ven, ta nghi dén phwong phap ham so.

2. Nhdm nghiém bang may tinh Casio.
3. Tinh dao ham f"'(x)
4.Xét ddu cta f'(x) trén tip xac dinh clia bai todn, mién xac dinh chinh la budc dit
diéu kién cta cac ban.
5. Tir d6 suy ra tinh don diéu ciia ham s8 f(x), trong do:
+ Néu f(x) dong bién hodc nghich bién trén mién xac dinh thi ta két luin
phwong trinh c6 téi da mot nghiém va viét nghiém minh nhim dwoc vao.

+ N&u f(x) chwa thé xac dinh chiéu bién thién, thi ta tinh ti€p dao ham cdp 2.
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6. Tiép tuc tinh dao ham cip 2, lam tudn tw nhw trén, suy ra chiéu bién thién cta dao
ham cip 1, suy ra chiéu bién thién ctia ham s6 ban dau, két ludn nghiém.

Thwong thi bai todn sé dwoc gidi quyét xong & bwéce thir 5, tirc 1a ta tim cach chirng
minh dao ham 1é6n hon hodc bé hon 0 trén mién xac dinh, néu lam té&i bwdc 6 thi bai
toan sé kho6 khan hon rat nhiéu.

Ta xét vi du cho dang nay da dwoc néu ra: gidi phwong trinh

S5 edx 322 (yvei /)= VAt =5 +yx =3

1. Cac ban c6 thé ki€ém tra va giai bai toan theo phwong phap nhén lién hiép xem sao

2. Bang may tinh Casio, ta nh&m dwoc pt ndy c6 nghiém x =3

3,4.Ddt f(x)=+vx*—5++x—3,tién hanh xét ham sg trén [3;+o), ta c6

' — X 1 400
f(x)—\/x2_5+\/x_3>O,Vxe[3,+ )

5.Do d6 f(x) dong bién trén [3;+w). Suy ra pt (1) ¢6 t3i da mot nghiém.
Lai c6 f(3) =2, suy ra phwong trinh c6 nghiém x = 3. Két thic bai toan.

Dang nay thi twong ddi dé nam bat hon trong lép cac bai todn pt dung ham s6, cac ban
cO gang nhé. Ta dén v&i dang trng dung cong thirc s6 (1).

- Dang 2: Dang phwong trinh f(u)= f(v)

Ban c6 thé nhin ra sw khac biét gitra dang 1 va dang 2 & day chinh 1a ciu truc cta
phwong trinh. Néu dang 1 13 sw d6i chiéu gitra 1 ham sd va 1 hang s6 k ndo d6 thi dang
2 la sw d6i chiéu gitra 2 ham s6 cing dang. Vi sao t6i lai néi cung dang? Vi ching c6
cung 1 kiéu ham s6 nén dwoc goi chungla “ /”, chi khac nhau & bién s6 dwoc st dung.

Co s& li thuyét clia dang todn nay nam & chd cong thirc s6 (1), titc 1a néu ham s6 1
dang xét, ta chirng minh dwgc né déng bién hodc nghich bién, thi tir
f(u)= f(v) < u=v.Diéunay lam cho bai phwong trinh dwoc chuyén ti phirc tap

sang dang don gian, co ban hon nhiéu.
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C6 3 bwdc chinh dé giai bai toan loai nay:

1. Chuyén phwong trinh da cho vé 2 vé ctia phwong trinh sao cho xuat hién dang ham
s6 giong nhau. Pay 1a buwdc khé nhat va gian nan nhit, ching ta sé xét sau.

2. Tinh tao ham ctia ham s6 () va c8 gdng chirng minh ham s6 nay don diéu.

AN

3.Tw f(u)=f(v)< u=v,gidi ti€p phwong trinh thu dwoc (diéu nay don gian).
Ta xét mot vi du sau: gidi phwong trinh x* + x = (x+2)+vx+1 (1).

DPay 1a mot bai toan rat co ban thoi, toi sé chu yéu trinh bay dé thiy dwoc nhirng buéc
di co ban trwdc. Con nhirng thi thuit ta sé tré lai trong nhirng phan tié€p theo.

Bai toan cé tap xac dinh x> -1 .
1. Tw (1) ta co:

(1)<:>x3+x:(x+1+1)\/m

<:>x3+x:(x+1)x/x+1+ x+1

<:>x3+x:(\/E)3+ x+1

Cac ban da thay sy giong nhau gitra 2 vé€ chwa? Ca hai vé cia phwong trinh déu c6 dang
hams8 f(¢)=¢'+¢ vinéutathay 7 =x thitacé VP,va r=+x+1 thitacé VT. Ttcla ta
da tao dwoc dang phwong trinh mong mudn f(x) = f(M) véi u clia chung ta liuc
nayla x va v 1a Jx+1.

2. Tinh dao ham ctia ham s6 lam cho chiing giéng nhau, tirc la ham /(1) =7’ +¢. Xét

ham s6 f(¢)=¢ +1 lién tuc va c6 dao ham trén R, ta c6:

f'(t)=3"+1>0,VxeR ,do d6 ham s§ f(¢) dong bién trén R.

x*—x-1=0 2

3.Vif(X)=f(\/x+1) :x=\/x+1<:>{xzo <:>x:1+\/§.

Phwong trinh x =+/x+1 chinh la phwong trinh dang co ban ma chiing ta can huwéng
dén. Qua bai toan, hi vong cic ban nam dwoc hwdng 1am bai co ban cla dang toan nay.
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Vé phan phwong phap ham s6 tuy khé nhwng xoay quanh ciing chi c6 2 dang nay théi.
Nhitng bai kho s& by cac ban & buéc dau tién 13 tach thanh 2 ham f(x) va f(v) nhw
vlra néu, sau doé la lam khé & bwéc danh gia dao ham dwong hay am.

C6 mot lwu y 12 chd xét dao ham, mién ma chdng ta xét 1a mién ctia bién s6 & ca 2 vé
clia phwong trinh. San tién n6i ki hon vé chd nady mét chit, mién xét dao ham cta ta la
hop cua tip xac dinh ctia bién x cta 2 biéu thirc u,v, trong bai todn trén, vi u = x nén

tdp xac dinh ctia x lIa R, con v=+/x+1 c6 tap xac dinh cia x la [—1;+oo) ,hopcia R

va [~1;+0) bing R nén ham dic trung f(¢) phai xét trén R.

5. Phwong phap danh gia

Bai todn cho vao dang nay thwong khé va danh dé. Cac ban nén chd y 1a chi dung
phwong phap nay & vi tri wu tién cudi cung, tic 1a khi cAc phwong phap khac thir qua
déu vo6 hiéu hod. Phwrong phap danh gia nay dwa trén kién thirc dao ham va cac bit
dang thirc toan hoc.

Cach dung dao ham thi cic ban c6 thé chuyén hét ching vé 1 vé roi ddnh dao ham.
Phuwong phap nay giéng phwong phdp ham sé véi dang 1.

Cach dung céc bt dang thitrc co ban thi twong d6i kho. Yéu cau dau tién 1a cac ban
phai nim mot s6 bat dang thirc co bAn nhw AM-GM, Cauchy-Schwarz,... c6 thé trinh
bay mét so:

- B4t dang thirc AM-GM (Cauchy):

Véi a,b 1 hai s6 thuc khdng 4m, ta c6: 2 ;b >Jab

Diu “="xayrakhia=b

Mé rong, voi 3 s6 thuc a,b,c khdng Am, ta c6 %b“' > Jabe

Diu “="xdyrakhia=b=c

B4t dang thirc hién nhién: v&i 2 s6 thue x, y batki, tacé x* +y° > 2xy

Diu “="xadyrakhix =y

B4t dang thirc Cauchy-Schwarz (Bunhiacopxki):
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V&i cac s6 thuc a,b,x,y, ta co: (ax+by)2 > (a2 +b2)(x2 + yz).

Diu “=" xay ra khi a_b
I

2 2 2 2

N 2 7 7 ~ , a b c a+b+C

Bat dang thirc Schwarz: cho cac s6 thwce a,b,c,x,y,z,tac6 —+—+—2> Q
X y z X+y+z

D4u “=" xay ra khi a_b_c¢

x y z
Cac ban cd gang xtr 1 bai todn pt tir 4 phwong phap trwédc, chit dirng nghi dén phuwong
phap nay. Ngoai nhirng ban dam mé va c6 thé manh vé bat dang thirc ra thi hiu nhw ai
gap bai todn bt dang thirc cling cdm th4y sg, ban than tdi cling vy thoi. Cho nén day
chi la mot phwong phap phu, dirng quan tim dén né nhiéu qua.

Ngoai 5 phwong phéap trén con mot vai phwong phap ho tro khac nhw dwa phwong
trinh vé dang tong cac binh phwong, hodc lwgng giac hoa, dat nhiéu 4n phu. Tuy vao
nhitrng bai toan cu thé sau nay ma t6i sé néi vé ching. Doi khi rat hay nhwng hiu nhw
it c6 ®ng dung nhiéu trong cic bai todn ma tbi da tirng gap.

Veé bai todn phwong trinh, né 12 mot budc nng cao hon so v&i bai toan hinh phang
Oxy. Nhiéu ban c6 thé thiy bai nay dé hon, nhung that ra, vé 16i tw duy ma noi thi cach
tw duy ctia phwong trinh 1a phirc tap hon Oxy nhiéu Ian. Vi thé, giai todn Oxy thi c6
hwéng di ré rang cho moi bai toan nhw t6i da trinh bay, con giai todn phwong trinh
hAu nhw c4c ban phai tw mo mam 1a chi yéu, co ban dwa trén nhitng co sé toi vira néu.
5 phwong phap trén la dd. Cac ban dirng nén hoc héi qua nhiéu phwong phap, ma hoc
cai nao chic cai ndy va quan trong 1a minh rut ra dwgc nhirng chti y riéng cho tirng
phwong phap, lam phét trién thém phwong phap va bién ching tré thanh cai cia riéng
minh.

1. Hwéng gidi quyét chung cho mét bai todn phwong trinh

Cling nhw bai todn Oxy, trong qua trinh ren luyén, t6i da c6 mot chut y twéng cho dang
toan phwong trinh nay, v&i nhitng bwéc suy nghi chung cho cac bai toan:

Buwéc 1: Dung may tinh tim nghiém phuwong trinh bang chirc ning Shift - Solve. Ban
nao chwa biét vé ki ning bAm may tinh nay no thi trén mang c6 hwéng dan, nhiéu lam.
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Budc 2: Dinh hinh phwong phap: ching ta c6 5 phwong phap dwoc danh s6 wu tién tir
1 dén 5, theo tuan tw ma cac ban thir xem phwong phap nao la hop li nhat.

- Néu phwong trinh khéng c6 can thi wu tién 2 phwong an 1 va 2.
- Phwong trinh chtra can wu tién phwong an 3, 4, 5.

- Phwong trinh chita cdn c6 biéu thirc gén vao, vi du: (x+3)+v/2x+1, wu tién dat 4n phu

khéng hoan toan va phwong phap ham so, bén canh do6 la phwong phap dwa vé binh
phwong, mot phwong phap toi cling c6 nhac dén.

- Phwong trinh chira dong thoi 4n bac 2 va can bac 2, 4n bac 3 va phin con lai dwa
dwogc vé dang bic 3 cda can thi wu tién phwong phap 4.

- béi v&i phwong trinh mi, phwong trinh chia logarit thi nén dung phwong phap 4,
tuy nhién phwong trinh thun tuy logarit (dé thi THPT Quéc gia 2016) thi nén cin
than, ban than to6i cling sa da va mit nhiéu thoi gian cho ciu nay.

Budc 3: St dung cac diéu kién xac dinh ciia phwong trinh dé€ danh gia chin mién gia tri
trong chitng minh mot phwong trinh vé nghiém: bwéc nay st dung cho phwong phap
lién hiép la cha yéu.

Buwéc 4: Hoan thanh bai toan, thir lai nghiém, két luén.

2. Phan tich dang phwong trinh va tim hwéng giai quyét

Ta xét phwong trinh sau: Math

¥ #1241 = (6 +0) (V1 +1) ﬁj+1+2ﬁ=[:{2-i}
L-R= 0

tlr tir nhé. Math,
(4 +1+200+ (8=

Bwéc 1: Sovle nghiém, ta thiy phwong trinh cé 2 nghiém A= 1.618033339

nhw bén man hinh may tinh. —h= I

Bai nay khé, nhuwng cac ban hay ctr theo trinh tw ma suy nghi

Buwdéc 2: Ta c6 nhan xét: véi nghiém chdn x=1, ta hoan toan c6 thé nghi ra nhiéu
hwéng cho bai toan tir phwong phap 1 dén 5. Nhin bai toan nay nhiéu ban sé ngan ngai
rut nhan tr chung. Nhung khoan v6i, hay binh tinh da.

Bai toan xudt hién can +/x+1 giong nhau & ca hai vé clia phwong trinh, nén ta y twdng
phwong phap nhan tir chung hodc 4n phy, nhwng ta thiy rang, néu 4n phu thi chi c6
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thé 4n phu khong hoan toan, ma x con lai dén bic 4 nén kho c6 kha ning xuit hién
delta chinh phwong. Do d6 tam th&i gac qua mdt bén. Mudn ddt nhan ti chung +/x +1
thi nhat thiét phai tach cho 2 cin nay thoang mot ti.

Nhan phan phéi vé phai, ta c6 phwong trinh x* +1+2vJx+1 = (x2 + x)\/x +1+x°+x.Ta
thdy c6 2+/x+ 1,(x2 + x)\/x +1 giong nhau & can thikc, nén ta ti€n hanh dat nhan t

chung +/x+1.Cd 14ap cac phan c6 vé lién quan nhau vé mét vé ctia phwong trinh, ta co6:

x4+1—x2—x=(x2+x)\/x+1—2\/x+1
<:>(x—1)(x3+x2—1):(x2+x—2)\/ﬁ
<:>(x—1)<x3 +x7 —1):(x—1)(x+2)\/ﬁ

2 2

Bwéc rat nhin ti VT ban cé thé dung may tinh va so dé6 Hoocne, bwéc tich nhan ti &
v€ phai la cac ban bAm nghiém phwong trinh bic 2 trong ngoac la dwoc.

Da ré rang voi y twdng cla ta 1a bat nhan tr. Phwong trinh do d6 sé twong dwong:
x=1
X 4x’ —1=(x+2)Vx+1(¥)
Ta xem xét ti€p, dworng nhw cé cai gi dé6 quen quen trong nhirng cai ta da noi & trén, c6
~ 3
mii 3, c6 dang bac 3 ctia can khi ta bidu dién VP thanh (\/x n 1) +Jx+1,dodétay

twdng str dung phwong phap ham sé & day, ta co:
3
(*) =X +x7 +x:(\/x+1) +x+1+vx+1

Cong viéc tiép theo cac ban dwa vao vi du trwedc ma thwe hién nhé, bai nay ching ta bo
qua budc 3 vi khong can phai xét mién chirng minh vé nghiém gi ca.

Buwéc 4: Két ludn nghiém, trwdrc khi két luan cac ban thay tit ca cac nghiém vira tim
dwoc vao phwong trinh ban dau kiém tra lai bang chirc nang CALC ctia may tinh. Cach
lam 1a chuyén t4t ca cic hang tir vé mot vé dé€ vé con lai bang 0, sau do thé gia tri
nghiém vao, mién ra 0 1a dung. Vi duy, ta nhap may:
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Nhip phwong trinh -> nhin CALC -> nhin phim 1 (1 nghiém la 1) -> nhan “=", man
hinh hién két qua 0 1a dung. Twong tw viy cic ban kiém
tra gia tri nghiém con lai nhé!

Ta xét phwong trinh tiép theo:

x+14x? —4x+1=3Jx

Buéc 1: Nhan dinh phwong trinh, ta nhdm dwoc phwong trinh ¢é 2 nghiém la
1

x=4,x=—.
4

Buéc 2: V&i phwong trinh chiva can kiéu nay thi c6 mot phwong phap rat hay dung la
lién hiép, nhwng véi cau triuc phwong trinh kiéu nay thi lién hiép ciing hoi cuc khé.

Dit 4n phu thi sao nhi, thiy ring, dit ¢ =+/x hay r =vx? —4x+1 déu rit khé dé rat x
theo 7. Nhwng ma véi ciu tric phwong trinh thé nay, nhiéu ban sé thiy dwoc sw quen
thudc ctia né. Cach ngudi ta sip x&p /x bén v& phai 1a ¢ y db, nén ta chd y vao s la
mat do.

Ta y twdng chia 2 vé phwong trinh cho Jx xem sao, phwong trinh thu duoc s€ la

Jx +%+ ‘ /x+l—4 =3.C6 vé gon hon thi phai. Pén day thi y twéng ddt 4n phu la ro
X RS

rang, vi hiu nhw day 1a dang roi, cac ban c6 ging nhé.

bat t:x/;+L:>t2 :x+l+2. Do d6 phwong trinh tré thanh ¢ ++/t* —6 =3. Xong
X

Jx

roi, dang phwong co ban, chuyén t don doc qua vé phai roi binh phwong la xong.

O bwdc dit t, c6 mot lwu ¥ nhd 1a phai dit diéu kién cho bién t, d& lam viéc nay, ban c6
thé dung kién thirc dao ham 1ép 12 hoic dung bat dang thirc AM-GM nhuw sau:

DUCTRONGT13-16TKN Trang 38



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

Tacé t=Jx+——>2 /\/}.L =2, do d6 ditu kién rang budcla > 2.
Jx Jx

C6 vé bat dang thirc khong phai 1a chuyén don gian véi nhiéu ban. Vay ban chi can

7 ) w A v 1 N\ A A A \ . 2 \
nhd, véi dang dat t nhw trén hodc ¢ = x + — thi diéu kién ludn la # > 2. Ghi thang vao
X

bai lam khoi can trinh bay cach tim luén *2.

K&t thiic bai toan nay & day. C6 thé& 1a nhiéu chd cac ban van con bang khuing, va viéc
nay doi hoi cac ban phai c6 qua trinh rén luyén lau dai, qua sach v, qua hoc tap tir
thay co. O day t6i chi hi vong cac ban ndm dwoc qua trinh tw duy tim phwong phap.

3. Ki thuit dit 2 4n phu

bay la ki thuit thwdng dung trong bai todn cé 2 can thirc bi léch nhau vé bic, thwong
gap la chira déng thoi can bic 2 va cidn bic 3.

Vi du, ta c6 phwong trinh sau: vx—3 +3/2x+19 =4

Phwong phéap: dit mdi can 1a mot 4n phu. Vi du ta dit:

a=~x-3 . " . " . o o
= a+b=4.De gidi dwoc, ta can thém mot phwong trinh 2 an a,b nita, ta

b=R2x+19

, Jat=x—4 2 3 . 2 hé i
co: = 2a” —b’ =-27.Do d6, ta c6 hé phwong trinh
b =2x+19

a+b=4
2a° -b’ =-27

Hé nay c6 thé gidi quyét tron ven bang phwong phép rut thé. Cac ban tw xit nhé. Chad y
1a khi tim dwoc gia tri a va b roi thi chi can sir dung 1 gia tri va thé ngwoc lai chd minh
dit thoi nhé. Gid stvra a =1,b =2 (gia st thoi), thi thay vx —3 =1 ma giai thoi, khéi
thay gia tri caa b.

Ngoai ra, ki thuit dit 2 4n phu con dwoc dung véi mot s6 bai toan chira 2 cin thirc cing
loai. Dang nay thwong str dung kém theo hé sé bat dinh. Toi sé ndi dén 2 van dé nay
cung luc.

Ta xét phwong trinh: (5x+1)v/2x+1—(7x+3)v/x =1
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Bai toan cé can thirc lam ta nghi ngd phwong phap lién hiép. Tuy nhién, dinh véi cac
cin 12 cac biéu thirc c6 hé s6 x4u va chang lién quan gi nhau. Nén phwong trinh nay cé
thé dung phwong phap dit 2 4n phu:

Ta dat mdi can 1a mot 4n phu, van 12 18i tw duy da dwoc xay dung, ta dit:

a=+2x+1 a’=2x+1
=
b=+/x b*=x

Tuy nhién, vin dé phat sinh 12 con 2 biéu thirc (5x+1) va (7x+3) van con 1é loj, ta
chwa hoan toan chuyén ching vé dang cua a, b dworc, do d6, ta dung phwong phap hé
s bat dinh dé x 1i:

Gia stt Sx+1=aa’ + b’ va Tx+3=ya’ + wb’ v6i a, B,y,® 1a nhirng “hé s bat dinh”

ma chiing ta ty d4t vao va nhiém vy la di tim gia tri ctia né. Ta xét tir tir cac biéu thirc:
Sx+1=a(2x+1)+ fx

S Sx+l=2a+f)x+a

Ta cAn 2 vé& clia phwong trinh bang nhau d€ dwoc mot dang thirc ding, do do:

{5:2a+ﬂ

l=

=1 . x
& {a . Vay ta da biéu dién dwocla: 5Sx+1=a" +3b°

Mot cach twong tu, cac ban c6 thé tim dwoc dang thirc con lai: 7x+3=3a" +b°.
Cudi cung, thé lai phwong trinh ban dau, ta cé:
(a2 +3l72)cz—(3cz2 +b2)b =1
<:>(a—b)3 =l<a=1+b
Thay nguoclai a = V2x+1 ,b= Jx, cac ban c6 thé gidi tim x dworc réi (binh phwong 2
vé 2 lan).

Hé s6 bat dinh 1a mét phwong phap rat hay trong qua trinh tw duy. N6i ndm na dé la
phwong phéap “dat an roi tim”, dung nhirng ki hiéu 4n tuy y dat vao va st dung tinh
d6ng nhit gitra cac v€ ma gii ra 4n.
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Nhitng bai toan khac nhau cé nhitrng cach ap dung tw duy khac nhau. Nhwng cach lam
co ban l1a nhw viy. Quan trong & cic ban la tim ra sw twong déng gitra cac bo phan cta
phwong trinh ma &ng dung nhitng phwong phap, ki thuat hop li.

4. Lién hiép v&i s6 va lién hiép nhi thic:

Trong phan phwong phap 3, toi da n6i khai quat vé phwong phap lién hiép, bay gio, toi
mudn ndi roé hon mot ti vé phwong phap nay vi né kha quan trong.

- Lién hiép véi sé:

Li do t6i luén mudn cac ban bAm nghiém dé biét dwoc hét nghiém cua bai todn trudéc
chinh 1a mot phan dé phat hién phwong phap lién hiép nay. Lién hiép véi mot s6 thi
thwong phwong trinh da cho chi c6 mot nghiém, hodc hai nghiém nhwng trong can
thirc lIa dang phwong trinh bac 2. Ta xét mét vi du sau:

V3x+1-+6—x +3x* —14x -8 = 0 (PH-B2010)

Van theo cac buwdc ma ta da thdng nhit: bAm nghiém c6 nghiém 1a x =5 va day la
nghiém duy nhit ciia phwong trinh, phwong trinh lai chiva can thirc nhiéu va cac can
thirc kha doc lap, vi thé ta y twdng giai phwong trinh theo phwong phap lién hiép véi
mot so.

Cach lam thong nhit chung cho dang bai nay nhw sau:

- C4c ban thay nghiém x = 5 vao tirng can thirc: v&i can dau tién c6 gia tri la 4 nén ban
sé trw cho 4, tirc 1a tao dang V3x+1-4. Twong tw, can th 2 c6 gia tri la 1, nhung
trude can c6 dau trir, nén ta cdng cho 1, tirc la tao ra dang 1- J6—x.Tém lai, gia tri
clia can ra bao nhiéu thi ban phai cong/trir sao cho téng sau d6 bang 0. Ok! Vi da -4 va
cong 1 nén phwong trinh sau cé dang:

V3x+1-4+1-6—x+3x>-14x-5=0

Két thiic qui trinh dau tién. Cac ban dirng lai mot chut xiu d€ ngdm nghi cho that ki
nhé! Ban than toi thiy thi phwong phap nay khong méi, nhwng cach céng trir thém so
vao nhu trén thi nhiéu ban chwa hiéu lam. D6 1a meo d€ cac ban hiéu rd cach cong trir
va phai nhé cong trir cho chinh xac.

- Tién hanh lién hiép: day 1a dang cin bic 2 nén sé dung hang dang thirc quen thudc
a’—b* =(a+b)(a—b).Ta cé phwong trinh trong dwong:
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3x+1-47 +12—(6—x)
V3x+1+4  1+46—x
3(x-5) x=5

= +
V3x+1+4 1+4/6—x
3 1

‘:’(x‘s)[mMmm

Dbén day cac ban c6 thé gidi dwoc x =5 tir tich dau tién, con & ddu ngoac vudéng thir 2
doi hoi cac ban phai c6 sw danh gia giong nhu & bwdc 3 phan hwéng dan chung toi da
noéi. Cac ban phai cé sw linh hoat trong danh gia tip xac dinh cta bién x, ma trong

+(x—5)(3x+1):0

+(x—5)(3x+l)=0

+3x+1}:0

\ \ 7 \ A =N _1 \ Yl A -A 7 Y
phwong trinh nay, ta rut dwoc tir diéu kién 3 <x<6.Vavédidiéu kién do thi

3 1 3

1
+ +3x+1>0,do do pt + +3x+1=0vd
V3x+1+4 14+46—x P V3x+1+4 14+46—x
nghiém. Do dé bai toan coi nhw hoan tat.

Tém lai, d6i véi phwong phap lién hiép véi mét so, téi c6 mot s6 diém lwu y sau day:

- Luon bAm may dé biét nghiém, bai todn c6 duy nhit 1 nghiém, céng véi chira cin
thirc doc 1ap thi thwong dung lién hiép véi mot s6 duorc.

- Phai thém bt s6 phu hop, cach 1am 13 thé vao va cong trir sao cho n6 bang 0.
- Tuy vao loai can thitc ma dung hang dang thic cho phu hop.

- St dung diéu kién xac dinh cta bién dé chirng minh ngoic vuéng vé nghiém. Déi khi
con phai dung dén bat ding thirc d€ danh gia, diéu nay tuy vao khiéu ctia moi ban roi.

- Lién hiép chi dé thanh céng véi can thive c6 dang ++/x +... hodc —/...— x, con vi du
nhw dang —/x +1 thi chwa chac lién hiép v&i mot sd dwoc tron tru. Néu khong ra, cac
ban nén nghi dén nhirng phwong phap khac.

- Phai bu lai cho du nhitrng s6 ma da thém vao, nhw & vi du trén, ta da thém vao -4 va
+1, tong cdng 1a -3, nén phai +3 vao phin phia sau cia bai toan, cho hué vén do!

Hi vong cac ban lam chu dwoc phwong phap nay, vi né twong déi don gian.
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- Lién hiép v&i nhi thirc:

Néu phwong trinh twong tw nhitng gi chiing ta da phan tich nhwng vo tinh la c6 2
nghiém, thi ban nén bi€t minh sé phai lién hiép v&i nhi thirc. Nhi thirc 1a mét da thirc
c6dang ax+b,vidutacod x+1,2x—3,—x+2 la cic nhi thirc. Dang nay twong do6i phirc

tap hon lién hiép m&i mot s6, nhung hi vong cac ban cling nim ngot.

Nhitng cach nhin dang, cach lién hiép, xét ddu ngodc vudng, plapla,... n6i chung khéng
khac gi lién hiép véi mot so, chi la & bwére lién hiép hoi vat va chit xiu.

Ta tién hanh xét phwong trinh sau:

x2—9x+21=\/x—2 +x/7—x

Do nghiém, ta thdy phwong trinh cé 2 nghiém l1a x =3,x =6, lai chira cac can thirc doc
1ap nén ta nghi dén phwong phap lién hiép véi nhi thirc. D€ ki cang hon, ta phén tich
mot s6 phwong phap khdc xem kha thi hon hay khéng.

Néu l1a nhan t& chung, ta chwa cé 1 can cit nao vé sy giéng nhau gitra cic b6 phan cia
phwong trinh, dit 4n phu thi cling khong thé, vi x & trong can va & ngoai can c6 bic
khac nhau, 2 4n phu cdng v&i hé s bat dinh cling qua phirc tap. Nén ta suy nghi dén
phwong phap wu tién thit 3 1a lién hiép, va vi cé 2 nghiém nén lién hiép véi nhi thirc.

binh hwéng xong, ta tién hanh xr li bai toan nay. Thwdng thi khi dung phwong phap
lién hiép, ta chuyén hét cdc phan cia phwong trinh vé mot vé, ta cé

X =9x+21-x-2-7-x=0
Tir day, ta tién hanh lién hiép nhi thirc:

- Trong phwong phap nay ta dung mét chiat vé phwong phap hé s6 bat dinh, theo dé ta
tién hanh dat nhw sau: ax+ f—-+vx-2=0; yx+w—-J7—-x=0.

- Lan lwot thay cac gia tri nghiém x =3, x = 6 vao tirng hé thic trén. V&i hé thire dau

tién, ta c6 hé phwong trinh:

3a+p-1=0 o=
60{+ﬁ—2—0c>
b=

O W

DUCTRONGT13-16TKN Trang 43



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

1
"3 . Do d6, phwong trinh géc
=3

3y+w-2=0 =
yt+o )7

Twong tw véi hé thirc thi 2, ta cé:
6y+w—-1=0

dwoc bién doi thanh
x° —9x+18+%x—\/x—2 +(—%x+3)—\/7—x =0

Buwdc nay gidng nhw buéc -4 va +1 & phwong phép trén, cac ban ¢ gin nam dwoc qui
trinh tim ra cac nhi thitc trong tredng hop nay. C6 vé kha do nhi!

- Tién hanh lién hiép, cac cdn 1a cin bAc 2 nén sé dung hang dang thitc nhw phwong
trinh trén, ta c6 phwong trinh twrong dwong:

x2—9x+18+%x—\/x—2 +(—lx+3J—\/7—x =

2 2
i xg—(x—2) x9—2x+9—(7—x)
S x -9x+18+ + =0

§x+\/x—2 (—;x+3j+m

2 2
o —0r+184+ x1 9x+18 ic Ox+18 _0
9(3x+x/x—2j 9(—3x+3+\/7—xj
5 1 1
& (= 9x+18)| 1+ + =0

9(;x+\/x—2j 9(—;x+3+\/7 —x}
- Qua trinh lién hiép dén diy coi nhw hoan tit vi dé thiy v¢i diéu kién clia phwong
trinh la 2 < x <7 thi biéu thirc trong ngodc vudng luén vo nghiém. Vay pt c6 nghiém...

Cé mét diém lwu y khi cac ban dung phwong phap nay chinh 14 viéc xét dau cua cac
mau s sau khi lién hiép. V&i bai toan nay, cac ban phai chic chin rang cac biéu thirc &

mau, dé 1a [%x+\/x—2j va (—§x+3+\/7—xj ludn khac 0 véi moi x thod 2<x <7,

diéu nay thod man trong trwong hop nay. Nhwng nhé véi bai todn khac, gia st nhw ¢6
mot gia tri, vi du x =4 1am cho cdc mau nay bang 0 thi truwdc khi lién hiép cac ban phai

DUCTRONGT13-16TKN Trang 44



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

kém thém mot cau “xét x =4 la/khong la nghiém cua phwong trinh”. D6 1a mét buéc
kiém tra nghiém quan trong, néu thiéu rat cé thé cac ban sé bi trir diém ndng, hay chu
¥ nhé!

Bai nay c6 bwérc lién hiép véi biéu thirc kha x4u nén cac ban thong cdm ~*. Tuy nhién
d6 khong phai la vin dé qua nghiém trong, ma doi khi nhitng bai nay lam tang kha
nang tinh toan va do “li” cia cdc ban hon nira. Cin néi thém vé bwéc tim nhi thirc cin
lién hiép mot ti. Néu nhw dang lién hiép véi mot s6 ta mong mudn cdng vao mot sé sao
cho gia tri cia can thirc va s6 dé c6 téng bang 0, nén y twdng nay dwoc twong tw hoa
véi dang nhi thie. Hoi reom ra hon & bwére tim cac hé s6 bat dinh, tuy nhién chi can
binh tinh, thay tirng nghiém x twong &ng dé dwoc 2 phwong trinh 2 4n 1a cac ban ¢6
thé giai quyét dwoc cac hé so nay.

bé két thic cho mot vai hwdng suy rong ctia pp lién hiép, tbi xin g&i dén cac ban mot
bai toan ma t6i cho la kha hay, véi y twdng lién hiép xuyén su6t nhwng gidu minh duéi
mot hinh thirc la mat hon. Ta xét pt:

(2x-7)(V3x -2 =x+3)=5 (1)

Bai toan c6 2 can thirc, va khi dung may thi ta ciing bi€t dwoc nghiém ctia ptla x=1 va
x=6.Do d6, y twdng lién hiép nhi thirc loé 1én. Tuy nhién, tric tré clia bai toan nay
nam & 2 chd: mot 1a 2 cin thire dang xét c6 diu trai nhau, do d6 khi lién hiép sé gap
khong it rac rdi, hai 1a trwdc 2 cin lai c6 mot biéu thirc khéng chira cdn, 1a mot trong
nhitng dang “ki” cta lién hiép, khéng phai lic nao cling lién hiép dwoc. Tuy nhién, ta
c6 thé giai quyét dong thoi 2 van dé trén, van dwa vao y twdng lién hiép, d6 1a lién hiép
luén véi d6i twong 1a 2 can thirc.

Ta thiy réng: (V3x—2-x+3)(vV3x=2+x+3)=3x-2-(x+3)=2x-5,dodé ta

nhan 2 vé ctia pt cho (J3x—2 +Jx+3),di‘éu Kienla \3x—2+x+3 20177 3,
x#-3

PaY \ A -A ~ 2 7 N 2 . /- N ~ ~N
hé nay v6 nghiém nén J3x—2+J/x+3 % 0,Vx > 3’ do do ta nhan thoai mai, vi 1€ néu

nhan 2 vé pt cho mot sd bang 0 1a khong chit ché. Do do6 ta co:

(1) = (2x-7)(2x-5)=5(\3x -2 +/x+3)
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bén day coi nhw hoan tit, y twdng lién hiép nhi thirc da sang to6 va khéng con rao can
nao nita. Trwdc cac cin c6 hé sd 5, nén khi dit hé s6 bat dinh tim nhi thitc, cic ban van
nén dé s6 5 nhuw vay tinh toan binh thwong, vi du ta dit 5v/3x -2 = ax+ 8, van ra kq.
Qua vi du trén, cac ban thiy rang, mot pt tuy c6 y twdng lién hiép nhwng gap mot tré

ngai nao do, bang cac cong cu hang dang thic, ta c6 gang chuyén no vé dang lién hiép
dwgc. Dé thi thwong chi trong nhirng bai todn c6 vai mwu meo nhw thé nay.

5. Hiéu hon vé phwong phap ham sé gidi phwong trinh , twong quan gitta mét ham sé va
mot phwong trinh vo ti

C6 1& nhiéu ban sé thiac mac chd nay, tai sao ngwoi ta lai dwa ra phwong phap ham sé
dé giai phwong trinh, va lai 1a mot phwong phap rat mai, rat hot, cong cu hiru hiéu dé
gidi quyét nhiéu bai toan hoc bda, khi ma nhan ti chung, lién hiép hay dit an phu déu
da that bai, hodc la khong thé giai quyét tron ven duorc.

Cau tra 101, theo y kién c4 nhan t6i, khong phai ngau nhién. Cac ban thiy ddy, moi
phwong trinh déu c6 thé chuyén vé mot vé, vé con lai bang 0, va chinh diéu nay da tao
nén suw dic biét: phwong trinh, chinh 1a mét trweong hop riéng cia ham sd, hay néi khac
hon, nghiém ctia phwong trinh chinh 13 giao diém cta d6 thi ham sd véi truc hoanh
(truc Ox). Do d6, phwong phap ham s6 danh gid phwong trinh dwoc suy ra mot cach tw
nhién va hoan toan nam trong chwong trinh hoc ca cac ban.

Ta xét ham s6 sau: f(x)=+/x—2 +3/x+2 —4, cic ban thdy d6, néu ta cho f(x)=0thi

ta c6 ngay phwong trinh vx—2 +3/x+2 -4 =0. Gidi pt nay ciing chinh la tim sd giao

diém ciia dd thi ham s f(x) véi truchoanh y =0.

Thit tinh, d6 thi ham s6 nay rat kho vé, nhwng vé sé giao diém cua do thi, tam dat 1a
d6 thi (C) véi Ox thi hoan toan tim dwoc bing cong cu dao ham. Theo d6, ta da biét:

- Ham s8 don diéu khi n6 lién tuc va dao ham béc nhit f'(x) L
cda n6 déng bién hodc nghich bién trén khodng, doan dang xét.
Ham s6 dong bién thi x tang, y ting, x giam, y gidm, ham s6

nghich bién thi x tang, y gidm va ngwoc lai. Do d6, véi mot /+

ham s6 dong bién hoic nghich bién thi nd chi cat truc hoanh
Ox tai mot diém duy nhéit. e
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- Ham s6 don diéu (ddng bién hoic nghich bién) thi tai moi diém
c6 toa do x, dang xét, chi ton tai duy nhat mot gia tri f(xo) (hoic

{
4-0-——{'
+ j;"': ¥, ) twong trng. Pay chinh la co s& cho pp ham so dang
f?:i i f(u)= f(v), tir day hi vong cac ban hiéu rd hon tai sao khi ham
; ;’f O; .+ f dondiéuva f(u)=f(v) thitac6thésuyra u =v nhw da trinh
|

[T bay. Ta xét trweong hop con lai, gid skt ham sé /* khéng don diéu
I hodc cic ban khong thé chirng minh dwgc né don diéu, thi viéc suy

|'| ra nhuw trén c6 dwgc hay khong? Ciu tra loi 1a khong. Ta hiéu nhw

thé nay, viéc f(u)= f(v) < u=v chixdy rakhiva chi khi u va v thwc chat1a mot

diém x,, cac ban can hi€u u,v thuc chit la nhitng biéu thirc chira bién, 1a cac da thirc
chitr khong phai 1a mot s thwc nao d6. Do d6, mic du u,v biéu dién nhitng biéu thirc
dai s6 khac nhau, nhwng né cung 1a mot di€ém x, nao do trén truc hoanh. Néu ham s6
f khong don diéu, thi c6 thé sé ton tai 2 gia tri x,,x, khac nhau cho cung moét gia tri
ctia f.Vidy, ham s§ f(x)=x’—3x 1a ham s6 khong dong bién trén toan mién R, do
do ta tim dwoc 2 gia tri x =—1,x =2 cho cung moét gia tri f 1a 2, tirc la
f(-1)=f(2)=2.Gia sir diéu ta n6i phia trén la ding, thi tr f(-1)=f(2)=>-1=2.
biéu nay vo li. 6 1a nguyén nhén vi sao diéu t6i quan trong trong phwong phip ham
s6 str dung ham dai dién nay cac ban phai chitng minh dwgc ham sé dai dién 1a ham

don diéu.

No6i tém lai, pp ham s6 gidi phwong trinh chinh 1a mot bwéc phat trién dwa vao sw
twong quan giita phwong trinh va ham sé. Do d6, bang cong cu dao ham, ta hoan toan
c6 thé suy ra s6 nghiém t6i da cia mot phwong trinh dwa vao tinh chit cia dao ham
cip 1, cap 2, sau d6 bang may tinh bAm do nghiém va dién vo, két thiic bai toan. Vé pp
nay hién nay rat phat trién va cé rat nhiéu sach trén thi tredrng néi vé né, cac ban cé
thé tim hiéu thém cac dang bai tip, rat phong phu va da dang.

6. Mot s6 hwéng téch ham s6 dwa vé dang ham s6 dic trung f(u) = f(v)

C6 thé noi, hién nay phwong phap ham sé 1a mot cong cu hot trong gidi todn phwong
trinh, hé phwong trinh. Rat nhiéu bai toan dwogc thiét ké dwa trén cac kién thirc c6 lién
quan dén ham so cling nhw dao ham. Vi thé, khong loai trir kha nang ciu di€ém 9 trong
nhitng nam t&i sé la mot cu thudn tuy giai tich, vé tinh chit nghiém cta da thic hay la
mot bai toan thuc t€ dung kién thirc ddy s8, va bai todn gidi phwong trinh bang tw duy
ham s ciing 1a mot van dé hét stirc nhay cam.

DUCTRONGT13-16TKN Trang 47



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

Vé phwong phap ham sé nay, diéu quan trong 1a cac ban phai tim ra dwoc mot ham sé
dai dién cho 2 vé ciia phwong trinh. Ham s6 f dwgc goi la ham sd dai dién khi: néu ta
thay bién u (bién & day c6 thé hiéu la mot da thirc tuy y) vao f thitaco 1 vé cia
phwong trinh, thay bién v vao f thi dwgc vé con lai. Vi du ta c6 ham sé dai dién:
f(¢)=1"+2¢-3,vay néu ta thay ¢ = x, tirc biéu thirc u lic nayla x, ta c6 mot ham sé

f(x) =x" +2x -3, con néu tathay r =vx+1, ta c6 mot ham s& theo bién vx+1 1a:

S(Vrr1)=x+ 14205+ 1-3=x -2+ 2x+1

Khi d6 néutacho f(x)=f (M ) thi ta dwgc mot phwong trinh hoan chinh c6 thé
giai bang phwong phap ham sé - ham dai dién la:

x> +2x—3=x-2+2x+1 hay rut gon ta c6 phwong trinh: x> + x—1-2Jx+1=0
Tém lai: cAc bwédc gidi mot phwong trinh bang ham sé dai dién 1a:

- C6 14p veé 2 vé ctia phwong trinh sao cho xuat hién dang vip ctia mot ham sé chung.
Bwéc nay chinh 1a buwéc quyét dinh.

- Bang cong cu dao ham, chirng minh ham s& da cho ddng bién hoic nghich bién trén
mot khodng, mdt doan xac dinh nao doé.

Nhin chung, kha nhiéu bai néu dung ham sé dwoec thi lién hiép dwoc. Do d6, trong mot
s6 trweong hop, néu viéc tach ham sé nhwng khéng thé chirng minh ham sé dong bién
hay nghich bién trén mét mién xac dinh nao do thi c6 thé quay tré lai dung phwong
phap lién hiép nhw da trinh bay & phan truérc.

Trong phan nay, toi xin dé cip dén mot s6 hwéng tw duy tich ham s6 ma téi hay nghi
toi va str dung:

- Dang 1: Tach ham s6 dva trén twong quan giira biéu thic trong cin va biéu thirc bén
ngoai ddu can c6 lién quan véi nd

bay la mo6t dang twong ddi hay gap trong phwong phap ham so6 nay. Khi d6, dé bai cé
dang giéng nhw vi du t6i da tirng dwa ra trong ldc phan tich pp ham s6 & phan truéec.
Ta xét mot phwong trinh sau:

(x+2)(\/x2+4x+7 +1)+x(mﬂ):o
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Ta van trung thanh véi cac buéc gidi mot phwong trinh, nhap may tinh tim nghiém, ta
tim dwoc mot nghiém duy nhatla x =—1. Tié€p theo, ti€n hanh phén tich tirng phwong
phap. Pat nhan t& chung xem ra khéng hiéu qua khi cac bo phan khéng c6 diu hiéu
clia mot hang dang thirc ndo va twong ddi khac nhau, dit 4n phu 2 cdn thikc cling xem
ra khéng hiéu qua khi bic ctia bién x & trong cin va ngoai can la khac nhau. Lién hiép,
c6 thé duwoc, nhung sé rat kho khan trong viéc xt 1 cac bi€u thirc kéo theo sau lién
hiép. Ta phan tich phwong phap ham s6. Nhw da ndi, dung ham s6 phai cé sw twong tw
nhau & dang clia cac phin ctia phwong trinh. O day, bang tw duy ham s6, ta chuyén 2
tich vé 2 bén cia phwong trinh, nén pt da cho twong dwong:

(x+2)(\/M+l) = —x(m +1)

Trong can thi 2, ta thiy c6 sw giong nhau gitra cac bién, néu ta bién doi thanh
_x(w /(—x)2 +3+ lj , ta thdy ngay c6 sw lién hé khi —x & ngoai can dwoc lién hé voi —x
& trong can, do d6 ta c6 co s& ham s8 dai dién & day c6 théla f ()= z‘(\/t2 +3+ 1) .Ta

ti€p tuc kham pha xem ham s6 ma ta vira suy nghi ra cé 4p dung dworc vi vE trai hay
khéng. Cac ban lvu y, trong phwong phap nay thi cac hiang dang thirc ludn déong mot

vai tro hét strc quan trong. Tir can thirc ddu tién, ta c6 thé chuyén thanh /(x+ 2)2 +3,
do d6 vé trai c6 thé viét lai (x + 2)( (x+ 2)2 +3+ lj , diéu nay hop li véi ham sé ta

nghi ngd, vi néu thay ¢ = x+ 2, ta c6 ngay vé trai. Do d6 phwong trinh da cho cé thé
giai dwoc bang phwong phap ham s6. Bang nhitng gi da phan tich, ta c6 bai giai:

Phwong trinh da cho twong dwong:
(x+2)( (x+2) +3 +1):—x( (—x) +3 +1j i f(t)zt( T+3+1).
<:>f(x+2):f(—x)

Xétham s§ () lién tuc va c6 dao ham trén R, ta c6:

f()=Nr+3+1+

2

>0,VteR
t*+3

Do dé f(¢) dongbiéntrén R, tir f(x+2)=f(-x) >x+2=—x<x=-1,

DUCTRONGT13-16TKN Trang 49



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

Bai gidi cho mot bai toan dung ham sé c¢6 khu6n dang twong déi dep mat trong trinh
bay. Tuy nhién, mot diém lwu y nita 1a mién xac dinh cia ham s§ () dang xét phai la
hop ciia tip xac dinh cta bién x & ca 2 vé cia phwong trinh. Mot lwu y khac nira 1a cho
danh gia f'(x), nhiéu bai toan cho f'(x) khéng ré ddu nhw vi du nay nén cac ban
khong dwgc danh bira ddu ma phai chirng minh né 4m hay dwong. Piéu t6i quan trong
ctia phwong phép chinh 13 phai chitng minh dwoc f'(x)>0 hodc f'(x)<O0 thibai
toan m¢i thanh cong duoc. Hi vong cac ban ndm dwoc mot phan nao d6 hodc toan bd
phwong phap nay, bén canh d6 1a phat trién thém, tim hiéu thém nhirng loai phwong
trinh v&i hinh thie la, khac biét c6 thé dung né. Co ban la phwong trinh phai qui vé 2
vé v&i dang ham sd giong nhau, khong giong dwoc la thua 2.

Xin tdng cac ban mét bai toan twong tw, nhwng doi hdi khéo 1éo bién d6i méot chit xiu:
Gidi phuong trinh: 3x(2+ox" +3 )+ (4x=2)(V —x+1+1) =0

Bai nay twong déi khong qua kh6 nhuwng c6 mot meo dwoc ghai twong d6i hay & tich 2
ngodc tron thir 2. Van theo trinh tw nhw bai toan trén, cac ban sé lam dwoc bai nay.
Dap sd thi thoi khoi cung cAp di nhé, casio da & bén ban va san sang cho ban dap 4n
chinh x4c nhit A,

Vi du & trang 31 ciing 1a mot dién hinh cho dang nay. Tém lai, y twéng chung la ta dwa
biéu thirc & bén trong d4u cin va biéu thitc gan v&i ddu cin vé nhitng dang twong dong
nhau, sau d6 suy doan ham s6 dai dién va xét xem vé con lai c6 biéu dién theo ham sg
dai dién d6 dwoc khong.

- Dang 2: Suy ham s6 dai dién tir dang cin thitrc - s6 mii cia phwong trinh

Nhuw da néi, phwong trinh dung pp ham s6 thwong c6 sé mii cia cac phan ti nhw nhau,
hay néi cach khac, thuwong ton tai song song trong phwong trinh cac hang t& nhw

2 3 x v ~ . * 2.
2o (\/x N 1) , 2% o (\/x - 2) .P6 chinh 1a d4u hiéu d& nhén biét nhat khi giai pt.
Ta xét phwong trinh sau:

X —4x* =5x+6=37x* +9x—4

Van nhu truyén thdng, ta tim dwoc phwong trinh c6 nghiém
x=5,x=0,618....,x =—0,618... Cir mac k¢, ta xét tirng phwong phap xem sao.
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RO rang dat nhan tr chung rat kho, dat 4n phu cling kho khi bic cia x trong va ngoai
can la khac nhau, ta con lién hiép va xét ham so6. Lién hiép can bic 3 coi b kha gay go,
tuy nhién bang chitrc ning table clia may tinh, c6 thé do dwoc da thirc chira 3 nghiém
dd, cac ban thir lién hiép véi chiing xem sao. Cach kha di nhat ¢6 1€ 1a dung ham so,
nhung dung theo cach nao cho hop li vi bai nay coi bd kha la mat so v&i nhitng bai ta
tirng xét.

Bai nay c6 thé dung phwong phap hé sé bat dinh, nhwng vé mat tw duy ma ndéi thi c6 1é
khong dwoc rd rang cho 1am. Xét da thitc & vé trai, ta thiy chita x°, do d6, néu mudn

c6 dang ham s6 giong nhau thi bén vé phai cling phai xuit hién mot “cai gi d6” mii 3,
c6 thé 1a can thirc mii 3 1én vi can da cho 1a can bac 3 nén khi mii 3 sé mit can, ta cé

3
(\3/7x2 +9x— 4) =7x" +9x—4. Cac ban thdy ring, dé c6 dwoc 7x’+9x —4 thi phai ldy

tlr bén vé trai, do d6 phwong trinh da cho dworc viét lai:
¥ A3 +4x+2=Tx"+9x—4+/7x> +9x -4

Vo tinh bén vé trdi ta lai c6 dang hiing ddng thirc: x* +3x> +4x+2 =(x+ 1)3 +x+1
khi d6 pt tré thanh (x+ 1)3 +x+1=7x+9x-4+:/7x* +9x -4, dang ddp ham s dai

dién da ro, do la f(t) =1’ +¢. Coi nhw bai toan duoc giai quyét.

Cach ma chung ta suy nghi v6 tinh lai triung v&i y d6 cda tac gia, song, nhiéu bai toan
budc ta phai ding cong cu hé s6 bat dinh. O pt nay, y twdng 1a vé trai dd c6 x° nén
chac chic sé dwa dwgc vé mot biéu thirc ndo dé chira mi 3, chang han

o (x+ 1)3 ,(x + 2)3 ,... do d6 ta y twdng tao “cai gi d6” mii 3 & vé phai dé tao nén sw
twong dong vé mat ham s6 & 2 vé cta pt. V6 tinh khi mii 3 can thirc va dung hoa 2 vé
thi ham s6 da hién dién. Tuy nhién, bai todn sau diy sé c6 phan phirc tap hon mét
chut, nhung van véi tw duy vira néu:

(x+4)(Vx+2+2) = (x+1)(x* ~2x+3)

Bai nay dwoec trich mét phan dé thi THPT Qudc Gia 2015, do nghiém ta thiy mét
nghiém x4u x = 3,3027... V&i nghiém nay, cing véi chirc nang Table ciia may tinh
Casio, ta c6 thé tim ra da thirc nhan tr chung, va y twdng giai theo lién hiép. Cac ban
nao cé nghién cru phan nay thi hay thir sirc véi hwéng d6 xem sao nhé! Con & day, y
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d6 ham s6 da twong déi rd rang, khi ta thiy c6 dang quen thudc (x+4)+/x+2 vabén

vé phai cling c6 x’, nén ta khai trién tung toé ca ra, phwong trinh twong duwong:
(x+4)Vx+2=x"-x"-x-5

Vibén vé& phai c6 x’ nén y twéng clia ta 1a biéu dién mot “cai gi d6” mii 3 bén vé trai.
bay la mot dang rat quen thudc ma tdi da tirng dé cap véi cac ban & phan trudc. Ta
tach biéu thirc & ngoai diu cin sao cho giéng véi mot phan, hodc giong hoan toan biéu
thirc trong d4u can. Do d6, ¥ twdng clia ta tach (x+ 4)\/x+—2 thanh (x+2+ 2)\/x+—2

3
= (x+2)Vx+2+2x+2 =(x+2) +2/x+2.Téi day, “céi gi d6” mii 3 ma ta can da

xudt hién. Ta thdy vé tréi tré thanh dang ham s6 f'(¢) =¢* +2¢. Ta xét xem vé& phai c6
biéu dién dwoc thanh mét dang ham s6 twong tw nhw vay duoc khong? Bing ki thuat hé
s6 bat dinh, ta hi vong tim dwoc mot s§ o thod man ham s§ f'(¢). Do d6 ta xét:

3
x3—x2—x—5=(x+a) +2(x+05)
3 2 3 2 2 3
S —x —x-5=x"+3xa+3xa"+a +2x+2cx

<:>x3—x2—x—5=x3+3x2a+(3a2+2)x+053+2a

D€ hé thirc trén ding thi cic hé s & hai vé phai bang nhau (diy dwoc goi 1a ddng nhit
hé s6), do d6, s6 a cin tim phai thod hé sau:

-1=3cx
—1=3a+2.
S=a’+2a

R6 rang khong c6 s6 a nao thod hé nay. Do d6 cach tach cia ching ta nhw trén xem
nhuw that bai. Viy, ta phai tim mét ham s6 khac phu hop hon.

D& y rang, ham sd & VT clia chiing ta con khuyét di mot hang tir bac 2, c6 dang

ﬁ(x + 2) , v&i B 1a mot s6 thue nao do6. Do do, ta c6 thé hi vong tach ham s6 dwgc theo

hwéng ndy. Phwong trinh cé thé viét nhw sau.
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(\/x+2)3+,8(x+2)+2\/x+2 :(x+a)3+ﬂ(x+a)2+2(x+a)
<:>(\/x+2)3+2\/x+2 =X’ +3x°a +3xa’ +a’ + x> +2afx+ fo’ +2x+ 20 — fx -2
<:>(\/x+2)3+2\/x+2 :x3+(3a+,b’)x2+(3a2+2aﬁ+2—ﬂ)x+a3+2a—2ﬂ+ﬂa2

(véi a, B 1a cac hé s6 bat dinh ma ta dat vao dé di tim).

3
Do6i chiéu véi phwong trinh goc (\/x + 2) +24x+2 =x"—x* —x—5 va dong nhat hé sé,

thi hé s6 «, 8 phai thoa hé sau:

3a+p=-1
5 a=-1
3a”+2af+2—-F=-1 = f=2
o’ +2a-28+ Ba’ =-5 -
Cac ban chu y rang, khi giai cac hé pt tim hé sd bat dinh thi khdng nhAt thiét phai tim
dwoc tat ca cic nghiém cia «, f ma diéu can thiét 13 tim nghiém dep dé€ dé dang thay
vao phwong trinh con lai xt¥ li. Hai hé s6 nay ma khéng dep thi coi nhw bai todn rat khé

gidi quyét. Xong! Thay gia tri «, 8 va phwong trinh ma ta da dat hé so6. Ta c6 phwong

trinh twrong dwong: ( x+2)3 +2(x+2)+2\/x+2 = (x—l)3 +2(x—1)2 +2(x—1)

Tir day thi dang ham s coi nhw da ro rang, d6 1a f(¢) =7’ +2¢* + 2¢. Him s8 nay dong

bién trén R nén cdng viéc con lai cia cac ban la hét sirc don gian.

Twr pt trén, cé 2 cau hoi dat ra:

- Tai sao chuing ta lai biét VP clia phwong trinh lai c6 dang x +a nhw vay? D6 la do x°
7 ~ = A « X A A ~ ’ A TN 3 3 \ A \ A ~

co thé biéu dien theo nhiéu bién thé, cé thé la x3,(x + 1) ,(x - 1) ma diéu nay toi cling

da c6 nhac dén. Nén dé€ biéu dién mot cach tdng quat, cac ban nén dat mot hé s6 bat

dinh, & day la « , d€ suy ra dang minh mong mudn.

- Tai sao chiing ta lai biét ma thay hdn s§ 2 & 2(x+a) & v& phai? D6 1a do dé c6 dang

ham s6 giong nhau & ca 2 vé cta pt, ma vé phai lai c6 dang 2+/x+2 nén vé trdi ta ciling

phai c6 dang 2(x+a).
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Qua nhitng vi du trén, c6 thé thiy rang, budc tdch ham sé dai dién 1a quan trong nhat
trong gidi mot bai todn pt bang pp ham s6. Do d6, doi hdi cac ban phai van dung nhiéu
cach khac nhau va mét chit nhay bén trong cach nhin dién ham s6, cach tach mi,... dé
dwa vé mét ham so dai dién & ca 2 vé cia pt.

- Dang 3: Bién d6i phwong trinh chwa c¢6 dang ham sé vé dang ham s6

Dang nay kho6 hon nhiéu. Vi mau sic ham s6 khong dwgc bi€u hién rd rang ma phai
trai qua nhiéu bwéc trung gian dé tao ra no.

Tao ham s& bang phwong phap chia 2 v€ cia phwong trinh cho mét s6, mét biéu thirc

Toi da tirng cung cip cho cac ban mot vi du c6 mau sac cia phwong phap chia nay, bai
todn nam & trang 36. Vé co ban, d6 1a mot y twéng cho nhitng bai toan cung dang, khi
nhin vao pt ma ta c6 cam gidc n6 “thtra” di mot cai gi d6. Phép chia cho mét s6 hay mét
bién, mot bi€u thirc rat hiéu qua trong 1&p bai toan nhw thé.

3x3+4x2—1:x3,/x3—i-2+l
x

Theo trinh tw phwong phap gidi mot pt nhé, bAm nghiém ta thiy c6 1 nghiém dep
x=-1 va 2 nghiém xiu la x =0,577..,x = —0,577... Tt nhitng nghiém nay, va dang pt,

Ta xét vi du sau:

ta xét dan din 5 phwong phap di néu. Cac ban tw danh gia. O day, ¥ twdong diung ham
s6 chwa may ré rang, nhwng ta nhin thiy bién x phia trwdc can thirc. Piéu nay lam ta

suy nghi dén 2 kha ning: mot 1a tich x3[x* +2+ 1 thudc mot hing déng thirc (a+ b)2
x

nao dé va n6 déng vai tro 1a 2ab . Kha ning nay dé xay ra hay khong? Rat kho, vi cin 1a
cin bac 3 nén khi binh phwong dang b* ciing khdong thé pha cin dwoc, hai 1a ta chia 2
vé clia pt cho x dé€ khir mat bién nay luén, tir d6 chi con lai cin bac 3 va dé dang xtr 1i

hon. Bing y twdng do, ta bién doi pt thanh: 3x° + 4x 1 3T +2+ 1
X X

Cén 1a cin béc 3, nén néu nhw c6 dang ham sg, thi c6 thé 1a dang f(¢) ¢6 béc 3, khi ta

phé cin thirc d6, mii 3 cdn thirc ta duwgc x° +2+ l Phan hang t& nay da cé dwoc 1 13y
x x
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e . 1 / 1 .
tir VT. Do d6 ta thit bién d6i pt thanh: x*+3x* +4x+2=x"+2+—+3/x’ +2+— . That
X X

may man, khi y twéng cia ta da vo tinh tao ra bén VT mot hang dang thirc dep 1a

1 1
x3+3x2+4x+2:(x+1)3+x+1.DO dé ta co: (x+1)3+x+1=x3+2+—+,3/x3+2+—.
X X

bén day, dang ham s6 coi nhw da dwoc 16 dién.

Qua phan tich pt trén, ta thiy rang, ki thuit chia 2 v&€ cho mot s6, mot bién hay mot
bi€u thirc phai trdi qua qua trinh phan tich nhitng kha nang cé thé xay ra déi véi biéu
thirc can chia. Nhuwng thong thwong, khi da lam bai tip quen, gap cac bai toan dang

N V4 ~ 7 7 2 - 4 Y hY ~ ~ =N 1 - ~
nay cac ban sé cé y twdng chia ngay, li do la vi sé xuit hién — giéng trong can, tao ra
X

cac phan giéng nhau la y twéng dat an phu tot. Song, nhirng bai toan c6 cin va bic nhw
thé nay hay roi vao dang ham s6 nhiéu hon. Hi vong qua qué trinh luyén tp, cac ban
sé c6 cai nhin sau hon véi nhitng dang toan khac nhau.

Vi bai viét chi nham muc dich gi¢i thiéu nhitng kinh nghiém téi tich luy dwoc nén sé
khéng c6 nhiéu bai todn. Vi thé, cac ban chiu kho rén luyén thém nhitng bai toan khac
@ sach tham khao, sach doc thém nhé **.

bit 4n phu dwa phwong trinh vé dang ham s6

Nhitng bai toan nay theo tdi nghi 1a kha khé. Y twéng co ban dwa trén sw phéi hop
gitra 2 phwong phap 1a dat 4n phu va ham s6. Ta xét phwong trinh sau:

Ux?=2x+2=3x+1+J/x+2

Mot pt ¢6 thé thdy khong hé don gian. Bang mdy tinh ta nhdm dwoc pt c6 nghiém
X = —%. V&i nghiém thé nay, ta c6 thé nghi dén nhiéu phwong phap. Tuy nhién, dit an

phu va lién hiép xem ra kho c6 kha nang. Vé&i lién hiép, c6 mot y nghi tao bao hon
nhirng dang thong thwong, d6 1a chuyén 2 cin thirc vé cung mot vé sau do lién hiép
véi doi twgng la 2 can ludn. Cach nay danh cho cac ban. Ta xét pp dat 4n phu. Tai sao
ta nghi dén 4n phu? Trong khi bic clia x & trong va ngoai can cé vé léch nhau. Nhung
nhu thé nay, néu dé y ki, sw khac nhau nam & can bac 4, ma theo nhu ta suy nghi don
gian thi i‘/;2 =/x, “dong dang” v&i can bac 2 con lai va bac cua x ciling giong véi x
ngoai can. Do d6, ta y twdng dung pp dat 4n phu 2 cdn thirc xem sao.
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. {a:\4/x2—2x+2 {a4=x2—2x+2
bat =

b=+x+2 b*=x*+4x+4

Ta tim cach biéu dién phan con lai 1a 3x +1 theo ¢* va b*, bang ki thuat hé s6 bat dinh,
diéu nay khong qua kho6 khan. Cac ban tw thwc hién nhé. Qua dé ta tim dwoc hé thirc
4 4 4 4
b —a . Pt da cho dworc viét lai theo 2 bién méi a,b: a = b 5 a

< a*+2a=>b"+2b.Dén day thi y twdng ham s6 1a twong d6i rd rang. Cac ban xi 1i

3x+1= +b

phéan con lai nhé.

Sé c6 thic mic 1a tai sao ta lai m 4 hai bién a,b nhuw trinh bay. Li do 1a d€ cac biéu
thirc thoat can hoan toan, ma phan con lai la 3x +1 lai doi hoi diéu do.

Nhin chung, loai pt nay doi hoi két hop nhiéu pp khac nhau nén cac ban chiu khé tim

thém nhiéu bai todn khac luyén tip. Nhirng thi téi trinh bay chi la nhitng manh khoé,
nhirng nén tang nhé trong pp giai, con cac pt thi ludén bién tau rat kho lwong. Co 1én!

7. Mot s6 phwong phép gidi phwong trinh khac

Riéng pp danh gia thi t6i xin danh cho cac ban ty minh nghién ctru va kham pha, vi né
c6 lién quan dén phan bat dang thirc, mot trong nhivrng mang kho nhit cua toan so
cip. Trong phan nay, t6i chd yéu dé cap dén 2 pp tuy it gap, nhwng lai c6 hiéu qua rat
cao trong mot s6 dang phwong trinh dic thu: pp tach téng binh phwong va pp lwong
giac hoa.

- PP1: Phwong phép tich téng binh phuwong

Cac ban dé y ring, mot pt c6 dang 4> + B> +C* =0 c6 nghiém khi va chi khi cac biéu
thitc 4,B,C phai dong thoi bang 0. Vi duy, ta c6 dang pt sao:

x*—2x-3=0
(¥ —2x-3) +(x-3) +(x* ~4x+3) =0 1x-3=0  ox=3.
x*—4x+3=0

Tlr d6, sinh ra pp tach tong binh phwong. N6i dung pp ciling twong tw nhw bai toan ta
vira xét, tirc 1a tir mot pt da cho, cé thé tach thanh téng cac binh phwong, khi dé pt c6
nghiém khi va chi khi tirng biéu thitc bang 0. Y twéng twong ddi don gian, nhung dang
nay kha bé hep va chi xuit hién & mot s6 pt va rat hiém gap.
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- PP2: Phwong phap lwong giac hoa

“Lwong giac hod”, nghia la tir mot pt dai s6, ta chuyén né thanh pt lwong giac va giai
theo phong cach lwong gidc thuan tuy.

Cling giong nhuw pp tach tdng binh phwong, pt giai bang lwong gidc hoa khong thuong
gap, nhung pt dang nay thwong cé mot s6 dac diém nhén biét: trong pt c6 cac dang can

Ja? —x* Nx* —a? \Ja® +x*,... va con nhigu dang cin thirc khéc nita. Ngudn géc cia

ching xuat phat tir cac cong thirc lwong gidc quen thudc nhu: sin’x +cos’x =1,

1+ tan’x =

— ... Tt d6, tuy vao moi ban c6 thé tim ra nhiéu dang cong thirc lvong
cos’x

giac khac ma ap dung vao, dwa trén tw duy sau:

.Véia® —x*,véi a 12 s6 thuc cho trwdce tuy v, ta dit:

x=|a|sins = Ja? —x* =Ja* —a*sin’t = a1 —sin’ = acost . D& khai cin dwoc d& dang

\ A N z ~ 7 A . A 7[ 72- ~N
va khong mat tinh tong quat, ta kep diéu kién ¢ € [—E,E} ,dé cost >0.

2
L < a a 1
.Voi \/xz—az,tadatle:>\/x2—a2= —azza‘f ——l=atan¢
cos” ¢

cost? cos’ ¢

N i t A ~ 3
Vi tant:& néndé tanr>0=>r¢ 0;Z U 7r;—7Z .
cos? 2 2

. Twong tw véi Va’ +x°, cac ban tu suy ra cong thirc dé dit cho thich hop nhé!

Ap dung véi bai toan sau, giai pt:
V41— :x(1+2 1—x2)

Ta tim dwgc nghiém cta ptla x =0,5;x =1. Ta tién hanh tim pp giai cho pt nay. C6 vé
binh phwong 2 vé dwgc, nhwng qua lan binh phwong th nhat thi x 1én dén bac 4, cé
vé kha khé khan. Dat an phu ciing kho, vi x trong cdn va ngoai can cé bic khac nhau.
Dé y thdy pt c6 cdn thirc Ji-x* 1 dang lwong giac quen thudc Va® —x* ,véi a=1.
Nén ta c6 co s& dé giai pt theo pp lwong giac hoa.
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bat x =sinz, ¢t e [—%,%} lai cé ditukiénpt 0<x<Il=te [O;%} , pttré thanh

JI++/1—sin’¢ :sint(l+2 l—sinzt)

Ta thiy rang, tlr mot pt can thirc vo ti, ta da chuyén vé mot pt lwong giac twong dwong
véi nd. Tlr day, viéc giai pt ban dau la viéc gidi pt lwong gidc ta vira suy ra, do d6 cac
ban dwoc quyén st dung thodi mai cac cong thirc lwong giac. Giai ti€p, ta cé pt td:
V1+cost =sinz(1+2cosr)

& 1+cost =sin’ 7(1+2cost)’

& 1+cost =sin’ t +4sin’ tcost + 4sin’ tcos’ ¢

< 4sin’ rcost(1+cost)—cos’ 1 —cost = O,(sin2 t =1-cos’ t)

= (1+cost).c0st[4sin2t—1] =0

t=£+k27z
6
. 2 1 . I ..
sin“ ¢t =— sinf =—,vi'sint >0 S
= 4 < 2 Slt=—+k27
. 6
cost =0 sinf =1
t=—+k2rx

Vite O;Z nén ta nhan cac nghiém tzz,t:z ,do doé x:sinzzl,x:sinzzl.
2 6 2 6 2 2

< ~ 7 < < . . . . 1 A x A N A A
Chac s€ c6 ban thac mac tai sao khi suy ra sinz =1,sin¢ = 5 roi khong két luan x luén?
Céu tra 1o 1a do cac pt lwgng gidc nhw trén chi suy ra dwgc tip nghiém gém nhiéu

=A i d /7 \ 7 A \ Y& A 2 7[ ? = ~ -
nghiém nho khdc nhau, va cac nghiém nay ndéi chung khong thoa ¢ € [O;E} boi 1€ khi

giai pt lwgng giac thi con lai s6 nguyén k, véi mbi k lai c6 mot nghiém khac nhau, nén ta
phdi tim 1 s6 k thod min mién cla t, sao d6 thé lai sint r6i méi két luin dworc.

Mot s6 dang can thirc khac, néu c6 thoi gian cic ban tim hiéu thém & sidch tham khao.
Tw duy co ban ctia pp nay la dwa vé pt lwong giac d€ “dé nu6t” hon vi c6 nhiéu cong
thirc lwong giac dé bién doi. Va y twdng dat can thirc cht yéu dwa trén cac cong thirc
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lwong gidc quen thudc. Cang biét nhiéu cong thirc lwong gidc thi viéc dat an nay cang
dé dang hon.

8. Rdt nhan tir chung dya trén tinh dang cip ctia phwong trinh

Ta néi mot chit vé pt ding cap, pt dang cap 1a pt c6 dang, vi du: a4’ + bAB +cB* =0,
vGi a,b,c 1a cac hé s6, 4,B,C 1a cac biéu thirc cing bac. Qui chung lai, pt dang cip
chira cac hang tir 12 nhirng biéu thitc ¢ cing bac, vi du: x* —2xy —3y* = 0. TAt nhién,
v&i mot pt 2 4n thi ta khong thé nao tim dwoc rd rang gia tri ctia 2 4n dwoc, ma ta chi

rit dwoc quan hé giita ching. Cach tim quan hé giita x, y 1a ta chia 2 vé& cta pt cho x°

hodc y?, sao d6 giai pt bac 2 theo bién 2 hoac X Ap dung cho vi du trén, ta thwc hién
X Y

2
chia 2 vé ctia pt cho y*, ta duoc [il S A (trwde khi chia, ta xét trwong hop
y y

y=0 vasuyra x, vi theo I&, pt chi twong dwong khi chi cho mét s6 hay mét biéu thirc

khac 0). Ta coi pt thu dwoc 1a pt theo i, gidi ra ta dwoc S hoac X 3, hay
y y Y

x=-y hodc x=3y. Viviy, pt ban dau c6 thé biéu dién: (x+ y)(x—3y)=0.Pay chinh
14 cAch tach nhan ti tir pt ddng cip da xuit hién trong ciu IX ctia dé thi THPT Qudc gia
2016. Mot y twdng hay dwa trén mot kién thirc it str dung trong viéc gidi pt, vi c6 thé
cac ban da gap phwong phap nay nhiéu hon trong viéc giai hé pt.

9. Poi véi bai toan bat phwong trinh

T6i khéng tach bit phwong trinh thanh mot phan riéng, vi theo toi thiy thi viéc giai
bat pt cling twong tw nhw viéc giai pt, chi thay d6i ddu “=" thanh d4u khac né thoi. Dé
gidi mo6t bai toan bat pt, cling c6 5 pp giong nhw gidi pt, va cac ki thuit kéo theo hoan
toan twong tw. Nhung cai kho 1a cac ban phai ddm bao qui tic vé d4u khi xtr li. Mot vai
lwu y khi giai bat pt:

- Khi chia 2 vé ctia bat pt cho mot s6, mot biéu thirc, tit nhién 1a khac 0, phai xét xem
né 4m hay dwong, néu 4m phai do6i chiéu diu bat pt (tam goi vy), néu dwong thi gitr
nguyeén.

- Khi tach dwoc nhén ti, phai 13p bang xét diu, tim ra cac khodng dwong, 4m ctia bit
pt. Qui tic ndy chac ban nao ciing dwoc hoc trong chwong trinh dai sé 10.
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Ngoai ra thi cling chang khac gi bai todn pt. Diéu dic biét 1a khi giai bt pt, dirng c6 tw
twdng so ddu cua né, hdy nghi né 1a du “=" sé dé 1am hon. Tuy nhién nén nhé khi gii
xong phai xét ddu 4m dwong cua biéu thirc lai dé danh gia tip nghiém cho ding, chr
néu khong 1a n6 “bang” minh ludn *.

Mot lwu y nho nhé trong viéc str dung pp ham sd dé giai bt pt: ta da biét, néu pt c6
dang f(u)=f(v) véi f 1aham don diéu trén mién xac dinh Anao d6 thi ta c6 quyén

suyra u =v.M&rong néuhamss f(u)> f(v) va:
- f laham s déng bién trén mién xac dinh Kthitasuyra u >v
- f 1a ham sd nghich bién trén mién xac dinh Kthitasuyra u <v

C6 thé két thuc phin pt & diy nhé. Tam thoi chwa nghi ra nhiéu phwong phap khac
nhwng co ban la dwa trén 5 pp t6i da néu va mét sé lwu y trong ki thuit giai. Tuy
nhién, d6i véi mot bai toan pt “thuwc sw”, sé khong chi phai dung 1, ma déi khila 2, 3 pp
cung mot lic méi xt gon dwoc bai todn. Quan trong cac ban phai gdy dwng dwoc
nhitng co s& dinh hwéng ban dau, tim xem cach nao c6 thé lam dwoc trudc, dé sau dé
néu c6 phat sinh thém mét sé pt nao khac thi dinh hwéng tiép. T6i thwong st dung
bién phap giai quyét tirng phan nhw thé, dén dau tim hwéng gidi quyét dén do6. Xoay
quanh 5 pp thdi, dirng nan chi, hdy c6 gang 1én.

Con mot so pt bac 3, bic 4, pt c6 dang dac biét khac c6 cach giai riéng, cac ban tim hiéu
thém trén mang hoac trong sach nhé. Nhirng pt dé6 hau nhw c6 khuén va cit theo tuin
tw sé giai dwoc ngay.
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KINH NGHIEM X(¥ LI BAI TOAN HE PHUONG TRINH

Giai pt da kho, giai mot hé pt con khé hon. Tuy nhién, cot 16i cia bai toan hé pt la qui
hé thanh pt, tirc 1a chuyén hé pt ban dau vé mot pt dé xir 1i. C6 thé ndi, hwéng tw duy
véi hé phwong trinh 1a rat phong pht, nhwng thwong trong mét hé, sé c6 mot pt ma
ban c6 thé rat dwoc quan hé x,y, réi thay vao pt con lai giai pt binh thwong. Mot sé it
hé khac thi phai két hop gitra 2 pt trong hé méi giai quyét dwoc. Cac hé nay thwong rat
kho. Trong phan nay, téi sé chi trong dé cap dén mot sé pp dé rut quan hé x,y, phin
viéc gidi pt con lai thi ctr dwa vao nhitng gi chiing ta da phén tich & phan trudc ma xi
li. CAc bwére ti€p cin bai toan hé pt gom:

- Xem xét, dat diéu kién xac dinh cho bién x, .

- Tim cach tiép cin, cé thé 1a xem pt nao cé thé rat dwoc quan hé x,y thildy giai

trwédre, hodc 1a két hop 2 pt thanh mot dé thwc hién.
- Rat quan hé x, y, thay vao pt con lai.

- Thir lai bang may tinh cic nghiém vira tinh toén.

bé rat dwoc quan hé cta x,y thwong c6 nhirng pp sau:

- Dwa vao tinh dang cip clia mot pt trong hé, phan nay toi cling da c6 giai thich & phan
truéec.

- Dung 5 pp da trinh bay dé tim nhan t& chung hodc tim ra quan hé x,y .
- Phwong phap két hgp 2 phwong trinh thanh mot pt méi giai dworc.

Riéng pp dwa vao tinh dang c4p t6i sé khong dé cap lai. T6i chi chd yéu dé cip dén viéc
van dung 5 pp da néu giai hé . ki thuit két hop 2 pt trong hé thanh mét pt gidi dwoc
xem ra toi n¢ cic ban phan nay, vi né rat siu va rong, cac ban c6 gang tim hiéu thém.

1. Rit nhan ti¥ chung
- Ki thuat delta chinh phwong

Toi da tirng dé cap dén phwong phap nay trong phan pt. V&i hé pt, y twdng cling gan
nhw twong tw. Ki thuat delta chinh phwong trong pt hiu nhw gan lién véi tw duy dit 4n
phuy, riéng hé thi khéng phai nhw vy, vi hé pt ¢6 2 4n trén cing mot pt nén tw duy an
phu la twong déi khé khan.
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Trwdc khi di sAu vao pp nay, toi xin cat nghia vé cum tir “delta chinh phwong” mot
chut, vi han khi dung mot pp, phai hiéu pp dé noi vé cai gi. Delta tirc 12 cong thitc tinh
delta trong khi giai pt bac 2, A =b* —4ac, tir viéc tinh dwoc delta, ta cé thé suy ra duoc
nghiém clia mot pt bac 2 nao dd. Tir diy cac ban ciing c6 thé thiy rang, ki thuat nay
doi hoi phai dwa pt 2 4n vé dang 1 pt bic 2 theo mot trong 2 4n, roi tinh delta, suy ra
nghiém va rat quan hé x,y . Con vé cum tir “chinh phwong”, mot sé6 dwoc goi la chinh
phwong khi né cé dang binh phwong cia mot so, do d6 “delta chinh phwong” chinh la
biéu thirc A ma ta tinh dwoc phai c6 dang binh phwong cta 1 biéu thirc, vi du:

A=(x+ 1)2 chang han.

Dé 4p dung ki thuit delta chinh phwong can qua nhitng budec:
- Pt dang xét dwa vé dwoc dang pt bic 2 theo bién x hoac y.

- Tinh delta, suy ra nghiém cua pt.

- Tr d6 rat dwoc quan hé x,y thay vao pt con lai

17(x—y)=3xy—2x2 -y’ (1)
Vx+3+410-y =x*-Tx+11 (2)

Ta xét hé pt sau: {

Khi gidi mot hé pt, buwéc dau tién 12 nhin dinh, xem c6 thé gidi dwoc pt nao trwéc. Tam
danh sé pt (1) va (2) nhu da thé hién. Ta xét pt (1), mot pt da thirc khéng chira can
nén sé dé nhan dinh hon. Thudng thi loai nay c6 2 con dwdng 1a rat nhan tir bang mai
quan hé suy tir may tinh Casio bAm nghiém va st dung ki thuit delta chinh phwong.
Véihé s6 ctia cadc hang ti chénh nhau kha nhiéu nén tw twéng an phu cé vé khé khan.
Vi thé ta tip trung vao ki thuit delta chinh phwong.

Ta khai trién va chuyén hét pt (1) vé 1 vé, ta cé: (1) < 2x° =3xy+17x =17y +y* =0.
V&i pt nay, viéc chuyén vé pt bic 2 theo x hodc theo y déu duorc, toi sé lam ludn 2

cach dé cac ban c6 cach nhin thiu d4o hon.

C1: Rut pt bac 2 theo x:tacé (1)< 2x* +(17-3y)x+y* -17y=0

A=(17-3y) =42(y* =17y) =y’ +34y+289 =y’ + 217y +17" = (y+17)’

DUCTRONGT13-16TKN Trang 62



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

Delta ctia ta da biéu dién dwoc thanh dang binh phwong nén huéng di clia ta xem nhuw

e e " . —b+A
bwéc dau thanh cong. Bang cong thirc nghiém pt bac 2: x = . Ta suy ra:
a

o 3y—174+y+17 = 3y‘174‘y‘17 _ y_217.Dé'n day, thay vao pt th 2 va gii

hoan tit hé pt nay.

C2: Rat pt bac 2 theo y:tacod (1)< y* —(3x+17) y+2x* +17x =0

A= [—(3x+17)]2 —4(2x2 +17x) =x*+34x+289 = (x+17)2 , va mdt cach twong tu, suy
ra: y=2x+17, y=x

Thay x =y vao (2), ta c6:

(2) & Vx+3+410—x =x* —7x+11 . Pt ndy c6 2 nghiém dep nén hau nhw da vao
khuo6n kho lién hiép nhi thirc roi.

Thay y =2x+17(*) vao (2), ta c6

(2)= +/x+3 ++/~7-2x =x* - 7x+11. Bdm nghiém pt may bdo pt v6 nghiém, nén ta

phai tim li do tai sao pt vo nghiém.

N 7 A A 2 " Ny \ S O \ A A 2 Y N
Cac ban dé y, diéu kién cua hé pt ban dau la {y Y ma diéu kién cuia pt méi suy ra la
x Z —

7 N 7 A 2 A A X \ n
-7-2x20< x< Y vix>-3> =3 nén xay ra diéu mau thuan, pt vira suy ra vo
nghiém. Ta két ludn hé pt c6 nghiém...

C6t 16i ciia pp delta chinh phwong hi vong cac ban nam duorc, vi day 1a pp twong doi dé
ti€p nhin. Tw twdng “chinh phwong” 1 chi dao, néu delta 1a mot biéu thirc khéng
chinh phwong thi xem nhw pp nay thit bai.

- Tim quan hé nghiém bang mdy tinh, két hop véi so @6 Hoocne

Chtrc ndng vuwot tréi cia cac may tinh Casio, Vinacal 1a khéng thé ban cai. Tuy n6
khéng thé thay thé hoan toan ban chit tw duy trong toan hoc nhwng da tré thanh mét
cong cu loi hai dé tim ra nhirng hwéng di phtt hop cho bai toan. Quan hé x,y trén mot
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pt hoan toan c6 thé tim dwoc bang may tinh. Tuy nhién dé dé dang thi doi khi phai
“dep” moOt chut méi duorc.

Ta xét 1 pt c6 trong mot hé pt bat ki nao dé nhw sau:
xt =yt Sy X+ 4P +2xp +10x -  + 7 +10y =0

Mot pt ma hinh thirc cia né c6 thé gy “irc ché” cho mot sé ban A*. TAt nhién 1a cac bai
toan dung trong thi ctr khéng t&i noéi cong kénh nhw vy diu, nhwng véi mot bai toan
c6 nhiéu 1o gidi ma do6i khi vo tinh huwdng cac ban di lai dwa dén mot pt sén 6¢c nhw
thé nay thi cling phai tim cach xu i.

Trwéece tién, ta dung may tinh nhap pt trén vao, dung chitrc nang solve. May hoi Y?, ta
cho mot gia tri Y bat ki, thwong 1a s§ dep nhw 1,2,3,... chang han va solve tiép tuc. Khi
cho Y=1, may cho két qua X=-1. Dén day, ta phai nghi ngo quan hé x,y la x=—y

hodc x* = y, diéu nay sé dugc rén luyén trong qua trinh cac ban 1am bai. Do d6, dé
kiém chirng két qud, khi cho gia tri cia Y va solve gia tri ciia X, man hinh hién Solve for
X, nén nhip gia tri X d6i v&i Y, vi du néu ban cho gia tri Y=2, thi nén nhip vao man
hinh Solve for X 1a -2, khi d6 sé& dé kiém chirng dw doan cua ta, néu két qua solve ra
X=-2 thi xem nhw dv doan cta ta da thém mét co s& dé tin twdng, ta lam thém 1, 2
trwong hop nira twong tw dé khang dinh dwoc quan hé cda x,y 12 x =—y. Con trwong
hop may khong ra két qua nhw trén, thi dw doan cta ta sai va chuyén sang trweong hop
x’ =y, tirc 12 khi cho Y=4 chang han, thi nén Solve for X 1a 2. Tém lai, bang hwdng tiép
cin trén, ta tim dwoc quan hé x = —y. Do d6, pt ban dau sé c6 nhan tr chung la

(x+).... Dén day, ta c6 thé ding so dd Hoocne dé tach nhén tir cho pt ban d4u.

Ta chuyén pt thanh dang pt bic 4 theo bién x va xem y nhw mot tham s6 nao dé. Ta

c6 pt twong dwong: x* +(5y+l)x2 +(4y2 +2y+10)x—y4 —’+y°+10y=0 (1)

Ta lap so d6 Hoocne nhuw sau:

XXX 1 0 S5y+1 4y2+2y+10 —y4—y3+y2+10y

-y 1 -y Y +5y+1 -y =3 +y+10 0

Do d6 ta c6 thé rat nhan tir chung cho pt la:

(1)<:>(x+y)[x3—yx2+(y2+5y+1)x—y3—y2+y+10}=0 (2)
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Trong so do trén, vi quan hé nghiém la x = —y nén ta xem nhw pt c6 nghiém la —y va
cac biéu thirc chira y phia truéc x 12 cac hé s6. Qui tic hoocne t6i cling da trinh bay &

phan trudc, cic ban xem lai nhé!

Dén day, biéu thirc trong ngoic vudng van con dang mot da thirc, nén c6 thé van phan
tich dwoc thanh nhan t. Ta ti€p tuc tim nhén ti cho biéu thirc nay. Cho Y=1, ta ¢
X=-1, cho Y=2, ta c6 X=0, cho Y=3, ta c6 X=1. Ta thdy rang, Y=X+2 1a qui tic chung
cho cac biéu thirc d6, do d6 bi€u thirc ngodc vudng lai c6 nghiém x =y —2. Tiép tuc v&i

so d6 hoocne, ta tach dwoc biéu thirc sau:

XXXX 1 -y Y +5y+1 - =y +y+10
y-2 1 -2 Y +3y+5 0
Do do (2)<:>(x+y)(x—y+2)(x2—2x+y2+3y+5)=0

Néu ban nghi ng ngodc tron cudi cing cé nghiém, thi nén solve tié€p, nhwng ta thiy
rang né vo nghiém, va néu solve thi may ciing b4o 1a Can’t solve. Vi sao? Ta thiy rang

2
x2—2x+y2+3y+5:x2—2x+1+y2+3y+4=(x—1)2+(y+%j +%>O nén biéu thirc

nay khong thé tach duoc nhan tir chung tiép, do d6 pt (1) < [i ~ y)i ) Dbén day coi

nhw bwéc tach nhan tir cho pt cia ching ta thanh cong mi man * 2.

Trong nhiéu sach tham khao, cic ban c6 thé thay nhiéu bai tich nhan tir theo hwéng
nay nhwng hau nhw c6t 16i, tw duy nhan ti tir ddu dén cubi ngudi ta gidn lwgc di. Co
thé 1a c6 phwong phap tach khac hay hon, nhwng ca nhan t6i nghi thi dung Casio cong
v&i so dd Hoocne van c6 thé giai quyét tot dang toan nay. Pt vira xét dwoc toi trich
trong sach “Tw duy Logic tim toi 11 gidi Hé phwong trinh” do Ts. Mai Xuan Vinh va
nhém tac gia trang web k2pi.vn bién soan. Nguén gbc pt nay xuat phat tir phwong
phap két hop 2 pt trong hé va twong doi la rat khé. Riéng quyén sach nay la mot tai
liéu vé hé pt khd hay ma t6i muon gi&i thiéu véi cac ban.

Phwong phap nay chid yéu dwa trén 2 bwéc chinh, dé 1a tim quan hé x,y dwa trén may
tinh Casio va tdch nhén ti& théng qua so d6 Hoocne. Riéng phan tim quan hé x,y theo
ki€u nay c6 mot pp rat hay khac 1a dung tw duy phwong trinh duwdong thang trong hinh
hoc Oxy. PP nay ciing dwoc trinh bay trong sach téi vira néu va cling xuat hién nhiéu
trén cac trang mang. Cac ban quan tdm cé thé theo doi va tiép thu. T6i khéng tién dé
dé cap & bai viét nay vi ban than van chwa ndm virng pp do6 1am "~
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- D4u hién “dang c4p” va chuyén phwong trinh vé dang pt ddng cip

Mot pt 2 4n c6 thé rut dwoc quan hé x,y dé dang néu né 1a pt dang cip. Vi vy, trong
nhiéu tredng hop, ta dung 16i tw duy d6 dé hi vong tim dwgc hwéng giai quyét cho
phwong trinh.

Tinh dang cip ciia mot pt dwoc thé hién rit da dang. Ta xét mot vi du dé cho thiy diéu
do:

- Quan hé biéu thirc khéng chira can va can thirc chira tich cdc biéu thitc

2y—3x—1+\/2x2—xy—2x+y =0 (1)

Ta xét hpt sau:
¥ =3x"+4y—-6-xJx—1=0 (2)

x2>1
Diéu kién < 2x* —xy—2x+y >0
3x-2y+120

Ta chid y vao phwong trinh diu tién. Néu chuyén biéu thirc khong chira can qua vé
phai va binh phwong 1én thi that 1a r6i tri. D€ y thiy biéu thirc trong can cé thé biéu
dién thanh: 2x* — (2 + y)x +y, nén ta hi vong rit dwoc nhan tir bang pp delta chinh

phwong, ta cé: A = [—(2 + y)]2 —42y=(y- 2)2 .Y twdng thanh coéng. Ta tim dwoc

Fx | Y néntasuyra 20" —(2+y)x+y =(x—1)(2x- ). Hodc I c6 thé khong cin dén
X =

pp nay ma ban van cé thé rut dwgc nhan tir dwa vao kinh nghiém, do ciing 1a cach hay.

Nénpt (1)< 2y—-3x—1+ \/(x —1)(2x—y) =0. Ta thdy rang, biéu thirc ngoai d4u cin
c6 bic 1, biéu thirc trong diu cén 1a tich ctia 2 biéu thirc bic 1, d6 chinh 1a mot dang pt
dang cip, néu nhu ta biéu dién dwgc 2y —3x—1 theo x—1 va 2x— y. Viéc ndy rit quen
thudc thoi, khi ta mudn bi€u dién mot bi€u thirc theo mot biéu thirc khac, ta dung ki
thuat hé s6 bat dinh, tirc 1a ta tim 2 s6 «, # sao cho dang thirc sau dwoc thod man:

2y—3x-1=a(x-1)+ B(2x—y).Pong nhithé s, tasuyra a =1, =-2 (néu quén,

cac ban xem lai mot s vi du trudc). Do d6 ta viét lai pt:

(1) & x—1+(x-1)(2x-y) -2(2x-y) =0
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Vi diéu kién ctia hé pt1a x>1 nénta c6 vx—1 xac dinh, do d6 ta c6 thé viét nhu sau:

\/( )(2X y \/—\/2x Dodbpt e x—1+/x—1.2x—y 2(2x-y)=0.

A>0 , . R
C6 mot lwu y nho nho la can thirc 4B = \/Z\/E & {B 50’ do dé néu khdng can than,

bai to4n ctia cac ban c6 thé sé khong chit ché & budc nay. Pt sé 1a pt ding cip néu ta

. ja=~x-1 . 3. .2 2 X 1a
dat ,(Zx—yZO),khl doétaco: a”+ab—-2b" =0.Deé dang suy ra
b=\2x-y

~1=0 ~1
a=bva=-2b.Véia=-2b=~x—1=-22x—y =1 T
2x—y=0 y=2

Thay vao (2) thdy thod man, do d6 (x;y)=(1;2) la nghiém cta hé pt. Vé&i

a=b=>x—-1=\2x—y & x-1=2x-y < y=x+1.Thay vao (2) ta cé:
(2) & x =36 +4x-2-xx— 120 (x—1) +x—1=(vx—1) +vx—1 . T duy ham

, =l=y=2
s6 da 16 dién, ta gidi dwoc x—1=vVx-1 & x* -3x+2=0< * Y .
x=2=>y=3

Vay hé pt da cho c6 2 nghiém.

Tw duy dang cap xuit hién kha nhiéu trong viéc tim quan hé x,y ma bai todn vira néu
chi 1a mot dién hinh nhé trong 1&p bai todn rat rong nay.
Bén canh pp dang cip hoa pt 2 4n nhw vira roi, con c6 loai dwa vé dang phwong trinh

béc 2 theo biéu thirc nao do, vi du ta chuyén pt vé dang: (3x+y)+23x+y-3=0va
xem day la pt bic 2 theo bién m . PP nay twong tw nén cac ban c6 thé tim hiéu
hodc suy luan thém.

2. Lién hiép

- Lién hiép dwa vao quan hé gitra cac can thirc

Y twdng chung: dwa vao biéu thirc dudi dau cac cin thitc, ta nham trir 2 biéu thirc véi
nhau xem c6 thanh phan nhan t& chung v&i phan con lai cia pt hay khong. biéu kién
la cic cin thirc ta lién hiép phai trai ddu nhau. Ta xét mét vi du:

4/)c2(1+y2)—\/1+x2 =1l-xy
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DPiéu kién ban diu 1a 2 can thirc xuat hién trai ddu nhau da dwoc thod man. Ta nham
trir cac biéu thirc duéi du can ctia 2 can thirc. Ta c6: x° (1 +y? ) —~ (1 + xz) =x’y* -1
=(xy—1)(xy+1) , da c6 thanh phén giéng phén con lai cha pt1a xy —1 (so véi 1-xy)

nén y twdng chia ta thanh cong. Mot yéu t6 ban dau khi giai lién hiép d6 1a chuyén tat
captvé 1vé, tacopt

,/x2(1+y2)—\/1+x2+xy—1=0<:>\/ (xy+lz(xy—1) +xy—-1=0

x2(1+y )+\/1+x2

xy—1=0
xy+1

+1|=0 xy+1 +1=0(%)

< (xy—1
(xv-1) \/x2(1+y2)+m \/x2<1+y2)+m

Bang may tinh ta thiy rang pt (*) vo nghiém. Do dé ta tim cach chitng minh. Qui dong
mau s6, ta ¢ (*) < xy +1+,/x (1 +y2) ++/1+ x> =0. Bai ndy cAn mot diéu kién rang

budc, vi pt thir 2 trong hé 1a (2x - 7xy)(\/3x —2—Jx+ 3xy) = 5 nén didu kién xac dinh

ciahéla x> % Do dé ta chitng minh (*) vd nghiém Vx> % Ta cé:

(*)<:>xy+1+x\/1+y2 142 =0<:>x(y+\/l+y2)+l+\/l+x2 =0.
Vi y1+)° >‘y‘2y:>\/1+y2 +y>0,VyeR.Dodd x(y—i—«/l-i—yz)-1—1+\/1+x2 >0

= (*) vO nghiém. Do dé ta rut dwgc quan hé x,y cuaptnayla xy—1=0.

- Lién hiép dwa trén quan hé nghiém

. \/llxz—(2x—y)(x+y)+2 xy =5x (1)

Xét hé pt: :
(7 +6x+13)y4x* + 37 1 =(Sp+16)x* +8x+11 (2)

Day 1a mot hé twong doi kho, nhwng n6 thé hién ré rang hon ban chit caa pp lién hiép.
Ta xét xem pt ndo nhe nhang hon va c6 thé giai dwoc. Vi pt thir nhit, bang may tinh
va ki thuat quen thudc, cho Y tim X, khi Y=1 thi X=1, khi Y=2 thi X=2,... Do d6 ta dw
doan pt (1) c6 quan hé x,y 1a x =y hay x—y =0.Kiém chirng laij, ta thay y = x vao
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(1),ta cé v11x* —2x* +2x = 5x, dang thirc ndy ding va quan hé x = y ma ta dw doan
la chinh xac. Bwérc ti€p theo la ta tim gidi phdp x li. C6 2 cdn va quan hé x,y kha dep
nén ta nghi dén pp lién hiép, nhwng véi vi du trwedc ma ta xét, thi vd nay hoan toan trai
nguwoc: 2 can thirc cung ddu nhau. Kh6 khan xuat hién, nhwng chinh ldc nay ban chat
cda lién hiép méi dwoc thé hién ro.

Ttr Khi ti€p cin véi lién hiép trong bai viét nay, tdi luén lwu y véi cac ban vé su “ tong
bang 0” trong viéc chon biéu thitc lién hiép. Va diy chinh 1a chia khoa dé xir 1i bai toan.

Ta thdy rang, néu thay x = y vao cin thir nhit thi \/1 Ix* = (2x - y)(x+y) =3x, twong

tu ta c6 24/xy = 2x, do d6 dé lién hiép, ta phai lam cho tirng phin lién hiép bing 0, tirc

12 chuyén pt vé dang: \/1 Ix* —(2x—y)(x+y)—3x+ 2,/xy —2x =0.Ta tién hanh lién

11x° —(2x - y)(x+ y) —9x’ dxy —4x’
+ =
\/llxz—(Zx—y)(x+y)+3x 2xy +2x

hiép binh thwong. Pt twong dwong

- ' -y J2-x) y(y-x) L 2x(r-x)
\/llxz—(2x—y)(x+y)+3x \/E+x \/llxz—(Zx—y)(x+y)+3x \/Eer
<:>(y—x) J 2x =0

+
\/llxz—(Zx—y)(x+y)+3x \/E"‘y

DPén diy nhiém vu cua ta 1a kiém chirng xem ngodc vudng c6 nghiém hay khong, bang

may tinh ta thdy pt nay vd nghiém. Do do6, ta tim cach chirng minh. Ta thiy rang, biéu

e 4 + 2%
\/11x2 —(2x—y)(x+y) +3x \/E"‘y

mau chot trong nhitng pp chirng minh v6 nghiém la dwa vao diéu kién xac dinh cta

th

=0(*) v6 nghiém khiné >0 hodc <0.Va

x,y trong hé. Piéu kién nay phai chat nén ta phai chu y xét cho that ki. T pt thi (2)
tasuyra 4x* +y* —1> 0, diéu nay khong thé két lun dwoc d4u cta x,y . Ta chuyén
1én pt (1). Piéu lwu y 12 VT cta pt (1) 1a biéu thirc luén >0 , nén dé (1) c6 nghiém thi
5x>20=x>0,valaicéchtra \/xy, x>0 thiyphdi >0. Nhuwng ma, v&éi x = y =0 thi
\/E + y =0 v6 nghia nén xem nhw biéu thirc lién hop cua ta that bai. Nén diéu kién
x>0,y >0 la chwa chat, diéu kién phaila x >0,y > 0. Piéu nay ta sé dung 1 thu thuat
nhd nira. Ta xét x = y =0 c6 phai la nghiém ctia hé hay khong. Thay vao ta thiy khong

thod hé. Thém 2 trwong hop nivrala x=0,y >0 va x >0,y =0 ta xét twong tw. Do do ta
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c6 diéu kién x >0,y > 0. Dén day thi ta dé dang suy ra ngoic vudéng v6 nghiém. Nén pt
(1)<:>y—x=0<:>x=y.

Qua vi du trén, cac ban thiy dwoc ban chat cia lién hiép la nhw thé nao. Bén canh dé la
ki nang “x li ngodac vuoéng” con lai sau khi lién hiép. Piéu nay twong d6i khé va
thudng dwa vao cac danh gia co ban cua bat dang thirc cling nhw tinh chit binh
phwong, va cling quan trong khéng kém la dwa vao diéu kién xac dinh hé pt, cac ban
phai danh gia x,y thatki dé dwa dén két qua cé lgi cho bai toAn ma minh dang giai.

Thay x =y vao pt (2), ta co:
(x2+6x+13) 5x2—1=5x"+16x> +8x+11

San tién ta phan tich ludén pt nay. Mot pt twong do6i khé xoi. Nhdm nghiém ta thiy pt c6
nghiém x4u, va v&i hinh thirc nay thi khé dit nhan tir chung thuin tuy dwoc. Chuyén
vé mot vé clia pt cho dé “kiém soat”. Ta c6 pt twong dwong:

5x° +16x +8x+11—(x* +6x+13)V5x” —1 =0(*). Pt chita cin véi biéu thirc 5x -1 va
phia ngoai c6 5x° nén ta tach thanh pt bac 2 theo /5x*> —1, véi hi vong giai theo delta
chinh phwong. Ta ¢6 (*) < (x+3)(5x2 —1)—(x2 +6x—|—13)\/5x2 —1+x>+9x+14=0.Ta
co:

2

A=(x"+6x+13) —4(x+3)(x* +9x+14)
=x*+36x> +169+12x° +26x> +156x —4x’ —48x> —164x —168

=x" +8x” +14x> —8x +1. Tach dwoc chinh phwong khong nhi A*. Néu biéu thitc tach
dwgc binh phwong thi sé cé dang (x2 +ax+ ﬂ)2 nén ta sé dung hé s6 bat dinh (cac ban

thiy ki thuit nay manh mé chwa **), ta c6

x4+ 8x +14x* —8x+1=x"+2ax’ +(052 + 2ﬂ)x2 +2afx+ B (t6i hoi gidn lwoc cac

bwdc tinh toan).

. . ' 4 ' . ’
Pong nhat hé sb ta co { . (néu khong ton tai 2 s6 «,f thoa hé thi A khong chinh

phuong). Do d6, A= (x2 +4x— 1)2 . bén day thi xem nhw bai toan hoan tit.
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Cé mét diéu la 1a khi tach biéu thirc da cho dwéi dang:
(*) = x(5x* =1) = (x" +6x+13)V5x” —1+16x" +9x+11=0 thi lai khong tim dwoc 2 58

a, f thod man. Cac ban tim va suy nghi gitp toi chd nay nhé *A.

Mot hé pt khé va phai dung kha nhiéu céng cu. Nhwng nhu thé dé thiy dwoc nhiéu
hon nhitrng ban chit thuc ciia nhitng pp ma ta da xét. Cac ban c6 thé thiy rang, lién
hiép xay ra khi cac biéu thirc ta trir nhau bang 0. Bén canh d6, ki nang phan tich delta
chinh phwong ma ta da xét & phan trudece lai dwa vé dang binh phwong cia mot biéu
thirc bac 2, khé hon va... thi vi hon. Mot 1an nira thi ki thuat hé s6 bat dinh dwoc st
dung, d6 ciling c6 thé 1a nhitng thic mic cla cac ban khi doc sach, toi nghi 1a vay.

3. Phwong phip ham s6

Ta d3 xét pp nay ciing nhw mét s6 dinh dang ctia né & phin pt. O phin hé pt, pp nay c6
thé dwgc dung dé tim quan hé x,y trén mot pt nao dé. Tw duy xuyén suét trong phin
nay la: ta phai tach (c6 14p) x va y vé hai vé clia pt dang xét.

Cy(1ey7 +1) =200 205 14 (1)

2y? 3444437 = 4x (2)

Ta xét hé pt sau:

bé cho quen, ta tim diéu kién xac dinh cho pt, vi bwéc nay twong déi quan trong. Ta
thay cac can thirc déu >0 véi moi x, y . Nhuwng pt (2) lai la dang ma ta da xét & pt hé
trwére. VE trai 1a mot biéu thire luén dwong, do cac cian luén >0 (vi binh phwong ma
cOng thém mot hang sd thi ludn dwong). Do d6 d€ (2) c6 nghiém, tirc 1a hé pt c6
nghiém, thi 4x > 0= x> 0. Vi viy, diéu kién cda hé ptla x>0.

Tat nhién, bwéc dau tién ta phai xem pt nao c6 thé gidi dwgc tredc, ta thiy pt thir 2 ¢
quan hé x,y kha xau. Lai thay pt (1) c6 thé c6 1ap x,y vé 2 vé. Do d6, ta tip trung xt li
pt (1). Ta tim céch c0 14p, ta thay VP toan 1a x va vé trai 1a biéu thirc chitra y ¢6 1an
mdt phan tir x*, do do ta tim cach khir luon x* nay. P& thuc hién, ta chia 2 v& pt cho
x”, nhwng truéc tién, didu kién kién quyétla x # 0, didu ndy thoa man vi hé pt cé diéu

kién x >0, nén ta chia 2 vé ctia (1) cho x*, ta cé: (1)<:>y(1+\/y2+1):2+%\/x2+4 :
x X

Ta tim m6t dang ham sé thich hop. Ta ldy mot vé cta pt “lam chuin”, vi du ta lay VT

lam chudn: f ()= z‘(l +/t +1), ta c6 ging biéu dién VP theo f'(¢), ta co:
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2
2 2 2 1 2 2
S+ X 4= —(1+—\/x2 +4j == 1+ 1+(—j . Cach tach nay dua trén y twéng
X X x x x x
£ (¢) nén ta trwéc hét rat nhan ti chung cho gidng “t”, sau d6 biéu dién phan con lai

trong ngodc thanh (1 N 1) . D6 chinh Ia hwéng tw duy khi ta da nghi ngo dwoc ham

s f(¢), ham nay dong bién nén ta dé dang suyra y = %, vi x >0= y>0.Thay vao

(2) taco: 2 i2+3+ 443x> =4x
X

& W4+3%7 +x34+3x7 =4x < (2+x)V4+3x7 =4y

Pt nay ta nhim dwoc nghiém dep 1a x =2 va mot nghiém khac 4m. Do d6, ta c6 thé
binh phwong 2 vé, dung so d6 Hoocne cho pt bic 4 dé giai va phan ngoic bac 3 con lai
chirng minh né vé nghiém véi moi x > 0. CAch ndy xem ra la tw nhién nhat.

biéu kién pt cho phép ta suy ra x dwong nén ta thit su tién loi trong qua trinh giai. Do
d6, mot 1an nira cac ban ch y tim diéu kién cho bién that chit thi sé tot hon. Bén canh
dé, tw twdng ham sé co 14p cac bién 1a diéu bat budc trong pp ham sé giai hé pt loai
nay. Co nhiéu cach dé co 1ap. Cac ban c6 gang tim ra ching. Diéu nay khéng qué kho
khan khi ciac ban luyén tip nhiéu.

Ta xét thém mot hé nitra, rac r6i hon mot ti:

(Ve #1=3xy2)(Jayt +1+1) =825 (1)

x'y—x+2=0 (2)
Ta khong thé két lun nhiéu vé diéu kién ctia hé. T pt (2), ta thiy bién y bic 1 nén
bang pp rut thé truyén thdng c6 thé rut y = x_—22’ nhwng cling chwa cé nhiéu lgi ich,
x

khi thay 1én (1), lai c6 mot pt twong ddi lang nhang. V&i tw twdng ham s6, ta xét pt (1).
Mot hinh thttc pt twrong d6i quen thudc va giong giong hé pt vira xét. Y twéng chi dao
van 12 phai c6 14p dwoc 2 bién x, y . Ta thdy rang, néu chia 2 vé cho nhan ti

/.2 3
(\/4y2+1+1)x2,thi VP sé toan bién y, ta co (1)@#“_2—3)/:8#
J4yT+1+1

X
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@\/x2+1+2_ 8y’
X’ J42 +1+1

thitc qua x4u khong goi 1én mot ham sd nao hét. Phan tich tiép. Ta thiy rang, VT can
thirc nam trén t, do d6, dé€ “ddi xirng” thi can thirc VP cling phai ndm trén tix. D& 1am
dwoc diéu nay, ta thwc hién truc cin thirc & mau, mot kién thirc da hoc & 16p 9, néi dau
xa, d6 1a ki ning lién hiép thoi. Va ki thuat nay rat hay dung trong nhirng bai todn st

8y’ 8y3(1/4y2+1—1)

dung ham s6. Ta c6 —=———+3y = - —3y=2yJ4y*+1+y.Dodbta
V42 +1+1 4y

+3y(*). Budc cd 1ap xem nhw hoan tit, nhuwng mot biéu

co:

VX142

(*) o — = - 294y +1+y (3) DPén day, tir hinh thirc cia biéu thirc & VP ta

VXP 142

suy nghi dén dang ham s6 f'(¢) =’ +1 +%. Ta tim cach phan tich — Q= theo

/.2
f(t). Ta cé: Lm:l‘/ 12 1+£ khong dam bao dwoc dang cua f( ) vi néu

X2 X VX X

theo dang f(t) thi khong phai % ma phai la 2L m&i hop li. Do d6 cach tach caa ta
X X

chwa hop li. VAn dé cda ta nam & con s8 2, nén ta chd y vao né nhiéu hon. Lai thiy pt
(2) ta c6 thé rut dwoc 2 = x —x’y nén ta thay vao pt, ta cé:

2 2
(3) o X HEXTXY oy o i lay o I o e 42y
X

ol Lz+1 L 2y+/4y® +1+2y. Cach tach nay cho ta dang ham s&
xVx X

f(£)=1Jr* +1 +¢, ham s8 nay dong bién nén xem nhuw thanh céng.
Tuy nhién, néu trinh bay nhw vay thi bai todn cla ta sé khong c6 diém nao, li do 1a c6
mot vai chd khong chit ché. Thir nhat, khi chia 2 vé caa pt cho (\/4y2 +1+ l)x2 trong

khi biéu thirc d6 chwa # 0 1a sai. Thir hai, phép lién hiép rut cin thirc & mau sau:

)" 8y (yf4y*+1-1) :
= = 2y(w/4y +1 —1) noi chung chwa chat ché,
\/4y2+1+1 («/4y2+1+1)(\/4y2+1—1)

DUCTRONGT13-16TKN Trang 73



KINH NGHIEM ON THI THPT QUOC GIA VA TUYEN SINH DAI HOC, CAO PANG

khi biéu thirc nhan vao van chwa # 0 véi moi y, hay néi cach khéc, phép tinh trén chi

2
dting khi y # 0. The ba, bidu thiee Y *1+2_1 1111 2 vhong ding véi moi x vi
X X \VX X

: <o 1, < LIS o K AR 2 R <12
khi x >0 thi méi dwa — vao trong can dwgc. P4 la 3 van dé cé thé ban sé bo qua,
X

nhung 12 nhitng 16i sai ma khong thé cho diém dwgc. N6i tom lai, tir 3 van dé trén, ta
phai chira dwoc: x>0 va y #0 hodc x>0 va y>0.Diéu nay can mot chit & kinh

nghiém giai bai ctia cac ban. Xét pt (1): (\/x2 +1-3x"y+ 2)(«/4)}2 +1+ 1) =8x’y’ ta

thay, véi y <0 thi —=3x°y>0,do dé vx* +1-3x>y+2>0 va \/4y* +1+1>0 suyra VT
16m han hon 0, trong khi d6 VP=8x’y* <0. Do d6 pt v nghiém véi y <0. Suy ra diéu
kién cta ptla y > 0. Ta giai quyét dwoc mot vedng mat. Tiép theo, ta tim diéu kién dé

AY I 4 x_2 Y ~ 7 = PaY - N\ . 7 \
x>0.Twpt(2), tacé ——=y>0= x>2, cang tot. T¢i day, coi nhw bai todn hoan
X

tat khi ta da giai quyét tat ca cac rao can trwédc khi xét ham s6. Bwdc thé vao (2) thi
twong do6i don gian roi.

M6t bai toan khé doi héi cong gbp gitra ki nang dinh hwéng va gidi quyét nhirng van
dé phat sinh. Pay khong phai 1a mot ki ning dé. Do d6 hi vong cac ban cé qui thoi gian
nhat dinh dé rén luyén thém nhiéu bai toan khac nhau, c6 cai nhin siu hon nira. Ki
nang lién hiép dwa vé dang pt dep hon ciing 1a mot chd y quan trong cda hé pt trén.
Ngoai ra, ta con c6 mot vai chd y nho nhé khac.

4. Mot s6 cong cu bd tro trong qué trinh rit quan hé x, y

- Lién hiép dwa vé dang ham s6:

1 . ,
Xét pt: 3x (1+\/9 2+1):—.C6lz§1 ve hai vé& cua pt, ta c6:
S S e A T P

3y(1+«/9y2+1): ! . Vi can thirc & VP & ti s6 nén can & VP cling nén nhw
x(\/x+l —\/;)

Fert ) (Y145

vay. D€ 1am diéu nay, ta dung lién hiép: 3y(1 +4/9y° +1) = (
X

X

@3y(1+\/9y2+1):—““1+& <:>3y(1+«/9y2+1):%£1+ l+1J . Xong!
X X
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- “Chuyén cdng thanh tri”

Pay hau nhw chila mét meo nho, dwa trén tu twdng don gian nhwng khéng don gian

AN X = (—x)2 , dung meo nay dé chuyén vé dang ham so thich hop hon. Ta xét pt:

(2x+\/4x2+1)(y+\/y2+1)=1<:>2x+\/4x2+1 I
Y4y +1

’ 2
< 2x+V4x +1= y T ) S 2x+VAx +l=—y+4y* +1
(y+\/y2+l)(\/y2+l—y)

& 2x+4xt + =—y+w/(—y)2+1 . Xét ham s6 trén R nita 1a xong.

C6 thé ban sé thic méc tai sao lai lién hiép véi y/»° +1— y ma khong phai 1a
y—+/¥”> +1 cho thuan. Li do 13 d& sau khi lién hiép xét ddu d& dang hon. Ta cé:

Jy i+l >\/?=‘y‘2y:>\/y2+1—y>0,do do6 khong phai lo so tredng hop n6 4m
hay bang 0 gay kho xt¥ nita.

- Tim diéu kién xac dinh cho x, y dwa vao biéu thitc A cia pt bic hai

Cac ban da biét rang, mot pt bac 2 ¢6 nghiém khi A > 0. Tir biéu thitc ndy, ta c6 thé tim
dwgc DKXD cho x,y . Cu thé, ta xét pt sau:

X+ +xy—Tx—6y+14=0
Ta xem nhu pt da cho 13 pt bac 2 theo x nén ghép pt: x* +(y—7)x+y’ -6y +14=0,
Pt nay c6 bidu thirc delta: A =(y—7)’ —4(y* —6y+14)=-3y" +10y-7.Dépt 6
nghiém, tirc1a c6 quan hé x,y thi A>0=-3)"+10y-7>0< 1<y S; Twong tw, dé
tim diéu kién cho x, ta xét pt bac 2 theo y,lam twong tw. PP nay bé tro kha dic luc
trong viéc chirng minh dao ham cia ham dai dién don diéu. Vi duy, ta c6 hé sau:

X+ Y +xy—Tx—6y+14=0

(20" —3x+4)(2)" -3y +4) =18
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Thong qua xét hé pt nay, toi dé cap luén mot dang khac kha hay ciia ham so6, dé 1a
danh gia gia tri ham s4 tai bién, tam goi vay. Co s& 1a tim min, max ctia ham s6 bang pp
dao ham, khi ta c6 linh cdm cac gia tri cwc tri ciia ham so trung véi gia tri cia pt. Voi

bai toan nay, khi dung delta nhw trén, ta suy ra PKXb la: 1< y < %,2 <x< % Do dé

xétham s6 f(x)=2x"—3x+4 trén {1;%] tacd f'(x)=4x-3>0,Vxe {l;%}, do dé

f(x) dong bién trén [l;%} ,nén f (1)< f(x)< f[gj = f(x)=3. Mot cach twong tu,

taxéthamsé f(y)=2y"-3y+4 trén {2;?} ciing suy ra dwoc f(y)> f(2)=6.Do

d6, tacod f(x).f(y)=18.Yéu cau bai todn suy ra x =1,y = 2. V& mit Ii thuyét thi ham
s6 da xét khong don diéu trén toan R nén bwdc chin gia tri x,y nhw vay lam ta dé

dang hon trong viéc xét ham so6 va danh gia.

Riéng cic phwong phap 4n phu va danh gia thi t6i xin danh cho cac ban, vi loai nay
thwong khong c6 nhirng dién hinh cu thé ma bién ddi theo tirng dang hé pt nén doi hoi
cac ban phai tw duy.

bit 4n phu cé tw duy chid yéu la gom nhirng thanh phan giong nhau, sau dé dit 4n maéi
cho gon nhe hoic chuyén hé da cho thanh hé ddi xirng, hé gidi dwoc bang pp nhan tir
chung, ham sé,...

DPanh gia v&i nén tang 1a st dung cac bat dang thirc co ban, sir dung dao ham 1a chinh.
D4u hiéu cta chung la khi ta chuyén vé mot vé cta pt thi véi moi x, y thudc mién xac
dinh, ta luén thay bi€u thirc luén >0 hodc <0. Do d4, treong hop xay ra ddu “=" cua
bAt dang thirc ta danh gia chinh 1a quan hé x,y hoic la nghiém cta hé pt.

Phuwong phap két hop 2 pt trong hé ciing 1a mot dang rat rong va kho. Nén e 1a trong
pham vi ngdn ngui ctia mot bai viét khong thé 16 ta hét ban chit cling nhw d4u hiéu

cho cic ban dwgc. Néu cac ban quan tAm cé thé tim doc sdch ma to6i da gidi thiéu &
phan trwéc hodc cach loai sach khac c6 dé cip. Pinh hwdng va nén tang kién thirc
dwoc trinh bay hét sirc ro rang, va tat nhién 1a phai trai qua qua trinh rén luyén va trai
nghiém nira thi m&i thiu hét dwoc phwong phap cling nhuw nhirng bién dang ctia né.
Bai viét ctia toi tam thoi dirng lai tai day. Néu c6 thém thoi gian, toi sé tiép tuc véi chu
dé vé bat dang thirc va bai todn min max. Mot s8, chi 1a mot sé thoi nhirng kién thirc
ma toi thu nhat dwgc trong qua trinh hoc, vi téi cling la mét ngwdi kha yéu vé phin
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nay. Bén canh do6, c6 thé tbi sé dé cip thém mot phin vé nhirng dang bai tip ning cao
c6 lién quan dén kién thirc dao ham, day s6,... D6 1a chuyén ctia twong lai. Xin mao
mudi dwgc két thic tai day. Trong qua trinh bién soan luon chit chiva nhitrng thiéu sot,
hi vong cic ban bé qua va cé thé déng gop, trao d6i thém vé nhirng kinh nghiém cta
cac ban vi toi. Néu thoi gian cho phép toi sé cung trao doi va tié€p thu nhirng phan
minh con thiéu sét. Thén ai! ~*
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