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CHÖÔNG 1:   KIEÁN THÖÙC BOÅ SUNG  

KHI GIAÛI HEÄ PHÖÔNG TRÌNH 
- Noäi dung chöông naøy ñeà caäp ñeán caùc noäi dung
- Phöông trình, baát phöông trình baäc nhaát vaø baäc hai.
- Caùc phöông trình baäc ba, baäc boán daïng ñaëc bieät.
- Caùc phöông trình daïng phaân thöùc ñaëc bieät.
- Phöông phaùp giaûi phöông trình baäc ba, baäc boán toång quaùt.
- Heä phöông trình cô baûn goàm heä baäc nhaát hai aån, heä baäc nhaát ba aån, heä
goàm moät phöông trình baäc nhaát hai aån vaø moät phöông trình baäc hai hai aån.
- Heä phöông trình baäc hai hai aån daïng toång quaùt.
Ñaây laø nhöõng kieán thöùc cô baûn vaø caàn thieát tröôùc khi tieáp caän vôùi heä phöông
trình neân hy voïng seõ cung caáp ñuû nhöõng kyõ naêng veà giaûi phöông trình vaø heä
phöông trình tröôùc khi chuùng ta ñeán vôùi caùc heä phöông trình daïng naâng cao hôn.

Chuû Ñeà 1: PHÖÔNG TRÌNH, BAÁT PHÖÔNG TRÌNH 
BAÄC NHAÁT VAØ BAÄC HAI 

1. Phöông trình baäc nhaát ax + b = 0, (a ≠ 0)
+ Neáu a = 0, b ≠ 0 phöông trình voâ nghieäm.
+ Neáu a = 0, b = 0, phöông trình voâ soá nghieäm.

+ Neáu a ≠ 0 ⇔ x = – b
a

laø nghieäm cuûa phöông trình. 

Baát phöông trình baäc nhaát ax + b > 0. 

+ Neáu 
 

> ⇔ > − ⇒ = − +∞ 
 

b ba 0 x S ;
a a

+ Neáu
 

< ⇔ < − ⇒ = −∞ − 
 

b ba 0 x S ;
a a

2. Phöông trình vaø baát phöông trình baäc hai
a) Phöông trình baäc hai ax2 + bx2 + c = 0, (a ≠ 0). Ñònh thöùc ∆ = b2 – 4ac.
+ Neáu ∆ = b2 – 4ac < 0, phöông trình voâ nghieäm.

+ Neáu ∆ = b2 – 4ac, phöông trình coù nghieäm duy nhaát = −0
bx

2a
. 

+ Neáu ∆ = b2 – 4ac > 0, phöông trình coù hai nghieäm phaân bieät:



− ± ∆
=1,2

bx
2a

vaø khi ñoù ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2). 

b) Baát phöông trình baäc hai = + + > ≠2f(x) ax bx c 0,(a 0) . 

+  Neáu ∆ = − ≤2b 4ac 0  khi ñoù ≥ ∀ ∈a.f(x) 0, x R . 

+  Neáu ∆ = − >2b 4ac 0 khi ñoù f(x) = 0 coù hai nghieäm phaân bieät x1 < x2. 

-  Neáu a > 0 ⇒ 

  >
> ⇔ − − > ⇔ 

< 
 < ⇔ − − > ⇔ < <

2
1 2

1

1 2 1 2

x x
f(x) 0 a(x x )(x x ) 0

x x

f(x) 0 a(x x )(x x ) 0 x x x

- Neáu 

 > ⇔ − − > ⇔ < <


< ⇒ > < ⇔ − − > ⇔  <

1 2 1 2

2
1 2

1

f(x) 0 a(x x )(x x ) 0 x x x

a 0 x x
f(x) 0 a(x x )(x x ) 0

x x

Chuû Ñeà 2:      PHÖÔNG TRÌNH BAÄC BA 
1. Phöông trình daïng + =34x 3x m . 

Haøm soá = +3f(x) 4x 3x coù = + > ∀ ∈2f '(x) 12x 3 0, x R neân phöông trình 

+ =34x 3x m coù khoâng quaù moät nghieäm.  
Ta chöùng minh phöông trình coù nghieäm duy nhaát. 

Ñaët 
 

= − ⇔ = ± + 
 

33 2
3

1 1m a a m m 1
2 a

. 

Khi ñoù 
        

− + − = − =        
        

3
3

3
1 1 1 1 1 14 a 3 a a m
2 a 2 a 2 a

. 

Do ñoù 
 

= − 
 

1 1x a
2 a

laø nghieäm cuûa phöông trình hay phöông trình coù nghieäm 

duy nhaát
 

= − 
 

1 1x a
2 a

. 

Ví duï 1. Giaûi phöông trình + =34x 3x 2 . 
Lôøi giaûi 

Haøm soá = + −3f(x) 4x 3x 2 coù = + > ∀ ∈2f '(x) 12x 3 0, x neân phöông trình 

coù toái ña moät nghieäm.   



 Ñaët 
 

= − ⇔ = ± 
 

33
3

1 12 a a 2 5
2 a

. 

 Choïn = + ⇒ =− −3 31a 2 5 2 5
a

 

 Khi ñoù: 
        

− + − = −        
        

3
3

3
1 1 1 1 1 14 a 3 a a
2 a 2 a 2 a

. 

 Vaäy: phöông trình coù nghieäm duy nhaát:  

 
   = − = + + −     

3 31 1 1x a 2 5 2 5
2 a 2

.           

2. Phöông trình daïng − =34x 3x m .   

 TH1: Neáu ≤m 1ñaët = αm cos  khi ñoù do α α
α = −3cos 4cos 3cos

3 3
neân 

phöông trình coù ba nghieäm α α + π α − π
= = =1 2 3

2 2x cos ,x cos ,x cos
3 3 3

. 

 TH2: Neáu >m 1ñaët 
 

= + ⇔ = ± − 
 

33 2
3

1 1m a a m m 1
2 a

. 

 Khi ñoù 
        

+ = + − +        
        

3
3

3
1 1 1 1 1 1a 4 a 3 a
2 2 a 2 aa

. 

 Vì vaäy 
 

= + 
 

0
1 1x a
2 a

laø moät nghieäm cuûa phöông trình. 

 Ta chöùng minh 0x laø nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình. 

 Thaät vaäy ta coù: ( )( )− = − ⇔ − + + − =3 3 2 2
0 0 0 0 04x 3x 4x 3x x x 4x 4x x 4x 3 0 . 

 Phöông trình + + − =2 2
0 04x 4x x 4x 3 0 coù ( )∆ = − <2

0' 12 1 x 0 do >0x 1 . 

 Vaäy phöông trình coù nghieäm duy nhaát: 

  
  + − + − −

= + = 
 

3 32 21 1 m m 1 m m 1x a
2 a 2

.                  

3. Phöông trình daïng + =3x px q . 

 TH1: Neáu = ⇒ = ⇔ =3 3p 0 x q x q . 

 TH2: Neáu >p 0 ñaët =
px 2 t
3

 ñöa veà phöông trình daïng: + =34t 3t m . 



 TH3: Neáu <p 0 ñaët = −
px 2 t
3

 ñöa veà phöông trình daïng: − =34x 3x m .          

4. Phöông trình bậc ba dạng tổng quaùt ax3 + bx2 + cx + d = 0, (a ≠ 0). 
 Phöông phaùp phaân tích nhaân töû.  
 Neáu phöông trình coù nghieäm 0x thì ta coù theå phaân tích: 

 ( ) ( )( )+ + + = − + + + + +3 2 2 2
0 0 0 0ax bx cx d x x ax b ax x c bx ax  . 

 Töø ñoù ñeå giaûi phöông trình baäc ba treân ta ñi giaûi phöông trình baäc hai: 

 ( )+ + + + + =2 2
0 0 0ax b ax x c bx ax 0 .  

 Phöông phaùp Cardano. Chia hai vế phương trình cho ađưa phương trình về 
dạng: + + + =3 2x ax bx c 0 . 

 Baèng caùch ñaët = −
ay x
3

 luoân ñöa phöông trình veà daïng chính taéc:  

 + + =3y py q 0  (1) trong ñoù p = q – 
2a

3
, q = c +  − = → 

 
PP2 2G x, x a 0 .  

 Ta chæ caàn xeùt p, q ≠ 0 vì neáu p = 0 hoaëc q = 0 phöông trình ñôn giaûn, tieáp tuïc 
ñaët y = u + v thay vaøo (1), ta ñöôïc:  

       3 3 30 3 0u v p u v q u v uv p u v q            . 

 Ta choïn u, v sao cho 3uv + p = 0 khi ñoù u3 + v3 + q = 0.  

 Vaäy : ta coù heä phöông trình 
 + =


+ + =
3 3

3uv p 0

u v q 0
 ⇔ 


= −


 + =−

3
3 3

3 3

pu v
27

u v q

. 

 Theo ñònh lyù Vi–eùt u, v laø hai nghieäm cuûa phöông trình + − =
3

3 pX qX 0
27

 (3) 

 Ñaët ∆ = +
2 3q p

4 27
 

 +  Neáu ∆ > 0 khi ñoù (3) coù hai nghieäm =− + ∆3 qu
2

, =− − ∆3 qv
2

 vaø 

phöông trình (2) coù nghieäm duy nhaát = − + ∆ + − − ∆3 3q qy
2 2

 neân 

phöông trình (1) coù nghieäm thöïc duy nhaát = + − + ∆ + − − ∆3 3a q qx
3 2 2

. 



 +  Neáu ∆ = 0 khi ñoù (3) coù nghieäm keùp = = −3 qu v
2

 vaø phöông trình (2) coù 

hai nghieäm thöïc trong ñoù coù moät nghieäm keùp = − = =3 3
1 2 3

q qy 2 ; y y
2 2

 

 Do ñoù: (1) coù hai nghieäm thöïc, trong ñoù coù moät nghieäm keùp: 

 = + − = = +3 3
1 2 3

a q a qx 2 ;x x
3 2 3 2

 

 +  Neáu ∆ < 0 khi ñoù (3) coù nghieäm phöùc, giaû söû laø u0, v0 khi ñoù (1) coù ba 
nghieäm phức: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 = + += +

 = − + + − ⇒ = − + + − 

 
 

= − + − − = − + − − 
 

1 0 01 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 0 0

3 0 0 0 0 3 0 0 0 0

ax u vy u v 3
1 3 a 1 3y u v i u v x u v i u v
2 2 3 2 2
1 3 a 1 3y u v i u v x u v i u v
2 2 3 2 2

 

 Ngoaøi hai caùch treân coù theå giaûi phöông trình baäc ba baèng phöông phaùp löôïng 
giaùc hoùa hoaëc bieán ñoåi ñöa veà ñaúng thöùc a3 = b3.   

 
 

 Chuû Ñeà 3:   PHÖÔNG TRÌNH BAÄC BOÁN 

1. Phöông trình daïng truøng phöông ( )+ + = ≠4 2ax bx c 0, a 0 . 

 Ñaët ( )= ≥2t x , t 0 phöông trình trôû thaønh: + + =2at bt c 0 . Ñaây laø phöông 

trình baäc hai ñaõ bieát caùch giaûi. 

2. Phöông trình daïng ( ) ( )− + − =
4 4

x a x b c . 

 Ñaët +
= −

a bt x
2

phöông trình trôû thaønh: 
   − −
+ + + =   

   

4 4
b a a bt t c

2 2
ñöa veà 

phöông trình daïng truøng phöông. 

 Ví duï 1. Giaûi phöông trình ( ) ( )− + − =
4 4

x 2 x 6 82 . 

Lôøi giaûi 

 Ñaët = −t x 4 phöông trình trôû thaønh: ( ) ( )+ + − =
4 4

t 2 t 2 82 . 



 
⇔ ( )( )   = − − = − =

+ − = ⇔ − + = ⇔ ⇔ ⇔  = − = =  
4 2 2 2 t 1 x 4 1 x 3

t 24t 25 0 t 1 t 25 0
t 1 x 4 1 x 5

 

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm laø = =x 3,x 5 .       

3. Phöông trình daïng ( )( )( )( )+ + + + =x a x b x c x d m vôùi + = +a d b c . 

 Ñaët ( )( )= + +t x a x d hoaëc ( )( )= + +t x b x c ñöa veà phöông trình baäc hai vôùi aån 

t . 

 Ví duï 2. Giaûi phöông trình ( )( )( )− − − =x x 1 x 2 x 3 24 . 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) ( )( )= − = − ⇒ − − = − + = +2 2t x x 3 x 3x x 1 x 2 x 3x 2 t 2  phöông trình trôû thaønh: 

 
( )

 = − − = − = −
+ = ⇔ + − = ⇔ ⇔ ⇔ = = − = 

2
2

2

t 6 x 3x 6 x 1
t t 2 24 t 2t 24 0

t 4 x 4x 3x 4
. 

 Vaäy: phöông trình coù hai nghieäm laø = − =x 1, x 4 .   

4. Phöông trình daïng ( )( )( )( )+ + + + = 2x a x b x c x d ex vôùi = =ad bc m . 

 Vieát laïi phöông trình döôùi daïng: ( )( ) ( )( )   + + + + =   
2x a x d . x b x c ex . 

 ( )( ) ( )( )⇔ + + + + + + =2 2 2x a d x ad x b c x bc ex .   

 Xeùt tröôøng hôïp =x 0 xem thoûa maõn phöông trình hay khoâng. 

 Vôùi ≠x 0 chia hai veá cuûa phöông trình cho 2x , ta ñöôïc: 

 
  

+ + + + + + =  
  

ad bcx a d x b c e
x x

.       

 Ñaët = + = +
ad bct x x
x x

ñöa veà phöông trình baäc hai vôùi aån t . 

 Ví duï 3. Giaûi phöông trình ( )( )( )( )+ + + + = 2x 2 x 3 x 4 x 6 30x . 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )   + + + + = ⇔ + + + + =   
2 2 2 2x 2 x 6 . x 3 x 4 30x x 8x 12 x 7x 12 30x

Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn phöông trình. 

 Xeùt ≠x 0  chia hai veá cuûa phöông trình cho 2x , ta ñöôïc: 



 
  

+ + + + =  
  

12 12x 8 x 7 30
x x

.         

 Ñaët ( )= + ≥
12t x , t 4 3
x

phöông trình trôû thaønh: 

 
( )( )  = −
+ + = ⇔ + + = ⇔  = −

2 t 2
t 8 t 7 30 t 15t 26 0

t 13
. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm = − ⇔ + = −
12t 13 x 13
x

. 

 

 = −
⇔ + + = ⇔  = −

2 x 1
x 13x 12 0

x 12
.  

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm laø = − = −x 12,x 1.     

5. Phöông trình daïng + + + + =4 3 2ax bx cx dx e 0 vôùi  
=  
 

2
e d
a b

. 

 TH1: Neáu =e 0  ñöa veà phöông trình: 

  ( )+ + + = + + + =4 3 2 3 2ax bx cx dx x ax bx cx d 0 , phöông trình tích coù chöùa 

phöông trình baäc ba daïng toång quaùt ñaõ bieát caùch giaûi. 
 TH2: Neáu ≠ ⇒ =e 0 x 0 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình. 

 Xeùt ≠x 0  chia hai veá phöông trình cho 2x ta ñöôïc:                      

 

     
+ + + + = ⇔ + + + + =     

     
2 2

2 2
e d e dax bx c 0 a x b x c 0

x bxx ax
. 

 Ñaët = + ⇒ = + + = + +
2

2 2 2
2 2 2

d d d e dt x t x 2 x 2
bx b bb x ax

 ñöa veà phöông trình 

baäc hai vôùi aån t . 

 Ví duï 4. Giaûi phöông trình + − + + =4 3 2x 3x 6x 6x 4 0 . 
Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn phöông trình. 

 Xeùt ≠x 0 chia hai veá phöông trình cho 2x , ta ñöôïc: 

 

   
+ − + + = ⇔ + + + − =   

   

2
2

2
6 4 2 2x 3x 6 0 x 3 x 10 0
x x xx

. 

 Ñaët = + ≥
2t x , t 2 2
x

phöông trình trôû thaønh: 
 =

+ − = ⇔  = −
2 t 2

t 3t 10 0
t 5

 



 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm: 

  − ±
= − ⇔ + = − ⇔ + + = ⇔ =22 5 17t 5 x 5 x 5x 2 0 x

x 2
. 

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm laø − ±
=

5 17x
2

.     

6. Phöông trình daïng = + +4 2x ax bx c . 

 TH1: Neáu ∆ = − =2b 4ac 0  bieán ñoåi ñöa phöông trình veà daïng:  

 
= + 

 

2
4 bx a x

2a
. 

 TH2: Neáu ∆ = − ≠2b 4ac 0 ta choïn soá thöïc m sao cho: 

 ( ) ( ) ( ) = − + = − + − + = + +  

2 24 2 2 2 2 2x x m m x m 2m x m m ax bx c . 

 ( ) ( )⇔ − = − + + +
22 2 2x m a 2m x bx c m . 

 Ta choïn m sao cho: ( )( )− − + =2 2b 4 a 2m c m 0 . 

 Ví duï 5. Giaûi phöông trình = − −4 2 3x 7x 3x
4

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
 ±

+ = − =  + = − ⇔ ⇔    − ±+ = − + = 

2222

2

1 3 3x 1 3x x1 2 2x 1 3x
2 1 3 7x 1 3x x2 2

. 

 Vaäy phöông trình coù boán nghieäm laø ± − ±
= =

3 3 3 7x ,x
2 2

.  

7. Phöông trình baäc boán toång quaùt + + + + =4 3 2ax bx cx dx e 0 . 

 Caùch 1: Ñaët = − +
bx t
4a

ñöa veà phöông trình daïng: = α +β + λ4 2t t t . 

 Caùch 2: Vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 

  
+ + + + =2 4 3 24a x 4bax 4cax 4dax 4ae 0

 

 ( ) ( )⇔ + = − − −
22 2 22ax bx b 4ac x 4adx 4ae . 



 Theâm vaøo hai veá cuûa phöông trình ñaïi löôïng ( )+ +2 22y 2ax bx y (vôùi y laø 

haèng soá tìm sau). 

 Khi ñoù: ( ) ( ) ( )+ + = − + + − − +
22 2 2 22ax bx y b 4ac 4ay x 2 by 2ad x 4ae y . 

 Ta choïn y sao cho: ( ) ( )( )∆ = − − − + − =
2 2 2

x' by 2ad b 4ac 4ay y 4ae 0 .   

 Ví duï 6. Giaûi phöông trình − + − − =4 3 2x 16x 57x 52x 35 0 . 
Lôøi giaûi 

 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

 ( )− + = + + ⇔ − = + +
24 3 2 2 2 2x 16x 64x 7x 52x 35 x 8x 7x 52x 35 . 

 Ta theâm vaø haèng soá y thoûa maõn: 

 ( ) ( ) ( )− + − + = + + + − +
22 2 2 2 2 2x 8x 2y x 8x y 7x 52x 35 2y x 8x y . 

 ( ) ( ) ( )⇔ − + = + + − + +
22 2 2x 8x y 2y 7 x x 52 16y 35 y . 

 Ta choïn y sao cho ( ) ( )( )∆ = − − + + =
2 2

x' 26 8y 2y 7 35 y 0 . 

 ( )( )⇔ − − + = ⇔ =2y 1 2y 55y 431 0 y 1. 

 Vaäy phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

 ( ) ( ) ( )
( )

 −
= − + = +

− + = + ⇔ ⇔
 − + = − + + =


22 22
2

11 141xx 8x 1 3 x 2 2x 8x 1 9 x 2
x 8x 1 3 x 2 11 141x

2

. 

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm laø − +
= =

11 141 11 141x ,x
2 2

.                  

 
 
 
 
 
 
 
 



 Chuû Ñeà 4:  PHÖÔNG TRÌNH PHAÂN THÖÙC HÖÕU TYÛ 

1. Phöông trình daïng 
( )

+ =
+

2 2
2

2
a xx b
x a

. 

 
− + = ⇔ + =    + + + +   

22 2 2 2ax 2ax x xx b 2a. b
x a x a x a x a

. 

 Ñaët =
+

2xt
x a

ñöa veà phöông trình baäc hai vôùi aån t : + =2t 2at b . 

 Ví duï 1. Giaûi phöông trình 
 

+ = + 

2
2 xx 1

x 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠ −x 1. 
 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

  
  

− + = ⇔ + =    + + + +   

22 2 2 2x 2x x xx 1 2. 1
x 1 x 1 x 1 x 1

.        

 

 − + − −= − + =  + ⇔ + = ⇔ ⇔    + +  − + + −= − − =+ 

2
22 2

2

x 1 2 2 2 11 2 xx x x 1 22. 1
x 1 x 1 x 1 2 2 2 11 2 xx 1 2

. 

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 − + − − − + + −
= =

1 2 2 2 1 1 2 2 2 1x ;x
2 2

.   

2. Phöông trình daïng + + + +
+ =

+ + + +

2 2

2 2
x mx a x px a b
x nx a x qx a

. 

 Xeùt xem =x 0  coù laø nghieäm cuûa phöông trình hay khoâng. 

 Tröôøng hôïp ≠x 0 vieát laïi phöông trình döôùi daïng:
+ + + +

+ =
+ + + +

a ax m x p
x x b
a ax n x q
x x

. 

 Ñaët = +
at x
x

ñöa veà phöông trình baäc hai vôùi aån t . 

 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

 



 Ví duï 2. Giaûi phöông trình + + + +
+ = −

− + + +

2 2

2 2
x 5x 3 x 4x 3 184

119x 7x 3 x 5x 3
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: + + ≠ − + ≠2 2x 5x 3 0,x 7x 3 0 . 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn phöông trình. 

 Xeùt ≠x 0 vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 
+ + + +

+ = −
+ − + +

3 3x 5 x 4 184x x
3 3 119x 7 x 5
x x

. 

 Ñaët ( )= + ≥
3t x , t 2 3
x

 phöông trình trôû thaønh: 

 


 =  = + = + + + = − ⇔ ⇔ ⇔ =  − +   = − + = −   − ± =

x 27 3 7t xt 5 t 4 184 32 x 2 x
t 7 t 5 119 2971 3 971y x

211 x 211 971 408589x
422

.         

 

 Chuû Ñeà 5:      HEÄ PHÖÔNG TRÌNH HAI AÅN COÙ CHÖÙA  
       PHÖÔNG TRÌNH BAÄC NHAÁT 

1. Heä phöông trình baäc nhaát hai aån: ( ) + = + > + >
+ =

2 2 2 21 1 1
1 1 2 2

2 2 2

a x b y c
, a b 0,a b 0

a x b y c
. 

 Ñaây laø heä phöông trình cô baûn ñeå giaûi chuùng ta coù theå thöïc hieän pheùp theá, söû 
duïng maùy tính boû tuùi hoaëc söû duïng ñònh thöùc Crame(hay ñöôïc duøng trong 
bieän luaän). 

 
= = =1 1 1 1 1 1

x y
2 2 2 2 2 2

a    b c    b a    c
D ,D ,D

a    b c    b a    c
. 

Caùc tröôøng hôïp Keát quaû 
≠D 0  Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: 

( )
 
 =
 
 

yx
DD

x;y ;
D D

. 

= = =x yD D D 0  Heä phöông trình coù voâ soá nghieäm. 

=D 0  nhöng ≠xD 0  hoaëc   ≠yD 0  Heä phöông trình voâ nghieäm. 



2. Heä phöông trình baäc nhaát ba aån: ( )
 + + =


+ + = + + >
 + + =

1 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2 i i i

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d , a b c 0
a x b y c z d

. 

 Heä naøy duøng pheùp theá ñöa veà heä baäc nhaát hai aån hoaëc duøng maùy tính boû tuùi. 
3. Heä phöông trình hai aån goàm moät phöông trình baäc nhaát vaø moät phöông 

trình baäc hai: 
 + =


+ + =
2 2

mx ny a

ax bxy cy d
. 

 Ruùt x theo y hoaëc ruùt y theo x töø phöông trình ñaàu cuûa heä theá vaøo phöông 

trình thöù hai cuûa heä ñöa veà giaûi phöông trình baäc hai.     
 
 

 Chuû Ñeà 6:       HEÄ PHÖÔNG TRÌNH BAÄC HAI HAI AÅN  
       DAÏNG TOÅNG QUAÙT 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Heä phöông trình baäc hai hai aån laø heä coù daïng: 

 

 + + + + + =


+ + + + + =

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

a x b y c xy d x e y f 0        (1)

a x b y c xy d x e y f 0      (2)
 

a) Neáu moät trong hai phöông trình laø baäc nhaát thì deã daøng giaûi heä baèng phöông 
phaùp theá. 

b) Neáu =1 1

2 2

a b
a b

baèng caùch loaïi boû +2 2x y ñöa veà heä phöông trình baäc hai coù 

moät phöông trình baäc nhaát vaø giaûi heä baèng phöông phaùp theá.   
c) Neáu moät trong hai phöông trình laø thuaàn nhaát baäc hai(chaúng haïn 

= =1 1 1d e f )khi ñoù phöông trình ñaàu laø + + =2 2
1 1 1a x b y c xy 0 phöông trình 

naõy cho pheùp ta tính ñöôïc =
xt
y

. 

d) Heä ñaúng caáp baäc hai neáu = = = =1 1 2 2d e d e 0 heä trôû thaønh heä ñaúng caáp baäc 

hai. Baèng caùch khöû ñi heä soá töï do ta ñöa veà moät phöông trình thuaàn nhaát baäc 

hai cho pheùp ta tính ñöôïc =
xt
y

. 



e) Ñöa veà heä baäc nhaát baèng caùch ñaët =y tx vaø ñaët = 2z x giaûi heä vôùi hai aån laø 

( )x;z luùc sau giaûi phöông trình = 2z x .     

 f) Trong nhieàu tröôøng hôïp ta coù theå aùp duïng phöông phaùp tònh tieán nghieäm. 

Baèng caùch ñaët 
 = +


= +

x u a
y v b

 (vôùi u,v laø caùc aån vaø a,b laø hai nghieäm cuûa heä 

phöông trình). Ñeå tìm a,b  coù hai caùch thöïc hieän ta cho caùc haïng töû baäc nhaát 
sau khi khai trieån trieät tieâu töø ñoù ta coù heä ñaúng caáp baäc hai vôùi hai aån 
u,v caùch giaûi töông töï tröôøng hôïp c) hoaëc ñaïo haøm moät phöông trình laàn löôït 
theo bieán x ,theo bieán y giaûi heä phöông trình thu ñöôïc ta ñöôïc nghieäm 

( )0 0x ;y khi ñoù = =0 0a x ,b y .     

g) Duøng heä soá baát ñònh(xem theâm chuû ñeà heä soá baát ñònh). 
 Caùch 1: Laáy +(1) k.(2)  ñöa veà moät phöông trình baäc hai vôùi aån 

= + +t ax by c ta tìm k hôïp lyù sao cho phöông trình baäc hai coù Delta laø soá 

chính phöông.              
 Caùch 2: Tìm hai caëp nghieäm cuûa heä phöông trình. Vieát phöông trình ñöôøng 

thaúng ñi qua hai ñieåm ñoù. Laáy moät ñieåm khaùc hai ñieåm treân thay vaøo hai veá 
caùc phöông trình cuûa heä töø ñoù suy ra heä soá baát ñònh caàn tìm. 

h) Ñaïo haøm laàn löôït theo bieán x hoaëc theo y ñoái vôùi moät trong hai phöông trình 

cuûa heä tìm ra nghieäm = =x a,y b khi ñoù ñaët aån phuï 
 = −


= −

u x a
v y b

ñöa veà heä 

phöông trình ñaúng caáp.   
B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình . 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Söû duïng phöông phaùp theá. Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

− − =5x 4y xy 15 . Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
 − − − = = ⇔ ≠ −+ 

+ − + = −  + − + = −
2 2

2 2

5x 155x 4y xy 15 y
x 4x 4

x y 4x 2y 3 x y 4x 2y 3
 

Cty TNHH MTV DVVH Khang Vieät 



 

 −
= +⇔ 

 − − + − + + =  + + 

2
2

5x 15y
x 4

5x 15 5x 15x 4x 2. 3 0
x 4 x 4  

 

 −
=⇔ +

 + + − + =
4 3 2

5x 15y
x 4

x 4x 22x 180x 153 0
 

 
( )( )( )

 −
=  = = −+⇔ ⇔  = = − − + + =


2

5x 15y x 1,y 2x 4
x 3,y 0x 1 x 3 x 8x 51 0

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 3;0 ; 1; 2 .     

Caùch 2: Ñöa veà heä baäc nhaát 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠x 0 ñaët =y tx heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( ) ( )

 + + − = −


− + + − =


2 2

2 2

1 t x 2 t 2 x 3

t t 1 x 1 2t x 12
. 

 Ñaët = 2z x khi ñoù heä trôû thaønh:
( ) ( )
( ) ( )

 + + − = −


− + + − =


2

2

1 t z 2 t 2 x 3

t t 1 z 1 2t x 12
. 

 Ta coù caùc ñònh thöùc: 

 

+ −
= = − + − +

− + −

− − + −
= = − + = = − +

− − +

2
3 2

2

2
2

z x 2

1 t       2t 4
D 4t 7t 8t 5

t t 1 1 2t

3 2t 4 1 t     3
D 18t 45;D 15t 3t 15

12  1 2t t t 1 12

. 

 Neáu ( )( )= ⇔ − + − + = ⇔ − − + =3 2 2D 0 4t 7t 8t 5 0 t 1 4t 3t 5 0  

 ⇔ = ⇒ = ≠zt 1 D 27 0  neân heä voâ nghieäm. 



 Xeùt ≠ ⇒ ≠t 1 D 0 khi ñoù 


= ⇒ = ⇔ =

 =

x
2 2

z x
z

D
x

D z x D .D D
D

z
D

.           

 ( )( ) ( )− + − + − + = − +
23 2 218t 45 4t 7t 8t 5 15t 3t 15

 

 
⇔ + + =4 3153t 216t 360t 0  ( )( )⇔ + − + =29t t 2 17t 10t 20 0 . 

 
 =

⇔  = −

t 0
t 2

 

 TH1 : Neáu = ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =x
x

D
t 0 D 5,D 15 x 3 y 0

D
. 

 TH2 : Neáu = − ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = −x
x

D
t 2 D 81,D 81 x 1 y 2

D
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 3;0 ; 1; 2 .       

Caùch 3 : Ñaët aån phuï ñöa veà heä ñaúng caáp 

 Ñaët 
 = +


= −

x u 1
y v 2

heä phöông trình trôû thaønh:  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

 + + − − + + − = −

 + + − − + − + + − − =

2 2

2 2

u 1 v 2 4 u 1 2 v 2 3

u 1 v 2 u 1 v 2 u 1 2 v 2 12
. 

 

 + − − =⇔ 
− + + − =

2 2

2 2

u v 2u 2v 0

u uv v 5u 7v 0
.   

Caùch 4: Heä soá baát ñònh(2 höôùng xöû lyù). 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:
 + − + = −


+ − + − =

2 2

2 2

x y 4x 2y 3 (1)

x y xy x 2y 12 (2)
 

 Laáy +(1) k.(2) theo veá ta ñöôïc:   

 ( ) ( ) ( )+ − + + + − − + + + =2 2 2k 1 x ky k 4 x k y 2y 12 y 2y 3 0 . 

 Ta coù: ( ) ( ) ( )( )∆ = + + − + − − + + +
2 2 2

x ky k 4 4 k 1 k y 2y 12 y 2y 3  

            

( ) ( )= − − − + + − + + + =2 2 2 23k 8k 4 y 10k 8k 8 y 49k 44k 4 0 . 



 Ta choïn k sao cho ∆x laø soá chính phöông muoán vaäy cho ∆ =y' 0 . 

 

( ) ( )( )⇔ + − − − − − + + =

⇔ + + + + = ⇒ = −

22 2 2

4 3 2

5k 4k 4 3k 8k 4 49k 44k 4 0

43k 141k 134k 44k 8 0 k 1
.   

 Töùc laø tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä nhö lôøi giaûi 1 ôû treân.    

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 + + − − + =


+ + + − + =

2 2

2 2

x 3y 4xy 18x 22y 31 0

2x 4y 2xy 6x 46y 175 0
. 

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñaët 
 = +


= +

x u a
y v b

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

 + + + + + + − + − + + =

 + + + + + + + + − + + =

2 2

2 2

u a 3 v b 4 u a v b 18 u a 22 v b 31 0

2 u a 4 v b 2 u a v b 6 u a 46 v b 175 0
. 

 

( ) ( )

( ) ( )

 + + + + − + + −

 + + + − − + =⇔ 

+ + + + + + + −


+ + + + − + =

2 2

2 2

2 2

2 2

u 3v 4uv 2a 4b 18 u 6b 4a 22 v

a 3b 4ab 18a 22b 31 0

2u 4v 2uv 4a 2b 6 u 8b 2a 46 v

2a 4b 2ab 6a 46b 175 0

 

 Ta seõ choïn caùc heä soá ( )a;b sao cho heä treân trôû thaønh heä ñaúng caáp baäc hai. 

 

 + − =
 + − = = −⇔ ⇔ 

+ + = =
 + − =

2a 4b 18 0
6b 4a 22 0 a 5
4a 2b 6 0 b 7
8b 2a 46 0

. 

 Thay vaøo heä treân ta ñöôïc: 

 

   =+ + = + − =  ⇔ ⇔  
=+ + = + + =   

2 2 2 2

22 2 2 2

u vu 3v 4uv 1 u v 2uv 0
8u 12u 4v 2uv 1 2u 4v 2uv 1

. 



 


= − −

  = − += = −  ⇔ ⇔  = = = − 

 = +


1x 5
2 2

11 y 7u v
2 22 2

1 1u v x 5
2 2 2 2

1y 7
2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 ( )    
= − − − + − +   
   

1 1 1 1x;y 5; 7 ; 5; 7
2 2 2 2 2 2 2 2

.    

 Nhaän xeùt: Vieäc ñaët aån phuï thöïc hieän baèng thuû thuaät nhanh nhö sau : 
 Ñaïo haøm theo bieán x vaø ñaïo haøm theo bieán y moät trong hai phöông trình cuûa 

heä(ta löïa choïn phöông trình ñaàu cuûa heä)ta ñöôïc: 

 

  + − = = − = +
⇔ ⇒  

+ − = = = −  

2x 4y 18 0 x 5 u x 5
6y 4x 22 0 y 7 v y 7

.  

Caùch 2: Laáy +(2) k.(1) ta ñöôïc: 

 ( ) ( )+ + + + − + + − + − + =2 2 2k 2 x 2 y 3 2ky 9k x 4y 3ky 46y 175 22ky 31k 0 . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x. 
 Ta coù: 

  
( ) ( )( )
( ) ( )
 ∆ = + + − − + + − + − + 

= − − − − − + − −

2 2 2
x

2 2 2 2

' 2k 1 y 3 9k k 2 4y 3ky 46y 175 22ky 31k

k 6k 7 y 14 k 6k 7 y 50k 291k 341
 

 Choïn = −k 1 thì ∆ =x' 0 suy ra 
( )+ + −

= − = −
+

2k 1 y 3 9k
x y 12

k 2
.  

Lôøi giaûi 

 Laáy −(2) (1) theo veá ta ñöôïc: ( )+ − + − + =2 2x 2 12 y x y 24y 144 0 . 

 ( )⇔ + − = ⇔ = −
2

x 12 y 0 x y 12 . 

 Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )− + + − − − − + =
2 2y 12 3y 4y y 12 18 y 12 22y 31 0 . 



 

⇔

  

 
= − = − − = − + 

 − + = ⇔ ⇒
 

= + = − = + 
 

2

1 1 1y 7 x 5,y 7
2 2 2 2 2 28y 112y 391 0

1 1 1y 7 x 5,y 7
2 2 2 2 2 2

.     

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN          

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
 + − − + + =


+ + + − =

2 2

2 2

2x xy y 5x y 2 0

x y x y 4 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( )  = − + − − − =  = −⇔ 
+ + + − =  + + + − =

2 2
2 2

y 2 x
x y 2 2x y 1 0

y 2x 1
x y x y 4 0

x y x y 4 0

. 

 

 = −
  = =+ + + − = ⇔ ⇔  = − = − = −  + + + − =

2 2

2 2

y 2 x
x 1,y 1x y x y 4 0

4 13x ,yy 2x 1
5 5

x y x y 4 0

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − − 

 

4 13x;y 1;1 ; ;
5 5

. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 − − + + =


− + + =

2 2

2

x y 2x 2y 3 0

y 2xy 2x 4 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =y 1khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt ≠y 1ruùt +
=

−

2y 4x
2y 2

töø phöông trình thöù hai thay vaøo phöông trình thöù 

nhaát cuûa heä ta ñöôïc:         

 

 + +
− − + + =  − − 

22 2
2y 4 y 4y 2. 2y 3 0

2y 2 2y 2
. 

 ( )( )⇔ − − + − = ⇔ − + − − =4 3 2 2 23y 12y 4y 32y 44 0 y 2y 2 3y 6y 22 0 . 



 

 
= − = − = − 

 ⇔ − − = ⇔ ⇒
 

= + = + = + 
 

2

5 4 5y 1 x 1 ,y 1
3 3 33y 6y 22 0

5 4 5y 1 x 1 ,y 1
3 3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 ( )    
= − − + +   
   

4 5 4 5x;y 1 ;1 ; 1 ;1
3 3 3 3

.     

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
 − + + =


− + + =

2

2

x 2xy 2y 15 0

2x 2xy y 5 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 1khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Vôùi ≠x 1ruùt +
=

−

2x 15y
2x 2

thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

  
 + +

− + + =  − − 

22 2x 15 x 152x 2x. 5 0
2x 2 2x 2

. 

 ( )( )⇔ − + − − = ⇔ − − − + =4 3 2 2 23x 12x 26x 28x 245 0 x 2x 7 3x 6x 35 0 . 

 

 = − = − = −
⇔ − − = ⇔ ⇒ 

 = + = + = + 

2 x 1 2 2 x 1 2 2,y 1 3 2
x 2x 7 0

x 1 2 2 x 1 2 2,y 1 3 2
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 ( ) ( ) ( )= − − + +x;y 1 2 2;1 3 2 ; 1 2 2;1 3 2 .         

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + + − =


+ + + =

2 2

2 2

x y x 2y 2

x y 2 x y 11
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1 : Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc + =x 4y 9 . 

 Khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) + + − = − + + − − =⇔ 
+ =  = − 

22 2 2x y x 2y 2 9 4y y 9 4y 2y 2
x 4y 9 x 9 4y

. 



 

 = = − + = ⇔ ⇔  = − == − 

2 x 1,y 2
17y 78y 88 0

23 44x ,yx 9 4y
17 17

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − 

 

23 44x;y 1;2 ; ;
17 17

. 

Caùch 2 : Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠x 0 ñaët =y tx khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( ) ( )

 + + − =


+ + + =


2 2

2 2

1 t x 1 2t x 2

1 t x 2 1 t x 11
. 

 Ñaët = 2z x heä phöông trình trôû thaønh: 
( ) ( )
( ) ( )

 + + − =


+ + + =


2

2

1 t z 1 2t x 2

1 t z 2 1 t x 11
 

 Tính ñöôïc ( )( ) ( )= + + = + = −2 2
x zD 4t 1 t 1 ,D 9 t 1 ,D 26t 7 . 

 Neáu = ⇔ = − ⇒ = − ≠z
1 27D 0 t D 0
4 2

heä phöông trình voâ nghieäm. 

 Neáu 


=≠ ⇔ ≠ − ⇒ ⇒ = ⇔ =

 =

2 2
z x

z

Dxx1 DD 0 t z x D .D D
D4

z
D

. 

 

( ) ( )( )( )
 =
⇔ + = − + + ⇔ − − = ⇔  = −


22 2 2
t 2

81 t 1 26t 7 4t 1 t 1 23t 2t 88 0 44t
23

. 

 TH1 : Neáu = ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =x
x

D
t 2 D 45,D 45 x 1 y 2

D
. 

 TH2 : Neáu = − ⇒ = − =
44 23 44t x ,y
23 17 17

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − 

 

23 44x;y 1;2 ; ;
17 17

.                    

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
 + − + + =


+ − − + − =

2 2

2 2

x 4y 4x 12y 11 0

x 4y 2xy x 4y 12 0
 

 



Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) −

+ + − = ⇔ =
+

3x 232x 8 y 23 3x 0 y
2x 8  

(do x = −4 khoâng thoûa maõn heä phöông trình). 

 Thay −
=

+
3x 23y
2x 8

vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

  

 − −
+ − + + = + + 

2
2 3x 23 3x 23x 4 4x 12. 11 0

2x 8 2x 8
. 

 ⇔ + + − + =4 3 2x 4x 22x 180x 153 0 . 

 

( )( )( )
 = = − = ⇔ − − + + = ⇔ ⇒ = = = − 

2
x 1,y 2x 1

x 1 x 3 x 8x 51 0 12x 3 x 3,y
7

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − − 

 

12x;y 1; 2 ; 3;
7

.       

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
 + + + − = −


− − + + = −

2 2

2 2

x 2y xy x 10y 12

3x y xy 15x 4y 8
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x 2,v y 3 heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

 − + + + − + + − − + = −

 − − + − − + + − + + = −

2 2

2 2

u 2 2 v 3 u 2 v 3 u 2 10 v 3 12

3 u 2 v 3 u 2 v 3 15 u 2 4 v 3 8
. 

 

( ) + + = − −+ + = ⇔ ⇔ 
− − =  − − =

2 2 2 22 2

2 2 2 2

u uv 2v 4 3u uv vu uv 2v 4

3u uv v 1 3u uv v 1
. 

 

 =
 − − = ⇔ ⇔ = − − − = 
 − − =

2 2

2 2

2 2

u v
11u 5uv 6v 0 6vu

113u uv v 1
3u uv v 1

 



 

 = − = − = − = =   = = = − =  − − =   = − = = − − = +⇔ ⇔ ⇔  = −     = = − = − = − + − − =   

2 2

2 2

u 1,v 1 x 3,y 2u v
u 1,v 1 x 1,y 4

3u uv v 1
6 11 6 11u ,v x 2,y 36u v 53 53 53 53

11 6 11 6 11u ,v x 2,y 33u uv v 1
53 53 53 53

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

  ( ) ( ) ( )    
= − − − − + − − +   

   

6 11 6 11x;y 3;2 ; 1;4 ; 2; 3 ; 2; 3
53 53 53 53

.      

 Nhaän xeùt: Caùch ñaët aån phuï nhö treân xuaát phaùt töø thuû thuaät.  Ñaïo haøm moät 
trong hai phöông trình cuûa heä theo bieán x vaø theo bieán y ta ñöôïc(ôû ñaây ta löïa 
choïn phöông trình ñaàu cuûa heä). 

 

  + + = = − = +
⇔ ⇒  

+ − = = = −  

2x y 1 0 x 2 u x 2
4y x 10 0 y 3 v y 3

. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( )
 + =


− + + + =

2 2

2 2

x y 1 (1)

48 x y 28xy 21x 3y 69 (2)
 

Lôøi giaûi 
 Laáy +50.(1) (2) theo veá ta ñöôïc:  

  + + + + − =2 298x 28xy 21x 2y 3y 119 0 . 

 ( )( )
 = −
⇔ + − + + = ⇔ + = −


y 7 7x
7x y 7 14x 2y 17 0 14x 17y

2

.   

 Heä phöông trình coù hai nghieäm laø: ( ) ( )  
=  

 

24 7x;y 1;0 ; ;
25 25

.       

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


− − + + =

2 2

2 2

x y x 3

x 2y xy y 1 0
. 

Lôøi giaûi 
 Laáy +2.(1) (2) theo veá ta ñöôïc: 

 ( )( )+ − − + = ⇔ − + − =23x 2x 5 xy y 0 x 1 3x 5 y 0 . 

 Xeùt tröôøng hôïp tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä phöông trình laø: 

( ) ( ) ( ) ( )  
= − − − − 

 

11 17x;y 1;1 ; 1; 1 ; 2; 1 ; ;
10 10

. 



CHÖÔNG 2.         CAÙC KYÕ THUAÄT VAØ PHÖÔNG PHAÙP  

    GIAÛI HEÄ PHÖÔNG TRÌNH 
Chöông naøy laø noäi dung chính cuûa cuoán saùch. Toâi trình baøy theo caùc daïng 
toaùn ñieån hình phaân theo caùc chuû ñeà. Moãi chuû ñeà cung caáp caùc phöông phaùp 
cuõng nhö kyõ thuaät giaûi nhanh ñoàng thôøi laø moät soá löu yù ñoái vôùi baïn ñoïc trong 
quaù trình xöû lyù töøng baøi toaùn cuï theå.  

 

Chuû ñeà 1.        KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG  
HEÄ PHÖÔNG TRÌNH BAÄC NHAÁT HAI AÅN 

A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

Ta ñaõ bieát moät heä phöông trình baäc nhaát hai aån 1 1 1

2 2 2

a x b y c
a x b y c

 + =


+ =
luoân giaûi 

ñöôïc baèng pheùp theá hoaëc thoâng qua coâng thöùc Ñònh thöùc yx
DD

x ,y
D D

= = vôùi 

D 0≠ , trong ñoù: 1 1 1 1 1 1
x y

2 2 2 2 2 2

a    b c    b a    c
D ,D ,D

a    b c    b a    c
= = = . 

Neáu tinh yù quan saùt heä phöông trình ta coù theå ñöa 1 heä phöông trình phöùc taïp 
veà heä baäc nhaát hai aån nhö treân vaø ta söû duïng coâng thöùc nghieäm ñeå giaûi. 
Daáu hieän nhaän bieát phöông phaùp: 
+ Caùc phöông trình cuûa heä chæ laø phöông trình baäc nhaát hoaëc baäc 2 cuûa moät 
aån x vaø y. 
+ Coù 1 nhaân töû laëp laïi ôû caû 2 phöông trình cuûa heä vaø caùc thaønh phaàn coøn laïi 
chæ coù daïng baäc nhaát cuûa x vaø y(1 caên thöùc; 1 bieåu thöùc cuûa x vaø y). 
+ Coù 2 nhaân töû laëp laïiôû caû 2 phöông trình cuûa heä(coù 2 caên thöùc; 2 bieåu thöùc 
cuûa x vaø y). 
Ñeå roõ hôn baïn ñoïc theo doõi caùc ví duï trình baøy döôùi ñaây chaéc chaén seõ hình 
thaønh kyõ naêng nhaän dieän heä phöông trình ñöôïc giaûi baèng kyõ thuaät naøy. 
Chuù yù. Trong chöông 1 caùc baøi toaùn veà heä phöông trình baäc hai hai aån daïng 
toång quaùt toâi ñaõ trình baøy kyõ thuaät naøy. 
Caàn nhaán maïnh theâm raèng phöông phaùp naøy giuùp ta giaûi quyeát ñöôïc baøi toaùn 
khi nhaän bieát ñöôïc heä baäc nhaát hai aån. Tuy nhieân coù 1 thöïc teá raèng ñoái vôùi 1 
soá heä phöông trình seõ yeâu caàu baïn ñoïc tính toaùn khaù naëng. Do vaäy muïc ñích 
cuûa baøi vieát laø cung caáp theâm cho baïn ñoïc 1 kyõ thuaät ñeå giaûi heä. Nhìn heä 
phöông trình döôùi con maét linh hoaït hôn vaø tö duy suy nghó ta seõ coù theâm caùc 
caùch giaûi hay khaùc nhau. 



B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x y 4x 2y 3

x y xy x 2y 12

 + − + = −


+ − + − =
. 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Caû hai phöông trình cuûa heä coù daïng phöông trình baäc 2 cuûa x hoaëc cuûa y. Vì 
vaäy ta coù theå ñöa veà heä phöông trình baäc nhaát 2 aån. Ta coù theå coi x laø tham 
soá hoaëc y laø tham soá. Lôøi giaûi döôùi ñaây ta coi x laø tham soá. 

Ñaët 2a y ,b y= = heä phöông trình trôû thaønh:  

( )
2

2

a 2b x 4x 3

a x 2 b x x 12

 + = − + −


− + = − − +
. 

Coi ñaây laø phöông trình baäc nhaát hai aån a vaø b khi ñoù  
Heä naøy heä soá cuûa a vaø b khaù ñôn giaûn neân ta duøng phöông phaùp theá: 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä suy ra: ( ) ( )x 4 b 5 x 3+ = −   

( )5 x 3
b

x 4
−

⇒ =
+

(vì x 4= −  khoâng thoaû maõn heä phöông trình).  

( )3 5 x 3x 3x 18a ;b
x 4 x 4

−− + +
= =

+ +
. 

Maët khaùc 
23

2 x 3x 18 x 3a b 25
x 4 x 4

 − + + −
= ⇔ =  + + 

. 

( )( )( )2 x 1 x 1,y 2
x 1 x 3 x 8x 51 0

x 3 x 3,y 0
 = = = −

⇔ − − + + = ⇔ ⇒ = = = 
.  

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 3;0= − . 

Coøn nhieàu giaûi khaùc cho 1 heä phöông trình baäc hai hai aån daïng toång quaùt ñaõ 
trình baøy trong chöông tröôùc.  

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
4 2 2

2 2

x 4x y 4y 2

x y 2x 6y 23

 + + − =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Coi x laø tham soá vaø y laø aån thì roõ raøng caû 2 phöông trình cuûa heä coù 
daïng baäc 2 vaø baäc 1 cuûa y. 



Ñaët 2t y=  heä phöông trình trôû thaønh: ( )
4 2

2 2

t 4y 2 x 4x

x 6 y 23 2x

 − = − −


+ = −

. 

Ta coi heä phöông trình trình treân laø heä phöông trình baäc nhaát hai aån t vaø y ta 

ñöôïc: 2 6 4 2 2
t yD x 6;D x 10x 30x 104;D 23 2x= + = − − − + = − . 

Suy ra: ( )( ) ( )
2

2y2 2 6 4 2 2t
DD

t y x 6 x 10x 30x 104 23 2x
D D

 
 = ⇒ = ⇔ + − − − + = −
 
 

 

2 4 2 x 1 y 3
(1 x)(1 x)(1 x )(x 16x 95) 0

x 1 y 3
 = ⇒ =

⇔ − + + + + = ⇔  = − ⇒ =
. 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;3 ; 1;3= − .  

Nhaän xeùt. Ta hoaøn toaøn duøng pheùp theá cho heä phöông trình treân baèng caùch 

ruùt 
2

2
23 2xy

x 6
−

=
+

töø phöông trình thöù hai cuûa heä vaø theá vaøo phöông trình ñaàu 

cuûa heä ta coù keát quaû töông töï. 
Baøi 3. (TSÑH Khoái A 2008) Giaûi heä phöông trình: 

( )

2 3 2

4 2

5x y x y xy xy
4

5x y xy 1 2x
4


+ + + + = −


 + + + = −


. 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Lôøi giaûi tham khaûo vaø ñaùp aùn chính thöùc söû duïng aån phuï khaù ñôn 
giaûn. Nhìn nhaän caû 2 phöông trình cuûa heä laø phöông trình baäc 2 cuûa y. Vì vaäy 
theo daáu hieäu ñaõ bieát ta hoaøn toaøn ñöa ñöôïc heä veà heä phöông trình baäc nhaát 
hai aån. 

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 
( )
( )

2 3 2

2 2 4

5xy x x 1 y x
4

5y 2x x y x
4


+ + + = − −


 + + = − −


. 

Ñaët 2a y ,b y= = heä phöông trình trôû thaønh: 
( )
( )

3 2

2 4

5xa x x 1 b x
4

5a 2x x b x
4


+ + + = − −


 + + = − −


. 



Ta coù ( ) ( ) ( )( )22 3 3 2D x 2x x x x 1 x x x 1 x 1 x 1= + − + + = + − − = − + . 

+ Neáu 3x 1 y
2

= ⇒ = − . 

+ Neáu x 1= −  thay vaøo heä ban ñaàu ta thaáy voâ nghieäm.    
Tính tieáp x yD ,D  ta tìm ñöôïc: 

( ) ( )

6 5 4 3 2 4 3 2

2 2
4x 4x 8x 4x 5x 5x 5 4x 4x 4x 5a ;b

4 x 1 4 x 1

+ + + + − − + + +
= = −

+ +  

vôùi ( )( )x 1 x 1 0− + ≠ . 

Maët khaùc:  

 
( ) ( )

2
6 5 4 3 2 4 3 2

2
2 2

4x 4x 8x 4x 5x 5x 5 4x 4x 4x 5a b
4 x 1 4 x 1

 
+ + + + − − + + + = ⇔ =   + + 

 

( ) ( )22 3 3 35 252x 2x 3 4x 5 0 x y
4 16

⇔ + + − = ⇔ = ⇒ = − . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: ( ) 3 33 5 25x;y 1; ; ;
2 4 16

  
= − −       

. 

Xem theâm lôøi giaûi ñaët aån phuï trong chuû ñeà kyû thuaät aån phuï ñaïi soá.  

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )
x y 2 y 1 2y 1 xy

, x,y
x y 3 x 1 3x 1 xy

 + − = − + ∈
− − = − −

 . 

Nhaän xeùt. Sau khi khai trieån ta ñöa veà moät heä phöông trình baäc hai hai aån 
daïng toång quaùt. Vaäy aùp duïng kyõ thuaä ñöa veà heä baäc nhaát hai aån  ta ñöôïc: 
Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2

2

2
2 2

2 2

2x y y 1 y 4y 1

2x y 3 3y 1 x 1

y 4y 1x
2 y y 1

y 4y 1 y 4y 12. y 3 3y 1 1 0 (1)
2 y y 1 2 y y 1

 − + = − +


+ = + +


 − +
=

 − +
⇔      − + − + + − + + =    − + − +      

 



Ta coù 5 4 3 2(1) 11y 35y 110y 70y 55y 7 0⇔ − + − + − = . 

Ñeå giaûi phöông trình ña thöùc treân ta ñaët v 1y
v 1
−

=
+

 vaø sau khi ruùt goïn ñöa 

phöông trình veà daïng: 
5

5 5

5

9 19 22v 9 0 v y
2 9 1

2

−
− = ⇔ = ⇒ =

+

. 

Thay ngöôïc laïi ta tìm ñöôïc 
5

5
12 1x
12 1

−
=

+
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
55

5
5

9 112 1 2x;y ;
912 1 1
2

 
− − =

 + + 
 

.    

Nhaän xeùt. Caâu hoûi ñaët ra laø taïi sao nghó ñeán vieäc giaûi phöông trình ña thöùc 

baäc 5 nhö treân baèng pheùp ñaët v 1y
v 1
−

=
+

. Ñeå laøm roõ ñieàu naøy tröôùc heát ta xeùt 

caùch khaùc cho baøi toaùn nhö sau: 

Vôùi ( )( )( )2 2x y 1 x 3 y 2 0− − − ≠  vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:

x y 1 2y
1 xy 2 y
x y 1 3x

1 xy 3 x

 + −
= + −


− − =

 − −

  

Ñaët u 1 v 1x ,y
u 1 v 1
− −

= =
+ +

 heä phöông trình trôû thaønh: 
u v 2 u  (1)
u v u 2
uv 1 3 v  (2)
uv 1 3 v


− − = + +

 − −
= + +

. 

Töø (1) keát hôïp vôùi tính chaát cuûa tyû leä thöùc ta coù: 

2 2 2 2

u v 2 u 2 v 2 v 2u
u v u 2 2 v 2u 2 v

(2 v) (2 v) 4u u 2v

− − − + −
= = =

+ + + + −
⇒ − = + =⇔−

. 

Töông töï töø (2) ta coù: uv 1 3 v 3u uv 3u 1 3u 1 2uv
uv 1 3 v 3u uv 3u 1 2uv 3u 1

− − − − + −
= = = =

+ + + + + −
 2 2 2 2 2 2(3u 1) (3u 1) 4u v u v 3u⇒ − = + − ⇔ = . 



Vaäy ta coù heä phöông trình: 
2

2 2

u 2v

u v 3u

 =


=
. 

Xeùt u 0 v 0 x y 1 xy 1= ⇒ = ⇒ = = − ⇒ =  (loaïi do 1 xy 0− ≠ ).  

Vaäy 
5

5

4
5 5

5

5

9 112 1 2,y
912 1

u 9u. 3 u 12 v
4

1
x

2
2

= ⇔ = ⇒ = ⇒ =
−−

=
+ +

. 

Ñaây laø moät heä ñöôïc xaây döïng moät caùch khaù ñaëc bieät. Nguyeân do ñaâu ta coù 
pheùp ñaët treân vaø cô sôû naøo xaây döïng daïng heä treân xin nhöôøng cho baïn ñoïc. 
Ñeå aùp duïng baïn ñoïc reøn luyeän qua baøi toaùn töông töï sau: 

Ví duï. Giaûi heä phöông trình 

x y 1 3y
1 xy 3 y
x y 1 5x

1 xy 5 x

 + −
= + −


− − =

 − −

. 

Baøi 5.Giaûi heä phöông trình: 
( )
( )

( )
x y 2xy 5 4xy 3y 1

, x,y
x 2y 2xy 5 6xy x 7y 6

 + + = − + ∈
+ + = + − −

 . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 

Chuù yù caên thöùc 2xy 5+  vaø caû hai phöông trình cuûa heä coù chöùa theâm ñaïi 

löôïng 4xy,6xy hoaøn toaøn bieåu dieãn ñöôïc theo caên thöùc treân vaø caùc thaønh 

phaàn coøn laïi ñeàu daïng baäc nhaát cuûa x vaø y. Vì vaäy neáu coi u 2xy 5= + laø 

tham soá ta ñöa ñöôïc heä phöông trình veà heä baäc nhaát 2 aån x vaø y.  
Caùch 1: Ñieàu kieän 2xy 5 0+ ≥ . 

Ñaët ( ) 2u 2xy 5, u 0 2xy u 5= + ≥ ⇒ = − . 

Heä phöông trình trôû thaønh: 

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2

22

x y u 2 u 5 3y 1 2u x y u 3y 9 0

3u x 2y u x 7y 21 0x 2y u 3 u 5 x 7y 6

 + = − − + − + − − = ⇔ 
− + + − − =+ = − + − − 

. 

( )
( ) ( )

2

2

ux u 3 y 2u 9

1 u x 7 2u y 21 3u

 − − + = − +⇔ 
− − + = −

. 



Coi ñaây laø heä phöông trình baäc nhaát hai aån cuûa x vaø y; u laø tham soá ta ñöôïc: 

( )
( )

2u 3u
D  u 5u 3

1 u 7 2u

− +−
= = + +

− − +
. 

Töông töï ta coù: ( )2
xD u u 5u 3 ,= + + ( )( )2

yD u 3 u 5u 3= − + + . 

Vôùi D 0= heä phöông trình voâ nghieäm. 

Vôùi ( )yx
DD

D 0 x u,y u 3 xy u u 3
D D

≠ ⇒ = = = = − ⇒ = − . 

( )
2

2 u 1u 5 u u 3 u 6u 5 0
2 u 5

 =−
⇔ = − ⇔ − + = ⇔  =

.      

Thay ngöôïc laïi coâng thöùc nghieäm ta coù caùc nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 5;2= − thoaû maõn ñieàu kieän. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 5;2= − .   

Caùch 2:Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )

x y 2xy 5 4xy 3y 1 (1)

x 2y 2xy 5 6xy x 7y 6 (2)

 + + = − +


+ + = + − −
. 

Laáy 2.(1) (2)− vaø 3.(1) 2.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

 ( )
x 2xy 5 2xy x 4y 7

x y 2xy 5 2x 5y 15

 + = − − + +


− + = − + +
 

( )( ) ( )
x y 3 2xy 5 x 2xy 5

x y 3 2xy 5 5 3 x 2xy 5

 − − = + − +⇔ 
− − + + = − +

 

( )( ) ( )
x y 3 2xy 5 x 2xy 5

2xy 5 x 2xy 5 2xy 5 5 3 x 2xy 5

 − − = + − +⇔ 
+ − + + + = − +

. 

( )( )
x y 3 2xy 5 x 2xy 5

x 2xy 5 2xy 5 5 2xy 5 3 0

 − − = + − +⇔ 
− + + + + + =

. 

2 2x y 3 2xy 5 x 2xy 5 x y 3 x x

x 2xy 5x 2xy 5

 − − = + − + − − = − ⇔ ⇔ 
= += + 

. 



( ) 2 2

y x 3y x 3 x 5,y 2
x 0

x 2x x 3 5 x 1,y 2
x 2x 6x 5

 = − = −  = =⇔ ⇔ ≥ ⇔  = − + = = −  = − +

.         

Nhaän xeùt. Qua baøi toaùn treân 1 laàn nöõa khaúng ñònh kyõ thuaät naøy toû ra raát hieäu quaû. 
Baøi 6. Giaûi heä phöông trình: 

( )

( )
( )

3
2 2

3

3
2 2

3

y 3x y y 2x 1 xy 2y
y

, x,y
y 32x x y 2x 1 3xy x

y

 + + + − = +
 ∈
 +

+ + − = −


 . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 

Vieäc laëp laïi 2 caên thöùc 
3

2
3

y 3 , 2x 1
y
+

− ôû hai phöông trình cuûa heä luùc naøy 

coi hai aån laø 2 caên vaø x,y laø tham soá. Hy voïng ñöa veà heä phöông trình baäc 
nhaát 2 aån coù theå tìm ñöôïc 2 caên thöùc theo x vaø y. 

Ñieàu kieän: 
3

2
3

y 32x 1 0, 0,y 0
y
+

− ≥ ≥ ≠ . 

Ñaët ( )
3

2
3

y 3u ,v 2x 1, u,v 0
y
+

= = − ≥  

Heä phöông trình trôû thaønh : 
( )

( )

2

2

x y u yv xy 2y

2xu x y v 3xy x

 + + = +


+ + = −
.      

Coi ñaây laø heä phöông trình baäc nhaát vôùi hai aån laø u vaø v ta ñöôïc: 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
u vD x y ,D 2y x y ,D x x y= + = + = − + . 

Vì vaäy 

3u

3

v 2

D y 3u 2y 2y x 1D y
D y 1

v x 2x 1 xD

  += =  =  = − ⇔ ⇔  
= = = −  − = −

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= − .  

 



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình: ( )
2 2

2 2

3x y3x y 8
x y

, x,y
3x y3x y 7
x y

 +
− + =

− ∈
− + + =

 −

 . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 

Nhìn nhaän caû 2 phöông trình cuûa heä coù chung 
2 2

1
x y−

vaø neáu coi ñaïi löôïng 

naøy laø tham soá thì heä trôû thaønh heä baäc nhaát 2 aån vôùi x vaø y.  

Ñieàu kieän: 2 2x y 0− ≠ . 

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 13x 1 y 1 8
x y x y

1 13x 1 y 1 7
x y x y

    
+ − − =       − −    


    + + − =       − −   

. 

Ñaët 
2 2

1m
x y

=
−

heä phöông trình trôû thaønh:
( ) ( )
( ) ( )

3 1 m x 1 m y 8

3 1 m x 1 m y 7

 + − − =


+ + − =
.        

Coi ñaây laø heä phöông trình baäc nhaát vôùi hai aån x,y vaø m laø tham soá. 

Ta coù: ( )( ) ( ) ( )x yD 6 m 1 1 m ,D 15 1 m ,D 3 m 1= + − = − = − + . 

Vôùi ( )( ) x

y

m 1 D 0
D 0 m 1 1 m 0

m 1 D 0

 = ⇒ =
= ⇔ + − = ⇔ 

= − ⇒ =
heä phöông trình voâ nghieäm. 

Vôùi 
( )

( )

x

y

D 5x
D 2 m 1

D 0
D 1y
D 2 m 1


= =

+
≠ ⇒ 

 = = −

. 

Maët khaùc: 
( ) ( )

2 2
2 2

3 5m1 5 1 1 2x y
m m2 m 1 2 m 1 3 5m

2

 −
=   

   − = ⇔ − = ⇔
    + − +    =



.    



Thay ngöôïc laïi coâng thöùc nghieäm ôû treân ta coù 

5 5 1 5x ,y
4 4

5 5 1 5x ,y
4 4

 + +
= = −


 − − +

= =


. 

Caùch 2:Coäng theo veá vaø tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc:  

2 2

2 2

6x6x 15
x y

2y2y 1
x y


+ =

−

− + =
 −

. 

Nhaän thaáy x 0= hoaëc y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt xy 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

2 2
2 2

2 2 2 2

2 22 2

2 5 5 12 4
x x yx y 25 1 16 x 5y  (1)

5 1 42 1 x y x y2
x yy x yx y

 + = − = − ⇔ ⇒ − = ⇔ = 
−  + =− + =

  −− 

. 

Thay 2 2x 5y= vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc: 

2
2

1 5 5 5 1 5y x ,y2 1 4 4 42 8y 4y 2 0
y4y 1 5 5 5 1 5y x ,y

4 4 4

 + + +
= − = = − 

 − + = ⇔ + − = ⇔ ⇒
 − + − − +

= = = 
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 5 5 1 5 5 5 1 5x;y ; ; ;
4 4 4 4

   + + − − +
= −      
   

. 

Ghi chuù. (1) xem theâm kyõ thuaät coäng, tröø laáy tích hai phöông trình cuûa heä. 
Ngoaøi ra ta coù theå giaûi heä phöông trình treân baèng soá phöùc. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2 2

2 2

5x y 1 y y x 6x 1

1y y 1 10x 25x 1
x

 + + = + +



+ − = − + +


. 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: Roõ raøng caû hai phöông trình cuûa heä laø phöông trình 
baäc hai cuûa y. Do vaäy neáu ñaët 2a y ,b y= =  heä trôû thaønh moät heä phöông trình 
baäc nhaát 2 aån.  



Ñieàu kieän: x 0≠ . 

Ñaët 2a y ,b y= = khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( ) ( )( )

3 22 2
2

2 3

25x 15x x 1x.a 5x 1 b 5x 6x 1 0 a , x 5x x 1 0x
x.a x 10x b 25x x 1 0 b 5x 2

  + − +− + − + + =  =⇔ − − ≠ 
+ − + − − =  = +

 

Ta coù ( )
3 2 22 25x 15x x 1a b 5x 2

x
+ − +

= ⇔ = + . 

2

5 3 5 5 3 5 3 5 1x x ,y
10 10 25x 5x 1 0

5 3 5 5 3 5 3 5 1x x ,y
10 10 2

 + + +
= − = − = − 

 ⇔ + − = ⇔ ⇒
 − − −

= − = − = 
 

. 

Neáu ( )2

x 0 VN

1 21 1 21x 5x x 1 0 x y
10 2

1 21 21 1x y
10 2


 = ⇒


− ± −− − = ⇔ = ⇒ =


+ − = ⇒ =

. 

Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm laø: 

( ) 5 3 5 3 5 1 5 3 5 3 5 1x;y ; ; ; ;
10 2 10 2

1 21 1 21 1 21 21 1; ; ;
10 2 10 2

   + + − −
= − − −      
   
   − ± − + −
      
   

. 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:  

( )
( )

2 2 2

2 2 3

y x 5x 1 y 5x 6x 1 0

xy x 10x y 25x x 1 0

 − + − + + =


+ − + − − =


. 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )2

1 21 1 21x y
10 2

1 21 21 15x x 1 5x y 2 0 x y
10 2

y 5x 2

 − ± −
= ⇒ =


 + −

⇔ − − − + = ⇔ = ⇒ =

 = +



. 



+ Vôùi y 5x 2= + thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )( )2 2 25x 2 x 5x 1 5x 2 5x 6x 1 0+ − + + − + + = . 

2

5 3 5 5 3 5 3 5 1x x ,y
10 10 25x 5x 1 0

5 3 5 5 3 5 3 5 1x x ,y
10 10 2

 + + +
= − = − = − 

 ⇔ + − = ⇔ ⇒
 − − −

= − = − = 
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm laø 

( ) 5 3 5 3 5 1 5 3 5 3 5 1x;y ; ; ; ;
10 2 10 2

1 21 1 21 1 21 21 1; ; ;
10 2 10 2

   + + − −
= − − −      
   
   − ± − + −
      
   

. 

 Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( )
3 2

3 2

x y (x y)(xy 1)
, x,y

x x y 1 xy(x y 1)

 + = − − ∈
− + + = − +

 . 

Nhaän xeùt.  Cuõng töông töï baøi toaùn treân coi x laø tham soá vaø y laø bieán thì caû 2 
phöông trình cuûa heä neáu vieát laïi ñeàu laø phöông trình baäc 2 cuûa y. Do vaäy 
hoaøn toaøn söû duïng ñöôïc phöông phaùp treân. 

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:
3 2 2 2

3 2 2 2

x y x y xy y x

x x y 1 x y xy xy

 + = − + −


− + + = − +
. 

( ) ( )
( )

2 2 3

2 2 3 2

x 1 y x 1 y x x 0 (1)

xy x x 1 y x x 1 0 (2)

 + − + + + =⇔ 
− + − + − + =



. 

Nhaän thaáy töø heä treân ta hoaøn toaøn giaûi baèng phöông phaùp theá baèng caùch löôïc 
boû ñi nhaân töû 2y töø hai phöông trình cuûa heä. 

Do vaäy ta laáy  x.(1) (x 1).(2)− + theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 3 2x x 1 y x x x x 1 x x 1 y x 1 x x 1 0− + + + + + + − − + − + = . 

( )( )( )

1x
2

2x 1 x 1 y 1 0 x 1
y 1


= −


⇔ + − + = ⇔ =

 = −


. 



+ TH1: Neáu 1x
2

= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2 21 5 5 5 3 5y y 0 4y 10y 5 0 y
2 4 8 4

±
− − = ⇔ − − = ⇔ = . 

+ TH2: Neáu x 1= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
2

2 1 32y 2y 2 0 2 y 0
2 2

 
− + = ⇔ − + = 

 
voâ nghieäm. 

+ TH3: Neáu y 1= −  thay vaøo heä ta ñöôïc: 

3 2

3

x x 2x 2 0

x 2x 0

 + + + =


+ =
(heä voâ nghieäm). 

Vaäy heä ñaõ cho coù hai nghieäm laø 1 5 3 5 1 5 3 5(x;y) ; , ;
2 4 2 4

   − + − −
=       
   

.  

Caùch 2: Duøng heä hai phöông trình baäc nhaát 

Chuù yù neáu ñaët 2 2a y ,b y a b= = ⇒ = vaø heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )
( )

2 3

2 3 2

x 1 a x 1 b x x 0 

xa x x 1 b x x 1 0

 + − + + + =


− + − + − + =


. 

Thì roõ raøng ñaây laø heä phöông trình hai aån baäc nhaát vaø ta coi x laø tham soá. 

Luùc naøy chæ caàn tìm a vaø b theo x roài giaûi phöông trình 2a b= ta ñöôïc 1 
phöông trình cuûa x vaø ta coù ngay keát quaû cuûa baøi toaùn. 

Thaät vaäy ta coù: ( )( ) ( )2 2 2D x 1 x x 1 x x 1 2x x 1= − + + − + + = − + + . 

( )( )2 2 2
a bD x 1 2x x 1 ,D 2x x 1= + − − = − − . 

+ Neáu
1xD 0 2

x 1


= −= ⇔ 
=

thay laïi vaøo heä ta tìm ñöôïc nghieäm nhö caùch 1. 

+ Neáu 2aD
D 0 a x 1 0

D
≠ ⇒ = = − − < voâ lyù. 

Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) 1 5 3 5 1 5 3 5x;y ; ; ;
2 4 2 4

   − +
= − −      
   

.      

 



Caùch 3: Heä soá baát ñònh. 
Laáy 1.(1) 2.(2)− + ta ñöôïc: 2 2(x 1)(x y x 3y xy 2) 0− + − − − − =  . 

2 2

x 1

x y x 3y xy 2 0

 =
⇔ 

+ − − − − =
 

Vôùi x 1=   thay vaøo heä ta ta ñöôïc: 
3 2

3

x x 2x 2 0

x 2x 0

 + + + =


+ =
(heä voâ nghieäm). 

Vôùi 2 2x y x 3y xy 2 0    (3)+ − − − − = . 

Laáy 2.(1) (3)−  ta ñöôïc: 2 2(2x 1)(x y x y xy 2) 0+ + − + − + =

 

2 2

1x
2

x y x y xy 2 0


= −⇔ 

 + − + − + =

.   

Vôùi 1 5 3 5x y
2 4
− ±

= ⇒ =  . 

Vôùi 2 2x y x y xy 2 0     (4)+ − + − + = .  
Laáy (4) (3)−  ta ñöôïc: y 1= −  thay vaøo (3)  thaáy voâ nghieäm. 

Vaäy heä ñaõ cho coù hai nghieäm laø 1 5 3 5 1 5 3 5(x;y) ; , ;
2 4 2 4

   − + − −
=       
   

.  

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình: ( )
2 2

2 2

3x x 7 y 24 3
, x,y

4 x 7 y 24 3y

 + − − + = ∈
 − − + =

 . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: Khi baét gaëp heä xuaát hieän hai caên thöùc laëp laïi trong 
hai phöông trình cuûa heä treân yù töôûng ñaàu tieân laø ruùt töøng caên thöùc theo x vaø 
y. Roõ raøng khi bieåu dieãn ñöôïc moãi caên thöùc theo x vaø y roài chæ caàn thöïc hieän 
pheùp bình phöông ta ñöa veà heä phöông trình baäc 2 hai aån daïng toång quaùt. Vaø 
theo kyõ thuaät heä phöông trình baäc nhaát hai aån ta hoaøn toaøn giaûi ñöôïc heä môùi 
sinh ra. 
Ñieàu kieän: x 7≥ . 

Heä phuông trình tuwong ñöông vôùi: 

 

2 2 2

22 2

x 7 y 24 3 3x x 7 x y 1

y 24 4x y 44 x 7 y 24 3y

 − − + = − − = + − ⇔ 
  + = + −− − + = 

. 



( )
( )

( )
( )

2 22 2

2 22 2

x y 1 0,4x y 4 0 x y 1 0,4x y 4 0

x 7 x y 1 x 7 x y 1  (1)

y 24 4x y 4 y 24 4x y 4

 + − ≥ + − ≥ + − ≥ + − ≥
 
 ⇔ − = + − ⇔ − = + − 
 
 + = + − + = + − 

. 

Ta coù :
( )
( )

( )
( )

22 2

2 22

x 7 x y 1 y 2y x 1 2x 8 0

x 1 y 2x 4x 1y 24 4x y 4

 − = + − + − − + = ⇔ 
− = − + + + = + − 

. 

Do x 7≥  heä treân khaù ñôn giaûn ta söû duïng pheùp theá töø phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 
22x 4x 1y
x 1

− + +
=

−
 . Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )

22 22x 4x 1 2x 4x 12. . x 1 2x 8 0
x 1 x 1

 − + + − + +
+ − − + =  − − 

. 

3 22x 6x 6x 11 0⇔ − + − = . 

( )3 3 33 92 x 1 9 x 1 y 6 36
2

⇔ − = ⇔ = + ⇒ = − . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 33 9x;y 1 ; 6 36
2

 
= + −  
 

.     

Caùch 2: Ta coù: ( )( )
( )( )

x y 1 0,4x y 4 0x y 1 0,4x y 4 0
7(1) y 1 2x y 1 7 0 y 1  (1)

2x y 1
x 1 2x y 2 3 0 3x 1  (2)

2x y 2


 + − ≥ + − ≥ + − ≥ + − ≥

 ⇔ − + − + = ⇔ − = − 
+ − 

− + − − = 
− =

+ −

 

Laáy (1) 2.(2)+  theo veá ta ñöôïc: 6 72x y 3
2x y 2 2x y 1

+ − = −
+ − + −

.        

Ñaët t 2x y 2= + −  phöông trình trôû thaønh: 

 
3 36 7t 1 t 6 2x y 2 6

t t 1
− = − ⇔ = ⇔ + − =

+
. 

Thay vaøo (1), (2) tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä phöông trình laø: 

( ) 3 33 9x;y 1 ; 6 36
2

 
= + −  
 

. 



Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay vaø khoù caû 2 lôøi giaûi cho baøi toaùn heát söùc 
ñeïp maét. Vôùi lôøi giaûi 1 töï nhieân vaø deã nghó ñeán hôn tuy nhieân lôøi giaûi 2 cho 
ta 1 loái tö duy giaûi heä ñöa veà aån phuï giöõa 2 aån raát hay. 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1. Chöùng minh raèng vôùi moïi m heä phöông trình sau coù nghieäm 2 2x y+  

khoâng ñoåi: 2

2

2x my m

3m 4mx y
m 4

 − =

 +

+ =
+

 

Lôøi giaûi 

 Deã tính ñöôïc 
2

2 2
4m 4 mx ,y

m 4 m 4
−

= =
+ +

. 

Khi ñoù 
( )

( )

22 2
2 2

22

16m 4 m
x y 1

m 4

+ −
+ = =

+
.   

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
4 2 2

2 2

x y 8x 6y 2

x y y y 1

 − − − = −


+ + = −
. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët 
2

4 2
2

a 8b y 6y 2
a x ,b x

by y y 1

 − = + −= = ⇒ 
= − − −

. 

Deã tính ñöôïc 
3 2 2y 2y 10y 8 y y 1a ,b

y y
− − − + +

= = − . 

Maët khaùc 
23 2 2

2 y 2y 10y 8 y y 1a b
y y

 − − − + +
= ⇔ =   

 
. 

( )( )2y 1 4y 9y 1 0⇔ + + + =

x 1,y 1
y 1

3 65 9 65x ,y9 65 4 8y
8 3 65 9 65x ,y

4 8


 = ± = −
 = −

+ − +⇔ ⇒ = − =− ±  =  − + = ± = −

 

Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm laø 

( ) ( ) 3 65 9 65 3 65 9 65x;y 1; 1 ; ; ; ;
4 8 4 8

   + − + − +
= ± − − ± −      

   
. 



Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

( )
y x 2xy 8 4xy 3y 7

, x,y
x 2y 2xy 8 x 7y 6xy 3

 + + = − + ∈
+ + = − + +

 .  

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )
2u 8u 2xy 8, u 0 xy
2
−

= + ≥ ⇒ = . 

Heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( ) ( )

2

2

ux u 3 y 2u 9

1 u x 7 2u y 21 3u

 − − + = − +


− − + = −
. 

Coi ñaây laø heä phöông trình baäc nhaát hai aån cuûa x vaø y; u laø tham soá ta ñöôïc: 

( )
( )

2u 3u
D  u 5u 3

1 u 7 2u

− +−
= = + +

− − +
 

Töông töï ta coù: ( )2
xD u u 5u 3 ,= + + ( )( )2

yD u 3 u 5u 3= − + + . 

Vôùi D 0= heä phöông trình voâ nghieäm. 

Vôùi ( )yx
DD

D 0 x u,y u 3 xy u u 3
D D

≠ ⇒ = = = = − ⇒ = − . 

Ta coù phöông trình: ( )
2

2 u 2u 8 u u 3 u 6u 8 0
2 u 4

 =−
= − ⇔ − + = ⇔  =

. 

Thay ngöôïc laïi coâng thöùc nghieäm ta coù caùc nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )x;y 2; 1 ; 4;1= − thoaû maõn ñieàu kieän. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 1 ; 4;1= − .   

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 2 2

2 2 2

x y x 7 y 2y 1 xy 2y

2x x 7 x y 2y 1 3xy x

 + + + + = +

 + + + + = −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )2 2a x 7,b 2y 1, a,b 0= + = + > heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

2

2

x y a yb xy 2y

2xa x y b 3xy x

 + + = +


+ + = −
. 

Ta coù ( ) ( )2 2 2 2 2 2
a bD x y ,D 2y x y ,D x x y= + = + = − + . 



+ Neáu 2 2x y 0 x y 0+ = ⇔ = = thoaû maõn. 

+ Neáu 2 2x y 0+ >   ta coù 
a 2

2b

D
a 2y x 7 2y x 3D

D y 22y 1 xb x
D


= =  + = = − ⇔ ⇔  

=  + = −= = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 3;2= − .      

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2

2

x y x y y x y xy 2y

2x x y x y x y 3xy x

 + + + − = +


+ + + − = −
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët ( )a x y,b x y, a,b 0= + = − ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

2

2

x y a yb xy 2y

2xa x y b 3xy x

 + + = +


+ + = −
. 

Ta coù ( ) ( )2 2 2 2 2 2
a bD x y ,D 2y x y ,D x x y= + = + = − + . 

+ Neáu 2 2x y 0 x y 0+ = ⇔ = = thoaû maõn. 

+ Neáu 2 2x y 0+ >   ta coù 
a

b

D
a 2y x y 2yD

D x y xb x
D


= =  + = ⇔ 

− = − = = −

(heä voâ nghieäm). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .     

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2 2

x x 7 y 24 2
, x,y

4 x 7 y 24 7y

 + − − + = ∈
 − − + =

 .  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 7≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2 2

2 2

x 7 y 24 2 x

4 x 7 y 24 7y

 − − + = −

 − − + =

.  

2

2

3 x 7 7y x 2

3 y 24 4x 7y 8

 − = + −⇔ 
 + = + −

.  



Ñieàu kieän tröôùc tieân: 
7y x 2 0
4x 7y 8 0
 + − ≥


+ − ≥
.  

Bình phöông hai veá cuûa heä phöông trình baäc hai toång quaùt:  

( )
( )

2 2

2 2

8x 4 14y x 49y 28y 67 0

2x 7y 8 x 5y 14y 19 0

 + − − + − =


+ − + − − =
. 

Ñaët 2 2a x ,b x,a b= = =  heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

2

2

8a 4 14y b 49y 28y 67 0

2a 7y 8 b 5y 14y 19 0

 + − − + − =


+ − + − − =
. 

Töông töï ta tính ñöôïc 
( ) ( )

3 2 291y 124y 301y 204 23y 28y 3a ,b
4 7y 6 2 7y 6

− + − − + +
= =

− −
. 

Maët khaùc do 
( )

2
2

2 2 23y 28y 3b x 7 7 (1)
2 7y 6

 − + + = ≥ ⇔ ≥
 − 

.  

Maët khaùc 
( ) ( )

2
3 2 2

2 91y 124y 301y 204 23y 28y 3a b
4 7y 6 2 7y 6

 − + − − + + = ⇔ =
 − − 

. 

4 3 212y 14y 245y 378y 135 0⇔ − + − + = . 

( )( ) (1)3 2y 1 12y 2y 243y 135 0 y 1 x 4⇔ − − + − = ←→ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;1= .      

Caùch 2: Ñaët  ( )
2 2 2 2

2 2 22

u x x 7 u 2ux x x 7
, v 0

v 2vy y y 24v y y 24

 = + − − + = − > ⇒ 
− + = + = + + 

. 

2 2

2 2
2 2

u 7 v 24x ;y
2u 2v

u 7 v 24x 7 ; y 24
2u 2v

 + −
= =⇒ 

− + − = + =

.  

(Do u 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình).  

Khi ñoù, heä phöông trình trôû thaønh: 

2

2 2 2

v 24u 2
2v

u 7 v 24 v 244. 7.
2u 2v 2v

 +
− =


− + − − =

. 



2

2
22

2 2 2

2

v 4v 24u
2vv 4v 24u

2v v 4v 24 7
2vu 7 4v 72 4v 722. 2.u v vv 4v 24

2v

 + +
=

 + +
=     + +⇔ ⇔  −  − −  − = =  + +



. 

( ) ( )( )

2
2

22 2
3 2

2
2

v 4v 24u v 4v 242v u
2v

v 4v 24 28v v 6 3v 26v 144v 384 04v 72
v 4v 24

 + +
= + +

= ⇔ ⇔ 
+ + −  − + + + == − 

+ +

 

2
v 0

2

x x 7 7u 7 x 4
v 6 y 1y y 24 1

>
 + − == =←→ ⇔ ⇔  

= =  + + =
. 

Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: ( ) ( )x;y 4;1= .   

 Nhaän xeùt. Vôùi pheùp ñaët aån phuï nhö treân ta xöû lyù toaøn boä nhöõng heä phöông 

trình coù daïng:
2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

a x b a x b c y d c y d e

a x b a x b c y d c y d f

 + + + + + =

 + + + + + =

. 

Pheùp ñaët aån phuï
2 2

2 2

u ax a x b

v cy c y d

 = + +

 = + +

laø pheùp ñaët aån phuï khöû caên thöùc daïng 

Euler (xem theâm chuû ñeà heä phöông trình chöù caên thöùc).     

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2 2

2 x 3 2 y 5 y
, x,y

3 x 3 y 5 3x

 + − + = − ∈
 + − + =

 . 

Lôøi giaûi 

 Tìm ñöôïc ( )
( )

2
2 2 2

2
2 2 2

6x y 0,6x 3y 0
4 x 3 6x y

16 x 3 36x 12xy y
4 y 5 6x 3y

16 y 5 36x 36xy 9y


+ > + > + = +  ⇔ + = + + 

 + = +  + = + +


. 



Ñöa veà giaûi heä phöông trình: 
2 2

2 2

20x 12xy y 48 0 (1)

7y 36xy 36x 80 0 (2)

 + + − =


− − + =
. 

Laáy (2) 7.(1)− theo veá ta ñöôïc:  
2

2 416 176x120xy 176x 426 0 y
120x
−

+ − = ⇒ = . 

Thay vaøo phöông trình (1) ta ñöôïc: 

 

22 2
2 416 176x 416 176x20x 12x. 48 0

120x 120x

 − −
+ + − =  

 
. 

( )( ) DK2 2
x 1 x 1,y 2

x 1 64x 169 0 13 13 1x x ,y
8 8 4

 = ± = =
 ⇔ − − = ⇔ → = ± = = −
  

.    

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 13 1x;y 1;2 ; ;
8 4

 
= − 

 
.  

Nhaän xeùt. Ñeå saùng taïo ra caùc heä phöông trình daïng nhö treân ta xuaát phaùt töø 

caùc ñaúng thöùc
2

1 1 1

2
2 2 2

x a c x d y e

y b c x d y e

 + = + +

 + = + +

. 

Ta chæ vieäc laáy toång baát kyø 2 2
1 2k x a k y b+ + + ñöôïc 1 phöông trình cuûa heä.   

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
2

2 2 2

x y xy 2 y 1 0
, x,y

x 4 2y y 9 0

 + − + = ∈
− + − =

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0≥ .  

Ñaët 2 2a x ,b x a b= = ⇒ =  heä phöông trình trôû thaønh: 

( )

2

2

2
2 2

22

2

y 9a
2y 4ya yb 2 y 1 0

y 92 y 1 y.a 4 2y y 9 0
2 y 1 y 92y 4b

y y 2y 4

 −
=

− + − + = ⇔  −
− −− + − =  − −− = = − −  

(do y 2= khoâng thoaû maõn heä phöông trình) . 



Maët khaùc 
2

2 2
2

2 2

2 y 1y 9 y 9a b
y2y 4 2y 4

 −− − = ⇔ = −
 − − 

. 

( )
11 5 4 7

3 5 2 3

y 10y 16y 24 y
y 2 0

40y 28 y 8y 45 y 54y 28 y 8

1y 2 y 4 x
2

 + + + ⇔ − =
 − + − − + − + 

⇔ = ⇔ = ⇒ =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát   1
; ; 4

2
x y

      
.  

 

Chuû ñeà 2.      HEÄ PHÖÔNG TRÌNH ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI I  
 Noäi dung chuû ñeà naøy toâi ñeà caäp ñeán phöông phaùp chung giaûi heä phöông trình 

ñoái xöùng loaïi I vaø moät soá heä ñöa ñöôïc veà heä ñoái xöùng loaïi I thoâng qua caùc 
pheùp ñaët aån phuï cô baûn. Ngoaøi ra ñeà caäp öùng duïng cuûa heä ñoái xöùng loaïi I 
trong giaûi phöông trình voâ tyû vaø chöùng minh baát ñaúng thöùc. 

A.  NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Ña thöùc ñoái xöùng: Xeùt ña thöùc hai bieán ,x y laø  ;P x y .  

 Neáu    ; ;P x y P y x vôùi moïi ,x y   thì ta noùi  ;P x y laø ña thöùc ñoái xöùng.       

 Heä phöông trình ñoái xöùng loaïi I laø heä phöông trình coù daïng: 

 

( , ) 0

( , ) 0

F x y

G x y

  
. 

 trong ño:ù ( , ); ( , )F x y G x y  laø caùc ña thöùc ñoái xöùng vôùi ,x y .  

 - Heä ñoái xöùng loaïi I laø heä maø vai troø cuûa ,x y trong moãi phöông trình cuûa heä 

laø nhö nhau.  

 - Neáu  0 0,x y laø nghieäm cuûa heä thì  0 0,y x cuõng laø nghieäm cuûa heä. 

 Ví duï 1. Heä phöông trình 
2 2

1

x y xy x y

xy x y

       
. 

 Vôùi heä naøy ñoåi vay troø cuûa ,x y  thì heä khoâng thay ñoåi. 

  



 Phöông phaùp chung: 

 Ñaët 
S x y
P xy
 = +


=
 vôùi ñieàu kieän 2S 4P≥  tìm ñöôïc S,P . 

 Khi ñoù theo ñònh lyù Vi-eùt x, y laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

 
2t St P 0− + = . 

 Löu yù: Moät soá tröôøng hôïp ta phaûi ñaët S x y,P xy= − =  vaø luùc naøy ta phaûi coù 
2S 4P≥ −  thöïc chaát laø heä ñöôïc suy ra töø heä ñoái xöùng loaïi 1 khi thay y  bôûi 
y− . Moät soá baøi toaùn ñôn giaûn maø khi bieán ñoåi S,P  chæ coù daïng baäc nhaát 

hoaëc daïng baäc hai ta coù theå khoâng caàn ñaët aån phuï vaø cöù theá tieán haønh bieán 
ñoåi töông ñöông. Khi tìm ñöôïc S,P  vieäc tìm x,y  khoâng caàn chi tieát maø chæ ra 

chæ ra nghieäm ( )x;y  baèng bao nhieâu. 

 Moät soá haèng ñaúng thöùc hay ñöôïc söû duïng: 

 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

22 2 2

22 2 2

22 2 2

23 3 2

x y x y 2xy S 2P

x xy y x y 3xy S 3P

x xy y x y xy S P

x y x y x y 3xy S S 3P

+ = + − = −

− + = + − = −

+ + = + − = −

 + = + + − = −  

. 

 

( ) ( )
( )( ) ( )

2 224 4 2 2 2 2

24 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

x y x y 2xy 2x y S 2P 2P

x y x y x y xy x y xy S 2P P

1 1 x y S
x y xy P

1 1 x y S 2P
x y x y P

 + = + − − = − −  

+ + = + − + + = − −

+
+ = =

+ −
+ = =

.  

 Ñaëc ñieåm cuûa daïng toaùn naøy laø ñoâi khi soá nghieäm cuûa heä thì chæ coù nghieäm 
duy nhaát hoaëc coù soá nhieäm chaün vaø ñoâi khi raát nhieàu nghieäm coù khi ñeán 8 
hoaëc 16 nghieäm. 

B.  BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
2 2x y x y 4

x x y 1 y y 1 2

 + + + =


+ + + + =
. 

 



Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

2 2 2 2

2 2

x y x y 4 x y x y 4
xy 2x y x y xy 2

 + + + =  + + + =⇔ 
= −+ + + + =   

 

( )2x y 2xy x y 4

xy 2

 + − + + =⇔ 
 = −

( )2x y x y 0

xy 2

 + + + =⇔ 
 = −  

 

x y 0 x y 1
xy 2 xy 2
 + = + = −

⇔ ∨ 
= − = − 

. 

 

x 2 x 2 x 1 x 2
y 2 y 1y 2 y 2

   = = − = = − ⇔ ∨ ∨ ∨   
= − == − =    

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 2; 2 ; 2; 2 ; 1; 2 ; 2;1= − − − − . 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
3 3

x y 2xy 2

x y 8

 + + =


+ =
 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

. Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
3 2

2
2

2 SP 2S 3S 6S 16 0S 2P 2 2
2 S6 3SS S 3P 8 PS S 8 22

 −
=  + − − = + =  ⇔ ⇔   − −− = =  − =     

. 

 ⇔ 
( )( )2S 2 2S 7S 8 0

S 2 x y 2 x 2 x 0
2 S P 0 xy 0 y 0 y 2P

2

 − + + =
    = + = = =

⇔ ⇔ ⇔ ∨    − = = = =    =


 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 2,0 ; 0,2= . 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

3 3x y 19
x y 8 xy 2

 + =


+ + =
. 

 
 

 Lôøi giaûi 



 Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

. Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 ( )
( ) ( )

32

3

S 24S 25 0S S 3P 19 SP 2 8S
2 8SS 3 2 8S 19 PS 8 P 2 S

 + − =− = = −  ⇔ ⇔   −− − = =+ =   

. 

 

( )( )2S 1 S S 25 0
S 1 x y 1

2 8S P 6 xy 6P
S

 − + + =
  = + =

⇔ ⇔ ⇔  − = − = −  =
  

 

x 3 x 2
y 2 y 3
 = = −

⇔ ∨ 
= − = 

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 3, 2 ; 2,3= − − . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( ) 2 23 3

3 3

2 x y 3 x y xy

x y 6

  + = +   
 + =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët 3 3x a, y b= =  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh trôû thaønh: 

 

( ) ( )3 3 2 22 a b 3 a b b a

a b 6

 + = +

 + =

. 

 Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

. Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:  

  ( )22S S 3P 3SP S 6 a b 6
P 8 ab 8S 6

 − =  = + = ⇔ ⇔  
= =  =

. 

 

a 4 a 2 x 64 x 8
b 2 b 4 y 8 y 64
   = = = =

⇔ ∨ ⇔ ∨   
= = = =   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 64,8 ; 8,64= . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
2 2x y 2xy 8 2

x y 4

 + + =

 + =

. 

 
Lôøi giaûi 



 YÙtöôûng: Bình phöông hai veá phöông trình hai cuûa heä vaø ruùt x y+ theo xy theá 
vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä.   

 Ñieàu kieän x 0,y 0≥ ≥ . 
 Khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
22

x y 2 xy 2xy 2xy 8 2

x y 4


  + − − + =    


+ =  

 

( )216 2 xy 2xy 2xy 8 2

x y 4


− − + =⇔ 

 + =

. 

 

2xy 64 xy 256 2xy 8 2 xy 32 xy 128 8 xy

x y 4 x y 4

 − + + = − + = − ⇔ ⇔ 
 + = + = 

 

 

xy 32 xy 128 64 16 xy xy
xy 16

xy 8 x y 4
x y 8

x y 4

 − + = − +
  =⇔ ≤ ⇔ ⇔ = = 

+ =
+ =

. 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;4= . 

 Caùch 2: Töø hai phöông trình cuûa heä ta coù 

 ( ) ( ) ( )22 2 2 22 x y 2 xy x y 2 x y x y+ + = + ⇔ + = + . 

 ( ) ( )22 2 2 22 x y x 2xy y x y 0 x y⇔ + = + + ⇔ − = ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù keát quaû töông töï.    

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình ( )
4 4 2 2

2 2

x y 6x y 41

xy x y 10

 + + =


+ =

. 

Lôøi giaûi 
 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra xy 0> .  
 Khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
( )

( ) + =+ + = ⇔ 
+ = + =

 

2 222 2 2 2

2 22 2
2 2

xy x y 10x y 4x y 41
100 4x y 41xy x y 10
x y

( )  + − =   ⇔ 
 − + =

2

4 4 2 2

xy x y 2xy 10

4x y 41x y 100 0
  



 
( )


= ∨ =⇔ 
  + − =   

2

5xy 2 xy
2

xy x y 2xy 10

 + = ± + = ± ⇔ ∨ 
= = 

x y 3x y 3
5xy 2 xy
2

 

 Với 

 = =
 + = ± = =⇔ = = − = − 

= − = −

x 1;y 2
x y 3 x 2;y 1
xy 2 x 1;y 2

x 2;y 1

. 

 Vôùi 
 + = ±



=

x y 3
5xy
2

 tröôøng hôïp naøy khoâng thoûa maõn ( )+ ≥
2

x y 4xy  neân voâ nghieäm. 

 Vaäy: heä coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 1;2 ; 2;1 ; 1; 2 ; 2; 1 . 

 Caùch 2: Nhaän thaáy hai phöông trình cuûa heä veá traùi ñeàu cuøng baäc 4. 
 Ta ñöa veà phöông trình: 

 
( ) ( )( ) 

+ + = + ⇔ − − − + = 
 

4 4 2 2 2 2 2 241 8x y 6x y xy x y 2x y x 2y x xy y 0
10 5

. 

 Do ≠ ⇒ − + >2 28xy 0 x xy y 0
5

. 

 Do ñoù hoaëc =y 2x hoaëc =x 2y . 
 Chæ vieäc theá vaøo moät trong hai phöông trình cuûa heä ta tìm ñöôïc ( )x;y .      

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

  
 + + =    

 
+ + = 

 

2 2
2 2
1x y 1 49

x y

1x y 1 5
xy

 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≠xy 0 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

    + + + =  + + + =       ⇔ 
 + + + = + + + =  

2 2
2 2

2 2
1 1 1 1x y 49 x y 53

x y x y
1 1 1 1x y 5 x y 5x y x y

. 

 

        + + = − + + + − + + =             ⇔ ⇔ 
  + + + =+ + + = 

2 1 11 1 1 1 x y 14x y 2 x y 53 x yx y x y
1 11 1 x y 5x y 5 x yx y

. 



 

   = −+ = + = − ±     =⇔ ∨ ⇔ ∨   ±
=   + = − + = = −   

1 1 x 1x 7 x 2 7 3 5x x x
27 3 51 1 yy 2 y 7 y 12y y

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( )
   ± ±

= − −      
   

7 3 5 7 3 5x;y 1; ; ; 1
2 2

. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 + + =


+ + =
2 2 2 2 2 2

x y 1 xy 18xy

x y 1 x y 208x y
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän xeùt: Heä phöông trình naøy töông töï baøi toaùn treân khi khöû ñi xy vaø 

2 2x y beân veá phaûi cuûa phöông trình cuûa heä. 
 Nhaän thaáy ( ) ( )=x;y 0;0  laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi ≠xy 0  khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

  

( )

( )

   + + = + + + =     ⇔    + + + =+ + =     

2 22 2
2 22 2

1 1 1x y 1 18 x y 18xy x y
1 11 x y 208x y 1 208

x yx y

. 

 

 
+ + + = + + + = 

 ⇔ ⇔ 
         + + + = + + + − + + =                  

2 2 2

1 1 1 1x y 18 x y 18
x y x y

1 1 1 1 1 1x y 212 x y 2 x y 212
x y x y x y

 

 

  + + + = + = + =    ⇔ ⇔ ∨  
    + = + =+ + =       

1 1 1 1x y 18 x 14 x 4x y x x
1 11 1 y 4 y 14x y 56
y yx y

. 

 

 = ± = ± ⇔ ∨ 
= ± = ±  

x 7 4 3 x 2 3

y 2 3 y y 3
. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm laø:  
 ( ) ( ) ( ) ( )= ± ± ± ±x;y 0;0 ; 7 4 3;2 3 ; 2 3;7 4 3 . 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình  (TSÑH Khoái A 2006) 
 + − =


+ + + =

x y xy 3

x 1 y 1 4
. 

 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 
 ≥


≥ −

xy 0
x,y 1

. 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

. Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

= = =2 2 3 3 4 4A B ,A B ,A B ,...
( )  = − + +   

 = + +

3

2

3 x 1 x 2 1
y

y x x 1

 − =


+ − =

2

2 4 3

1 y 4xy

4x y 4xy 1

+ − + − − ≥2 2 34 x 1 x y 3y 2 0

( )

( )

 = − ≥ − =  ⇔ 
+ + + + =  + − + = −

2

2

P S 3 ,S 3S P 3

S 2 2 S P 1 16 2 S S 3 1 14 S
 

 

( ) ( )
( )

 = − ≥= − ≥ ⇔ ⇔ 
− + = − + − + = − 

22

2 22

P S 3 ,S 3P S 3 ,S 3

4 S 5S 10 S 28S 1962 S 5S 10 14 S
. 

 ( )
 + − =   = + = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

= = =  = − ≥

2

2

3S 8S 156 0 S 6 x y 6 x 3
P 9 xy 9 y 3P S 3 ,S 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 3;3 . 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 

 − + − = +


+ =


2 2

2 2

x 1 y 1 xy 2
1 1 1

x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥ + ≥x 1, y 1,xy 2 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

   ( )( ) − + − − + − = +

 + =

2 2 2 2

2 2 2 2

x 1 2 x 1 y 1 y 1 xy 2

x y x y
.    

 

 + − − + − − + =⇔ 
 + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x y xy 4 2 x y x y 1 0

x y x y
. 

 
 



 Ñaët ( )= + = ≥ ≥ −2 2u x y ,v xy, u 2,v 2 heä phöông trình trôû thaønh: 

 

  = = − − − + − + = ⇔  = = =

2

2

u 1,v 1u v 4 2 v u 1 0
u 4,v 2u v

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra 
 = = − = − + =⇔ ⇔  

= =  = =  

2 2u 4 x 2,y 2x y 4
v 2 xy 2 x 2,y 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2; 2 ; 2; 2 .     

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình (TSÑH Khoái A,A1 2012):  
 − − + = + −


+ − + =


3 2 3 2

2 2

x 3x 9x 22 y 3y 9y
1x y x y
2

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi:
( ) ( )

( ) ( ) ( )


− + − − =


 − − + − − + =


2

3 3 2 2

1x y 2xy x y
2

x y 3 x y 9 x y 22 0
 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )


− + − − =⇔ 

    − − + − − + − − + =       

2

2 2

1x y 2xy x y
2

x y x y 3xy 3 x y 2xy 9 x y 22 0
. 

  Khi ñoù ta ñaët 
 = −


=

a x y
b xy

 heä phöông trình trôû thaønh:  

   
( ) ( )


+ − =


 + − + − + =


2

2 2

1a 2b a
2

a a 3b 3 a 2b 9a 22 0
. 

 


= + −

⇔       + + − − + + − − + =      

2

2
2 2 2

1 a ab
4 2 2

3 3a 3a 1a a 3 a a a 9a 22 0
4 2 2 2

. 

 
( )( )

  == + −= + −  ⇔ ⇔ ⇔  
= −  − − + − = − + − + = 

22

23 2

1 a a1 a a a 2bb 4 2 24 2 2 3ba 2 2a 2a 41 0 42a 6a 45a 82 0

  



 Do phöông trình: − + − =22a 2a 41 0  coù ∆ = − <' 81 0  neân voâ nghieäm. 

 Vôùi 
( )

  = − = = +
  ⇔ ⇔  

= − = − + = −    

a 2 x y 2 x y 2
3 3 3b xy y y 2
4 4 4

 

 
( )

 = + = = −⇔ ⇔ 
+ =  = = − 

2

3 1x y 2 x ;y
2 2

1 1 3y 1 x ;y4 2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= − −   
   

3 1 1 3x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

 Caùch 2: Vieát laïi heä döôùi daïng 
( ) ( ) ( ) ( ) − − − = + − +

 + − + =


3 3

2 2

x 1 12 x 1 y 1 12 y 1

1x y x y
2

 . 

 Ñeán ñaây ñaët = − = +u x 1;v y 1   vaø ñöa veà heä phöông trình 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) − + + − =− = −  ⇔ 
+ + − − + + − =  + + − − = 

2 23 3

2 2 2 2

u v u uv v 12 0u 12u v 12v (1)
1 1u 1 v 1 u 1 v 1 u v 2u 2v 0 (2)2 2

 . 

 Caùch 3: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3

2 2

x 1 12 x 1 y 1 12 y 1  (1)

1 1x y 1 (2)
2 2

 − − − = + − +
    − + + =      

. 

 Töø (2) ta coù: 

  − ≤ − ≤ ≤ − ≤ − ≤   ⇔ ⇔  
  − ≤ ≤ − ≤ + ≤+ ≤   

1 1 3 3 1x 1 x x 12 2 2 2 2
3 1 1 31 y y 1y 1
2 2 2 22

 

  
⇒ − + ∈ − 

 

3 3x 1,y 1 ;
2 2

. 

 Xeùt haøm soá = −3f(t) t 12t treân  
− 
 

3 3;
2 2

ta coù:  

 ( )  
= − < ∀ ∈ − 

 
2 3 3f '(t) 3 t 4 0, t ;

2 2
töùc f(t) laø haøm nghòch bieán treân  

− 
 

3 3;
2 2

. 

 



 Do ñoù ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = +(1) f(x 1) f(y 1) x 1 y 1 x y 2 . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )
 

= − = = − 
+ + − − + = ⇔ + + = ⇔  ⇒ 

 = − = = −  

2 2 2

1 3 1y x ,y1 3 2 2 2y 2 y y 2 y 2y 4y 0
2 2 3 1 3y x ,y

2 2 2

.          

Baøi 12. (VMO 2005) Cho x,y laø hai soá thöïc thoûa maõn − + = + −x 3 x 1 3 y 2 y .  

 Tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc = +P x y . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : ≥ − ≥ −x 1,y 2 . 

 Ta caàn tìm taäp giaù trò cuûa P , xeùt heä phöông trình : 
 − + = + −


+ =

x 3 x 1 3 y 2 y
x y P

. 

 Nhöõng giaù trò cuûa P ñeå heä treân coù nghieäm chính laø taäp giaù trò cuûa P . 

 Vieát laïi heä döôùi daïng : ( ) + = + + +

 + =

x y 3 x 1 y 2

x y P
. 

 Ñaët ( )
 = + ≥

= +

u x 1
, u,v 0

v y 2
khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) ( )  + =+ − = + ⇔ 
+ = + + − = 

2 2

2 22 2

3 u v Pu v 3 3 u v

u v P 3u v 3 P

 

 

( ) ( )


+ =


⇔  + − +    = = − −  

 

2 2 2 2

Pu v
3

u v u v 1 Puv P 3
2 2 9

 

 Khi ñoù u,v laø hai nghieäm cuûa phöông trình:
 

 
 − + − − =
 
 

2
2 P 1 Pt t P 3 0 (1)

3 2 9
. 

 Heä phöông trình coù nghieäm ⇔ (1) coù hai nghieäm khoâng aâm. 



 

  
  ∆ = − − − ≥

   


+⇔ ≥ ⇔ ≤ ≤ +

  

  − − ≥
   

2 2

2

P P2 P 3 0
9 9

P 9 3 210 P 9 3 15
3 2
1 P P 3 0
2 9

. 

 Vaäy giaù trò lôùn nhaát cuûa P baèng +9 3 15 , giaù trò nhoû nhaát cuûa P baèng +9 3 21
2

.               

Baøi 13.  (TSÑH Khoái A 2006) Cho x,y laø hai soá thöïc ≠x, y 0 thoûa maõn 

( )+ = − +2 2xy x y x xy y . Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa bieåu thöùc = +
3 3

1 1A
x y

. 

Lôøi giaûi 
 Theo giaû thieát ta coù : 

( )+ − +
= ⇔ + = − +

2 2

2 2 2 2 2 2

xy x y x xy y 1 1 1 1 1
x y xyx y x y x y

. 

 Ñaët ( )= = ≠
1 1u ,v , u,v 0
x y

khi ñoù + = − +2 2u v u uv v  ; 

 Vaø ( )( ) ( )= + = + − + = +
23 3 2 2A u v u v u uv v u v . 

 Xeùt heä phöông trình: 
( )
 + = − +


+ =

2 2

2

u v u uv v

u v A
. 

 Khi ñoù giaù trò lôùn nhaát cuûa A ñeå heä treân coù nghieäm chính laø giaù trò lôùn nhaát 
cuûa A . 

 Tröôùc tieân ta phaûi coù ≥A 0  vaø ñeå yù : 

  
 

+ = − + = − + > ∀ ≠ 
 

2 2
2 2 v 3vu v u uv v u 0, u,v 0

2 4
  

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )

( ) ( )  −+ − ++ = + −  =  =⇔ ⇔  
  + = + = + = 

22

2

A Au v u vu v u v 3uv uvuv 33
u v A u v Au v A

. 

 
 Khi ñoù u,v laø hai nghieäm cuûa heä phöông trình : 



2 A At At 0 (1)
3
−

− + = . 

 Heä coù nghieäm thoûa maõn yeâu caàu treân⇔ (1) coù nghieäm ≠u,v 0 . 

 

 −
∆ = − ≥  < ≤⇔ ⇔ 

≠−  = ≠

A AA 4. 0 0 A 163
A 1A AP 0

3

. 

 Khi = ⇒ = =
1A 16 x y
2

. Vaäy giaù trò lôùn nhaát cuûa A baèng 16 .                

Baøi 14. (TSÑH Khoái B 2009) Cho caùc soá thöïc x,y thay ñoåi thoûa maõn: 

( )+ + ≥
3

x y 4xy 2 . 

 Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc ( ) ( )= + + − + +4 4 2 2 2 2P 3 x y x y 2 x y 1. 

Lôøi giaûi 

 Ta coù ( )+ ≥
2

x y 4xy keát hôïp vôùi giaû thieát suy ra :  

  ( ) ( ) ( )+ + + ≥ + + ≥
3 2 3

x y x y x y 4xy 2  

 ( ) ( ) ( ) ⇔ + − + + + + ≥ ⇔ + ≥  
2

x y 1 x y 2 x y 2 0 x y 1 . 

 Ta coù: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + + − + +

= + + + − + +

≥ + + + − + + = + − + +

4 4 2 2 2 2

22 2 4 4 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

P 3 x y x y 2 x y 1

3 3x y x y 2 x y 1
2 2
3 3 9x y x y 2 x y 1 x y 2 x y 1
2 4 4

 

 Ñaët ( )= + ≥ + =
22 2 1 1t x y x y

2 2
khi ñoù ≥ − +29P t 2t 1

4
. 

 Xeùt haøm soá = − +29f(t) t 2t 1
4

treân 
 

+∞
 

1 ;
2

, ta coù : 

 
∈ +∞
 

 
= − > ∀ ≥ ⇒ = = 

 1t ;
2

9 1 1 9f '(t) t 2 0, t min f(t) f
2 2 2 16

. 

 Vaäy P ñaït giaù trò nhoû nhaát baèng 9
16

khi = =
1x y
2

.             

 
DAÏNG 3: ÖÙng duïng heä ñoái xöùng loaïi I giaûi phöông trình voâ tyû 



 Moät soá phöông trình voâ tyû neáu kheùo leùo ñaët aån phuï daïng hai aån ta ñöa ñöôïc 
veà heä ñoái xöùng loaïi I deã daøng tìm ñöôïc nghieäm cuûa phöông trình. 

Baøi 1. Giaûi phöông trình sau:  − + − = 
 

3 33 3x 35 x x 35 x 30 . 

Lôøi giaûi 

 Ñaët = − ⇒ + =3 3 3 3y 35 x x y 35. 

 Vaø phöông trình ban ñaàu trôû thaønh: ( )+ =xy x y 30  

 Töø ñoù ta coù heä phöông trình: 

 
( )

( ) ( )
( )

 + = + − + =  + = = = ⇔ ⇔ ⇔   = = =+ =  + =  

33 3x y 35 x y 3xy x y 35 x y 5 x 2,y 3
xy 6 x 3,y 2xy x y 30 xy x y 30

. 

 Vaäy phöông trình ñaõ cho coù hai nghieäm laø = =x 2,x 3 . 

Baøi 2.  Giaûi phöông trình + − = +4 4 4x x 1 1 x . 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≤ ≤0 x 1 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình 
 Xeùt vôùi < ≤0 x 1. 

 Khi ñoù chia caû hai veá cuûa phöông trình cho 4 x  ta ñöôïc: 

+ − = + ⇔ + − − =4 4 4 41 1 1 11 1 1 1 1 1
x x x x

. 

 Ñaët = + = −4 41 1u 1 ;v 1
x x

 khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

  ( )
 − = − = ⇔ 

+ = + − =  

24 4 2 2 2 2

u v 1u v 1

u v 2 u v 2u v 2
. 

 
( )

 − =
 − = ⇔ ⇔   + − =− + − =    

22 2 22 2

u v 1
u v 1

2u v 4uv 1 0u v 2uv 2u v 2
. 



 


 − + = + = ⇔ ⇔ ⇒ = 

= − + >      − − − +  = − 
 
 
 

4

64 3 1
2u v 1 u 12 x6uv 1 0 62 64 3 1 4 3 12 2v 12 2

. 

Baøi 3. Giaûi phöông trình ( )− − = − +
2233 2x x 2 x 1 . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän:− ≤ ≤ − +1 x 1 34 . 

 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( ) ( )
− + = − +



22
34 x 1 2 x 1 . 

 Ñaët ( )
 = + ≥ ⇒ + =

= − +

u x 1
, u 0 u v 2

v 2 x 1
. 

 Khi ñoù ta coù ( ) ( ) ( ) 
= − + = − + = − + = − 

 

24 2 24 4v 2 x 1 34 x 1 34 x 1 34 u . 

 Ta coù heä phöông trình: 

≥  + = = + ←→ ⇒ + = + ⇔ = +
+ =  = − 

u,v 0
4 4

u v 2 u 1 2
x 1 1 2 x 2 2 2

u v 34 v 1 2
. 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ + =

2 2x y 8
xy x y 0

. 

 Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( ) ( )2 2
x y 2xy 8 x y 2 x y 8

xy x y 0 xy x y 0

  + − = + + + =⇔ 
 + + = + + = 

. 



 

x y 4
x y 2

xy x y 0

 + = −
⇔ + =
 + + =

 = − = −  + =  = = −⇔ ⇔  + = = +  = −  = +


= −

x 2
y 2x y 4

xy 4 x 1 3
x y 2 y 1 3
xy 2 x 1 3

y 1 3

. 

   Vậy hệ phương trình coù ba nghiệm laø:  

( ) ( ) ( ) ( )= − − − + + −x;y 2; 2 ; 1 3;1 3 ; 1 3;1 3 . 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

2 2x xy y 3
x xy y 3

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( )

( )
( )

2 2
x y xy 3 x y xy 3

xy 3 x y xy 3 x y

 + − = + − = ⇔ 
= − + = − +  

 

 

( )
( )

2
x y x y 6 0

xy 3 x y

 + + + − =⇔ 
= − +

 + =


=  =⇔ ⇔  = + = − 
 =

x y 2
xy 1 x 1

y 1x y 3
xy 6

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình (Döï Bò Khoái A 2005)
( ) ( )

 + + + =


+ + + + =

2 2x y x y 4
x x y 1 y y 1 2

 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

2 2 2 2

2 2

x y x y 4 x y x y 4
xy 2x y x y xy 2

 + + + =  + + + =⇔ 
= −+ + + + =   

 

( )2x y 2xy x y 4

xy 2

 + − + + =⇔ 
 = −

( )2x y x y 0

xy 2

 + + + =⇔ 
 = −

 



 

x y 0 x 2,y 2
xy 2 x 2,y 2
x y 1 x 2,y 1
xy 2 x 1,y 2

 + = = = −


= −  = − =⇔ ⇔  + = − = − =  = − = = − 

.   

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 2; 2 ; 2; 2 ; 1; 2 ; 2;1 . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ + =

2 2x y xy 2
x y xy 3

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )( )
( )

3 x y x y 2xy x y 2

xy 3 x yx y xy 3

 − − + = + = ⇔ 
= − ++ + =  

. 

 

( ) ( )
( )

2
x y 3 x y 2 0

xy 3 x y

 + − + + =⇔ 
= − +

 + =


=  =⇔ ⇔  = + = 
 =

x y 2
xy 1 x 1

y 1x y 1
xy 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .    

 Ñaùp soá: ( ) ( )=x;y 1;1 . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
 − + = +


+ − = −


2 2

3 3 2 2

x xy y x y
1x y x y xy
4

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( ) ( )
 − + = + − + = +
  ⇔    

+ − + = − − + = −    
     

2 2 2 2

2 222 2 2 2

x xy y x y x xy y x y

1 1x y x xy y xy x xy y xy
2 2

. 

 

 − + = +
  + + =− + = +   − + = −⇔ ⇔ ⇔  

 + =   + = − + = − +

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

x xy y x y
1x y xyx xy y x y1 2x xy y xy

12 1x y x y1 2 2x xy y xy
2

. 



 
( )

( )

( ) ( )

 = − ++ + =  ⇔ ⇔     + − − + =+ − =     

22

11 xy x yx y xy 22
1 11 x y 2 x yx y 2xy
2 22

. 

 

( )

( ) ( )


 + = − −
  = += − +  ⇔ ⇔  + + + − = + = − + 

 = −

2

5x y 1
2

3 51 xyxy x y 2 22
3 5x y 2 x y 0 x y 12 2

3 5xy
2 2

.    

Baøi 6. Giaûi caùc heä phöông trình sau: 

1. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ =
2 2

x y xy 5

x y y x 6
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( )( ) ( ) ( )

 + + = + + = + + =  ⇔ ⇔  + = − − + = + − + + =    
2

x y xy 5x y xy 5 x y xy 5
xy x y 6 5 x y x y 6 x y 5 x y 6 0

. 

 

 + =


=  = =⇔ ⇔  = = + = 
 =

x y 2
xy 3 x 2,y 1

x 1,y 2x y 3
xy 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;2 ; 2;1 . 

2. Giaûi heä phöông trình 
( ) − = −


− =

3 3

xy x y 2

x y 2
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
( ) ( )

( )
( )

 − = −  − = −  − = = ⇔ ⇔ ⇔     = − = −− − + =  − − =    

2 3

xy x y 2 xy x y 2 x y 2 x 1
xy 1 y 1x y x y 3xy 2 x y 6 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )= −x;y 1; 1 .   



3. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


+ =

3 3x y 2
xy x y 2

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

   + + − = + =  + = =    ⇔ ⇔ ⇔   
= = + = + = 

2 3x y x y 3xy 2 x y 8 x y 2 x 1
xy 1 y 1xy x y 2xy x y 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

4. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + = − −


+ + + =

2 2x y 8 x y
xy x y xy 1 12

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )
( )

 + + + − =


+ + + =

2
x y x y 2xy 8

xy x y xy 1 12
. 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

heä phöông trình trôû thaønh:

 

 

( )

 + −
= + − = ⇔   + − + −+ + =  + + =    

2

2

2 2

S S 8P
2S S 2P 8

S S 8 S S 8P S P 1 12 . S 1 12
2 2

. 

 

⇔ 
( )( )( )

2
2

2 2

S S 8P S S 82 P
2

S S 8 S S 8. S 1 12 S S 3 S 2 S 5 0
2 2

 + − = + −
= ⇔  + − + − + + = − + + =     

. 

 

x y 0 x 2,y 2
xy 4 x 2,y 2
x y 3S 0,P 4 x 2,y 1
xy 2S 3,P 2 x 1,y 2

S 2,P 3 x 3,y 1x y 2
S 5,P 6 x 1,y 3xy 3

x 2,y 3x y 5
x 3,y 2xy 6

 + =  = = − = − = − = 
  + = = = − = =   == = = = ⇔ ⇔ ⇔  = − = − = − = + = −  = − = = = − = −    = − = − + = −   = − = −=

. 



 Vaäy heä phöông trình coù taùm nghieäm laø 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − − − − − −x;y 1;2 ; 2;1 ; 1; 3 ; 3;1 ; 2;2 ; 2; 2 ; 2; 3 ; 3; 2 . 

5. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) ( )
( )

 + + + = +


+ − =


4 3

2 2

x y 2 x y 3 x y

5 x y 8xy 18
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

 + =  + + − + + + + =      + =⇔ 
 + − = + − = 

2

2 2 2 2

x y 0
x y x y 1 x y 3 x y 3 0

x y 1

5 x y 8xy 18 5 x y 8xy 18
. 

 

( )

 = − =
 + =  = = − + = = −  − ++ = ⇔ ⇔ ⇔  = = + = 
+ − =   = − + −  = =



2

x 1,y 1
x y 0

x 1,y 1x y 0 xy 1
3 35 3 35x y 1 x ,yx y 1

6 6
5 x y 18xy 18 13xy 3 35 3 35x ,y18

6 6

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

 ( ) ( ) ( )
   − + + −

= − −       
   

3 35 3 35 3 35 3 35x;y 1;1 ; 1; 1 ; ; ; ;
6 6 6 6

.    

Baøi 7. Giaûi caùc heä phöông trình sau: 

1. Giaûi heä phöông trình 


+ = −

 + =

2 2

1 1 1
x y 2

x y 5

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( )

( )
( ) ( )2 2

xy 2 x y xy 2 x y

x y 2xy 5 x y 4 x y 5 0

 = − + = − + ⇔ 
+ − = + + + − =  

 

 

x y 1
xy 2 x 2,y 1

x 1,y 2x y 5
xy 10

 + =


= −  = = −⇔ ⇔  = − = + = − 
 =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 1;2 ; 2; 1 . 



2. Giaûi heä phöông trình 
 + = −


+ =
2 2

x y 1 2xy

x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )
 + = − + = −  + = −  ⇔ ⇔  

− =+ − = − − =    
2 2 2 2

x y 1 2xy x y 1 2xy x y 1 2xy

4x y 6xy 0x y 2xy 1 1 2xy 2xy 1
. 

 

 + =


=  = =⇔ ⇔  + = − = = 


=

x y 1
xy 0

x 1,y 0
x y 2 x 0,y 1

3xy
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 . 

3. Giaûi heä phöông trình 


+ + + =



 + + + =


2 2
2 2

1 1x y 5
x y

1 1x y 9
x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .       

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
 

+ + + = + + + = 
 ⇔ 
         + + + = + + + − + + =                  

2 2 2

1 1 1 1x y 5 x y 5
x y x y

1 1 1 1 1 1x y 13 x y 2 x y 13
x y x y x y

. 

 

 +
= =


  −+ + + = + = + = = = ⇔ ⇔ ⇔    − + + = + = + =  = =       

 + = =


3 5x 1,y
2

1 1 1 1 3 5x y 5 x 2,y 3 x 1,yx y x y 2
1 1 1 1 3 5x y 6 x 3,y 2 x ,y 1x y x y 2

3 5x ,y 1
2

. 

 



 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( )
       − + − +

=               
       

3 5 3 5 3 5 3 5x;y 1; ; 1; ; ;1 ; ;1
2 2 2 2

. 

4. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


+ + + =

2 2x y 13
3 x y 2xy 9 0

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( )

( )

( ) ( )

 + − + − = = ⇔ 
+ + + =  + + + − + =

2
2

2

x y 13
x y 2xy 13 xy

2
3 x y 2xy 9 0

3 x y x y 13 9 0

. 

  

 + = 
  = = −= − 
⇔ ⇔ = − = + = − 

− ± −  = == 



x y 1
x 3,y 2xy 6
x 2,y 3x y 4

4 10 4 103 x ,yxy
2 22

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( )
 − ± −

= − −   
 

4 10 4 10x;y 2;3 ; 3; 2 ; ;
2 2

. 

5. Giaûi heä phöông trình 
 + − + =


+ − = −

2 2x y x y 2
xy x y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 − − + − = − + − − =  ⇔ 
+ − = −  − − + −  + − = −



2

2

2

2 x y x y
xyx y 2xy x y 2 2

xy x y 1 2 x y x y
x y 1

2

. 

 

( ) ( )

( ) ( )

 − = − − − + −  =  = − == ⇔ ⇔ ⇔  = = − =  − − − − =  = −

2

2

x y 1
2 x y x y

xy 0 x 1,y 0xy
2

x 0,y 1x y 4
x y 3 x y 4 0 xy 5

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 1;0 ; 0;1 . 



6. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ − − = −
2 2

x y xy 5

x y x y xy 3
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )

( )
( ) ( )

 = − + + + = ⇔ + − + = −  + − + − + = −   

xy 5 x yx y xy 5
x y xy x y 3 x y x y 5 x y 3

. 

 

( )
( ) ( )

 + =
 = − + =  = = ⇔ ⇔ ⇔  = = + = + − + + =  
 =

2

x y 1
xy 5 x y xy 4 x 1,y 2

x 2,y 1x y 3x y 4 x y 3 0
xy 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;2 ; 2;1 .         

7. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ + =

3 3x y 8
x y 2xy 2

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( ) − − + + − = + − + − =   ⇔  
 + + = + + = 

2 3 2 x yx y x y 3xy 8 x y 3. x y 8 0
2

x y 2xy 2 x y 2xy 2
. 

 

( ) ( ) ( )  + − + + + + =  + = = =  ⇔ ⇔ ⇔   = = =  + + =

2
x y 2 2 x y 7 x y 8 0 x y 2 x 0,y 2

xy 0 x 2,y 0x y 2xy 2
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 2;0 ; 0;2 . 

8. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =
2 2

x y y x 6

x y y x 20
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 0,y 0 .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( )

( )
( ) ( )

  + = + + = + =  ⇔ ⇔  
+ =+ = + =   

xy x y 6 xy x y 2 xy 36 20 2xy xy 36

xy x y 20xy x y 20 xy x y 20
. 

 
( )

 =  + = = =⇔ ⇔ ⇔  + = = = = 

xy 4 x y 5 x 1,y 4
xy x y 20 xy 4 x 4,y 1

.   



 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;4 ; 4;1 . 

9. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + + =


+ + + =
2 2

x y xy 11

x y 3 x y 28
. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
 = − + = ⇔ 

− − + =− + =  
22

P 11 SS P 11
S 2 11 S 3S 28S 2P 3S 28

. 

 

 = −   = − = = −⇔ ⇔ ⇔ ∨   
= ∨ = − = =+ − =   

2

P 11 S P 11 S S 5 S 10
S 5 S 10 P 6 P 21S 5S 50 0

. 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 2;3 ; 3;2 ; 3; 7 ; 7; 3 . 

10.  Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =
4 4

x y 2

x y 34
. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

 ( )
 =  =  = ⇔ ⇔  

= ∨ = −− − =− − =   

2 22 2

S 2 S 2 S 2
P 9 P 12P 16P 18 0S 2P 2P 34

. 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( )= − + + −x;y 1 2;1 2 ; 1 2;1 2 . 

11.  Giaûi heä phöông trình ( )( )
 + =
 + + =

4 4 3 3

x y 4

x y x y 280
 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( )22 2 2

S 4

S 2P 2P . S S 3P 280

 =

   − − − =       

 
( )2

S 4

2P 64P 256 . 4 16 3P 280

 =⇔    − + − =   
. 



 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( )=x;y 1;3 ; 3;1 . 

12. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =


2 2

10 10

x y 1
1x y
8

.  

Lôøi giaûi 

 Ta coù: ( )( )10 10 2 2 8 6 2 4 4 2 6 8x y x y x x y x y x y y+ = + − + − +  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

8 8 2 2 4 4 4 4

2 24 4 4 4 2 2 2 2 2 2 4 4

222 2 2 2 4 4 2 2 2 2

22 2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2

x y x y x y x y

x y 2x y x y x y 2x y x y

x y 2x y x y x y 1 2x y

1 2x y x y x y 1 2x y 5x y 5x y 1

= + − + +

 
= + − − + − + 

 

 
= + − − − − 
 

= − − − − = − +

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )22 2

4 4 2 2 4 4 2 2

x y 1 x y 2xy 1
1 75x y 5x y 1 5x y 5x y 08 8

 + = + − = ⇔ 
− + =  − + = 

 

 

6 1 6x y 1 2 ,xy 2
5 2 5

6 1 6x y 1 2 ,xy 2
5 2 5

6 1 6x y 1 2 ,xy 2
5 2 5

6 1 6x y 1 2 ,xy 2
5 2 5

6 1 6x y 1 2 ,xy 2
5 2 5


 + = − − − = − −


 + = − − = − −




⇔ + = − + − = −




+ = + − = −


 + = − + + = +


. 

13.  Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

2 2

4 4 2 2

x y xy 7

x y x y 21
. 



Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )

 − = − =  = ± ⇔ ⇔  
=− − + = − − =  

2 2

2 22 2 2 2

S P 7 S P 7 S 3
P 2S 2P 2P P 21 7 P P 21

. 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 1;2 ; 2;1 ; 1; 2 ; 2; 1 . 

14. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

2 2

4 4 2 2

x y xy 13

x y x y 91
. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

 ( )
 − =  = ± ⇔ 

=− − + = 

2

22 2 2

S P 13 S 4
P 3S 2P 2P P 91

. 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 1;3 ; 3;1 ; 1; 3 ; 3; 1 . 

15.  Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


+ = +

2 2

5 5

x y 5

x y 11 x y
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( ) ( )
 + =


+ − + − + = +

2 2

4 3 2 2 3 4

x y 5

x y x x y x y xy y 11 x y
. 

 
( )( )

2 2

4 3 2 2 3 4

x y 5

x y x x y x y xy y 11 0

 + =⇔ 
+ − + − + − =

. 

 

2 2

2 2

4 3 2 2 3 4

x y 5 (1)
x y 0

x y 5
 (2)

x x y x y xy y 11 0

 + =


+ =
⇔  + =


− + − + − =

 



 Giaûi heä phöông trình (1): 


 = −
 =  = − + = ⇔ ⇔  + = =    =

 = −

2 2

2

5x
2

5yy x 2x y 5
x y 0 2x 5 5x

2
5y
2

. 

 Giaûi heä phöông trình (2): 
 + =


− + − + − =

2 2

4 3 2 2 3 4

x y 5

x x y x y xy y 11 0
.       

 ( ) ( )
2 2

22 2 2 2 2 2 2 2

x y 5

x y 2x y xy x y x y 11 0

 + =⇔ 
+ − − + + − =

. 

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

x y 5 x 2,y 1
xy 7x y 5 x 1,y 2

x 1,y 2x y 5x y 14 0 x y 5
x 2,y 1xy 2

 + =  = − = −  = −+ =  = − = −  ⇔ ⇔ ⇔   = =+ − =  + =   = ==

. 

 Vaäy heä phöông trình coù saùu nghieäm: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   

= − − − − − −      
   

5 5 5 5x;y ; ; ; ; 1; 2 ; 2; 1 ; 1;2 ; 2;1
2 2 2 2

. 

16.  Giaûi heä phöông trình 
( )  

+ + =  
  
 + =

1x y 1 5
xy

1xy 4
xy

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

      + =   = =+ =       ⇔ ⇔ ∨+ −    
   + = = − = +− + =  

2

1 5 51S 1 5 S SS 1 5P P 3 3 3 3
1P 4 P 2 3 P 2 3P 4P 1 0
P

. 



17.  Giaûi heä phöông trình 
( )  

+ + =  
  


+ + + =

2 2

1x y 1 4
xy

1 x yxy 4
xy xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

  

1 11 1 x y 4x y 4
x yx y

1 x y 1 1 1xy 4 x y y 4
xy y x y x y

    + + + =+ + + =        ⇔ 
    + + + = + + + =        

. 

 

1 1x y 4
x y

1 1x y 4
x y

   
+ + + =   

   ⇔ 
   + + =      


+ =  − + = = ⇔ ⇔ ⇔  

=− + =  + =


2

2

1x 2
x 2x 1 0 x 1x

1 y 1y 2y 1 0y 2
y

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .    

18. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

  
+ + =  

 


  + + = 
 

2
2 2

1x y 1 6
xy

1x y 1 18
xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

 + + + =+ + + = 
 ⇔       + + + + + = + + + =           

2 2
2 2

2 2

1 11 1 x y 6x y 6
x yx y

x y 1 1 1 1x y 2 18 x y 18y x x y y x

. 

 

 + + + = + + + = 
 ⇔ ⇔ 

        + + =+ + + − + + =             

2

1 1 1 1x y 6 x y 6x y x y
1 11 1 1 1 x y 9x y 2 x y 18 y xy x y x

. 



 

 − −+ = = =  = + =  ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   + = − + = + + + = = = 

2

1 3 5 3 5x 3 x ,yx yxy 1 3yy 2 2
xy 1 3x x 3x 1 01 3 5 3 5y 3 x ,y

x 2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( )
   − − + +

=       
   

3 5 3 5 3 5 3 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

19. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

   + + =   

  

+ + =  
 

2
2 2

3
3 3

1x y 1 8
xy

1x y 1 16
xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:

 

 

( )

( )

2 2
2 2

3 3
2 2 3 3

2 1x y 1 8
xy x y

3 3 1x y 1 16
xyx y x y

  
+ + + =     


  + + + + =   
    

 

2 2
2 2

2 2
3 3

2 2 3 3

1 1 2x 2yx y 8
y xx y

3x 3y 3x 3y 1 1x y 16
y xy x x y


+ + + + + =

⇔ 
 + + + + + + + =


    + + + =      ⇔ 
   

+ + + =   
   

2 2

3 3

1 1x y 8
y x

1 1x y 16
y x

 

 Ñaët 


= +


 = +

1u x
y
1v y
x

 heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )( )

( )
( )( )

 + = + − =+ =  ⇔ ⇔  
+ + − =+ = + − =    

22 22 2

2 23 3

u v 8 u v 2uv 8u v 8
u v u v uv 16u v 16 u v 8 uv 16

. 



 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

 + − = + −  = ⇔ ⇔  + −  + − = + − + + =      

2
2

2
3

u v 8
uv u v 82 uv

2
u v 8

u v 8 16 u v 24 u v 32 02

. 

 

1 1x y 4
y x
1 1x y 4u v 4 y x

uv 4 1 1x y 2 2 3
y xu v 2 2 3
1 1uv 4 4 3 x y 4 4 3
y x

u v 2 2 3
1 1x y 2 2 3uv 8 4 3
y x
1 1x y 4 4 3
y x


+ + + =



   + + =    + =     =  + + + = − − + = − − ⇔ ⇔ 
  = +  + + = +      + = − +

 
+ + + = − += −  


  

+ + = −  
  



















 

 

( )
x 1,y 1

xy 1x y . 2 2 3
xy

1xy 2 4 3
xy

 = =

 + + = − +⇔ 

 + = −

. 

 Baïn ñoïc töï giaûi tieáp heä phöông trình coù naêm nghieäm.      

20. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =

 + + + =


2 2

2 2

x y x y 4xy
1 1 y x 4
x y x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )
 + + + = + + + = ⇔ 

+ + + = + + + =  

2 2 2 2

3 3 2 2 3 3 2 2

x y x y 4xy x y x y 4xy

xy x y x y 4x y xy x y x y 4x y
. 



 
( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y 4xy x y 2xy
x y x y 4x y x y 2xy

 + + + =   + =⇔ ⇔ 
+ + = + =   

 
2

x y x 0,y 0
x 1,y 12x 2x

 =  = =⇔ ⇔  = == 
. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .     

21. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

 
+ + = 

 
  + + =  
 

2 2
2 2

2 2

x y x y 4
y x

x y x y 4
y x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )

( )

 
+ + = 

 
     + − + − =        

2
2

x y x y 4
y x

x y 2 . x y 2xy 4
y x

 

 

( )

( ) ( )

 
+ + = 

 ⇔ 
    + + − + + − + =   
   

2 2
2 2

x y x y 4
y x

x y x yx y 2 x y 4xy 2xy 4
y x y x

 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

  ++ + = + = 
   ⇔ ⇔ 

+ + 
 + + = + + =
  

2 2

2 22 2 2 2
2 2 2 2

x y x yx y 4 . x y 4
y x xy

x y x y
x y 6 x y 6

xy xy

.  

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

 hệ phương trình trở thaønh: 



 

( )


= − +=   ⇔  −  +−   − + = − + = + 

 +

3

2

23
222 3

22
3

SP
S 2P 2S 4.S 4

P SS 2.
2S 4S 2P SS 2. 6S 2P 6 2S 4P S

2S 4

 

 

 = = +⇔ ⇔ + 
  + − =+ =  + +

3
3

2
2

S SP P2S 4 2S 4
4S 16S S S 6 06

2S 4 2S 4

 

 

 = −
 =  + = =⇔ ⇔ ⇔  

= =   = =

S 3
27P x y 2 x 1
2

xy 1 y 1
S 2
P 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .          

22. Giaûi heä phöông trình 


+ + + =



 + = +

2 2
2 2

1 1x y 2 7
x y

1 6 1
xy x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )+ ≠xy x y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

    + + + = − + + − + =       ⇔ 
+    + = + − + − =        

2 2
2 2

2 2
1 1 1 1x y 2 7 x 2 y 2 2 7
x y x y

x y 1 16 x y x y 6xy x y

. 

 Ñaët 


= −


 = −


1u x
x
1v y
y

  heä phöông trình trôû thaønh: 



  
( )

 + + = + = ⇔ 
+ + + + + + =+ + + =  

2 2

2 2 2 2 2 22 2

u v 2uv 36u v 6

u v 4 2 u v 2 u v 4 28u 2 v 2 2 7
. 

 
( )

 + = + + = ⇔ ⇔ ≥ 
+ − + = −  = − 

2 2

2 2

u v 6u v 2uv 36
uv 6

u v 2 36 2uv 4 uv 6 uv 5
(heä phöông trình voâ nghieäm). 

 Caùch 2:  

 Ta coù: 
2 2

2 2
2 2

1 1 1 1x y x 2 y 2
x yx y

   
+ + + = − + + − +   

   
 

     ( )
2 21 1x y 2 2 2 11 2 7

x y
 

≥ − + − + + = > 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm.  

23. Giaûi heä phöông trình 


+ + + =



 + = +


2 2
2 2

1 1x y 2 2
y x
1 1x y
x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  

 Ta coù: 
   

+ + + ≥ + + + ≥ + =   
   

2 2
2 2 2 2

2 2
1 1 1 1x y x y 2 2 2 2

x yy x
. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 


+ =  = ⇔ 

= + =


1x 2
x 1x

1 y 1y 2
y

. 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai thaáy thoûa maõn. 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .     

 

24. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

 − + − =


+ = + − −

x 1 y 1 3

x y 5 x 1 y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 1,y 1. 



 Khi ñoù ñaët 
 = −


= −

u x 1

v y 1
 heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )22 2 2 2

u v 3u v 3 u v 3

u v 2 5 uv u v uv 3 u v 3uv 3

 + = + = + =  ⇔ ⇔  
+ + = + + − = + − =    

 

 

u v 3
uv 2
 + =

⇔ 
=

x 1 2

y 1 1u 2,v 1 x 5,y 2
u 1,v 2 x 2,y 5x 1 1

y 1 2

 − =
 − = = = = =⇔ ⇔ ⇔ = = = = − =


− =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )=x;y 2;5 ; 5;2 .            

25. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =

 + =

2 2x y xy 3xy 4 3

x y 2 2
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 0,y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )
+ − + = − − + = ⇔ 

 + + = + = − 

22
x y xy 3xy 4 3 8 2 xy xy 3xy 4 3

x y 2 xy 8 x y 8 2 xy
. 

 

 − + + = − + = − ⇔ ⇔ 
 + = − + = − 

3xy 32 xy 64 3xy 4 3 3xy 32 xy 64 4 3 3xy

x y 8 2 xy x y 8 2 xy
. 

 

 ≤
  + = =⇔ − + = − + ⇔ ⇔  

= = 
+ = −

xy 4
x y 4 x 2

3xy 32 xy 64 3xy 24 xy 48
xy 4 y 2

x y 8 2 xy

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 2;2 .       

26. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

 + + + =


+ + =

2 2x y x y 18
x x 1 y y 1 72

. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



 

( )
( )

2
x y x y 2xy 18

xy xy x y 1 72

 + + + − =


+ + + =

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

x y x y 18
xy

2

x y x y 18 x y x y 18
. x y 1 72

2 2

 + + + − =⇔   + + + − + + + −  + + + =     

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

4 3 2

x y x y 18
xy

2

x y 4 x y 31 x y 70 x y 0

 + + + − =⇔ 


+ + + − + − + =

 

 

x y 0 x 3,y 3
xy 9 x 3,y 3
x y 5 x 2,y 3
xy 6 x 3,y 2

x 4,y 3x y 7
x 3,y 4xy 12
x 4,y 2x y 2
x 2,y 4xy 8

 + =  = = − = − = − = 
  + = = = 
 = = = ⇔ ⇔  = = + =  = ==   = − = + = −   = = −= −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù taùm nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − − − − − −x;y 3; 3 ; 3;3 ; 4;2 ; 2; 4 ; 3;4 ; 4;3 ; 3; 4 ; 4; 3 . 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( )( )2

 + = + + + =  + = ⇔ 
+ + =  + =  

+ =

2

2 2 2

2 2

2

x x 12
x x y y 18 y y 6
x x y y 72 x x 6

y y 12

.     

27. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

  
+ + =  

 
   + + =   

 

2 2
2 2

1x y 1 5
xy

1x y 1 9
x y

 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

 + + + =+ + + = 
 ⇔ 

    + + + = + + + =        

2 2
2 2

2 2

1 11 1 x y 5x y 5 x yx y
1 1 1 1x y 9 x y 13

x y x y

. 

 


+ =  ±+ + + = + = = =  ⇔ ⇔ ⇔     ± + + = + = = =         + =

1x 3
x

1 1 1 3 5x y 5 y 2 x 1,yx y y 2
1 1 1 3 5x y 6 x 2 x ,y 1x y x 2

1y 3
y

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( )
   ± ±

=       
   

3 5 3 5x;y 1; ; ;1
2 2

.      

28. Giaûi heä phöông trình 


+ = +




+ =

y x 7 1
x y xy

x xy y xy 78

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: >xy 0 . 

 Töø phöông trình thöù hai suy ra + >x y 0 do ñoù > >x 0,y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( ) ( )
 ++  + = += + = +  ⇔ ⇔  

+ =+ =   + =

7 xyx y x y 7 xyx y 7 xy
xy xy

xy 7 xy 78xy x y 78
xy x y 78

.    

 

( )

 + = + = + =  + = = = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔  = = = + = −  + − =   = −

2

x y 13
x y 7 xy xy 6 x y 13 x 9,y 4

xy 36 x 4,y 9x y 6xy 7 xy 78 0
xy 13

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 4;9 ; 9;4 .     



29. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )
 + + + =

 − + + =


2 2 2 2

2 2 2 2

x xy y x y 185

x xy y x y 65
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( ) ( )

 + + =  + =   + =⇔ ⇔  
=− =   − + + = 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 x y x y 250 x y 5 x y 25
xy 1225 xy .5 65x xy y x y 65

. 

 

( )
 + =  = =
  = = = + − =  ⇔ ⇔ ⇔   = − = − + = − =   = − = − = 

2
x y 7 x 3,y 4
xy 12 x 4,y 3x y 2xy 25

x 3,y 4x y 7xy 12
x 4,y 3xy 12

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 3;4 ; 4;3 ; 3; 4 ; 4; 3 .     

 Caùch 2: Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( ) ( )+ + = − + ⇔ − = ⇔ =

22 2 2 2 465 x xy y 185 x xy y 4x 3y 0 y x
3

. 

 Thay =
4y x
3

vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc keát quaû töông töï.   

30. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ = +

5 5

9 9 4 4

x y 1

x y x y
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 ( )( ) ( )
 + = + =  = = ⇔ ⇔   = =+ = + + + =  

5 5 5 5

9 9 4 4 5 5 4 4

x y 1 x y 1 x 0,y 1
x 1,y 0x y x y x y x y x y 0

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 .    

31. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

3 3 3 3x x y y 17
x xy y 5

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( ) ( )
( )

 + − + + =


+ + =

3 3 3x y 3xy x y x y 17

x y xy 5
. 



 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

 

( ) ( ) − + = − − + − =⇔ 
+ =  + = 

33 3 3S 3SP P 17 S 3S 5 S 5 S 17
S P 5 S P 5

. 

 

( ) ( )   − + =− − + − =⇔ ⇔ 
+ = + = 

3 23 18S 90S 108 0S 3S 5 S 5 S 17
S P 5S P 5

. 

 

 =


=  + = = =⇔ ⇔ ⇔  = = = =  
 =

S 2
P 3 x y 3 x 1,y 2

xy 2 x 2,y 1S 3
P 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;2 ; 2;1 . 

32. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + + =


+ + + =

2 2

5 5

x xy y 3

x y 15xy x y 32
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( ) ( )

 + + = + + = ⇔ 
+ + + + + = + = 

2 2 2 2

55 5 2 2

x xy y 3 x xy y 3

x y 5xy x y x xy y 32 x y 32
. 

 ( )
 + =  + = =⇔ ⇔ ⇔  

= =+ − =  
2

x y 2 x y 2 x 1
xy 1 y 1x y xy 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .      

        
 
 

33. Giaûi heä phöông trình 


+ − = + −




− + + = + +

2 2

2 2

x y 1 1 1 1
y x xy x y

x y x xy y
x 1 y 1 xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )( )+ + ≠xy x 1 y 1 0 . 



 Khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

( )( ) + − + −  − + + ==  ⇔  − + − + + =+ = + + + +

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

x y 1 x y x y xy 1 x xy y 0
xy x y

x y x xy yx y x xy y
x 1 y 1 xyx 1 y 1 xy

. 

 Do ≠xy 0  neân + + >2 2x xy y 0 do ñoù heä töông ñöông vôùi: 

 

 = =
 ⇔ ⇔ − + + + − +

+ = = + + + + + 

2 2 2 2

xy 1 xy 1

x y x xy y 2xy x y x xy y
x 1 y 1 xy xy x y 1 xy

. 

 

 =  = − = −⇔ ⇔  = =+ = 
2 2

xy 1 x 1,y 1
x 1,y 1x y 2

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .    

34. Giaûi heä phöông trình 

 + = +

   

+ =   + +   

2 2

2 2

x y 1 xy

x y 1
y 1 x 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠ −x,y 1. 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:

 

 ( )( )

2 2

2

x y 1 xy

x y 2xy 1
y 1 x 1 x 1 y 1

 + = +

 

+ − = + + + +   

 ( )( )

2 2

22 2

x y 1 xy

x y x y 2xy 1
xy x y 1 x 1 y 1

 + = +
⇔   + + +

− = 
+ + + + +     

 ( )( )

2 2

2

x y 1 xy

1 xy x y 2xy 1
xy x y 1 x 1 y 1

 + = +
⇔  + + +

− = + + + + +  ( )( )

2 2x y 1 xy
2xy 0

x 1 y 1

 + = +


⇔  = + +

. 



 

 = − =
 = = + = ⇔ ⇔  = = −= 

= =

2 2
x 1,y 0
x 1,y 0x y 1
x 0,y 1xy 0
x 0,y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − −x;y 1;0 ; 1;0 ; 0; 1 ; 0;1 .      

35. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )


+ =
 + +


+ + =

2 2

2 2
x y 1

2y 1 x 1

x y 1 3xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠ − ≠ −x 1,y 1 . 

 Caùch 1:  

Ta coù 
( ) ( ) ( )( )

+ ≥ = =
+ + ++ ++ +

2 2

2 2
x y 2xy 2xy 1

xy x y 1 2x 1 y 1y 1 x 1
. 

 Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
 + + =  = =
 ⇔ = = − = − + + 

x y 1 3xy x 1,y 1
x y 1 1x ,y

y 1 x 1 3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 
= − − 
 

1 1x;y ; ; 1;1
3 3

. 

 Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  

( )( )
2

x y 2xy 1
y 1 x 1 2x 1 y 1

x y 1 3xy

  − + =  + + + +  
+ + =  

 

2
x y 2xy 1

y 1 x 1 xy x y 1 2

x y 1 3xy

  − + =  ⇔ + + + + +  
+ + =  

2
x y 0

y 1 x 1

x y 1 3xy

  − =  ⇔ + +  
+ + =

 

 

x y x 1,y 1
y 1 x 1 1 1x ,y
x y 1 3xy 3 3

  = == ⇔ ⇔+ +  = − = − + + = 

. 



36. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) + + + =


+ = −
+ +

2 2

2 2

xy 3 x y 8

x y 1
4x 1 y 1

.  

 Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) + + = −+ + + + =  ⇔ + = − + = − 
+ + + +

2 22 2 2 2

2 2 2 2

x 1 y 1 8xyx y x y 8xy 9 8
x y 1 x y 1

4x 1 y 1 4x 1 y 1

 

 

⇔ 


=

 +   = ± = −= −    = −+ + +   ⇔ ⇔   = − + = − = −  + +  + = ± 
 =
 +

2

22 2

2 2 2

2

x 1
4x 1

y 1x y 1 x 2 3.
28 y 1y 1x 1 y 1

x y 1 x 1x 1
4 2x 1 y 1 x 1 y 2 3

y 1
4y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − ± ± −x;y 1;2 3 ; 2 3; 1 . 

37. (VMO 2009) Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )


+ =

+ + +


− + − =

2 2

1 1 2
1 2xy1 2x 1 2y

2x 1 2x y 1 2y
9

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≤ ≤
10 x,y
2

. 

 Xuaát phaùt töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  

2

2 2

1 1 4
1 2xy1 2x 1 2y

 
 + =
  ++ +   

 ( )( )2 2 2 2

1 1 2 4
1 2xy1 2x 1 2y 1 2x 1 2y

⇔ + + =
++ + + +

 



 ( )( )
⇔ + − + − =

+ ++ + + +
2 2 2 2

1 1 2 2 2 0
1 2xy 1 2xy1 2x 1 2y 1 2x 1 2y

. 

 

( ) ( )
( )( )( )

( )
( ) ( )( )

2

22 2

2

2 2

2 x y 2xy 1

1 2xy 1 2x 1 2y

4 x y
0 (1)

1 2xy 1 2xy 1 2x 1 2y

− −
⇔

+ + +

− −
+ =

 + + + + + 
 

. 

 Do 
 

∈ 
 

1x,y 0;
2

neân veá traùi cuûa (1) luoân nhoû hôn hoaëc baèng 0 do ñoù daáu baèng 

xaûy ra khi vaø chæ khi =x y .              
 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) 21 1 9 73x 1 2x 2x x 0 x

9 81 36
±

− = ⇔ − + = ⇔ =

 

 
( ) 9 73 9 73x;y ;

36 36

 ± ±
⇒ =   

   
(thoûa maõn ñieàu kieän). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( )
   + + − −

=       
   

9 73 9 73 9 73 9 73x;y ; ; ;
36 36 36 36

. 

38. Giaûi heä phöông trình 


+ = + + +


+ − + − = + −

2 2

1 1 2
1 x 1 y 1 xy

1 1 x . 1 1 y x y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≤ ≤xy 0, x 1, y 1 . 

Bieán ñoåi phöông trình ñaàu tieân cuûa heä töông töï baøi treân suy ra =x y . 
Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )+ − = − ⇔ − = − ⇔ = ⇒ =2 21 1 x 2x 1 1 x 2x 2 x 1 x;y 1;1 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: ( ) ( )=x;y 1;1 .     

39. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + + = −

 − + = −

22 2

2 2

x xy y 19 x y

x xy y 7 x y
. 



Lôøi giaûi 
 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

 − + = − = − ⇔ 
 − + = − − = − 

2 2 2

2 2

x y 3xy 19 x y xy 6 x y

x y xy 7 x y 7 x y 7 x y
. 

 

 − =
 = =

= ⇔ ⇔ = = − =  = − = −  =

x y 0
x 0,y 0

xy 0
x 3,y 2

x y 1 x 2,y 3
xy 6

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 3;2 ; 2; 3 .          

40. Giaûi heä phöông trình 


+ = −




+ + = −

2 2

2 2

1 1 3 xy
x y

1 1 3x y 27
xyx y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )

 + = − + = − 
 ⇔ 

+  +  − − = −+ − = −   

2 2 22 2 2

1 1 1 13 xy 3 xyx y x y

2 3x y 21 1 2 3x y 2 3 xy 77
xy xyx y xy xy

. 

 

 + =
 + = − =  = ⇔ ⇔ ⇔  = + =  − + =   =

2 2

x y 2
1 1 3 xy xy 1 x 1x y

y 1x y 2
x y 3xy 2 0

xy 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .        

 

41. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )

 + + + =

 + + + = + +

2 2

3 3 2 2

4x 3y 4y 3x 25xy 12

x y 2xy x y x xy y
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( )( )
( )( ) ( )

2 2

2 2 2 2

4x 3y 4y 3x 25xy 12

x y x xy y 2xy x y x xy y

 + + + =


+ − + + + = + +
  

 

( )( )
( )( )

2 2

2 2

4x 3y 4y 3x 25xy 12

x y 1 x xy y 0

 + + + =⇔ 
+ − + + =



. 

 

( )( ) + + + + =⇔ 
 + =

2 2 3 34x y 9xy 12 x y 25xy 12

x y 1
. 

 

( ) ( )  + + + + − + =  ⇔   
 + =

22 24x y 9xy 12 x y x y 3xy 25xy 12

x y 1
  

 

( )( ) + + − + =  − + =⇔ ⇔ 
+ = + =

2 2 2 24x y 9xy 12 1 3xy 25xy 12 4x y 2xy 12 12
x y 1x y 1

. 

 

 =
  = = − + = ⇔ ⇔ ⇔=   = =+ = 
 + =

2 2
xy 0

x 0,y 14x y 2xy 12 12 1xy
x 1,y 02x y 1

x y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 .       

42. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 + + =


+ + + =
2 2

3x y x 3y xy 14

x y x 14xy y 36
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥xy 0 . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
( )( )

( )

( ) ( )

  + + = + + =   ⇔ 
 + + + =  + + + =    

22 2

22 2

3 x y 4xy xy 143x 10xy 3y xy 14

x y x 14xy y 36 x y x y 12xy 36
. 

 Ñaët 
 = +


=

S x y

P xy
 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:

( )
( )

 + =


+ =


2 2

2 2

3S 4P P 14

S S 12P 36
. 

 Ñaây laø heä ñaúng caáp nhaân cheùo theo veá ta ñöôïc: 



  ( ) ( ) ( )( )+ = + ⇔ − − + =2 2 2 2 2 218 3S 4P P 7S S 12P S 6P 7S 12SP 12P 0 . 

 

( )
 =    ⇔ − − + = ⇔ =       =

2
2

S 0
6 48S 6P 7 S P P 0 P 0
7 7

S 6P

. 

 Chæ coù nghieäm =S 6P thoûa maõn. 

 Khi ñoù ( ) ( )
 = = =  ⇔ ⇔  + = + = =    

2 2 2 2

S 3S 6P S 6P
1S S 12P 36 6P 36P 12P 36 P
2

. 

 

 + = + = = − = + ⇔ ⇔ ⇔  
= =   = + = −  

3 3x y 3 x y 3 x 2,y 2
2 2

1 1 3 3xy xy x 2,y 22 4 2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( )    
= − + + −   
   

3 3 3 3x;y 2; 2 ; 2; 2
2 2 2 2

. 

43. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 + + =


− + + =
2 2

3x y x 3y xy 35 2

x y x 14xy y 33
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥xy 0 .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( )( )

( )

( ) ( )

  − + = + + =   ⇔ 
 − + + =  − − + =    

22 2

22 2

3 x y 16xy xy 35 23x 3y 10xy xy 35 2

x y x 14xy y 33 x y x y 16xy 33
.   

44. Giaûi heä phöông trình 
 + + + + =


− = + + +
2 2 2 2

1 xy 1 x y 2

x y xy x y x y
. 

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ − + ≥ −xy 1,x y 1 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )( )
 + + + + = + + + + = ⇔ 

+ − + + + =− = + − + + 
22 2

1 xy 1 x y 2 1 xy 1 x y 2

x y xy x y xy 1 0x y xy x y 2xy x y
. 



 

1 xy 1 x y 2 x y 1 1 x y 2
x y xy 0 x y xy 0

 + + + + = + + + + + = ⇔ ⇔ 
+ − = + − =    

 

x y 0 x 0
xy 0 y 0
 + = =

⇔ ⇔ 
= = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 0;0 .       

45. Giaûi heä phöông trình 


+ =

+ + +

 + = − −

2 xyx y
y 1 x 1 xy 1

1 1 2
x 1 y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: > >x 1,y 1. 
 Xuaát phaùt töø phöông trình ñaàu tieân cuûa heä suy ra =x y . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )= ⇔ = ⇒ =
−

2 2 x 2 x;y 2;2
1 x

. 

 Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất ( ) ( )=x;y 2;2 . 

46. Giaûi heä phöông trình:
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

 + + =
 − −− − − −

 + =

− − − −


2 22 2

2 2 2 2

x y 2 2

1 x 1 y1 x 1 y 1 y 1 x

x y 1

1 x 1 y 1 x 1 y

 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: − < < − < <1 x 1, 1 y 1 . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: − + − =2 2x 1 y y 1 x 1 . 
 Söû duïng baát ñaúng thöùc Bunhiacopski vaø Coâ si ta coù: 

 
( )( ) + + − −

− + − ≤ + − − ≤ =
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 x y 2 x yx 1 y y 1 x x y 2 x y 1
2

. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 


= ⇔ = = ±− −


+ =

2 2

2 2

x y
2x y1 y 1 x

2
x y 1

. 

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù nhaát chæ coù nghieäm = =
2x y

2
thoûa maõn. 



 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 

=   
 

2 2x;y ;
2 2

.           

47. Giaûi heä phöông trình ( )
( )

 +
= −

+ +



+ − = +


4 4

4

xyx y 3
x y 8x y

1 1 3 2 x y
x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: > >x 0,y 0 . 

 Ta có: 
( )

( )
( )

( )

( )

 + 
  ++  ≥ ≥ =

+ + +

22

22 24 4

4 4 4

x y
2x yx y 1

8x y 2 x y 2 x y
. 

 Maët khaùc: 
( )
+

− ≤ − =
+ +
xy 3 x y 3 1

x y 8 8 82 x y
. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi =x y . 
 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )− = ⇔ − = ⇔ + =

2 3 4x 2 3 x 4x x x 4x 3 2
x

. 

 
( ) ( )( )⇔ + = ⇔ − + + = ⇔ = ⇒ =

2 2 1 1x 4x 3 4 4x 1 4x 7x 4 0 x y
4 4

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1 1x;y ;
4 4

. 

48. Giaûi heä phöông trình 
( ) +

− + + + =



+ = −

2 2x y 22 xy x y x y 0
xy xy

x y 3 xy 2

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: > >x 0,y 0 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

   + − =  + =  + − =   ⇔ ⇔    = −  + = − + = −

2 1 11 1 xy 0 x y xy xyxy 0
x yx y

xy xy 3 xy 2
x y 3 xy 2x y 3 xy 2

. 



 
( ) ( )
 + =  + = ⇔ ⇔ 

=− + = 

2

x y xy xy x y 1

xy 1xy 1 xy 2 0
  

 

(Heä voâ nghieäm do + ≥ = >x y 2 xy 2 1). 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 

49. Giaûi heä phöông trình 
( )  − − + + + =   
 + + =

2 2 2

2 2

x y x 2xy y 3 1 3

x xy y 2
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
( ) ( )  

− − + + =  
  
 + + =

2 2

2 2

x y x y 3 1 3

x xy y 2

 

 

( ) − =⇔ 
 + + =

2

2 2

x y 1

x xy y 2

2 2

2 2 2 2

1xyx 2xy y 1 3
5x xy y 2 x y
3


= − + = ⇔ ⇔ 

+ + =  + =


.

 

 

( )

 − + +
= =


 + − +== = =  ⇔ ⇔ ⇔   + − + − = + = ±  = − =   
 − + = = −


2

3 21 3 21x ,y
6 6

11 3 21 3 21xyxy x ,y33 6 6
5 7 3 21 3 21x y 2xy x y x ,y3 3 6 6

3 21 3 21x ,y
6 6

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) 3 21 3 21 3 21 3 21x;y ; ; ; ;
6 6 6 6

   − + + + − +
=       
     

3 21 3 21 3 21 3 21; ; ;
6 6 6 6

   + − − +
− −      
     

 
Nhaän xeùt: Phöông trình ñaàu töông ñöông vôùi ( )− =

2
x y 1 ñöôïc suy ra töø tính 

ñoàng bieán cuûa haøm soá ( )= + +f(x) x x 3 1 treân  (xem theâm kyõ thuaät söû 



duïng haøm soá trong giaûi heä phöông trình).  Ñeå taïo ra caùc heä phöông trình khoù 
hôn ta ta thay phöông trình thöù hai vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )  − − + + + + + − + = 
 

 + + =

2 2 2 2 2

2 2

x y x 2xy y 3 m x xy y 2m 1 3

x xy y 2
. 

 Choïn =m 2 ta coù baøi toaùn. 

50. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

 − + − = −

  

 + + =
  + + 

x 1 y 1 2 xy 1

1 1x y 2
x 3y y 3x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : ≥ ≥x 1,y 1. 

 Ta coù: 
yx 1 x x y 1 1 2y;

2 x y x 3y 2 2 x 3yx 3y x 3y

   +
≤ + ≤ +   + + ++ +   

 

 

x y 1 x x 3y 1 1 x 3
2 x y x 3y 2 2 x y 2x 3y

+    +
⇒ ≤ + + = +   + + ++    

. 

 Töông töï ta coù: 
+  

≤ + ++  

x y 1 y 3
2 x y 2y 3x

. 

 Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân suy ra : 

( )   + + + ≤ + =   ++ +   

1 1 1 x yx y 3 2
2 x yx 3y y 3x

. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi =x y . 

 Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( )( )222 x 1 2 x 1 x 1 x 1 x 1 x 2 0 − = − ⇔ − = − ⇔ − − = 

   

 

x 1 x 1,y 1
x 2 x 2,y 2
 = = =

⇔ ⇒ = = = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;1 ; 2;2 .  



51. Giaûi heä phöông trình 


+ =


       + + + =        

3 33 3

1 1 9
x y

1 1 1 11 1 18
y yx x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : ≠xy 0 . 

 Tröôùc tieân khöû caên cho ñôn giaûn ta ñaët = =
3 3

1 1u ,v
yx

. 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )( )( )

( ) ( )
( )( )

 + = + − + = ⇔ 
+ + + = + + + + =  

33 3u v 9 u v 3uv u v 9
u v u 1 v 1 18 u v uv u v 1 18

. 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

3

3

u v 9
uv

3 u v

u v 9
u v u v 1 18

3 u v

 + − = +⇔   + −  + + + + =  +   

( )
( )

( ) ( ) ( )

3

3 2

u v 9
uv

3 u v

u v 3 u v 3 u v 63 0

 + − = +⇔ 

 + + + + + − =

 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

 + − =  + = +⇔ ⇔ 
=  + − + + + + =  

 

3

2

u v 9
uv u v 33 u v

uv 2
u v 3 u v 6 u v 21 0

. 

 


=

  =   =  =   = =  ⇔ ⇔ ⇔  = =     ==    = =

3

3

3

3

1 1
x x 1

1 12 yyu 1,v 2 8
u 2,v 1 11 x2

8x
y 11 1

y

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
=    
   

1 1x;y 1; ; ;1
8 8

.  



52. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) ( ) + + + = +

 + + =

2 2

x 7y x y 7x y 8 2xy x y

x y 2xy 8
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : ≥ ≥x 0,y 0 . 
 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  ( ) ( )+ + + = +x x y y 7 xy x y 8 2xy x y . 

 ( )( ) ( ) ( )⇔ + − + + + = +x y x xy y 7 xy x y 8 2xy x y . 

 
( )( ) ( )( )⇔ + − = + − −

2
x y x y 8 xy 2 x y x y . 

 
( )( ) ( )

( )
−

⇔ + − =
+ + +

2
2 x y

x y x y 8 xy.
2 x y x y

. 

 
( ) ( ) ( )( ) ⇔ − + + + + − =  

2
x y x y 2 x y x y 8 xy 0 (1) . 

 Ta có: ( ) ( )( )x y 2 x y x y 8 xy+ + + + −

 

      

( )( )
( ) ( )2 2

x y x y x y 8 xy

2 x y 8 xy 2 x y 0

≥ + + + + −

= + − = − ≥
. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chi khi =x y do ñoù ⇔ =(1) x y . 
 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

 + = ⇔ = ⇔ = ⇒ =2 22x 2x 8 2 2x 8 x 2 2 y 2 2 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 2 2;2 2 .              

53. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) + − + + =



 + =


2 2

3 3

3 x y 2 x y xy 15

25x y
4

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

( ) ( )

( ) ( )

  + − − + + =   

 + − + =


2

3

3 x y 2xy 2 x y xy 15

25x y 3xy x y
4

. 



 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) ( )  − − − − + = = ⇔ 
− − − = − = 

2
2

23 3

3S 2S 153 S 2P 2 S P 15 P
8

25 3S 2S 15 25S 3SP S 3S.4 8 4

. 

 

( )( )( )


= = −

 − −
= ⇔ ⇔ = = 

 − − + =  = − =

2

7S 1,P
43S 2S 15P 265S 10,P8
8

S 1 S 10 S 5 0 35S 5,P
4

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm = = −
7S 1,P
4

. 

 

 + − = + = = =  ⇔ ⇔  = − = − − +   = =


1 2 2 1 2 2S 1 x y 1 x ,y
2 2

7 7P xy 1 2 2 1 2 24 4 x ,y
2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( )
   + − − +

=       
   

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

54. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + + + + = +



+
− =

2 2 2 2x y x xy y x y
2 3

3 x y
2xy 5

2

.  

Lôøi giaûi 
 Ñeå heä phöông trình coù nghieäm ta phaûi coù + ≥x y 0 .  

 Ta coù:

 + + ≥


 + + +

≥


2 2

2 2

x y x y
2 2

x xy y x y
3 2

. 

  Daáu baèng xaûy ra ⇔ =x y . Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 



2
x 1 x y 1

2x 3x 5 5 5x x y
2 2

 = − = = −
 − = ⇔ ⇒ = = =
  

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát : 

( ) 5 5x;y ;
2 2

 
=  
 

. 

55. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( )( )
 + + = −


+ + = −


2 2

2 2

x 1 y 1 9xy

x 1 y 1 10xy
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :  

  

( )( )
( )( )

≠

  + +
 + + = −   + + + + = −      ←→ 

+ + = −  + + = −


2 2
2 2

xy 0
2 2 2 2

x 1 y 12 2 9x 1 2x y 1 2y 9xy x y

x 1 y 1 10xy x 1 y 1. 10
x y

. 

56. Giaûi heä phöông trình 
 + = +

 + + + =

2 2

x y xy xy

1 3x 1 3y 4xy
. 

Lôøi giaûi 
  Ñieàu kieän ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ ≥xy 0 x y 0 x 0;y 0 . 
 Nhaän thaáy =xy 0  khoâng laø nghieäm cuûa heä neân > >x 0;y 0 . 
 Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù 

 

+
+ = + ≤ + ⇒ + ≤ ⇒ + ≤

x y 1 1x y xy xy xy x y 2xy 2
2 x y

 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä : 

 
( ) ( )( )  = + + + ≤ + + + +      

2
2 2 2 2 2 21 116x y 1 3x 1 3y y 1 3x x 1 3y

y x
. 

         
( )( ) ( ) 

= + + + ≤ + = + ⇒ ≤ 
 

2 21 1 x y 1 3xy 2.2xy 1 3xy 4xy 12x y xy 1
y x

. 

 Laïi coù ≥ + ≥ ⇒ ≥2xy x y 2 xy xy 1. 

 Nhö vaäy taát caû caùc baát ñaúng thöùc treân phaûi xaûy ra daáu baèng, ñieàu naøy töông 
ñöông vôùi = =x y 1. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 



Chuû ñeà 3. HEÄ PHÖÔNG TRÌNH ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI II 
 Noäi dung chuû ñeà naøy toâi ñeà caäp ñeán phöông phaùp chung ñeå giaûi moät baøi toaùn 

heä phöông trình ñoái xöùng loaïi II vaø moät soá heä phöông trình coù caùch giaûi 
töông töï. Moät soá heä ñöa ñöôïc veà heä ñoái xöùng loaïi II baèng phöông phaùp ñaët 
aån phuï vaø öùng duïng heä phöông trình ñoái xöùng loaïi II trong baøi toaùn giaûi 
phöông trình voâ tyû. 

A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

 Heä ñoái xöùng loaïi II laø heä coù daïng:
 =


=

F(x,y) 0
F(y,x) 0

. 

 Trong ñoù F(x,y) laø moät ña thöùc khoâng ñoái xöùng.  

 Hay caùch khaùc heä ñoái xöùng loaïi II laø heä maø khi ta ñoåi vai troø x,y cho nhau 

thì phöông trình naøy chuyeån thaønh phöông trình kia. 

 Ví duï: Heä phöông trình 
 = +


= +

3

3

3x 2y 1

3y 2x 1
. 

  Khi thay y  bôûi x  thì phöông trình thöù hai trôû thaønh = +33x 2y 1 ñaây 

chính laø phöông trình thöù nhaát cuûa heä. 
 Phöông phaùp chung.  
 Tröø theo veá hai phöông trình trong heä ta ñöôïc moät nhaân töû chung ( )−x y  

nhoùm laïi ñöa veà phöông trình tích vaø sau ñoù xeùt hai tröôøng hôïp 

 
( ) ( ) ( )

 =
− = − = ⇔ 

=

x y
F(x,y) F(y,x) x y f x,y 0

f x,y 0
. 

 Vieäc tröø theo veá thöôøng söû duïng caùc haèng ñaúng thöùc hoaëc nhaân lieân hôïp 
(neáu chöùa daáu caên). 

( )( )
( )( )

− = − +

± = ± +

−
− =

+
±

± =
+





2 2

3 3 2 2

3 3
3 332 2

a b a b a b

a b a b a ab b

a ba b
a b

a ba b
a ab b

. 

 



 TH1: Neáu =y x thay vaøo moät trong hai phöông trình cuûa heä tìm ñöôïc 
nghieäm. 

 TH2: Neáu =f(x,y) 0 ta coù caùc höôùng xöû lyù nhö sau: 

 - Neáu f(x,y) coù daïng baäc nhaát hoaëc ruùt ñöôïc y theo x hay x ruùt ñöôïc theo 
y thöïc hieän pheùp theá vaøo moät phöông trình cuûa heä tìm ra nghieäm. 

 - Neáu f(x,y) coù daïng baäc cao chuù yù f(x,y) vaø +F(x,y) F(y,x) laø caùc ña 

thöùc ñoái xöùng ta ñöa veà giaûi heä phöông trình: 
 =


+ =

f(x,y) 0
F(x,y) F(y,x) 0

ñaây laø heä 

ñoái xöùng loaïi I ñaõ bieát caùch giaûi.            
 Chuù yù:Neáu heä phöông trình bao goàm caùc haøm daïng ña thöùc, caên thöùc, haøm 

muõ vaø Logarit, löôïng giaùc sau khi tröø theo veá hai veá moät phöông trình 
daïng =g(x) g(y) , trong ñoù g(t)  laø moät haøm ñôn ñieäu thì chuùng ta söû duïng 
tính chaát cuûa haøm soá ñeå chæ ra raèng =x y . 

 Ví duï:Heä phöông trình 
 = +


= +

2

2

2x y 1

2y x 1
. 

 Tröø theo veá ta ñöôïc ( )− = − ⇔ + = + ⇔ =2 2 2 22 x y y x x 2x y 2y g(x) g(y) . 

 Trong ñoù = +2g(t) t 2t  laø haøm ñoàng bieán treân ) +∞0; . Töø ñoù suy ra =x y . 

A. BAØI TAÄP MAÃU 
 DAÏNG 1: GIAÛI HEÄ PHÖÔNG TRÌNH 

Baøi 1.Giaûi heä phöông trình 
 − =


− =

2

2

x 4x 3y

y 4y 3x
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )− − + = − ⇔ − + − − =2 2x y 4x 4y 3y 3x x y x y x y 0 . 

 
( )( )  =

⇔ − + − = ⇔  = −

x y
x y x y 1 0

y 1 x
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

 =


= = − = ⇔ − = ⇔ ⇒ =  = 
 =

2 2

x 0
y 0x 0

x 4x 3x x 7x 0
x 7 x 7

y 7

. 



 TH2: Neáu = −y 1 x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )

 −
 = +−  == − = − ⇔ − − = ⇔ ⇒  + += =


− =

2 2

1 13x
2

1 131 13 yx
22x 4x 3 1 x x x 3 0

1 13 1 13x x
2 2

1 13y
2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )
   − + + −

=       
   

1 13 1 13 1 13 1 13x;y 0;0 ; 7;7 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 = +


= +

3 2 2

3 2 2

3x x 2y

3y y 2x
. 

Lôøi giaûi 
 Töø hai phöông trình cuûa heä suy ra heä coù nghieäm khi ≥x,y 0 . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä, ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )− = − − ⇔ − + + + + =3 3 2 2 2 23 x y x y x y 3 x y xy x y 0 .

 

 ( )
 =
⇔

+ + + + =
2 2

x y

3 x y xy x y 0
.

 

 Neáu =x y , khi ñoù ta ñöôïc heä 
 =  = = ⇔  = == + 

3 2 2

x y x y 0
x y 13x x 2y

. 

 Neáu ( )+ + + + =2 23 x y xy x y 0 , khi ñoù ta coù heä ( ) + + + + =

 = +

2 2

3 2 2

3 x y xy x y 0

3x x 2y
. 

 Töø ≥x 0 suy ra ñeå heä coù nghieäm thì phöông trình thöù nhaát phaûi coù nghieäm, 
suy ra ≤y 0 . Do ñoù = =x y 0 , thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x,y 0,0 ; 1,1 . 



Baøi 3. Giaûi heä phöông trình (TSÑH Khoái B 2003)

 +
=




+ =


2

2

2

2

y 23y
x

x 23x
y

. 

Lôøi giaûi 
 Heä coù nghieäm khi > >x 0,y 0  khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi 

  

( )( ) − + + =  == +  ⇔ ⇔  
= += + = +   

2 2

2 22 2 2 2

x y 3xy x y 0 x y3x y y 2
3xy x 23y x x 2 3xy x 2

. 

 

( )( ) = − + + = ⇔ ⇔ ⇔ = = 
− − =  =

2

3 2

x y x 1 3x 2x 2 0
x y 1

3x x 2 0 x y
. 

 Vaäy: heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 Nhaän xeùt: Ñoái vôùi heä coù daïng phaân thöùc tröôùc tieân ta bieán ñoåi ñöa veà daïng 
ña thöùc vaø ñieàu kieän coù nghieäm cuûa heä phöông trình giuùp ta xöû lyù baøi toaùn 
nhanh goïn hôn. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =

2 3

2 3

x y x

y x y
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( )( )− + − = − ⇔ − − − + = − + +2 2 3 3 2 2x y y x x y x y x y x y x y x xy y . 

 
( )( )  =

⇔ − + + + + − = ⇔ 
+ + + + − =

2 2
2 2

x y
x y x xy y x y 1 0

x xy y x y 1 0
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )

 
 = = =
 

− − − + = ⇔ − − = ⇔ = ⇒ = = 
 

+ + + = = =  

2 3 2

x 0 x 0,y 0

1 5 1 5 1 5x x x x x x 1 0 x x ,y
2 2 2

1 5 1 5 1 5x x ,y
2 2 2

. 

 TH2: Neáu + + + + − =2 2x xy y x y 1 0 . 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: + + + = +2 2 3 3x y x y x y . 



 Ta coù heä phöông trình: 
 + + + = +


+ + + + − =

2 2 3 3

2 2

x y x y x y

x y xy x y 1 0
. 

 

( ) ( ) ( )
( )

 + − + = + − + +⇔ 
 + − + + − =

3 2

2

x y 3xy x y x y 2xy x y

x y xy x y 1 0
.  

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( )

 = + − − = − + ⇔ 
− + − = − + − +− + − =  

23 2

3 2 2 22

P S S 1S 3SP S 2P S
S 3S S S 1 S 2 S S 1 SS P S 1 0

. 

 

 = + −⇔ 
+ − + =

2

3 2

P S S 1

2S 2S 4S 2 0 (1)
. 

 Maët khaùc: ( )≥ ⇔ ≥ + − ⇔ + − ≤ ⇔ − ≤ ≤2 2 2 2 2S 4P S 4 S S 1 3S 4S 4 0 2 S
3

. 

 Khi ñoù: + − + > ∀ ≥ − ⇒3 22S 2S 4S 2 0, S 2 (1) voâ nghieäm. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( )
   − − + +

=       
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y 0;0 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 


+ =



 + =


2

2

32x y
x
32y x

y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≠x,y 0 .  

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc + = + >
2 2

1 1x y 0
x y

. 

 Khi ñoù tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

 
( ) ( ) ( ) +

 − = − ⇔ − + = ⇔ =
 
 

2 2 2 2

3 x y3 32 x y x y 2 0 x y
x y x y

. 



 Vì vaäy ta coù heä phöông trình 
 =
 ⇔ = = + =


2

x y
x y 132x y

y

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( )
( )( ) ( )
 − + = +


− + = +


2 2

2 2

x 1 y 6 y x 1

y 1 x 6 x y 1
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi
 + − − = +


+ − − = +

2 2 2

2 2 2

xy 6x y 6 yx y

yx 6y x 6 xy x
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

 
( )( )  =

− + − + = ⇔  + − + =

x y
x y x y 2xy 7 0

x y 2xy 7 0
. 

 TH1 : Neáu =x y khi ñoù ta coù heä phöông trình : 

 

 = =  = = ⇔ ⇔   = =+ − − = + − + =   
2 2 2 2

x y x y x y 2
x y 3xy 6x y 6 yx y x 5x 6 0

. 

 TH2: Neáu + − + =x y 2xy 7 0 , khi ñoù coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta 

ñöôïc: ( )+ − + + =2 2x y 5 x y 12 0 . 

 Töø ñoù ta coù heä: ( ) ( ) ( ) + − + + =  + − + − + =⇔ 
+ − + =  + − + = 

22 2x y 5 x y 12 0 x y 5 x y 2xy 12 0
x y 2xy 7 0 x y 2xy 7 0

 

 Ñaët ( ) = +
≥

=
2S x y

, S 4P
P xy

.  

 Khi ñoù heä phöông trình treân trôû thaønh:  

 

 − + =  = = − − + = ⇔ ⇔  + = =− + = =  

2
2 S 6S 5 0 S 1,P 4S 5S 2P 12 0

S 7 S 5,P 6S 2P 7 0 P
2

. 

 Ñoái chieáu ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm 
  = + = = =

⇔ ⇔  = = = =  

S 5 x y 5 x 2;y 3
P 6 xy 6 x 3;y 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )2,2 ; 3,3 ; 3,2 ; 2,3 . 



 Nhaän xeùt: Vieäc laáy toång hai phöông trình cuûa heä ñöa veà moät ña thöùc ñoái 
xöùng raát coù yù nghóa khi ta thöïc hieän tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä maø 
phöông trình luùc sau khoù xöû lyù. Ñaây laø moät kinh nghieäm quyù baùu khi giaûi heä 
ñoái xöùng loaïi II. Phaàn baøi taäp reøn luyeän toâi coù ñöa ra moät soá baøi taäp cuøng 
daïng naøy cho baïn ñoïc reøn luyeän. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 


− + =



 − + =


2
2

2

2
2

2

3 y 7xx y
2 2yx
3 x 7yy x
2 2xy

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 


+ + = +



 + + = +


2
2

2

2
2

2

y 7x 7yx 2y
2y 2x

x 7y 7xy 2x
2x 2y

. 

 

    + = +      

   

+ = +   
   

2

2

y 7 xx y
x 2 y

x 7 yy x
y 2 x

. 

 Ñaët = + = +
y xu x ,v y
x y

heä phöông trình trôû thaønh: 

 


+ =  = − = −   = = + = = ==      ⇔ ⇔ ⇔   = = = = =  + =     = =  + = 

2

2

yx 0 x 1,y 1x
5 5x7 x ,yy 0u 0,v 0u v 2 2y2

7 7 37 u ,v x 3,yy 7v u x2 2 22 x 2 3x ,y 3x 7y 2
y 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laø: ( ) ( )      
= − −      

     

5 5 3 3x;y 1; 1 ; ; ; 3; ; ;3
2 2 2 2

. 



 Nhaän xeùt:Vôùi daïng heä ñoái xöùng loaïi II bieåu thöùc phöông trình coù daïng phöùc 
taïp hoaëc baäc cao caàn chuù yù bieán ñoåi phöông trình ñöa veà heä ñôn giaûn hôn.        

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
 + + − =


+ + − =

x 5 y 2 7

y 5 x 2 7
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≥ ≥x 2,y 2 . 
 Nhaän thaáy =x 2 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt >x 2 khi ñoù tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

  + − + + − − − =x 5 y 5 y 2 x 2 0 . 

 
( )

 
 ⇔ − − = ⇔ =
 + + + − + − 

1 1x y 0 x y
x 5 y 5 x 2 y 2

,  

 do
 

− <
+ + + − + −

1 1 0
x 5 y 5 x 2 y 2

. 

 Vì vaäy ta coù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

  

x y x y

x 5 y 2 7 x 5 x 2 7 (1)

 = = ⇔ 
+ + − = + + − = 

 

 

 =⇔ 
+ − = −

2

x y

x 3x 10 23 x

 =


⇔ ≤ ⇔ = =
 + − = − +

2 2

x y
x 23 x y 11

x 3x 10 529 46x x

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 11;11 . 

 Nhaän xeùt: Phöông trình (1)  coù theå chæ ra nghieäm duy nhaát baèng phöông phaùp 

haøm soá (xem cuoán phöông trình, baát phöông trình voâ tyû cuøng taùc giaû) vaø moät 
heä ñôn giaûn nhö naøy ta coù theå tieáp caän vôùi 10 lôøi giaûi khaùc nhau. Ñöa ra cho 
caùc baïn tìm toøi. 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

 − − = −

 − − = −

2 2 2

2 2 2

x 1 x 1 y x y

y 1 x 1 y y x
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ( )( )− − ≥2 21 x 1 y 0 . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



  
( ) ( )( )− − − = − + −2 2 2 2x y 1 x 1 y x y x y . 

 

( ) ( )( ) ( )( )
 =

  ⇔ − − − − − − = ⇔   − − = + + 


2 2
2 2

y x
x y 1 x 1 y 1 x y 0

1 x 1 y 1 x y
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )− = − ⇔ − − + =
22 2 2x 1 x x x x 1 x 1 x 0 . 

 

 =  = = =⇔ ⇔ ⇒ − − + = = = =  
2

x 0 x 0 x 0,y 0
1 x 1 x 0 x 1 x 1,y 1

. 

 TH2: Neáu ( )( )− − = + +2 21 x 1 y 1 x y
 
thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä 

ta ñöôïc: 

  ( )+ + = − ⇔ + + =2 2 2x 1 x y x y x xy y 0 . 

 

  =  + =⇔ + + = ⇔ ⇔   =   =

2
2

y x 0x 0y 3x y 0 22 4 y 0y 0
. 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;0 ; 1;1 .  

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =

 + + + =

2 2

2 2

x 1 y y 1 x 2

x 1 x y 1 y 2
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  + − + + + − + =2 2 2 2x 1 y x 1 x y 1 x y 1 y 0 . 

 
( )

 =  =  ⇔ − + − + = ⇔ ⇔    = − + = + 

2 2
2 2

x y y x
x y 1 y 1 x 0

y x1 x 1 y
. 

 TH1: Neáu = −y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 + − + =2 2x 1 x x 1 x 2 (voâ nghieäm). 
 TH2: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

−
+ + + = ⇔ + = ⇔ =2 2 2 5 1x 1 x x 1 x 2 x 1 x 1 x

2
 



 
( )

 − − ⇒ =
 
 

5 1 5 1x;y ;
2 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 − − =
 
 

5 1 5 1x;y ;
2 2

. 

Baøi 11.Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

( )
( )


+ + + = + +

 +

 + + + = + +

+

2

2 2

2

2 2

1 14 1 5y y 2 y 1
x x 1

1 14 1 5x x 2 x 1
y y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: >x,y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )


  + − + + = + + + +  + + 


  
 + − + + = + + + + + +  

2

2

1 1 24 1 5y y 4 y 1 4 y y 1
x x 1 x x 1

1 1 24 1 5x x 4 x 1 4 x x 1
y y 1 y y 1

. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )


      + = + +   + = + +    + +     ⇔ ⇔ 

     + = + +  + = + +  +    + 

2

2

1 14 1 4 y y 1 4 4 1 4 y y 1 4
x x 1 x x 1

11 4 1 4 x x 1 44 1 4 x x 1 4 y y 1y y 1

. 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 
= + = + + + ⇔ ⇔ 

 = + = + +
 + + + 

1 1y y 1 y y 1
x x 1 x x 1

1 1x x 1 x x 1 y y 1
y y 1 y y 1 x x 1

. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

 = + + = +⇔ ⇔ 
+ = + + =

1 y y 1 x x 1 1x x 1
y y 1 1x x 1 y y 1 1

. 



 

>

 − +
= + − = ⇔ ←→ 

+ − = − +  =

2
x,y 0

2

1 5xx x 1 0 2
y y 1 0 1 5y

2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø ( )
 − + − +

=   
 

1 5 1 5x;y ;
2 2

.                          

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
 + + = +

 + + = +

2

2

x 3 2 x 3 y

y 3 2 y 3 x
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≥ ≥x 0,y 0 . Nhaän thaáy ( ) ( )=x;y 0;0  khoâng laø nghieäm cuûa heä vaäy 

xeùt vôùi > >x 0,y 0 . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )+ − + + − =2 2x 3 y 3 3 x y 0 . 

 
( )

 + ⇔ − + = ⇔ =
 ++ + + 

2 2

x y 3x y 0 x y
x yx 3 y 3

. 

 
 Vì vaäy ta coù heä phöông trình: 

  

 = = ⇔ 
+ + = + + − + − = 

2 2

x y x y

x 3 2 x 3 y x 3 2 x 1 0
. 

 
( )

 =
  ⇔ ⇔ = =+ − + =   ++ +  

2

x y

x y 1x 1 1x 1 0
x 1x 3 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình: 

( )
 + + + = + + + ≥ ≥

+ + + = + + +

3 2 2

3 2 2

x 3x x 2 2y 11 2y y 4  (1)
, x 0,y 0

y 3y y 2 2x 11 2x x 4  (2)
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥x,y 0 . 

 Laáy −(1) (2) theo veá ta ñöôïc: 



  ( )− + − + − = + − + + + − +3 3 2 2 2 2x y 3 x y x y 2y 11 2x 11 2y y 4 2x x 4  

 
( ) ( ) ( ) + + + +

 ⇔ − + + + + + + + =
 + + + + + + 

2 2
2 2

2 2

x xy y 4 x y2x y x xy y 3 x y 1 2. 0
2x 11 2y 11 x x 4 y y 4

 

 ⇔ =x y (do ≥x,y 0 ).   

 Thay =y x  vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 + + + = + + +3 2 2x 3x x 2 2x 11 2x x 4 . 
 Nhö vaäy maáu choát cuûa baøi toaùn laø xöû lyù phöông trình voâ tyû treân. Ta coù ba 

caùch xöû lyù nhö sau: 
 Caùch 1: Ñieàu kieän: ≥x 0 töø giaû thieát. 
 Vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( )+ − + + + − + =2x 2 2x 11 x x 3 2 x 4 0 . 

 TH1: Neáu + > + ⇔ > − ⇒ + > +x 2 2x 11 x 2 2 1 x 3 2 x 4 phöông trình voâ 
nghieäm. 

 TH2: Neáu + < + ⇔ − ≤ < − ⇒ + < +x 2 2x 11 4 x 2 2 1 x 3 2 x 4 phöông 
trình voâ nghieäm. 

 TH3: Neáu + = + ⇔ = −x 2 2x 11 x 2 2 1 phöông trình thoûa maõn. 

 Vaäy phöông trình coù nghieäm duy nhaát = −x 2 2 1 suy ra heä coù nghieäm duy 

nhaát: ( ) ( )= − −x;y 2 2 1;2 2 1 .       

 Caùch 2: Nhaân lieân hôïp ta ñöôïc: 

  ( ) ( )+ − + + + − + =2x 2 2x 11 x x 3 2 x 4 0 . 

 

+ − + −
⇔ + =

+ + + + + +

2 2
2x 2x 7 x 2x 7x . 0

x 2 2x 11 x 3 2 x 4
. 

 
( ) 

⇔ + − + =  + + + + + + 

2
2 x 1x 2x 7 0

x 3 2 x 4 x 2 2x 11
. 

 

2

2

x 2x 7 0

x 1 =0 (1)
x 3 2 x 4 x 2 2x 11

 + − =


⇔ 
+

+ + + + + +  
 
 Ñeå xöû lyù phöông trình (1) ta laøm nhö sau: 



  
+ =

+ + + + + +

2x 1 0
x 3 2 x 4 x 2 2x 11  

 
⇔ + + + + + + + =3 2 2x 2x x 3 x 2x 11 2 x 4 0 . 

 Keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu tieân ta ñöôïc heä: 
 + + + + + + + =


+ + + = + + +

3 2 2

3 2 2

x 2x x 3 x 2x 11 2 x 4 0

x 3x x 2 2x 11 2x x 4
. 

 Suy ra ( ) ( )− + + + + + + + =2 2 2x 1 2 x 1 x 4 x 1 2x 11 0 . 

 ( )( )⇔ + + + + − + =2x 1 2x 11 2 x 4 1 2 0 . 

 Phöông trình naøy voâ nghieäm do ñoù + − = ⇔ = − ±2x 2x 7 0 x 1 2 2 . 

 Keát hôïp vôùi ñieàu kieän suy ra = − ⇒ = −x 2 2 1 y 2 2 1. 

 Caùch 3: Ñaët = +t x 4  phöông trình trôû thaønh: 

  ( ) ( )− − − + − − + =
22 2 2 2t 4 t 2t 1 t 2 2t 3 0 . 

 
( ) ( ) ≥ 

⇔ − − − + + = ←→ = + 
 − + + 

2 t 02 2

2

2t 2t 1 t 4 1 0 t 1 2
2t 1 2t 3

.     

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =

2

2

x x 2y

y y 2x
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : ≥x,y 0 . 

 Xeùt haøm soá = +2f(t) t t  treân ñoaïn ) +∞0; .  

 Ta coù ( )= + > ∀ ∈ +∞
1f '(t) 2t 0, t 0;

2 t
.  

 Do ñoù haøm soá f(t) ñoàng bieán treân ) +∞0;  

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi ( ) =
⇒ − = −

=

2y f(x)
2 y x f(x) f(y)

2x f(y)
 

 Do f(t) laø haøm ñoàng bieán neân, neáu ≥ ⇒ ≤y x f(x) f(y) vaø neáu 

≤ ⇒ ≥y x f(x) f(y) . Vaäy =x y , khi ñoù heä trôû thaønh: 

  

 = = ⇔ 
+ = − + =  

2 2

x y x y

x x 2y x 2x x 0
. 



 

( )( )


 = = = ⇔ ⇔ = = − + − =  − = =

x y 0x y
x y 1

x x 1 x x 1 0
3 5x y

2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( )
 − −

=   
 

3 5 3 5x,y 0;0 ; 1;1 ; ;
2 2

. 

 Nhaän xeùt:Ngoaøi söû duïng haøm soá ta thöïc hieän theo hai caùch sau:  

 Caùch 1: Nhaän thaáy ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä, xeùt vôùi + >2 2x y 0  khi ñoù tröø 

theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

 
( ) ( )

 
− + − + − = ⇔ − + + + = ⇔ = 

 + 

2 2 1x y 2 x y x y 0 x y x y 2 0 x y
x y

. 

 Caùch 2: Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 + + = + +2 2x 2x x y 2y y . 

 Khi ñoù haøm soá = + +2f(t) t 2t t ñoàng bieán treân ) +∞0; neân: 

= ⇔ =f(x) f(y) x y . 

Baøi 15. (VMO1994 Baûng B) Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + + + =


+ + + =

2

2

x 3x ln 2x 1 y

y 3y ln 2y 1 x
.           

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: > −
1x,y
2

. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )− + − + + − + = −2 2x y 3x 3y ln 2x 1 ln 2y 1 y x . 

 ( ) ( )⇔ + + + = + + +2 2x 4x ln 2x 1 y 4y ln 2y 1  (1) . 

 Xeùt haøm soá ( )= + + +2f(t) t 4t ln 2t 1 treân 
 
− +∞ 
 

1 ;
2

, ta coù: 

 

 
= + + = + + + > ∀ > − + + 

2 1 2 1f '(t) 2t 4 2 t 3 0, t
2t 1 2 2t 1 2

neân f(t) laø haøm ñoàng 

bieán treân 
 
− +∞ 
 

1 ;
2

. 



 Vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )+ + + = ⇔ + + + =2 2x 3x ln 2x 1 x x 2x ln 2x 1 0 (2) . 

 Xeùt haøm soá ( )= + + +2g(t) t 2t ln 2t 1 treân 
 
− +∞ 
 

1 ;
2

, ta coù: 

 

 
= + + = + + + > ∀ > − + + 

2 1 2 1g'(t) 2t 2 2 t 1 0, t
2t 1 2 2t 1 2

neân g(t) laø haøm ñoàng 

bieán treân 
 
− +∞ 
 

1 ;
2

. 

 Vì vaäy ⇔ = ⇔ = ⇒ =(2) g(x) g(0) x 0 y 0 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 0;0 .                   

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
 + + − + =

 + + − + =

2 y

2 x

x 1 x 2x 2 3

y 1 y 2y 2 3
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  − + − + − − + = −2 2 y xx y x 2x 2 y 2y 2 3 3 . 

 ⇔ + + − + = + + − +x 2 y 23 x x 2x 2 3 y y 2y 2  (1) . 

 Xeùt haøm soá = + + − +t 2f(t) 3 t t 2t 2  treân  , ta coù: 

 

( )− + + − − + −−
= + + = + > + >

− + − + − +

2
t t t

2 2 2

t 1 1 t 1 t 1 t 1t 1f '(t) 3 ln3 1 3 ln3 3 ln3 0,
t 2t 2 t 2t 2 t 2t 2  

 
∀ ∈t R neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 
 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

−  + + − + = ⇔ + + − + − = 
 

2 x x 2x 1 x 2x 2 3 3 x 1 x 2x 2 1 0 (2) . 

 Xeùt haøm soá −  = + + − + − 
 

t 2g(t) 3 t 1 t 2t 2 1, ta coù: 

 

− −
 −   = − + + − + + +     − + 

t 2 t

2

t 1g'(t) 3 ln3 t 1 t 2t 2 3 1
t 2t 2

. 



   

−
 −   = + − + + − + < ∀ ∈   − + 

t 2

2

t 13 1 ln3 t 1 t 2t 2 0, t R
t 2t 2  

 

Do −  + − + + − + 
 − +

2

2

t 11 ln3 t 1 t 2t 2
t 2t 2

 

 

 − + + − − − + + + − + 
 =

− +
 − + + − − + + − + 
 < = − <

− + − +

2 2 2

2

2 2

2 2

t 2t 2 t 1 t 2t 2 ln3 t 1 t 2t 2

t 2t 2

t 2t 2 t 1 t 1 t 2t 2 2 0
t 2t 2 t 2t 2

 

 Do ñoù g(t) laø haøm nghòch bieán treân R.  
 Vì vaäy: ⇔ = ⇔ = ⇒ =(2) g(x) g(1) x 1 y 1. 

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 Töông töï caùch treân ta giaûi ñöôïc heä toång quaùt: 

 ( )
 − + − + + = ≥
 − + − + + =

2 2 y

2 2 x

x 1 x 2x a 1 a
, a 1

y 1 y 2y a 1 a
. 

 Heä phöông trình naøy cuõng coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .     

 
DAÏNG 2:                ÖÙNG DUÏNG HEÄ ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI II  

TRONG BAØI TOAÙN GIAÛI PHÖÔNG TRÌNH VOÂ TYÛ. 

 Daïng 1: Phöông trình ( )+ = + + +
n nax b p cx d qx r . 

 Ñaët + = +n cx d ay b neáu >pc 0 . 

 Ñaët ( )+ = − +n cx d ay b neáu <pc 0 . 

 Daïng 2: Phöông trình   + = − 
n nf(x) b(x) a(x) a(x)f(x) b(x) . 

 

 Ñaët 
 = + = ⇒ 

= − + =  

n

n n

u f(x) u b(x) a(x)v
v a(x)f(x) b(x) v b(x) a(x)u

. 

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi II coù nhaân töû chöùa bieán a(x) . 

Baøi 1.Giaûi phöông trình − = − + −3 3 23x 5 8x 36x 53x 25 . 

Lôøi giaûi 



 Caùch 1: Vieát laïi phöông trình ñaõ cho döôùi daïng: 

 ( ) ( )− = − − −
33 3x 5 2x 3 x 2 . 

 Ñaët − = −3 3x 5 2y 3 khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

 − = − − − + − = − ⇔ 
 − = − − = − 

3 3

3 3

2y 3 2x 3 x 2 2y x 5 2x 3

3x 5 2y 3 3x 5 2y 3
. 

 Ñaây laø heä nöûa ñoái xöùng loaïi II. Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( )( ) ( ) − − + − − + − = − 

 
2 2

2 x y 2x 3 2x 3 2y 3 2y 3 y x . 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ⇔ − − + − − + − + =  

2 2
x y 2 2x 3 2 2x 3 2y 3 2 2y 3 1 0 . 

 ⇔ =x y (do ( ) ( )( ) ( )− + − − + − + >
2 2

2 2x 3 2 2x 3 2y 3 2 2y 3 1 0 ). 

 Vaäy: baøi toaùn ñöa veà giaûi phöông trình: − = −3 3x 5 2x 3 . 

 Caùch 2: Ñaët 
 = −= − ⇒ 

= − + −

3
3

3 2

y 3x 5
y 3x 5

y 8x 36x 53x 25
. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )+ = − + −
33y y 2x 3 2x 3  (1) . 

 Xeùt haøm soá = +3f(t) t t , ta coù: = + > ∀ ∈2f '(t) 3t 1 0, t neân haøm soá f(t) ñoàng bieán. 

 Do ñoù ⇔ = − ⇔ = − ⇔ − = −3(1) f(y) f(2x 3) y 2x 3 3x 5 2x 3 . 

 

( )( )
 =
⇔ − + − = ⇔ − − + = ⇔ ± =

3 2 2
x 2

8x 36x 51x 22 0 x 2 8x 20x 11 0 5 3x
4

. 

 Vaäy: phöông trình coù ba nghieäm laø ±
= =

5 3x 2,x
4

.         

Baøi 2. Giaûi phöông trình: ( )( ) 
− + = + + − + − − 

 
2 2318x 13x 7 1 x 1 2x 1 x x 1

x
 

Lôøi giaûi 

 Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )− + = + −33 2 28x 13x 7x x 1 3x 2  

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )⇔ − − − − = + + − + − −

3 2 232x 1 x x 1 x 1 x 1 2x 1 x x 1  



 Ñaët = − = −3 2u 2x 1,v 3x 2 ta coù heä phöông trình: 

( ) ( )
( ) ( )

 − − − = +


− − − = +


3 2

3 2

u x x 1 x 1 v

v x x 1 x 1 u
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình trong heä ta ñöôïc: 

( )( )  =
− + + + + = ⇔ 

+ + + + =

2 2
2 2

u v
u v u uv v x 1 0

u uv v x 1 0
 

 TH1:Vôùi ( ) ( )= ⇔ − = − ⇔ − + =
23 2u v 2x 1 3x 2 x 1 8x 1 0 ⇔ = ∨ = −

1x 1 x
8

 

 TH2:Vôùi + + + + =2 2u uv v x 1 0 ( ) 
⇔ + + − + + = 

 

2
2u 3v 2x 1 x 1 0

2 4
 

 
( ) 

⇔ + + + − + = 
 

2
22u4 v 4x 2 2x 1 5 0

2
, phöông trình naøy voâ nghieäm. 

 Vaäy phöông trình coù hai nghieäm = = −
1x 1;x
8

. 

B. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1.Giaûi heä phöông trình 


+ = +


 + = +

1x y 1
y
1y x 1
x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
 + = +


+ = +

2

2

xy 1 y y

xy 1 x x
. 

 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )  =
− + − = ⇔ − + + = ⇔  = − −

2 2 y x
y x y x 0 y x x y 1 0

y 1 x
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

+ = + ⇔ = ⇒ =2 2x 1 x x x 1 y 1. 

 TH2: Neáu = − −y 1 x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 



( ) ( ) ≠− − + = − − + ⇔ + = ←→ = − ⇒ =
2 x 02x 1 x 1 1 x x 2x 4x 0 x 2 y 1. 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 1;1 ; 2;1 .         

Baøi 2.Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 − = +


− = +

2

2

x xy 3 2 y

y xy 3 2 x
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )  =
− = − ⇔ − + + = ⇔  = − −

2 2 y x
x y 3y 3x x y x y 3 0

y 3 x
. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm 

 
( ) ( )

   + − + − + +
= − − − −      

   

3 3 3 3 3 3 3 3x;y 2; 2 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù ba nghieäm: 

( ) ( )
   + − + − + +

= − − − −      
   

3 3 3 3 3 3 3 3x;y 2; 2 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + = +

 + = +

2

2

4x 2 2y 15

4y 2 2x 15
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )+ − + = −
2 2

4x 2 4y 2 2y 2x ( )( ) ( )4 x y 4x 4y 4 2 y x⇔ − + + = −  

 

( )( )x y 8x 8y 10 0⇔ − + + =

 

 =
⇔ + = −


y x
5 4xy

4

. 

 
 Heä phöông trình coù boán nghieäm: 

 
( )

       + − + − + +
= − − − −                 

11 11 1 1 9 221 9 221 9 221 9 221x;y ; ; ; ; ; ; ;
8 8 2 2 6 6 6 6

. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =

2 3

2 3

x y y

y x x
.  

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



  
( )( ) ( )( )− + − = − ⇔ − + − + = − + +2 2 3 3 2 2x y y x y x x y y x y x y x y xy x . 

 
( )( )  =

⇔ − + + − − + = ⇔ 
+ + − − + =

2 2
2 2

y x
y x x xy y x y 1 0

x xy y x y 1 0
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )

 
 = = =
 

− − − + = ⇔ − − = ⇔ = ⇒ = = 
 

+ + + = = =  

2 3 2

x 0 x 0,y 0

1 5 1 5 1 5x x x x x x 1 0 x x ,y
2 2 2

1 5 1 5 1 5x x ,y
2 2 2

. 

 TH2: Neáu  + + − − + =2 2x xy y x y 1 0 coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä 

ta ñöôïc: + + + = +2 2 3 3x y x y x y . 

 Xeùt heä phöông trình 
 + + + = +


+ + − − + =

2 2 3 3

2 2

x y x y x y

x xy y x y 1 0
(ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I). 

 Caùch 2: Vieát laïi: 

  ( ) ( ) ( )+ + − − + = ⇔ + + − + − =
2 2 22 2x xy y x y 1 0 x y x 1 y 1 0  

 
 + =
⇔ =
 =

x y 0
x 1
y 1

(voâ lyù). 

 Vaäy tröôøng hôïp naøy heä phöông trình voâ nghieäm.   
 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm: 

( ) ( )
   − − + +

=       
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y 0;0 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + = − +


+ = − +


3 2

3 2

x 1 2 x x y

y 1 2 y y x
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  − = − − +3 3 2 2x y 2x 2y 4x 4y . 

 ( )( ) ( )( ) ( )⇔ − + + = − + − −2 2x y x xy y 2 x y x y 4 x y . 



 
( )( )  =

⇔ − + + − − + = ⇔ 
+ + − − + =

2 2
2 2

y x
x y x xy y 2x 2y 4 0

x xy y 2x 2y 4 0
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )( )

 
 = = =
 

− − − + = ⇔ − − − = ⇔ = ⇒ = = 
 

+ + + = = =  

3 2 2

x 1 x 1,y 1

1 5 1 5 1 5x 1 2x x 1 x x 1 0 x x ,y
2 2 2

1 5 1 5 1 5x x ,y
2 2 2

 

 TH2: Neáu + + − − + =2 2x xy y 2x 2y 4 0 . 

 

( ) ( ) ( )
 = −
⇔ + + − + − = ⇔ =
 =

2 2 2
x y

x y x 2 y 2 0 x 2
y 2

(voâ lyù). 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( )
   − − + +

=       
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y 1;1 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ =

3

3

x 1 2y

y 1 2x
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )− = − ⇔ − + + = − −3 3 2 2x y 2y 2x x y x xy y 2 x y . 

 ( )( )⇔ − + + + = ⇔ =2 2x y x xy y 2 0 x y . 

 Vôùi =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( )( )


 =


− ++ = ⇔ − + − = ⇔ =


− − =

3 2

x 1

1 5x 1 2x x 1 x x 1 0 x
2

1 5x
2

 



 


 = =


− + − +⇒ = =


− − − − = =

x 1,y 1

1 5 1 5x ,y
2 2

1 5 1 5x ,y
2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm: 

( ) ( )
   − + − + − − − −

=       
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y 1;1 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
 − = −


− = −

2 2

2 2

2x y 3x 2

2y x 3y 2
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )( )  =

− = − ⇔ − + − = ⇔  = −
2 2 y x

3x 3y 3x 3y x y x y 1 0
y 1 x

. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: ( ) ( ) ( )=x;y 1;1 ; 2;2 .   

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )( )( )
( )( )( )
 + + + = +


+ + + = +


2 4 7

2 4 7

1 x 1 x 1 x y 1

1 y 1 y 1 y x 1
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( )( ) ( )( )( )+ + + − + + + = −2 4 2 4 7 71 x 1 x 1 x 1 y 1 y 1 y y x . 

 ( )( )( ) ( )( )( )⇔ + + + + = + + + +7 2 4 7 2 4x 1 x 1 x 1 x y 1 y 1 y 1 y  (1) . 

 Xeùt haøm soá ( )( )( )= + + + +7 2 4f(t) t 1 t 1 t 1 t treân  . 

 Ta coù ( ) ( )= + + + + > ∀ ∈
26 4 2f '(t) 14t t 1 3t 2t 1 0, t . 

 Do ñoù f(t) laø haøm soá ñoàng bieán treân  . Vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 

 Thay ngöôïc laïi phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )( )+ + + = +2 4 71 x 1 x 1 x 1 x . 



 Nhaän thaáy =x 1khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình neân nhaân theo veá hai 
phöông trình vôùi −1 x ta ñöôïc: 

  

( )( )( )( ) ( )( )− + + + = + −2 4 71 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

 

 

 =
⇔ − = + − − ⇔ = −
 =

8 7 8
x 0

1 x 1 x x x x 1
x 1

. 

 Keát hôïp vôùi ≠x 1suy ra ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 1; 1 . 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 1; 1 .    

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 


+ − =


 + − =

4

4

2x xy 4
y
2y xy 4
x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( )( ) ( )−

− − + = ⇔ − + + − =4 4 2 2 2 x y2 2x y 0 x y x y x y 0
y x xy

. 

 
( ) ( )( ) ( )( )

 =  ⇔ − + + − = ⇔  + + − =  

2 2
2 2

x y2x y x y x y 0
xy x y x y 2 0xy

. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − + = −


− + = −

5x 4y 3x 2y 7y 2x

5y 4x 3y 2x 7x 2y
. 

 
 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )( )  =

− + + = ⇔  + + =

x y
x y 23x 23y 9 0

23x 23y 9 0
. 

 Xeùt caùc tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä, suy ra: 
 ( ) ( ) ( )=x;y 0;0 ; 1;1 .  



Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

 − + = − +

 − + = − +

2

2

5x 4y 3x 2y 7y 2x 20

5y 4x 3y 2x 7x 2y 20
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( )− + + + = ⇔ =2 2x y 61x 113xy 61y 9 0 x y (do + + + >2 261x 113xy 61y 9 0 ). 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( )= + ⇔ − − = ⇔ − + + = ⇔ = ⇒ =3 3 225x 5x 20 5x x 4 0 x 1 5x 5x 4 0 x 1 y 1. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .      

Baøi 12. Tìm caùc soá thöïc döông x,y thoûa maõn heä phöông trình  

( )( ) ( )
( )( ) ( )

 − + = − +

 − + = − +

3

3

5x 4y 3x 2y 5 7y 2x 20

5y 4x 3y 2x 5 7x 2y 20
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )( ) − + + + + = ⇔ =  

2 2x y x y 167x 266xy 167y 45 0 x y (do >x,y 0 ). 

 Thay =y x vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc nghieäm döông duy nhaát 

= ⇒ =x 1 y 1.   

 Vaäy: heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .      

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( )
( )( ) ( )


+ + = +


 + + = +


2 2

2 2

353x 2y y 6 y x 1
2
353y 2x x 6 x y 1
2

.  

 
Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

 + + = +


+ + = +


2 2

2 2

2 3x 2y y 6 35y x 1

2 3y 2x x 6 35x y 1
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



 
( )( )  =

− + + − = ⇔ 
+ + − =

2 2
2 2

x y
x y 4x 45xy 4y 47 0

4x 45xy 4y 47 0
. 

 TH1: Neáu =y x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( ) ( )
 = = =
 + = + ⇔ − = ⇔ = − ⇒ = − = − 
 = = = 

2 2 2
x 0 x 0,y 0

10x x 6 35x x 1 x 25x 25 0 x 1 x 1,y 1
x 1 x 1,y 1

. 

TH2: Neáu + + − =2 24x 45xy 4y 47 0 coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta 

ñöôïc: 

 ( )( )+ − + + =2 2x y 4x 33xy 4y 25 0 . 

 Xeùt heä phöông trình: 
( )( ) + − + + =

 + + − =

2 2

2 2

x y 4x 33xy 4y 25 0

4x 45xy 4y 47 0
.        

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I ñaõ bieát caùch giaûi(heä phöông trình naøy voâ nghieäm). 
 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 1; 1 ; 1;1 .  

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( )
( )( ) ( )
 + + − = +


+ + − = +


2 2 2

2 2 2

6x 4y x y 1 5y x 1

6y 4x x y 1 5x y 1
.  

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )( )  =

− − + + = ⇔ 
− + + =

2 2
2 2

x y
x y 2x 5xy 2y 3 0

2x 5xy 2y 3 0
. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø thöïc hieän töông töï baøi toaùn treân tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa 
heä laø: ( ) ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 1; 1 ; 1;1 . 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
 + + − =


+ + − =

x 9 y 7 4

y 9 x 7 4
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≥ ≥x 7,y 7 . 

 Nhaän thaáy = ⇒ =x 7 y 7 . Xeùt vôùi >x 7 .   

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

  + − + + − − − =x 9 y 9 y 7 x 7 0 . 



 
( )

 
⇔ − − = ⇔ = 

 + + + − + − 

1 1x y 0 x y
x 9 y 9 x 7 y 7

. 

 Vì vaäy ta coù heä phöông trình 
 = = ⇔ 

+ + − = + + − = 

x y x y

x 9 y 7 4 x 9 x 7 4
. 

 

 =⇔ ⇔ = =
+ − = −

2

x y
x y 7

x 2x 63 7 x
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 7;7 . 

 Nhaän xeùt:Ñeå yù + + − ≥ + =x 9 y 7 7 9 4  neân heä töông ñöông vôùi = =x 7,y 7 .   

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
 + − =


+ − =

x 2 y 2

y 2 x 2
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≤ ≤0 x,y 2 .  

 Neáu = ⇒ =x 0 y 0 . Neáu = ⇒ =x 2 y 2 . 

 Xeùt vôùi < <0 x,y 2 tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  

− −
− + − − − = ⇔ + =

+ − + −

x y x yx y 2 y 2 x 0 0
x y 2 y 2 x

. 

 
( )

 
 ⇔ − + = ⇔ =
 + − + − 

1 1x y 0 x y
x y 2 x 2 y

. 

 Thay ngöôïc laïi =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc = =x 0,x 2 (voâ lyù). 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )=x;y 0;0 ; 2;2 .         

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
 + = − +

 + = − +

2 2

2 2

x 91 y 2 y

y 91 x 2 x
.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥x,y 2 . 

 Laáy −(1) (2) theo veá ta ñöôïc: 

  + − + = − − − + −2 2 2 2x 91 y 91 y 2 x 2 y x . 

 
( )( )− −

⇔ = + − +
− + −+ + +

2 2

2 2

x y y x y x y x
x 2 y 2x 91 y 91

. 



 
( )

 + ⇔ − + + + =
 − + −+ + + 

2 2

x y 1x y x y 0
x 2 y 2x 91 y 91

. 

 ⇔ =x y (do +
+ + + >

− + −+ + +2 2

x y 1 x y 0
x 2 y 2x 91 y 91

). 

 Thay =x y vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  + = − + ⇔ + − = − − + −2 2 2 2x 91 x 2 x x 91 10 x 2 1 x 9 . 

 
( )( )− −

⇔ = + − + =
− ++ +

2

2

x 9 x 3 x 3 x 3 0
x 2 1x 91 10

. 

 
( )

 + ⇔ − − − − =
 − ++ + 2

x 3 1x 3 x 3 0
x 2 1x 91 10

. 

 ⇔ =x 3 (do + +
− − − < − − < − − = − <

+− ++ +2

x 3 1 x 3x 3 x 3 1 2 3 4 0
x 10x 2 1x 91 10

). 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 3;3 .  

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
 + = + −

 + = + −

2 2

2 2

x 21 y y 1

y 21 x x 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 1,y 1. 

  Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  + − + = − + − − −2 2 2 2x 21 y 21 y x y 1 x 1 . 

 ⇔ + + + − = + + + −2 2 2 2x 21 x x 1 y 21 y y 1 (1) . 

 Xeùt haøm soá = + + + −2 2f(t) t 21 t t 1 treân ) +∞1; ta coù: 

 
= + + > ∀ >

−+2

t 1f '(t) 2t 0, t 1
2 t 1t 21

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân 

) +∞1; . 

 Vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra =x 2 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 2;2 .                                     



Baøi 19. Giaûi heä phöông trình ( )

 − − + =
 ≤
 −

− + =


2
3

2
3

7 2x7x 8 y
6 , x,y 0

7 2y7y 8 x
6

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: − ≤ ≤
7 x,y 0
2

. 

 Nhaän thaáy = −
7x
2

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt > −
7x
2

tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  

− −
− − − + − = −

2 2
3 3 7 2x 7 2y7x 8 7y 8 y x

6 6
. 

 

( )
( ) ( )

( )−−
⇔ − = −

 − −− + − − + −  +
 
 

2 2

2 2 2 23 3 3 3

2 x y7 x y
y x

7 2x 7 2y7x 8 7x 8 7y 8 7y 8 6
6 6

 

 

( )
( ) ( )

( )
 
 
 + ⇔ − − + =
  − −− + − − + −  +
  

  

2 2 2 23 3 3 3

2 x y7x y 1 0
7 2x 7 2y7x 8 7x 8 7y 8 7y 8 6

6 6

 

 ⇔ =x y  do ≤x,y 0 . 

 Thay =y x  vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( )− −

− + = ⇔ − − − + − − =
2 2

3 37 2x 7 2x7x 8 x 7x 8 2x 2 2 x 0
6 6

. 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )−
− −− − −

⇔ + =
−− + − − + − + −

2 23

2 223 3

7 2x 2 x7x 8 2x 2 6 0
7 2x7x 8 2x 2 7x 8 2x 2 2 x

6

. 



 

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2 23 3

x 18x 24x 17 0
7 2x7x 8 2x 2 7x 8 2x 2 6 2 x

6

 
 
 
 ⇔ − + + =
  −− + − − + −  + −
  

  

. 

 ⇔ − + =28x 24x 17 0 (do ≤x 0 ) phöông trình naøy voâ nghieäm vôùi ≤x 0 . 
 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm.           

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 

   =    

  

=  
 

y

x

1x
4

1y
4

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình coù nghieäm khi > >x 0,y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:

   =    
 =


x

1
4

1y
4

y log x
.  

 Hai haøm soá 
 

= = 
 

x

1
4

1f(x) ,g(x) log x
4

laø haøm ngöôïc cuûa nhau neân coù ñoà thò 

ñoái xöùng nhau qua ñöôøng phaân giaùc goùc phaàn töø thöù nhaát suy ra 
= ⇔ =f(x) g(x) x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

 
= ⇔ − = ⇔ = ⇒ = 
 

x
x1 1 1x x.4 1 0 x y

4 2 2
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1 1x;y ;
2 2

.      

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )


+ = + +


 + = + +

x 2

y 2

1 2 y 1 y

1 2 x 1 x
.   

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



  ( ) ( )+ − + = + + − − +
x y 2 21 2 1 2 y y 1 x x 1 . 

 ( ) ( )⇔ + + + + = + + + +
x y2 2x 1 x 1 2 y 1 y 1 2  (1) . 

 Xeùt haøm soá ( )= + + + +
t2f(t) t 1 t 1 2 treân  , ta coù: 

 
( )( )= + + + + > ∀ ∈

+


t

2

tf '(t) 1 ln 1 2 1 2 0, t
t 1

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán 

treân  . 
 Vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )−  + = + + ⇔ + + + − = 
 

x x2 21 2 x 1 x 1 2 x 1 x 1 0 (2) . 

 Xeùt haøm soá ( )−  = + + + − 
 

x 2g(x) 1 2 x 1 x 1treân  , ta coù: 

 

( )( ) ( )x x2

2

xg'(x) ln 1 2 1 2 x 1 x 1 2 1
1 x

− −     = − + + + + + + +     + 

 

  

( ) ( )x 2

2

11 2 x 1 x ln 1 2 0, x
1 x

−    = + + + − + < ∀ ∈    + 
 . 

 Neân g(x) laø haøm nghòch bieán treân  . 

 Vì vaäy: ⇔ = ⇔ = ⇒ =(2) g(x) g(0) x 0 y 0 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 0;0 .                  

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
− +

=
+


+ + + = −

22 2y x
2

x 1e
y 1

1 x 1 y 2 1 xy

.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ − ≤x,y 1,xy 1. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( )  =+

= ⇔ + = + ⇔ = ⇔  = −+ 

2y 2 2 2x 2 y 2 2 2
2 2x

x ye x 1 e x 1 e y 1 x y
x yy 1e

. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;0 ; 1; 1 .    



Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
 + + = − +


+ + = − +

3 2 2

3 2 2

8x y 5x 3 y x

8y x 5y 3 x y
. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  − + − + − = − + −3 3 2 2 2 28x 8y y x 5x 5y x y x y . 

 ⇔ − + = − + ⇔ =3 2 3 28x 2x 4x 8y 2y 4y x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
+ = ⇔ + =3 3 38x 6x 3 4x 3x

2
(giaûi phöông trình naøy baèng phöông phaùp 

löôïng giaùc hoùa hoaëc aån phuï daïng ñaïi soá xem chöông 1). 
 Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát 

 
( )

 + − + − = + +
 
 

3 3 3 33 7 3 7 3 7 3 7x;y ;
16 16 16 16

. 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + + − = +


+ + − = +

2

2

x 3x ln x 1 y 8

y 3y ln y 1 x 8
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: > >x 1,y 1. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )− + − + − − − = −2 2x y 3x 3y ln x 1 ln y 1 y x . 

 ( ) ( )⇔ + + − = + + − ⇔ =2 2x 4x ln x 1 y 4y ln y 1 x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )+ + − − =2x 2x ln x 1 8 0 . 

 Veá traùi laø moät haøm ñoàng bieán treân ( )+∞1; neân phöông trình coù nghieäm duy 

nhaát = ⇒ =x 2 y 2 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 2;2 .      

Baøi 25.Giaûi heä phöông trình 


+ = + +


 + = +
 +

2

2

1 1xy x
x 1 y ln y
1 1xy y
y 1 x ln x

.  

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: >x,y 0 . 

 Vì + > + > ∀ >x ln x 1 0,y ln y 1 0, x,y 0 (chuù yù xeùt haøm soá). 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
− = − + −

+ +
2 21 1 1 1x y

x y 1 y ln y 1 x ln x
. 

 
⇔ − − = − −

+ +
2 21 1 1 1x y  (1)

x 1 x ln x y 1 y ln y
. 

 Xeùt haøm soá = − −
+

2 1 1f(t) t
t 1 t ln t

 treân ( )+∞0; , ta coù: 

 ( )
( )

( )
+ + ++

= + + = + > ∀ >
+ +

2 2 2

2 2 2

1 t ln t t t ln t1 1 ln tf '(t) 2t 2t 0, t 0
t 1 t ln t 1 t ln t

(do + >2 2t t ln t 0 ) 

 Neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân ( )+∞0; vì vaäy ⇔ = ⇔ =(1) f(x) f(y) x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä vaø thöïc hieän xeùt haøm soá ta coù 

= =x y 1. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 .              

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( ) ( )

 + = +


+ = +

2 3

2 3

log 1 3cosx log sin y 2

log 1 3sin y log cosx 2
. 

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: > >cosx 0,sin y 0 . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( ) ( )+ − + = −2 2 3 3log 1 3cosx log 1 3sin y log sin y log cosx . 

 ( ) ( ) ( ) ( )⇔ + + = + +2 3 2 3log 1 3cosx log cosx log 1 3sin y log sin y  (1) . 

 Xeùt haøm soá ( )=⇔ + +2 3f(t) log 1 3t log t treân ( )+∞0; , ta coù: 

 ( )
= + > ∀ >

+
3 1f '(t) 0, t 0

t ln31 3t ln2
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân ( )+∞0; . 

 Vì vaäy ( ) ( )⇔ = ⇔ =(1) f cosx f sin y cosx sin y . 

 Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( ) ( )+ = + ⇔ + − − =2 3 2 3log 1 3cosx log cosx 2 log 1 3cosx log cosx 2 0 (2) . 



 Khaûo saùt haøm ( ) ( )= + − −2 3g(t) log 1 3t log cost 2 suy ra (2) coù toái ña hai nghieäm. 

 Ta coù:

 =


= =    = = ⇒ ⇒   = =     =

cosx 1
sin y 1

cosx 11 1g(1) g 0 1 cosx3 cosx 33
1sin y
3

.            

 



Chuû ñeà 4.  HEÄ PHÖÔNG TRÌNH COÙ YEÁU TOÁ ÑAÚNG CAÁP 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
1. Heä ñaúng caáp laø heä coù daïng: 

( )
 = ∈

=


k
1

1 2k
2

P (x,y) c
, c ,c

Q (x,y) c
. 

 trong ñoù k kP (x,y),Q (x,y) laø caùc ña thöùc baäc 
 

= 
 

1k, k ,1,2,3,4,5,...
2

 cuûa x,y  

khoâng chöùa thaønh phaàn baäc nhoû hôn k : 

 
( )− −

= =
= = ∈∑ ∑ 

k k
k k i i k k i i

i i i i
i 0 i 0

P (x,y) p x y ;Q (x,y) q x y , p ,q . 

 Ví duï 1. Heä phöông trình 
( )
( )

 + =


− =


2 2

2 2

xy x y 30

xy x y 24
 thì veá traùi caùc phöông trình cuûa 

heä laø ña thöùc baäc 4  cuûa x,y . 

 Ví duï 2. Heä phöông trình 
 − + =


+ − =

2 2

2 2

2x 5xy 3y 1

3x 4xy y 3
 thì veá traùi caùc phöông trình 

cuûa heä laø ña thöùc baäc 2 cuûa x,y . 

 Phöông phaùp: Xeùt xem =x 0  hoaëc =y 0  coù phaûi laø nghieäm cuûa heä phöông 

trình hay khoâng? 

 Xeùt tröôøng hôïp ≠x 0  khi ñoù ñaët ( )= ∈y tx, t  vaø ñöa veà heä phöông trình 

 

 = = ⇔ 
= =  

k k k
1 1

k k k
2 2

P (x,tx) c x P (t,1) c

Q (x,tx) c x Q (t,1) c
. 

 Ñeán ñaây suy ra =k k
2 1c .P (t,1) c .Q (t,1) , ñaây laø phöông trình ña thöùc ñaõ bieát 

caùch giaûi. Tìm ñöôïc t  töø ñoù suy ra moái lieân heä giöõa x,y  vaø ñöa veà phöông 

trình ña thöùc vôùi bieán x  hoaëc bieán y . 

1. Moät soá heä quy ñöôïc veà daïng heä ñoàng baäc 

 Daïng 1: Heä phöông trình baäc hai 
 + + + + =


+ + + + =

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2

a x b y c xy d x e y 0

a x b y c xy d x e y 0
. 

 



 Phöông phaùp: 
 Xeùt =x 0  hoaëc =y 0  coù laø nghieäm cuûa heä phöông trình hay khoâng? 

 Xeùt vôùi ≠x 0  khi ñoù ñaët ( )= ∈y tx, t . 

 Ñöa veà heä phöông trình: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

 + + + + = + + = − + ⇔ 
+ + + + = + + = − + 

 

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

x a b t c t x d e t 0 x a b t c t d e t

x a b t c t x d e t 0 x a b t c t d e t
. 

 Suy ra: 
+ +

=
+ + + +

1 1 2 2
2 2

1 1 1 2 2 2

d e t d e t

a b t c t a b t c t
. 

 ( )( ) ( )( )⇔ + + + = + + +2 2
1 1 2 2 2 2 2 1 1 1d e t a b t c t d e t a b t c t .  

 Ñaây laø moät phöông trình baäc ba coù phöông phaùp giaûi toång quaùt neân tìm ñöôïc 
nghieäm t .   

 Thay ngöôïc laïi heä ta tìm ñöôïc ( )x;y .  

 Ngoaøi ra daïng heä naøy coøn ñöôïc giaûi baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh(xem 
phöông phaùp heä soá baát ñònh). 

 

 Daïng 2:Heä baäc hai hai aån
 + + + + + =


+ + + + + =

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

a x b y c xy d x e y f 0

a x b y c xy d x e y f 0
. 

 Phöông phaùp: 
 Thöû tìm caùc nghieäm ñôn giaûn chaúng haïn tìm ñöôïc = =0 0x x ,y y . 

 Khi ñoù ñaët 
 = +


= +

0

0

x u x
y v y

thay vaøo heä phöông trình vaø ñöa veà heä coù daïng 1.     

 

 Daïng 3: Heä phöông trình coù daïng
( )( )
( )( )
 + + + =


+ + + =


2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

a x b y c x d xy e y f

a x b y c x d xy e y f
. 

 Phöông phaùp: 
 Xeùt =y 0 coù laø nghieäm cuûa heä phöông trình hay khoâng. 

 Xeùt ≠y 0 ñaët =x ty khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



( )( )
( )( )

 + + + =


+ + + =


3 2
1 1 1 1 1 1

3 2
2 2 2 2 2 2

y a t b c t d t e f

y a t b c t d t e f
. 

 Suy ra: ( )( ) ( )( )+ + + = + + +2 2
2 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2f a t b c t d t e f a t b c t d t e . 

 Ñaây laø phöông trình baäc ba coù phöông phaùp giaûi toång quaùt neân tìm ñöôïc t , 
thay ngöôïc laïi heä ta tìm ñöôïc ( )x;y . 

 Chuù yù: Trong moät soá tröôøng hôïp ñaëc bieät heä giaûi ñöôïc baèng phöông phaùp heä 
soá baát ñònh hoaëc phöùc hoùa(Xem phöông phaùp heä soá baát ñònh vaø phöùc hoùa 
trong cuøng cuoán saùch).        

 

 Daïng 4: Heä daïng 
 =


=

m

n k

P (x,y) a

Q (x,y) R (x,y)
, trong ñoù + =m n k  khi ñoù ta phaûi 

ñöa veà moät phöông trình ñaúng caáp baäc k ñeå laøm ñöôïc ñieàu naøy ta theá töø 
phöông trình ñaàu vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 =m n kP (x,y).Q (x,y) a.R (x,y) , ñaây laø phöông trình ñaúng caáp baäc k ta giaûi ñöôïc. 

 Ví duï 3. Heä phöông trình 
 + =


+ = +

2 2

3 2

x y 2

x x y x y
. 

 Ta vieát laïi heä döôùi daïng : 

 
( )( )

 + =  + = ⇔ 
+ = + + + − − = 

2 2
2 2

3 2 2 2 3 2 2 3

x y 2 x y 2
1x x y x y x y x x y xy y 0
2

. 

 Löu yù:Ñoâi khi caàn bieán ñoåi ñaët aån phuï ñeå ñöa veà daïng heä ñaúng caáp. 
B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình
 − + =


− + =

2 2

2 2

x 2xy 3y 9

2x 13xy 15y 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Vôùi ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( )

( ) ( ) − + =− + = − + =  ⇔ ⇔  
− + =   = ∨ =− + = 

2 22 2 2 2

2 2 2

x 1 2t 3t 9x 1 2t 3t 9 x 1 2t 3t 9
2 1x 2 13t 15t 0 t t15t 13t 2 0
3 5

 



 


 = ± = ±= ±  = ±  ⇔ ∨ ⇔ ∨   

= ±=   = = ±  

5 25 2x 3 xx x 3 222 y 2t 1 2t3 y
5 2

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( )
 

= ± ± ± ±  
 

5 2 2x;y 3; 2 ; ;
2 2

. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

2 2

2 2

x 2xy 3y 9

2x 2xy y 2
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( )
( )

( ) ( )
( )

 + + = + + = + + ⇔ 
+ + = + + = 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

x 1 2t 3t 9 2 1 2t 3t 9 2 2t t

x 2 2t t 2 x 2 2t t 2
. 

 
( ) ( )

 = − ∨ = −+ + = ⇔ ⇔ 
+ + =  + + = 

2

2 2
2 2

8t 2 t3t 14t 16 0
3

x 2 2t t 2 x 2 2t t 2
. 

 

 = ±= −  = − = ± ⇔ ∨ ⇔ ∨   
= ± =  = ± =

  





38 xt
t 2 x 13 17

3x 1 y 2 8x y
17 17

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( )  
= ± ± 

 
 

3 8x;y 1; 2 ; ;
17 17

 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


+ + =

2 2

2 2

3x 2xy y 11

x 2xy 3y 17
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( )
( )

( )
( ) ( )

 + + = + + = ⇔ 
+ + = + + = + + 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

x 3 2t t 11 x 3 2t t 11

x 1 2t 3t 17 11 1 2t 3t 17 3 2t t
. 



 

( )


= − = ± + + =  = = ±  ⇔ ⇔ ∨ ⇔ ∨    
= ± = ±   − − = = ± =  



2 2

2

5 4 3t xx 3 2t t 11 t 2 x 14 3
x 1 y 24 3 5 316t 12t 40 0 x y

3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( )
 

= ± ± ±  
 



4 3 5 3x;y 1; 2 ; ;
3 3

. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
 − − =


− − =

2 2

2 2

6x xy 2y 56

5x xy y 49
. 

Lôøi  giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( )
( )

( )
( ) ( )

 − − = − − = ⇔ 
− − = − − = − − 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

x 6 t 2t 56 x 6 t 2t 56

x 5 t t 49 56 5 t t 49 6 t 2t
. 

 

( )


== − − − =  ⇔ ⇔ ∨  

− − =  = ± = ±   

2

2 2

21 tt42t 7t 14 0 32
x 6 t 2t 56 7 7x 2 x 3

3 5
 

 

 
= ± = ± 

 ⇔ ∨ 
 = = ±  



7 7x 2 x 3
3 5

7 7y y 2
3 5

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laøø: ( )
  

= ± ± ±    
  



7 7 7 7x;y 2 ; 3 ; 2
3 3 5 5

. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( ) − − + =


 + − = −

2 2

2 2

2x x y 1 y 3y

x xy 3y x 2y
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 − + + − =


+ − − + =

2 2

2 2

2x xy y x 3y 0

x xy 3y x 2y 0
. 

 Nhaän thaáy = ⇒ =x 0 y 0  suy ra ( ) ( )=x;y 0;0  laø nghieäm cuûa heä. 



 Xeùt ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( ) ( )

 −
 =− + + − =  − +⇔ 

−+ − + − + =  =  + −

2 2
2

2 2

2

3t 1xx 2 t t x 1 3t 0
2 t t

1 2tx 1 t 3t x 1 2t 0 x
1 t 3t

. 

 Suy ra: − −
=

− + + −2 2
3t 1 1 2t

2 t t 1 t 3t
. 

 ( )( )⇔ − − + = ⇔ − − =3 2 27t 3t 7t 3 0 t 1 7t 3 0 .  

 


= 

  = − = = − 
   ⇔ = ⇔ = ∨ = − ∨ =  

   = =  = = 


3t
7t 1 t 1 t 1
7t 1 x 1 x 1 x

43
3 y 1 y 1 3t y7 43

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )  
= −  

 

7 3x;y 0;0 ; 1;1 ; 1;1 ; ;
43 43

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
 − + − =


+ + − =

2 2

2 2

14x 21y 22x 39y 0

35x 28y 111x 10y 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy = ⇒ =x 0 y 0  neân ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt ≠x 0 ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( ) ( )
( ) ( )

 −
 =− + − =  −⇔ 

−+ + − =  =  +

2 2
2

2 2

2

39t 22xx 14 21t x 22 39t 0
14 21t
10t 111x 35 28t x 111 10t 0 x
35 28t

. 

 

− −
⇔ = ⇔ − + + =

− +
3 2

2 2
39t 22 10t 111 186t 421t 175t 112 0
14 21t 35 28t

. 

 
( )( )⇔ + − + = ⇔ = −2 13t 1 62t 161t 112 0 t

3
. 

 Vôùi = −
1t
3

 suy ra −
= = − ⇒ = =

− 2
39t 22x 3 y tx 1
14 21t

. 

 Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 0;0 ; 3;1 . 



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 − =


+ =


2 2

2 2

2y x y 3x

x x y 10y
. 

Lôøi  giaûi 
 Neáu = ⇒ =x 0 y 0  suy ra ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt ≠x 0  ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

  − = − = − = +  ⇔ ⇔  
+ = + = + =  

  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2tx x t x 3x 2t 1 t x 3 2t 1 t .10t 3 1 t

x x t x 10tx 1 t x 10t 1 t x 10t
. 

 
( ) ( )


 = ± ∨ = ±− + =  ⇔ ⇔ 

+ =  + = 

4 2

2 2
2 2

3 1t t20t 17t 3 0
5 2

1 t x 10t 1 t x 10t
. 

 

 
= = ±   = ±=  ⇔ ∨ ⇔ ∨   

= ±  = ± = ± = ±  

4

4 4

3 5 3t x1 x 2t 5 2 5
2

y 15 3 5 27x 2 x y
2 5 2 125

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( )
 

= ± ± ± ±  
 

4 45 3 5 27x;y 2; 1 ; ;
2 5 2 125

. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 − =


+ =


2 2

2 2

x x y 6y

2y x y 5x
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy = ⇒ =x 0 y 0  suy ra ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt ≠x 0 ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( )
( )

( ) ( )
( )

 − = − = + ⇔ 
+ = − = 

 

3 2 2 2

2 3 2 2

x 1 t 6tx 5 1 t 6t.2t 1 t

2t 1 t x 5x x 1 t 3t
. 

 
( )

( )( )
( )

  − + =+ − =  = ±=  ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= ±− = − =   = ± 

2 24 2

2 2 2 2

14t 1 3t 5 012t 17t 5 0 x 2t
2

y 1x 1 t 6t x 1 t 6t x 2
. 



 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( )= ± ±x;y 0;0 ; 2; 1 . 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − − =


+ + =


2 2

2 2

x y x y 3

x y x y 15
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi ≠x 0 ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )

 − − = − − = + + ⇔ 
+ + = − − = 

 

2 2 2 2

2 2 3 2

x 1 t .x 1 t 3 15 1 t 1 t 3 1 t 1 t

x 1 t .x 1 t 15 x 1 t 1 t 3
. 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

 ± + − + = = − ∨ = ⇔ ⇔ 
− − =  − − = 

2

3 2 3 2

5 211 t 2t 10t 2 0 t 1 t
2

x 1 t 1 t 3 x 1 t 1 t 3
. 

 

 −+
== 

 ⇔ ∨ 
  = += +  

3 3

5 215 21 tt
22

3 2121 x 2x 2
714

. 

 


 = += +

 ⇔ ∨ 
 + −

= + = + 
 

33

3 3

3 2121 x 2x 2
714

5 21 21 5 21 3 21y . 2 y . 2
2 14 2 7

. 

 Vaäy: heä phöông trình coù hai nghieäm laø  

 
( )

   + −   = + + + +
   
   

3 3 3 321 5 21 21 3 21 5 21 3 21x;y 2 ; . 2 ; 2 ; . 2
14 2 14 7 2 7

 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 − + =


+ + =


2 2

2 2

x x xy y 6y

2y x xy y 7x
. 

 
Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy = ⇒ =x 0 y 0  suy ra ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt vôùi ≠x 0 ta ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 



  

( )
( )

( ) ( )
( )

 + + = + + = − + ⇔ 
− + = − + = 

 

3 2 2 2

3 2 2 2

2x t 1 t t 7x 6t.2t 1 t t 7 1 t t

x 1 t t 6tx x 1 t t 6t
. 

 
( )

( )( )
( )

 − + + + =+ + + − = ⇔ ⇔ 
− + = − + =  

3 24 3 2

2 2 2 2

2t 1 6t 9t 7t 7 012t 12t 5t 7t 7 0

x 1 t t 6t x 1 t t 6t
. 

 
( ) ( )

  + + + = + + + = = ±=  ⇔ ∨ ⇔ ∨   
= ±− + = − + =  = ±  

3 2 3 2

2 2 2 2

1 6t 9t 7t 7 0 6t 9t 7t 7 0 (1)x 2t
2

y 1x 1 t t 6t x 1 t t 6tx 2
. 

 Nhöng do = > ⇒ >
− +

2
2

6tx 0 t 0
t t 1

 do ñoù (1)  voâ nghieäm. 

 Vaäy heä coù ba nghieäm laø ( ) ( )± ±0;0 ; 2; 1 . 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình ( )
 − = +


− = +

3 3

2 2

x 8x y 2y

x 3 3 y 1
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
 − = +


− =

3 3

2 2

x y 8x 2y (1)

x 3y 6        (2)
. 

 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä xeùt vôùi ≠x 0  ta ñaët =y tx , khi ñoù heä trôû thaønh:  

( ) ( )
( )

 − = +


− =


3 3

2 2

x 1 t 2t 8 x

x 1 3t 6
 

 Töø ñaây suy ra ( ) ( )( )

=

− = + − ⇔ − − = ⇔
 = −

3 2 2

1t
36 1 t 2t 8 1 3t 12t t 1 0

1t
4

. 

 TH1: Vôùi 
( )


=  = ±

= ⇒ ⇔ 
= ± − =


2 2

1y x x 31 3t
3 y 1x 1 3t 6

. 



 TH2: Vôùi 
( )

 = ±= − = − ⇒ ⇔ 
 − = = ± 

2 2

4 78x xy1 134t
4 78x 1 3t 6 y

13

. 

 Vaäy heä coù boán nghieäm la:ø 

 ( ) ( ) ( )
   −

= − − −      
   

4 78 78 4 78 78x,y 3,1 ; 3, 1 ; , ; ,
13 13 13 13

. 

 Nhaän xeùt:Töø heä treân ta coù theå bieán ñoåi nhö sau Veá traùi cuûa (1)  laø ña thöùc 

baäc ba, veá phaûi (1)  laø ña thöùc baäc moät. Veá traùi cuûa (2)  laø ña thöùc baäc hai do 

vaäy nhaân veá traùi cuûa (2)  vaøo veá phaûi cuûa (1) ñeå ñöôïc moät phöông trình ñaúng 

caáp baäc ba töø ñoù suy ra moái lieân heä giöõa x,y . Caùc baøi toaùn sau toâi trình baøy 

caùch nhö treân(ñöông nhieân caùc baïn coù theå xöû lyù baèng caùch ñaët =y tx ). 

  

( ) + − = −− = + ⇔ 
− =  − =

3 3 2 23 3

2 2
2 2

8x 2yx y . x 3yx y 8x 2y
6

x 3y 6 x 3y 6
. 

 

( )( ) − + =  = ∨ = −+ − =  ⇔ ⇔ ⇔  
− =− = − =   

3 2 2

2 22 2 2 2

x x 3y x 4y 0 x 3y x 4yx x y 12xy 0
x 3y 6x 3y 6 x 3y 6

. 

 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ + =

3 3

2 2 3

x y 1

x y 2xy y 2
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( )
 + =  − − + = ⇔ 

+ + = + + = 

3 3 3 2 2 3

2 2 3 3 3 3 3

x y 1 2x x y 2xy y 0
x y 2xy y 2 x y x y 1

. 

 

( )( )( ) − + − =   = = − =   ⇔ ⇔ ∨ ∨   
+ = + = + =  + =   

3 3 3 3 3 33 3

x y x y 2x y 0 x y x y y 2x

x y 1 x y 1 x y 1x y 1
. 

 


== 

 ⇔ ∨ 
 = =
  

33

3 3

11 xx
92

1 2y y
92

. 



 Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( )   
=   
   3 3 3 3

1 1 1 2x;y ; ; ;
9 92 2

. 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
 + =


+ − − =

2 2

2 2 5

x y 2

x y 4 x y 2xy 2y
. 

Lôøi giaûi 
Nhaän thaáy veá phaûi cuûa phöông trình thöù hai coù baäc 5 neân bieåu dieãn − −2 24 x y 2xy  
döôùi daïng baäc 4. Thaät vaäy ta coù: 

 ( ) ( ) ( )− − = + − − + = + + − +
22 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 24 x y 2xy x y x y x y xy x y x y xy x y . 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( )( )
 + =  + = ⇔ 

+ + + − + = + = 

2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 5 5 5 5

x y 2 x y 2
x y x y x y xy x y 2y x y 2y

. 

 

 =⇔ ⇔ = = ±
+ =

2 2

x y
x y 1

x y 2
. 

 Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) ( )= ± ±x;y 1; 1 . 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
 − = −


− = −

2

3 2 2 3

5x 3y x 3xy

x x y 3y
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
 + = +


+ = +

2

3 3 2 2

5x 3xy x 3y

x 3y x y
. 

 Nhaän thaáy = ⇒ =x 0 y 0  suy ra ( )0;0  laø nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt vôùi ≠x 0  ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

  + = ++ = + ⇔ 
+ + = + ++ = + 

2

2 33 3 2 2

x 5 3t 1 3tx 5 3t x 1 3t

5 3t 1 t 1 3t 1 3tx 1 3t x 1 t
. 

 

( ) ( )
( )( )
 + = + + = + ⇔ ⇔ 

− + =− − =  
2 24 2

x 5 3t 1 3tx 5 3t 1 3t

t 1 9t 4 09t 5t 4 0
. 



 

 = = = − = − ⇔ ∨ ⇔ ∨   
= − ==    = 

1t 1 xt 1 x 12
1 x 1 1 y 1x y2 2

. 

 Vaäy heä coù ba nghieäm laø ( ) ( ) 
− 

 

1 10;0 ; ; ; 1;1
2 2

. 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
 + − =


+ = +

3 3 2

4 4

x y xy 1

4x y 4x y
. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Veá traùi phöông trình ñaàu cuûa heä daïng baäc 3 vì vaäy nhaân 
vaøo veá phaûi phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc moät phöông trình ñaúng caáp 
baäc 4. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  
( )( ) ( )

 + − = + − = ⇔ 
+ = + + − − + =  

3 3 2 3 3 2

4 4 3 3 2 2 2

x y xy 1 x y xy 1

4x y 4x y x y xy xy 3y 4xy x 0
. 

 ( )( )
 + − =  = =⇔ ⇔ ∨  

= =− − =  

3 3 2x y xy 1 x 0 x 1
y 1 y 0xy x y x 3y 0

  hoaëc
 = = ∨ 

+ − = + − =  
3 3 2 3 3 2

x y x 3y

x y xy 1 x y xy 1
 

 


=  = = = ⇔ ∨ ∨ ∨   

= = =    =


3

3

1x
x 0 x 1 x 1 25
y 1 y 0 y 1 3y

25

 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

 ( ) ( ) ( ) ( )  
=  

 3 3
1 3x;y 0;1 ; 1;0 ; 1;1 ; ;
25 25

. 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình ( ) − =

 − =

2

3 3

y. x y 2

x y 19
. 

 
 

Lôøi  giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( ) ( ) ( ) − = −− = ⇔ 
 − = − = 

22 3 3

3 3 3 3

19y. x y 2 x yy. x y 2

x y 19 x y 19
. 

 

( )( )( ) − − − =− + − = ⇔ ⇔ 
− = − =  

3 3 2 2

3 3 3 3

x y x 7y 2x 3y 02x 21y 38xy 19x y 0

x y 19 x y 19
. 

 


=  = = =  =   ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∨    

=− = − =     =− = 

3

3 3 3 3
3 3

3

7x3x y x 7y x y x 3182
1 y 2x y 19 x y 19 yx y 19
18

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 
=  
 3 3

7 1x;y ; ; 3;2
18 18

. 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ = +

3 3

5 5 2 2

x y 1

x y x y
. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Veá traùi phöông trình nhaát cuûa heä laø ña thöùc baäc 3 neân 
nhaân vôùi veá phaûi cuûa phöông trình thöù hai ta ñöôïc moät phöông trình ñaúng caáp baäc 5. 

Lôøi  giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  ( )( )
 + =  + = ⇔ 

+ = + + + = 

3 3 3 3

5 5 2 2 3 3 2 3 3 2

x y 1 x y 1
x y x y x y x y x y 0

. 

 

( ) + =  = =⇔ ⇔ ∨  
= =  + =

2 2

3 3

xy x y 0 x 0 x 1
y 1 y 0x y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 . 

 Nhaän xeùt: Toång quaùt cho heä phöông trình: ( )
− −

 + = >
+ = +

m m

k k k m k m

x y 1
, k m

x y x y
. 

 Nghieäm cuûa heä laø ( ) ( )0;1 ; 1;0 . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
 + = +


− =

3 3

2 2

x 3x 448y 6y

385x 16y 96
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( )( ) − = − −− = − ⇔ 
− =  − =

3 3 2 23 3

2 2
2 2

1x 448y 6y 3x 385x 16yx 448y 6y 3x
96

385x 16y 96 385x 16y 96
. 

 

 − − − =⇔ 
− =

3 3 2 2

2 2

1251x 42912y 2310x y 48xy 0

385x 16y 96
. 

 

( )( ) − + + =⇔ 
 − =

2 2

2 2

x 4y 1251x 2694xy 10728y 0

385x 16y 96
 

 


= ± = ⇔ ⇔ 

− =  = ±


2 2

1xx 4y 2
1385x 16y 96 y
8

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )  
= ± ± 
 

1 1x;y ;
2 8

. 

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
 + =


+ + =

2 2

4

x y 2

x y 1 xy 32
. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Ñeå yù 
( )++

+ = + =
22 2 x yx y1 xy xy

2 2
 khi ñoù phöông trình 

thöù hai cuûa heä trôû thaønh 
( )+

= ⇔ + =
9

x y
32 x y 2

16
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  
( )

( )
 + =  + = ⇔  +

+ + =   + =   

2 2
9 9

42 2
2 2

x y 2
x y 2

x yx y xy 32 x y 22

. 

 

( )
 + =

 =
⇔ ⇔ + − − = = =



2 2 2

x y 2
x 1

x y x y y 1xy 1
2

. 

 Vaäy: heä phöông trình ñaõ cho coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 



Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 


− = +
 + =

3 3

2 2

13x y
x y

x y 1

. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Quy ñoàng phöông trình thöù nhaát ta ñöôïc veá traùi laø ña thöùc 
baäc 4 vaäy chæ nhaân veá phaûi phöông trình ñoù vôùi bình phöông veá traùi cuûa 
phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc phöông trình ñaúng caáp baäc 4. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän + ≠x y 0 . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) ( )( ) ( ) + − = + − = + ⇔ 
 + = + = 

23 3 3 3 2 2

2 2 2 2

x y 3x y 1 x y 3x y x y

x y 1 x y 1
. 

 

 + − − − =⇔ 
+ =

4 3 2 2 3 4

2 2

2x 3x y 2x y xy 2y 0

x y 1
 

 

( )( ) − + + + =⇔ 
 + =

3 2 2 3

2 2

x y 2x 5x y 3xy 2y 0

x y 1
. 

 

( )( )( )


== ±  − + + + =  ⇔ ⇔ ∨  
  + = = ± = ±   

2 2

2 2

21 xxx y x 2y 2x xy y 0 52
1 1x y 1 y y
2 5

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù boán nghieäm laø: 

( )   
= ± ± ±  
   



1 1 2 1x;y ; ; ;
2 2 5 5

. 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + + =


+ + + =

2 2

5 5

x xy y 3

x y 15xy x y 32
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän xeùt: Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I tuy nhieân theo caùch giaûi thoâng thöôøng 

ñaët = + =S x y,P xy baøi toaùn seõ bieán ñoåi töông ñoái daøi vaø khoù khaên.  
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( ) ( )

 + + = + + = ⇔ 
+ + + + + = + = 

2 2 2 2

55 5 2 2

x xy y 3 x xy y 3

x y 5xy x y x xy y 32 x y 32
. 



 

 + =  + =⇔ ⇔ ⇔ = = 
=+ + = 

2 2

x y 2 x y 2
x y 1

xy 1x xy y 3
. 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
 + − − =


= +

3 3

2 2

x 4y y 16x 0

y 5x 4
. 

Lôøi  giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

( )( ) − = − −− = − ⇔ 
− = −  − = −

3 3 2 23 3

2 2 2 2

x y y 4x 5x yx y 16x 4y

5x y 4 5x y 4
. 

 

( )( ) − + =− − = ⇔ ⇔ 
− = − − = −  

3 2 2

2 2 2 2

x 7x 4y 3x y 021x 5x y 4xy 0

5x y 4 5x y 4
. 

 


=   = = ± = = ±⇔ ∨ ∨ ⇔ ∨    

= ± = = ± =    − = −


 2 2

4x yx 0 x 1 x 0 x 17
y 2 80 y 3 y 2 y 3y y 4

49

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )= ± ± x;y 0; 2 ; 1; 3 . 

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình ( ) − = +

 − =

x x y y 2 4 x y

x 3y 6
. 

 Phaân tích lôøi giaûi: Veá traùi cuûa phöông trình thöù nhaát coù daïng baäc 3
2

 vaø veá 

phaûi laø baäc 1
2

 do vaäy chæ caàn nhaân theâm vaøo veá phaûi vôùi veá traùi cuûa phöông 

trình thöù hai ñöa veà phöông trình ñoàng baäc 3
2

. 

Lôøi  giaûi 
 Ñieàu kieän ≥ ≥x 0,y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) − = + − + − = ⇔ 
− = − =

1x x y y 4 x y x 3y x x x y 12y x 0
3

x 3y 6x 3y 6
. 



 

( )( ) − + =⇔ 
 − =

x x 3 y x 4 y 0

x 3y 6
. 

 

  = == + = ⇔ ∨ ∨ ⇔   
− = =− = − =   

x 0 x 9x 3 y x 4 y 0
x 3y 6 y 1x 3y 6 x 3y 6

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 9;1 . 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) − = − −


 − + = −

3 3

2 2

2x 9y x y 4xy 1

x 3xy y 1
. 

 Phaân tích lôøi giaûi: Thay − = − +2 21 x 3xy y  töø phöông trình thöù hai cuûa heä 

vaøo phöông trình thöù nhaát ta ñöôïc moät phöông trình ñaúng caáp baäc 3. 
Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

( )( ) − = − + − + − = − ⇔ 
− + = − − + = −

3 3 2 2 3 3 3 3

2 22 2

2x 9y x y 4xy x 3xy y 2x 9y x y

x 3xy y 1x 3xy y 1
. 

 

  = = = = ±  ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= ±− + = − = − + = −   

3 3

2 2 22 2

x 2y x 2yx 8y x 2
y 1x 3xy y 1 y 1x 3xy y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )= ± ±x;y 2; 1 . 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
 + + =


− + =

2 2 2

2 2 2

2x y x 2x 2

2x y x y 2xy 1
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )

( )

 + + =

 + − =

22 2

2 2

2x y x 1 3

2xy x 1 x y 1
. 

 Ñaët = + =u x 1,v xy  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  

( ) + = −+ = ⇔ 
− =  − =

2 2 22 2

2 2

u 2v 3 2uv vu 2v 3

2uv v 1 2uv v 1
. 

 

( )( ) − − =− + = ⇔ ⇔ 
− = − =  

2 2

2 2

u v u 5v 0u 6uv 5v 0

2uv v 1 2uv v 1
. 



 


= ± = =  ⇔ ∨ ⇔ = = ± ∨  

− = − =    = ±


2 2

5uu v u 5v 3u v 1
12uv v 1 2uv v 1 v
3

. 

 

  = −+ = ± = −  + = ± =   ⇔ ∨ ⇔ ∨ ∨    
= ± =    == ± =   

5 82x 2x 1 xx 1 1 x3 331xy 1 1 1y y 2xy y23 8

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( )      
= − −     
     

1 2 8 1x;y 2; ; ;2 ; ;
2 3 3 8

. 

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
 + = −


− + = −

3 2

2 2

x 3xy 49

x 8xy y 8y 17x
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi ≠x 0 ñaët ( )= ∈y tx, t khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

 − −
= = = −− ++ = − − − − ⇔ 

− − −− + = −  = = =  ++ − +

23 2 2

2 2 3
2 2

8t 7 8t 7 bx
a b1 8t tx 1 3t 49 t 16 8t 17

49 49 49x 1 8t t x 8t 7 x
49 4a1 3t 3 t 16 49

. 

 trong ñoù = − = −2a t 16,b 8t 17 . 

 Töø ñoù suy ra : 
( )

( )−  = ⇔ + − + = +  −

3 33
3

b 49 49 b a b 3a 0
49 3aa b

 

 
( ) ( ) ⇔ − − + − + = ⇔ = 

 
22a 49b 49b a b 49 a b 3 0 a 0  

Suy ra = ⇒ = − ⇔ = − ⇒ = ±2 3t 16 x 1 x 1 y 4 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )= − − −x,y 1,4 ; 1, 4 . 

 Nhaän xeùt:Ngoaøi ra coù theå giaûi heä treân baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh vaø 
ñaët aån phuï daïng toång hieäu khi coù daáu hieäu(xem phöông phaùp heä soá baát ñònh 
trong cuøng cuoán saùch) hoaëc ñaët aån phuï daïng toång hieäu. 



Baøi 27.Giaûi heä phöông trình 
( )

 − =


− =

2 2

3

x y 5

y x y 2
. 

Lôøi  giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( ) ( ) ( )

 − = − = ⇔ 
− − + =− = − 

2 2 2 2

2 23 2 22 2

x y 5 x y 5
2 x y 2x 21xy 27y 0y x y x y
25

. 

 

( ) ( )( )

 = − = −
 − =
  = − = − − =  =  ⇔ ⇔ ⇔  =− − − =   = =  =  = =

2 2

2 2

2

x 3,y 2
x y 5 9 1x ,yx y 5 x y 4 4

9 12x 3yx y 2x 3y x 9y 0 x ,y
4 4x 9y

x 3,y 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )   
= − − − −   

   

9 1 9 1x;y 3; 2 ; ; ; 3;2 ; ;
4 4 4 4

. 

 Nhaän xeùt: Töø baøi toaùn giaûi heä treân ta hoaøn toaøn giaûi ñöôïc phöông trình: 

 ( )− − − =
3

x 5 x x 5 2  baèng pheùp ñaët aån phụ:  

( )
 − == ⇒ 

− == −  

2 2

3

u v 5u x

v u v 2v x 5
. 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình
 − + − =


+ + − =

2 2

2 2

14x 21y 22x 39y 0

35x 28y 111x 10y 0
. 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
 − = − +


+ = − +

2 2

2 2

14x 21y 22x 39y

35x 28y 111x 10y
. 

 Nhaän thaáy ( ) ( )
 = −= ⇒ ⇔ = ⇒ =

= −

2

2

14x 22x
y 0 x 0 x;y 0;0

35x 111x
laø moät nghieäm 

cuûa heä phöông trình. 
 



 Xeùt ≠y 0 , ñaët =x ty khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )
( ) ( )

 − = − +


+ = − +


2 2

2 2

y 14t 21 y 22t 39

y 35t 28 y 111t 10
. 

 Suy ra: ( )( ) ( )( )− + − = − + +2 2111t 10 14t 21 22t 39 35t 28 . 

 ( )( )⇔ + − + = ⇔ + − + = ⇔ = −3 2 2112t 175t 421t 186 0 t 3 112t 162t 62 0 t 3 . 

 Khi ñoù:

( ) ( ) − = − +
  = − = − ⇔ 

= = −

2 2y 14t 21 y 22t 39
x 3

x 3y
y 1

t 3
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 0;0 ; 3;1 .          

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 − =


− − =

2

2 2

3x 2xy 16

x 3xy 2y 8
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( )− = − − ⇔ + = ⇔ = −
22 2 28 3x 2xy 16 x 3xy 2y x 2y 0 x 2y . 

 Thay vaøo phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 
 = − = = −

= ⇔ ⇒ = = − = 
2 y 1 x 2,y 1

16y 16
y 1 x 2,y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2;1 ; 2; 1 .    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
 − + =


− + =

2 2

2 2

x 2xy 3y 9

2x 13xy 15y 18
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )  =
− + = − + ⇔  =

2 2 2 2 y 0
2 x 2xy 3y 1 2x 13xy 15y

x y
. 

 TH1: Neáu =y 0 thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: = ±x 3 . 

 TH2: Neáu =y x thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

= ⇔ = ± ⇒ = ±2 3 32x 9 x y
2 2

. 



 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )    
= − − −   

   

3 3 3 3x;y 3;0 ; 3;0 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
 − + = −


+ − =

2 2

2 2

x 3xy y 1

x 2xy 2y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaân cheùo theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )  =
− + = − + − ⇔ − − = ⇔  = −

2 2 2 2 2 2 x y
1 x 3xy y 1 x 2xy 2y 2x xy y 0

y 2x
. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay ngöôïc laïi heä phöông trình tìm ñöôïc caùc nghieäm: 

( ) ( ) ( )= − −x;y 1; 1 ; 1;1 . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − + =


+ − =


2 2

2 2

x y x y 13

x y x y 25
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )( )− + = + −2 2 2 225 x y x y 13 x y x y . 

 

( )( )( )
 =
⇔ − − − = ⇔ =
 =

x y
x y 2x 3y 3x 2y 0 2x 3y

3x 2y
. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay ngöôïc laïi heä tìm ñöôïc caùc nghieäm 

( ) ( ) ( )= − −x;y 2; 3 ; 3;2 .    

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


− + − + =

2 2

2 2 3

x y 2

5x y 4xy 3y 2 x y 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( )( )
 + =  + = ⇔ 

− + − + + = − + − = 

2 2 2 2

2 2 3 2 2 3 2 2 3

x y 2 x y 2
5x y 4xy 3y x y x y 0 2y 5xy 4x y x 0

. 



 

( ) ( )

 = − = −
 = = + = + = ⇔ ⇔ ⇔   = = − = −

− − =   = 
 = =


2 2
2 2

2

x 1,y 1
x 1,y 1

x y 2x y 2 2 2x y x 2 ,y
5 5y x 2y x 0 x 2y

2 2x 2 ,y
5 5

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm: 

( ) ( ) ( )
   

= − − −      
   

2 2 2 2x;y 1; 1 ; 1;1 ; 2 ; ; 2 ;
5 5 5 5

. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )
 + − + = −


+ + = −


2 2 2

2 2

x xy 3y 1 x 48

y xy 1 y 12
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )( )+ − + = + + ⇔ − + + + =2 2 2 2 2 2 2 2 2x x xy 3y 1 4y y xy 1 x 4y x xy y 1 0 . 

 

 =
⇔ − = ⇔  = −

2 2 x 2y
x 4y 0

x 2y
. 

 TH1: Neáu =x 2y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )+ = −2 23y 1 y 12  voâ nghieäm. 

 TH2: Neáu = −x 2y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )− = − ⇔ − − = ⇔ = ± ⇒ = 2 2 4 21 y y 2 y y 12 0 y 2 x 4 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2;4 ; 2; 4 .      

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − + = +


− + = −


2 2

2 2

6 x x y 6x 8y

3 y x y 8x 6y
. 

Lôøi giaûi 
 Neáu ( ) ( )=x;y 0;0 laø moät nghieäm cuûa heä. 

 Xeùt + >2 2x y 0 nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä vaø löôïc ñi +2 2x y hai veá 

ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( )( ) ( )( )− − = − + ⇔ − + − =6 x 8x 6y 3 y 6x 8y x 2y 4x 2y 15 0

 



 

 =
⇔  + − =

x 2y
4x 2y 15 0

. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay ngöôïc laïi moät trong hai phöông trình cuûa heä tìm ñöôïc 

caùc nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )  
= − 

 

9x;y 0;0 ; 2;1 ; 4;2 ; 6;
2

.  

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − − = +


− − = −


2 2

2 2

6 x x y 6x 8y

3 y x y 8x 6y
. 

Lôøi giaûi 
 Neáu − = ⇒ = =2 2x y 0 x y 0 . 

 Xeùt − ≠2 2x y 0  nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( )( ) ( )( )− − = − + ⇔ − + − =6 x 8x 6y 3 y 6x 8y x 2y 4x 2y 15 0

 

 

 =
⇔  + − =

x 2y
4x 2y 15 0

.   

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )( )

 − + − + =

 − + − − − =


22

22 2

2x 7 x y 1 0

3x 4xy 4y 7 x y 1 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x y khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )

( )

( )
( )( )


− + = − − + = − − + −− ⇔ 
  − + − + =− + − =  −

2
2 2 22

222 2
2

12x 7
2x 7 3x 4xy 4y 7x y

1 2x 7 x y 1 03x 4xy 4y 7
x y

. 

 

( )
( )( ) ( )

 =
  =− = =  ⇔ ⇔ ⇔  − + + =  = − − + − + =    = −

2

2 222

x 2
x 2yx 2y 0 y 1

8y 7 y 1 0 x 22x 7 x y 1 0
y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2; 1 ; 2;1 .  

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
 + − =


+ − − =

3 3 2

4 4

x 8y 4xy 1

2x 8y 2x y 0
. 



Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( )

 + − =


+ − + + − =

3 3 2

4 4 3 3 2

x 8y 4xy 1

2x 8y 2x y x 8y 4xy 0
. 

 ( )( )
 + − =+ − = ⇔ ⇔ 

− − =− + =  

3 3 23 3 2

4 2 2 3

x 8y 4xy 1x 8y 4xy 1
2x x 2y x 6y 02x 8x y 12xy 0

. 

 


= = + − =

 
 = ⇔ ⇔ = = = 
 = = = 

3 3 2

3 3

1x 0,yx 8y 4xy 1 2
x 0 1x 1,y

2x 2y
3 1x 6y x ,y
25 2 25

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: ( )     
=     
     3 3

1 1 3 1x;y 0; ; 1; ; ;
2 2 25 2 25

. 

Baøi 12.Giaûi heä phöông trình 
 − = −


+ + − =

3 2

4 4

x 2xy 1

x y x 3y 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( )

 − = −


+ + − − + =

3 2

4 4 3 2

x 2xy 1

x y x 3y x 2xy 0
 

 

 − = −⇔ 
+ − + =

3 2

3 2 2 3

x 2xy 1

3x 2x y 6xy y 0
.  

 
( )( )

 − = − − = −  ⇔ ⇔  = 
− + − =   + − =

3 2
3 2

2 2
2 2

x 2xy 1x 2xy 1
x y

x y 3x 5xy y 0
3x 5xy y 0

. 

 
 
 Xeùt tröôøng hôïp tìm ra nghieäm cuûa heä phöông trình laø: 



( ) ( ) ( )
 − + − = −
 
 

 − − + − −
 
 

3 3

3 3

37 6 5 37 37 6x;y 1;0 ; 1;1 ; ; . ;
5 2 5

37 6 5 37 37 6; .
5 2 5

. 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
 − = −


+ − = −

2 2 216x y 17y 1
4xy 2x 7y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi : 

  ( ) ( )+ = − ⇒ + = −
2 2

4xy 1 7y 2x 4xy 1 7y 2x . 

 ⇔ + + = − + ⇔ + = − +2 2 2 2 2 2 216x y 8xy 1 4x 28xy 49y 17y 8xy 4x 28xy 49y . 

 

 =
⇔ − + = ⇔  =

2 2 x y
x 9xy 8y 0

x 8y
. 

 TH1: Neáu =x y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

 

 = = =
 + − = − ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = =
  

2 2
x 1 x 1,y 1

4x 2x 7x 1 4x 5x 1 0 1 1 1x x ,y
4 4 4  

 

(thöû laïi thaáy thoûa maõn). 
 TH2: Neáu =x 8y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

− + =232y 9y 1 0 (voâ nghieäm). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
=  

 

1 1x;y 1;1 ; ;
4 4

.  

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
 + = +


− = −

3 3

3 3

x y 7x 7y

x y 19x 19y
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )( )3 3 3 319 x y x y 7 x y x y− + = + −
 

 
4 3 3 46x 13x y 13xy 6y 0⇔ − + − = . 



 

( )( )( )( )

 =
 = −
⇔ − + − − = ⇔ =



=

y x
y x

3x y x y 2x 3y 3x 2y 0 y x
2
2y x
3

. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 3; 2 ; 3;2 ; 2; 3 ; 2;3 ; 0;0 . 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
 + = +


− = −

3 3 2 2

3 3 2 2

x y 4x 4y

x y 6x 6y
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )( )− + = + −2 2 3 3 2 2 3 36 x y x y 4 x y x y . 

 
( ) ( )  =

⇔ − + + = ⇔ 
+ + =

3 2 2
2 2

y x
x y x 3xy y 0

x 3xy y 0
. 

 TH1 : Neáu =y x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

 

 = = =
= ⇔ ⇒ = = = 

3 2 x 0 x 0,y 0
2x 8x

x 4 x 4,y 4
. 

 TH2 : Neáu + + =2 2x 3xy y 0 keát hôïp vôùi phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( ) ( )( )
 + + = + + = ⇔ 

− = − − + + − − =  

2 2 2 2

3 3 2 2 2 2

x 3xy y 0 x 3xy y 0

x y 6 x y x y x xy y 6x 6y 0
. 

 


 =  = =
 + + − + ⇔ ⇔ = =  + +  + −+ + − − = = = 

2 2

2 2

2 2

x y x 0,y 0
x 3xy y 3 5 3 5x ,y

2 2x 3xy y
3 5 3 5x xy y 6x 6y 0 x ,y

2 2

.    

 Vaäy heä phöông trình coù boán  nghieäm: 

( ) ( ) ( )
   + − − +

=       
   

3 5 3 5 3 5 3 5x;y 0;0 ; 4;4 ; ; ; ;
2 2 2 2

. 



Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
 + + = +


− =

2 2

2 2

x xy y x 4y

x 4y 1
. 

Lôøi giaûi 

 Töø heä phöông trình suy ra: ( ) ( ) ( )+ + = + −
2 22 2 2 2x xy y x 4y x 4y . 

 
( )( )  =

⇔ − + + = ⇔ 
+ + =

2 2
2 2

2x 5y
2x 5y 3x 12xy 13y 0

3x 12xy 13y 0
. 

 TH1: Neáu =2x 5y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra: 

 
− = ⇔ = ± ⇒ = ±2 225 2 5y 4y 1 y x

4 3 3
. 

 TH2: Neáu ( )+ + = ⇔ + + =
22 2 23x 12xy 13y 0 3 x 2y y 0  

 
 + = =

⇔ ⇔ 
= = 

x 2y 0 x 0
y 0 y 0

 (thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= − −   
   

5 2 5 2x;y ; ; ;
3 3 3 3

.   

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 + = +


− = −

4 4

4 4

x y 17 x y

x y 45 x y
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( )( ) ( )( )− + = + −4 4 4 445 x y x y 17 x y x y  

( )( )( )( )
 =
 =⇔ − − − + + = ⇔
 =


= =

2 2

x y
x 2y

x 2y x y 2x y 7x 9xy 7y 0
y 2x
x y 0

. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= 3 3 3 3 3 3x;y 0;0 ; 3;2 3 ; 2 3; 3 ; 17; 17 . 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= 3 3 3 3 3 3x;y 0;0 ; 3;2 3 ; 2 3; 3 ; 17; 17 . 

 



Chuû ñeà 5.   KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG PHEÙP THEÁ 
A.  NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Heä goàm hai phöông trình trong ñoù coù theå ruùt ñöôïc moät bieán theo bieán coøn laïi 

vaø theo suy nghó ñôn giaûn theá vaøo phöông trình coøn laïi cuûa heä ta ñöôïc moät 
phöông trình ña thöùc baäc cao giaûi ñöôïc. Ñoâi khi ta cuõng thöïc hieän pheùp theá 
haèng soá hoaëc theá moät bieåu thöùc vaøo phöông trình coøn laïi. 

 Daáu hieäu nhaän bieát 
 -  Heä goàm moät phöông trình laø phöông trình baäc nhaát ñoái vôùi x,y . 

 - Coù theå ruùt moät bieán theo bieán coøn laïi töø moät phöông trình cuûa heä. 
 Caùc daïng heä ñaõ gaëp 
 Heä phöông trình cô baûn goàm moät phöông trình baäc nhaát vaø moät phöông trình 

baäc hai hai aån. 
B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )3 2 2 2

x y 1 0  (1)

3x x 7y 3 x 2y 7y 2y  (2)

 + − =
 + − + − =

  

Lôøi giaûi 
 Phaân tích tìm lôøi giaûi:  
     Nhaän thaáy töø (1) ta coù theå ruùt = −y 1 x hoaëc = −x 1 y ñeå theá vaøo phöông trình 

(2) vaø ñeå yù seõ ñöa veà phöông trình baäc ba vôùi aån x hoaëc aån y . ôû ñaây ta löïa 

choïn pheùp theá = −y 1 x vaøo (2) vì baäc cuûa . y .ôû (2) cao nhaát laø 2 neân vieäc 

tính caùc bieåu thöùc ( ) ( )− −
2

1 x , 1 x   ñôn giaûn hôn vieäc tính caùc bieåu thöùc 

( )−
3

1 y . 

 Ruùt = −y 1 x töø (1) theá vaøo (2) ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( ) ( )  + − − + − − − = −    

2 23 23x x 7 1 x 3 x 2 1 x 7 1 x 2 1 x . 

 

( ) ( ) ( ) 
= − − − 

 

1 1x;y 1; 2 ; ; ; 2;1
2 2

 .  

 Suy ra ( ) ( ) ( ) 
= − − 
 

1 3x;y ; ; 1;0 ; 2; 1
2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) 
= − − 
 

1 3x;y ; ; 1;0 ; 2; 1
2 2

.       



Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 = + +


= −
2 2 2

xy x 7y 1

x y 10y 1
.  

 Phaân tích lôøi giaûi: 
 Ta ruùt ñöôïc y theo x  töø phöông trình ñaàu cuûa heä theá vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ñöa veà moät phöông trình baäc 4 vôùi x . 
Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy =y 1 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi ≠y 0  töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù +
=

−
7y 1x
y 1

 theá vaøo phöông 

trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

 +
= − ⇔ + − − + = − 

2
2 2 4 3 27y 1 y 10y 1 39y 34y 8y 2y 1 0

y 1
. 

 

( )( ) ( )( )( )⇔ + − − + = ⇔ + + − + =3 2 2y 1 39y 5y 3y 1 0 y 1 3y 1 13y 6y 1 0

 

 

 = −
⇔  = −


y 1
1y
3

. 

 Vôùi = −y 1 suy ra =x 3. 

 Vôùi = −
1y
3

 suy ra =x 1. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 
= − − 
 

1x;y 1; ; 3; 1
3

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình . 

 Phaân tích lôøi giaûi: 
 Caû hai phöông trình cuûa heä ñeàu coù theå ruùt ñöôïc bieán y theo bieán x nhöng 

vieäc ruùt töø phöông trình thöù hai ñôn giaûn hôn. 
Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

( ) ( ) − − + + + − + + =− + = ⇔ 
= − + +  = − + +

3 2 23

2 2

x 2x 3x 2x 3 5 3x 2x 3 7x 2xy 5y 7

y 3x 2x 3 y 3x 2x 3
. 



 

( )( ) − − − =− + + = ⇔ ⇔ 
= − + +  = − + +

23 2

2 2

x 1 7x 12x 8 07x 19x 4x 8 0

y 3x 2x 3 y 3x 2x 3
. 

 

 − +
= =  =  ⇔ ∨ ∨  

= − + − −  = =  

6 2 33 6 2 33x xx 1 7 7
y 2 153 44 23 153 44 23y y

49 49

. 

 Vậy hệ phương trình coù ba nghiệm laø:  

 ( ) ( )
   − − + + − −

= =      
   

6 2 33 153 44 23 6 2 33 153 44 23x;y 1;2 ; ; ; ;
7 49 7 49

. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( ) + + =


 − =

3 2

4 6 2

2x y x 1 4x

5x 4x y
. 

 Phaân tích lôøi giaûi:  
 Phöông trình ñaàu cuûa heä chæ chöùa y  töï do neân ta ruùt y  theo x  vaø theá vaøo 

phöông trình thöù hai cuûa heä vaø hy voïng ñöa veà moät phöông trình baäc cao ñoái 
vôùi x  phaân tích ñöôïc nghieäm. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy = −x 1 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi ≠ −x 1 khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi 

  

 −
= − += ⇔+   − − = − =     + 

2 3
2 3

22 3
4 6 2 4 6

4x 2xy4x 2x x 1y
x 1

4x 2x5x 4x y 5x 4x
x 1

 

 
( ) ( )

( )

 −
=

+⇔   −  − − =  +   

2 3

2
4 2

2

4x 2xy
x 1

4 2 x
x 5 4x 0

x 1
( )( ) ( )

 −
= =  +⇔ ∨ 

=  − + − − =

2 3

2 22

4x 2xyx 0 x 1
y 0

5 4x x 1 4 2 x 0
 

 

 − = =⇔ ∨ + 
=  + + − + =

2 3

4 3 2

4x 2xx 0 y
x 1

y 0
4x 8x 3x 26x 11 0  



 ( )( )( )

 −
= =  +⇔ ∨ 

=  − − + + =

2 3

2

4x 2xyx 0 x 1
y 0 x 1 2x 1 2x 7x 11 0


= = = ⇔ ∨ ∨  

= =   =


1xx 0 x 1 2
y 0 y 1 1y

2

.

 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( )  
=  

 

1 1x;y 0;0 ; 1;1 ; ;
2 2

. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )


− + =


 + − + = −


5x y 1
2

3y 2 x 3 x 1
4

. 

 Phaân tích lôøi giaûi: 
 Phöông trình ñaàu cuûa heä neáu bình phöông khöû caên thöùc ta ruùt ñöôïc y theo 

x do vaäy ta thöïc hieän pheùp theá. 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 
 ≥ −


≥ −

x 1
y 1

 khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( )

 ≥ ≥    = − − ⇔ = − +  
  

  − + − + + =
+ − + = − 



2
2

2

5 5x x2 2
5 21y x 1 y x 5x
2 4

x 5x 2 x 3 x 1 6 03y 2 x 3 x 1
4

. 

 

( )


≥

  =
 ⇔ = − + ⇔ 

= −   − − + + = 


2

5x
2 x 321y x 5x 34 y

4
x 3 x 2 2 x 1 0

. 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( )  
= − 
 

3x;y 3;
4

. 

Baøi 6. (TSÑH Khoái B 2008) Giaûi heä phöông trình  
 + + = +


+ = +

4 3 2 2

2

x 2x y x y 2x 9

x 2xy 6x 6
. 

 
 Phaân tích lôøi giaûi:  



 Caû hai phöông trình cuûa heä coù ñieåm chung laø coù chöùa nhaân töû chung 

+2x xy do vaäy ta seõ theá + −
=

26x 6 xxy
2

 töø phöông trình thöù hai cuûa heä vaøo 

phöông trình ñaàu ñöa veà phöông trình baäc 4 vôùi aån x . 
Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
  + − + = ++ = +      ⇔ 

+ −  + −=  =


222 22

2
2

6x 6 xx 2x 9x xy 2x 9
2

6x 6 x 6x 6 xxy xy2 2

. 

 

( ) + + + = = −+ =  ⇔ ⇔ ⇔  + − + − ==  =  

34 3 2

2 2

x 12x 48x 64x 0 x 4x x 4 0
176x 6 x 6x 6 x yxy xy 42 2

. 

 Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
= − 
 

17x;y 4;
4

. 

Baøi 7. (TSÑH Khoái B 2006) Giaûi heä phöông trình 
( )

( )( )

 + + + =


+ + − =

2

2

x 1 y y x 4y

x 1 y x 2 y
. 

 Phaân tích lôøi giaûi:  
 Caû hai phöông trình coù nhaân töû chung +2x 1 neáu ruùt töø phöông trình ñaàu theá 

vaøo phöông trình thöù hai ta coù nhaân töû chung y . 

Lôøi giaûi 
  Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( )( )

( )
( )( )

 + = − − + = − − ⇔ 
+ + − = − − + − = 

2 2

2

x 1 y 4 y x x 1 y 4 y x

x 1 y x 2 y y 4 x y y x 2 y
. 

 

( )
( )( )
 + = − − + =⇔ ∨ 

= − − + − =  

22 x 1 y 4 y xx 1 0
y 0 4 x y y x 2 1

 

 

( )
( ) ( )

( )
( )

 + = − − + = − −  + =  ⇔ ⇔ ⇔  
+ = − + + + − = + − =  

2 2

2 2 2

x 1 y 4 y x x 1 y 4 x y x y 3

x 1 yx y 6 x y 9 0 x y 3 0
 



 

 = −  = = −  + − =⇔ ⇔ ⇔ ∨   
= =+ = − = −    

2

2

y 3 x x 1 x 2x x 2 0
y 3 y 5x 1 3 x y 3 x

. 

 Heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 1;3 ; 2;5 . 

 Nhaän xeùt: Ngoaøi ra coù theå ñöa veà heä 

( )

 +
+ + =




+ + − =

2

2

x 1 x y 4
y

x 1. y x 2 1
y

. 

 Ñaët aån phuï +
= = + −

2x 1u ;v x y 2
y

(xem theâm phöông phaùp ñaët aån phuï). 

Baøi 8. (TSÑH Khoái D 2009) Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

 + + − =



+ − + =


2

2

x x y 1 3 0

5x y 1 0
x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≠x 0  khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

 + = − + = −  ⇔ 
   − + =− − + =   

2

22

3 3x y 1 x y 1x x
4 63 5 2 01 1 0 xx xx

. 

 
( )( )

  == − −  = ⇔ ⇔ ∨  
= = − − − = 

3 x 2y x 1 x 1
x 3y 1 yx 1 2x 4 0 2

. 

 Heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − 

 

3x;y 1;1 ; 2;
2

. 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
 + = −


− = −
3 3

x y 1

x 3x y 3y
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  ( ) ( )
 = − − = − − ⇔ 

− = − − = − − − − −  
33 3 3

y 1 xy 1 x

x 3x y 3y x 3x 1 x 3 1 x
 

 

( )( )( ) = − − − + + = ⇔ ⇔ 
+ − − = = − −  

3 2

y 1 x x 1 2x 1 x 2 0

2x 3x 3x 2 0 y 1 x
 



 


= − = = −⇔ ∨ ∨  

= − =  =


1xx 1 x 22
y 2 1 y 1y

2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) 
= − − − 

 

1 1x;y 1; 2 ; ; ; 2;1
2 2

. 

 Nhaän xeùt: Qua caùc ví duï treân nhaän thaáy phöông phaùp theá heát söùc ñôn giaûn 
maø baát kyø hoïc sinh naøo cuõng nghó ñeán ñaàu tieân khi giaûi heä. Thoâng thöôøng 
caùc heä coù nghieäm ñeïp khi ñöa veà phöông trình baäc cao ta seõ giaûi ñöôïc nhôø 
phaân tích thaønh nhaân töû. Haïn cheá cuûa phöông phaùp naøy laø ñoâi khi tính toaùn 
coàng keành deã daãn ñeán sai soùt vaø moät ñieåm nöõa laø neáu heä coù nghieäm leû vieäc 
giaûi phöông trình baäc cao seõ heát söùc khoù khaên. Luùc naøy thöû nghó ñeán caùc 
phöông phaùp khaùc chaúng haïn nhö ñaët aån phuï. Moät löu yù cuûa phöông phaùp 
naøy laø ta coù theå theá moät bieåu thöùc, moät haèng soá töø moät phöông trình vaøo 
phöông trình coøn laïi. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
 − + =


+ + + + =

2

2 2

y xy 1 0

x y 2x 2y 1 0
. 

 Phaân tích lôøi giaûi: 
 Ruùt 2y xy 1= −  töø phöông trình ñaàu theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta 

ñöôïc phöông trình ñöa ñöôïc veà phöông trình tích neân ta söû duïng phöông phaùp theá. 

  
( ) ( )2x xy 2x 2y 0 x x y 2 x y 0+ + + = ⇔ + + + =

 

 
( )( ) x 2
x 2 x y 0

x y
 = −

⇔ + + = ⇔  = −
. 

Lời giải 
 Hệ phương trình ñaõ cho tương ñương với: 

  ( )( )
22

2

y xy 1y xy 1
x 2 x y 0x xy 2x 2y 0

 = −= − ⇔ 
+ + =+ + + =  

 

 
2 2 2

x 2 x y x 2
y 1y 2y 1 y y 1

 = − = −  = − ⇔ ∨ ⇔  
= −= − − = − −   

. 

 Vậy hệ phương trình coù nghiệm duy nhất ( ) ( )x;y 2; 1= − − . 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( )
( )

22x y x y x 2x 1 7 2y

x 4x 1 7 3y

 + + + + = −


+ = −

. 



 Phaân tích lôøi giaûi. 
 Neáu thöïc hieän pheùp theá bieán thoâng thöôøng trong tröôøng hôïp naøy khoâng thöïc 

hieän ñöôïc ñeå yù ñeán soá 7 töï do ôû hai phöông trình thöû theá töø phöông trình döôùi 
leân phöông trình treân xem ta ñöôïc gì? Hy voïng ñöa veà ñöôïc moät phöông 
trinh tích. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

( )( ) ( )2

2

2x y x y x 2x 1 7 2y

7 4x x 3y

 + + + + = −

 = + +

. 

 

( )( ) ( )2 2

2

2x y x y x 2x 1 4x x 3y 2y

7 4x x 3y

 + + + + = + + −⇔ 
 = + +

.  

 

( )( ) ( )( )2 2 2

2 2

2x y x y 2x y 2x y x y 1 0

7 4x x 3y 7 4x x 3y

 + + = + + + − = ⇔ ⇔ 
 = + + = + + 

. 

 

2

22

y 1 xy 2x
7 4x x 3y7 4x x 3y

  = −= − ⇔ ∨ 
= + += + + 

. 

 

2

22

1 17y 1 x xy 1 xy 2x 4
1 172x x 2 0 x2x x 7 0 3 17y4

4

 ± = − =  = −= −   ⇔ ∨ ⇔ ⇔   ±− − = =− + =   = 


. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 17 3 17x;y ;
4 4

 ±
=   
 

 . 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình ( )23 2

2 2

x 7y x y x y 7x 4

3x y 8y 4 8x

 + = + + + +

 + + + =

. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Baøi toaùn naøy ta thöïc hieän töông töï baøi toaùn treân ruùt 4 töï 
do töø phöông trình hai theá vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä. 

 
 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( )23 2 2 2

2 2

x 7y x y x y 7x 8x 8y 3x y

4 8x 8y 3x y

 + = + + + + − − −

 = − − −

. 

 

( )( )23 2 2

2 2 2 2

x y x 2x 15 0x 2x x y 2xy 15x 15y 0

4 8x 8y 3x y 4 8x 8y 3x y

 − + − =+ − − − + = ⇔ ⇔ 
= − − −  = − − −

. 

 

2

2 2 2 2

x y x 2x 15 0
4 8x 8y 3x y 4 8x 8y 3x y

 = + − = ⇔ ∨ 
= − − − = − − − 

. 

 
2 2 2

x y x 5 x 3 x 3 x 3
y 1 y 72y 4 0 y 8y 119 0 y 8y 7 0

  = = − =  = =  ⇔ ∨ ∨ ⇔ ∨    
= − = −+ = + + = + + =      

 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 3; 1 ; 3; 7= − − . 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2

4 2 2 2 2 2

x y 1 6y 2

x y 2x y y x 1 12y 1

 + = −


+ + + = −

. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Caû hai phöông trình coù nhaân töû chung 2x  töø phöông trình 

cuûa heä ruùt ñöôïc 2 6y 2x
y 1
−

=
+

 tôùi ñaây theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ñöa 

veà phöông trình ña thöùc baäc boán vôùi aån y . Nhöng tröôùc tieân phaûi xeùt xem 
y 1= −  coù laø nghieäm cuûa heä hay khoâng? 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 1= −  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt y 1≠ −  khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

2

2
2 2 2

6y 2x
y 1

6y 2 6y 2 6y 2y 2y y 1 12y 1
y 1 y 1 y 1

 −
= +


     − − − + + + = −      + + +     

. 

 

( )( )
( ) ( ) ( )

2
22

2
22

2

6y 2x 6y 26y 2y 1 xx y 1y 14 y 1 9y 1 y
y 1 y 1 4 9y 1 y y 1

y 1

 −
=  −  −+ ==   +⇔ ⇔ ∨+  − +

  = − = + = +  +

. 



 

3 2

2

36y 3y 2y 1 0
x 2

6y 2xy 1
y 1

 + − − = = ±⇔ ∨  −
==  +

. 

 

( )( )2

2

3y 1 12y 5y 1 0 x 0
x 2 x 2

16y 2 yy 1 y 1x 3y 1

 − + + =  =    = ± = ±⇔ ∨ ⇔ ∨   − == =  =   +

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) 1x;y 2;1 ; 0;
3

 
= ±  

 
. 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

2x xy 2x 2y 16
x y 4 xy 32

 + + + =


+ + =
. 

Baøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

( )( )
( )( )
x y x 2 16

x y 4 xy 32

 + + =


+ + =
. 

 Nhaän thaáy x 2= −  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt vôùi x 2≠ −  khi ñoù heä töông ñöông vôùi 

  
( )( ) ( )

1616 16x yx y x yx 2x 2 x 2
16x y 4 xy 32 4 xy 2x 4. 4 xy 32

x 2

 + =+ = + =  ++ ⇔ ⇔ +  
  + + = + = ++ =   +

. 

 
( )

16x y x 0 x 2 x 6
x 2

y 8 y 2x y 2 0


+ =  = = ∨ = − +⇔ ⇔ ∨  

= =  − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;8 ; 2;2 ; 2; 6= − . 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )

2 2

22

x 1 6 x 1 y 4y 20

x 2y 1 2

 − + − + =

 + + =

. 

 Phaân tích lôøi giaûi: Chöa thaáy moái lieân heä naøo giöõa hai phöông trình cuûa heä 
ta thöû khai trieån caùc bieåu thöùc  tích vaø haúng ñaúng thöùc ra xem sao? Nhaän 

thaáy coù nhaân töû chung 2 2x 4y+  ta söû duïng pheùp theá cho heä naøy. 

 
Lôøi giaûi 



 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

2 2

2 22 2

2x 1 1 4y 6xy 6y 20x 2x 1 6xy 6y 4y 20
x 4y 1 4yx 4y 4y 1 2

 − + + − + − =− + + − + = ⇔ 
+ = −+ + + = 

. 

 

( )
2 2

3x 5 y x 9

x 4y 1 4y

 − = +⇔ 
+ = −

. 

 Nhaän thaáy 5x
3

=  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Khi ñoù vôùi 5x
3

≠  heä töông ñöông vôùi: 

 
( )

2
22 2

x 9x 9 yy 3x 53x 5
2x 18x 2y 1 2 x 1 2
3x 5

 + + == − −⇔ ⇔ 
 + + + = + + =   − 

. 

 
4 3 2

x 9y
3x 5

9x 30x 32x 190x 119 0

 +
=⇔ −

 − + + + =

. 

 
( ) ( )2 2

x 9y x 13x 5
y 1x 1 9x 48x 119 0

 +
=  = − −⇔ ⇔ 

= − + − + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 1= − − . 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2 2

x 2xy 5

2x xy y 4x y

 + =


+ + = +
. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình, vôùi x 0≠  ruùt 
3

2 5 xy
2x
−

=  

töø phöông trình thöù nhaát vaø thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

3
2 3 2 25 x2x xy 4x y 3x 8x 5 2x y 2xy 0

2x
−

+ + = + ⇔ − + + − = . 

 ( )( ) ( ) ( )( )2 2x 1 3x 5x 5 2xy x 1 0 x 1 3x 5x 5 2xy 0⇔ − − − + − = ⇔ − − − + = . 



 Vôùi x 1=  khi ñoù heä trôû thaønh 
2

2

1 2y 5
y 2

2 y y 4 y

 + = ⇔ = ±
+ + = +

. 

 Vôùi 23x 5x 5 2xy− − +  khi ñoù thay vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc 

  
( )2 2 212x 3x 5x 5 y 4x y

2
− − − + = + . 

 ( )2 2 2x 5x 5 2y 8x 2y x 3x 5 2y 1 y  (1)⇔ + + + = + ⇔ − + = − . 

 Veá traùi 
2

2 3 11 11x 3x 5 x
2 4 4

 
− + = − + ≥ 

 
. 

 Veá phaûi ( ) ( )21 12y 1 y y 1 y
2 2

− ≤ + − = . 

 Töø ñaây suy ra phöông trình (1)  voâ nghieäm. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 1; 2= − . 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2

13y 3x 1

y 4y 1 5x 4xy

 − =


+ + = +
 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy 5y
4

= −  khoâng thoûa maõn heä, neân vôùi 5y
4

≠ −  ruùt 
2y 4y 1x
4 5y
+ +

=
+

 

töø phöông trình thöù hai thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

22
3 y 4y 113y 3 1

4 5y

 + +
− =  + 

. ( ) ( )( )3 2 y 2
y 2 y 2 13y 16y 7 0

y 2
 = −

⇔ − + + + = ⇔  =
. 

 Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 1;2= − . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3 2

xy x y 2

x 4x x 18 2y 5y y

 − + =


− + + = + −
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 1= − khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 1≠ − ruùt x 2y
x 1
+

=
+

töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc:
3 2

3 2 x 2 x 2 x 2x 4x x 18 2 5
x 1 x 1 x 1

   + + +
− + + = + −   + + +   

. 



 

( ) ( )22 2

x 2 x 2,y 2

x 2 x 2,y 2

1 17 1 17 1 17x 2 x x 4 0 x x ,y
2 2 4

1 17 1 17 1 17x x ,y
2 2 4

 = − = − = −
 
 = = =
 

− − − ⇔ − − − = ⇔ ⇒= = = 
 

+ + + = = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) 1 17 1 17 1 17 1 17x;y 2; 2 ; 2; 2 ; ; ; ;
2 4 2 4

   − − + +
= − −       

   
. 

 Nhaän xeùt: Xem theâm moät soá baøi toaùn cuøng daïng naøy ñöôïc ñeà caäp trong chuû 
ñeà Kyõ thuaät heä soá baát ñònh.        

C.  BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

xy x 1 3y

x y x 2y

 + − =


− =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 3= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 3≠ töø phöông trình ñaàu suy ra x 1y
3 x
−

=
−

 thay vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 
2

2 5 4 3 2x 1 x 1x x 2 x 5x 5x 5x 4x 2 0
3 x 3 x

   − −
− = ⇔ − + + − + =   − −   

. 

( )( )4 3 2x 1 x 6x 11x 6x 2 0⇔ + − + − + = . 

 
( ) ( )22 1x 1 x 3x 1 1 0 x 1 y

2
 

⇔ + − + + = ⇔ = − ⇒ = − 
 

.    

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y 1;
2

 
= − − 
 

.   

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )2 2

x y 3 9y 1

x 1 y 2y 1

 − − =


− + = −

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 3= khoâng thoûa maõn phöông trình töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy 

ra  heä phöông trình töông ñöông vôùi: 



  

( ) ( )
( )

( )

( )
2 2 2 2

4 2y 1
x y 3 y 3 8y 4 x 1

y 3
x 1 y 2y 1

x 1 y 2y 1

 + − − − = +  − =  −⇔ 
− + = −  − + = −

. 

 

( )

( )

( )

( ) 2
2 2 2

4 2y 1
x 14 2y 1

y 3x 1
y 3

4 2y 1
x 1 y 2y 1 y 2y 1 0

y 3

 +
  − =+

− − =  −⇔ ⇔ 
 +  − + = − + + =   − 

. 

 

( )

( ) ( ) ( )22

4 2y 1
x 1

y 3

2y 1 16y 2y 1 y 3 0

 +
 − =
 −⇔ 
  + + + − =   

( )

( )( )

4 2y 1 x 2,y 1x 1
y 3 1x 1,y

2y 1 y 1 0 2

 +  = = − − = ⇔ ⇔−  = = − + + = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1x;y 2; 1 ; 1;
2

 
= − − 

 
.      

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2

2

2 x 2 y 19

2 y 2 x 1

 + = +

 + = +

. 

Lôøi giaûi 

 Ruùt ( )2x 2 y 2 1= + − töø phöông trình hai cuûa heä theá vaøo phöông trình ñaàu ta ñöôïc: 

  
( )

22 4 3 22 2 y 2 1 2 y 19 8y 64y 200y 287y 143 0 + − + = + ⇔ + + + + =  
. 

 ( )( )3 2y 1 8y 56y 144y 143 0⇔ + + + + = . 

 3
y 1 3 12081 277,k7 10 k 2y

3 3k 6

 = −
−⇔ = = − − +



. 

 2

x 1, y 1

1 10 k 7 10 kx 2 1,y
3 3k 6 3 3k 6

 = = −


⇒   
= − − + − = − − + 

 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) ( )
2

1 10 k 7 10 kx;y 1; 1 ; 2 1;
3 3k 6 3 3k 6

   = − − − + − − − +    
vôùi 3 3 12081 277k

2
−

= . 



Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 3 2

2

4x y xy 4xy 3y 1 7y

3xy 3y y 1 0

 + + − + =


− − + =
. 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä döôùi daïng:
( ) 2 3

2

xy 4xy y 4 7y 3y 1

3y y 1xy
3

 + + = + −

 + − =
  

 

2 2
2 33y y 1 3y y 14. y 4 7y 3y 1

3 3

 + − + −
⇒ + + = + −  

 
 

 

( )( )( )2

y 1
1y
6

y 1 6y 1 6y 8y 1 0 4 10y
6

4 10y
6

 =

 =

⇔ − − + + = ⇔ + = −



− + =
 

 

x 1,y 1
3 1x ,y
2 6

5 4 10x 1 ,y
2 6
5 4 10x 1 ,y
2 6

 = =

 = − =

⇒ + = − = −



− + = + =

.

 
 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

 ( ) ( ) 3 1 5 4 10 5 4 10x;y 1;1 ; ; ; 1 ; ; 1 ;
2 6 2 6 2 6

     + − +
= − − − +               

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 

x y2x 4y 8
y x

1 14x 6
x y


+ + + =


 + + =


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 



 Ruùt 
26x 4x 1y

x
− −

= töø phöông trình thöù hai vaø thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa 

heä ta ñöôïc: 

  

2 2

2 2
6x 4x 1 x 6x 4x 12x 4. 8

x 6x 4x 1 x

2− − − −
+ + + =

− −
. 

 ( )( )3 2x 1 8x 20x 24x 5 0⇔ − − + − = .    

 23

3

x 1
x 1,y 1

3 3261 155
6k 4k 15 11 2 x k,y2x k6 6 63 3261 155

 =
 = =
 −⇔ ⇒ − − = = = − + 

 −

 

với 
3

3

3 3261 155
5 11 2 2k
6 6 63 3261 155

−

= − +
−

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )
26k 4k 1x;y 1;1 ; k;

k

 − −
=   

 
 

 vôùi
3

3

3 3261 155
5 11 2 2k
6 6 63 3261 155

−

= − +
−

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
2 2

xy 3x 2y 6

x y 2x 4y 8

 − − =


+ − − =
 . 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 2= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 2≠ ruùt 3x 6y
x 2
+

=
−

 töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc: 

  

2
2 4 3 23x 6 3x 6x 2x 4. 8 x 6x x 60x 52 0

x 2 x 2
 + +

+ − − = ⇔ − + + + = − − 
. 

 
( )( )( )2 x 1 x 1,y 1
x 1 x 2 x 9x 26 0

x 2 x 2,y 0
 = − = − = −

⇔ + + − + = ⇔ ⇒ = − = − = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 2;0= − − − .      

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
2

x x 2 2x y 9

x 4x y 6

 + + =


+ + =
 . 



Lôøi giaûi 
Caùch 1: Ruùt 2y x 4x 6= − − + töø phöông trình thöù hai cuûa heä theá vaøo phöông 

trình ñaàu ta ñöôïc: 

  ( )( )2 4 3 2x x 2 2x x 4x 6 9 x 4x 2x 12x 9 0+ − − + = ⇔ + − − + = . 

 
( ) ( )2 2 x 3 x 3,y 9
x 1 x 3 0

x 1 x 1,y 1
 = − = − =

⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 3;9= − . 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: ( )( )2

2

x 2x 2x y 9

x 2x 2x y 6

 + + =

 + + + =

. 

 Ñaët 2u x 2x,v 2x y= + = + khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2u v 6 u 3 x 1,y 1x 2x 3
uv 9 v 3 x 3,y 92x y 3

  + = = = = + =⇔ ⇔ ⇔   = = = − =+ =  
. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình ( )
2

2 2

x xy x 2

2y 5 x 13x 26

 + = +


+ + =

 . 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 0≠ ruùt 
2x 2 xy

x
+ −

= töø phöông trình ñaàu theá vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 

  

22
2 4 3 2x 2 xx 2 5 13x 26 2x 9x x 18x 8 0

x

  + − + + = ⇔ + − − + =      

. 

 

( )( )( )( )

x 1,y 2x 1
1 91 x ,yx 2 2x 1 2x 1 x 2 x 4 0 2

x 2,y 2x 2
9x 4 x 4,y
2

 = = =   = = = ⇔ − − + + = ⇔ ⇒  = − = = −  = − = − = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )1 9 9x;y 1;2 ; ; ; 2;2 ; 4;
2 2 2

   
= − −   

   
.       

Baøi 9. (TSÑH Khoái D 2012) Giaûi heä phöông trình : 



3 2 2 2

xy x 2 0 (1)

2x x y x y 2xy y 0 (2)

 + − =


− + + − − =
 . 

Lôøi giaûi 
 Deã thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Khi ñoù ruùt −
=

2 xy
x

 töø (1) theá vaøo (2)  ta ñöôïc: 

  

 − − − −
− + + − − = 

 

2
3 2 22 x 2 x 2 x 2 x2x x . x 2x. 0

x x x x
 . 

 
⇔ ( )( )+ − − + = ⇔ − + + + − =5 4 2 4 3 22x 2x 2x 6x 4 0 2 x 1 x 2x 2x x 2 0 . 

 ⇔ ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 
− + + + − = ⇔ − + + + − = 

 

22 2 2 2x 1 x x x x 2 0 x 1 x x 2 x x 1 0 . 

 

 = = ⇔ ⇔ − ±+ − = = 
2

x 1x 1
1 5x x 1 0 x

2

. 

  Suy ra ( ) ( )
 − ±

= ±  
 

1 5x;y 1;1 ; ; 5
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( )
 − ±

= ±  
 

1 5x;y 1;1 ; ; 5
2

.      

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
2

3 2 2

x 5x y 9 (1)

3x x y 2xy 6x 18 (2)

 + + =


+ + + =
 . 

Lôøi giaûi 
 Ruùt = − −2y 9 x 5x  töø (1) thay vaøo (2) ta ñöôïc:  

  + − − + =4 3 2x 4x 5x 18x 18 0 . 

 

( )( )( )
 = −


⇔ − + + − = ⇔ =
 = − ±

2
x 3

x 1 x 3 x x 6 0 x 1

x 1 7

.  

 Suy ra: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + −x;y 3;15 ; 1;3 ; 1 7;6 3 7 ; 1 7;6 3 7 . 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − + − + −x;y 3;15 ; 1;3 ; 1 7;6 3 7 ; 1 7;6 3 7 . 



Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
 + − =


= +

2 2

3

x y xy 1

2x x y
 . 

Lôøi giaûi 
 Ruùt 3y 2x x= − töø phöông trình thöù hai cuûa heä thay vaøo phöông trình ñaàu ta ñöôïc: 

  ( ) ( )22 3 3 6 4 2x 2x x x 2x x 1 4x 6x 3x 1 0+ − − − = ⇔ − + − = . 

 ( )( )2 4 2 2 x 1 x 1,y 1
x 1 4x 2x 1 0 x 1

x 1 x 1,y 1
 = − = − = −

⇔ − − + = ⇔ = ⇔ ⇒ = = = 
.     

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 1; 1 ; 1;1 .  

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) + + + = − +


 + + =

2 2

2

x y 1 x y 1 3x 4x 1

xy y 1 x
. 

Lôøi giaûi 

 Ruùt −
=

2x 1y
x

 töø phöông trình thöù hai theá vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

  − −
+ + = − +    

  

2 2
2 2x 1 x 1x x 1 3x 4x 1

x x
. 

 

( ) ( )
 = = = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = − = − = − 

2
x 1,y 0x 1

x x 1 x 2 0 3x 2 x 2,y
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
= − − 

 

3x;y 1;0 ; 2;
2

.   

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
 − = −


− =

4 2

2 2 2

9y xy 12 4x

4x y x 3
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( ) ( ) − = − − − − = − ⇔ 
= −  = − 

24 2 2 3 2 4

2 2
2 2

9y xy 12 4x 9 4x 3 x 4x 3 12 4x x
3 3y 4 y 4x x

. 



 

( )( ) − + − =+ − + =  ⇔ ⇔ 
= −  = −

 

3 24 3 2

2 2
2 2

x 1 132x 135x 81 0132x 3x 216x 81 0
3 3y 4 y 4

x x

. 

 3 2

2
2

x 1
y 1

132x 135x 81 0
3y 4

x

 =


±
⇔  + − =

= −


. 

 Do 2
2

3 3y 0 4 0 x
2x

≥ ⇒ − ≥ ⇔ ≥  

 Khi ñoù phöông trình 3 2132x 135x 81 0+ − = voâ nghieäm vôùi 3x
2

≥ . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − .      

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

2 2

x x y y 2

2x y 3y 12

 + = +


+ + =
 . 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi 
( )

( )

2

2 2

y x 1 2 x (1)

2x y 3y 12 (2)

 − = −

 + + =

 . 

  Neáu =x 1 thay vaøo (2)  ta ñöôïc:  

 
( )  =
+ + = ⇔ + − = ⇔  = −

2 2 2 y 1
2 y 3y 12 4y 4y 8 0

y 2
 .  

 Suy ra ( ) ( ) ( )= −x;y 1;1 ; 1; 2  . 

  Neáu = −x 1 thay vaøo (2)  ta ñöôïc: 

  ( )  = −
− + = ⇔ − − = ⇔  =

2 2 2 y 1
2 y 3y 12 4y 4y 8 0

y 2
 .  

 Suy ra ( ) ( ) ( )= − − −x;y 1; 1 ; 1;2  . 

  Neáu ≠ ±x 1 khi ñoù ruùt −
=

−2
2 xy
x 1

 töø (1)  theá vaøo (2) ta ñöôïc: 



  

   − −
+ + =   

− −   

2 2

2 2
2 x 2 x2x 3 12
x 1 x 1

. 6 4 3 2x 3x x 9x 6x 1 0⇔ − − + − + =
 

 ( )23x 3x 1 0⇔ − + =  ⇔ − + =3x 3x 1 0 .  

 Ta xeùt nghieäm x 2;2 ∈ −  , ñaët ( )x 2cost, t 0; = ∈ π  phöông trình trôû thaønh: 

3 1 2 28cos t 6cost 1 0 cos3t t k ,k
2 9 3

π π
− + = ⇔ = ⇔ = ± + ∈ . 

 Do 2 4 8t 0; t ; ;
9 9 9

 π π π ∈ π ⇒ ∈  
 

⇒
2 4 8x 2cos ,x 2cos ,x 2cos
9 9 9
π π π

= = = . 

 Do phöông trình baäc ba coù toái ña ba nghieäm neân ñaây laøø ba nghieäm cuûa phöông trình. 
 Vaäy heä phöông trình coù baûy nghieäm laø:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1 cost
x;y 1;1 ; 1; 2 ; 1; 1 ; 1;2 ; 2cost;

cos t 1

 −
 = − − − −
 − 

 vôùi 2 4 8t ; ;
9 9 9

 π π π
∈ 
 

. 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
4 2 2

2 2

x 4x y 6y 9 0 (1)

x y x 2y 22 0 (2)

 − + − + =


+ + − =
 . 

Lôøi giaûi 

 Ruùt −
=

+

2

2
22 xy
x 2

 töø (2) thay vaøo (1) ta ñöôïc: 

  

( ) ( )
( )

− −
− + − = ⇔ − + =  +  +

22 22
4 2 2 2

2 22

16 x 422 xx 4x 3 0 x x 4 0
x 2 x 2

. 

 
( )( )( )  = ±

⇔ − − + + = ⇔ 
= ±

2 2 4 2 x 2
x 4 x 2 x 6x 32 0

x 2
 . 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( )= ± ±x;y 2;3 ; 2;5 . 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )

 − + − + =

 + + =

2 2

22

x 1 6 x 1 y 4y 20

x 2y 1 2
 . 

Lôøi giaûi 
 Vieát laïi heä döôùi daïng: 



 

( ) ( )
22

  − − + − =+ − + − = ⇔ 
+ = − + = − 

2 2

22

1 4y 2x 6 x 1 y 19x 4y 2x 6 x 1 y 19

x 4y 1 4yx 4y 1 4y
 . 

 Ruùt +
=

−
x 9y
3x 5

 theá vaøo phöông trình thöù hai tìm ñöôïc nghieäm: ( ) ( )= − −x;y 1; 1 . 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 


− = −

 − =

6 4

3 2

18x xy y 3x
2

x 4x y y
 . 

Lôøi giaûi 
 Ruùt y theo x töø hai phöông trình cuûa heä roài so saùnh vôùi nhau tìm ñöôïc 

nghieäm ( ) ( )=x;y 0;0 .         

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
 + = −


+ + + = −

2

4 2 2 2 2 2

x y 1 6y 2

x y 2x y y x 1 12y 1
 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
( ) ( )
( )( )


+ + + = −


 + + = −


22 2 2 2

2

x 1 y y x 1 13y 1

y 1 x 1 7y 1
. 

 Ñaët ( )= + = ≥2u x 1,v y, u 1 heä phöông trình trôû thaønh:
( )

 + = −


+ = −

2 2 2u v uv 13v 1
u v 1 7v 1

. 

 Ruùt 7v 1u
v 1
−

=
+

töø phöông trình thöù hai cuûa heä thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa 

heä ta ñöôïc: 

2
2 2

1v 1 x 0,y7v 1 7v 1v .v 13v 1 31v 1 v 1 v
x 2,y 13

 = = = − − + = − ⇔ ⇒  + + =   = ± = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 
= ± 
 

1x;y 0; ; 2;1
3

.  

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
 − + = − −


− =

2 2

2

y 4x 1 3 5y 12x 3

2y 3 2x 6
. 

 
 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≤ ≤
1 3x
4 2

. 

 Ruùt =
−

2 6y
2 3 2x

töø phöông trình thöù hai cuûa heä thay vaøo phöông trình ñaàu, 

ta ñöôïc: ( )( )− + − + − − − =4x 1 6 4x 6 4x 4x 1 5 0 . 

 Ñaët ( )( ) ( )= − + − ⇒ = + − − >2t 4x 1 6 4x t 5 2 6 4x 4x 1 , t 0 . 

 Phöông trình trôû thaønh: 
 =−

+ − = ⇔ + − = ⇔  = −

2
2 t 3t 5t 5 0 t 2t 15 0

2 t 5
. 

 Suy ra ( )( )= ⇔ − + − = ⇔ + − − =t 3 4x 1 6 4x 3 5 2 6 4x 4x 1 9 . 

 


=  = = ±

⇔ ⇒
 =  = = ± 

1 1 3x x ,y2 2 2
5 5y x ,y 34 4

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( )
    = ± ±     

1 3 5x;y ; ; ; 3
2 2 4

.     

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
 − =


+ − =

2

2 4 3

1 y 4xy

4x y 4xy 1
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =y 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt ≠y 0 ruùt −
=

21 yx
4y

töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa 

heä ta ñöôïc:
   − −

+ − =      
   

22 2
4 31 y 1 y4 y 4 y 1

4y 4y
. ( )( )2 4 2y 1 8y 5y 1 0⇔ − + − =  

 

y 1
y 1

57 5y
4


 = −
⇔ =

 −

= ±


 



 = = −


⇒ = =


− − = ± = ±
−

x 0,y 1
x 0,y 1

21 57 57 5x ,y
416 57 5

. 



 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( )
 − − = − ± ±
 − 

21 57 57 5x;y 0; 1 ; 0;1 ; ;
416 57 5

. 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =


+ − − = −

3 3

3 2 3

x y x xy x 1

4x y 4x 8xy 17x 8
 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠x 0 khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi:

 

 

( )( ) + + =

 + − − = −

3

3 2 3

x x y 1 1

4x y 4x 8xy 17x 8
 

 


= −

+⇔ 
    − + − − − = −    + +   

3

2
3 3

3 3

1y 1
x x

1 14x 1 4x 8x 1 17x 8
x x x x

 

 ( ) ( )( )

 
= − = −  + +⇔ ⇔ 

 + − − = − + + =  

3 3

6 4 2 2 4 2

1 1y 1 y 1
x x x x

x 8x 7x 10x 5 0 x x 1 8x 15x 5 0
 

 

 = = − = −⇔ ⇔ 
= −  = = −+ 

2

3

3x 1 x 1,y
2

1 1y 1 x 1,yx x 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= − − −   
   

3 1x;y 1; ; 1;
2 2

.      

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
( )  = − + +   

 = + +

3

2

3 x 1 x 2 1
y

y x x 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠ ≥ −3y 0,x 2 . 

 Theá = + +2y x x 1töø phöông trình hai vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) = − + + 
 

3 33 x 1 x 2 1 . 



 Ñaët = +3u x 2 phöông trình trôû thaønh: 

  ( )( )= − + ⇔ + − − =2 3 23 u 3 u 1 u u 3u 6 0
 

 ( )( )⇔ − + + = ⇔ =2u 2 u 3u 3 0 u 2  

 ⇔ + = ⇔ = ⇒ = + +3 3 33x 2 2 x 2 y 4 2 1. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )= + +3 3 3x;y 2; 4 2 1 .         

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
 + − =


+ + =

3

3

x xy 2 0

y 3xy 3 0
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt ≠x 0 khi ñoù töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù −
=

32 xy
x

. 

 Thay 
32 xy

x
−

= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )

33 3 332 x 2 x3x. 3 0 x 1 7
x x

 − −
+ + = ⇔ − =  

 
. 

 

3
33 33

3 3

1 7x 1 7 x 1 7 y
1 7

−
⇔ − = ⇔ = + ⇒ =

+
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
3

3 3
3 3

1 7x;y 1 7;
1 7

 − = +
 + 

.   

 Nhaän xeùt: Daïng heä naøy ñöôïc nhaéc tôùi trong chuû ñeà Coäng tröø vaø nhaân theo 
theo veá hai phöông trình cuûa heä caùc em theo doõi.      

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
 + = +


+ = +

2 2

2

2x y 3xy 4x 9y

7y 6 2x 9x
 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy + − =22x 3x 9 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Ruùt =
+ −

2

2
4xy

2x 3x 9  
töø phöông trình ñaàu cuûa heä thay vaøo phöông trình thöù 

hai ta ñöôïc: 



 
2

2
2

4x7. 6 2x 9x
2x 3x 9

+ = +
+ −

( )( )( )⇔ + − + − =2x 2 2x 1 2x 9x 27 0

 

 


= − = − = −


⇔ = ⇒ = = −


− ± − ± = = = 

16x 2,yx 2 7
1 1 1x x ,y
2 2 7

9 3 33 9 3 33x x ,y 3
4 4

 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm:  

( )
     − ±

= − − − =           

16 1 1 9 3 33x;y 2; ; ; ; ; 3
7 2 7 4

. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
 − + =


− + = −

4 2 2

2

x y 4xy y 1

2x 2x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

 − + =


= − + −

4 2 2

2

x y 4xy y 1

y 2x 2x 1
 

 

( ) ( ) ( )
− + − − − + − + − + − =⇔ 

 = − + −

24 2 2 2

2

x 2x 2x 1 4x 2x 2x 1 2x 2x 1 1

y 2x 2x 1
. 

 

( ) − + − + =⇔ 
 = − + −

4 4 3 2

2

x 4x 8x 8x 4x 5 0

y 2x 2x 1
 

 

( ) ( )  
− + − + =  =  

⇔ ⇔  
= − = − + −

2 24 2

2

x 4 x x 2x 1 4 0 x 0
y 1

y 2x 2x 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )= −x;y 0; 1 .     

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình ( )( )
 + =


+ + − − = + +

x y 1
2x 3y 254 x 13 y
2x y 2

. 

 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )( )− − ≥ + + ≠4 x 13 y 0,2x y 2 0 .  

 Ruùt = −y 1 x  töø phöông trình ñaàu vaø theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( ) ( )( )− +

− + = ⇔ + − + = −
+

x 284 x 12 x x 3 4 x x 12 28 x
x 3

. 

 

( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )( )
 + − ≥+ − ≥ ⇔ ⇔ 

+ − + − =+ − + = −  
2 2 2 2

x 3 28 x 0x 3 28 x 0

x 6x 22 x 8x 16 0x 3 4 x x 12 28 x
 

 

 = − = − = −
⇔ ⇒ 

 = − = − = − 

x 31 3 x 31 3,y 4 31

x 4 2 4 x 4 2 4,y 5 4 2
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm:  

( ) ( ) ( )= − − − −x;y 31 3;4 31 ; 4 2 4;5 4 2 . 

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình 
( ) + + =


 − =

3 2

4 6 2

2x y x 1 4x

5x 4x y
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy = −x 1khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Ruùt −
=

+

2 34x 2xy
x 1

töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä, 

ta ñöôïc: 
 −

− =   + 

22 3
4 6 4x 2x5x 4x

x 1
. 

 

( )( )( )
 
 = = =
 

⇔ − − + + = ⇔ = ⇒ = = 
 

= = = 
 

4 2
x 0 x 0,y 0

x x 1 2x 1 2x 7x 11 0 x 1 x 1,y 1
1 1 1x x ,y
2 2 2 .

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) ( )  
=  

 

1 1x;y 0;0 ; 1;1 ; ;
2 2

.       

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình 
 − + + =


− + + =

2

4 2 2 2

x 2xy x y 0

x 4x y 3x y 0
. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy =
1x
2

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 



 Xeùt ≠
1x
2

töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra +
=

−

2x xy
2x 1

. 

 Thay +
=

−

2x xy
2x 1

vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

 + +
− + + =  − − 

22 2
4 2 2x x x xx 4x . 3x 0

2x 1 2x 1
. 

 

( )( )( )
 = = =
 ⇔ − − + = ⇔ = ⇒ = = 
 = = = 

2
x 0 x 0,y 0

x x 1 x 2 2x 1 0 x 1 x 1,y 2
x 2 x 2,y 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) ( ) ( )=x;y 0;0 ; 1;2 ; 2;2 .    

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 
 + − − + + =


+ =

4 3 2 2 3 4

3 4

x 2x y 2x y 12xy 8y 1 0

2x y y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  + − − + =4 3 2 2 3 4x 4x y 2x y 12xy 9y 0 . 

 ( )⇔ + − = ⇔ + − =
22 2 2 2x 2xy 3y 0 x 2xy 3y 0 . 

 Ta giaûi heä phöông trình: 

 

 = = − = − + − =  = −⇔ ⇔  + =  = =+ = 

2 2 4 4

3 4
3 4

4 4

1 1y x x ,y
x 2xy 3y 0 3 3x 3y

1 12x y y 1 x ,y2x y y 1
3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm: ( )    
= − −   
   4 4 4 4

1 1 1 1x;y ; ; ;
3 3 3 3

.         

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + = +

 + + − − + = +

2

2 2 2

xy 3 y x 3

y 4x 2 x 1 x 2x 4 2x 5
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( )

  + − =   
 + + − − + = +

2

2 2 2

y x 3 x 3

y 4x 2 x 1 x 2x 4 2x 5
. 



 ( )

 = + +⇔ 
 + + − − + = +

2

2 2 2

y x 3 x

y 4x 2 x 1 x 2x 4 2x 5
.  

 
( )

 = + +
⇔   + + + + − − + = + 

 

2

2
2 2 2

y x 3 x

x x 3 4x 2 x 1 x 2x 4 2x 5
. 

 ( )

 = + +⇔ 
 − + + + − − + =

2

2 2

y x 3 x

4x 2 2x x 3 2 x 1 x 2x 4 0 (1)
. 

 Xeùt phöông trình (1): 

  ( )− + + + − − + =2 24x 2 2x x 3 2 x 1 x 2x 4 0 . 

 ( ) ( )⇔ + + = − + − − +
22x x x 3 1 x 1 x x 1 3 (2) . 

 Xeùt haøm soá = + +2f(t) t t t 3 treân  , ta coù: 

 
= + + + > ∀ ∈

+


2
2

2

tf '(t) 1 t 3 0, t
t 3

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy +
⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇒ =

1 1 13(2) f(x) f(1 x) x 1 x x y
2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 +

=   
 

1 1 13x;y ;
2 2

. 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 
( ) ( )

 = + + = + +  ⇔      = − + + − + + = − + + −          

2 2

2 222 22 2

y x x 3 y x x 3

y 1 x 3 1 x x x 3 1 x 3 1 x
. 

 Nhaän xeùt: ( )+ + > − + + − >
22x x 3 0, 1 x 3 1 x 0 do ñoù 

 
( ) ( )  + + = − + + − ⇔ + + = − + + −      

22 2 22 2x x 3 1 x 3 1 x x x 3 1 x 3 1 x
 

 

+
⇔ = − ⇔ = ⇒ =

1 1 13x 1 x x y
2 2

.     

Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


+ − − − + =

2

4 2

x 3y 9

y 4 2x 3 y 48y 48x 155 0
. 



Lôøi giaûi 

 Ruùt −
=

29 xy
3

töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )

   − − −
+ − − − + =      

   

4 22 2 29 x 9 x 9 x4 2x 3 48. 48x 155 0
3 3 3

. 

 ( )24 2 4x 18x 36x 18 0 x 18 x 1⇔ − + − = ⇔ = − .  

 
( )
( )

2

2

3 9 6 2xx 3 2 x 1 22
x 3 2 x 1 3 9 6 2x

22

 + = − ± = − ⇔ ⇔  = − −  − = ±


. 

     

Chuû ñeà 6.      KYÕ THUAÄT PHAÂN TÍCH THAØNH NHAÂN TÖÛ  
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

 Heä coù daïng 
 =


=

F(x,y) 0
G(x,y) 0

. 

 Trong ñoù coù moät phöông trình cuûa heä ñöa ñöôïc veà phöông trình tích.  
 Chaúng haïn =F(x,y) f(x,y).g(x,y) laø moät ña thöùc phaân tích ñöôïc thaønh nhaân töû.  
 Thoâng thöôøng F(x,y) laø phöông trình baäc hai hai aån hoaëc laø phöông trình 

ñaúng caáp tìm ñöôïc môùi lieân heä giöõa caùc bieán trong phöông trình. 
 Moät soá tích hay gaëp: 

( )( )
( )( )

+ = + ⇔ − − =

+ = + ⇔ − − =

a b 1 ab a 1 b 1 0

au bv ab uv a v b u 0
. 

 Khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
  = = =

⇔ ∨  
= = =  

f(x,y).g(x,y) 0 f(x,y) 0 g(x,y) 0
G(x,y) 0 G(x,y) 0 G(x,y) 0

. 

 Phöông phaùp phaân tích thaønh nhaân töû ñoái vôùi phöông trình baäc hai hai aån 
 Phöông trình baäc hai hai aån coù daïng: 

= + + + + + =2 2F(x,y) ax bxy cy dx ey f 0 . 

 Vieát laïi phöông trình döôùi daïng: ( )+ + + + + =2 2ax by d x cy ey f 0 . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai aån x vaø tham soá laø y ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )∆ = + − + + = +
2 22by d 4 cy ey f my p . 



 Suy ra 

( )

( )

 − + + +
 =

 − + − −
 =


by d my p
x

2a
by d my p

x
2a

. 

 Do ñoù 
( ) ( )  − + + + − + − −

  = − −
  
  

by d my p by d my p
F(x,y) a x x

2a 2a
. 

 Khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )   − + + + − + − −
   − − =      

=

by d my p by d my p
a x x 0

2a 2a

G(x,y) 0

. 

 Ñoái vôùi phöông trình ñaúng caáp baäc cao caùc em xem theâm heä ñaúng caáp trong 
cuøng cuoán saùch. 

 Chuù yù: Daáu hieäu nhaän bieát ñöa veà tích ñoái vôùi phöông trình cuûa heä. 
 -  Heä coù moät phöông hoaëc hai phöông trình baäc hai(nhöng nhôù laø coù theå laø 

baäc boán hoaëc baäc saùu vì baèng pheùp ñaët = =2 3x t ,x t ñöa phöông trình baäc hai 
veà phöông trình baäc cao hôn).  

 -  Heä coù phöông trình ñaúng caáp. 
 -  Heä coù moät phöông trình coù daïng tích − − + =uv Av Bu AB 0 .  
 -  Heä coù moät phöông trình laø haèng ñaúng thöùc daïng ...  
 -  Heä coù moät phöông trình chöùa caên( thöôøng ñöa veà nhaân töû chung baèng 

phép đặt ẩn phụ; pheùp nhaân lieân hôïp hoaëc ñaùnh giaù haøm soá). 
 Nhaän xeùt. Ngoaøi ra neáu thaønh thaïo söû duïng maùy tính caàm tay ta phaân tích 

phöông trình thaønh nhaân töû heát söùc ñôn giaûn: 
 Moät ví duï phaân tích thaønh nhaân töû baèng maùy tính Boû tuùi: 

( )− + − − =3 2 2x 3x 2 y 3 y 0 (1). 

 Ta caàn tìm moái lieân heä giöõa x vaø y thoâng thöôøng seõ chuùng seõ coù daïng tuyeán 
tính . 

 +  Böôùc 1: Nhaäp vaøo maùy soá 1000 vaø löu vaøo bieán nhôù A(SHIFT + STO + A). 
 +  Böôùc 2: Nhaäp vaøo maùy tính phöông trình (1) vôùi chuù yù ôû ñaâu coù y ta thay 

baèng bieán nhôù A vöøa löu. 
 +  Böôùc 3: Giaûi nghieäm treân maùy (SHIFT + SOLVE). 
 +  Böôùc 4: Maùy hieän keát quaû 1000 töùc laø . 



 Vaäy ta vieát laïi phöông trình döôùi daïng:  

. 

 Nhö vaäy neáu söû duïng thaønh thuïc maùy tính Boû tuùi caùc baøi toaùn söû duïng tính 
ñôn ñieäu cuûa haøm soá vieäc tìm ra haøm ñaëc tröng khaù ñôn giaûn. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. (TSÑH Khoái A 2011) Giaûi heä phöông trình: 

 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )
( ) ( )

( )
( )( )

 − + − + = − + − + = ⇔ 
+ + − + − = − + − =  

2 2 3 2 2 3

2 2 2 2 2 2

5x y 4xy 3y 2 x y 0 5x y 4xy 3y 2 x y 0

xy x y 2 x y 2xy 0 xy 1 x y 2 0
 

 

( ) ( )

( )

 = − + − + = − + − + =  ⇔ ⇔ =  + = 
+ =  − + − + =

2 2 3
2 2 3

2 2
2 2

2 2 3

xy 1
5x y 4xy 3y 2 x y 0 5x y 4xy 3y 2 x y 0
xy 1

x y 2
x y 2

5x y 4xy 3y 2 x y 0

 

 

( )

( ) ( )

 = − + − + =⇔  + = + + − − + =

2 2 2 4 2

2 2

2 2 2 2

xy 1

5x y 4xy.y 3y 2 xy y 0

x y 2

3y x y 2x y 4xy 2 x y 0
 



 
( )

 =


− + =
⇔  + =


+ − − + =

4 2

2 2

2 2

xy 1

3y 6y 3 0

x y 2

6y 2x y 4xy 2 x y 0

( )( )

 = =
 = −

⇔  = −
 + = − − =

2 2

x 1
y 1

x 1
y 1

x y 2
1 xy 2y x 0  

 

 =  
 = = − =  ⇔ ∨ ∨  = −   = = −   = −  

x 1 2 10 2 10x xy 1 5 5
x 1 10 10y y
y 1 5 5

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

 
( ) ( ) ( )

   
= − − − −      

   

2 10 10 2 10 10x;y 1; 1 ; 1;1 ; ; ; ;
5 5 5 5

. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
 = + −


− − + − + =

2

2 2

y (5x 4)(4 x)

y 5x 4xy 16x 8y 16 0
. 

Lôøi giaûi 
 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

− + − + + =2 2y (4x 8)y 5x 16x 16 0 . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y ta ñöôïc 

( )∆ = + − − + + =2 2 2
y (4x 8) 4 5x 16x 16 36x . 

 Suy ra 

 + +
= = +


+ − = = −

4x 8 6xy 5x 4
2

4x 8 6xy 4 x
2

. 

 TH1: Vôùi = +y 5x 4 , thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 

 

 = ⇒ =
+ = ⇔  = − ⇒ =


x 0 y 4
x(5x 4) 0 4x y 0

5

. 

 TH2: Vôùi = −y 4 x , thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc 



 

 = ⇒ =
− = ⇔  = ⇒ =

x 0 y 4
x(4 x) 0

x 4 y 0
. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( )  
= − 

 

4x;y 0;4 , 4;0 , ;0
5

. 

 Nhaän xeùt: Ñaây laø daïng heä phöông trình baäc hai hai aån ñaõ ñöôïc baøn tôùi ta 
hoaøn toaøn xöû lyù baèng phöông phaùp ñaõ trình baøy trong chuû ñeà tröôùc.  

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
 − = −


+ + − =

3 3 2 2x 4y 6x y 9xy

x y x y 2
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 
 + ≥


− ≥

x y 0
x y 0

. 

 Nhaän xeùt: Heä coù phöông trình ñaàu laø phöông trình ñaúng caáp neân ta xöû lyù 
phöông trình naøy tröôùc tieân. 

  ( )( )− = − ⇔ − − + =3 3 2 2 2 2x 4y 6x y 9xy x 4y x 2xy y 0 . 

 
( )( )  =

⇔ − − = ⇔  =

2 x 4y
x 4y x y 0

x y
. 

 TH1: Neáu =x y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 = ⇔ = ⇒ =2x 2 x 2 y 2 . 

 TH2: Neáu =x 4y thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 + = ⇔ = − ⇒ = −3y 5y 2 y 8 2 15 x 32 8 15 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2;2 ; 32 8 15;8 2 15 .     

Baøi 4. (TSÑH Khoái D 2008) Giaûi heä phöông trình 
 + + = −


− − = −

2 2xy x y x 2y

x 2y y x 1 2(x y)
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 1,y 0 . 

 Nhaän xeùt: Roõ raøng phöông trình thöù hai chöùa caên coù daïng phöùc taïp ta khoâng 
xöû lyù ñöôïc gì neân taäp trung nghieân cöùu phöông trình ñaàu cuûa heä coù daïng baäc hai. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



 
( ) ( ) ( )( )  = −

+ − + − − = ⇔ + − − = ⇔  = +

2 2 x y
x y x y 3y 3xy 0 x y x 2y 1 0

x 2y 1
. 

 Do ≥ ≥x 1,y 0 neân = −x y voâ lyù. 

 Vaäy = +x 2y 1thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )( )+ − = + ⇔ + − = ⇔ =2y 1 2y y 2y 2y 2 y 1 2y 2 0 y 2 (do ≥y 0 ). 

 Suy ra ( ) ( )=x;y 5;2 laø nghieäm cuûa heä phöông trình.      

Baøi 5. (TSÑH Khoái B 2013) Giaûi heä phöông trình 

.          

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: . 
 Thöïc hieän töông töï caùc baøi toaùn treân ta vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi 

daïng: . 

 + TH1: Neáu thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  . 

 . 

 . 

 . 

 +  TH2: Neáu  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  . 

 . 

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø . 



 Nhaän xeùt: Nhö vaäy maáu choát cuûa baøi toaùn laø ñöa veà giaûi moät phöông trình 
voâ tyû baèng pheùp nhaân lieân hôïp. Caùc naêm gaàn ñaây Boä giaùo duïc vaøo ñaøo taïo 
raát hay ñöa baøi toaùn giaûi heä phöông trình veà moät baøi toaùn giaûi phöông trình 
voâ tyû baèng caùch nhaân lieân hôïp. Ñeå chi tieát theâm veà phöông phaùp baïn ñoïc 
tham khaûo Cuoán “ Nhöõng ñieàu caàn bieát LTÑH Kyõ thuaät giaûi nhanh Phöông 
trình, baát phöông trình voâ tyû” cuøng taùc giaû.        

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 

( )

 − + + =  
 


+ + = +


32
3

2

2

2

1 x 3xy y
2x

1 4xy 2 2y
xx

. 

Lôøi  giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠x 0 . 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( )  +

+ + = ⇔ + − = ⇔ + − = ⇔ = − 
 

2
2

2 2
1 xy 2 1 1 1 2xy 2 2. xy 2 0 xy 2 0 y

x x x xx x
 

 Thay = −
2

1 2y
xx

vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

  

     −
+ − + = −           

3 32

2 2 2
1 x 1 2 3 1 2x

x x xx x x
. 

 
( )( ) ≠⇔ − + + − + = ←→ = ⇒ = −x 04 3 2 3x x 2 3x 4x 2x 12x 6 0 x 2 y

4
. 

 Do + + − + > ∀4 3 23x 4x 2x 12x 6 0, x . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
= − 
 

3x;y 2;
4

.   

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( ) + + − =

 + − =

22 2

3 3 2 3

x 2x xy 1 2x y

x y 3xy 7y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )+ + − + − = ⇔ − − − + =
22 2 2 2x 2x x y 2xy 1 2x y 0 xy x 2 xy x 1 0 . 

 
( ) +

⇔ − − = ⇔ − − = ⇒ =
2 x 1xy x 1 0 xy x 1 0 y

x  
(do =x 0 khoâng thoûa maõn heä 

phöông trình). 



 Thay +
=

x 1y
x

vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( ) ( )   + +

+ + − = ⇔ + + + − + =   
   

2 3
3 3 2 33 2 3x 1 x 1x 1 3x 7 1 x x 1 3x x 1 7 x 1 x

x x
 

 ( )( ) ( ) ( )⇔ + + = + ⇔ + + = +
3 3 2x x 1 1 8 x 1 x x 1 2 x 1 . 

 

 − − −
= = = 

 ⇔ − − = ⇔ ⇒
 + + +

= = = 
 

2

1 5 1 5 1 5x x ,y
2 2 2x x 1 0

1 5 1 5 1 5x x ,y
2 2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 5 1 5 1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − − + +
=       
   

. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 3 2

8xyx y 16
x y

x 2x x x y
8y 3 3y 4 2


+ + = +


 + = + −


. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 
3 2x xx y 0,y 0, 0

3y 4
+ ≠ ≠ + ≥ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  

2 3 2 2 2 2x 2x y x x x 4x 3y x 3y x 4x 6yx 2 .
8y 3 2 3y 4 8y 6 3y 4 8y 8

 + +
+ + = + ⇔ + = + = 

 
 

 

2 22 2 2x 4x 3y x 4x 6y x 4x 3y4 . 0
8y 6 8y 8 8y 6

   + + +
⇒ + = ⇔ − =      

   
. 

 
( )

2
2 x 6yx 4x 3y 3x 2y 4x 3y

8y 6 3x 2y
 =+

⇔ = ⇔ = + ⇔  = −
. 

 TH1: Neáu x 6y= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2
2 2

28 168 28y x ,y48y 37 37 3736y y 16
7y 4 24 4y x ,y

7 7 7

 
= − = − = − 

 + + = ⇔ ⇒
 = = =  

. 

 



 TH2: Neáu 3x 2y= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra:  

 ( ) ( ) 8 12x;y 8;12 ; ;
13 13
 

= − − 
 

. 

 Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän chæ nhaän hai nghieäm ( ) ( ) 24 4x;y 8;12 ; ;
7 7

 
= −  

 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 24 4x;y 8;12 ; ;
7 7

 
= −  

 
.     

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

 − + − = − +


− + − = −
2

x 5 2y 4 x y 1

8 y x 2 4 8y y x
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 5,y 2 . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )− + − = − + ⇔ − + − + = +
22 28 xy 2y 4 8y x 2xy y 4 xy 2y 8 xy 2 4 x y . 

 ( ) ( )⇔ − + = + ⇔ − + = +
2 2

2 xy 2y 2 x y 2 xy 2y 2 x y
 

 
(do − + > + >2 xy 2y 2 0,x y 0 ). 

 Vì vaäy heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) − − − + =− + = + ⇔ 
− + − = − +  − + − = − + 

x 2 2 y x 2 y 02 xy 2y 2 x y

x 5 2y 4 x y 1 x 5 2y 4 x y 1
. 

 

( )  − =− − = ⇔ ⇔ 
− + − = − + − + − = − +

2
x 2 yx 2 y 0

x 5 2y 4 x y 1x 5 2y 4 x y 1
. 

 

 = − = −  = ⇔ ⇔ ⇔  
=− + − = − + − + − = 

y x 2 y x 2 x 6
y 4x 5 2y 4 x y 1 x 5 2x 8 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 6;4= .                        

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình ( )
( )

2 23y 1 2 x 1 y 4y x 2y 1

y y x 3 3x

 + + + = + +


− = −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 2x 2y 1 0+ + ≥ . 



 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  
2 2 2 2 24y 4y x 2y 1 x 2y 1 x 2xy y− + + + + + = − + . 

 

( )
22 22

2

2y x 2y 1 x y
2y x 2y 1 x y

2y x 2y 1 y x

 − + + = −  ⇔ − + + = − ⇔    − + + = −

. 

 TH1: Neáu 22y x 2y 1 x y− + + = − keát hôïp vôùi phöông trình thöù hai ta coù heä 
phöông trình: 

  
( )

2
2

2

3y x 0
3y x x 2y 1 9y 6xy 2y 1 0
y y x 3 3x

y xy 3x 3 0

 − ≥ − = + + ⇔ − − − = 
− = −  − + − =

2

2

3y x 0

9y 6xy 2y 1 0

3y 2y 18x 17 0

 − ≥
⇔ − − − =
 − − + =

 

 

2
2

2

x 1
3y x 0 y 1

3y 2y 17 62 4 1789y y. 2y 1 0 x3 9
3y 2y 17 13 178x y18 3

 =  − ≥ = − +  +⇔ − − − = ⇔  =
 − + += = 

. 

 TH2: Neáu 22y x 2y 1 y x− + + = − keát hôïp vôùi phöông trình thöù hai ta coù heä 
phöông trình: 

 
( )

2
2

2

x y 0 x 1,y 1
x y x 2y 1 y 2xy 2y 1 0 2 1 10x ,yy y x 3 3x

y xy 3x 3 0 3 3

 + ≥  = = + = + +  ⇔ + − − = ⇔  + = =− = −   − + − = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø:  

( ) ( ) 62 4 178 13 178 2 1 10x;y 1;1 ; ; ; ;
9 3 3 3

   + + +
=       

   
. 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )( )

( )
 + + − + + = ∈

+ − − = +



2 2

x y 1 x y 2y 2 0
, x,y

x 2 x y 3 y 2
. 

 Phaân tích tìm lôøi giaûi: Ta seõ phaân tích phöông trình ñaàu cuûa heä suy nghó töï 

nhieân nhaát laø ñaët ( )
 +

= = − ≥ ⇒ 
= + −  =

2

2

a bxa x y 2, a 0
b x y b ay

2

. 



 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

( )+ + − + =2b 1 a b a 2 0 ( )⇔ − + − − =2a b 1 a b 2 0 (1)   . 

 Ta coù (1) laø phöông trình baäc 2 cuûa a coù ( ) ( ) ( )∆ = + + + = +
2 2

a b 1 4 b 2 b 3 . 

 Suy ra 
( )+ − +

= = −
b 1 b 3

a 1
2

hoaëc + + +
= = +

b 1 b 3a b 2
2

. 

 Do vaäy vieát laïi phöông trình thöù nhaát döôùi daïng: 

( )( ) ( )( )+ − − = ⇔ − + − − − − =a 1 a b 2 0 x y 1 x y x y 2 0 . 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( )
( )( )

 + + − − − + =


+ − − = +


2 2

x y 2 x y x y 1 0

x 2 x y 3 y 2 ( )( )
 + + = −⇔ 

+ − − = +
2 2

x y 2 x y

x 2 x y 3 y 2
. 

 
( )( )

( )( )

 − = − − −⇔ 
+ − − = +



2 2

2 2

x y x y x y 2

x 2 x y 3 y 2
. 

 
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )


= − − + −⇔ 

 + − − = + − − + −

32 2

32 2

y x x y 2 x y

x 2 x y 3 x 2 x y 2 x y
. 

 
( ) ( )

( ) ( )


= − − + −

⇔ 
 − − + − − =

32 2

32

y x x y 2 x y

x x y 4 x y 8 0
. 

 
( ) ( )

( )


= − − + −

⇔   − + − +  − − + =
  − + 

32 2

2

y x x y 2 x y

x y 2 x y 4
x y 4 x 0

x y 2

. 

 
 − = =

⇔ ⇔ 
+ = = − 

x y 4 x 3
x y 2 y 1

.        

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )= −x;y 3; 1 .  

 Nhaän xeùt. Caùch khaùc xem chuû ñeà Kyõ thuaät ñaët aån phuï daïng toång hieäu.   
 



C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1. (TSÑH Khoái D 2012) Giaûi heä phöông trình:  

 + − =


− + + − − =
3 2 2 2

xy x 2 0

2x x y x y 2xy y 0
. 

Lôøi giaûi 
Baøi toaùn naøy ñaõ ñöôïc nhaéc ñeán trong chuû ñeà phöông phaùp theá. Tinh yù ta phaân 
tích ñöôïc phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

( )( )  =− − + = ⇔ 
= +

2
2 y xx y 2x y 1 0

y 2x 1
. 

 Xeùt töøng tröôøng hôïp keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm: 

 
( ) ( )

   + − +
= − −      

   

1 5 1 5x;y 1;1 ; ; 5 ; ; 5
2 2

. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )

 = + +

 − + − + + =

2 2

2 2

y x 8 x 2

y 8 4x y 5x 16x 16 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )( )
( )( )

( )( )

( )( )

 = + +  = =  = + +  = − = − =  ⇔ ⇔  = − =− − + − = = + +  = = = +

2 2

2 2

2 2

y x 8 x 2 x 0,y 4
y x 8 x 2 y 4 x x 2,y 6

x 5,y 9y 5x 4 y x 4 0 y x 8 x 2
x 19,y 99

y 5x 4

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − −x;y 0;4 ; 2;6 ; 5;9 ; 19;99 .    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) ( )

 − = − −


+ − + = − + +

2 2

22

x 3x y y 2

x y x 4x 5 2 x x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 = −   
− + = − ⇔ − = − ⇔     = −    

2 2
2 2 y x 11 3x 3x 2 y y y x

2 2 y 2 x
. 



 Xeùt töøng tröôøng hôïp vaø thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc 
nghieäm: ( ) ( ) ( )=x;y 0;2 ; 1;0 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;0 ; 2;0 .   

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

 + + + − =


+ + + + + + =


2

23 3 2

x 2y 3 2y 3 0

2 x 2y 3y x 1 6x 6x 2 0
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: + + ≥2x 2y 3 0 . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( )+ + + + + + =
23 2 32x 6x 6x 2 4y 3y x 1 0 . 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔ + + + + = ⇔ + + + − + + = 

 
3 2 23 22 x 1 3y x 1 4y 0 x 1 2y 2 x 1 y x 1 2y 0  

 
( ) ( )

 = − − = − − ⇔ ⇔  = − + − + + =  =

2 2

2y x 12y x 1
x 1

2 x 1 y x 1 2y 0 y 0
. 

 TH1: Neáu ( ) ( )= −x;y 1;0 thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 

 TH2: Neáu = − −2y x 1thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
− + = + ⇔ = − ⇒ =2 14 5x x 2 x 4 x y

9 8
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
= − 
 

14 5x;y ;
9 8

.         

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )( )
 + − + + − = +


 + + = + + + + +


3 2 2 2

22 2

x 2x y 3xy xy x 2y 2y 5y 1

x 17y 12 4 x y 7 x 3x 8y 5
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  ( )( )− + + + + =2 2x 2y x 4xy 5y y 1 0 . 

 
( ) ( ) ⇔ − + + + + = ⇔ = 

 
2 2x 2y x 2y y y 1 0 x 2y . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



  ( ) ( )( ) ( )+ + = + + + ⇔ + − =
2 22 2 24y 17y 12 4 3y 7 4y 14y 5 4y 11y 2 0 . 

 

 + + +
= − = − = − 

 ⇔ + − = ⇔ ⇒
 − + − + − +

= = = 
 

2

11 3 17 11 3 17 11 3 17y x ,y
8 4 84y 11y 2 0

11 3 17 11 3 17 11 3 17y x ,y
8 4 8

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

  ( )
   + + − + − +

= − −      
   

11 3 17 11 3 17 11 3 17 11 3 17x;y ; ; ;
4 8 4 8

.         

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình ( )( ) ( ) + + = −

 − = +

22 2

2

x 9 x 9y 22 y 1

x 2 4y y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ −y 1. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

  ( ) ( )( ) ( )+ + + − = −
22 2x 9 x 9 9 y 1 22 y 1 . 

 ( ) ( )( ) ( )⇔ + + − + − − =
2 22 2x 9 9 y 1 x 9 22 y 1 0 (1) . 

 Coi (1) laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø +2x 9 vaø tham soá laø y , ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( )
+

∆ = − + − = −
2 2 2

2x 9
81 y 1 4.22 y 1 169 y 1 . 

 Suy ra = −2x 2y 11hoaëc = − +2x 11y 2 . 

 TH1: Neáu = −2x 2y 11 thay vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc: 

 − = +2y 13 4y y 1 . 

 Phöông trình naøy voâ nghieäm vì ñeå phöông trình coù nghieäm ta coù 

 
− ≥ ⇒ ≥ ⇒ + > > −

132y 13 0 y 4y y 1 2y 2y 13
2

. 

 TH2: Neáu = − +2x 11y 2 thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 − = + ⇔ = ⇒ = ⇔ = ±211y 4y y 1 y 0 x 2 x 2 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )= ±x;y 2;0 . 



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )

 + =


+ = −
2 2

x y 2

4x y 5 2x y xy
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥xy 0 . 

 Roõ raøng heä naøy coù moät phöông trình baäc nhaát neân ta coù theå xöû lyù baèng pheùp 
theá. Tuy nhieân neáu ñeå yù phöông trình thöù hai: 

 ( ) ( ) ( )+ = − ⇔ − − − + =
22 24x y 5 2x y xy 2x y 5 2y y xy 4xy 0 . 

 
( )( )  − − =

⇔ − − − − = ⇔
 − − =

2x y xy 0
2x y xy 2x y 4 xy 0

2x y 4 xy 0
. 

 Tôùi ñaây thöïc hieän xeùt tröôøng hôïp vaø theá töø phöông trình ñaàu vaøo hai phöông 

trình treân deã daøng tìm ñöôïc nghieäm ( ) ( )
 + −

=   
 

25 8 6 28 8 6x;y 1;1 ; ;
25 25

.   

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) ( ) − + + + = + +

 + + − = +

2 2 2 2

2

x y x xy y 3 3 x y 2

4 x 2 16 3y x 8
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ − ≤
16x 2,y
3

. 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 ( ) ( ) ( )− + − = + + ⇔ − = + ⇔ = +
3 33 3 2 2x y 3 x y 3x 3y 2 x 1 y 1 x y 2 . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )+ + − = + +
2

4 y 4 16 3y y 2 8 . 

 Ñeå giaûi phöông trình voâ tyû treân ta duøng kyõ thuaät nhaân lieân hôïp tìm ñöôïc 
nghieäm = = −y 0,y 3 . 

 Heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 2;0 ; 1; 3 .  

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( )
( )

 + + + = + +


− = −

2 23y 1 2 x 1 y 4y x 2y 1

y y x 3 3y
.  

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: + + ≥2x 2y 1 0 . 



 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  − + + + + + = − +2 2 2 2 24y 4y x 2y 1 x 2y 1 x 2xy y . 

 

( )
 − + + = −  ⇔ − + + = − ⇔    − + + = −

22 22

2

2y x 2y 1 x y
2y x 2y 1 x y

2y x 2y 1 y x
. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø keát hôïp vôùi phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc 

( ) ( )  
=  

 

415 17x;y 1;1 ; ;
51 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )  
=  

 

415 17x;y 1;1 ; ;
51 3

.   

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
 + + =



− + = − + −

2 2

2 2

x y x 3
2xyx 4y 1

x y 1

. 

 Ñieàu kieän: + − ≠x y 1 0 . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( )( )+ − − + + + + =2 2x y 1 x 4y x y 2xy 1 0 . 

 
( )( )  + − =

⇔ + − − − + + = ⇔ 
− − + + =

2 2
2 2

x 2y 1 0
x 2y 1 x xy 2y y 1 0

x xy 2y y 1 0
. 

 Xeùt tröôøng hôïp tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä phöông trình laø 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 11 17x;y 1;1 ; 1; 1 ; 2; 1 ; ; ;
10 10

 
= − − − − 

 
 1 2 14 3 14; ;

5 5

 + +
−  
 

 

 1 2 14 3 14;
5 5

 − + −
  
 

 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
 + = − − −



= + − −


2y 3 x x y 3
y12 x 3 2 4y x
x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠ ≥ − − ≥x 0,y 3,4y x 0 . 

 
 



 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( )( )

    + + = −+ + + = −     ⇔     
− = − −  − + − − =

2 2
2

2

1 1y 3 xy 3 y 3 x x
2 2

3 4y x x 2x 4y x
4y x x 4y x x 0

. 

 Baïn ñoïc töï chia tröôøng hôïp vaø giaûi tieáp tìm ñöôïc:  

( ) ( )
 − −

=   
 

1 145 19 145x;y 3;1 ; ;
6 18

. 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 


+ + = +
 + = −

2 2

2

2xyx y 1
x y

x y x y
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + >x y 0 . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( )( )+ + + = +2 2x y x y 2xy x y . 

 
( ) ( ) ⇔ + + − + − − = 

 
2

x y x y 2xy 2xy x y 0 .  

 ( )( )( ) ( )⇔ + + − + + − + − =x y x y 1 x y 1 2xy x y 1 0 . 

 
( )( )  + =

⇔ + − + + + = ⇔ 
+ + + =

2 2
2 2

x y 1
x y 1 x y x y 0

x y x y 0
. 

 Vì + > ⇒ + + + >2 2x y 0 x y x y 0 do ñoù + =x y 1. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

 =
 + = = ⇔ + = − = − 
 =

2

x 1
x y 1 y 0

x y x y x 2
y 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 1;0 ; 2;3 .         

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 


+ + = +
 + = −

2 2

3 2

2xyx y 1
x y

x y x y
. 



Lôøi giaûi 
 Thöïc hieän töông töï baøi treân ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

 ( ) ( )( )
 = − = − + =  =  ⇔ ⇔ ⇔   − + = =− = + − − − =    

2 23 2 3

y 1 xy 1 xx y 1 x 1
x 1 x 2 0 y 0x y x y x 1 x 1 0

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;0 .   

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( ) − + − + = − −


 − + =

2 4 2 4 2

2

2 x y 2xy y 1 2 3 2 x y

x y x 3
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: − ≥ + − + ≥2 2 4 2 4x y 0,x y 2xy y 1 0 . 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 
( ) ( )( )+ − = + − −

22 4 2 2xy 1 y 2 1 xy 3 2 y . 

 Nhaän thaáy =y 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình neân chia hai veá phöông 

trình treân cho 2y vaø ñaët +
=

2

2
xy 1t

y
ta ñöôïc: 

 

( ) ( ) ( )
 ≥ −− = − − ⇔ ⇔ =

− = − − + −

2
22 2

t 3 2
t 1 2t 2 3 2 t 3

t 1 4t 8t 3 2 4 3 2
. 

 Vaäy heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

 = + = = ±= − ⇔ ⇔    = −  − = − − + =  −  = ± +

2 2

2

2

x 21xy 1 y y 13 3 xy
x 4 21x 3 xx y x 3 3 x y 2 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø 

 
( ) ( ) ( )    = − − − + − +   

   
x;y 2; 1 ; 2;1 ; 4 2; 2 1 ; 4 2; 2 1 . 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
 − + − = −


= + − +

3 3

3 2

x 2y 3 x 2y 3xy x y

2x 1 4y 3x 2x 1
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ −
1x
2

. 



 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) ( )
( )

( )( )
( )

 − − + + − = − − + + = ⇔ 
= + − + = + − + 

 

2 2 2 2

3 2 3 2

x 2y x xy y 3 x 2y 0 x 2y x xy y 3 0

2x 1 4y 3x 2x 1 2x 1 4y 3x 2x 1
. 

 
( ) ( )

 = = ⇔ ⇔ = + − + + + − + =  

33 2 3 2

x 2yx 2y

2x 1 2x 3x 2x 1 2x 3x 2x 1 2x 1 0
. 

 
( ) ( )2

x 2yx 2y
x 2x 1 0

x 2x 1 2x 2x 1 0
2x 2x 1 0

 = =  ⇔ ⇔ + + = + + + + =   + + =  

 

x 1 2,y 2 2 2

1 5 1 5x ,y
4 2

 = − = −
⇔  − −

= =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

 ( ) ( )  − −
= − −   

 

1 5 1 5x;y 1 2;2 2 2 ; ;
4 2

.       

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình ( ) − + = −

 + + − =

23 2 3x 3x y 4y 4 x 2y

x y x 2y 3
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + ≥ − ≥x y 0,x 2y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )( ) ( )
 = =  + − + = − = + =⇔ ⇔   = + + − =  + + − =   = −

22 2
x 6

x 2y
x y x 4xy 4y x 2y y 3

x y 1
x 2x y x 2y 3 x y x 2y 3
y 1

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 6;3 ; 2; 1 . 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
 − + = − + +


+ = − + +

4 2 2 2

2

y 2xy 7y x 7x 8

3y 13 15 2x x 1
. 

 
 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: − ≤ ≤
151 x
2

. 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( ) ( )( )  − − − + =− + − − = ⇔ 
  + = − + ++ = − + + 

2 2 22 2

22

y x 1 y x 8 0y x 7 y x 8 0

3y 13 15 2x x 13y 13 15 2x x 1
. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä laø ( ) ( ) ( )= −x;y 3; 2 ; 3;2 . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
 − + + =


− + − =

2 xy y x y 5

5 x 1 y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: − ≥ ≤ ≤xy y 0,y 1,x 5 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )
 + ≤

 − = − − ⇔ − = − + + + + 
− + − =  − − + − − + =

2 2

x y 5
2 xy y 5 x y

4 xy y 25 10 x y x y 2xy
5 x 1 y 1

6 x y 2 5 x 5y xy 1

. 

 

2 2 2 2

x y 5 x y 5

x y 2xy 10x 6y 25 0 x y 2xy 10x 6y 25 0

2 5 x 5y xy x y 5 2 5 x 5y xy x y 5

 + ≤ + =
  ⇔ + − − − + = ⇔ + − − − + = 
 − − + = + − − − + = + −    

 

x 5
y 0
 =

⇔ 
=

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 5;0 .        

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
 − =


− − − =

x 2y xy

x 1 2y 1 1
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ≥ ≥
1x 1,y
2

. 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( ) ( )( ) − − + = + − = ⇔ 
 − − − = − − − = 

x y y xy 0 x y x 2 y 0

x 1 2y 1 1 x 1 2y 1 1
. 

 = = ⇔ ⇔ 
− − − = − − − =  

x 4y x 4y

x 1 2y 1 1 4y 1 2y 1 1
. 

 

x 2x 4y x 4y
1y4y 1 1 2y 1 4y 1 2y 2 2y 1
2

 = = =  ⇔ ⇔ ⇔  
=− = + − − = + −    

 

hoaëc 
x 10

5y
2

 =



=

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
=    
   

1 5x;y 2; ; 10;
2 2

.          

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
 + =


+ − − = − +

2 2x 4y 5

x y 1 y 1 y 2 x y
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + ≥ ≥x y 0,y 1. 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )
 + =


+ − − − − − + + + =

2 2x 4y 5

x y y 1 y 1 y 1 x y x y 0
. 

 
( )( )
 + = + = ⇔ ⇔ 

+ − + + − − = + = − 

2 2 2 2x 4y 5 x 4y 5
x y y 1 1 x y y 1 0 x y y 1

. 

 

  = − = − + =⇔ ⇔  = == − 

2 2 x 1,y 1x 4y 5
x 1,y 1x 1

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) ( )=x;y 1;1 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;1 . 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 


+ = − −


 + − = + −

x2 6y x 2y
y

x x 2y x 3y 2

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≠ − ≥ + − ≥y 0,x 2y 0,x x 2y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



 

( )( ) − − − + =− − − − = ⇔ 
+ − = + −  + − = + − 

2 x 2y 3y x 2y 2y 0x 2y y x 2y 6y 0

x x 2y x 3y 2 x x 2y x 3y 2
. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø tìm ra nghieäm cuûa heä laø ( ) ( )  
= −  

 

8 4x;y 12; 2 ; ;
3 9

. 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
( )
 + + − = − +

 + =


2 2

22 2

x y x y x y 1

x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + ≥ − ≥x y 0,x y 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )( )
( ) ( )

 + = + − − − =   − =⇔ 
 + = + = 

22 2 22 2

x y 1
x y 1 x y 1 0

x y 1

x y 1 x y 1

. 

 

( )

( )

 + =
  + =     = =+ − =  − =   ⇔ ⇔ ⇔ = =   − =− =   = = −   + =   − + =   

22
2 2

2 222

x y 1
x y 1

x 0,y 1x y 2xy 1
4x y 4xy 0

x 1,y 0
x y 1x y 1 x 0,y 1
4x y 4xy 0

x y 2xy 1

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän nhaän hai nghieäm ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 0;1 ; 1;0 . 

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 


− = −

 = −

3

1 1x y
x y

x 2y 1

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( ) ( )( ) − = − − + = ⇔ 
= − = − 

2 2

33

y x 1 x y 1 x y xy 1 0

x 2y 1x 2y 1 3

x y
xy 1

x 2y 1

 =
 = −⇔ 


= −

 



 

( )( )
3

2

4

x 1x y
y 1

x 2x 1 0 x y
1 51 xx 1 x x 1 0y 2x
1 5x x 2 0 y

2

 = =  = − + =  =   − ±⇔ ⇔ ⇔  = − + − == −     − ± + + = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø:  

 ( ) ( )
   − + − + + +

= − −      
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y 1;1 ; ; ; ;
2 2 2 2

.            

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
 − + + = +


− − = −

3 2

2 2

x 3x x 3y xy 3

2y 9x 3xy y 3x
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )( )
( )( )

2 2

x 3
x 3 x y 1 0 x y 1 0

y 3xy 3x 3x 2y 1 0
3x 2y 1 0

 =
 − − + = − + = ⇔ 
 =− + − =   + − =

. 

 2

2

x 3
y 3x

x 3,y 4x 3
x 3,y 93x 2y 1 0
x 1,y 2

x y 1 0
1 5x ,yy 3x
2 4

x y 1 0
3x 2y 1 0

 =


=
  = = − =  = = + − = 
⇔ ⇔  = − = − + = 
  = − == 
 − + =
 + − =

.  

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( )  
= − − − 

 

1 5x;y 3; 4 ; 3;9 ; 1;2 ; ;
2 4

. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )( )

 − + + + =

 + + + + =

2
x y

2x 1 2y 1
2

x y x 2y 3x 2y 4

. 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ − ≥ −
1 1x ,y
2 2

. 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )
 = −
+ + + + − = ⇔ + = −


2 2
y 1 x

x 3 y 1 x 2y 2y 4 0 x 4y
2

. 

 TH1: Neáu = −y 1 x  thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

  − − +
+ + − = ⇔ + + − =        

22 2
22x 1 4x 4x 12x 1 3 2x 4 2 3 4x 4x

2 4
. 

 Ñaët = + − 2u 3 4x 4x ñöa veà phöông trình baäc boán vôùi aån laø u cuoái cuøng tìm 
ñöôïc hai nghieäm cuûa phöông trình laø:  

( )    
= − = ⇒ = − −   

   

1 3 1 3 3 1x ,x x;y ; ; ;
2 2 2 2 2 2

. 

 TH2: Neáu +
= − ≥ − ⇔ ≤ −

x 4 1y x 3
2 2

voâ lyù do ≥ −
1x
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= − −   
   

1 3 3 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

.        

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( ) ( )

 − = + − +


− + = +

24x 3 2y 11 17 y y

y y 3x 3 5 3x 2
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ ≥
3x ,y 0
5

. 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) ≥+ − − = ←→ = +y 0y 5 y 3x 2 0 y 3x 2 . 

 Thay −
=

y 2x
3

 vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( )( )− −

− = + − + ⇔ − = + −2 2y 2 4y 174. 3 2y 11 17 y y y 2y 11 17 y
3 3

 



 

( )( )−
⇔ = + −

−
+

2y 17 2y 11 17 y
4y 17 y

3

 ( ) 21y 17 2y 11 0
4y 17 y

3

 
 
 ⇔ − + + =
 −

+ 
   

 

y 17 x 5⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát . ( ) ( )=x;y 5;17 ..     

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

  = + + − + −   
  − + + = +    

2 2 2 3

222

4x x 1 1 x y 3y 2

1 xx y 1 2 1
y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠y 0 . 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( )  = −
+ + − = ⇔ 

+ =

2 2
2 2

y 2
y 2 x y 1 0

x y 1
. 

 TH1: Neáu = −y 2 thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

 = = + + ⇔  
  = ±

2 2 2 x 0
4x x x 1 1

x 2 2
. 

 Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 0; 2 ; 2 2; 2 ; 2 2; 2 .      

 TH2: Neáu + = ⇒ − ≤ ≤2 2x y 1 1 x,y 1 . 
 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

+ − + − − =2 2 34 x 1 x y 3y 2 0 . 

 Ta coù: 
( )+ −+ −  + − = = ≥ ∀ ∈ − 

+ + + +

2 22 4
2 2

2 2 2 2

4 x 4 x4x 4 x4 x 1 x 4, x 1;1
4 x 1 x 4 x 1 x

. 

 Maët khaùc: ( ) ( )  − − + = − + = − + ≥ ∀ ∈ − 
23 3y 3y 2 4 y 3y 2 y 1 y 2 0, y 1;1 . 

 Suy ra + − + − − ≥2 2 34 x 1 x y 3y 2 0 . 
 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi = =x 0,y 1. 
 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − − −x;y 0; 2 ; 0;1 ; 2 2; 2 ; 2 2; 2 . 

 



Baøi 28. Giaûi heä phöông trình:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) + − + − + − + − + − + − =

 + + = + − + −

5 3 4 2 2 3 2

2 3 2 4

x 7 4y x 4 y x 4 9y x 4y 6y 2 x 2y 2y 2y 0

4 x y 1 1 5x 2y 4y x
 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: + + ≥2x y 1 0 . 

 Nhaän xeùt. Vieäc phöông trình ñaàu cuûa heä raát coàng keành coù duïng yù cuûa taùc giaû 
neân suy nghó ngay ñeán vieäc ruùt ñöôïc y theo x vaø ngöôïc laïi. 

 Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( ) ( ) − + + + + − = ⇔ = 
 

4 22 2x y x 1 x y y 1 0 x y . 

 Thay =y x vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
2 3 2 44 x x 1 1 5x 2x 4x x+ + = + − + −

 

 ( )( )2 2 2x x x x 5 4 x x 1 1 0⇔ + + − + + + − = . 

 Ñaët 
 

= + + = + + ≥ 
 

2
2 1 3 3u x x 1 x

2 4 2
khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

  

( )( ) ( )( )2 2 2 2u 1 u 6 4u 1 0 u u 1 u u 5 0− − + − = ⇔ − − + − =

 

 

3u
2

1 5u
2

1 21u
2

≥

 +
=

←→
 − +

=


 

 

 + − ± ++ + = =
⇔ ⇔  − + − ± −+ + = = 

2

2

1 5 1 3 2 5x x 1 x
2 2

1 21 1 19 2 21x x 1 x2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

 
( )

   − ± + − ± + − ± − − ± −   =
   
   

1 3 2 5 1 3 2 5 1 19 2 21 1 19 2 21x;y ; ; ;
2 2 2 2

 



Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 


− − + =

 + + = + + +

3 2

3 3 2 2 2 2

432xy 3y 4xy 0
27

6x y 3xy 5xy 6x y 2x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )( )− + + + = ⇔ =2 2 13xy 1 2x y xy 1 0 xy
3

. 

 Vì 
2 2

2 2 2y 3y2x y xy 1 x x 1 0, x,y
2 4

 
+ + + = + + + + > ∀ ∈ 

 
 .  

 Thay 
1xy
3

=  vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 2 2 2 243 2 4 432xy.y 3y 4xy 0 y 3y 0
27 3 3 27

− − + = ⇔ − − + = . 

 

1 1y x 1,y
3 3

1 1y x 1,y
3 3

 
= − = − = − 

 ⇔ ⇒
 = = =  

.   

 Vậy hệ phương trình coù hai nghiệm laø: ( )    
= − −   
   

1 1x;y 1; ; 1;
3 3

. 

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình ( ) ( ) + + − = −

 − − =

3 3

3

xy 1 x y 1 x 1

x 4xy 4 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )


= − =  + =+ + + = + ⇔ ⇔  
− − =  − − = = = 

3 3

33

3x 2,yxy 1 xxy 1 xy 1 x x 2
1x 4xy 4 0x 4xy 4 0 x 2,y
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= −   
   

3 1x;y 2; ; 2;
2 2

.    

Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
 − − + = + + + + +


− + − =

2

2 2

2x x y 2 2x 2y 3 4x 2y 6

x y x 3y 2
. 

 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + + ≥ + + ≥2x 2y 3 0,4x 2y 6 0 .  
 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )( )  = −
+ + − − = ⇔  + = −

y x 1
x y 2 x y 1 0

x y 2
. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra = −y x 1.       
 Thay = −y x 1vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  − + = + + +22x 2x 3 4x 1 6x 4 . 

 
( ) ( )( )⇔ − = + − + + + − +22x 4x 4x 1 x 1 6x 4 x 2 . 

 
( ) 

⇔ − + + = 
+ + + + + + 

2 1 1x 2x 2 0
4x 1 x 1 6x 4 x 2

. 

 

 = = = −
⇔ − = ⇔ ⇒ = = = 

2 x 0 x 0,y 1
x 2x 0

x 2 x 2,y 1
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 0; 1 ; 2;1 .       

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình 

( )
( )

3 3 2

2

7x y 3xy x y 12x 6x 1 0

y 7y 17 9x 2 x 6 5 2y

 + + − − + − =


+ − = + + −
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≤
5y
2

. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )− = − ⇔ − = − ⇔ = −
3 3

2x 1 x y 2x 1 x y x 1 y . 

 Thay = −x 1 y vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2y 7y 17 9 1 y 2 7 y 5 2y+ − = − + − − . 

 ( )
( )( )
( ) ( ) ( )

2

2
2 22

14 2y y 16y 26 0
y 16y 26 14 2y 5 2y

y 16y 26 14 2y 5 2y

 − + − ≥


⇔ + − = − − ⇔ 
 + − = − −


 

 
( )( )2

4 3 2

14 2y y 16y 26 0 y 2 x 1,y 2
y 38 x 39,y 38y 40y 72y 160y 304 0

 − + − ≥  = = − =⇔ ⇔ ⇒  = − = = −  + + − − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 39; 38= − − .         



Baøi 33. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) + + + = +

  + = + + −  

 

2 2

2 2
2 3

x y x y 2xy x y

log x y log x y 1 1
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: + > + >2 2x y 0,x y 0 .  

 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )( )+ − + + + =2 2x y 1 x y x y 0 . 

 TH1: Nếu + = ⇔ = −x y 1 y 1 x thay vào phương trình thứ hai của hệ ta ñược: 

    + + − = ⇔ + + − = 
 

2 2 2 2
3log x y 1 1 0 x y 1 1 1. 

 ⇔ + + = ⇔ + =2 2 2 2x y 1 2 x y 3 . 

 Ta coù heä phöông trình:
 = −


+ =
2 2

y 1 x

x y 3
.  

 
( )

 − +
= = = − ⇔ ⇔ + − − = + − = =



22

1 5 1 5x ,yy 1 x 2 2
x 1 x 3 0 1 5 1 5x ,y

2 2

. 

 TH2: Neáu + + + =2 2x y x y 0 vì do + > + >2 2x y 0,x y 0 neân tröôøng hôïp naøy 

voâ nghieäm. 
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( )
   − + + −

=       
   

1 5 1 5 1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 34. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) + = − +


 + − − = − −


x 3 2 3y x y 1

x 53y 2 xy 2y 2
2

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ − − ≥ ≥
2x 5,3y x 0,y
3

. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) ( )− + − + − + =3y x 2 3y x y 1 3 y 1 0 . 



 ( )( )⇔ − − + − + + = ⇔ − = + ⇔ = −3y x y 1 3y x 3 y 1 0 3y x y 1 x 2y 1 

 Thay = −x 2y 1vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  − − + = − −23y 2 y 2 2y 3y 2 . 

 

( ) ( )( )
−

⇔ = − +
− + +

2 y 2
y 2 2y 1

3y 2 y 2
. 

 
( )

 
 ⇔ − − − = ⇔ = ⇒ =
 − + + 

2y 2 2y 1 0 y 2 x 1
3y 2 y 2

. 

 Do − − ≤ − − <
− + +

+

2 2 22y 1 2. 1 0
33y 2 y 2 22

3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;2 .        

Baøi 35. Tìm nghieäm höõu tyû cuûa  heä phöông trình  
 − − + + = + + − +

 + + = +

2 2 2

2

3 17x y 6x 4 x 6 2x x y 3y 2

3x xy 1 x 1
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 

 − − + ≥

 + + ≥

 + + ≥
 + ≥

2 2

2

2

17x y 6x y 0

2x x y 0

3x xy 1 0
x 1 0

  

 Bình phöông hai veá phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )  =

+ + = + ⇔ + − = ⇔  + − =
2 x 0

3x xy 1 x 1 x 3x y 1 0
3x y 1 0

. 

 TH1: Neáu =x 0 thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

− + − − =23 4 y 3y 6 y 2 0 . 

 Ñeå giaûi phöông trình naøy ta ñaët ( )= ≥t y, t 0 phöông trình trôû thaønh: 

  − + − − = ⇔ − = − + +4 2 4 23 4 t 3t 6t 2 0 3 4 t 3t 6t 2 . 



 
( ) ( )

− + + ≥ − + + ≥ ⇔ ⇔ 
− + + − =− = − + +  

2 2

2 4 3 24 2

3t 6t 2 0 3t 6t 2 0

18t 36t 24t 24t 32 09 4 t 3t 6t 2
. 

− + + ≥⇔ 
− + + − =

2

4 3 2

3t 6t 2 0

18t 36t 24t 24t 32 0
(phöông trình naøy khoâng coù nghieäm höõu tyû).   

 TH2: Neáu + − = ⇔ = −3x y 1 0 y 1 3x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä 

ta ñöôïc: + − − − + + =2 23 8x 3 8x 6 2x 2x 1 1 0 . 

 Ñeå giaûi phöông trình naøy ta ñaët hai aån phu:ï 

  
 = + ⇒ − = −
 = − +

2
2 2

2

u 8x 3
u 4v 8x 1

v 2x 2x 1
thay vaøo phöông trình ta ñöôïc: 

  ( )( )− = − ⇔ − + − =2 2u 4v 3u 6v u 2v u 2v 3 0 . 

 
  ⇔ − + + + − + − − + =  
  

2 2 2 22 2x 2x 1 8x 3 3 8x 3 2 2x 2x 1 0 . 

 ⇔ + − − + = ⇔ + = − +2 2 2 28x 3 2 2x 2x 1 0 8x 3 2 2x 2x 1 . 

 ( )⇔ + = − + ⇔ = ⇒ =2 2 1 58x 3 4 2x 2x 1 x y
8 8

. 

  Vì 
 

− + + + − = − + + + − 
 

≥ + − = + − >

2
2 2 21 12 2x 2x 1 8x 3 3 2 2 x 8x 3 3

2 2

12 3 3 2 3 3 0
2

.   

 Vaäy nghieäm duy nhaát thoûa maõn yeâu caàu baøi toaùn laø ( )  
=  
 

1 5x;y ;
8 8

.  

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) ( ) + − + − = +


+ = − +

3 2

2

x 2 y x 2 3y x 5 y 1

3 y 1 3x 14x 14
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ −y 1. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )( )− − + + = ⇔ = +2x y 1 x 3x 5 0 x y 1. 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



  ( ) ( )+ = + − + + ⇔ + = − +
2 23 y 1 3 y 1 14 y 1 14 3 y 1 3y 8y 3 . 

 
( ) ( )

 − + ≥  − + ≥ = ⇔ ⇔ ⇔   =− + − =+ = − +  

2 2

2 4 3 22

3y 8y 3 0 3y 8y 3 0 y 0
y 39y 48y 82y 57y 09 y 1 3y 8y 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )=x;y 1;0 ; 4;3 .     

Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( ) ( )

 +
= + +


 − − + + − − =

2

3 3 2 2

x 1 8y 8y 1
2

4 x 8y 6 x 4y 3 x 2y 1 0
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ −x 1. 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )− = + ⇔ − = + ⇔ = −
3 3

2x 1 4y 1 2x 1 4y 1 2y x 1 . 

 Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( )+ +

= − + − + ⇔ = −
2 2x 1 x 12 x 1 4 x 1 1 2x 1

2 2
. 

 

 = == − ≥ ⇔ ⇔ ⇒ + ++  = − = −= −− − + =  

2

4 2

x 1,y 0x 1
2x 1 0

1 5 5 51 5 x ,yx8x 8x x 1 0
4 84

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )
 + +

= − −  
 

1 5 5 5x;y 1;0 ; ;
4 8

.      

Baøi 38. Giaûi heä phöông trình 
 − + + + =

 + − + + − =

2 2

32

x 3y 2 2 x y 2y 0

x 4x y 1 2x 1 1
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ≥ + − + ≥2y 0,x 4x y 1 0 . 

 Nhaän thaáy =y 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt >y 0 phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

>+ + +
+ − = ←→ = ⇔ = +

2 2 2
y 0 2x 2 x 2 x 22 3 0 1 y x 2

y y y
. 

 



 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

− + − = ⇔ = ⇒ =3 1 94x 1 2x 1 1 x y
2 4

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1 9x;y ;
2 4

.        

Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 

( ) −+
 + = +
 +

 − + + =


2 x yx y 2xy
xy x y xy
1 1 x y 4
y x

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: > >x 0,y 0 . 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( ) 

 + − + − − = ⇔ − − − + =
 
 

2
1 1 2 1 1xy 2 x y 0 2 x y xy 0
x y xy x y

 

 
( ) −

 ⇔ − − + =
 
 

2
x y

2 x y xy 0
xy

. 

 

   >−  ⇔ − = ⇔ − = ⇔   + − = 

2

2 2

x yx y
xy 0 x y xy

x y 2 xy x yxy
. 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 


  +> = + − = ⇔ 

−  = − + + = 

2 2

3 5x y x
2x y 2 xy x y

3 51 1 xx y 4 2
y x

.     

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 + −

=   
 

3 5 3 5x;y ;
2 2

.  

Baøi 40. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )( )

( )( )

 − + + + + − =

 + − = + −

2 2 2x y 2 x 4x 3 y 1 81

x y 2 x 1 y 1
. 

 
 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≥ ≥x 0,y 2 . 

 Bình phöông hai veá phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )( )+ − + − = + −x y 2 2 x y 2 x 1 y 1 . 

 
( )2xy 2x 2 xy 2x 1 0 xy 2x 1 0 xy 2x 1⇔ − − − + = ⇔ − − = ⇔ − =

 

 

1y 2
x

⇔ = +
 
(do =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình). 

 Thay = +
1y 2
x

vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm:  

( )    
=    
   

1 5x;y ;4 ; 2;
2 2

. 

Baøi 41. Giaûi heä phöông trình sau ( )
 + = −


− + = −

2 4 2

2 2 4

4x y 4 4xy

x 2 xy 8 y
 . 

Lôøii giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä phaân tích ñöôïc thaønh: 

( )( )  = +
− − − + = ⇔ 

 = −

2
2 2

2

x y 4
y x 4 y x 4 0

x y 4
. 

 TH1: Neáu = +2x y 4 thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )+ + = − +
22 4 2 24 y 4 y 4 4 y 4 y  phöông trình voâ nghieäm. 

 TH2: Neáu = −2x y 4 thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )− + = − − ⇔ − + =
22 4 2 2 4 24 y 4 y 4 4 y 4 y 9y 48y 60 0 . 

 

 = − = ±= ⇔ ⇒  = = − = ± 

2

2

x 2,y 2y 2
10 2 10y x ,y
3 3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )    
= − − − − − −      

   

2 10 2 10x;y 2; 2 ; 2; 2 ; ; ; ;
3 3 3 3

. 

 



Chuû ñeà 8.   KYÕ THUAÄT ÑAËT AÅN PHUÏ DAÏNG ÑAÏI SOÁ 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Noäi dung chuû ñeà naøy ñeà caäp ñeán phöông phaùp chung khi ñaët aån phuï daïng ñaïi 

soá ñoù laø tìm nhaân töû chung giöõa hai phöông trình cuûa heä(Caùc baøi toaùn ñaët aån 
phuï ñöôïc coøn ñöôïc nhaéc ñeán trong caùc chuû ñeà khaùc nhö heä phöông trình coù 
chöù caên thöùc, ñaët aån phuï daïng toång hieäu). 

 Caùc daáu hieän ñaët aån phuï 
 - Heä ñoái xöùng loaïi I. 
 - Heä coù caùc nhaân töû laëp laïi trong hai phöông trình cuûa heä. 
 - Heä coù toång vaø hieäu x y+ ; x y− .   

 - Coù chöùa caên thöùc ñaët aån môùi baèng caên thöùc(caùc baøi toaùn ñaët aån phuï ñoái 
vôùi heä chöùa caên thöùc raát hay). 

 - Moät soá heä sau khi ñaët aån phuï ñöa veà heä ñoái xöùng loaïi I vaø loaïi II. 
 AÙp duïng vôùi heä coù soá haïng chung xuaát hieän ôû caùc phöông trình trong heä. 

 Thöôøng thì caùc baøi toaùn bieán ñoåi ñôn giaûn ta ñaët aån phuï vôùi 
u x y
v xy
 = ±


=
 

Ví duï 1. 
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2
3 2 2 3

2 2 2

x y x y 2xy 4x xy x y y 4

x y x xy y 6 x y x y xy 6

  + + − =  + + + =    ⇔ 
+ + + =    + + − =    

 

 Ta ñaët aån phuï nhö sau: 
u x y
v xy
 = +


=
 khi ñoù ñöôïc heä môùi: 

( )
( )

2

2

u u 2v 4

u u v 6

 − =


− =


 ñôn 

giaûn hôn nhieàu. 
 Ñoâi khi chia(hoaëc nhaân) hai veá cuûa phöông trình trong heä vôùi moät bieåu thöùc 

naøo ñoù cuûa bieán( thöôøng ñôn giaûn laø 2 3 2 3x,x ,x ;y,y ,y ) luùc naøy seõ ñöôïc heä 

môùi coù theå ñaët aån phuï ñöôïc. 

Ví duï 2.
2

4 2 2 2

x xy 3x y 0

x 3x y 5x y 0

 + − + =


+ − + =
. 

 Môùi ñaàu nhìn heä naøy chöa coù gì ñaëc bieät tuy nhieân, vôùi x 0≠  ta chia hai veá 

cuûa phöông trình ñaàu cho x vaø chia hai veá cuûa phöông trình thöù hai cho 2x  ta 
ñöôïc heä môùi nhö sau: 



22
2

2

yy x y 3 0x y 3 0 xx
y yx 3y 5 0 x y 5 0

xx

 + + − =+ + − =  ⇔ 
  + + − = + + − =    

. 

 Ñeán ñaây ta ñaët yu x ;v y 3
x

= + = − . Khi ñoù heä trôû thaønh: 
2

u v 0

u v 2 0

 + =


+ − =
. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
( )( )

2 2
2x 1 4 y 1 25

xy x 1 y 2 6

 − + − =


− − = −

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2x 1 4 y 1 25 2x 1 4 y 1 25

x x y 2y 6 4x 4x y 2y 24

 − + − = − + − = ⇔ 
− − = − − − = − 

 

. 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2x 1 4 y 1 25

2x 1 1 y 1 1 24

 − + − =
⇔   − − − − = −  

  

. 

 Ñaët ( ) ( ) ( )2 2
u 2x 1 ,v y 1 , u,v 0= − = − ≥ heä phöông trình trôû thaønh : 

 

( )( )
( )
( )

2
u,v 0

2

x 3
2x 1 25u 4v 25 y 1u 25

u 1 v 1 24 v 0 x 2y 1 0
y 1

≥

 =
 − = + = = =  ←→ ⇔ ⇔   − − = − =  = −  − =  
 =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 3;1 ; 2;1= − .   

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình(TSÑH Khoái A 2008) 
( )

2 3 2

4 2

5x y x y xy xy
4

5x y xy 1 2x
4


+ + + + = −


 + + + = −


 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )

( )

2 2

22

5x y xy x y 1
4

5x y xy
4


+ + + + = −


 + + = −

. 



 Ñaët 
2u x y

v xy

 = +


=
heä phöông trình trôû thaønh : 

  

( )

( )

2

2

5 5u v u 1 v u
4 4

5 5u v u v u 1
4 4

 
+ + = − = − −  ⇔ 

 + = − + + = −
  

. 

 
( )

2 2

23 2

5 55v u u 0,vv u4 44
u 1 3u u 0 u ,vu 2u 1 0
4 2 2

 = − − = = −= − − ⇔ ⇔ ⇔  
 + + = = − = −+ =  

. 

 TH1 : Neáu 
2 3

3

5xu 0 x y 0 4
5 5v xy 254 y4

16


 = = + =  ⇔ ⇔  

= − = −   = − 

. 

TH2 : Neáu 

2 31 1u x y 2x x 3 0
2 2

33 3 xyv xy 22 2

  = − + = − + − =   ⇔ ⇔  
= −  = − = −   

. 

 

( )( )2x 1 2x 2x 3 0 x 1
33 yxy 22

 − + + =  = ⇔ ⇔ 
= − = − 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 3 33 5 25x;y 1; ; ;
2 4 16

  
= − −       

.    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
3 3

3 2 3

x y x xy x 1

4x y 4x 8xy 17x 8

 + + + =


+ − − = −
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  

( ) ( )
( )

3

2 2 2 2 3

x y 1 x y 1 1

4x x y x 2x y 8x y 8xy 17x 8

 + + + =


+ + − − − = −

. 

 

( )( )
( ) ( )

2

2 2

xy x x 1 1

4x xy x 8xy x 1 17x 8

 + + =⇔ 
 + − + − = −


. 



 

( )( )
( ) ( )( ) ( )

2

2 2 2

xy x x 1 1

4x xy x 8 xy x x 1 8x x 1 17x 8

 + + =⇔ 
 + − + + + + − = −


. 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

2
2 2

2 2
2

x 0
xy x x 1 1

4 xy x 8 x 1 17 0
4x xy x 8x x 1 17x 0

xy x x 1 1

 =
 + + =  + + + − =⇔ ⇔ 
 + + + − =
 + + =



. 

 

( ) ( )
( )( )

2 2

2

4 xy x 8 x 1 17 0

xy x x 1 1

 + + + − =⇔ 
 + + =


. 

 Ñaët ( )2u xy x,v x 1, v 1= + = + ≥ heä phöông trình trôû thaønh : 

  
2 2 2 3 2

uv 1 uv 1

4u 8v 17 0 4u v 8v 17v 0

 = = ⇔ 
+ − = + − =  

 

 

v 1
3 2

2

x 1
31 y1uv 1 xy xu 222

x 18v 17v 4 0 v 2 x 1 2
1y
2

≥

 = −
 = −  = + = =   ⇔ ←→ ⇔ ⇔   
 =− + =   = + =   

= −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 3 1x;y 1; ; 1;
2 2

   
= − − −   
   

.      

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

3

2

x 3y 55 64

xy y 3y 3 12 51x

 + =


+ + = +

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt x 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )

( )

3 3

33 2

4 43y 55 3 y 1 52
x x

12 4y 3y 3y 51 y 1 3. 52
x x

     = + = + +       ⇔ 
 

+ + = + + = +  

. 



 Ñaët 
4u
x

v y 1


=


 = +

 heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )3 33

3 3

u v 3 v uu 3v 52

v 3u 52 u 3v 52

 − = −= + ⇔ 
= +  = + 

. 

 

( ) 2 2

33

u v u uv v 3 0 u v

u 3u 52u 3v 52

  − + + + =  =  ⇔ ⇔ 
= + = +

. 

 

( )( )2 4u 4 u 4u 13 0 u 4 x 14
x

v 4 y 3u v y 1 4

 − + + =  = == ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= =  = + = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;3= .     

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )

2

2

4 2

2x xy 1

9x 3xy1
2 1 x 2 1 x

 + =

 = +

− −

. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1:  Ñieàu kieän : x 1≠ . 

 Ñaët 
( )2

3xu
2 1 x

= −
−

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh : 

 

2

2

2x xy 1
x,u

2u uy 1

 + = ⇒
+ =

laø hai nghieäm cuûa phöông trình 22t yt 1 0+ − = . 

 Theo vi-eùt ta coù : 
( )2

1 3x 1 1 3xu .x x y 2
2 2 22 1 x

− ±
= − ⇔ − = − ⇔ = ⇒ =

−
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) 1 3 1 3x;y ;2 ; ;2
2 2

   − + +
= −      
   

. 

Caùch 2: Ruùt 
21 2xy

x
−

=  theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä.               

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )

2
3 3

y 2x 1 2x 9

3x x 35x 2y 4y
2 4 8

 + = +



+ − − = − +


. 



Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 3
3

1 1y x x 4
2 2

1 1x x 4 2y 4y
2 2

  
+ = + +  

 

    + − + − = − +   
   

 

 Ñaët 1t x
2

= + heä phöông trình trôû thaønh: 
3 3

yt t 4

t t 4 2y 4y

 = +


− − = − +
. 

 ( )3 3 3 3

yt t 4 yt t 4
t 2y t 4 4y 0 t 2y yt 4y 0

 = +  = + ⇔ ⇔ 
+ − + − = + − − = 

. 

 ( )3 3 3 3

yt t 4 yt t 4
t 2y y t 4 0 t 2y y.yt 0

 = +  = + ⇔ ⇔ 
+ − + = + − = 

 

 

( ) ( )23 3 2

y t
yt t 4yt t 4 yt t 4

t 2yt 2y y t 0 t y t 2y 0
yt t 4

 =
 = + = + = +  ⇔ ⇔ ⇔   = −+ − = − + =   
 = +

. 

 

2

2

2

1 17t
2

y t 1 17yy tt t 4 2
t 2y t t 4 1 17t

22y 2y 4
1 17y

2

 −
 = =  −  = == +  ⇔ ⇔ ⇔  = − = + +  = − = − + 

+ =
 

 

1 1 17 17x x
2 2 2
1 17 1 17y y

2 2

1 1 17 17x x
2 2 2
1 17 1 17y y

2 2

  −
 + = = −     − −  = =   ⇔ ⇔  + + = =   
  

+ +  = =    

. 



 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) 17 1 17 17 1 17x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − +
= −      
   

. 

 Nhaän xeùt: Baïn ñoïc tham khaûo moät soá baøi taäp töông töï daïng naøy trong chuû ñeà 
Kyõ thuaät heä soá baát ñònh.  

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
3 2

3 9 4

x y 2xy

x y 2xy

 + =


+ =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  ( )( ) ( )
3 2 3 2

3 2 3 6 4 2 2 3 6 4

x y 2xy x y 2xy

x y x xy y 2xy 2xy x xy y 2xy

 + = + = ⇔ 
+ − + = − + =  

. 

 
( )

3 2
3 2

2
2 2 3 6 2

2 3 6 2

x y 2xy
x y 2xy

2xy 0
2xy x xy y y 0

x xy y y 0

 + = + =  ⇔ ⇔  =
− + − =    − + − =

. 

 

2

3 2

3 23 2

2 3 6 22 3 6 2

2xy 0 x 0
y 0x y 2xy

x y 2xyx y 2xy
x xy y y 0x xy y y 0

 = =  
= + = ⇔ ⇔  + = + =   − + − =− + − =  

. 

 Xeùt heä phöông trình 
3 2 3 2

2 3 6 2 2 3 6 2

x y 2xy x y 2xy

x xy y y 0 x xy y y

 + = + = ⇔ 
− + − = − + =  

. 

 Nghieäm x 0,y 0= = ñaõ xeùt ôû treân ta xeùt xy 0≠ khi ñoù heä phöông trình töông 

ñöông vôùi: 

22

22
4 2

2

xx y 2xyy 2xy
yy

x xxy y 1 y 3xy 1
yy

 + =+ = 
 ⇔ 

  − + = + − =    

. 

 Ñaët 2xu y ,v xy
y

= + = heä phöông trình trôû thaønh: 



 

2 2

u 2
v 1

u 2v u 2v 1uu 3v 1 4v 3v 1 0 2
1v
4

 =


=
 = =   ⇔ ⇔ ⇔   = −− = − − =     = −

. 

 

2

2

1 5xx 4y 2
y 1x 1 yxy 1 y 1 1 5
x 1 x 1y 1 5y 2 xy 1 41xy 14 y

1 5

 + = − + =   = −  = =  = − +   ⇔ ⇔ ∨  = + = − +    =  =    = −  = −
 +

.           

 Vaäy heä phöông trình coù naêm nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 5 1 1 5 1x;y 0;0 ; 1; 1 ; 1;1 ; ; ; ;
4 41 5 1 5

   + +   = − − − −
   + +   

. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

xy x 1 7y

x y xy 1 13y

 + + =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠ khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2
2

2

x 1x 1 x 7x 7 y yy y
x 1 1 xx 13 x 13y y y y

   + + =+ + =      ⇔ 
  + + = + − =    

. 

 Ñaët 1 xu x ,v
y y

= + = khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



  

( )22 2

u 5
v 7 uu v 7 v 7 u v 12
u 7 u 13 u 4u v 13 u u 20 0

v 3

 = −
 = − + = = − =   ⇔ ⇔ ⇔   − − =  =− = + − =   
 =

. 

 

2

2

1x 5
y

x 312y 5y 1 0x 12 y 1x 12yy
x 11 3y 4y 1 0x 4 1y yx 3y 3x 3

y


+ = −  =   + + =  =  = =  ⇔ ⇔ ⇔  =    − + = + =   ==  

 =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1x;y 3;1 ; 1;
3

 
=  

 
.      

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
2

4 2 2 2

x xy 3x y 0

x 3x y 5x y 0

 + − + =


+ − + =
. 

Lôøi giaûi 

 Neáu ( ) ( )2

y 0
x 0 y 0 x;y 0;0

y 0

 == ⇒ ⇔ = ⇒ =
=

 laø moât nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt x 0≠ chia phöông trình thöù nhaát cuûa heä cho x , chia phöông trình thöù hai 

cuûa heä cho 2x ta ñöôïc: 

22
2

2

yy x y 3 0x y 3 0 xx
y yx 3y 5 0 x y 5 0

xx

 + + − =+ + − =  ⇔ 
  + + − = + + − =    

. 

 Ñaët yu x
x

= + heä phöông trình trôû thaønh: 

  

2 2

u 1
u y 3 0 u y 3 0 y 4

u 2u y 5 0 u u 2 0
y 1

 = −
 + − = + − = =  ⇔ ⇔   =+ − = − − =   
 =

. 



 

2

2

yx 1 x x 4 0x
y 4 y 4 x 1

y 1y x 2x 1 0x 2
x y 1

y 1


+ = −  + + =  = =   = ⇔ ⇔ ⇔   =   − + = + =   = =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .      

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
( )

2 2

2 2

x y xy 1 4y

y x y 2x 7y 2

 + + + =


+ = + +
.  

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
( )

( ) ( )
2

2 2

x 1 y x y 4y

y x y 2 x 1 7y

 + + + =


+ = + +

. 

 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠ vieát laïi heä döôùi daïng: 

( )

2

22

x 1 x y 4
y

x 1x y 2. 7
y

 +
+ + =




+ + = +

 . 

 Ñaët 

2x 1u
y

v x y

 +
=


 = +

  heä phöông trình trôû thaønh: 

 ( ) 22 2

u 4 vu v 4 u 4 v
2 4 v 7 v2u 7 v v 2v 15 0

 = − + = = −  ⇔ ⇔  
− + =+ = + − =  

. 

2

2

x 1 9
y

x y 5u 9,v 5 x 2,y 5
u 1,v 3 x 1,y 2x 1 1

y
x y 3

 +
 =

 + = − = = − = − =⇔ ⇔ ⇔ = = = = +
 =

 + =

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2;5 ; 1;2= − .     



Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 

2 2

4 2 4 2 2

4x y y 2 7xy
416x y y 4 25y x
25

 + + =

  

+ + = − 
 

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt xy 0≠ khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng : 
2

4 2
2

2 2

y 24x 7
xy

y 4y 416x 25
x y

 +
+ =




+ + + =


. 

 Ñaët 
2y 2u 4x,v
xy
+

= = khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh : 

 

2

2 2

2

4x 4 x 1,y 1
y 2 x 1,y 23

u v 7 xyu v 7 u 4,v 3 3x ,y 1uv 12 u 3,v 4 4x 3u v 25 4
3y 2 x ,y 34 4xy

 =  = =  + = ==  + =  + = = = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   = == = =  =+ =     + = = −=  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) 3 3x;y 1;1 ; 1;2 ; ;1 ; ; 3
4 4

   
= −   

   
.   

 Nhaän xeùt. Ta coù theå thöïc hieän töông töï vôùi baøi toaùn sau : 
2 2

4 2 4 2 2

4x y y 2 7y
416x y y 4 25y x
25

 + + =

  

+ + = − 
 

. 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2

2
2 2

2x y xy 2xy 1 x

1x 2y 1 12
xy

 − − = −

  
 + + = 
  

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 



 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )
2 2

2 2
2 2

2x y xy 2x y 2xy

1 2x 2y 1 12
xyx y

 − + − =
  

+ + + =     

. 

 

( ) ( )
2 22 2

2 2 2

xy 1 xy 12. 22x xy 1 y xy 1 2xy
y x

1 2x 1 2yx 2 y 12 1 1x 2 y 12xy y x y x

 + +
− = + − + = 

 ⇔ ⇔  
+ + + + + =       + + + =         

. 

 Ñaët xy 1 xy 1u ,v
y x
+ +

= = heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )22 2 2

u 2,v 2v 2u 22u v 2
2 22u ,vu 2v 12 u 2 2u 2 12
9 9

 = = = − − =  ⇔ ⇔   = − = −+ = + − =   

. 

 

xy 1 2
y

xy 1 2 x 1x
y 1xy 1 2

y 9
xy 1 22

x 9

 +
= + =  =⇔ ⇔  = + = − + = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .       

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )

4 3 2 2

24 2 2 2

6x x x y y 12 x 6

5x x 1 y 11x 5

 − − − + = −


 − − − = −


. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )
( ) ( )

22 2 2 2

2 22 2 2 2

6 x 1 x x 1 y x y 0

5 x 1 x 1 y x 0


− − − − =


 − − − − =

. 

 Nhaän thaáy x 1= ± khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 



 Xeùt 2x 1 0− ≠ chia hai veá cuûa phöông trình cho ( )22x 1− ta ñöôïc: 

22

2 2

2
2

2

xy x6 y 0
x 1 x 1

x5 y 0
x 1

   − − =  − − 

  

− − =  
− 

. 

 Ñaët 
2
xu

x 1
=

−
khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( ) ( )

2 2

22 2 2

6uyuy u y 6uy u y 6 0 u y
12u y 5 0 u y 2uy 5 u y 5

u y


= + = + − = +  ⇔ ⇔  

+ − = + − =   + − =  +

. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )23

66 uyuy u yu y

u y 3 u y 3 u y 4 0u y 5 u y 12 0

 ==   ++⇔ ⇔ 
   + − + + + + =+ − + − =     

. 

 

2

2

x 1 172 xu 2 x 1 4
y 1 y 1 y 1uy 2

u y 3 u 1 x 1 51 xy 2 x 1 2
y 2 y 2

  ±=   = =  −   = = = =   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔  + =   =  ± =  = =  −  = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 1 5 1 5 1 17 1 17x;y ;2 ; ;2 ; ;1 ; ;1
2 2 4 4

       − + − +
=               
       

. 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )

3 2 2

2

9xy 24y 27x 40 y 3x 16 0

y 9x 10 y 3 x 3 0

 − + + + − =

 + − + + =

 . 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )( ) ( )

2

22

y 3x 9xy 1 2 5y 4

y 3x 9xy 1 5y 4

 + + + = −


+ + = −

. 



 Ñaët 2u y 3x,v 9xy 1= + = + khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
( )2

u v 2 5y 4
u,v

uv 5y 4

 + = − ⇒
= −

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

 ( ) ( ) ( )( )222t 2 5y 4 t 5y 4 0 t 5y 4 0 t 5y 4− − + − = ⇔ − − = ⇔ = − . 

 Vì vaäy 
2

x 0,y 1

u 5y 4 1 21 7y 3x 5y 4 x ,y 2
9 3v 5y 4 9xy 1 5y 4

1 21 7x ,y 2
9 3


 = =


 = −  + + = −⇔ ⇔ = − = −  = − + = −  
 − +

= = +


. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø:  

( ) ( ) 1 21 7 1 21 7x;y 0; 1 ; ;2 ; ;2
9 3 9 3

   + − +
= − − − +      

   
. 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng ( )( ) ( ) + + = −

 + = − −

22

2

y 3x 9xy 1 5y 4  (1)

y 3x 10y 9xy 9 (2)
  

 Nhaän thaáy 1xy
9

= −  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 1xy
9

≠ −   khi ñoù nhaân theo veá vaøo (2)  vôùi 9xy 1+  vaø so saùnh vôùi (1)  ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )29xy 1 10y 9xy 9 5y 4+ − − = −  . 

 ( ) ( ) ( ) ( )29xy 1 2 5y 4 9xy 1 5y 4 ⇔ + − − + = −  . 

 
( ) ( ) ( )2 55y 4 9xy 1 0 9xy 5y 5 xy y 1

9
 ⇔ − − + = ⇔ = − ⇔ = −   . 

 Khi ñoù (2)  trôû thaønh 2y 3x 5y 4 0+ − + =  . Nhaän thaáy y 0=  khoâng thoûa maõn 
do vaäy nhaân vaøo hai veá vôùi y  ta ñöôïc:  

  
( )3 2 3 21y 3xy 5y 4y 0 y 5y 5 5y 4y 0

3
+ − + = ⇔ + − − + =  . 

 ( )( )3 2 23y 15y 17y 5 0 y 1 3y 12y 5 0⇔ − + − = ⇔ − − + =
y 1

7y 2
3

 =
⇔  = ±

 .  



 Nhaän xeùt: Toång quaùt daïng heä naøy coù daïng 
u(x,y) v(x,y) t(x,y)
u(x,y).v(x,y) s(x,y)
 + =


=
trong ñoù 

( )2t x,y 4s(x,y)≤ . Döôùi ñaây toâi trình baøy moät soá baøi taäp töông töï cho caùc em 

reøn luyeän phaûn xaï khi gaëp heä daïng treân. 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

4 2 2 2 2

7x 8xy 4y 6xy 4

12x 4xy 7x 4y 4 12xy 23x y

 − + = +


− + = + −

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ ho töông ñöông vôùi: 

  ( )

2 2

24 3 3 2 2

7x 8xy 4y 6xy 4

12x 28x y 16xy 32x y 3xy 2

 − + = +


− − + = +
. 

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 2

22 2

3x 4xy 4y 4x 4xy 2 3xy 2

4x x y 3x 4xy 4y 3xy 2

 − + + − = +⇔ 
 − − + = +


. 

 Ñaët 2 2 2u 3x 4xy 4y ,v 4x 4xy= − + = −  khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

 

( )
( )2

u v 2 3xy 2
u,v

uv 3xy 2

 + = + ⇒
= +

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

 ( ) ( ) ( )2 22t 2 3xy 2 t 3xy 2 0 t 3xy 2 0 t 3xy 2− + + + = ⇔ − − = ⇔ = + . 

 Vaäy baøi toaùn ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

  

2 2 2 2

2 2

3x 4xy 4y 3xy 2 x 4y 0

4x 4xy 3xy 2 4x 4xy 3xy 2

 − + = + − = ⇔ 
− = + − = +  

. 

 

2

x 2,y 1
x 2,y 1x 2y

2 1x 2y x ,y
15 15

4x 4xy 3xy 2 2 1x ,y
15 15

 = =
 = − = − =
 = − = − =⇔ ⇔ 


− = + 
= = −



. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) 2 1 2 1x;y 2;1 ; 2; 1 ; ; ; ;
15 15 15 15

   
= − − − −   

   
. 



Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )

2 2

3 2 2

x 3x y 4 4y 4 0

12 y 1 x 8y 3xy 34 x 1 0

 + − + + =


+ + + − − =

. 

Lôøi giaûi 
 Giaûi heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( ) ( )
( )

22 2 2 2

2 2

x 4y 3xy 2 6x 1 x 4y 6x 1
3xy 2 6x 1x 4y 3xy 2 2 6x 1

 + + = −   + = −⇔ 
+ = − + + + = −

. 

 Giaûi heä phöông trình baèng phöông phaùp theá hoaëc heä baäc hai hai aån toång quaùt 
tìm ñöôïc caùc nghieäm: 

( ) ( )
2

3

3

5k k 4 11x;y 1;1 ; k; ,k 5 6 267 91
4 6 267 91

 − −
= = − + −   − 

. 

 Heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) ( )
2

3

3

5k k 4 11x;y 1;1 ; k; ,k 5 6 267 91
4 6 267 91

 − −
= = − + −   − 

. 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
2 2

3 2 2 2 2

x xy y 1

3yx 1 5y x 3y 2 3y x y 1

 − − = −


+ − + − = +

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )
2 2

2 2 2 2

x y 3xy 1 4xy

x y 3xy 1 5x y 6xy 1

 − + + =


− + = − +

. 

 Ñaët 2 2u x y ,v 3xy 1= − = + heä phöông trình trôû thaønh: 

 
2 2

u v 4xy
u,v

uv 5x y 6xy 1

 + = ⇒
= − +

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

 
2 2 2t 4xy 5x y 6xy 1 0− + − + = . 

 Suy ra 
2 2

2 2

2 2

xy 2xy x y 6xy 1
t 2xy x y 6xy 1 xy 1

xy 2xy x y 6xy 1

 = + − + −= ± − + − ⇔ ⇔ =
 = − − + −

. 

 
 



 Vaäy heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

2 2 2 2

x 1
xy 1 xy 1 y 1

x 1x xy y 1 x y 0
y 1

 = −
 = = = −  ⇔ ⇔   =− − = − − =   
 =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − . 

Caùch 2: Ñaët 2 2u x y ,v xy= − = ñöa veà heä phöông trình: 

( ) 2

u v 1

u 3v 1 5v 6v 1

 − = −


+ = − +
. 

 Giaûi heä phöông trình naøy baèng phöông phaùp theá ta coù keát quaû töông töï.  

  ( )( ) ( )22v 1 3v 1 5v 6v 1 v 1 0 v 1− + = − + ⇔ − = ⇔ = . 

 
2 2 x 1,y 1x y 0

x 1,y 1xy 1

  = − = −− =⇒ ⇔  = == 
.       

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2 2

3 3 2

5 x y 6xy 3x y 0

7 x y 2x 6xy 2 0

 + + + + =

 + + + + =

. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 2

2 2

3x y 2 3x 6xy 7y 3 3x y 0

3x y 3x 6xy 7y 2

 + + + + + + =

 + + + = −


 . 

 Ñaët 
2 2

u 3x y

v 3x 6xy 7y

 = +


= + +
. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

2

3 2

uv 2u 2v 3u 0
uv 2 u 3u 4 0

  = − + + = ⇔ 
= − + − =  

. 

 ( )( )2
uv 2 u 1,v 2

u 2,v 1u 1 u 2 0

 = −  = = −⇔ ⇔  = − =− + = 
. 



 TH1: Neáu 
2 2

3x y 1
u 1,v 2

3x 6xy 7y 2

 + == = − ⇔ 
+ + = −

 heä naøy voâ nghieäm. 

 TH2: Neáu 
2 2

3x3x y 2 4u 2,v 1
13x 6xy 7y 1 y
4


= − + = − = − = ⇔ ⇔ 

+ + =  =


 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 1x;y ;
4 4

 
= − 
 

.      

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 3

4 x y x y 2 x y x y 0

8 x y x y 2

 + + − + + + − =

 + + − = −

 . 

 Ñeán ñaây ñaët 
u x y
v x y
 = +


= −
 ñöa veà heä phöông trình: 

2 2

3 3

4u v 2u v 0

8u v 2

 + + + =


+ = −
.  

Baøi 19.  Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( ) ( )

2

2 2 3

x 3y 20x 9y 33 49y 33y 0

2 x y x y x y 10y 3 0

 − − + + + =

 − + + − + =

. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Vieát laïi heä döôùi daïng: 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 2

2 2

18 x 2y 33 x 2y 2x 3xy 4y 0

x 2y 2x 3xy 4y 3 0

 − + − + + + =

 − + + + =


 . 

 Ñaët 
2 2

u x 2y

v 2x 3xy 4y

 = −


= + +
 heä phöông trình trôû thaønh: 

2 3 218u 33u v 0 18u 33u 3 0
uv 3 0 uv 3 0

  + + = + + =⇔ 
+ = + =  

. 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  
2 2

3 2 2 3

20x 69xy 33x 76y 66y 0

2x x y 2xy 8y 3 0

 − + + − =


− − − + =
  

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2

20 x 2y 33 x 2y 4y 11xy 0

x 2y 2x 3xy 4y 3 0

 − + − + − + =⇔ 
  − + + + = 

 . 



 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

20 x 2y 33 x 2y 4y 11xy 0

x 2y 2 x 2y 4y 11xy 3 0

 − + − + − + =⇔    − − + − + + =   

.  

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2 3

2 2
4

x y y xy x y 2xy 2 3y

1x 2x y 0
x y


− + − + =


 − − =


 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän xy 0≠ . 

 Khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  

( ) ( )2 4 2

2 2
4

y x 1 y x y 2x y 2x 3y

1x 2x y 0
x y

 − + − + =


− − =


. 

 

( ) ( )2 4 2 2 2 4

2 22 2
44

x 1 x y 2x y 2x 3 x 2x y x y 2
11 x 2x y 0x 2x y 0 x yx y

 − + − + = − + = ⇔ ⇔  − − =− − = 


. 

 Ñaët 
2 2

4

u x 2x y

v x y

 = −


=
 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

u v 2 u v 2 u 1
1 uv 1 v 1u 0
v

 + =  + = = ⇔ ⇔  
= =− =  

. 

 

2 4 2
2 2 2

4
4

4

2x 1 x x 2 0x 2x y 1 x
11 yx y 1 y xx

 − = − − = − =  ⇔ ⇔ ⇔  
==   = 

. 

 

( )( )2 2

4

x 1 x 2 0 x 2
11 yy 4x

 + − =  = ± ⇔ ⇔ 
= =



 (thoûa maõn ñieàu kieän). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 1x;y 2; , 2;
4 4

   
= −   
   

.          



Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 x 1
x y 2 3

x y

x y x y 2 6 x y 2

 −
 + − + = +
 + − + = + −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )

2 2

2

2 2 2

u vxu x y 2 x y u 2 2, u,v 0
x y y 2 u v 4v x y 2 y

2

 +
= = + − + = +  ≥ ⇒ ⇔  

− = − − += − +   =

. 

 Heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2

u v2 1
v u 2 u v 2 3 u 22

v 3
u 2 u 2 v 6u

u 2 v 6u

  +
−     + + + − = +   + = ⇔ 

+ + = 
 + =

. 

 

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2

22

6u u v 2 3 u 2 2u v 6u 8 0

u 2 v 6uu 2 v 6u

 + + − = + − − + = ⇔ ⇔ 
+ =+ = 

. 

 

( )( )( )
2

4 22
2

2
2

6u u 1 u 2 u 6u 6u 8 02u 6u 8 0
u 2

6u6u vv u 2u 2

    − − + + + = − − + =   + ⇔ ⇔ 
  ==  ++

. 

 

( )( )

2

5xx y 2 1 2u 1 u 2 0 x y 2 2 1u 1,v 2 y6u 2u 2,v 2v x y 2 2
u 2 x 4

x y 2 2
y 2

 =+ − =    − − =  − + = = =   =⇔ ⇔ ⇔ ⇔  = = =  + − = +   =
 − + =   =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) 5 1x;y 4;2 ; ;
2 2

 
=  

 
.       

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2 2 2 2

x y 6 y x 3 7xy
, x,y

x x 3 y y 6 2 x y

 + + + = ∈
 + + + = + +

 . 



Lôøi giaûi 
 Vôùi x 0=  hoaëc y 0=  heä phöông trình khoâng thoûa maõn. 

 Xeùt x 0,y 0≠ ≠  khi ñoù bieán ñoåi heä phöông trình thaønh 

  

2222

2 2
2 2

y 6x 3y 6x 3 77 x yx y
3x 6y 2x x 3 x y y 6 y 2

x 3 x y 6 y

 ++++  + = + =  ⇔ 
     + =+ − + + − =        + + + +

. 

 

22

2 2

y 6x 3 7
x y

3 6 2
x 3 y 61 1

x y

 ++ + =

⇔  + =

+ + + +

. 

 Ñaët 
22 y 6x 3u ;v

x y
++

= =  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

  
( ) ( ) ( )( )

u v 7 u 7 v
3 6 3 v 1 6 8 v 2 v 1 8 v2

u 1 v 1

 + =  = − ⇔  + + − = + −+ =  + +

. 

 

2

7uu 7 v u 2 2
v 5 72v 17v 35 0 v

2


= = −  = ⇔ ⇔ ∨  

=− + =   =


. 

 Vôùi 

2

2

x 3 2 x 1u 2 x
1v 5 yy 6 25

y

 + =  = =  ⇔ ⇔  
= = + =



. 

 Vôùi 

2

2

x 3 7 2 157 xu x 2 152
7 2 30y 6 7v y2 15y 2

 +  = ==   ⇔ ⇔  
+  = ==   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 2 15 2 30x;y 1; ; ;
2 15 15

  
=        

.         



Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 

( )

2 2

2

x 2y 3xy 3 0
x y 18 9 x y

x y

 + + + =
 − + = − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x y 0,x y 0− ≥ + ≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2

2 2

u vxu x y x y u 2
v x y x y v u vy

2

 +
= = +  + =  ⇒ ⇔  

= − − = −  =

. 

 Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

  

2 22 2 2 2

2

2

u v u v u v u v2 3 3 0
2 2 2 2

v 18 9v
u

      + − + − + + + =                  
 +

=


. 

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

6u 2uv 3 0 3u uv 6 0 9u 3uv 18 04
v 18 v 9u v 18 0 v 9u v 18 09v

u

 −
+ =  − + = − + =  ⇔ ⇔ ⇔  

+ − + = − + =   =

. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )( )2 2

2 22 2

3u v 3u v 3uv 09u v 3uv v 3u 0 u 1
v 3v 9u v 18 0v 9u v 18 0

  − + + =− − − =  = ⇔ ⇔ ⇔  
=− + = − + = 

. 

 

x y 1 x y 1 x 5
x y 9 y 4x y 3

 + =  + = =⇔ ⇔ ⇔  
− = = −− =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5; 4= − .         

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x 7 y 24 2

4 x 7 y 24 7y

 + − − + =

 − − + =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: x 7≥ . 



 Ñaët ( )
2

2

u x x 7
, v 0

v y y 24

 = + − >
 = + +

 

 

2

2

2 2 2

2 2 2 2
2

2
2

u 7x
2u

v 24yu 2ux x x 7 2v
v 2vy y y 24 u 7x 7

2u
v 24y 24

2v

 +
=


 −

= − + = − ⇒ ⇒ 
− + = + −  − =


+ + =

 

 (do u 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình).  

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

2

2 2 2

v 24u 2
2v

u 7 v 24 v 244. 7.
2u 2v 2v

 +
− =


− + − − =

. 

 

2

2
22

2 2 2

2

v 4v 24u
2vv 4v 24u

2v v 4v 24 7
2vu 7 4v 72 4v 722. 2.u v vv 4v 24

2v

 + +
=

 + +
=     + +⇔ ⇔  −  − −  − = =  + +



. 

 

( ) ( )( )

2
2

22 2
3 2

2
2

v 4v 24u v 4v 242v u
2v

v 4v 24 28v v 6 3v 26v 144v 384 04v 72
v 4v 24

 + +
= + +

= ⇔ ⇔ 
+ + −  − + + + == − 

+ +

 

 

2
v 0

2

x x 7 7u 7 x 4
v 6 y 1y y 24 1

>
 + − == =←→ ⇔ ⇔  

= =  + + =
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;1= .        

 
 



 Nhaän xeùt: Vôùi pheùp ñaët aån phuï nhö treân ta xöû lyù toaøn boä nhöõng heä phöông 
trình coù daïng: 

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

a x b a x b c y d c y d e

a x b a x b c y d c y d f

 + + + + + =

 + + + + + =

. 

 Baèng pheùp ñaët aån phuï 
2 2

2 2

u ax a x b

v cy c y d

 = + +

 = + +

(xem theâm chuû ñeà heä phöông 

trình chöù caên thöùc).   

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )22 2

6x y 5 2x y 1

2 6 4x y 2x y 1

 + − − =


− − − =

 . 

Lôøi giaûi 
 Nhaän xeùt: Deã thaáy y 2x 0− ≠  khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä coù daïng 

tích phöùc taïp ta khoâng theå nhaân ra ñeå tìm moái lieân heä gì ôû ñoù ñöôïc maø ta thöû 

nghó ñeán chia hai veá phöông trình cho ( )22x y−  xem sao? Vaø laøm töông töï 

cho phöông trình ñaàu cuûa heä. 
 Nhaän thaáy y 2x 0− ≠  khi ñoù vieát laïi heä döôùi daïng 

  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 22 2
2 2

1 16x y 5 2 2x y 2x y 5
2x y 2x y

1 12 6 4x y 12 2x y 2x y
2x y 2x y

 
+ − = + + − − = − − ⇔ 

 − − = − + − − =
 − − 

 . 

 

( ) ( )

( )
( )

( )2 2

2

12 2x y 5 2x y
2x y

112 2x y 2x y
2x y


+ − = − − −⇔ 

 − + = + −
 −

 . 

 Ñaët ( )
u 2x y

1v 2x y
2x y

 = +

 = − − −

  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

 ( )22 2 2

2u 5 v2u 5 v

12 u v 2 10 u 2u 5

 − = − = ⇔ 
− = + − = −  

 . 



 
2

2u 5 v u 1 u 3
v 3 v 15u 20u 15 0

 − =  = =⇔ ⇔ ∨  
= − =− + =  

 . 

 Vôùi ( ) ( ) ( )2

2x y 1 2x y 1u 1
1 2x y 3v 3 2x y 3 2x y 1 02x y

 + =  + = =  ⇔ ⇔  − − = −= − − − − − =  −

. 

 

5 132x y 1 x
8

3 132x y 1 13y2
4

 ± + = = ⇔ ⇔ ±
− = −  = 



 . 

  Vôùi ( ) ( ) ( )2

2x y 3 2x y 3u 3
1 2x y 1v 1 2x y 2x y 1 02x y

 + =  + = =  ⇔ ⇔  − − == − + − − =  −

 . 

 

5 52x y 3 x
8

1 52x y 7 5y2
4

 ± + = = ⇔ ⇔ − ±
− =  = 



 . 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø:  

( ) 5 13 1 13 5 5 7 5x;y ; ; ;
8 4 8 4

   ± − ±
=       
   

   . 

Caùch 2: Ruùt 1 6x y 5
2x y

= + −
−

töø phöông trình ñaàu theá vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( )( )
( )2 2 2

6x y 5 2x y 1

6x y 5 8x 2y 12

 + − − =


+ − = − − +  

 

2 2

2 2

12x 4xy y 10x 5y 1 0 (1)

44x 12xy 3y 60x 10y 13 0 (2)

 − − − + − =⇔ 
+ + − − + =

. 

 Ñaây laø heä ñöôïc giaûi baèng phöông phaùp ñoàng baäc hoaëc heä soá baát ñònh.   

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( )( )

4 4

2 2

2x y 2y x 1

1x y x xy y
9

 − + − =

 − − + =


. 

 



Lôøi giaûi 

Ñaët 
( )

( )2 2 2 2

u v 3 x yu 2x y
v x 2y u uv v 3 x xy y

 + = − = − ⇒ 
= − − + = − + 

. 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 
( )( )

4 4 4 4

2 2 3 3

u v 1 u v 1 (1)
u v u uv v 1 u v 1 (2)

 + =  + = ⇔ 
+ − + = + = 

. 

 Töø phöông trình (1) suy ra u,v 1;1 ∈ −  . 

Töø phöông trình (2) ta coù: 
3 3

3 3

u 1 v 0 u 0
v 0v 1 u 0

 = − ≥ ≥ ⇒ 
≥= − ≥ 

. 

 Vaäy u,v 0;1 ∈  . 

 Khi ñoù laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc: 

 
( ) ( ) ( )

( )
3 3 u u 1 0

u u 1 v v 1 0
v v 1 0

 − =− + − = ⇔ 
− =

 . 

 Keát hôïp vôùi 4 4u v 1+ = ta coù 

2x y 0 2 1x ,yx 2y 1u 0,v 1 3 3
u 1,v 0 1 22x y 1 x ,y

3 3x 2y 0

 − =  = =− = = =  ⇔ ⇔ = =  − =   = − = −  − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 2 1 1 2x;y ; ; ;
3 3 3 3

   
= − −   
   

.       

 Nhaän xeùt: Nhieàu em thaáy khoù ôû bieán ñoåi ñaàu thì coù theå ruùt 

2u vx
3

u 2vy
3

 −
=


− =



 thay 

vaøo heä ta coù keát quaû töông töï treân. 
 Keát quaû treân cho ta xöû lyù ñöôïc baøi toaùn toång quaùt: 

 Giaûi heä phöông trình: ( )
2n 2n

2k 1 2k 1

x y 1
, n,k

x y 1+ +

 + = ∈
+ =

 . 

 
 
C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN  



Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 5y 4
x y x y

x 5y5x y 5
xy


+ =

− +


− + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 2 2xy 0,x y 0,x y 0≠ − ≠ + ≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x 5y x 5y4 4
x y x y x y x y

5x y xy x 5y x y x y5 5. 5
xy y x

 
+ = + = 

− + − + ⇔ 
+ + − + − = + =  

. 

 Ñaët 
2 2
x yu ,v

x y x y
= =

− +
heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )

u 5v 4 u 2u 4 5v
1 5 24 5v 5v 5v 4 5v5 v
v u 5

 + = = = −  ⇔ ⇔  − + = −+ = =  

. 

 

22

2

2

x 2
2x x 2y 0x y

y 2 2y 2x 5y 0
5x y


=  − − =− ⇔ ⇔ 

+ − = =
 +

 

 

2

2
2

3x ,y 3
22x xy 12 x 1,y

22x x2y 2x 5. 0 3 32 x ,y
2 2


= − = − = ⇔ ⇔ = = − + − =  = =



. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) 3 1 3 3x;y ;3 ; 1; ; ;
2 2 2 2

     
= −     
     

.        

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

3 2y 1
xx y 1

2xx y 4
y


+ =

 + −

 + − =

. 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: 2 2xy 0,x y 1≠ + ≠ . 

 Ñaët 2 2 xu x y 1,v
y

= + − = heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( ) 2

3 2 u 2v 3 u 2v 31
u v 3v 2 2v 3 v 2v 3 v 2v 3 0u 1 2v 4

  = +  = ++ =  ⇔ ⇔  + + = + − − = + − =

. 

 

2 2

2 2

x y 1 9
x 1,y 1x 3

yu 9,v 3 x 1,y 1
u 1,v 1 x 3,y 1x y 1 1

x 3,y 1x 1
y

 + − =

  = = − =  = = = − = ⇔ ⇔ ⇔ = = − = = + − =  = − = −  = −


. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 1; 1 ; 3; 1 ; 3;1= − − − − . 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2

x y xy 4y 1
yx y 2

x 1

 + − = −



− = +
+

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Vôùi y 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
2

2

2
2

x 1x 1 y y x 4y y x 4
y

y yx y 2 x y 2x 1 x 1

 + + + − = + − = ⇔ 
− = +  − = ++  +

. 

 Ñaët 
2x 1u ,v x y
y
+

= = − heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
u v 4 v u 4 u 3 10,v 1 10

1 u u 4 2u 1v 2 u 3 10,v 1 10u

 − =  = − = − = − − ⇔ ⇔   − = += +  = + = − +  

 



 

2

2

x 1 3 10
y

x y 1 10

x 1 3 10
y

x y 1 10

 +
 = −

 − = − −⇔  + = +



− = − +

. 

 Heä phöông trình voâ nghieäm.              

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 

1 1x y 4
x y

1 12 x y 6
x y

  
+ + =  

  


  + + + =   

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

 Ñaët ( )1 1u x ,v y , u , v 2
x y

= + = + ≥ heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

  
( )

2 u 2v 6 2u2u v 6 u 2u 3u 2 0
u 6 2u 4uv 4 v 2v 6 2u

≥ = −  + = =  − + =⇔ ⇔ ←→   − == == −  
. 

 

2

2

1x 2
x 2x 1 0 x 1x

1 y 1y 2y 1 0y 2
y


+ =  − + = = ⇔ ⇔ ⇔  

=− + =  + =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .      

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )

2 2

2 2
2 2

y x 1 2x y 1

1x y 1 16
x y

 + = +

  

+ + =     

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2
2 2

2 2

1 11 1 x 2 yx 2 y x yx y
1 1 1 1x y 16 x y 20

x y x y

     + = ++ = +          ⇔ 
    + + + = + + + =        

. 



 Ñaët ( )1 1u x ,v y , u , v 2
x y

= + = + ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

  
2 2 2

u 2v u 2v u 4,v 2
u 4,v 2u v 20 5v 20

 = =  = = ⇔ ⇔   = − = −+ = =   
. 

 

2

2

1x 4
x

x 2 3,y 1x 4x 1 01y 2
y 1y x 2 3,y 1

1 x 2 3,y 1x 4x 1 0x 4
x y 1 x 2 3,y 1
1y 2
y


+ =  = − = − + = + =  =  = + = ⇔ ⇔ ⇔   = − + = − + + = + = −   = −  = − − = −  + = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 2 3;1 ; 2 3;1 ; 2 3; 1 ; 2 3; 1= + − − − − − + − . 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

x y x y 3

x y x y 15

 − − =


+ + =


. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )
( )

3 3

3 3

x y xy x y 3

x y xy x y 15

 + − + =


+ + + =
.   

 Ñaët ( )3 3u x y ,v xy x y= + = + heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
3 3x y 9u v 3 u 9

u v 15 v 6 xy x y 6

 + = − = = ⇔ ⇔  
+ = = + =  

. 

 

( )
( )

3
x y 27 x y 3 x 1,y 2

xy 2 x 2,y 1xy x y 6

 + =  + = = =⇔ ⇔ ⇔  = = = + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 2;1= . 

 Nhaän xeùt: Ñaây laø heä coù yeáu toá ñaúng caáp neân nhaân cheùo hai phöông trình cuûa 
heä ta ñöôïc: 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 2 2 215 x y x y 3 x y x y x y x 2y 2x y 0− − = + + ⇔ + − − = .      



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2

2 2

xy 2x y 6 y 2x 0

1x y 1 8
xy

 + − + + =

  

+ + =  
  

.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )

( )2 2
2 22 2

2 2

1 12x xy 1 y xy 1 6xy 2x 1 y 1 6
xy xy

2 1 2x 2y 1 1x y 1 8 x y 8xy x y y x x y

     + + + = + + + =         ⇔  
+ + + =   + + + + + =    

. 

 

2 2

1 12 x y 6
y x

1 1x y 8
y x

    
+ + + =    

   ⇔ 
    + + + =   
   

. 

 Ñaët 1 1u x ,v y
y x

= + = + heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
2

22 2 2

v 6 2u2u v 6 5u 24u 28 0
u v 8 v 6 2uu 6 2u 8

 = − + =   − + =⇔ ⇔  
+ = = −+ − =  

. 

 

1x 2
y

u 2 1y 2u 2,v 2 x 1x14u 14 2 y 1u ,v5 1 14x5 5v 6 2u y 5
1 2y
x 5


+ =  =  + = = =    =  ⇔ ⇔ ⇔ ⇔=   == =    + =  = −   + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .        

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2

2 2

1 9x y 1
xy 2

1 45x y 1
xy 4

  
+ + =  

 


  + + = 
 

. 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: xy 0≠ .  
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
2 2

2 2
2 2

1 1 9 1 1 9x y x y
x y 2 x y 2

2 1 45 1 1 45x y 1 x yxy 4 y x 4x y

 
+ + + = + + + = 

 ⇔       + + + =  + + + =          

. 

 Ñaët 1 1u x ,v y
y x

= + = + heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )22 2

9 9 9 3u v u v u v u 3,v
2 2 2 2

45 45 9 3u v u v 2uv uv u ,v 3
4 4 2 2

   
+ = + = + = = =     ⇔ ⇔ ⇔   

  + = + − = = = =     

. 

 

1x 3
y 1x 1,y

21 3y x 2,y 1x 2
11 3 x ,y 1x
2y 2

x 1,y 21y 3
x


+ =  = =  + = = =⇔ ⇔   = =+ =   = =  + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) 1 1x;y 1;2 ; 2;1 ; ;1 ; 1;
2 2

   
=    

   
.      

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2
2 2

3
3 3

1 25x y 1
xy 2

1 125x y 1
xy 4

   + + =   

  

+ + =  
 

.    

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )

( )

2 2
2 2

2 2

3 3
3 3

2 2 3 3

2 1 25 1 1 25x y 1 x yxy 2 y x 2x y

3 3 1 125 1 1 125x y 1 x yxy 4 y x 4x y x y

      + + + =   + + + =          ⇔ 
     + + + + =  + + + =     

     

. 



 Ñaët 1 1u x ,v y
y x

= + = + heä phöông trình trôû thaønh:

2 2

3 3

25u v
2

125u v
4


+ =


 + =


.  

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I ñaõ bieát caùch giaûi.  
 

 Tìm ñöôïc caùc nghieäm ( ) ( )( )2 35 5u;v ; ; 5k;5 1 k 2k 4k
2 2

 
= + − − 
 

, vôùi: 

4k 1 12 3= − ± + . 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình:  

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1x y 5
x y

x 1 y 1 xy x y x y x y x y x y 1


+ + + =


 − + + + − = + + +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1x y 5
x y

1 1 1 1 1x y x y 1 x y 1
x y y x x y


+ + + =


      − + + + − = + + +           

. 

 

2 2
2 2

2 2
1 1 1 1x y 5 x y 5
x y x y

1 1 1 1 1 1 1 1x y x y 6 x y x y 6x y y x x y y x

    + + + =  − + + =        ⇔ ⇔ 
        − + + + − = − + + + − =               

 

 Ñaët ( )1 1u x ,v y , v 2
x y

= − = + ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( )

( )
( )222 2

12u v 5u v 5 u v 2uv 5 u v
6uv u v 6 uv u v 6 uv

u v


+ − = + = + − =   +⇔ ⇔  

+ = + =   =  +

 



 

v 2

1 1 5x 1 x ,y 1u v 3 u 1 x 2
1uv 2 v 2 1 5y 2 x ,y 1y 2

≥

 −− = = = + = =  ⇔ ←→ ⇔ ⇔   = = +   + = = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 5 1 5x;y ;1 ; ;1
2 2

   − +
=       
   

.         

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình ( )( )
( )( )

22 2x y 7 x y 2

x 3 x y 1

 + − + = −

 − + = −

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x y 0+ = khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Vôùi x y 0+ ≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )

( )
( )2 22 2

2 2
2 4x y 7 x y x y 14

x y x y

1 2x 3 x y x y 6
x y x y

 
+ − = − + + + − = 

 + +⇔ 
 

− = − + + − + = + + 

. 

 Ñaët ( )
2u x y

, u 2 2x y
v x y


= + + ≥+

 = −

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )22u 4 v 14 u v 2uv 18
u v 6 u v 6

2  − + = + − =⇔ 
+ =  + = 

. 

 

2 x 2,y 1x y 3u v 6 u 3
x y 5 1uv 9 v 3 x ,y

x y 3 2 2

  = = −+ + = + = =  ⇔ ⇔ ⇔ ⇔+   = = = = −   − = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 5 1x;y 2; 1 , ;
2 2

 
= − − 

 
.         

Caùch 2: Ruùt 1x y
x 3

+ = −
−

thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( )22 2

2

x y 7 2 x 3 0 (1)

x xy 3x 3y 1 0 (2)

 + − + − =

 + − − + =

. 



 Laáy (1) 2.(2)− theo veá ta ñöôïc: ( )2x y 3 0 x y 3 0− − = ⇔ − − = . 

 Khi ñoù ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

( )( )
x 2,y 1x y 3 0

5 1x 3 x y 1 x ,y
2 2

 = = − − − = ⇔ − + = − = = − 

. 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình ( )( )
( )( )

22 24x 4y 4xy 51 x y 3 0

2x 7 x y 1 0

 + − − − + =

 − − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x y 0− = khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi x y 0− ≠ khi ñoù vieát laïi heä döôùi daïng: 

  

( )
2 2

2
34x 4y 4xy 51 0

x y

12x 7 0
x y


+ − − + =

 −



− + = −

. 

 

( ) ( )
( )

2 2

2
33 x y x y 51

x y

1x y x y 7
x y


− + + + =

 −⇔ 


− + + + = −

. 

 Ñaët ( )
1u x y

, u 2x y
v x y


= − + ≥−

 = +

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( )

2 2

22

v 7 u3 u 2 v 51

3u 7 u 57u v 7

  = −− + = ⇔ 
+ − = + = 

. 

 
2

u 4,v 3v 7 u
1 15u ,v4u 14u 8 0
2 2

 = = = − ⇔ ⇔  = − =− − = 

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( )u;v 4;3= . 

 Vaäy ta giaûi heä phöông trình: 



 

5 3 1 31 x ,yx y 4 2 2x y
5 3 1 3x y 3 x ,y

2 2

 − + = =− + = ⇔−  + − + = = =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) 5 3 1 3 5 3 1 3x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − + + −
= =      
   

. 

Caùch 2: Ruùt 1x y
2x 7

− = −
−

thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( )
( )( )

22 24x 4y 4xy 51 3 2x 7 0 (1)

2x 7 x y 1 0 (2)

 + − − + − =


− − + =

. 

 Laáy 2.(1) 3.(2)− ta ñöôïc: ( )( )x y 3 2x 2y 15 0+ − + − = . 

 Ñeán ñaây xeùt töøng tröôøng hôïp theá vaøo heä ban ñaàu ta ñöôïc nghieäm töông töï 
keát quaû treân.                

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )22 2

6x y 5 2x y 1

2 6 4x y 2x y 1

 + − − =


− − − =

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 2x= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 2x≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2 22 2
2 2

1 16x y 5 2 2x y 2x y 5
2x y 2x y

1 12 6 4x y 2x y 2x y 12
2x y 2x y

 
+ − = + + − − = − − ⇔ 

 − − = + + − + =
 − − 

. 

 Ñaët 1u 2x y,v 2x y
2x y

= + = − −
−

heä phöông trình trôû thaønh: 

( )22 2 2

v 5 2u2u v 5 u 1,v 3
u 3,v 1u v 2 12 u 5 2u 10 0

 = − + =  = = ⇔ ⇔   = = −+ + = + − − =  
. 



 

5 13 13 1x ,y2x y 1 8 4
1 5 13 1 132x y 3 x ,y2x y 8 4

2x y 3 5 5 7 5x ,y
1 8 42x y 1

2x y 5 5 7 5x ,y
8 4

 − −
= = + = 

 + + − − = = = − − ⇔ ⇔
 + = − + = =  − − = − − + −  = =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 5 13 13 1 5 13 1 13x;y ; ; ; ;
8 4 8 4

   − − + +
= −      
   

 

5 5 7 5 5 5 7 5; ; ;
8 4 8 4

   − + + −
      
   

. 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 

( )

( )
2

2

y xy 1 2
5y 1

x xy 1 1
2x 1

 −
 =
 +


−
=

+

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt xy 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:
2

2

1x
2y

1 51
y
1y 1x
1 21

x


−

 =
 +

 −

=
 +


.    

 Ñaët 1 1u ,v
x y

= = heä phöông trình trôû thaønh: 



( )

( )

( )

( )

2

2
2

2

2
2

1 1 uv 2v u v 12 5u 5u 1 v51 v 1 uv 2
1 1 uv 1 v u 1u 1 2v 2v u 1 1 uv21 u

  − − + = = =+  + −⇔ ⇔  
− +  − =

   =+= − +

. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 1 1u v u v
2 2

− = ⇔ = + thay vaøo 

phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )21 5 1 1v v 1 1 v v v u 1

2 2 2 2
    

+ + = − + ⇔ = ⇒ =    
    

.Vaäy 

1 1
x 1x

1 1 y 2
y 2


=  = ⇔ 

= =


.    

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;2= .     

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 

x y 1 3x
1 xy 3 x
x y 1 2y

1 xy 2 y

 − −
= − −


+ − =

 + −

.  

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: ( )( )( )2 2x y 1 2 y 3 x 0− − − ≠ . 

 Ñeå yù caùc nhaân töû coù hình thöùc töông töï nhau coù daïng x y
1 xy
±
±

neân ta vaän duïng 

caùc ñaúng thöùc: 

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

u v 1 uv u 1 v 1

u v 1 uv u 1 1 v

u v 1 uv u 1 1 v

u v 1 uv u 1 v 1

 + + + = + +

 + − − = − −


− + − = + −


− − + = − +

. 

 Nhaän thaáy x 1,y 1= ± = ± khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt x 1,y 1≠ ± ≠ ± ta bieán ñoåi caùc phöông trình cuûa heä:   

 
 
 



 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

x 1 y 1 3 y 1x y 1 2y1 1
1 xy 2 y 1 xy 2 y
x y 1 2y x 1 y 1 y 11 1

1 xy 2 y 1 xy 2 y

 + + − − + −
+ = +  = + − + − ⇔ 

+ − − − − + − = − − = + − + −

( )( )
( )

( )( )

x 1 y 1 1 xy
2 y3 y 1

x 1 y 1 1 xy
y 1 2 y

 + + +
 =

−− −
⇔ 

− − +
= + −  

 So saùnh hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2x 1 y 1 x 1 y 1
x 1 y 1 3 x 1 y 1  (1)

y 13 y 1

+ + − −
= ⇔ + + = − − −

+− −
. 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng:   

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
( )

x 1 y 1 1 xyx 1 y 1 4 x 1x y 1 3x1 1 3 x4 x 11 xy 3 x 1 xy 3 x
x y 1 3x x 1 y 1 2 x 1 x 1 y 1 1 xy1 1

1 xy 3 x 1 xy 3 x 3 x2 x 1

− + − −− + − − − − −  =+ = +  = −− −− − − −  ⇔ ⇔  
− − − + − + − + −  − = − = =  − − − − −− + 

 

 So saùnh hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )( )
( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x 1 y 1 x 1 y 1

x 1 y 1 2 x 1 y 1  (2)
4 x 1 2 x 1

− + − − +
= ⇔ + − = − − +

− − − +
. 

 Töø (1) vaø (2) ta coù heä phöông trình: 

  

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2 2

x 1 y 13x 1 y 1 3 x 1 y 1 x 1 y 1

x 1 y 1 2 x 1 y 1 x 1 y 12.
x 1 y 1

  + − = −  + + = − − − − +  ⇔ 
  + − = − − + + + = − − − 

. 

 

2 2

3 6

x 1 y 1 x 1 y 13 3
x 1 y 1 x 1 y 1

x 1 y 1 y 1 y 16. 27 6.
x 1 y 1 y 1 y 1

    + − + − = − = −   − + − +    ⇔ ⇔ 
    + − − −

= − =    − + + +    

5

55

5
5

5

12 1x
x 1 12 112
x 1 9 1y 1 2 2yy 1 9 9 1

2

 −
=

 + += − − ⇔ ⇔  −− = − = +  +


  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
55

5
5

9 112 1 2x;y ;
912 1 1
2

 
− − =

 + + 
 

. 



 Nhaän xeùt: Toång quaùt ta giaûi heä phöông trình 
f(x,y) g(a,y)
g(x,y) f(b,x)
 =


=
. 

 Trong ñoù x y x yf(x,y) ;g(x,y)
1 xy 1 xy
+ −

= =
+ −

. 

 Vôùi baøi toaùn treân ta coù 1 1a ,b
2 3

= = .         

 Hai haøm f(x,y) vaø g(x,y) laø caùc haøm coù tính chaát khaù ñaëc bieät : 

( )
( )( )

( )
( )( )

2

2

2x 1 yx y x yf(x,y) g(x,y)
1 xy 1 xy 1 xy 1 xy

2y 1 xx y x yf(x,y) g(x,y)
1 xy 1 xy 1 xy 1 xy

−+ −
+ = + =

+ − + −

−+ −
− = − =

+ − + −

  

Caùch 2 : Ñaët u 1 v 1x ,y
u 1 v 1
− −

= =
+ +

heä phöông trình trôû thaønh : 

  

2 2

2 2

u v 4 2u
2u 4u 2uv 4v 4u 4v 2u 2uvu v 2u 4

uv 1 3 v uv v 3uv 3 3uv 3 uv v
uv 1 v 3

 − −
=  + − − = + − − + + ⇔ 

− − − + − = + − − =
 + +

. 

 

52
2 2

2 2 55

u 12u4u 8v 0 u 2v v
2 92uv 6 uv 3 vu 12 2

 = − = = =   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= = =     = 

.    

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2
13(x y ) 2(10 xy)

x y

12x 5
x y


+ + = −

 −



+ = −

. 

Lôøi giaûi 
 +  Ñieàu kieän x y≠ .  

 +  Heä phöông trình 

2 2
2

12(x y) (x y) 20
(x y)

1x y x y 5
x y


+ + − + =

 −⇔ 
 + + − + = −

. 



 Ñaët 1u x y;    v x y ( v 2)
x y

= + = − + ≥
−

, khi ñoù heä trôû thaønh 

 

2 2

2

1uu 5 v u 32u v 2 20 3
v 2 14u v 5 3v 20v 28 0 v

3


=  = −  =  + − = ⇔ ⇔ ∨   

=+ = − + =     =


. 

 +  Vôùi 
x y 3

u 3 x y 3 x 2
1x y 2v 2 x y 1 y 1

x y

 + =
  = + = =⇔ ⇔ ⇔   − + == − = =   −

. 

 +  Vôùi 

11 4 10x yu x
33 3

1 1414 3 10x yv yx y 33 3

 ±+ == =  ⇔ ⇔  
−  − + == =  −  


. 

 Vaäy heä phöông trình coù 3 nghieäm laø ( ) ( ) 4 10 3 10x;y 2;1 , ;
3 3

 ± −
=   

 

 . 

 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
2

3 2 2

y x xy 6y 1 0

y x 8y x y x 0

 + + − + =


− + + =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 ( )( )
2

2
2 2

y x xy 1 6y
y x,xy 1

y x xy 1 9y

 + + + = ⇒ + +
+ + =

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

( )22 2t 6yt 9y 0 t 3y 0 t 3y− + = ⇔ − = ⇔ = . 

 Vì vaäy ( )
22

2

x 3y y x 2y x 3y
y 1y 3y y 1 3yxy 1 3y

 = −  = + = ⇔ ⇔  
=− + =+ =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= . 

 Nhaän xeùt: Ta coù theå chia phöông trình ñaàu cuûa heä cho y, phöông trình thöù 

hai cuûa heä cho 2y vaø ñaët aån phuï.        

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình
4 2 2

2 2

x 4x y 4y 2

x y 2x 6y 23

 + + − =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 



 Ñaët 2t y= , khi ñoù heä trôû thaønh: ( )
4 2

2 2

t 4y 2 x 4x

x 6 y 23 2x

 − = − −


+ = −

 , ta coi x  laø haèng soá 

khi ñoù ta ñöôïc heä ñôn giaûn vôùi 2 aån laø t,y . 

 Ta coù: 2 6 4 2 2
t yD x 6;D x 10x 30x 104;D 23 2x= + = − − − + = − . 

 Ta coù ( )( ) ( )
2

2y2 2 6 4 2 2t
DD

t y x 6 x 10x 30x 104 23 2x
D D

 
 = ⇒ = ⇔ + − − − + = −
 
 

 

 

2 4 2 x 1 y 3
(1 x)(1 x)(1 x )(x 16x 95) 0

x 1 y 3
 = ⇒ =

⇔ − + + + + = ⇔  = − ⇒ =
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;3 ; 1;3= − . 

 
Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 

2 2

3 2 2

x xy y 3y 1

x x y x x 1

 + + = −


+ = − +
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( ) ( )
2

2 2 2

x 1 y x y 3 0

x x 1 y x 1 y x 1

 + + + − =


+ + + − = +

. 

 Neáu y 0 x 1= ⇒ = . 
 Xeùt y 0≠ heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

2 2

2 2 22
2

x 1 x 1x y 3 0 x y 3 0y y
x x 1 x 1 x 1x 1 x y 1x 1 1 y yy y

 +  ++ + − = + + − =
 ⇔ 

+ + + + + − =+ + − = 

. 

 Ñaët 
2x 1u ,v x y
y
+

= = + heä phöông trình trôû thaønh: 

2 1 5 5 5x 1 x ,yu v 3 0 u 1 1 2 2y
uv 1 u v 2 1 5 5 5x y 2 x ,y

2 2

 + + + = − = + − = = = ⇔ ⇔ ⇔   − = = − + −   + = = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: ( ) 1 5 5 5 1 5 5 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

   + + − + −
=       
   

 



Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2 2

x y xy 2x 7y

x x y x 2xy 6x 3y 0

 + + + =


+ − + − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( )( ) ( )

2

2 2

x 2x y x y 7 0

x 2x x y 3 x 2x 3y 0

 + + + − =


+ + − + + =

. 

 TH1: Neáu 
2

3 2

x 2x 0 x 0
y 0

x 2x x 6x 0

 + = == ⇒ ⇔  = −− − = 
. 

 TH2: Neáu y 0≠ chia hai veá cuûa phöông trình ñaàu cho y, phöông trình thöù hai 

cho y ta ñöôïc: 

( )

2

2 2

x 2x x y 7 0
y

x 2x x 2x. x y 3. 3 0
y y

 +
+ + − =




+ + + − + =

. 

 Ñaët 
2x 2xu ,v x y

y
+

= = + heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )

u 2 7

v 7 u v 5 7u v 7 0
u 7 u 3u 3 0uv 3u 3 0 u 2 7

v 5 7

 = −
 = − = + + − =  ⇔ ⇔   − − + =− + =   = + 


= −

. 

 

( )

( )

( )

( )

2

2

4 7 5 7 4 7
x

2x 2x 2 7
y 14 7 5 7 4 7

yx y 5 7 2

x 2x 4 7 5 7 4 72 7
y x

2
x y 5 7

14 7 5 7 4 7
y

2

 + + +
= − +  = −  − + +  =+ = +   ⇔ ⇔  + − − + + = +  

 =  + = −  − − + =

. 

  
 
 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 



( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

 + + + − + + 
= − − 

 
 

 − − + + − − + 
 
 
 

4 7 5 7 4 7 14 7 5 7 4 7
x;y 0;0 ; 2;0 ; ; ;

2 2

4 7 5 7 4 7 14 7 5 7 4 7
;

2 2

. 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )( )
2

2 4 2 2

4x 3y 2

2x y 4x 3x y 4x y 6 8

 − =


+ − + + + =

. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän xeùt: Ta coù theå ruùt 
24x 2y
3
−

= theá xuoáng phöông trình thöù hai cuûa heä. 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( ) ( ) ( )

2 2

22 2 2

2x y 2 x 2y 2

2x y 2x y 3 x 2y 8

 + + − =

  

+ + − − =  
  

. 

 Ñaët 2 2u 2x y,v x 2y= + = − heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
2

2 2

4 2x ,yu 2v 2 u 2 2x y 2 5 5
u u 3v 8 v 0 x 2y 0 4 2x ,y

5 5


= − = + =  = + =  ⇔ ⇔ ⇔   − = = − =    = =



. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 4 2 4 2x;y ; ; ;
5 5 5 5

   
= −      
   

.       

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình
3 3

2 2

9y (3x 1) 125          (1)

45x y 75x 6y             (2)

 − = −


+ =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0=  khoâng laø nghieäm cuûa heä, khi ñoù chia 2 veá cuûa phöông trình 

(1) cho 3y ; vaø chia 2 veá cuûa phöông trình (2) cho 2y ta ñöôïc: 



3 3
3 3

2

2

125 12527x 9 27x 9
y y

x 5x x 15 (3x ) 645 75 6
y yy y

 + = + = 
 ⇔ 
  + =+ = 

. 

 Ñaët 5u 3x;v
y

= = , khi ñoù heä trôû thaønh: 

  

( )33 3u v 9 u v 3uv(u v) 9
uv(u v) 6 uv(u v) 6

 + = + − + =⇔ 
+ =  + = 

. 

 

u v 3 u 2 u 1
uv 2 v 1 v 2
  + = = =

⇔ ⇔ ∨  
= = =  

.  

 +  Vôùi 
3x 2 2u 2 x
5 31v 1 y 5y

 =  = = ⇔ ⇔  ==   =

. 

 +  Vôùi 

13x 1 xu 1 35 2v 2 5yy
2

 = = =  ⇔ ⇔  ==   = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 2 1 5x;y ;5 ; ;
3 3 2

   
=    
   

. 

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình
3 3 2 2 3

1 1x(1 x) 1 4
y y

x y y x xy 1 4y

  
+ + + =  

 
 + + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän y 0≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

2
2

2
3

2 3

1 1x x 4
yy

x x 1x 4
y y y


+ + + =



 + + + =


2

3

1 1 xx x 2 4
y y y

1 x 1x 2 x 4
y y y

    + + + − =      ⇔ 
   

+ − + =   
   

.   

 



 Ñaët 1 xu x ;v
y y

= + = , khi ñoù heä trôû thaønh: 

  

2 2

3 3 2

u u 2v 4 2v 4 u u

u 2uv 4 u u(4 u u ) 4

 + − = − = − − ⇔ 
− = + − − =  

. 

 

2

2

1x 2
2v 4 u u u 2 y

x y 1
v 1 x(u 2) 0 1

y


+ = − = − − = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ = =  

=− =   =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )1;1 . 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình
3

3

x (2 3y) 1           (1)
(x,y )

x(y 2) 3             (2)

 + = ∈
− =

  

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= , khoâng laø nghieäm cuûa heä, khi ñoù chia 2 veá cuûa (1) cho 

3x vaø chia 2 veá cuûa (2) cho x , heä trôû thaønh: 
3 3

3 3

1 12 3y 2 3y
x x
3 3y 2 2 y
x x

 
+ = + =  ⇔ 

 − = + =  

, 

Ñaët 
u y

1v
x

 =



=

 ñöa veà heä phöông trình ñoái xöùng loaïi II tìm ñöôïc: 

1u y 1 x 1 x
2

u y 2 y 1 y 2

 = = = =⇔ ∨  = = =   =

.

 
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1x;y 1;1 ; ;2

2
 

=  
 

. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình
2

2

x 1 y(x y) 4y        (1)
(x,y )

(x 1)(x y 2) y        (2)

 + + + = ∈
+ + − =

  

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= , khoâng laø nghieäm cuûa heä, neân ta chia caû 2 veá cuûa (1) vaø (2) 

cho y ta ñöôïc: 

2

2

x 1 (x y) 4
y

x 1(x y 2) 1
y

 +
+ + =




+ + − =

 



 Ññaët +
= = + −

2x 1u ;v x y 2
y

, heä trôû thaønh:  

2x 1u v 2 u 1 x 1 x 21
y

uv 1 v 1 y 2 y 5
x y 2 1

 +   + = = = = −=⇔ ⇔ ⇔ ∨    
= = = =    + − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 2;5= − . 

 
Baøi 26. Giaûi heä phöông trình

( )
( )2

x y1 2x
3x 3y 2x y x,y

2 2x y 2x 6 y

 +
+ = + ∈

 + = + −

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 3 x 0;y 0− ≤ ≠ > . 

Khi ñoù ta ñaët 
2 2

kx 0
y kx

y k x

 >= ⇔ 
=

. 

 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh : 

 
( ) ( )2 2

2 2 2 2 2
1 2x x kx k 2 k k 1 0 k 2

3x 3k x 2x k x
+

+ = ⇔ − + + = ⇔ =
+

. 

 Vôùi k 2= ta coù y 2x x 0= ⇒ > , thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta 

ñöôïc : ( )224x 8x 2x 6 2x 2 4 2x 6+ = + ⇔ + − = + . 

 Ñaët 2x 6 2t 2+ = + , khi ñoù ta coù heä  ñoái xöùng loaïi II. 

 

( )
( )

( )
( )( )

2 2

2

3 17x2x 6 2t 2 2x 6 2t 2 4
13 3 17x t 1 2x 2t 4 02x 2 4 2t 2 y

2

 − + = + = + + = +  ⇔ ⇔  
−− + + + =  + − = +  = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 17 13 3 17x,y ,
4 2

 − + −
=   
 

. 

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình
2

x y 1 6

x 2x y 2x y 1 2 y 1 29

 + − =

 + + + − + − =

 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: y 1≥ . 



 Ñaët 2a y 1 y a 1= − ⇒ = + , khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( ) ( )22 2 2

x 1 a 7x a 6

x 2x a 1 2 x 1 a 29 x 1 a 2 x 1 a 29

 + + = + = ⇔ 
+ + + + + = + + + + =  

. 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

x 1 a 2 x 1 a 49        (1)

x 1 a 2 x 1 a 29     (2)

 + + + + =⇒ 
 + + + + =

. 

 Laáy phöông trình (1) tröø theo veá cho phöông trình (2), ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x 1 a x 1 a 20 0 x 1 a 5 0+ + − + + − = ⇔ + + = >  

 ( )2 2x 1 a 25⇒ + + =  

 Vaäy ta coù heä phöông trình: 

( )2 2

x a 6 x 2;a 4 x 2;y 17
x 3;a 3 x 3;y 10x 1 a 25

 + =  = = = = ⇔ ⇔  = = = =+ + =  
. 

 Thöû laïi thaáy hai nghieäm naøy ñeàu thoûa maõn 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 2,17 ; 3,10= . 

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình
2

4 2 2 2

x xy 3x y 0

x 3x y 5x y 0

 + − + =


+ − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy ( ) ( )x;y 0;0= laø moät nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt x 0≠ , khi ñoù chia hai veá cuûa phöông trình thöù nhaát cho x vaø chia hai veá 

cuûa phöông trình thöù hai cho 2x  ta ñöôïc: 

22
2

2

yy x y 3 0x y 3 0 xx
y yx 3y 5 0 x y 5 0

xx

 + + − =+ + − =  ⇔ 
  + + − = + + − =    

 

 Ñeán ñaây ta ñaët yu x ;v y 3
x

= + = − . 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 
2 2

u v 0 v u

u v 2 0 u u 2 0

 + = = − ⇔ 
+ − = − − =  

. 



 

yx 1u 1 x
v 1 y 3 1 x 1

y 1u 2 yx 2
xv 2

y 3 2


+ = − = −  = − =  = ⇔ ⇔ ⇔  = =  + =  = −  − = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1= . 

Baøi 29.  Giaûi heä phöông trình: 
2

3 2 2

y x xy 6y 1 0

y x 9y x y x 0

 + + − + =


− + + =
 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä, neân vôùi y 0≠ ta chia hai veá cuûa 

phöông trình thöù nhaát cuûa heä cho y vaø hai veá cuûa phöông trình thöù hai cuûa heä 

cho 2y , ta ñöôïc:

2

2

x y xy 1 6
y y

x y xy 1. 9
y y

 + +
+ =




+ + =

. 

 Vaäy ta ñaët 
2x y xy 1u ;v

y y
+ +

= = . Khi ñoù ta coù heä phöông trình:  

  

2x y 3
u v 6 yu v 3
uv 9 xy 1 3

y

 +
= + = ⇔ = = ⇔ 

= +  =

. 

 

( )32x 3y y y 1 0 x 2
1 1 y 1x 3 x 3y y

 = − − =  = ⇔ ⇔ ⇔  
== − = − 

 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= . 

Baøi 30.  Giaûi heä phöông trình : 
( )

( )
2 2 2

2 2 3 3

x x y 4y y 1 0

xy x y 1 4 x y 0

 + − + + =


+ + − − =


 

 
 



Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )2 2 2

2 2 3 3 3

x x y y 1 4y

xy x y 1 x y 4y

 + + + =

 + + + =

. 

 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä, neân vôùi y 0≠ ta chia hai veá cuûa phöông 

trình thöù nhaát cho 2y vaø chia hai veá cuûa phöông trình thöù hai cho 3y ta ñöôïc:  

2
2

2
2

1 xy 1x 4
yy

1 xy 1x 4
yy

 +
+ + =


  + + =     

. 

 Ta ñaët 

2
2

1u x
y

xy 1v
y


= +




+ =

 khi ñoù heä trôû thaønh: 

2
2

xy 1 2
yu v 4 x 1

u v 2
1uv 4 y 1x 2
y

 +
= + = =⇔ = = ⇔ ⇔  

= =  + =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2

4 2 2 2 2 2

x y 1 6y 2

x y 2x y y x 1 12y 1

 + = −


+ + + = −

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

 
( )

( ) ( )
2

4 2 2 2 2 2 2

x y 1 2 6y

x y 2x y y y x 1 13y 1

 + + =


+ + + + = −

  

 

( )

( ) ( )
2

22 2 2 2

x y 1 2 6y                            (1)

y x 1 y x 1 1 13y     (2)

 + + =
⇔ 
 + + + + =


.  

 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình, neân vôùi y 0≠ ta chia hai 

veá phöông trình (1) cho y vaø chia hai veá phöông trình (2) cho 2y , ta ñöôïc : 



( ) ( )

2 2
2 2

2 22 22 2
2 2

x 2 1 x 1x 6 x 1 7
y y y y

x 1 1 1 x 1x 1 13 x 1 13
y yy y

  +
+ + = + + + = 

 ⇔ 
+ + + + + = + + + = 

 

. 

 Ñeán ñaây ta ñaët ( )
2

2 21 x 1S x 1 ;P ;   S 4P 0
y y

+
= + + = − ≥  khi ñoù heä trôû thaønh: 

  

2S 4P
2 2

S P 7 P 7 S S 4
P 3S P 13 S S 20 0

≥ + = = −  = ⇔ ←→  
=− = + − =   

. 

 

2

2

2 2

x 1 3
x 21 1x 1 4 1 y 1y y
x 0x 1 x 1 13 1y y1 3 3

y

 + =    = ±   + + = =  =   ⇔ ⇔ ⇔  =+ + =  =   =  = 


. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) 1x;y 2;1 ; 2;1 ; 0;
3

 
= −  

 
 

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình ( )3 6

6 2 6

y 1 2x y 3x

1 4x y 5x

 + =

 + =

 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä, vôùi x 0≠ ta chia hai veá cuûa caùc phöông 

trình trong heä cho 6x ta ñöôïc: 
3 3

2
6

y 1 2y 3
x x
1 4y 5
x

  
+ =  

  
 + =

. 

 Ñaët 
3 3

y 1a ;b 2y
x x

= = +  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2

3

22 3

3

b 5 ya 1 x 1,y 1ab 3 4 a 1 x
1 1b 5 b 3 1b 4a 5 x ,yb 3 2y 3 2 24 x

 − = = = = =  =   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔     − =− = = =   = + =     

. 



 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3 1 1x;y 1;1 ; ;
2 2

 
=   

 
.

 

Baøi 33. Giaûi heä phöông trình ( )
3

2 4 2 2 2

x y xy 5 x

x x y y 2y 5 x

 + = +


− + = +

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
( )

3

26 2

x y xy x 5

x y xy x 5

 + − =


− − =
.    

 Ñaët 3u x y,v xy x= = − heä phöông trình trôû thaønh: 
3

2 2

u v 5 u v 5 u 3 x 1x y 3
u v 1 v 2 y 3u v 5 xy x 2

 + =   + = = =  =⇔ ⇔ ⇔ ⇔    
− = = =− = − =    

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;3= .    

Baøi 34. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )
4 2 2

2 2

x x xy x 2x y 2

2 x y xy 2x 2y 1 5

 + + − − = −


− − − + =


 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
( ) ( )
( )( )

22 2

2

x y xy x y 2 0

2 x y 1 xy xy 5 0


− + − + =


 − − − − =


. 

 Ñaët 
2u x y

v 1 xy

 = −


= −
, khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:  

( )
( )
22 u uv u 2 0u u 1 v 2 0

v 2u 1 62uv v 6 0

 − + + =+ − + = ⇔ 
+ =+ − =  

 

 TH1: Neáu 

2 1x y1 7 2u v
2 2 71 xy

2


− = −= − ⇒ = − ⇔ 

 − = −


 



 

2

2
2

1 11 x ay x 2 a2
1 7 1 1 11 x x y a2 2 2 4 a

   = −  = +   ⇔ ⇔     − + = −  = + −     

 (vôùi 
( )3

2 81 6567
a

9

+
= ).  

 TH2: Neáu 1 6u v
2 2u 1

≠ − ⇒ =
+

 theá vaøo phöông trình ñaàu tieân cuûa heä ta ñöôïc: 

  
2 3 26uu u 2 0 2u 3u u 2 0

2u 1
− + + = ⇔ + − + =

+  

 
( )( )2u 2 2u u 1 0⇔ + − + = u 2⇔ = − v 2⇒ = −

 

 ( )
22

2

y x 2x y 2
x x 2 31 xy 2

 = + − = −⇒ ⇔ 
+ =− = −  

( )( )2

2

x 1 x x 3 0 x 1
y 3y x 2

 − + + =  =⇔ ⇔ 
= = +

.

 
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 ( ) ( )
2

1 1 1 1 1x;y 1;3 ; a ; a
2 2 2 4 a

     = − + −        
(vôùi 

( )3
2 81 6567

a
9

+
= ).  

 

Baøi 35.  Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
3 2 2 3

2 2

x y 1 y x y 2 y xy 30 0

x y x 1 y y y 11 0

 + + + + − =


+ + + + − =

 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
3 3 2 2 2 2 3 3

2 2

x y x y 2x y x y xy 30 0

x y x xy xy y 11 0

 + + + + − =


+ + + + − =
. 

 

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2xy x y x y x y 2x y 30 0

xy x y x y xy 11 0

 + + + + − =⇔ 
+ + + + − =

.  

 Ñaây laø heä phöông trình ñoái xöùng loaïi I tìm ñöôïc caùc nghieäm: 
 Heä phöông trình coù boán nghieäm: 

( ) ( ) ( ) 5 21 5 21 5 21 5 21x;y 1;2 ; 2;1 ; ; ; ;
2 2 2 2

   − + + −
=       

   
. 

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 

2 2 2 2

1 1 1
x y xy 2

5 2 1
2x y x y


+ = +


 − =
 +

. 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : xy 0,x y 0≠ + ≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

( )

( ) 2 22 2
2 22 2

1 1 1 2 21 x y x y 2x y 2 x y
4 41 1 1 x y 105 2 x y

2 x yx y

 + + = + − + − = 
 ⇔    + + + =− + = +    

. 

 Ñaët 

2u x
x
2v y 2
y


= −


 = − =


 

 Heä phöông trình trôû thaønh:
2 2

u v 2 u v 2
uv 2u 4 v 4 10

 + =  + = ⇔ 
=+ + + = 

(heä voâ nghieäm).
 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 

Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 

2 2 2 2

10 1 1
2x 3y xy

124 1 1
4x 9y x y


+ = +


 − =
 +

.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : xy 0,2x 3y 0≠ + ≠ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 

2 2
2 22 2

2 22 2

2x 3y 3 210 2x 3y 2x 3y 10
xy x y

9 44x 9y 4x 9y 124124 4x 9y
x yx y

 + + = + − + − = 
 ⇔ 

+  + + + =− = + 

. 

 Ñaët 3 2u 2x ,v 3y
x y

= − = − heä phöông trình trôû thaønh : 

 
2 2 2 2

u v 10 u v 10 u 0,v 10
u 10,v 0u 12 v 12 124 u v 100

 + = + =  = = ⇔ ⇔   = =+ + + = + =   
. 



 

2

2

2

2

32x 0
x

2x 3 023y 10
3y 10y 2 0y

3 2x 10x 3 02x 10
x 3y 2 0
23y 0
y


− =  − =  − =  − − = ⇔ ⇔ 

  − − =− =  − =  − =
 

 

5 31 23 5 31 x ,yx ,y
2 32 3

5 31 23 5 31 x ,yx ,y
2 32 3

3 5 31 5 31 2x ,y x ,y
2 3 2 3
3 5 31 5 31 2x ,y x ,y
2 2 2 3

 −− = = −= − = 

 −+  = == − =
⇔ ∨  − + = = = = −



+ + = = = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù taùm nghieäm nhö treân.      

Baøi 38. Giaûi heä phöông trình 
2 2

4 3 3 2 2

x y x 4y 4

y 8y 3x 24y 9x 32y 9x 37 0

 + = − −


+ − + − + − + =
 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 4

x 1 y 2 x 1 0

3 x 1 y 2 24

 + + + − + =

 + − + =

. 

 Ñaët 
u x 1
v y 2
 = +


= +
heä phöông trình trôû thaønh : 

 ( )
2 22 2 2 2

23 4 4 3 23 2

v u uu v u 0 v u u

3u v 24 u 5u u 24 03u u u 24

 = − + + − = = − +  ⇔ ⇔  
− = − + + =− − + =  

. 

 Phöông trình cuoái laø phöông trình baäc boán toång quaùt ñaõ bieát caùch giaûi (xem 
chöông 1). 



Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 

2

3

3x 17x 3y
2x y 1 4

3x 9xy 15
2x y 1 4


+ + = − − +


+ = − − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 2x y 1 0− + ≠ . 

 Ñaët 23xu ,v x 3y
2x y 1

= = +
− +

heä phöông trình trôû thaønh : 

  

1717 3u vu v u 5,v44 4
17 1515 3u u 0uv u ,v 5
4 44 4

 + = −+ = − = − =  ⇔ ⇔       − − + == − = = −     

. 

 

2 2

2

2

3x 5 x 2,y 33x 10x 5y 52x y 1
x 4,y 73 3x 3y x 3y 15 374 4 x ,y

2 23x 3 4x 2x y 1
3 112x y 1 4 x ,yx 3y 5 10 50

x 3y 5


= −  = = − = − + −− +   = = −   + = + =    ⇔ ⇔ ⇔ = − = −    = − += − + = − = + = −    + = −

.     

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )15 37 3 11x;y ; ; ; ; 2; 3 ; 4; 7
2 2 10 50

   
= − − − − −   
   

. 

Baøi 40. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )
3

3

x 21y 20 1

x y 20 21

 − =


+ =

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 0≠ heä phöông trình vieát laïi döôùi daïng :
3

3

1 21y 20
x

21y 20
x


= −


 = −

.    

 Ñaët 1u ,v y
x

= =  heä phöông trình trôû thaønh :  



 
( )

33

3 33

x 1,y 1u v 1
u 21v 20u 21v 20 1u v 4 x ,y 4

4u v 21 v uv 21u 20 u v 5 1x ,y 5
5


 = = = =  = −= −  ⇔ ⇔ = = ⇔ = =   − = −= −  = = − 
 = − = −


. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) 1 1x;y 1;1 ; ;4 ; ; 5
4 5

   
= − −   

   
.    

Baøi 41. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

3

3 26

x y x y 6

x y x y 8

 + + − =

 + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y 0+ ≥ . Ñaët ( )3u x y,v x y, u 0= + = − ≥  heä phöông trình trôû thaønh: 

 

u 0
6 6 6

u v 6
u v 6 u 4,v 2u v 6 uv 8

u 2,v 4uv 8
u v 6u v 8 uv 8 u 3 17,v 3 17
uv 8

≥

 + =
 + = = = + = = −  ⇔ ⇔ ←→ = = = −   + ==   = = + = −  =

. 

 Thay ngöôïc laïi ta tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä phöông trình : 

( ) ( ) ( ) ( )x;y 12;4 ; 34; 30 ; 103 19 17;25 17 77= − − − . 

Baøi 42. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2x y 2 x 2y 3 3

x y xy 9x 9y 25 0

 − + + + − =


− − + + − =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 2x y 2 0,x 2y 3 0− + ≥ + − ≥ .  

 Ñaët  ( )

2 2

2 2

2u v 1xu 2x y 2 5, u,v 0
2v u 8v x 2y 3 y

5

 + −
= = − + ≥ ⇒ 

− += + −  =

. 

 Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh : 

 
4 4 2 2 2 2 4 3 2

u v 3 u v 3

u v u v 8u 19v 73 0 u 6u 18u 6u 17 0

 + = + = ⇔ 
− + + + − = + − − + =  

. 



 

( )( )
u,v 0

2 2

u 1
u v 3 v 2

u 1 u 6u 17 0 u 3 26

v 6 26

≥

 =
 + = =⇔ ←→ − + − = = − +   = −

. 

 Thay ngöôïc laïi tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä laø: 

( ) ( ) 131 24 26 97 18 26x;y 1;3 ; ;
5 5

 − −
=   

 
. 

Baøi 43. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

22 2

32 2

x xy y 19 x y

x xy y 7 x y

 + + = −

 − + = −

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 3

x y 3xy 19 x y

x y xy 7 x y

 − + = −

 − + = −

. 

 

( )
( ) ( ) ( )

2

2 2 3

x 0
y 0x y 0

xy 6 x y xy 0 x 3
y 2x y 1x y 6 x y 7 x y

xy 6 x 2
y 3

 =


 = − = 
 = − =  =  ⇔ ⇔ ⇔   = − =  − + − = −   
 =  = − 

 = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 3;2 ; 2; 3= − − .  

Baøi 44. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

22 2

32 2

x xy y 19 x y

x xy y 5 x y

 + + = +

 − + = +

.    

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 3

x y xy 19 x y

x y 3xy 5 x y

 + − = +

 + − = +

. 



 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

3 2

x y 0 x 0,y 0
xy 18 x y xy 0 11 11x 73 1 ,y 73 1

2 2x y 115 x y 55 x y
11 11xy 2178 x 73 1 ,y 73 1
2 2


 + =  = =
 = − + =  ⇔ ⇔ ⇔ = − − = +   + = + = +   
 = −  = + = − −



 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 11 11 11x;y 0;0 ; 73 1 ; 73 1 ; 73 1 ; 73 1
2 2 2 2

   
= − − + + − −   

   
. 

Baøi 45. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2 2

2
58 x y 4xy 13

x y

12x 1
x y


+ + + =

 +



+ = +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y 0+ ≠ . 

Heä phöông trình töông ñöông vôùi : 

( ) ( )
( )

2 2

2
55 x y 3 x y 13

x y

1x y x y 1
x y


+ + − + =

 +



+ + − + = +

. 

 Ñaët ( )1u x y ,v x y, u 2
x y

= + + = − ≥
+

heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
u 2

2 2

u 2,v 1u v 1 u 2
5 95 u 2 3v 13 v 1u ,v
4 4

≥
 = = − + =  = ⇔ ←→ − + = = −= − =  

. 

 

1x y 2 x y 1 x 0
x y

x y 1 y 1
x y 1


+ + =  + = =⇔ ⇔ ⇔+  

− = − = −  − = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0; 1= − .       

Baøi 46. Giaûi heä phöông trình : 
( )

( ) ( )
2 2

2 22 2 2 2

2 2

1 15 x y 1 2xy 1 35
x y x y

3x y 3x y 9
x y

    
    

+ + + − =    
    − −       

− + + = −

 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y≠ ± khi ñoù heä phöông trình ñöôïc vieát laïi : 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
3 23 x y 2 x y 35

x y x y

1 12 x y x y 9
x y x y


+ + + − + =

+ −


 
+ + + − + =  + − 

. 

 Ñaët ( )
1u x y

x y
, u , v 2

1v x y
x y


= + + + ≥ ≥

 = − +
 −

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh : 

 

( ) ( )2 2 2 2

u 3
v 3

3 u 2 2 v 2 35 3u 2v 45 39u2u v 9 112u v 9
21v
11

 =


= − + − =   + = ⇔ ⇔   =+ =  + =   =

. 

 Do ( )u , v 2≥ ≥ neân chæ nhaän nghieäm u v 3= = . 

 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 3 5x y 3 x ,yx y 3 x y 1 0x y 2 2
1 3 5x y 3 x y 1 0x y 3 x ,y 0x y 2

 
+ + =  = = ± + − + + =+  ⇔ ⇔ ⇔   ±  − − − + =− + = = = − 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 3 5 3 5 3 5 3 5x;y ; ; ; ; ;0 ; ;0
2 2 2 2 2 2

       − +
= −              
       

. 

Baøi 47. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 3 2 2

x y 2x 3

2x 2y 3y 3x 5

 + + =


+ = − +
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

   
( )

2 22 2

3 3 23 3 2 2 2

x y 2x 3x y 2x 3
2x 2y 3 3 2x 6x 52x 2y 3y 3x 6x 5

 + + =+ + = ⇔ 
+ = − − ++ = + − +  

. 

 

( )
( )

2 2

3 3

x 1 y 4

x 1 y 8

 + + =⇔ 
 + + =

. Ñaët u x 1,v y= + = deã tìm ñöôïc ( ) ( ) ( )u;v 0;2 ; 2;0=  



 Suy ra ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 1;2= − . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 1;2= − .       

Baøi 48. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

4 3 2

2x xy y 5

x x y x y 1 xy y 9

 + + =


+ + + + + =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 ( )( )
2 2 2

2 2 2

x 1 x xy y 6 x 1 3 x 2,y 1 2
x 1 x xy y 9 x xy y 3 x 2,y 2 1

 + + + + =  + = = − = − − ⇔ ⇔  
+ + + = + + = = = −  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 2 1 ; 2; 2 1= − − − − .    

Baøi 49. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 2

4 42 2 4

x y xy 3x 2

x xy y 2 17x

 + + = −


+ + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 0≠ heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2

4 42 2

x xy y 2 3
x x

x xy y 2 17
x x

 + +
+ =


   + + + =      
   

 

 Ñaët 
2 2x xy y 2u ,v

x x
+ +

= = heä phöông trình trôû thaønh : 

( )44 4 4

v 3 uu v 3 u 2,v 1
u 1,v 2u v 17 u 3 u 17

 = − + =  = = ⇔ ⇔   = =+ = + − =  
. 

2

2
2

2

2 2

2

2

x xy 2
x

x xy 2x x 1,y 0y 2 1 y 2 x x 3,y 2x
x 2,y 0x xy x xy x1 x 3,y 1x y 2 2x

y 2 2
x

 +
 =  + =  = =+  =   + = = = −  ⇔ ⇔ ⇔  = = + + = =  = = − + = + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 3; 2 ; 2;0 ; 3; 1= − − .     



Baøi 50. Giaûi heä phöông trình ( )
2 4 2

3 2 2

x y xy 2xy 7

xy x y 4xy 11 x y 28

 + + = +


− + + − =

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )

( ) ( )

22

2 2

x y xy 7 0

xy y x 4xy 11 x y 28


− + − =


 − + + − =


 

 Ñaët 2u y x,v xy= − = heä phöông trình trôû thaønh : 

  ( ) ( )
22

2 2

v 7 uu v 7 0
u 7 u 4 7 u 11u 28uv 4v 11u 28

 = − + − = ⇔ 
− + − − =+ − =  

. 

 

( )

2

2

2 32

3

x 3u 0 y x 0
y 1v 7 u v 7 xy 7

u 2 x 49u u 2 0 y x 2
v 3 xy 3 y 7

  = = − =
  == − = =   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   = − =+ =  − = −     = = =     

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )3 3x;y 3;1 ; 49; 7= .     

Baøi 51. Giaûi heä phöông trình ( )( ) ( )2 2

2 2

x y x y 1 25 y 1

x xy 2y x 8y 9

 + + + = +

 + + + − =

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

22 2

x y x y 1 25 y 1

x y x y 1 y 1 10 y 1

 + + + = +

 + + + + + = +

 

 Nhaän thaáy y 1= − khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 1≠ − heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :
( )

2 2

2 2

x y . x y 1 25
y 1

x y x y 1 10
y 1

 +
+ + =

+


+ + + + = +

 

 Ñaët 
2 2x yu ,v x y 1
y 1
+

= = + +
+

heä phöông trình trôû thaønh : 



 

2 2x y x 3,y 1u v 10 u 5 5
y 1 3 11uv 25 v 5 x ,y

x y 1 5 2 2

 + = = + = = = ⇔ ⇔ ⇔+   = = = − =   + + = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3 11x;y 3;1 ; ;
2 2

 
= − 

 
.         

Baøi 52. Giaûi heä phöông trình 
3 2 2 2 2 2

3 2 3 3 2

81x y 81x y 33xy 29y 4

25y 9x y 6xy 4y 24

 − + − =


+ − − =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠ chia hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä cho 2y , chia hai veá phöông 

trình hai cuûa heä cho 3y ta ñöôïc : 

 

( ) ( )

( )

33 2
22

3
2 2

3

44 3 3x 1 2 3x 1 2481x 81x 33x 29
yy

4 24 2 225 9x 6x 3 2. 24 3x 1y y y y

 − + − = +− + − = 
 ⇔ 

  + − − = + = + −    

. 

 Ñaët 2u 3x 1,v
y

= − = heä phöông trình trôû thaønh :
3 2

3 2

3u 2u 24 v

3v 2v 24 u

 + = +


+ = +
.    

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi II deã tìm ñöôïc 
3x 1 2

x 1
u v 2 2 2 y 1

y

 − =
 == = ⇔ ⇔ = =



. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .        

Baøi 53. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )3 3

2 2

1 1 2 0
x y 1 x y 1

x y 2y 2 0


+ − = + − − +


− + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y 1 0,x y 1 0+ − ≠ − + ≠ . 

 Ñaët 

u vxu x y 1 2
v x y 1 u v 2y

2

 +
= = + − ⇒ 

= − + − +  =


. 

 Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh : 



  

3 3
3 3

2 2

1 1 2 0 1 1 2 0u v
u v

u v u v 2 u v 2 uv 12. 2 0
2 2 2


+ − = 

+ − = ⇔ 
   + − + − +  =− + − =       

 

 

( ) ( )33 3u v 2 0 u v 3uv u v 2 0
uv 1 uv 1

 + − = + − + − =⇔ ⇔ 
=  = 

 

 

u v 2
u 1 x y 1 1 x 1

u v 1
v 1 x y 1 1 y 1

uv 1

 + =
  = + − = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔+ = −    = − + = =   =

 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Baøi 54. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
( )

3 3

2 2

1 1 2 0
2x 3y 2 4x 2y 1

8x 2 3 8y x 6y y 3 0


+ − = − + − −


+ − + − − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 2x 3y 2 0,4x 2y 1 0− + ≠ − − ≠ . 

 Ñaët ( )
3v 2u 7xu 2x 3y 2 8, u,v 0

v 4x 2y 1 v 2u 5y
4

 − +
= = − + ≠ ⇒ 

= − − − +  =

. 

 Heä phöông trình trôû thaønh : 

  

3 3

2 2

1 1 2 0
u v

3v 2u 7 v 2u 5 3v 2u 7 v 2u 5 v 2u 58 2 3 8. . 6 3 0
8 4 8 4 4


+ − =



     − + − + − + − + − + + − + − − =           

 

 

( ) ( )3
3 3

1 1 2 0 u v 3uv u v 2 0
u v

uv 1uv 1

 + − =  + − + − =⇔ ⇔ 
  ==

. 

 

u v 2
u 1 2x 3y 2 1 x 1

u v 1
v 1 4x 2y 1 1 y 1

uv 1

 + =
  = − + = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔+ = −    = − − = =   =

.   

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .           



Baøi 55. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )4 4

xy x 2
1 16 1

x 1 y 1

 − =

 + =
 + +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x,y 1≠ − . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :  

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

4 4

1 2x 1 y 1 2 x 1 y 1 1
x 1 y 1

1 16 1 161 1x 1 y 1 x 1 y 1

 + + = + + + + = + + ⇔ + =  + =
+ +  + +

. 

 Ñaët ( )1 2u ,v , u,v 0
x 1 y 1

= = ≠
+ +

heä phöông trình trôû thaønh : 

 
( )

224 4 2 2

u v 1
u v 1

u v 1 u v 2uv 2u v 1

 + =
 + = ⇔  + = + − − =      

 
2 2

u v 1 u 0,v 1
u 1,v 02u v 4uv 0

 + =  = =⇔ ⇔  = =− = 
(khoâng thoûa maõn). 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm.   

Baøi 56. Giaûi heä phöông trình
2

1x x y 3 3
y

2xy y 1 8y


+ + + − =




+ + =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x y 3 0,x 0,y 0
y

+ − ≥ + ≥ ≠ .  

 Chia 2 veá phöông trình thöù hai cuûa heä cho y ta ñöôïc :

1x x y 3 3
y

12x y 8
y


+ + + − =



 + + =

 

 Ñaët 1u x ;v x y 3
y

= + = + − ⇒ heä phöông trình trôû thaønh: 

 
2 2

u v 3 u v 3 u 2;v 1
uv 2 u 1;v 2u v 3 8

 + =  + = = = ⇔ ⇔  = = =+ + =  
.

 



 TH1: Neáu 

x 3
1x 2 y 1u 2 y

v 1 x 5
x y 3 1

y 1

 = + = = = ⇔ ⇔  =  =  + − =   = −

.

 

 TH2: Neáu 
1x 1u 1 x 4 10y

v 2 y 3 10
x y 3 2


+ = = =⇔ ⇔  

= = ±  + − =



. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 3;1 ; 5; 1 ; 4 10;3 10 ; 4 10;3 10= − − + + − . 

Baøi 57. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )

3

3

x 2011 2011 2012 y 2013 1

x 2010 y 4024 2012

 − + − =

 − − =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët 3 3u x 2010,v y 2013= − = − , khi ñoù heä trôû thaønh 

 

( )( )
( )
3

3

u 1 2011 2012v 1

u v 2011 2012

 − − =


− =


 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä, ta ñöôïc : 

 
3 3 32011u 2012u v 2011u uv 2012v 0 u v 0 x 2010,y 2013+ + − − = ⇔ = = ⇔ = =  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2010;2013= .      

Baøi 58. Giaûi heä phöông trình 
( )3 3 2 2

2

45x y 3 4y x y xy
4

x 4y 3 2xy

  
+ − = + +  

 
 + − =

. 

Lôøi giaûi 

 TH1 : Xeùt ( ) ( )
3

x 3 0y 0 x 3 3,0
x 3 0

 − == ⇒ ⇔ = ⇒
 − =

 laø moät nghieäm cuûa heä. 

 TH2 : Xeùt y 0≠ , khi ñoù chia hai veá cuûa phöông trình thöù nhaát cuûa heä cho 
3y vaø chia hai veá phöông trình thöù hai cuûa heä cho y , ta ñöôc: 



3
2 2x 3 451 4 x y xy

y y 4
x 34 2xy
y y

    + − = + +      
 + − =


. 

 Ñaët x 3u 1 ,v xy
y y

= + − = khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

2
3

3 2
u 3 u 3 4545 u 4u 4 v v 2 2 44

u 3u 3 2v v
2

   + +     = + + = + +       ⇔    
  ++ =  =



. 

 

( )( )23 2 u 5 u 4u 12 0u u 8u 60 0
u 3 u 3v v2 2

 − + + =− − − = ⇔ ⇔ + +=  = 

. 

 

3 73x
2

3 73x 3 y1 5u 5 x y 3 5y 8y y
v 4 xy 4 3 73xy 4 x

2
3 73y

8

 −
 = +  = −+ − = = + − = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   = =   + = = 


− + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( ) 3 73 3 73 3 73 3 73x;y 3;0 ; ; ; ;
2 8 2 8

   − + + − +
= −      

   
. 

Baøi 59. Giaûi heä phöông trình 
( )3 3 2 2

2

251x y 1 4x x y xy
16

1 y x 16x y

  
− + = − +  

 
 − + = −

. 

Lôøi giaûi 
 TH1: Neáu x 0 y 1= ⇒ = laø nghieäm cuûa heä. 

 TH2: Neáu x 0≠ chia hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä cho 3x , chia hai veá 
phöông trình hai cuûa heä cho x ta ñöôïc: 



3
2 2y 1 2511 4 x y xy

x x 16
1 y 1 16xy
x x

    − + = − +      


− + = −

. 

 Ñaët 1 yu 1,v xy
x x

= − + = khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

3 2 3 2251 251u 4 v v u 4 v v
16 16

u 16v u 16v

    
= − + = − +    ⇔    

 = − = − 

. 

 

( )( )2 u 44v 1 4096v 1020v 251 0
1v vu 16v 4

 = + − + = ⇔ ⇔ 
= − = − 

. 

 

1 11 y 1 y x 4x x ,y1 4
2 2x x

1 1 31 xy x ,yxy 4 6 24

  − + = = = −− + =   ⇔ ⇔ ⇔ 
= −   = − == −   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) 1 1 1 3x;y 0;1 ; ; ; ;
2 2 6 2

   
= − −   

   
.            

Baøi 60. Giaûi heä phöông trình 
( )4 4 2 2 2 2

2 2

x y 16 6 x y x 2xy y

x y 1x y 3 3
y x xy

 + + = − + +

  

− − = − −  
  

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )22 2 2 2 2 2

2 2
2 2

x y 16 4x y 6 x y 12xy

x y 1x y 3 3
xy


− + = − − +


  − − − − =     

. 

 Thaáy söï laëp laïi cuûa xy vaø 2 2x y−  neân ta ñaët ( )2 2u x y ,v xy, v 0= − = ≠ heä 

phöông trình trôû thaønh: 



  

( )

2
22 2 u 1 u 1u 16 36 6u 36.u 16 4v 6u 12v u 3 u 3

u 1u 3 3. 3 u 1v v
u 3

  − − + = − ++ = − +    − − ⇔ −
− =  −

 =
−

. 

 

( )
( )

( )

3

3

u 0
v 1u u 83u 174 0

u 83u 174 0 (1)3 u 1
v 3 u 1u 3 v

u 3

 =
 =− + =  ⇔ ⇔  − + =−  =  − −  =
 −

. 

 Phöông trình (1) laø phöông trình baäc ba giaûi ñöôïc baèng phöông phaùp löôïng 
giaùc hoùa tìm ñöôïc u,v suy ra x,y . 

Baøi 61. Giaûi heä phöông trình 

2
3

2 3

2
2

2x 2x 1x
y y y
1 1x x 2

yy


− + =



 + − + =


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : y 0≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 

3
3

3

2 2

1 x x 1 x 1x 2 x 0 x x 0y yy y y y

1 2x 1 1 2x 1x x 2 x x 2
y y y y y y

      − − − =  − + − =           ⇔ 
       − + − − = − + − − =       
       

. 

 Ñaët 1 xu x ,v
y y

= − = heä phöông trình trôû thaønh : 

  

( ) 223

22 2

2

u 0

u 2v u 2u u v 0u uv 0

v uu 2v u 2 u 2v u 2
u 2v u 2

 =
 + − =+ = + =  ⇔ ⇔    = −+ − =   + − = 

+ − =

. 



 

2

2 2

u 0 1x 0v 1 u 0 x 1,y 1y
v 1 x x 1,y 1v u 1

yu 2u u 2

 =  − ==   = = − = −⇔ ⇔ ⇔ ⇔   = = == −   =  − − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − .                

Baøi 62. Giaûi heä phöông trình   

2 2

2

x 1 y xy 4y
yx y 2

x 1

 + + + =



+ − =
+

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠  chia hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä cho y , ta ñöôïc :
2x 1 x y 4
y
+

+ + =  

 Ta coù heä phöông trình : 

2

2

x 1 x y 4
y

yx y 2
x 1

 +
+ + =



 + − = +

. 

 Ñaët 
2x 1u ,v x y
y
+

= = + heä phöông trình trôû thaønh :  

  ( )( )
u v 4 u 4 v

1 4 v v 2 1v 2
u

 + =  = − ⇔  − − =− =  

 
2

u 4 v

v 6v 9 0

 = −⇔ 
− + − =

  

 

2

2

x 1 y 3 xu 1 x 1,y 21
y

v 3 x 2,y 5x 1 3 x
x y 3

 +  = − = = == ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   = = − =+ = −  + =

.  

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 2;5= − . 

Baøi 63. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

2 2 2

x y 2y 16 11xy

x 2y 12y 3xy

 + + =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠ chia hai veá phöông trình cuûa heä cho 2y ta ñöôïc : 



2
2

2

2 2

2

16 x 4 xx 2 11 x 2 3yy y y

x 12 x 42 3x 2 3 xyy y y

  + + =  − + =    ⇔ 
    + + = + = −    
    

. 

 Ñaët 4 xu x ,v
y y

= − = heä phöông trình trôû thaønh :  

 
2

2

4x 1
y 1 17 1 17x ,yx 2 21

yu 2 3v u 1,v 1 1 17 1 17x ,yu 2,v 2 4 2 2v 2 3u x 2
x 2,y 1y
x 4,y 2x 2

y


− =  − − = = =  + = = =  + +⇔ ⇔ ⇔ = = = = + =    − =  = − = −

 = = =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) 1 17 1 17 1 17 1 17x;y 2; 1 ; 4;2 ; ; ; ;
2 2 2 2

   − − + +
= − −       

   
. 

Baøi 64. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )( )
2 2 2

2 2

x y 1 2y x x 1 3

x x y y 1

 + + + + =


+ + =


. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 
( )( )

( ) ( )
( )( )

22 2 2 2x y 2x y x 2xy 2y 3 xy x 2 xy y 3
xy y xy x 1 xy y xy x 1

 + + + + = + + + = ⇔ 
+ + = + + =  

. 

 Ñaët u xy x,v xy y= + = + deã tìm ñöôïc 
u 1,v 1

1u 2,v
2

 = =

 = − = −


. 

 

xy x 1
1 5 1 5xy y 1 x ,y

2 2
xy x 2

1 5 1 5x ,y1xy y 2 2
2

 + =
 + ++ = = − = −
⇔ ⇔ + = −  − + − +

= =
+ = − 

. 

 



 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm: 

( ) 1 5 1 5 1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

   + + − + − +
= − −      
   

. 

Baøi 65. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 3 3 2

x y 3x 4y 1

3x x 9 2y y 9 18 x y 2y 7 y 3

 + = − +


+ − + = + + − +

. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 
( ) ( )
2 2

2 22 2

x 3x y 4y 1

3 x 3x 2 y 4y 3

 − + + =


− − + =

.   

 Ñaët 2 2 9u x 3x,v y 4y, u ,v 4
4

 
= − = + ≥ − ≥ − 

 
heä phöông trình trôû thaønh : 

 

9 2u ,v 4
4

2 2 2

3 13x ,y 0
2

3 13x ,y 4u v 1 u 1 x 3x 1 2
v 03u 2v 3 y 4y 0 3 13x ,y 0

2
3 13x ,y 4

2

≥− ≥−

 −
= =


 −

= = − + =  = − =  ←→ ⇔ ⇔   =− = + = +    = =

 + = = −


. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 3 13 3 13 3 13 3 13x;y ; 4 ; ;0 ; ;0 ; ; 4
2 2 2 2

       + + − −
= − −              
       

. 

Baøi 66. Giaûi heä phöông trình 

3
2 2

2

yx xy y x 2
x 1

y2x y 2
x 1


+ + + + = +


 + + = +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 1≠ − . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :
( )

2

2

yx y 1 x 2
x 1

yx y 1 x 3
x 1

  
 + + + =  +  


+ + + + =
+

.   



 Ñaët 
2yu x y 1,v x

x 1
= + + = +

+
heä phöông trình trôû thaønh : 

 

2

2

x y 1 1 x 0,y 1
x 1,y 0y x 2uv 2 u 1,v 2 x 1 1 17 1 17x ,yu v 3 u 2,v 1 x y 1 2 4 4

1 17 1 17y x ,yx 1
4 4x 1

 + + =  = =
  = = + =  = = = + − − +⇔ ⇔ ⇔  = =+ = = =  + + =    + +  = = −+ = +

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

  ( ) ( ) ( ) 1 17 1 17 1 17 1 17x;y 0;1 ; 1;0 ; ; ; ;
4 4 4 4

   − − + + +
= −      

   
.    

Baøi 67. Giaûi heä phöông trình 
4 3 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 2

3x 4x y 4x y 6x 4xy 3 0

5x 4x y 8x y 6x 4y 5 0

 − − + − + =


− − + − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  

( ) ( )
( ) ( )

22 2 2 2

2 22 2 2 2

3 x 1 4x x 1 y 4x y 0

5 x 1 4 x 1 y 4x 0


+ − + − =


 + − + − =

. 

 

( )
( )

22
x 2 2u2 2 2x 1

2 2 2
2

2

xy x3 4 4 y 0 4 u y y u 3 0x 1 x 1

4 u y 5 0x5 4y 4 0
x 1

=
+

   − − =   + − = + + ⇔ ←→ 
+ − =   − − =  

+ 

. 

 

2
x 1y 1 x 1

21 x 1 y 1u y 12

 = =  = ⇔ ⇔ ⇔  + ==   = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .      

Baøi 68. Giaûi heä phöông trình 
3 3

3

2x y 3x 2y 2

2 3x 2y 5x y 8

 − + − =


− + + =
. 

 
 



Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( ) ( )

3 3

3

2x y 3x 2y 2

2 3x 2y 13 2x y 7 3x 2y 8

 − + − =


− + − − − =
 

 Ñaët 
3

3

u 2x y

v 3x 2y

 = −


= −
heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( ) ( )33 3 3

u v 2u v 2

2v 13u 7v 8 2 2 u 13u 7 2 u 8

 + = + = ⇔ 
+ − = − + − − =  

. 

 
( )( )23 2

u v 2u v 2
u 1 20u 22u 60 020u 42u 82u 60 0

 + = + = ⇔ ⇔  − − + =− + − =  
. 

 

3

3

2x y 1u 1 2x y 1 x 1
v 1 3x 2y 1 y 13x 2y 1

 − =  = − = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= − = =− =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .        

Baøi 69. Giaûi heä phöông trình 

2
2

3 2 4 2

y 2y x 2x 2
x

39x 4x 12x y y
8

 + − = −

 + − = + −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0> phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  

2 2 2
2 y 2 y 2 y 2y 2 x 2x 0 2 0 (1)

x x x
+ + +

+ − − = ⇔ − − = . 

 

2
2y 2 2 y 4x 2

x
+

⇔ = ⇔ = − . 

 Thay 2y 4x 2= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )23 2 3 239 23x 4x 12x 4x 2 4x 2 x 12x 0

8 8
+ − = − + − − ⇔ − + = . 

 

( )( ) x 02

1x
22x 1 4x 46x 23 0
23 3 69x

4

>


=

⇔ − − − = ←→
 +

=  



 
( )

1x ,y 0
2
23 3 69x ,y 3 7 69

4


= =

⇒
 +

= = ± +

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm: 

( ) ( ) ( )1 23 3 69 23 3 69x;y ;0 ; ; 3 7 69 ; ; 3 7 69
2 4 4

     + +
= − + +             

. 

 Nhaän xeùt: Ñeå giaûi phöông trình (1) ta ñaët ( )
2y 2t , t 0
x
+

= > tìm ñöôïc t 2= .        

Baøi 70. Giaûi heä phöông trình 

2 2

y 2x9x 2 y 4
x y

2x y1 9 18
y x


+ + + =


   − − =     

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: y 2xxy 0,9x 0,y 0
x y

≠ + ≥ + ≥ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  
( )( )2 2 2 2 3 3 2 2

y 2x y 2x9x 2 y 4 9x 2 y 4x y x y
2x y y 9x 18x y 18x y 9x y 2xy

 
+ + + = + + + = ⇔ 

 − − = + + =

. 

 

22 2

y 2xy 2x 9x 2 y 49x 2 y 4
x yx y

9 2x y9x y 9 x y 1xy 1
2 y 2xy 2x 2


+ + + =+ + + = 

 ⇔ ⇔ 
   + + =+ + =      

. 

 

y 2x y 2x9x 2 y 4 9x 2 y 4
x y x y

9 2x y 2x 2x yx y y 2 y 9x 4
2 y 2x y y x

 
+ + + = + + + = 

 ⇔ ⇔ 
       + + + = + + =              

.      

Ñaët ( )
yu 9x
x , u,v 0

2xv y
y


= +

 ≥
 = +

heä phöông trình trôû thaønh: 



  

y y9x 2 9x 4
u 2v 4 u 2 x x

2xuv 2 v 1 2x y 1y 1 yy

 + = + = + = =  ⇔ ⇔ ⇔   
= =    + =+ = 

. 

 
( )

22

22 2 2

x 0,y 0y 4x 9x9x y 4x
1 1x ,yy 2x y 4x 9x 2x 4x 9x 9 3

  = == − + =  ⇔ ⇔ ⇔   = =+ = − + = −  

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) 1 1x;y ;
9 3

 
=  
 

.     

Baøi 71. Giaûi heä phöông trình 
( )

2 2 2

3xx 2 1 2x y
y

3xy 1 2x y 4x
y


− + = −



 + = + −


. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 3xy 0,1 0
y

≠ + ≥ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
2

x 2 3x x1 2 1
y y y y

3x x x 11 2 1 4 .
y y y y

 
− + = − 

 


 
+ = + − 

 

.    

 Ñaët x 1u ,v
y y

= = heä phöông trình trôû thaønh:
( )

2

u 2v 1 3u 2u 1

1 3u 2u 4uv 1

 − + = −

 + = − +

.   

 Coäng  theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )u 2v 1 1 3u 2u u 2v 1− + + = − + . 

 
( )( ) u 2v 1
u 2v 1 1 3u 2u 0

2u 1 3u

 = −
⇔ − + + − = ⇔ 

= +
.   

 Xeùt tröôøng hôïp suy ra heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;2 ; 4;4= .  

Baøi 72. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2

2

2

2y 1x y 2y 4x 5
x x

x x y 2x y 2x 1


+ + + + = +


 + − − = −

. 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: x 0,2x y 0≠ − ≥ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( ) ( )

( )

2

2

2

2 x y 1x y 2 2y 4x 5
x x

x x y 2x y 2x 1

 +
 + + − + + = +

 + − − = −

  

 

( ) ( )
2 2

1 1x y 2 y 2x 7 x y 2 y 2x 7
x x

1 1x y 2x y 2 x y 2x y 2
x x

     + + + − = + + + − =       ⇔ ⇔ 
 

+ − − = − + + − − =  

. 

 Ñaët ( )1u x y ,v 2x y, v 0
x

= + + = − ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )
2 2

22

v u 2 u 3,v 1u 2v 7
u 5,v 3u v 2 u 2 u 2 7

 = −  = = − = ⇔ ⇔   = =− = − − =  
. 

 

2

2

x 1,y 11x y 3 1 1x x xy 1 3x x ,y
3 32x y 1 2x y 1
7 46 13 2 46x ,y1 x xy 1 5xx y 5 3 3

x 2x y 9 7 46 13 2 46x ,y2x y 3
3 3

 = = + + =   + + = = = −   − = − =  ⇔ ⇔ ⇔ − +  = = −   + + = + + =    − =  + − + = = − = 
 

(thoûa maõn) 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

 ( ) ( ) 1 1 7 46 13 2 46 7 46 13 2 46x;y 1;1 ; ; ; ; ; ;
3 3 3 3 3 3

     − + + − +
= − −             

.      

Baøi 73. Giaûi heä phöông trình 

4 3 2 2

2
2

2

x 2x 5x y 6x 11 0

3 y 7 6
x x

y 7

 + − + − − =

 − −

+ =
−

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : y 7> .   

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi :

( )( )2 2 2

2
2

2

x x 6 x x y 11 0

3 y 7 6
x x

y 7

 + − + + − =


 − −

+ =
 −

.  



 Ñaët ( )
2

2

u x x
, v 0

v y 7

 = + >
= −

heä phöông trình trôû thaønh : 

  

( )
2

2 23v 6 3v 6u 6 u v 4 0 6. v 4 0
v v

3v 6u 3v 6uv
v

 − − − + − = − + − =   ⇔ −
=  −

= 

.   

 

4 2
v 0

v 13v 36 0 u 0,v 2
3v 6 u 1,v 3u

v

>
 − + =  = =⇔ ←→ − = == 


. 

 

2

2

2

2

x 0,y 11
x x 0

x 1,y 11
y 7 2

1 5x ,y 4x x 1 2
1 5y 7 3 x ,y 4

2

 = = ± + =  = − = ± − = − +⇔ ⇔ = = ± + =  +− = = − = ± 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù taùm nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) 1 5 1 5x;y 0; 11 ; 1; 11 ; ; 4 ; ; 4
2 2

   − + +
= ± − ± ± − ±      

   
. 

Baøi 74. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

2

x 1 y x y y

x x y 2 x 2 5y

 + − + =


+ − + − =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y 0+ ≥ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 
( )

2

2

x 1 y x y y

x x y 2 x y 2 6y

 + − + =


+ − + + − =
.  

 Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠ heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

( )

2

2

x 1 x y 1
y

x 1. x y 2 6
y

 +
− + =




+ + − =

. 



 Ñaët 
2x 1u ,v x y 0
y
+

= = + ≥ heä phöông trình trôû thaønh : 

 

( )
2

v 0
2

3 53 11 53x 1 x ,yu v 1 3u 3 2 2y
u v 2 6 v 2 3 53 11 53x ,yx y 2

2 2

≥

 + + + = − = − = = = ←→ ⇔ ⇔   − = = − + −  = =+ = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 3 53 11 53 3 53 11 53x;y ; ; ;
2 2 2 2

   + + − + −
= −      
   

. 

Baøi 75. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

4x 3 y 3x y

x y y 1 3 x y

 − = +


− = +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : y 0≥ . 

 Ñaët t y= heä phöông trình trôû thaønh : 

 ( ) ( )
( )
( )

4 2 4 2

2 3

x 3t 3x t x t 3 x t

xt t 1 3 x t xt xt 3 x t

 − = + − = + ⇔ 
− = + − = + 

. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( ) ( )4 2 3 3 3x t xt xt x x t t x t 0− = − ⇔ − + − = . 

 
( ) ( )( ) ( )

2 2
2 2

x t
x t x x xt t t 0

x x xt t t 0

 =
⇔ − + + + = ⇔

+ + + =
. 

 TH1 : Neáu x t x y= ⇔ = thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( )2 2y 3 y 3 y y y y 6 y 0 y y y y 6 0− = + ⇔ − − = ⇔ − − = . 

 
( )( ) y 0 x 0,y 0

y y 2 y 2 y 3 0
y 4 x 2,y 4
 = = =

⇔ − + + = ⇔ ⇒ = = = 
. 

 TH2 : Neáu ( )2 2x x xt t t 0+ + + = ta coù heä phöông trình : 

  
( )

( )

2 2

3

x x xt t t 0

xt xt 3 x t

 + + + =

 − = +

. 



 

( )( )
( )

2 2 3

3

t x x xt t t xt xt 3x 3t 0

xt xt 3 x t

 + + + − + + + =⇔ 
 − = +

 

 

( )( )
( ) ( )

2

33

x t x t t 3 0 x t

xt xt 3 x txt xt 3 x t

 + + + =  = − ⇔ ⇔ 
− = + − = + 

 

 
2 4

x t x 0,t 0 x 0,y 0
x 1,t 1 x 1,y 1t t 0

 = −  = = = =⇔ ⇔ ⇔  = − = = − =− =  
. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1 ; 2;4= − .          

Baøi 76.  Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( ) ( )

2

2x y 1 x 3 xy x 8 x

x 3 xy xy 2x 6 x

 + − + + + =


 + + + = −


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 0,xy 0≥ ≥ . 

 Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 0> chia hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä cho x , phöông trình thöù hai 
cuûa heä cho x ta ñöôïc : 

 

( )

( )

( )
2 2

x 3 x 32x y 1 y 1 8 2x y 1 y 1 8
x x

x 3 x 3y y 2 6 x y 2x y 12
x x

    + +
 + − + + = + − + + =           ⇔ 
    + +

+ + = − + + + =            

. 

 Ñaët ( )x 3u y,v 2x y, u,v 0
x
+

= + = + > heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )( )
( )( )

2
u,v 0

22

v 12 uu 1 v 1 8 u 3
v 3u 1 11 u 8u v 12

>
 = −+ − =  = ⇔ ←→  

=+ − = + =  

. 

 

x 3 x 3y 3 3 2x 3
x x

2x y 3 y 3 2x

 + +
 + = + − =⇔ ⇔ 
 + = = − 

. 



 Ñeå yù haøm soá x 3f(x) 3 2x
x
+

= + − nghòch bieán treân 30;
2

 
 
 

neân phöông 

trình coù nghieäm duy nhaát x 1 y 1= ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .               

Baøi 77. Giaûi heä phöông trình 

2

2

2
2 2

2

yx y 0
x 1 x

x 2 x 1 y 3
y


+ + =

+ +

 + + + =


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : y 0≠ .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2

2
2

x y x 1 x 0
y

x y 2 x 1 x 3
y

  + + + − =   

   + + + − =     

 

 Ñaët ( )
2

xu y
y , v 0

v x 1 x


= +

>


= + −

heä phöông trình trôû thaønh : 

  

v 0
2 2

u v 0 u v u 1
v 1u 2v 3 v 2v 3 0

> + = = −  = − ⇔ ←→  
=+ = + − =   

. 

 

2

2
2

x y 1 x y y x 0,y 0y
x 0,y 1x 1 x 1x 1 x 1

 + = − = − −  = = ⇔ ⇔ ⇔   = = −  + = ++ − =

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0; 1= − .     

Baøi 78. Giaûi heä phöông trình 

( )

2 2

2

x 2y 3xy 2 0
x y 20 3 x y

x y

 + + − =
 − + = − +

.  

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: x y 0,x y 0− ≥ + ≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



2

2 2

u vxu x y x y u 2
v x y x y v u vy

2

 +
= = +  + =  ⇒ ⇔  

= − − = −  =

. 

Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

  

2 22 2 2 2

2

2

u v u v u v u v2 3 2 0
2 2 2 2

v 20 3v
u

      + − + − + + − =                  
 +

=


. 

 

2 2

2 2

2 2 2

2

6u 2uv 2 0 3u uv 4 0 u 24
v 2v 20 v 3u v 20 03v

u

 −
− =  − − = = ⇔ ⇔ ⇔  

=+ − + =  =

. 

 

x y 2 x y 2 x 3
x y 4 y 1x y 2

 + =  + = =⇔ ⇔ ⇔  
− = = −− =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3; 1= − .  

Baøi 79. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

2x 1 y 1 2 2x 1 8

y y 2y 4x 1 2x y 13

 − − + − = −

 + − − − + =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 1x ,2y 1 4x 0
2

≥ − − ≥ . 

 Ñaët ( )
2u 1u 2x 1, u 0 x
2
+

= − ≥ ⇒ = .  

 Töø phöông trình cuûa heä suy ra u 8y
1 2u
+

=
+

thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa 

heä ta ñöôïc: 

  

2 2 2u 8 u 8 u 8 u 1 u 1 u 82. 1 4. 2. 13
1 2u 1 2u 1 2u 2 2 1 2u
 + + + + + +

+ − − − + = + + + + 
. 

 

2 3 2
2u 8 u 8 4u 2u 4u 13 u 8u 14 0 (1)

1 2u 1 2u 1 2u 1 2u
 + + − − − + +

⇔ + − + − = + + + + 
. 



 Xeùt haøm soá:
2 3 2

2u 8 u 8 4u 2u 4u 13 u 8f(u) u 14
1 2u 1 2u 1 2u 1 2u
 + + − − − + +

= + − + − + + + + 
 

treân )0; +∞ .  

 Ta coù: 
( ) ( )

( )
( )

3 2

3 2

3 2

2

23 2

u 8 15 4u 2u 4u 13f '(u) 30.
1 2u2u 1 2u 1

16u 16u 4u 30

2u 1u 8 15. 2u 0, u 0
2u 1 4u 2u 4u 13 2u 12

1 2u

+ − − − +
= − −

++ +

− − − −

++
+ − − < ∀ ≥

+ − − − + +
+

 

 Neân f(u)  laø haøm nghòch bieán treân )0; +∞  

 Vì vaäy: (1) f(u) f(1) u 1 2x 1 1 x 1 y 3⇔ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;3= .     

 

Chuû ñeà 9.  KYÕ THUAÄT ÑAËT AÅN PHUÏ DAÏNG TOÅNG - HIEÄU 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

 Ñaët 

 +
= = + ⇒ 

= − −  =


u vxu x y 2
v x y u vy

2

  thay vaøo heä ñöa veà giaûi moät heä phöông trình 

ñoái vôùi ( )u;v deã xöû lyù hôn.  

 Daáu hieän nhaän bieát: 
 Phöông trình trong heä coù chöùa caùc ñaïi löôïng ñoái xöùng ñi cuøng nöûa ñoái xöùng 

döôùi ñaây: 

 - ( )( )− = + − =2 2x y x y x y uv .  

 - ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 − + + + = + − + = + = +  
 

2 2
3 3 2 2 2 23 x y x y 1x y x y x xy y x y u 3v u

4 4
 



 - ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 + + − − = − + + = − = + 
  

2 2
3 3 2 2 2 23 x y x y 1x y x y x xy y x y v 3u v

4 4
 

 - ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
4 4 2 2 2 2 x y x y

x y x y x y x y x y
2

 + + − − = − + = − +  
  

 

                      ( )2 21 uv u v
2

= +  

 - ( ) ( ) ( )
+ + +

+ = + − = − − =

22 2 4 2 2 42 24 4 2 2 2 2 2 2
u v 1 u 6u v vx y x y 2x y u v

4 8 8
 

 
-
 

+ −
+ = + =

3 3 3 3
3 2 3 2u v u vx 3xy ;y 3yx

2 2
.  

 Toång quaùt ta ñaët 
 = +


= +

u mx ny
v px qy

.  

A.  BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 

( )


− = −


 + =

2 2

3

3 1x y
2y x

x y 5

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:
( )

( )

 − = −

 + =

2 2

3

2xy x y 3x 2y

x y 5
. 

 Ñaët 

( )

 −
=

 = + ⇒ − = 
= −  + − + − = − =

2 2

2 2

u vxy
4

u x y
x y uv

v x y
3 u v u v u 5v3x 2y 2.

2 2 2

. 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) − +  − = += ⇔ 
  ==

2 2 2 2 3

33

u v u 5v uv u v u vu2uv.
4 2

u 5u 5 .

.   



 

( )
3

3 3 3

33

5 1xu v 1 0 u 5 x y 5 2
v 1 x y 1 5 1u 5 y

2

 −
= + =     = + =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

= − − = −  +  = =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø ( )
3 35 1 5 1x;y ;

2 2

 − +
=   
 

.    

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình
( )
( )( ) ( )2 2

x y 3 x y 2y 4 0
, x,y

x y x 4 y 1

 + + − + + = ∈
− + = +

 .  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x y≥ . 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )x y 3 x y x y 3 1 x y+ + − + + + + − −

 

 

( )( ) ( )( )
( )( )
x y 3 x y 1 1 x y 1 x y 0

x y 1 x y 4 x y 0 x y 4 x y

⇔ + + − + + − − + − =

⇔ − + + + − − = ⇔ + + = −
. 

 Vaäy heä phöông trình trôû thaønh: 
( )( )2 2

x y 4 x y

x y x 4 y 1

 + + = −


− + = +

. 

 Ñeán ñaây coù nhieàu caùch xöû lyù heä phöông trình treân: 

Caùch 1: Theá 4 x y x y= − − − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( )( )2 2x y x x y x y y 1− + − − − = +

  

 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( )( )

( )

32

3

2

2

x y x x x y xy 1 0

x x y x 1 y x y 1 0

x y 1 x y x y 1
x x y 1 0

x y 1

x y x y 1
x y 1 x 0

x y 1

⇔ − − + − − − =

  ⇔ − − − + − − =    

− − − + − +
⇔ − − + =

− +

 − + − +
⇔ − − + = 

 − + 

 



 

x y 3 x 1
x y 1

x y 1 y 2
 + = − = −

⇔ − = ⇒ ⇔ 
− = = − 

 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 2= − − .   

Cách 2: Viết lại 
( )( )

( )( )
2 2

2 2

x y x y x y 4

x y x 4 y 1

 − = − − −


− + = +


. 

 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

32 2

32 2

y x 4 x y x y

x y x 4 x 4 x y x y 1


= + − − −⇔ 

 − + = + − − − +

 . 

 

( ) ( )

( ) ( )

32 2

32 2

y x 4 x y x y

x x y x x y 1


= + − − −

⇔ 
 − = − − +

. 

 

( ) ( )

( ) ( )

32 2

32

y x 4 x y x y

x x y 1 x y 1 0


= + − − −

⇔ 
 − − + − − =

. 

 

( ) ( )

( )

32 2

2

y x 4 x y x y

x y x y 1
x y 1 x 0

x y 1


= + − − −

⇔   − + − + − − + = 
  − + 

. 

( ) ( )32 2y x 4 x y x y

x y 1 0

x y 3 x 1
x y 1 y 2

 = + − − −⇔ 
 − − =
 + = − = −

⇔ ⇔ 
− = = − 

 

Caùch 3: Thaáy xuaát hieän daáu hieäu cuûa toång vaø hieäu neân ñaët 

 

( )

2

2

u vxu x y 2, u 0
v x y u vy

2

 +
= = − ≥ ⇒ 

= + −  =

. 



 Ta coù heä phöông trình:
2 22 2

2

u v 4

u v u vu 4 1
2 2

 = +

     + −  + = +        

      

 

               

( )( )5 4 3 2

v u 4

u 1 u 3u 5u 11u 12u 20 0

 = −⇔  − + − − + + =
. 

 Ta coù: 5 4 3 2

4 3 2

u 3u 5u 11u 12u 20

3u 5u 11u 12u 20 0, u 0

+ − − + + ≥

≥ − − + + > ∀ ≥

 

 Do ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
u v 4 x y 3 x 1
u 1 x y 1 y 2
  = − + = − = −

⇔ ⇔  
= − = = −  

.  

 Nhaän xeùt. Neáu ta ñaët ( )

2

2

u vxu x y 2, v 0
v x y u vy

2

 +
= = + ≥ ⇒ 

= − −  =

 ngay töø ñaàu phöông 

trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: ( ) 2u 3 v u v 4 0+ + − + = .  

              
( )( )v 1 u v 4 0 u v 4 0⇔ + − + = ⇔ − + =  . 

 Ta coù caùc keát quaû töông töï treân.

 

 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( )( )
 − + − =

 − − + =


4 4

2 2

2x y 2y x 1

1x y x xy y
9

. 

Lôøi giaûi 
 Baøi naøy ñaõ ñöôïc nhaéc ñeán trong chuû ñeà ñaët aån phuï daïng ñaïi soá. 
 Ta trình baøy lôøi giaûi cho daïng ñaët aån phuï toång hieäu. 
 Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

  
( ) ( ) ( ) ( ) − + − − − − =  

22 2 2 2
2x y 2y x 2 2x y 2y x 1 

 ( ) ( ) ⇔ + − − − − =  

2 22 2 2 25 x y 8xy 2 5xy 2x 2y 1 

 

( ) ( ) ( ) ( )
 + + −    ⇔ − − − + + − =        

22 2 2
2 2x y x y

5. 8xy 2 5xy x y x y 1
2

 



 Ñaët 
 = +


= −

u x y
v x y

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:      

  

   + − − − − − − =      
   
 + =


2 22 2 2 2 2 2
2 2

2 2

u v u v u v5. 8. 2 5. u v 1
2 4 4

3v u 1v.
4 9

 

 

( ) ( )
+ − − =⇔ 

 + =

2 22 2 2 2

3 2

1 1u 9v u 9v 1
4 8

43v u v
9

 = − =+ + =  ⇔ ⇔
+ = = = 

4 2 2 4

3 2

1u 1,vu 54u v 81v 8
3

4 13v u v u 1,v9 3

 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )
 − = −


− =

4 4

32 2

x 2014x y 2013y

x y 4027
 . 

Lôøi giaûi 
 Heä cho coù soá khuûng ta chöa quan taâm ñeán ñieàu naøy. 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä coù tích soá ( )( )− +x y x y vaø phöông trình ñaàu vieát 

ñöôïc ( ) ( ) + + −
− = − + = − +4 4 x y x yx y 2013 x y x 2013 x y

2
 bieåu dieãn ñöôïc 

theo −x y vaø +x y  neân thöû ñaët aån phuï xem sao. 
 Heä phöông trình ñöôïc vieát laïi: 

 

( )
( )( )

 − = − +

  − + = 

4 4

3

x y 2013 x y x

x y x y 4027
 . 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

  − + + − + +  − + = − +  ⇔    

 − + = 

2 2

3

x y x y x y x yx y x y 2013 x y
2 2

x y x y 4027

 . 

 Ñaët 
 = +


= −

u x y
v x y

 töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra ≠uv 0 . 



 Heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) + +  + = += + ⇔ 
  ==

2 2 2 2

3 33 3

u v u v uv u v 4027v uuv. 2013v
2 2

u v 4027u v 4027

 . 

Ñeå yù moät chuùt neáu theá 4027 theo uv töø phöông trình thöù hai leân phöông trình 
thöù nhaát ta coù nhaân töû chung u . 

 Do vaäy ta coù: 

 ( )  + = + ⇔ + − − = 
2 2 3 3 2 3 2 4uv u v u v .v u u u v v u v 1 0 . 

 

( ) ( )( )
 =
 ⇔ − + − = ⇔ − − = ⇔ =    =

2 3 3 2 3 2

3

u 0

u u v 1 v v 1 0 u u v 1 1 v 0 u v 1

v 1

. 

 Ñoái chieáu vôùi ≠uv 0 ta ñöôïc =2u v 1hoaëc =3v 1. 

 TH1: Neáu =3v 1ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

 

 +
=  =   = + =⇔ ⇔ ⇔   

= − = = −   =

3

3 3 3

3 3 3

4027 1xv 1 u 4027 x y 4027 2
v 1 x y 1u v 4027 4027 1y

2

. 

 TH2: Neáu =2u v 1  ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

 
( )

 ==  =  ⇔ ⇔  
==   = 

3
2 3

3 3 233

1uuv 4027u v 1 40271uu v 4027 v 40274027

. 

 

( )

( )

( )


+ + = = ⇔ ⇔ 

  −− =  =


23
3

3

22 33
3

1 4027
1 4027x y x

24027
1 4027x y 4027

4027y
2

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

 

( )
( ) ( ) 

+ −  + −  =        
 

2 23 3
3 3 3 3

1 14027 4027
4027 1 4027 1 4027 4027x;y ; ; ;

2 2 2 2
. 



Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
 − =


− + − + =

2 2

3 3

x y 3

x 7x y 13y 18 0
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

 − + =

  − + +  + − + − + − − + =     

2 2

x y x y 3

3 x y x y
x y 7 x y 3 x y x y 18 0

4

. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )

 =
 =   ⇔+ − − − + =  + − + + =  

 

2 2
3 2

uv 3
uv 3

u 3vu 7u 3 u v 18 0 u 3uv 40u 12v 72 04
. 

 


= = ⇔ ⇔ 

+ − + + =  + − + =


3
3

3vuv 3 u
63u 9v 40u 12v 72 0 u 40u 72 0
u

. 

 
( )( )( )

 == ⇔ ⇔ 
  − + − − =− + + = 

24 2

33 vv uu
u 3 u 7 u 4u 3 0u 40u 72u 63 0

. 

 

 + =


− =
 + = − = =    = =− = − = − = −  ⇔ ⇔ ⇔ = ± =   + = −= − = − −  = − = −  − = − −= + = − +  
 + = +


− = − +

x y 3
x y 1

x y 7u 3,v 1
3 x 2,y 13 x yu 7,v 77 x 7,y 2

x y 2 7u 2 7,v 2 7 26 23x ,y
7 7x y 2 7u 2 7,v 2 7

x y 2 7

x y 2 7

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )  
= ± − − 

 

26 23x;y 2;1 ; 7;2 ; ;
7 7

. 

 
Caùch 2: Nhaän thaáy =x 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 



 Xeùt ≠x 0 vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

 − + − + =


− − =

3 3

3 2

x 7x y 13y 18 0

x xy 3x 0
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình treân ta ñöôïc: 

  ( )− + − + =2 3x y 4 y 13y 18 0 . 

 ( ) ( )( )⇔ − + + + − =2y 2 x y 2 y 2y 9 0 . 

 ( )
 =

⇔ 
+ + + − =

2

y 2

x y 2 y 2y 9 0
. 

 TH1: Neáu =y 2 thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

− = ⇔ = ±2x 4 3 x 7 . 

 TH2: Neáu ( )+ + + − = ⇔ = −
+

2 9x y 2 y 2y 9 0 x y
y 2

(do = −y 2 khoâng thoûa 

maõn heä phöông trình). 
 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 = = =   − − = ⇔ ⇒   + = − = − = −    

2
2

y 1 x 2,y 19 y y 3 23 26 23y 2 y x ,y
7 7 7

. 

  Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )  
= ± − − 

 

26 23x;y 2;1 ; 7;2 ; ;
7 7

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )( )

 + − − + − =

 − + − + =


22 2

22

x 3y 8xy 1 x y 48 0

2x 2xy 1 x y 12 0
.  

Lôøi giaûi 
 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 + + − − − + + = −  

  − + − + − = −  

2 2 22 2

2 22 2

x y x y 3 x y 1 x y 48

x y x y 1 x y 12
. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



( )
( )
 + − + = −


+ + = −


2 2 2

2 2

u uv 3v 1 u 48

v uv 1 v 12
. 

 Nhaän cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )( )+ − + = + + ⇔ − + + + =2 2 2 2 2 2 2 2 2u u uv 3v 1 4v v uv 1 u 4v u uv v 1 0  

 

  = + = − =
⇔ − = ⇔ ⇔ ⇔  = − + = − + =  

2 2 u 2v x y 2x 2y x 3y
u 4v 0

u 2v x y 2x 2y y 3x
. 

 TH1: Neáu =x 3y  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )+ + =2 212y 1 .4y 12 0  voâ nghieäm. 

 TH2: Neáu =y 3x  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )− + = ⇔ − − =2 2 4 21 4x .4x 12 0 4x x 3 0 . 

 
( )( )  = − = − = −

⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 
2 2 x 1 x 1,y 3

x 1 4x 3 0
x 1 x 1,y 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= − −x;y 1; 3 ; 1;3 .    

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 

( )


− = −


 + =

4 4

5

3 1x y
4y 2x

x y 5

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 . 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi:
( )

( )

 − = −

 + =

4 4

5

4xy x y 3x 2y

x y 5
. 

 Ñaët 
 = +


= −

u x y
v x y

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) − + −
+ = −


 =

2 2
2 2

5

u v uv u v u v4. . u v 3. 2.
4 2 2 2

u 5

. 

 

( ) ( ) − = + − = + ⇔ ⇔ 
 = = 

4 4 4 4 5

5 5

uv u v u 5v uv u v u u v

u 5 v 5
. 



 

( ) − = + = − ⇔ ⇔ 
= =

4 4 4 5

55

v u v 1 u v v 1

u 5u 5
. 

 

 −
=   = + =⇔ ⇔ ⇔  

= − − = −  +  =

5

5 5

5

5 1x
u 5 x y 5 2
v 1 x y 1 5 1y

2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 − +

=   
 

5 55 1 5 1x;y ;
2 2

.         

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 

( )


− = −


 − = −

4 4

52 2

3 1x y
4y 2x

x y 5

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët 
 = +


= −

u x y
v x y

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( ) ( )

 + + = − = + ⇔ −
  = − = −

2 2
4 4

2 2
5 5

5 5

uv u v u 5v uv u v u 5v
2 2 u v

u v 5
u v 5

. 

 

( ) ( ) − = − − = − ⇔ ⇔ 
 = − = − 

4 4 5 6 4 4 4 6

5 5 5 5

uv u v u u v v u v 1 u v

u v 5 u v 5
. 

 

( )( )
 =
 = −+ − = ⇔ ⇔   = = − 

= −

5

5 4

45 5

5 5

u 5
v 1v 1 u v 1 0

u v 1u v 5
u v 5

. 



 

 −
 =   + = + =  =   = − − = −      ⇔ ⇔ ⇔   − +  = − + = −     =       = − =    − −


=


3

33 3

15
15

15 15

15 15
15

15

5 1x
2

5 1u 5 x y 5 y
2v 1 x y 1
11 1 625u x y 5x5 5

2
v 625 x y 625 1 625

5y
2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( )
 
− + − −  − +  =        

 

15 15
3 3 15 15

1 1625 625
5 1 5 1 5 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )


− + − = −


 − = −

6 6 4 2 2 4

72 2

2 33 x y 7x y 7x y
y 2x

x y 7

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ≠xy 0 .  

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:  

  

( ) ( )
( )

 −
− + − =


 − = −

6 6 2 2 2 2

72 2

4x 3y3 x y 7x y x y
2xy

x y 7

. 

 

( )( )( )
( )

 − + + = −


⇔ 
 − = −


2 2 2 2 2 2

72 2

2xy x y 3x y 3y x 4x 3y

x y 7
.  

 Ñaët 


+ = − +

 = + 
⇒ + = + + 

= −  + − =


2 2 2 2

2 2 2 2

x 3y u uv v
u x y

3x y u uv v
v x y

u 7v4x 3y
2

. 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



  

( ) ( ) − = + − = − ⇔ 
 = − = − 

6 6 6 6 7 8

7 7 7 7

uv u v u 7v uv u v u u v

u v 7 u v 7
. 

 

( )( )  = = − + − = ⇔ ⇔  = − = = −  

77 6

35 67 7
35

u 7,v 1u v 1 u v 1 0
1u ,v 7u v 7 7

. 

 Thay ngöôïc laïi bieán ( )x;y  

 Suy ra: ( )
 
− + − −  − +  =        

 

35 356 6
7 7 35 35

1 17 7
7 1 7 1 7 7x;y ; ; ;
2 2 2 2

. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 


+ = −

 + + + + =

3 2

2 2

35y 3xy
2

5x 5y 2xy 5x 13y 0
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 
( )

 −
= −  − + = ⇔ 

− + + − = + + + − =

3 3

3 3

2 2 2 2
2 2

u v 35
u v 35 0 (1)2 2

5 u v 3u 2v 9u 4v 0 (2)u v 9u 4v 0
2 2

. 

 Giaûi heä naøy baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh baèng caùch laáy +(1) 3.(2) theo 

veá ta ñöôïc: ( )( )− + + + + − + =2 2u v 5 u uv 4u v v 7 0 . 

 Tìm ñöôïc: ( ) ( ) ( )= − −u;v 3;2 ; 2;3 .  

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= − − −   
   

1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

.         

Caùch khaùc: Laáy +(1) 3.(2) ta ñöôïc: 

( )


= −

      + + + + = ⇔ = −            
 = −

2 2

5y
2

1 5 12y 5 3 x y 0 x
2 2 2

5y
2

. 

 
B. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 



Baøi 1.1. Giaûi heä phöông trình 
 + = + +


− =

2 2

2 2

x y xy x y

x y 3
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

 + −   + − == + ⇔ 
= =

2 2 2 2
2 2u v u v u 3v 4u 0u

2 4
uv 3uv 3

. 

 

 + − = − + = ⇔ ⇔ 
= = 

2 4 3
2

27u 4u 0 u 4u 27 0
u

33 vv uu

. 

 

( ) ( ) − + +   = + = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= − = =   =



2 2u 3 u 2u 3 u 3 x y 3 x 2
3 v 1 x y 1 y 1v
u

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 2;1 .      

Baøi 1.2. Giaûi heä phöông trình 
 + + = +

 + + =

2

2 2

x 2x 6 y 1

x xy y 7
.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ≥ −y 1, khi ñoù heä töông ñöông vôùi:  

( ) ( ) ( ) ( )

 + + = + + − + − + =
 ⇔    − + + = − + + =        

2 2 2 2

2 2 2 2

x 2x 6 y 2y 1 x y 2(x y) 5 0
1 1x y 3 x y 7 x y 3 x y 28
4 4

. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y , khi ñoù heä trôû thaønh:  

 + + =  = − = ⇔ ∨  
= − = −+ =  

2 2

uv 2v 5 0 u 1 u 3
v 5 v 13u v 28

. 

 +  Vôùi 
  = − + = − = −

⇔ ⇔  
= − − = − =  

u 1 x y 1 x 3
v 5 x y 5 y 2

( thoûa maõn ñieàu kieän). 

 + Vôùi 
  = + = =

⇔ ⇔  
= − − = − =  

u 3 x y 3 x 1
v 1 x y 1 y 2

( thoûa maõn ñieàu kieän). 

 Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình laø ( ) ( ) ( )= −x;y 1;2 , 3;2 . 



Baøi 1.3. Giaûi heä phöông trình 

( )

 − −
− =


 − + + =

2 2

2 2

x y 4x y
5
453x 4y x y 16
2

. 

Lôøi giaûi 
 Ñaây laø heä toång quaùt baäc hai ñaõ bieát caùch giaûi döôùi ñaây trình baøy theo phöông 

phaùp ñaët aån phuï daïng toång hieäu. 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )

 − −
− =


− + + − + + =

2 2

2 2 2 2

x y 4x y
5

1 7 45x y x y x y 16
2 2 2

. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  
( )

 −
=  − − = ⇔ 

− − + = − + + + =

2 2
2 2

uv 4v uv 4 5v 05
1 7 45 14uv u v 90u 64u v uv u 16
4 2 2

. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
 − − = − − = ⇔ ⇔ 

+ − + − + = + − + =  
2 2

uv 4 5v 0 uv 4 5v 0

u v 16 4 5v 90u 64 0 u v 90 u v 0
. 

 

 = = −
 + = = = − + = 

− − =    − +⇔ ⇔ ⇔+ =  = =  + = − − =   − − = + −  = =


u 1,v 1
u v 0 u 4,v 4u v 0
uv 4 5v 0 95 9 89 85 9 89u v 90 u ,vu v 90 2 2uv 4 5v 0
uv 4 5v 0 95 9 89 85 9 89u ,v

2 2

. 

 Thay ngöôïc laïi tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä laø: 

( ) ( ) ( )
   − +

=       
   

5 9 89 5 9 89x;y 0;1 ; 0;4 ; 45; ; 45;
2 2

. 

Baøi 1.4. Giaûi heä phöông trình ( ) + + = −

 − + = −

42 2

2 2

x xy y x y

x xy y x y
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y heä phöông trình trôû thaønh: 



  

 −+
==  ⇔ 

+ − = + − =  

4 22 2
24

2 2 4 2
2

4v v3u v uv
34

u 3v 4v vv 3v 4v 0
4 3  

 
( )( )

 −
=⇔ 

 − + + =

4 2
2

2

4v vu
3

v v 1 4v 4v 12 0

u 0,v 0
u 1,v 1
u 1,v 1

 = =
⇔ = − =
 = =

 

 

x y 0
x y 0

x 0,y 0
x y 1

x 0,y 1
x y 1

x 1,y 0
x y 1
x y 1

 + =


− =  = = + = − ⇔ ⇔ = = −  − =  = =  + =
 − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )= −x;y 0;0 ; 1;0 ; 0; 1 .    

Caùch 2: Ta vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
 − + = −  ⇒ − − − = − − −  

  − + = −

2 4
4 2 2

2

x y 3xy x y
x y x y 3 x y x y

x y xy x y
. 

Baøi 1.5. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

 − = − +


− = − −

2 2

2 22 2

x y 8x 6y 1

x y 10 x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

 +
= − = + + ⇔ 
 += −  = −  − 

22 2 2
2 2

7v 1u
v 1uv u 7v 1

7v 1u v 10v 1 v 10v 1
v 1

 

 Do =v 1khoâng thoa maõn heä phöông trình. 

 
( )( )( )

 +  = = −= −⇔ ⇔  = = − + + − + = 
2

7v 1 u 3,v 1u
v 1 1u 1,vv 1 3v 1 13v 6v 1 0 3

. 



 

 + = = − = −  =⇔ ⇔  + =    =− = −  =

1x y 3 x
3

x y 1 2yx y 1 3
1 x 1x y
3 y 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 
=  
 

1 2x;y ; ; 1;2
3 3

.        

Baøi 1.6. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

 + + = + +

 + − = + +

4 3 2 2

2 2

4 x 2x y x y 2x 2y 9

3x 2xy y 6 x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

 + + − + = + +

 + + − + = + +

2 2

2

x y x y x y 2 x y 9

x y 2 x y x y 6 x y 6
. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) + = +

 + = +

2 2

2

u v u 2u 9

u 2uv 6u 6

( )22

2

u uv 2u 9

6u 6 uuv
2


+ = +⇔ 

+ − =

 

 

22
2

2

6u 6 uu 2u 9
2

6u 6 uuv
2

 + − + = +  
 ⇔ 
 + − =


4 3 2

2

u 12u 48u 64u 0

6u 6 uuv
2

 + + + =
⇔  + −

=


. 

 

( )3
2

u u 4 0

6u 6 uuv
2

 + =⇔  + − =


 + = −= − =  ⇔ ⇔ ⇔  
− ==   = −  

1x y 4u 4 x
8

1717 33x yv y84 8

.  

 Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
= − 
 

1 33x;y ;
8 8

.   

 
 
 



Baøi 1.7. Giaûi heä phöông trình: 

 
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

 + − + = − −
  − − + − + + + = − − + −  

 

2

2 22 2 2 2 2 2

x y x y 1 6x 6y 2

x y 2x 2y x y x y x y 12 x y x y 1
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

 + = −


+ + = − −

2

3 2

u v 1 6v 2

uv u v 2uv u 12v v 1
. 

 Nhaän thaáy = −v 1 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠ −v 1 khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 

  

 −
= +


   − − − + + = − −    + + +   

2

2
2 2 2

6v 2u
v 1

6v 2 6v 2 6v 2v 2v .v 12y v 1
v 1 v 1 v 1

. 

 

( )( )
( ) ( ) ( )

 −
=  −  −+ ==  +⇔ ⇔ ∨+  − +

  = − = + = +  +

2
22

2
22

2

6v 2u 6v 26v 2v 1 uu v 1v 14 v 1 9v 1 v
v 1 v 1 4 9v 1 v v 1

v 1

. 

 

 + − − = = ±⇔ ∨  −= =  +

3 2

2

36v 3v 2v 1 0u 2
6v 2v 1 u
v 1

. 

 

( )( ) − + + =  =   = ± = ±⇔ ∨ ⇔ ∨   − == =   = +

2

2

3v 1 12v 5v 1 0 u 0
u 2 u 2

16v 2 vv 1 v 1u 3v 1

. 

 Thay ngöôïc laïi x,y  ta tìm ñöôïc: 

( )     
= − − − − + − +    
     

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1x;y ; ; ; ; ;
6 6 2 2 2 22 2 2 2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( )     
= − − − − + − +    
     

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1x;y ; ; ; ; ;
6 6 2 2 2 22 2 2 2

. 

Baøi 1.8. Tìm nghieäm döông cuûa heä phöông trình: 



( )( )
( )( )

 − − + =


− + − − =
22 2

2x 7 x y 3 0

3x 4xy 4y 7 x y 1
 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

 + + − − − + =

 + − − + − − − =  

2 2 22 2

x y x y 7 x y 3 0

3 x y 2 x y 11 x y 28 x y 4
. 

 Ñaët ( )= + = − >u x y,v x y, u 0  heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )
 + − + =


− + − =
2 2 2

u v 7 v 3 0

3u 2uv 11v 28 v 4
. 

 Giaûi heä naøy baèng phöông phaùp theá chuù yù >u 0 tìm ñöôïc = ⇒ =u 4 v 2 . 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm döông duy nhaát ( ) ( )=x;y 3;1 .    

  Toång quaùt: Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
 − + = −


 − =


4 4

22 2

x a 1 x y ay

x y
 

Baøi 1.9. Giaûi heä phöông trình 
( )
 − = −


+ =

4 4

3

x y 4x 3y

x y 7
 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) + + −  + = += − ⇔ 
  ==

2 2 2 2

33

u v u v u v uv u v u 7vuv. 4. 3.
2 2 2

u 7u 7

. 

 

( ) ( ) + = + − = ⇔ ⇔ 
 = = 

2 2 3 3

3 3

uv u v u u v u v 1 0

u 7 u 7
. 

 

 +
=   = + =⇔ ⇔ ⇔  

= − =  −  =

3

3 3

3

7 1x
u 7 x y 7 2
v 1 x y 1 7 1y

2

. 



 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )
 + −

=   
 

3 37 1 7 1x;y ;
2 2

.       

Baøi 1.10. Giaûi heä phöông trình 
( )
 − = −


− =

4 4

32 2

x 2x y y

x y 3
. 

Lôøi giaûi 
 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( )

( )
( )

 + = + + = + ⇔ 
 = = 

2 2 2 2 3 4

3 3

uv u v u 3v uv u v u u v

uv 3 uv 3
. 

 

( )( )
( )

 + − = = = =− − =  ⇔ ⇔ ⇔  = = =  = = −  

3 3
33 2

33
3

3 3

1 3 3 1u 3,v 1 x ,yu v 1 1 u v 0 2 2
1 2 1u ,v 9uv 3 x ,y3 3 3

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm phaân bieät laø: 

( )
   + −

= −       

3 3

3 3
1 3 3 1 2 1x;y ; ; ;

2 2 3 3
. 

Baøi 1.11. Giaûi heä phöông trình 
 − = +


+ − − = −

2 2

4 4 2 2 2 2

x y 4x 6y

x y 5x 5y 2x y 10xy
.  

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
( ) ( )

 − = + − −

  + − + + − = −  

 

2 2

2 24 4 2 2

x y 5 x y x y

5x y x y x y 2x y 10xy
2

. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y  heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

 
( )

 = −


  + + − −
− + = −     

24 2 2 4 2 2 2 2
2 2

uv 5u v

u 6u v v 5 u v u vu v 2 10.
8 2 4 2

. 

 ( )
 = − = − ⇔ ⇔ 

+ − = − + − =  
22 2 2 2 2 2

uv 5u vuv 5u v

8u v 20u 60v 0 8 5u v 20u 60v 0
. 



 

 
 = = = =
 

+ + + + ⇔ = − = ⇔ = − = − 
 

− + − + − + = = = =  

u 0,v 0 x 0,y 0

1 815 75 815 812 2 815 838 24 815u ,v x ,y
11 3 143 143

1 815 75 815 812 2 815 838 24 815u ,v x ,y
11 3 143 143

 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( )
   + + + − +

= − −      
   

812 2 815 838 24 815 812 2 815 838 24 815x;y 0;0 ; ; ; ;
143 143 143 143

 

Baøi 1.12. Giaûi heä phöông trình 

 + − + − = +


    + −

+ =    
   

2 2

3 3

2xy y x y x y x y
14 2 2

x y x y 9
2 2

.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: + ≥ − ≥x y 0,x y 0 . 

 Ñaët + −
= =

x y x yu ,v
2 2

 töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra + >u v 0 khi 

ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )( ) ( ) + − + −
 = +


+ =

2 2 2 2 2 2

3 3

2 u v u v 2uv u v
u v

14
u v 9

. 

 

( )( ) ( ) ( ) + − + − = +⇔ 
 + =

2 2 2 2 2 2

3 3

u v u v uv u v 7 u v

u v 9  

 

( )( ) ( ) − + + − =⇔ 
 + =

2 2

3 3

u v u v uv u v 7

u v 9

( )( ) − + + =⇔ 
 + =

2 2

3 3

u v u uv v 7

u v 9
 

 

 − = =⇔ ⇔ 
=+ = 

3 3

3 3

u v 7 u 2
v 1u v 9

 +
=  =⇔ ⇔ 

=−  =

x y 2 x 52
y 3x y 1

2

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 5;3 .     



Baøi 1.13. Giaûi heä phöông trình ( )
( )

( )
 − − =
 ∈ + − − − = −



2 2

2

2

x y 6 0
4  x,yx y 1 3 0

x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: − ≠x y 0 .  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )
( )

( )

 + − =

 + − − − =

−

2

2

x y x y 6

4x y 1 3 0
x y

. 

 Ñaët = + = −a x y;b x y  khi ñoù heä trôû thaønh: 

 

( )

 = = ⇔ − − − =  − + − − = 

2 2
22

6ab 6 b
a

4a 1 3 0 aa 2a 1 3 0b 9
2

6b
a

8a 18a 18 0


=⇔ 

 − − =

 

 

a 3,b 2
3a ,b 8
4

 = =
⇔  = − = −


 + =
 − = = = 
 ⇔ ⇔ + = −  = − =  + = −

x y 3
5 1x y 2 x ,y
2 2

3 35 29x y x ,y4 8 8
x y 8

. 

 Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( )    
= −   
   

5 1 35 29x;y ; ; ;
2 2 8 8

. 

Baøi 1.14. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =



+ − = −
2 23

x 1 y 1 2
72xy 29 x y 4
x y

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: − ≠ ≥ −x y 0,x,y 1 . 

 Bình phöông hai veá phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

  + + + + + + = ⇔ + + + = − −x y 2 2 xy x y 1 4 2 xy x y 1 2 x y . 

 ( ) ( ) ( ) ( )
 + ≤ + ≤ ⇔ ⇔ 

+ + + = − − − = +  
2 2

x y 2 x y 2

4 xy x y 1 2 x y x y 8 x y
. 

 Ñaët ( )= + = − ≠ − ≤ ≤u x y,v x y, v 0, 2 u 2 khi ñoù ta coù heä phöông trình: 



  

( )
 =  = ⇔ −

− − = + =


2
2

2 2
33

v 8u
v 8u

18 u v
9v 112v 108 029 uv 4

v

. 

 

 
 
  + = =   − = = −    = =    + = = −   ⇔ = − = ⇔ ⇔     − = − =     = − =     + = = −   
  
  − = − =
    

x y 2 x 3
x y 4 y 1

v 4,u 2 8 8x y x8 8 9 9v ,u
3 9 8 16x y y4 2 3 9v ,u
3 9 2 5x y x

9 9
4 7x y y
3 9

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( )    
= − − −   

   

8 16 5 7x;y 3; 1 ; ; ; ;
9 9 9 9

. 

Baøi 1.15. Giaûi heä phöông trình 
 + + = − +


+ =

4 4 2 2 2 2

2 2

3x 3y 10x y 2 6x 6y

3x y 4x
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )


+ + − + − + − =


 + + − + − = + + −

24 4 2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y x y 6 x y 2

x y x y x y 2 x y x y
. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
 + + + =


+ + = +

4 4 2 2

2 2

u v u v 6uv 2

u uv v 2 u v
. 

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I ñaõ bieát caùch giaûi. Chuù yù ñaúng thöùc 

 
( )( )4 4 2 2 2 2 2 2u v u v u v uv u v uv+ + = + − + +

 

      
( )( ) ( )2 2 3 32 u v u v uv 2 u v= + + − = +  



 Suy ra 
( )

 − +
= = + + = ⇔ + + = + + − = =



3 3

2 2

1 5 1 5u ,vu v 3uv 1 2 2
u v uv 2 u v 1 5 1 5u ,v

2 2

. 

 

 −
 + = + − = = = − ⇔ ⇔  + = =+ = 


− − =

1 5x y
2

1 5 1 5x y x ,y
2 2 2

1 51 5 x ,yx y
2 22

1 5x y
2

.    

Caùch 2: Ruùt = −2 2y 4x 3x  töø phöông trình thöù hai vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä 
ta ñöôïc keát quaû töông töï.  

 
( ) ( ) ( )+ − + − = − + −

24 2 2 2 2 23x 3 4x 3x 10x 4x 3x 2 6x 6 4x 3x . 

 

( )( )


=  = = − − ⇔ − − − = ⇔ = ⇒  = = + =



2

1x
2 1 5x ,y7 57 2 22x 1 8x 14x 1 0 x

8 1 5x ,y7 57 2 2x
8

.   

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )
   

= −      
   

1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

.   

Baøi 1.16. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( ) ( )


+ + + + + = − +


 − + + − + − = − +

3 3 2 2

2 22 2

1x y x 3y 1 y 3x 1
x y 1

84 x y 4 x y 8x 8y 17
x y

 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )( )+ − + ≠x y x y 1 0 . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  

( )

( ) ( ) ( )


+ + + = − +


 − + + − − − = − +

3

2 22 2

1x y x y
x y 1

84 x y 4 x y 8 x y 17
x y

. 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

  − + + + + =   ⇔    + − + + − − − = −   

3

2 22 2

x y 1 x y x y 1

x y 4 x y 4 x y 8 x y 17 8
. 

 Ñaët = + = −u x y,v x y heä phöông trình trôû thaønh: 

 + + + =


+ − − = −

3 3

3 2 3

u v u uv u 1

4u v 4u 8uv 17u 8
. 

 Nhaän thaáy =u 0 khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
 Xeùt ≠u 0 khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

  

( )( ) + + =

 + − − = −

3

3 2 3

u u v 1 1

4u v 4u 8uv 17u 8
  

 


= −

+⇔ 
    − + − − − = −    + +   

3

2
3 3

3 3

1v 1
u u

1 14u 1 4u 8u 1 17u 8
u u u u

 

 ( ) ( )( )

 
= − = −  + +⇔ ⇔ 

 + − − = − + + =  

3 3

6 4 2 2 4 2

1 1v 1 v 1
u u u u

u 8u 7u 10u 5 0 u u 1 8u 15u 5 0
 

 

 = = − = −⇔ ⇔ 
= −  = = −+ 

2

3

3u 1 u 1,v
2

1 1v 1 u 1,vu u 2

. 

 Thay ngöôïc laïi tìm ra ( )    
= −   
   

5 1 1 3x;y ; ; ;
4 4 4 4

.  

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( )    
= −   
   

5 1 1 3x;y ; ; ;
4 4 4 4

.     



Chuû ñeà 10. KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG TÍNH ÑÔN ÑIEÄU CUÛA HAØM SOÁ 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Ñònh lyù 1: Neáu f(x) laø haøm ñoàng bieán(hoaëc nghòch bieán) treân ( )a;b thì 

phöông trình f(x) 0= neáu coù nghieäm thì ñoù laø nghieäm duy nhaát treân ( )a;b .  

 Ñònh lyù 2: Neáu f(x) laø haøm ñoàng bieán (hoaëc nghòch bieán) treân ( )a;b khi ñoù 

vôùi moïi ( )u,v a;b∈ thoûa maõn f(u) f(v) u v= ⇔ = . 

 Moät soá daïng phöông trình xuaát phaùt töø haøm soá nhö sau: 
Daïng 1: Phöông trình coù daïng f(u) f(v)= . 

 - Thoâng thöôøng töø moät phöông trình cuûa heä ta nhaän ra ñaúng thöùc f(u) f(v)= . 

 - Coäng, tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ñöa veà f(u) f(v)= . 

 - Vieäc caàn laøm laø xeùt haøm haøm tröng f(t) chöùng minh f(t) nghòch bieán hoaëc 
ñoàng bieán treân taäp K .    

Daïng 2: Phöông trình coù daïng f(x) g(x) 0+ = . 

 - Töø moät phöông trình cuûa heä ta tìm ñöôïc mieàn xaùc ñònh x a;b ∈   vaø y c;d ∈  . 

 - Chöùng minh 0 0x a;b y c;d
min f(x) min g(y) f(x ) g(y ) 0
   ∈ ∈   

+ = + = . 

 - Chöùng minh 0 0x a;b y c;d
max f(x) max g(y) f(x ) g(y ) 0
   ∈ ∈   

+ = + = . 

 - Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 0

0

x x
y y

 =


=
. 

 Do vaäy kyõ naêng xöû lyù laø tìm giaù trò lôùn nhaát vaø giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá 
vaø nhôù kieåm tra nghieäm ( )0 0x ;y coù thoûa maõn hay khoâng.            

 Chuù yù. Ñoái vôùi caùc em lôùp 10 chöa ñöôïc hoïc veà ñaïo haøm ñeå chöùng minh 
haøm ñoàng bieán, nghòch bieán ta xöû lyù nhö sau: 

 Xeùt tyû soá 1 2

1 2

f(x ) f(x )
k

x x
−

=
−

vôùi moïi ( )1 2x ,x a;b∈ vaø 1 2x x≠ .   

 - Neáu k 0> thì f laø haøm ñoàng bieán treân ( )a;b . 

 - Neáu k 0< thì f laø haøm nghòch bieán treân ( )a;b .        

 Moät soá daïng heä thöôøng söû duïng phöông phaùp haøm soá 
 - Heä ñoái xöùng loaïi II. 
 - Heä hoaùn vò voøng quanh(xem chöông 4). 



 Löu yù. Vôùi heä xöû lyù ñöôïc baèng phöông phaùp haøm soá thì cuõng coù theå xöû lyù 
ñöôïc baèng phöông phaùp nhaân lieân hôïp. 

 Chaúng haïn heä phöông trình 

( ) ( )

2 2

22 2 4 4

x x 1 y y 1 1 (1)

x y 4 x y x y  (2)

  + + + + =    

 + = − +

. 

 Phöông trình 2 2(1) x x 1 y 1 y (3)⇔ + + = + − . 

 Ñeán ñaây ta coù hai höôùng xöû lyù cô baûn hay ñöôïc xöû duïng nhö sau: 

 Höôùng 1: 
2 2

2 2

2 2

x yx y x 1 y 1 0 x y 0
x 1 y 1

−
+ + + − + = ⇔ + + =

+ + +
. 

 
( )

2 2

x yx y 1 0 x y
x 1 y 1

 − ⇔ + + = ⇔ = −
 + + + 

.     

 Do 
2 2

2 2 2 2 2 2

x x y yx 1 x y 1 yx y1 0
x 1 y 1 x 1 y 1 x 1 y 1

+ + −+ + + + −−
+ = > ≥

+ + + + + + + + +
. 

 Höôùng 2: Xeùt haøm soá 2f(t) t t 1= + + treân  , ta coù: 

 

2

2 2 2

t tt t 1 tf '(t) 1 0
t 1 t 1 t 1

++ +
= + = > ≥

+ + +
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân 

 vì vaäy phöông trình 

 (3) f(x) f( y) x y⇔ = − ⇔ = − . 

 Vieäc coøn laïi laø theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm duy 
nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .  

A. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
4 4

2014 2014

x 4x y 4y (1)

x y 1 (2)

 − = −


+ =
 . 

Lôøi giaûi 

 Töø phöông trình (2)  suy ra 
2014

2014

x 1 1 x 1
1 y 1y 1

 ≤ − ≤ ≤ ⇔ 
− ≤ ≤≤ 

 . 

 Xeùt haøm soá 4f(t) t 4t= − treân ñoaïn 1;1 −   ta chöùng minh f(t) laø haøm nghòch 

bieán treân 1;1 −   baèng hai caùch nhö sau: 



Caùch 1: Phuø hôïp vôùi kieán thöùc lôùp 10 chöa ñöôïc hoïc veà ñaïo haøm. 
 Vôùi moïi 1 2 1 2t ,t 1;1 ,t t ∈ − ≠   ta coù  

 

( ) ( )( )
4 4
1 2 1 2 2 21 2

1 2 1 2
1 2 1 2

t t 4 t tf(t ) f(t )
k t t t t 4 4 4 0

t t t t
− − −−

= = = + + − ≤ − =
− −

. 

 Do ñoù f(t) laø haøm nghòch bieán treân 1;1 −  vì vaäy (1) f(x) f(y) x y⇔ = ⇔ = . 

Thay vaøo (2) ta tìm ñöôïc 2014 1x y
2

= = ±  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 2014 20141 1x;y ;
2 2

 
= ± ±  
 

 . 

Caùch 2: Söû duïng ñaïo haøm  
 Ta coù 3f '(t) 4t 4 4 4 0= − ≤ − =  neân f(t) laø haøm nghòch bieán treân 1;1 −   ñeán 

ñaây xöû lyù tieáp nhö lôøi giaûi treân. 

 Nhaän xeùt. Vôùi caùch xeùt tyû soá 1 2

1 2

f(t ) f(t )
k

t t
−

=
−

 ta chöùng minh ñöôïc haøm ñoàng 

bieán hoaëc nghòch bieán raát phuø hôïp vôùi kieán thöùc cuûa moät hoïc sinh lôùp 10 
nhöng haïn cheá cuûa phöông phaùp naøy laø neáu haøm f(t) coù daïng phöùc taïp thì 

böôùc chöùng minh ( )k 0 k 0> < khoù khaên hôn raát nhieàu. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
( )

3

4

x 2 y 1 27 x  (1)

x 2 1 y (2)

 − − − = −


− + =

. 

 Phaân tích lôøi giaûi. Nhaän thaáy töø (2) ta coù theå ruùt y töï do theo bieán x do vaäy 

vieäc theá ñöôïc löïa choïn ñaàu tieân tuy nhieân sau khi theá ñöa veà moät phöông 
trình coù chöùa caùc nhaân töû töø 3x  cho ñeán x 2−  do vaäy ta suy nghó ñeán moät 
caùch naøo ñoù coù theå tìm ñöôïc nghieäm cuûa phöông trình moät caùch deã daøng. 
Nhö ñaõ noùi ôû phaàn treân ñoù laø nhaåm nghieäm vaø xöû lyù theo hai höôùng 

 - Höôùng 1: Xeùt haøm soá 
 - Höôùng 2: Nhaân lieân hôïp. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän x 2,y 1≥ ≥  . 

 Theá ( )4y x 2 1= − +  töø phöông trình (2) vaøo phöông trình (1)  ta ñöôïc: 

 ( )2 3 3 2x 2 x 2 27 x x x 4x x 2 31 0 (3)− − − = − ⇔ − + + − − = . 



 Xeùt haøm soá 3 2f(x) x x 4x x 2 31= − + + − −  treân )2; +∞  . 

 Ta coù ( )2 1f '(x) 3x 2x 3 0, x 2;
2 x 2

= − + + > ∀ ∈ +∞
−

 neân f(x) laø haøm ñoàng 

bieán treân ( )2;+∞  . Maët khaùc f(3) 0= do ñoù (3) x 3⇔ = suy ra ( ) ( )x;y 3;2= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;2= .    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình
2 2

2

x 1 x y 1 y 1

x 6x 2x 1 4xy 6x 1

  + + + + =    
 + + = + +

. 

Lôøi giaûi 

 Do 2 2y y 1 y 1 y 1  + + + − =  
  

neân töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä, ta suy 

ra: 2 2x 1 x y y 1 f(x) f( y)+ + = − + + ⇔ = − . 

 Xeùt haøm soá 2f(x) x 1 x= + +  ta coù: 

2

2 2 2

x xx 1 x xf '(x) 1 0, x
1 x 1 x 1 x

++ +
= + = > ≥ ∀ ∈

+ + +


.
. 

 Do ñoù haøm soá f(x) ñoàng bieán treân  . Neân f(x) f( y) x y= − ⇔ = − . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù phöông trình : 

  

2
2 2 2 2x 25x 6x 2x 1 4x 6x 1 6x 2x 1 x

2 4
 

+ + = − + + ⇔ + + − = 
 

. 

 

2

2

x 1 y 1
6x 2x 1 3x

3 11 3 11x y6x 2x 1 2x 2 2

 = ⇒ = − + + = ⇔ ⇔ − − + = ⇒ =+ + = −  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3 11 3 11x,y 1, 1 ; ;
2 2

 − − +
= −   

 
. 

Baøi 4. (TSÑH Khoái A 2010) Giaûi heä phöông trình:  
2

2 2

(4x 1)x (y 3) 5 2y 0 (1)

4x y 2 3 4x 7 (2)

 + + − − =


+ + − =
 . 

 
 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 

3x
4
5y
2


≤


 ≤


, khi ñoù phöông trình (1) töông ñöông vôùi: 

  
2 (5 2y) 1(4x 1)x ( ) 5 2y 0

2
− − −

+ + − = . 

 
2 2(4x 1)(2x) (( 5 2y) 1) 5 2y  (3)⇔ + = − + − . 

 Xeùt haøm soá ( )2f(t) t t 1= + treân  , ta coù: 2f '(t) 3t 1 0, t= + > ∀ ∈ neân laø haøm 

ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy: 2

x 0
(3) f(2x) f( 5 2y) 2x 5 2y 5 4xy

2

 ≥
⇔ = − ⇔ = − ⇔  −

=


. 

 Thay 
25 4xy

2
−

=  vaøo (2) ta ñöôïc phöông trình:  

2
2 25 4x4x ( ) 2 3 4x 7 (4)

2
−

+ + − = . 

 Suy ra 30 x
4

≤ ≤ . Xeùt haøm soá 
2

2 25 4xf(x) 4x ( ) 2 3 4x 7
2

−
= + + − − treân 

ñoaïn 30;
4

 
 
 

. 

 Ta coù 2 4 3f '(x) 4x(3 4x ) 0, x 0;
43 4x

 −
= − + + < ∀ ∈ 

−  
neân f(x) nghòch bieán 

treân 30;
4

 
 
 

.   

 Vì vaäy phöông trình 1 1(4) f(x) f x y 2
2 2

 
⇔ = ⇔ = ⇒ = 

 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y ;2
2

 
=  
 

. 

 Nhaän xeùt. Ngoaøi ra heä treân coøn giaûi ñöôïc baèng caùch ñöa veà heä hoaùn vò laëp 
voøng quanh(xem chöông 4). Qua baøi toaùn treân ta coù moät daáu hieäu nhaän dieän 
phöông phaùp haøm soá khi moät phöông trình cuûa heä coù daïng: 

( ) ( )mx n ax b py q cy d+ + = + + . 



Baøi 5. (TSÑH Khoái A,A1 2013) Giaûi heä phöông trình:  

( )
4 4

2 2

x 1 x 1 y 2 y

x 2x y 1 y 6y 1 0

 + + − − + =


+ − + − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän x 1≥ .  
 Khi ñoù bieán ñoåi phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh:  

( )2x y 1 4y 0 y 0+ − = ≥ ⇒ ≥ . 

 Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä thaønh 

( )44 4 4x 1 2 x 1 y 2 y (1)− + + − = + + . 

 Ñeán ñaây ta xeùt haøm soá 4f(u) u u 2= + + treân nöûa khoaûng )0; +∞ . 

 Ta coù 
3

4

2uf '(u) 1 0, u 0
u 2

= + > ∀ ≥
+

neân f(u) laø haøm taêng treân )0; +∞ .  

Do ñoù ( )4 4 4(1) f x 1 f(y) y x 1 x y 1⇔ − = ⇔ = − ⇔ = + . 

 Theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc phöông trình ( )24y y 4y+ = . 

 
( ) ( )

23
23

y 0
y y y 1 4 0

y y 1 4 0

 =  ⇔ + − = ⇔   + − =  

 . 

 Vôùi y 0 x 1= ⇒ = . 

 Vôùi ( )23y y 1 4 0+ − = ta xeùt haøm soá ( )23g(u) u u 1 4= + − . 

  Ta coù: ( ) ( )23 3 3g'(u) u 1 3u u 1 0, u 0= + + + > ∀ ≥ . Maët khaùc: g(1) 0= .  

 Do ñoù y 1= suy ra ( ) ( )x;y 2;1=  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 2;1= . 

 Nhaän xeùt. Nhö ñaõ noùi moät baøi toaùn xöû lyù ñöôïc baèng phöông phaùp haøm soá thì 
cuõng coù theå xöû lyù baèng phöông phaùp nhaân lieân hôïp. Vì vaäy ta coù theå tìm ra 

4x y 1= +  baèng nhaân lieân hôïp nhö sau. Vôùi y 0≥ vaø töø (1) , ta coù:    

 



  4 4x 1 y 2 y x 1+ − + = − −  . 

 ( )( )
4 4

4 24

x y 1 y x 1

y x 1 y x 1x 1 y 2

− − − +
⇔ =

+ − + −+ + +
 . 

 

( ) ( )( )
4

4 24

1 1x y 1 0
y x 1 y x 1x 1 y 2

 
 ⇔ − − + = + − + − + + + 

 . 

 
4 4x y 1 0 x y 1⇔ − − = ⇔ = + .   

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình ( )

2

22

2 2

2 2 4y 1 1

x x 2x 2 1 y x 1

4y x 1 x 4y 3x 3 0

 + + =
 + − + − −

 − − − + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 0> ≠ . 

 Do 
( )

2 2

2 2

2 2 4y 1 2 2 4y 1
0

x x 2x 2 1 x 1 x 1 1

+ + + +
= >

+ − + − − + − +
 neân ñeå heä phöông trình coù 

nghieäm ta phaûi coù y 0> .   

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  

( )
( )

2
2

2

x 1 x 1 1
2y 2y 4y 1

x 1

− + − +
+ + =

−
. 

 ( )
2

2
1 1 12y 2y 4y 1 1 (1)

x 1 x 1 x 1
⇔ + + = + +

− − −
.  

 Xeùt haøm soá 2f(t) t t t 1= + + treân ( )0;+∞ , ta coù: 

 

2
2

2

tf '(t) 1 t 1 0, t 0
t 1

= + + + > ∀ >
+

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân ( )0;+∞ . 

 Vì vaäy 
( )

1 1 1(1) f(2y) f 2y y
x 1 x 1 2 x 1

 
⇔ = ⇔ = ⇔ = − − − 

. 

 Thay 
( )

1y
2 x 1

=
−

vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:    



  
( ) ( ) ( )

22 2 212y x 1 x 2 0 x 1 x 2 0
x 1

 
− − − − − = ⇔ − − + − = − 

. 

 

x 2 1x 2 y1 2x 1
x 1

 =
⇔ ⇔ = ⇒ =

= − −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y 2;
2

 
=  
 

.        

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )

2 2

2 2

3x 3y 5 10xy

31 2 x y 2 x 2xy y 4
2 x y

 + + =
 
 + − + = + + − − 

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 1 x y 0− ≤ − ≠ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

x y 4 x y 5

31 2 x y 2 x y 4
2 x y

 + = − +
 
 + − + = + −
 − 

. 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

x y 4 x y 5

31 2 x y 2 4 x y 1
2 x y

 + = − +⇔  
 + − + = − +
 − 

. 

 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

3

x y 4 x y 5

2 x y 3 2 x y 2 8 x y 2 x y  (1)

 + = − +⇔ 
 − + − + = − + −

. 

 Phöông trình (1) chæ chöùa bieán t x y= − neân ta ñaët t x y= − ñöa veà phöông trình: 

( ) ( )33 32t 3 2t 2 8t 2t 2t 2 2t 2 (2t) 2t (2)+ + = + ⇔ + + + = + . 

 Phöông trình naøy coù daïng haøm ñaëc tröng f(u) f(v)= neân ta xöû lyù baèng haøm soá.          

 Vaäy xeùt haøm soá 3f(u) u u= + treân  , ta coù: 

 
2f '(u) 3u 1 0, u 0= + > ∀ > neân haøm soá f(u) ñoàng bieán treân  . 

 Do ñoù ( )(2) f 2t 2 f(2t) 2t 2 2t⇔ + = ⇔ + =   



 
2

t 0
t 1 x y 1

4t 2t 2 0

 ≥⇔ ⇔ = ⇔ − =
− − =

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )2 2 x y 3
x 2,y 1x y 4 x y 5 x y 3
x 1,y 2x y 1 x y 1

 + =  = = + = − + ⇔ ⇔+ = −   = − = − − = − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 2;1= − − .   

 Nhaän xeùt. Ví duï naøy cho ta thaáy ñeå xeùt haøm ñoâi khi töø moät phöông trình cuûa 
heä ta chöa coù daáu hieäu cuûa haøm ñaëc tröng vaø pheùp toaùn theá hoaëc coäng tröø 
theo veá hai phöông trình cuûa heä seõ cho ta moät haøm ñaëc tröng. Ñieàu naøy ñoøi 
hoûi caùc em tinh yù nhìn nhaän hai phöông trình cuûa heä coù ñieåm naøo chung. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x 2x 5 3y y 4

x y 3x 3y 1 0

 + − + = + +

 − − + + =

. 

 Phaân tích lôøi giaûi.  Phöông trình thöù nhaát ñöôïc vieát laïi thaønh : 

 ( )2 2x x 1 4 3y y 4+ − + = + + . 

 Hai veá coù daïng gaàn töông töï nhau ; tuy nhieân sai khaùc nhau ñaïi löôïng x  vaø 
3y ; baây giôø theá 3y  töø phöông trình thöù hai cuûa heä vaøo chuùng ta seõ ñöôïc gì . 

  ( )2 2 2 2x x 1 4 y 3x 1 x y 4+ − + = + − − + +
 

 ( ) ( )2 2 2 2x 1 x 1 4 y y 4⇔ − + − + = + + . 

Lôøi giaûi 
 Ruùt 2 23y y 3x 1 x= + − −  töø phöông trình thöù hai cuûa heä thay vaøo phöông trình 

thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( )2 2 2 2x x 1 4 y 3x 1 x y 4+ − + = + − − + + . 

 ( ) ( )2 2 2 2x 1 x 1 4 y y 4⇔ − + − + = + + .

( ) ( )2 22 2x 1 y x 1 4 y 4 0⇔ − − + − + − + = . 

 

( ) ( )
( )

2 2
2 2

2 2

x 1 y
x 1 y 0

x 1 4 y 4

− −
⇔ − − + =

− + + +
. 



 ( )
( )2 2

2 2

11 x 1 y 0
x 1 4 y 4

 
  ⇔ + − − =    − + + + 

. 

 
( )2 2 y x 1
x 1 y 0

y 1 x
 = −

⇔ − − = ⇔  = −
. 

 Neáu y x 1= −  khi ñoù ta coù heä phöông trình :
2 2

y x 1

x y 3x 3y 1 0

 = −


− − + + =
. 

 

( ) ( )22

3xy x 1 2
1x x 1 3x 3 x 1 1 0 y
2


= = −  ⇔ ⇔ 

− − − + − + =  =


. 

 Neáu y 1 x= −  khi ñoù ta coù heä phöông trình :
2 2

y 1 x

x y 3x 3y 1 0

 = −


− − + + =
. 

 

( ) ( )22

3xy 1 x 4
1x 1 x 3x 3 1 x 1 0 y
4


= = −  ⇔ ⇔ 

− − − + − + =  =


.  

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) 3 1 3 1x;y ; ; ;
2 2 4 4

   
=    
   

. 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( )2 2 2

2 2

3x 2x 5 2x x 1 2 y 1 y 2y 2

x 2y 2x 4y 3

 − − + + = + + +

 + = − +

. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( ) ( )22 2 22x 2y 2x 5 2x x 1 2 y 1 y 1 1 2x 4y 3− − − + + = + + + − + − . 

 ( ) ( )22 2 22x 2x x 1 2y 4y 2 2 y 1 y 1 1⇔ + + = + + + + + + . 

 ( ) ( ) ( )2 22 2x x x 1 y 1 y 1 y 1 1 (1)⇔ + + = + + + + + . 

 Xeùt haøm soá 2f(t) t t t 1 = + + 
 

treân  , ta coù : 

 

2 2

2 2

t tf '(t) t t 1 t 1 t t 1 1
t 1 t 1

       = + + + + = + + +     + +     



    

2
2

2

t t 1
0, t

t 2

 + + 
 = > ∀ ∈

+


 
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy (1) f(x) f(y 1) x y 1⇔ = + ⇔ = + . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  ( ) ( )22 2 2

x y 1x y 1

x 2y 2x 4y 3 y 1 2y 2 y 1 4y 3

 = + = + ⇔ 
+ = − + + + = + − +  

. 

 

2

x 1
y 2

x y 1 5x3y 4y 4 0 3
2y
3

 = −


= −
 = +  ⇔ ⇔  =+ − =   =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 5 2x;y 1; 2 ; ;
3 3

 
= − −  

 
.             

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3 2

4 4 3 3 2 2

x 3x 9x 22 y 3y 9y
72x 2y 4x 4y 3x 3y x y
4

 − − + = + −


+ − + + + = − +


. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3

4 4

x 1 12 x 1 y 1 12 y 1  (1)

1 1x y 1 (2)
2 2

 − − − = + − +
    − + + =      

 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra:  
1 1 3 3 1x 1 x x 12 2 2 2 2

3 1 1 31 y y 1y 1
2 2 2 22

  − ≤ − ≤ ≤ − ≤ − ≤   ⇔ ⇔  
  − ≤ ≤ − ≤ + ≤+ ≤   

. 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 12t= −  treân 3 3;
2 2

 
− 
 

ta coù:  

 ( )2 3 3f '(t) 3 t 4 0, t ;
2 2

 
= − < ∀ ∈ − 

 
töùc f(t) laø haøm nghòch bieán treân 3 3;

2 2
 
− 
 

. 

 Do ñoù (1) f(x 1) f(y 1) x 1 y 1 x y 2⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = + . 



 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

4 4
4 3 23 1 33y y 1 2y 8y 15y 14y 0

2 2 8
   

+ + + = ⇔ + + + + =   
   

. 

 

2

1 3 1y x ,y1 3 11 2 2 2y y 2y 4y 0
2 2 2 3 1 3y x ,y

2 2 2

 
= − = = −    

⇔ + + + + = ⇔ ⇒    
     = − = = −  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 3 1 1 3x;y ; ; ;
2 2 2 2

   
= − −   
   

.    

 Nhaän xeùt. Nhö vaäy phöông trình ñaàu cuûa heä cho ta moät haøm ñaëc tröng tuy 

nhieân baûn thaân haøm soá 3f(t) t 12t= −  khoâng thöïc söï ñôn ñieäu treân moät taäp soá 

thöïc. Chính ñieàu naøy laøm ta suy nghó ñeán vieäc tìm mieàn cuûa nghieäm. Döôùi 
ñaây toâi trình baøy moät baøi toaùn coù hình thöùc töông töï nhöng caùch aùp duïng haøm 
soá töông ñoái khaùc. 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2 2

2 2

2x 4x 1 2y 2y 1 y 32

1x y x y
2

 + + + = +



+ − + =


 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

3 2 3 2

2 2

8x 2x 4y 2y y 32 0 (1)

1 1x y 1
2 2

 + + + − − =

   

− + + =   
   

 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra: 

1 1 3x 1 x2 2 2
3 11 yy 1
2 22

 − ≤ − ≤ ≤ ⇔ 
 − ≤ ≤+ ≤ 

. 

 Xeùt haøm soá 3 2f(x) 8x 2x= + treân 1 3;
2 2

 
− 
 

, ta coù: 

 

( )2
x 0

f '(x) 24x 4x 4x 6x 1 ;f '(x) 0 1x
6

 =
= + = + = ⇔  = −


. 

 Ta coù: 1 1 1 1 3 63f(0) 0,f ,f ,f
6 54 2 2 2 2

     
= − = − = − =     

     
. 



 Suy ra 
1 3x ;
2 2

3 63max f(x) f
2 2 

∈ − 
 

 
= = 

 
.    

 Xeùt haøm soá 3 2g(y) 4y 2y y 32= + − − treân 3 1;
2 2

 
− 
 

, ta coù: 

 

2 2

1y
2g'(y) 12y 4y 1;g'(y) 0 12y 4y 1 0

1y
6


= −

= + − = ⇔ + − = ⇔
 =

. 

 Ta coù: 3 79 1 63 1 1733 1 63g ,g ,g ,g
2 2 2 2 6 54 2 2

       
− = − − = − = − = −       
       

. 

 Suy ra 
3 1y ;
2 2

1 1 63max g(y) g g
2 2 2 

∈ − 
 

   
= − = = −   

   
. 

 Suy ra 
1 3 3 1x ; y ;
2 2 2 2

63 63f(x) g(y) max f(x) max g(y) 0
2 2   

∈ − ∈ −   
   

+ ≤ + = − = .  

 Do ñoù 

3x
2

1(1) f(x) g(y) 0 y
2

1y
2


=


⇔ + = ⇔ = −

 =

. 

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc nghieäm ( ) 3 1x;y ;
2 2

 
= − 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 1x;y ;
2 2

 
= − 
 

.         

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

3

2

14x 3x y 1 2y 1  (1)
2

2x x y 2y 1 0 (2)


− + − + =


 + + − + =

 . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 1 y 0
2

− ≤ ≤  . 

 Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

  ( )38x 6x 2y 1 3 2y 1 1 − + + − + =   . 



 ( )33(2x) 3.(2x) 2y 1 3 2y 1 1 (3)⇔ − + + − + =  . 

 Töø (2) ta coù ( )2 22x x y 2y 1 0 2x x 0 1 2x 0+ + − + = ⇒ + ≤ ⇔ − ≤ ≤  . 

 Vaø ta cuõng coù 0 2y 1 1≤ + ≤  . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= −   vôùi t 1≤  khi ñoù ( )2f '(t) 3 t 1 0= − ≤ neân f(t) laø 

haøm nghòch bieán  treân 1;1 −  . Vì vaäy ( )(3) f(2x) f 2y 1 1⇔ + + = .  

 Maët khaùc ( )f(2x) f 2y 1 f( 1) f(0) 1+ + ≤ − + = . Vì vaäy 

1x2x 1 2
2y 1 0 1y

2


= − = − ⇔ 

+ =  = −


  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
= − − 
 

.  

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2

2 2

11 7 3x 2 1 y y 7 0 (1)
2x 2x

x y xy 7x 6y 14 0


+ + + + − − =




+ + − − + =

.  

 Lôøi giaûi 
 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù : 

  

( )
( )

2 2

2 2

x x y 7 y 6y 14 0

y y x 6 x 7x 14 0

 + − + − + =


+ − + − + =
 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
x

2 2
y

102 xy 7 4 y 6y 14 0
3

7x 6 4 x 7x 14 0 1 y
3

 ≤ ≤∆ = − − − + ≥  ⇒ ⇔ 
 ∆ = − − − + ≥ ≤ ≤ 

.  

 Xeùt haøm soá 
2

11 7f(x) x 2 1
2x x

= + + +  treân 102;
3

 
 
 

vaø 3 23g(y) y y 7
2

= − −  treân 71;
3

 
 
 

. 

 Ta coù: ( )2

7y 1;
3

7 15g'(y) 3y 3y 3y y 1 0, y 1; min g(y) g(1)
3 2 

∈ 
 

 
= − = − ≥ ∀ ∈ ⇒ = = − 

 
. 

 Ta coù: 
2 2

3 3
2 2

11 14 11 14f '(x) 1 ;f '(x) 0 1 0
2x 2x7 7x 1 x 1

x x

= − − = ⇔ − − =

+ +

. 



 

( )
( ) ( )

2 2

22 2

11x
22x 11 x 7 28

2x 11 x 7 784


≥⇔ − + = ⇔ 

 − + =  

 

x 3⇔ =

 

(veá traùi laø haøm ñoàng bieán). 

 Ta coù: 
10x 2;
3

19 15 10 299 163 15f(2) 11,f(3) , f min f(x) f(3)
4 2 3 60 5 2 

∈ 
 

 
= + = = + ⇒ = = 

 
 

 Do ñoù 
10 7x 2; y 1;
3 3

x 315 15(1) f(x) g(y) min f(x) min g(y) 0
2 2 y 1   

∈ ∈   
   

 =
⇔ + = + = − = ⇔ 

=
 

 (thöû laïi thaáy thoûa maõn). 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= .                

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình: 
( ) ( )

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2

x y x 4x 5 x 2 x 2xy y 1 0

x y x y 2 1 x y

 + − + + − + + + =


− − = − +


 

Lôøi giaûi 
 Neáu x 2 y 2= ⇒ = − . 
 Neáu x y 0 x 2,y 2+ = ⇒ = = − . 

 Xeùt vôùi ( )( )x y 2 x 0+ − ≠ phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 2
2 x 1 x y 1

 (1)
2 x x y

− + + +
=

− +
. 

 Töø (1) suy ra ( )( )2 x x y 0− + > . 

 Xeùt haøm soá 
2t 1f(t)
t
+

=  treân ( ) ( );0 0;−∞ +∞ , ta coù:  

2 2

1f '(t) 0, t 0
t t 1

= − < ∀ ≠
+

. 

 Do ñoù f(t) laø haøm nghòch bieán treân moãi khoaûng ( );0−∞ vaø ( )0;+∞ . 

 Vaäy (1) f(2 x) f(x y) 2 x x y y 2 2x⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = − . 
 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( )2 22 2x 2 2x x 2 2x 2 1 x 2 2x   − − − − = − + −   

   
. 

 ( )( )3 2 26x 16x 7x 2 0 x 2 6x 4x 1 0⇔ − + + = ⇔ − − − = .   



 Tröôùc tieân ta coù: ( )( ) ( )( )2 x x y 0 2 x x 2 2x 0 x 2− + > ⇒ − + − > ⇔ ≠ .                 

 Do ñoù 2

2 10 2 10 4 10x x ,y
6 6 36x 4x 1 0

2 10 2 10 4 10x x ,y
6 6 3

 − − +
= = = 

 − − = ⇔ ⇒
 + + −

= = = 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø:  

( ) ( )2 10 4 10 2 10 4 10x;y ; ; ; ; 2; 2
6 3 6 3

   − + + −
= −      
   

. 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 2x 12xy 20y 0
ln 1 x ln 1 y x y

 − + =


+ − + = −
. 

 Nhaän xeùt. Phöông trình thöù hai cho ta haøm ñaëc tröng ( )y ln 1 x x= + − tuy 

nhieân 1 xy' 1
x 1 x 1

= − = −
+ +

ñoàng bieán treân khoaûng ( );0−∞ , nghòch bieán treân 

khoaûng ( )0;+∞ . 

 Do vaäy ta caàn xaùc ñònh ñöôïc mieàn giaù trò cuûa hai aån x,y . 

 Ta coù: ( )( )2 2 x 2y
x 12xy 20y 0 x 2y x 10y 0

x 10y
 =

− + = ⇔ − − = ⇔  =
. 

 Suy ra x,y cuøng daáu vôùi nhau do ñoù ta xeùt haøm soá ñöôïc. 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: x 1,y 1> − > − . 
 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) x 2y
x 2y x 10y 0

x 10y
 =

− − = ⇔  =
. 

 Suy ra x,y cuøng daáu vôùi nhau. 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: ( ) ( )ln 1 x x ln 1 y y (1)+ − = + − . 

 Xeùt haøm soá ( )f(t) ln 1 t t= + − treân ( )1;− +∞ ta coù: 

1 tf '(t) 1 ;f '(t) 0 t 0
t 1 t 1

= − = − = ⇔ =
+ +

. 

 Suy ra f(t) ñoàng bieán treân khoaûng ( )1;0− vaø nghòch bieán treân khoaûng 

( )0;+∞ . Maët khaùc x,y cuøng daáu neân (1) f(x) f(y) x y⇔ = ⇔ = . 



 Khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

x y
x 2y x 0

y 0x y
x 10y

 =


=  = ⇔  = = 
 =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .    

 Nhaän xeùt. Nhö vaäy vôùi moät soá baøi toaùn tính maø haøm soá ñôn ñieäu treân hai 
khoaûng ( );0−∞ vaø ( )0;+∞ ta khoâng tröïc tieáp söû duïng ñöôïc tính ñôn ñieäu cuûa 

haøm soá khi ñoù caàn tìm mieàn giaù trò cuûa xy vaø thöôøng laø chöùng minh 

xy 0> (töùc hai aån cuøng daáu khi ñoù chuùng cuøng thuoäc khoaûng ( );0−∞ hoaëc 

( )0;+∞ luùc naøy ta söû duïng haøm soá nhö caùc baøi toaùn hay laøm.   

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình
( )xy 1

2
2

2

x y 1

2x 9x 64x 18x 20 y 1
2x 9x 8

+ = +
 − + − + − + = +
 − +

 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 

2

2

4x 18x 20 0 52 x2x 9x 8 0 2
y 1y 1 0

− + − ≥  ≤ ≤ − + ≠ ⇔ 
  ≥ −+ ≥ 

. 

 Ñaët 
2

2 9 1 1 1t 4x 18x 20 4 x t 0;
4 4 2 2

   
= − + − = − + + ≤ ⇒ ∈   

   
. 

 Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh : 
2

4t 1 y 1
t 4

+ + = +
+

. 

 Xeùt haøm soá 
2

4f(t) t 1
t 4

= + +
+

, ta coù:  

( )
( )

( )

24 2

2 22 2

t 7t t 48tf '(t) 1 0
t 4 t 4

+ + −
= − ≥ >

+ +
. 

 Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân 10; f(t) f(0) 2
2

 
⇒ ≥ = 

 
.  

 Töø ñoù suy ra ta phaûi coù y 1 2 y 3+ ≥ ⇔ ≥ . 



 Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä laáy logarit töï nhieân hai veá ta ñöôïc : 

( ) ( ) ( )ln y 1ln xy 1 ln x x ln y 1  (*)
x y 1

+
+ = + ⇔ =

+
 

 Xeùt haøm soá ln ug(u)
u

= , ta coù 
2

1 ln ug'(u) 0 u e
u
−

= = ⇔ =  

 Suy ra haøm soá taêng trong khoaûng ( )0;e , giaûm trong khoaûng ( )e;+∞  

 Vaäy ta coù: 5 ln2x 2; g(x) g(2)
2 2

 
∈ ⇒ ≥ = 
 

  

 Vaø ) ln 4 ln2y 3; g(y) g(3)
4 2

∈ +∞ ⇒ ≤ = =  

 Töø ñoù suy ra phöông trình (*) töông ñöông vôùi : x 2;y 3= =  

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta thaáy thoûa maõn. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;3= .                      

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( )

2 2 4 2

x

2y 4y 3x x x 3

2 2y 2x 5 x 1 4

 + = +


− + − + =


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 2y 2x 5 0− + ≥ .  

 Nhaän thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä ; neân chia hai veá phöông trình thöù 

nhaát cuûa heä cho 3x , ta ñöôïc: 
3

32y 2y3. x 3x
x x

 
+ = + 

 
. 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= +  coù 2f '(t) 3t 3 0, t= + > ∀ ∈  neân suy ra f(t)  ñoàng 

bieán treân  . Vì vaäy 
22y 2y xf f(x) x y

x x 2
 

= ⇔ = ⇔ = 
 

 ; thay vaøo phöông 

trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: ( ) ( )2x 12 x 1 4 x 1 2 (1)−  
− + − − = 

 
. 

 Xeùt haøm soá u 2f(u) 2 u 4 u 2 = + − − 
 

 treân  , ta coù 

 

u 2

2

1f '(u) 2 u 4 u ln2 0
u 4

   = + − − >    + 
 ; do 

2

2

u 4 u u

1ln2 1
u 4

 + > ≥


> >
 +

. 



 Vaäy f(u)  ñoàng bieán. Maët khaùc f(0) 0=  do ñoù (1) x 1 0 x 1⇔ − = ⇔ =  ;  

 Suy ra 1y
2

= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y 1;
2

 
=  
 

.
 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 33

2x 1 x y 6 x y 2 x  (1)

2 12x 3xy 18x x 6x y 5 (2)

 − + = − − −

 + − = − − +

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän x y 0,x 2+ ≥ ≤  . 

 Phaân tích lôøi giaûi. Nhaän thaáy (2) laø phöông trình chöùa caên thöùc baäc ba vieäc 

tìm ra moái lieân heä ñôn giaûn giöõa hai aån x  vaø y  khoâng khaû thi vaäy ta taäp 

trung xöû lyù phöông trình (1) . 

 Nhaän thaáy coù nhaân töû chung x y+  hai veá vaø 2x 1− coù theå bieåu dieãn theo 

2 x−   neân chöa caàn xeùt voäi lieäu ( )x y 2 x 0+ − =  hay khoâng ta chia hai 

veá phöông trình cho ( )x y 2 x+ −   ta ñöôïc: 6 x y 2x 1
x y 2 x
− − −

=
+ −

 . 

 Ñieàu naøy  laøm ta suy nghó ñeán vieäc xeùt haøm soá vaø phöông trình treân coù daïng 
f(u) f(v)= . 

 Ñôn giaûn ta ñaët u x y= +  vaø v 2 x= −   khi ñoù ta ñöôïc: 
2 26 u 3 2v

u v
− −

=   

 Phöông trình naøy ta chöa theå xeùt haøm ñöôïc tuy nhieân ñeå yù ta tìm caùch bieåu 

dieãn 
23 2v

v
−  cho coù daïng veá traùi vaø vieát laïi: 

2 2 2 26 u 3 2v 6 4v 6 (2v)
u v 2v 2v
− − − −

= = =  . 

 Roõ raøng ñaây coù daïng f(u) f(v)=  vaø ñi vaøo giaûi chi tieát ta ñaët u x y= +   vaø 

v 2 2 x= −  . 
Lôøi giaûi 

 Neáu x y 0+ =  khi ñoù töø (1) suy ra x 2,y 2= = −  thay vaøo (2)  thaáy khoâng thoûa maõn. 

 Vaäy x y 0+ >  vaø 2 x 0− >   khi ñoù vieát laïi (1)  döôùi daïng: 



( ) ( )2 2
6 x y 6 2 2 x6 x y 2x 1  (3)

x y 2 x x y 2 2 x

− + − −− − −
= ⇔ =

+ − + −
. 

 Xeùt haøm soá 
26 tf(t)

t
−

=   vôùi t 0>  ta coù 
2
6f '(t) 1 0, t 0
t

= − − < ∀ >   

 Do ñoù f(t) laø haøm nghòch bieán treân ( )0;+∞  .  

 Vì vaäy (3)  töông ñöông vôùi:  

( ) ( )f x y f 2 2 x x y 2 2 x y 8 5x+ = − ⇔ + = − ⇔ = − . 

 Thay y 8 5x= − vaøo (3) ta ñöôïc: 

  ( ) ( )2 332 12x 3x 8 5x 18x x 6x 8 5x 5+ − − = − − − +  . 

 
( )3 32 3 3 22 3x 6x x x 3 x 3x 1 2 3x 6x x 1 ⇔ − + = − − ⇔ − − = − + − − 

 
 . 

 ( ) ( )

3
3

2 23 32 2

x 3x 1x 3x 1 2.
3x 6x x 1 3x 6x x 1

− −
⇔ − − = −

 − + + − − + + − 
 

 . 

 

( )
( ) ( )

3
2 23 32 2

2x 3x 1 1 0
3x 6x x 1 3x 6x x 1

 
 
 ⇔ − − + =
   − + + − − + + − 

  

 . 

 
3x 3x 1 0⇔ − − =  .  

 Ñeå giaûi phöông trình naøy ta xeùt nghieäm x 2;2 ∈ −   vaø ñaët x 2cost,t 0; = ∈ π   

ta ñöôïc 1 22cos3t 1 cos3t t k
2 9 3

π π
= ⇔ = ⇔ = ± +  .  

 Nhöng vì t 0; ∈ π   neân 5 7t ; ;
9 9 9

 π π π
∈ 
 

 suy ra: 5 7x 2cos ;2cos ;2cos
9 9 9

 π π π
∈ 
 

 

nhöng vì phöông trình baäc ba coù toái ña ba nghieäm neân ñoù laø taát caû caùc 
nghieäm cuûa phöông trình treân.   

 Keát hôïp vôùi ñieàu kieän x y 0+ >  ta coù suy ra ( )x;y 2cos ;16cos 5
9 9

 π π
= − 
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )x;y 2cos ;16cos 5
9 9

 π π
= − 
 

. 



Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
2 26x y 5xy 7x 3y 2 0       (1)

x y ln(x 2) ln(y 2)             (2)
3

 + − − + + =
 −

= + − +


 

Lôøi  giaûi 
 Ñieàu kieän: x 2;y 2> − > − . 

 Coi (1) laø phöông trình baäc 2 vôùi aån laø y vaø vieát laïi ta ñöôïc: 

 
2 2y (3 5x)y 6x 7x 2 0+ − + − + = , ta coù: 

( )2y

5x 3 x 1y 3x 2
2x 1

5x 3 (x 1)y 2x 1
2

 − + −
= = −

∆ = − ⇒ 
− − − = = −

. 

 Töø phöông trình (2) ta coù: 

 x 3ln(x 2) y 3ln(y 2) f(x) f(y);f(t) t 3ln(t 2),t 2− + = − + ⇔ = = − + > −  

 Ta coù t 1f '(t)
t 2
−

= ⇒
+

Haøm soá nghòch bieán treân khoaûng ( )2;1− vaø ñoàng bieán 

treân khoaûng ( )1;+∞ . 

 Nhaän thaáy vôùi x y 1= = laø nghieäm cuûa heä. 

 Vôùi 
y x 2x 2 0

x 1 y x, x 1 f(y) f(x) VN
y x x 1 0
 − = − <

< ⇒ ⇒ < ∀ < ⇒ > ⇒ − = − <
. 

 Vôùi 
y x 2(x 1) 0

x 1 y x 1, x 1 f(y) f(x) VN
y x x 1 0
 − = − >

> ⇒ ⇒ > > ∀ > ⇒ > ⇒ − = − >
 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1,1= . 

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình

2 2 2x 2y x 2y 2y x 2

x

4 9.3 4 9 .7

4 4 4x 4 2y 2x 4

− − − +  + = +   
 + = + − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän y x 2 0− + ≥ . 

 Ñaët 2t x 2y= − khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh 

( )
t 2 2t

t 2 t 2 t
t 2 2t

4 3 4 34 3 4 9 .7 f(t 2) f(2t)
7 7

+
+ −

+

+ +
+ = + ⇔ = ⇔ + = . 



 Xeùt haøm soá 
x xx

x
4 3 1 3f(x) 4

7 77

   +
= = +   

   
 laø haøm nghòch bieán.  

 Do ñoù f(t 2) f(2t) 2t t 2 t 2+ = ⇔ = + ⇔ = . 

 Töø ñoù suy ra 2 2x 2y 2 2y x 2− = ⇔ = −  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

ta ñöôïc : 

 ( )2x 2 x 1 s 24 4 4x 4 x 2 2x 4 4 x 1 x 1 1 4 s s 1−+ = + − − + ⇔ = − + − + ⇔ = + +  

 Vôùi s x 1= − . Do 2 2 s 2s s 1 s 1 s 1 4 s 1 s−  + + + − = ⇒ = + −  
  

 

 Töø ñoù ta coù phöông trình : s s4 4 2s 0(*)−− − =  

 Ta xeùt haøm soá x xf(x) 4 4 2x−= − −  ta coù: 

( )x xf '(x) ln 4 4 4 2 2ln 4 2 0−= + − ≥ − > . 

 Do ñoù haøm soá ñôn ñieäu taêng treân   . Maët khaùc f(0) 0= neân phöông trình (*) 

coù nghieäm duy nhaát s 0= . Töø ñaây suy ra 1x 1 y
2

= ⇒ = − . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x,y 1,
2

 
= − 
 

. 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình:  

( ) ( )
2 2x 16 2 y 8y 2

2 2 2

4 3 x x 1 4 3 y 4 y 8y 17

y x 1 4x 3x 8 ln x 3x 3 0

− − + + + = + − + − +


− − + − + − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 0,y 4≥ ≥ . 
 Khi ñoù bieán ñoåi phöông trình thöù nhaát thaønh : 

( ) ( )
22 2y 4x 16 24 3 x x 1 4 3 y 4 y 4 1−− + + + = + − + − +  

 Xeùt haøm soá 
2t 16 2f(t) 4 3 t t 1−= + + +  treân ñoaïn )0; +∞ . 

 Ta coù )2t 16

2

3 tf '(x) 2t4 ln 4 0, t 0;
2 t t 1

− = + + > ∀ ∈ +∞
+

. Neân haøm soá f(t)  

ñôn ñieäu taêng treân ñoaïn )0; +∞ . Vaäy phöông trình 

f(x) f(y 4) x y 4 y x 4= − ⇔ = − ⇔ = +  luùc naøy thay vaøo phöông trình thöù hai 
cuûa heä ta ñöôïc phöông trình 



 ( )3 2x 2x 12 ln x 3x 3 0(*)+ − + − + =  

 Ta xeùt haøm soá ( )3 2f(x) x 2x 12 ln x 3x 3= + − + − + .  

 Ta coù: 
2

2 2
2 2
2x 3 2x 4x 3f '(x) 3x 2 3x 0

x 3x 3 x 3x 3
− − +

= + + = + >
− + − +

, neân haøm soá f(x)  

ñôn ñieäu taêng treân ñoaïn )0; +∞ . 

 Maët khaùc nhaän thaáy f(2) 0= , töø ñoù suy ra phöông trình (*) coù nghieäm duy 
nhaát x 2 y 6= ⇒ = . 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x,y 2,6= . 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình
y 2

2

2

log x 2

4 1 x xy 4 y 0

+ =

 + + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän x 0> , töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta suy ra y 0< . 
 Töø phöông trình thöù hai ta suy ra:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 2 216 x 1 x y 4 y x y 4x y 16 x 1 0+ = + ⇔ + − + =  

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø 2y , ta ñöôïc: 

  ( ) ( )24 2 2
2y

' 4x 16x x 1 4x x 2∆ = + + = +   

 Töø ñoù suy ra: 

( )

( )

2
2

2

2 2
2

2 2

2x 2x x 2 4y
xx

2x 2x x 2 4x 4xy 0
x x

 − + +
 = =



− − + − − = = <

. 

 Chæ nhaän nghieäm 2
2

4 4y x
x y

= ⇔ = , thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

y 2 2 y 2
2 22

4log 2 2 log y 2 0 (*)
y

+ += ⇔ − − =  

 Xeùt haøm soá 2 y 2
2f(y) 2 log y 2 += − −  vôùi y 0<  

 Ta coù ( ) ( )2y 2 y 12 2f '(y) 2 ln2 1 y ln2 .2 0, y ;0
y ln2 y ln2

+ +−  = − − = − > ∀ ∈ −∞ 
 

 

 Vaäy f(y) laø haøm ñôn ñieäu taêng treân khoaûng ( );0−∞ . Maët khaùc laïi coù 

f( 1) 0 y 1− = ⇒ = − laø nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình (*).  



 Töø ñaây suy ra x 4= . 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4; 1= − . 

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình ( )3 3

4 3 3 2 2

x y x 7

x x y 9y y x x y 9x

 − =

 + + = + +

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  

( )
( ) ( ) ( )

3 3

3 3 2

x y x 7

x x y x y x y 9 x y 0

 − =


− + − − − =
  

 

( )
( ) ( )( )

3 3

2 2 2

x y x 7

x y x x xy y x y 9 0

 − =
⇔ 

− + + + − =


( )
( )

3 3

2 2 2

x y x 7

x x xy y x y 9 0

 − =⇔ 
+ + + − =



  

 Do x y≠ khoâng thoûa maõn heä phöông trình
( )
( )

3 3

2

x y x 7

x x y 9

 − =⇔ 
 + =

 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra x 0> do ñoù töø phöông trình thöù nhaát 

cuûa heä ta coù y x 0> > vaø töø phöông trình thöù hai ruùt ra 3y x
x

= − , thay vaøo 

phöông trình thöù nhaát ta ñöôïc: 
3

33x x x 7
x

   − − =    
. 

 Ñaët ( )t x, t 0= >  phöông trình trôû thaønh : 

( )
3 32 2 6 3 73t t t 7 t 3 t 7t 0 (1)

t
 

− − = ⇔ − + + = 
 

. 

 Xeùt haøm soá ( )33 7f(t) t 3 t 7t= − + + treân ( )0;+∞ , ta coù :   

 ( )22 3 6f '(t) 9t t 3 7t 7 0, t 0= − + + > ∀ > neân f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân ( )0;+∞ . 

Vì vaäy phöông trình (1) f(t) f(1) t 1 x 1 x 1 y 2⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;2= . 



 Nhaän xeùt. Ñeå giaûi heä phöông trình 
( )
( )

3 3

2

x y x 7

x x y 9

 − =

 + =

 ta coù caùch khaùc nhö sau 

xuaát phaùt töø heä ñöa ñöôïc veà daïng ñoàng baäc ñöôïc neân ta xöû lyù nhö sau : 
 Ñaët ( )y tx, t 0= > ta coù heä phöông trình : 

 

( )
( )

( )
( )

34 3 3 3

8 423

x t 1 7 t 1 7
9t 1x t 1 9

 − = − ⇒ =
 ++ =

. 

 Xeùt haøm soá 
( )
( )

33 3

8 4

t 1 7f(t)
9t 1

−
= −

+
 ñoàng bieán treân ( )0;+∞ vaø f(2) 0= neân 

phöông trình treân coù nghieäm duy nhaát t 2 y 2x= ⇔ = thay ngöôïc laïi phöông 

trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc ( ) ( )x;y 1;2= .    

 + Ngoaøi ra ta hoaøn toaøn coù theå ruùt 33 9x y, x 0 y
4y

 
= − > ⇒ <  

 
 vaø thay 

vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ñöa veà xeùt haøm soá 
3

33f(y) y y y 7
y

    = − − −     

 

treân 3 90;
4

 
  
 

. Ñaây laø moät haøm nghòch bieán treân 3 90;
4

 
  
 

.        

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình: 
2

2 2

x 2y 6 8y 17

8y 24y 18 2 2 2 2y 3 2 x 2 x 2

 − − = +
  + + + + + + − =    

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 17y
8

≥ − . 

 Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi : 

  
2 28y 24y 18 2 2 2 2y 3 2 x 2 x+ + + + + = + + . 

 ( )2 22y 3 2 2y 3 x 2 x⇔ + + + + = + + . 



 Ñeán ñaây ta xeùt haøm soá : 2f(x) x 2 x= + + , ta coù 

2 2

2 2 2 2

x xx x 2 x x xf '(x) 1 0
x 2 x 2 x 2 x 2

++ + +
= + = > = ≥

+ + + +
. 

 Suy ra haøm soá f(x)  ñôn ñieäu taêng .  

 Vaäy ( ) ( ) x 3f 2y 3 f x x 2y 3 y
2
−

+ = ⇔ = + ⇔ = , theá vaøo phöông trình thöù nhaát 

cuûa heä ta ñöôïc : 

 

( )
( )( )( )

2
2

22

2

1 13x
2x x 3 0

1 13x x 3 4x 5 xx x 3 4x 5 2

x 1 x 1 x 2x 4 0

 +
 ≥
 − − ≥  −− − = + ⇔ ⇔  ≤− − = +  

− + − − =


 

 
2 5x 2x 4 0 x 1 5 y 1

2
⇔ − − = ⇔ = ± ⇒ = − ± , thoûa maõn ñieàu kieän (*) 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 5x;y 1 5; 1
2

 
= ± − ±  
 

. 

B. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
( )

3

4

x 1 y 8 x

x 1 y

 − − = −


− =

 . 

Lôøi giaûi 

 Theá ( )4y x 1= −  vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 

( )23 3 2x x 1 x 1 8 0 x x 2x x 1 9 0− − + − − = ⇔ − + + − − = . 

 Xeùt haøm soá 3 2f(x) x x 2x x 1 9= − + + − −  treân )1; +∞  laø haøm ñoàng bieán 

treân )1; +∞ . Maët khaùc f(2) 0= suy ra ( ) ( )x;y 2;1= laø nghieäm duy nhaát cuûa heä.     

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
2 2

x 1 x 3 x 5 y 1 y 3 y 5

x y x y 80

 + + + + + = − + − + −


+ + + =
 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 5≥ − ≥ . 
  



 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( ) ( )x 1 x 1 2 x 1 4 y 5 y 5 2 y 5 4  (1)+ + + + + + + = − + − + + − +  

 Xeùt haøm soá f(t) t t 2 t 4= + + + + ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

 Vì vaäy  (1) f(x 1) f(y 5) x 1 y 5 y x 6⇔ + = − ⇔ + = − ⇔ = + . 
 Thay y x 6= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

x 12 5 5 7 5 5 52x 14x 38 0 x y
2 2

≥− − +
+ − = ←→ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 5 5 7 5 5 5x;y ;
2 2

 − +
=   
 

.          

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
3

2

2y y 2x 1 x 3 1 x

2y 1 y 4 x 4

 + + − = −


+ + = + +
. 

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 4 x 1− ≤ ≤ . 
 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )33
2

y 0
2y y 2 1 x 1 x y 1 x

x 1 y

 ≥+ = − + − ⇔ = − ⇔ 
= −

. 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 2 22y 1 y 4 5 y+ + = + − . 

 Veá traùi laø haøm ñoàng bieán, veá phaûi laø haøm nghòch bieán suy ra nghieäm duy 
nhaát y 2 x 3= ⇒ = − . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;2= − .    

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2

x y 3x 6x 3y 4

x y 6x y 10 y 5 4x y

 + = − − +


+ − + − = + − +
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )3 3x 1 3 x 1 ( y) 3.( y) x 1 y y 1 x− + − = − + − ⇔ − = − ⇔ = − . 

 Thay y 1 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
22x 9x 8 6 x 3x 1− − = − − +

 

 ( ) ( )22x 9x 5 3x 1 4 1 6 x 0⇔ − − + + − + − − =  



 
( )( ) ( )3 x 5 x 5x 5 2x 1 0

3x 1 4 6 x 1

− −
⇔ − + + + =

+ + − +
. 

 
( ) 3 1x 5 2x 1 0 x 5 y 4

3x 1 4 6 x 1

 
⇔ − + + + = ⇔ = ⇒ = − 

+ + − + 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5; 4= − . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình ( )( ) ( )
6 3 2 2x y x 9y 30 28y

2 x x 1 1 y 2 x y 3

 − + − − =


− − + + = +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 2≥ ≥ − . 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )32 3 2 2 2(x ) x y 3 y 3 x y 3 y x 3+ = + + + ⇔ = + ⇔ = − . 

 Thay 2y x 3= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 22 x x 1 1 x 1 x x − − + − = 
 

. 

 Phöông trình naøy coù nghieäm vaø kyõ thuaät xöû lyù raát ñeïp maét. Ñeå giaûi phöông 
trình naøy ta duøng kyõ thuaät nhaân lieân hôïp ñöa veà heä (xem theâm cuoán Nhöõng 
ñieàu caàn bieát LTÑH Kyõ thuaät giaûi nhanh phöông trình, baát phöông trình voâ tyû 
cuøng taùc giaû).    

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 2 2x;y 2 ; 1
5 5

 
= + −  
 

.  

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình: 

2

6 2 x 3y 1 y 2y 2 3 1 y 3x 2 x 2x

4y x 7 y 1 6 x x

 − + − + + = − + − +

 + + − + = + −

. 

Lôøi giaûi 
 Töø ñieàu kieän cuûa heä phöông trình vaø vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 x 3 2 x 2 x 2 1 y 3 1 y 1 y− − − − = − − − − . 

 2 x 1 y y x 1⇔ − = − ⇔ = − .  

 Thay y x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 2 24 x 1 x 7 x 6 x x 5x 3 x 6 x x− + + − = + − ⇔ + − = + − . 



 Giaûi phöông trình naøy baèng caùch bình phöông hai veá vaø keát hôïp ñieàu kieän 

cuûa he,ä suy ra 5 2 2 69 44 2 7 2 2 69 44 2x y
2 2

− − + + − − + +
= ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: 

( ) 5 2 2 69 44 2 7 2 2 69 44 2x;y ;
2 2

 − − + + − − + + =
 
 

. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
( )

22x 7 2y 1 0

3 x 2 x 2y 2y 1 0

 + − + =


− − − − =
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  ( ) ( )3 3
2 x 2 x 2y 1 2y 1− + − = − + −

 

 
2 x 2y 1 2y 1 2 x⇔ − = − ⇔ − = −  

 Thay 2y 1 2 x− = − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2
2 2

x 2 x 1 x 1,y 2
2x 7 2 x

x 3 x 3,y 32x 7 x 4x 4

 ≤  = − = − =+ = − ⇔ ⇔ ⇒  = − = − =+ = − +  
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 3;3= − − .      

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

log y 222.x y
ln 1 x ln 1 y x y

 =


+ − + = −
. 

Lôøi giaûi  
 Ñieàu kieän: 1 x 0,y 0≠ > > . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: ( ) ( )ln 1 x x ln 1 y y+ − = + −  . 

 Xeùt haøm soá ( )f(t) ln 1 t t= + − treân ( )0;+∞ , ta coù: 

 

1 tf '(t) 1 0, t 0
t 1 t 1

−
= − = < ∀ >

+ +
neân f(t) laø haøm nghòch bieán treân ( )0;+∞ . 

 Vì vaäy f(x) f(y) x y= ⇔ = . 
 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )log x x 12 22

2 2 2
2

log x 0
2.x x log x 1 log x 2log x x 2 y 2

log x 1
≠ =

= ⇔ + = ⇔ ←→ = ⇒ =
=

 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .           



Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )
2

3 2 2

2x 11x 2y 9 (1)

y 3y y 4x 22x 21 2x 1 2x 1 (2)

 − = −


+ + + − + = + −
  

Lôøi giaûi 

  Theá 24x 22x 4y 18− = −  töø (1) vaøo (2) ñöa veà phöông trình daïng 

( ) ( ) ( )33
y 1 2 y 1 2x 1 2 2x 1+ + + = − + −  . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 2t= +  vaø tìm ñöôïc 2x 1 y 1− = + .    

 Ta coù heä phöông trình: 
2

x 1,y 02x 1 y 1
x 5,y 22x 11x 2y 9

  = =− = + ⇔  = =− = − 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 5;2= .   

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
3 2 4 2 3 2

2 2 2

2x y x x x 2x y 4y 1 (1)

4 1 2x y 1 3x 2 1 2x y 1 x (2)

 − = + − +

 + − = + − + −

 . 

Lôøi giaûi 

  Vieát laïi (1) döôùi daïng 3 2 4 2 22x y 1 4y 1 x x x + + = + + 
 

. 

 
2

2 1 1 12y 1 4y 1 1 1 f(2y) f
x x x

 
      ⇔ + + = + + ⇔ =            

 

,  

 Trong ñoù: 2f(t) t 1 t 1 = + + 
 

 laø haøm ñoàng bieán suy ra 12y
x

= . 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 2

2

5 x y 6xy 1

11 2x 2y 1 x y 0
x y

 + = −

 

+ − + + + = − 

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 1 x y 0
2

− ≤ − ≠ . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä bieán ñoåi thaønh: 

 ( ) ( )2 2
x y 4 x y 1+ = − − −  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )211 2x 2y 1 4 x y 1

x y
 
+ − + = − + − 

. 



 ( ) ( ) ( )3
x y 1 2x 2y 1 4 x y x y⇔ − + − + = − + − . 

 ( ) ( ) ( )3
2x 2y 2 2x 2y 1 8 x y 2 x y⇔ − + − + = − + − . 

 Xeùt haøm chuù yù x y 0− >  ta tìm ñöôïc ( ) 1 52 x y 2x 2y 1 x y
4
+

− = − + ⇔ − =  

 Thay ngöôïc laïi phöông trình ñaàu ta tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä phöông trình.    

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2 2

2 2

x y 3x xy 2y 2 1 3

2x y xy 1

  − − + + + =   
 + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Baøi naøy töông töï baøi treân ta khoâng xöû lyù ñöôïc ñoäc laäp hai phöông trình cuûa 

heä neân ta xem chuùng coù moái lieân heä naøo vôùi nhau. 

 Ta coù: ( ) ( )22 2 2 2 2 23x xy 2y 2 2x xy y x 2xy y 2 3 x y− + + = + + + − + + = + − . 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )2 2

2 2

x y x y 3 1 3  (1)

2x y xy 1 

  
− − + + =  

  
 + + =

. 

 Xeùt haøm soá ( )f(t) t t 3 1= + + treân )0; +∞ , ta coù: 

tf '(t) t 3 1 0, t 0
t 3

= + + + > ∀ ≥
+  

 
Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )0; +∞  

 Vì vaäy phöông trình: ( ) ( )2 2
(1) f x y f(1) x y 1 ⇔ − = ⇔ − = 

 
. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )2
2 2

2 2

x 0,y 1
x 0,y 1x y 1

x y 1 3 1x y 1 x ,y
4 42x xy y 1 2x xy y 1 3 1x ,y

4 4

 = = −
 = = − =  − =  − = −⇔ ⇔  = − =

 + + =  + + = 
= = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( )3 1 3 1x;y ; ; ; ; 0; 1 ; 0;1
4 4 4 4

   
= − − −   
   

.      



Baøi 13. Giaûi heä phöông trình:  

( )

( )

2
4 4 2 2

22 2

3 9x y x y 3x 3y 2 xy 1 2
2 2

x y 1

  
   + + + + − − − + =        


 − =

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( ) ( ) ( )

( )

22 2 2

22 2

x y 3 x y x y 1 2

x y 1

  
 + + + − + = 

   


− =  

 

( ) ( )

( )

2

22 2

x y 3 x y 1 1 2 (1)

x y 1

  
+ + + + =    ⇔ 

 − =

 

 Xeùt haøm soá 2f(t) t 3t 1 1 = + + 
 

treân  , ta coù: 

 

2
2

2

3tf '(t) 3t 1 1 0, t
3t 1

= + + + > ∀ ∈
+



 
neân f(t) laø moät haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy (1) f(x y) f(1) x y 1⇔ + = ⇔ + = . 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )22 2

x 1
x y 1x y 1 y 0
x y 1

x 0x y 1 x y 1
y 1

 =
 + =  + = = ⇔ ⇔ − =   =− =   − = −   =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;0= .         

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( ) ( )2 2 4 2 2 2

2 2

x y 4y 5xy 2 y x 3x 6x y 1 3x 3y 1

3x xy y 1

 − − + = − + + − + +

 − − =

 

 
Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän: ( )
2

4 2 2 2

4y 5xy 2 0

3x 6x y 1 3x 3y 1 0

 − + ≥


+ + − + + ≥

.  

 Nhaän thaáy khoâng theå xöû lyù ñoäc laäp hai phöông trình cuûa heä vaäy ta xem 
chuùng coù moái lieân heä naøo vôùi nhau. 

 Thöïc hieän pheùp theá 2 2y 3x xy 1= − − töø phöông trình thöù hai cuûa heä vaøo veá 

traùi phöông trình ñaàu  cuûa heä; theá 2 2xy 3x y 1= − − vaøo veá phaûi phöông trình 

ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( ) ( )222 2

2 2

x y 3 y x 1 y x 3 x y 1

3x xy y 1


− − + = − − +


 − − =

. 

 TH1: Neáu x y= khi ñoù thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

 

2 2 2 x 1,y 1
3x x x 1 x 1

x 1,y 1
 = − = −

− − = ⇔ = ± ⇒  = =
. 

 Thöû laïi thaáy caû hai nghieäm naøy ñeàu thoûa maõn. 

 TH2: Neáu 2x y 0− = thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
2 2 4 4 3 23x x.x x 1 x x 3x 1 0− − = ⇔ + − + = . 

 

( )( )( )2

2

x 1 x 1,y 1
x 1 x 1 x x 1 0 x 1 x 1,y 1

1 5 1 5 1 5x x ,y2 2 2



 = − = − =

⇔ − + + − = ⇔ = ⇒ = =


− ±   − ± − ±= = =      

 

 Thöû laïi chæ coù nghieäm ( ) ( )x;y 1;1= thoûa maõn. 

 TH3: Xeùt ( )( )2x y x y 0− − ≠ . Khi ñoù phöông trình thöù nhaát suy ra 

( )( )2y x x y 0− − >  vaø vieát laïi döôùi daïng:   

( ) ( )22 2

2

3 x y 13 y x 1
 (1)

y x x y

− +− +
=

− −
. 

 Xeùt haøm soá 
23t 1f(t)
t
+

=  treân ( ) ( );0 0;−∞ +∞ , ta coù: 



 2 2

1f '(t) 0, t 0
t 3t 1

= − < ∀ ≠
+  

neân f(t)  laø haøm nghòch bieán treân ( ) ( );0 0;−∞ +∞ . 

 Maët khaùc y x− vaø 2x y−  cuøng daáu neân 

 

2
2 2 x x(1) f(y x) f(x y) y x x y y

2
+

⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = . 

 Khi ñoù ( )( ) ( ) { }
22

2 x x 1
y x x y 0 x 0;1

4
−

− − = > ⇔ ≠ .  

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä vaø tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä.                

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )

2

2

33

2x 1 x x 1
2y y 3

x 3y 11 2 xy x 2

 + + + = +


− = − − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy x 2 0,y 0− + ≥ ≠ . 

 Nhaän thaáy 1x
2

= −  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 1x
2

≠ −  phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

2 22 2y 3 y 3x x 1 4x 4x 4
2x 1 2y 2x 1 y

+ ++ + + +
= ⇔ =

+ +  

 

( )2 22x 1 3 y 3
 (1)

2x 1 y

+ + +
⇔ =

+
 

 Töø (1) suy ra ( )2x 1 y 0+ > .  

 Xeùt haøm soá 
2t 3f(t)
t
+

=  treân ( ) ( );0 0;−∞ +∞  ta coù:  

2 2

3f '(t) 0, t 0
t t 3

= − < ∀ ≠
+

. 

 Do ñoù haøm soá f(t) nghòch bieán treân moãi khoaûng ( );0−∞ vaø ( )0;+∞ .  

 Maët khaùc ( )2x 1 y 0+ > neân (1) f(2x 1) f(y) y 2x 1⇔ + = ⇔ = + . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



( )34 3 21 3x 4x 1 x− + = + . 

 Ñeå giaûi phöông trình voâ tyû naøy ta coù caùc caùch xöû lyù nhö sau: 
Caùch 1:  
 Ta coù:  

 ( )
( ) ( )

6 4 2 4 2 6 4
32 2

3 32 2 2 2

9 3x 3x 3x x 3x x x3 4 41 x 1 x 0, x
2 3 31 x 1 x 1 x 1 x

2 2

+ + − − + 
+ − + = = ≥ ∀ 

 
+ + + + + +

 

 Do ñoù ( )32 231 x 1 x , x
2

+ ≥ + ∀ ∈ . 

 Suy ra ( )4 3 2 2 231 3x 4x 1 x x 6x 8x 3 0 x 0
2

− + ≥ + ⇔ − + ≤ ⇔ = . 

 Thöû laïi thaáy thoûa maõn vaäy x 0 y 1= ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= . 

Caùch 2: Phöông trình töông ñöông vôùi:  

  ( )
3

4 3 2 2 29x 12x 4x 3 x 1 4 x 1 1 0 − + + + − + + = 
 

. 

 
( )

222 2 2 2
2

3x 2x 0
3x 2x x 1 1 3x 2 x 1 0 x 0

x 1 1 0

 − =  ⇔ − + + − + − + = ⇔ ⇔ =  
    + − =

 

Caùch 3: Xeùt haøm soá ( )34 3 2f(x) 3x 4x x 1 1= − − + − , ta coù: 

 
( )

3 2 2 2 2

2 2

f '(x) 12x 12x 3x x 1 3x 4x 4x x 1

3x 2x 1 x 1 1 ;f '(x) 0 x 0

 = − + + = − + + 
 

 = − + + − = ⇔ = 
 

. 

 Suy ra 
x
min f(x) f(0) 0
∈

= =


vaø phöông trình coù nghieäm duy nhaát x 0= . 

Caùch 4: Nhaân lieân hôïp ta ñöôïc: 

  
( ) ( )32 2 2 2 2 2x 3x 4x 1 x 1 1 x 1 x 2 x 1  − = − + = − + + + +  

    

            

2 2 2

2

x x 2 x 1

x 1 1

 + + + 
 = −

+ +
. 



 

2
2 22

2

2

x 1 1 5x 22x 3 x 0 x 0
3 x 1 1

  + − + +      ⇔ − + = ⇔ =    + + 
 

.   

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình
3

3

x 3x 1 2x 1 y

y 3y 1 2y 1 x

 + − + + =


+ − + + =
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x,y
2

≥ − . 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 
3 3x 4x 2x 1 y 4y 2y 1 f(x) f(y)+ + + = + + + ⇔ =  

 Xeùt haøm soá 3f(x) x 4x 2x 1= + + +  treân ñoaïn 1 ;
2

 
− +∞
 

.  

 Ta coù : 2 1f '(x) 3x 4 0
2x 1

= + + >
+

, neân f(x)  ñôn ñieäu taêng treân ñoaïn 1 ;
2

 
− +∞
 

 

 Vaäy phöông trình f(x) f(y) x y= ⇔ = , thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä 

ta ñöôïc phöông trình: 3x 2x 1 2x 1 0+ − + + = . 

 Ta xeùt haøm soá 3f(x) x 2x 1 2x 1= + − + +  treân ñoaïn 1 ;
2

 
− +∞
 

. 

 Ta coù 2 1f '(x) 3x 2 0
2x 1

= + + >
+

, neân haøm soá f(x)  ñôn ñieäu taêng treân 

ñoaïn 1 ;
2

 
− +∞
 

. 

 Maët khaùc nhaän thaáy f(0) 0= .  

 Vaäy phöông trình f(x) 0= coù nghieäm duy nhaát x 0= , töø ñoù suy ra heä coù 

nghieäm duy nhaát ( ) ( )x,y 0,0= . 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình: 
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

x 1 21 y y 1  (1)

y 1 21 x x 1  (2)


+ + − = +


 + + − = +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 



 Nhaän thaáy xy 0= , khoâng laø nghieäm cuûa heä neân x 0;y 0> > . 

 Tröø theo veá 2 phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
x 1 21 x x 1 y 1 21 y y 1+ + + + + = + + + + + . 

 f(x) f(y)⇔ = , trong ñoù ( ) ( )2 2
f(t) t 1 21 t t 1 ,t 0= + + + + + > .  

 Ta coù 
( )2

1 t 1f '(t) 2(t 1) 0, t 0
2 t t 1 21

+
= + + + > ∀ >

+ +
. 

 Vaäy haøm soá f(t)  ñoàng bieán treân ( )0;+∞  .  

 Suy ra f(x) f(y) x y= ⇔ = , khi ñoù thay vaøo (1) ta ñöôïc:  

( ) ( )2 2
x 1 x x 1 21 0 (3)+ + − + + = . 

 Xeùt haøm soá ( ) ( )2 2
g(x) x 1 x x 1 21= + + − + + .  

 Ta coù 
( )2

1 x 1 x 1g'(x) 2x 2 2 0
x 12 x x 1 21

+ +
= + + − > − >

++ +
.  

 Vaäy haøm soá g(x)  ñoàng bieán.  

 Maët khaùc ta coù, g(1) 0= . Vaäy x 1=  laø nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình (3)  . 

 Suy ra y 1= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( )

3 2 3 2

2
y x

x 3x 2 y 3y 2
x 2 y 1log log x 2012
y 1 x 2

 − + = − −

    − −

+ = −    − −   

 . 

 
 
 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 

0 y 1
0 x 2

y 1
x 2

 < <


< <
 >
 >

. 



 Ñaët y u 1= − , khi ñoù phöông trình thöù nhaát trôû thaønh 3 2 3 2x 3x u 3u− = − . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= −  treân mieàn xaùc ñònh, ta coù 2f '(t) 3t 3= − neân ñôn 
ñieäu treân mieàn xaùc ñònh. Do ñoù f(x) f(u) x u x y 1= ⇔ = ⇔ = + . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta suy ra nghieäm x 2012= .      

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2x y 1 2 y x 1 x

x 1 y 3 x y 2

 − + = − + −

 + + − + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 3≥ − ≥ . 
 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )2 2x 1 2 x 1 y 2 y x 1 y y x 1+ + + = + ⇔ + = ⇔ = + . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
x 1 x 2 3 x 3 y 4+ + − = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;4= .      

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
( )

4 3 2 2 3 4

24 3 6 3

x 2x y 2x y 12xy 8y 1 0

y x y 1 x 1 2x y

 + − − + + =


+ + = + + −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 31 2x y 0− ≥ .  
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2
4 2 3 3y y 1 2x y 1 2x y  (1) + = − + − 

 
. 

 Haøm soá 2f(t) t t= + ñoàng bieán treân )0; +∞  

 Do ñoù 2 3 2 3 4 3(1) f(y ) f 1 2x y y 1 2x y y 2x y 1 ⇔ = − ⇔ = − ⇔ + = 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

4 3

4 3 2 2 3 4

y 2x y 1

x 2x y 2x y 12xy 8y 1 0

 + =


+ − − + + =  

 

4 3

4 3 2 2 3 4

y 2x y 1

x 4x y 2x y 12xy 9y 0

 + =⇔ 
+ − − + =

 



 

( ) ( )

4

4 3 4 3 4

2 2

44 3

4

1x
3

x y 1y
y 2x y 1 y 2x y 1 3

x 3y 1x y x 3y 0 x
3y 2x y 1

1y
3


= −

 =   = −  + = + =  ⇔ ⇔ ⇔   = −− + =    = + = 
 =


. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 4 4 4 4
1 1 1 1x;y ; ; ;
3 3 3 3

   
= − −   
   

.    

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
x x y y xy y 2 y x 2 0

3x y 5 x y xy 0

 − + + − − + =


− + + − =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0,y 0≥ ≥ . 

 
 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )3 3
x 1 x 1 y y  (1)+ + + = + . 

Xeùt haøm soá 3f(t) t t= + treân )0; +∞ , ta coù: 

 
2f '(t) 3t 1 0, t= + > ∀ ∈ do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

 Vì vaäy (1) f( x 1) f( y) x 1 y⇔ + = ⇔ + = . 

 Thay y x 1= +  vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

x 3 x 0 x 0 y 1+ = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= . 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2 2

x y 3 y 7 x 4

2 y 1 y xy 2 x 1 x xy

 + + − =

 − − = − −


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0,y 0≥ ≥ . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



( ) ( )23 x y x y 3 x 1 x 1 (1)+ + + = + + + . 

 Xeùt haøm soá 2f(t) 3t t= + treân )0; +∞  ta coù: 

 f '(t) 6t 1 0, t 0= + > ∀ ≥ do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

 Vì vaäy (1) f( x y ) f( x 1) x y x 1⇔ + = + ⇔ + = + . 

 x y x 1 2 x y 2 x 1⇔ + = + + ⇔ = + . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;9= .                       

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )

2
2 2

2

2

y y 9
x y x xy y 2 6ln

x x 9

x y 1 2 x y 1

  + +  − + + − =
  + +  

 − = − − +


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 2y 0,x y 1 0≥ − + ≥ . 

 Khi ñoù vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

  
( )

2
3 3

2

y y 9
x y 2 x y 6

x x 9

 + + − − − =
 + + 

. 

 
3 2 3 2x 2x 6ln x x 9 y 2y 6ln y y 9  (1)   ⇔ − + + + = − + + +   

   
. 

 Xeùt haøm soá 3 2f(t) t 2t 6 ln t t 9 = − + + + 
 

treân  , ta coù: 

 

+
= − + = + + + −

+ + +

2 2
2

2 2 2

6 3 3 t 9 8tf '(t) 3t 2 1
9 9t 9 t 9 t 9

 

    

+
≥ + − = + > ∀ ∈

+ +


2 2 2
3

2 2

3 3 t 9 8t 8t3 . . 1 2 0, t
9 9 9t 9 t 9

. 

 Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  neân (1) f(x) f(y) x y⇔ = ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )2x x 1 2 x x 1− = − − +  

 ( ) ( )2 2 22 x x 1 x 1 x 2 x x 1 x x 1 2x 2x x 2 x⇔ − + = + − ⇔ − + = + + − − +  



 ( ) ( )22x x 1 2x x 2 x 0 x 1 2 x x 1 x 0⇔ − + + − = ⇔ − + − + =  

 
( ) ( )

2
2

x 1 3 5x 1 x 0 x 1 x 0 x
2x 1 x

 ≤ −⇔ − + = ⇔ − + = ⇔ ⇔ =
= −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 5 3 5x;y ;
2 2

 − −
=   
 

.      

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 

x y

2
2 1

2

x y e e

log x 3log y 2 0

 − = −

 + + =



.   

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x,y 0> . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: x ye x e y− = − . 

 Xeùt haøm soá tf(t) e t= − treân ( )0;+∞ ta coù tf '(t) e 1 0, t 0= − > ∀ > neân f(t) laø 

haøm ñoàng bieán treân ( )0;+∞ .  

 Vì vaäy f(x) f(y) x y= ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

2 2
2 1 2 2

2

log x 3log x 2 0 log x 3log x 2 0+ + = ⇔ − + = . 

 

2

2

log x 1 x 2 x 2,y 2
log x 2 x 4 x 4,y 4

 =  = = =
⇔ ⇔ ⇒  = = = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2;2 ; 4;4= .                

                                    
Baøi 25. Giaûi heä phöông trình: 

( )

( )

22 2 2
3

2 2
3

2x 1log 4x 4x 2 x y 1 3x y 4x 2xy 1
x y

log 2x 4x 4x 1 1 2

  +
= + + − − + − + − − −   − 

 + − + = −

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi thaønh: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 32x 1 1 2x 1 log 2x 1 x y 1 x y log x y+ + − + − + = − + − − − −  



 Xeùt haøm soá 2 2
3f(t) t 1 t log t= + − −  vôùi t 0> , ta coù 

 2

t 1f '(t) 2t 0
t ln3t 1

= − − <
+

 neân haøm soá f(t) nghòch bieán.  

 Do ñoù phöông trình ñaàu tieân f(2x 1) f(x y) 2x 1 x y    (*)+ = − ⇔ + = −  

 Xeùt haøm soá ( ) 2 2
3f(x) log 2x 4x 4x 1, x 0= + − + ∀ >  

 Ta coù 
2

1 1f '(x) 4x 2 0
x ln34x 1

 
 = − + >
 + 

, neân haøm soá ñôn ñieäu taêng.  

 Maët khaùc: ta coù 1f 1 2
2

 
= − 

 
.  

 Suy ra x 1 2= −  keát hôïp vôùi phöông trình (*) ta coù nghieäm 3y
2

= − . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3x;y 1 2;
2

 
= − − 
 

.  

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

x 2y x x 2

x 2 2 2y

5 4 3 2 10x 12y

e x 2y ln 2x y 2xy x 2 e

 + = + + −


+ − + − + + =

. 

Lôøi giaûi 

 Ta coù: ( )
2

22 2 1 7 72x y 2xy x 2 x y x , x,y
2 4 4

 
+ − + + = − + + + ≥ ∀ ∈ 

 
 . 

 Ta xeùt phöông trình thöù hai cuûa heä nhö sau: 

 - Neáu x 2yx 2y VT e e VP> ⇒ > > = heä phöông trình voâ nghieäm. 

 - Neáu x 2yx 2y VT e e VP< ⇒ < < = heä phöông trình voâ nghieäm.   

 - Neáu x 2y= thaáy thoûa maõn phöông trình. 

 Vaäy x 2y= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
x x x x 2 x x x x 25 4 3 2 10x 6x 5 4 3 2 10x 6x 0+ = + + − ⇔ + − − − + = . 

 Neáu x 0< khi ñoù VT 0< phöông trình voâ nghieäm suy ra x 0≥ . 

 Xeùt haøm soá x x x x 2f(x) 5 4 3 2 10x 6x= + − − − + treân )0; +∞ , ta coù: 

 
x 3 x 3 x 3 x 3f '''(x) 5 ln 5 4 ln 4 3 ln 3 2 ln 2 0, x 0= + − − ≥ ∀ ≥  neân phöông trình 

f ''(x) 0=  coù toái ña moät nghieäm. Laäp baûng bieán thieân suy ra phöông trình 



f '(x) 0= coù toái ña hai nghieäm. Laäp baûng bieán thieân suy ra phöông trình 

f(x) 0= coù toái ña ba nghieäm(chuù yù coù ñaây laø moät tính chaát cuûa ñònh lyù Rolle). 

 Maët khaùc f(0) f(1) f(2) 0= = = . Do ñoù phöông trình coù ñuùng ba nghieäm 

x 0,x 1,x 2= = = . 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;2 ; 2;4= . 

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình 
x 1 y

x y 2 2

3 3 y x 1

2.3 2 3x 2y 2x y 3

+ − = − −


+ = + − − +
. 

Lôøi giaûi 
 Vieát phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: x 1 y3 x 1 3 y+ + + = + . Töø phöông 

trình naøy deã tìm ñöôïc y x 1= + . Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
x x 22.3 2.2 5x x 4 0+ − − − = . 

 Xeùt haøm soá x x 2f(x) 2.3 2.2 5x x 4= + − − − vaø thöïc hieän töông töï baøi toaùn 

treân tìm ñöôïc caùc nghieäm x 0,x 1,x 2= = = . 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;2 ; 2;3= .   

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình:  
x 1 y 1 2 2

2 x 1

4 4 2y 2x 4y 4x x 1 y 1

y x 2x 2 1 4

+ −

+

 − = − − − − + + −

 + + + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 1≥ − ≥ . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )2 2x 1 y 14 2 x 1 x 1 4 2 y 1 y 1 (1)+ −+ + + + = + − + − . 

 Xeùt haøm soá t 2f(t) 4 2t t= + + treân )0; +∞ , ta coù: 

 

t 1f '(t) 4 ln 4 4t 0, t 0
2 t

= + + > ∀ > neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

 Vì vaäy (1) f(x 1) f(y 1) x 1 y 1 y x 2⇔ + = − ⇔ + = − ⇔ = + . 

Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 2x 1 x 14 x 1 x 1 1 4 x 1 1 x 1 1 (2)+ +  
= + + + + ⇔ + + − − = 

 
. 



 Haøm soá t 2g(t) 4 t 1 t = + − 
 

coù ( )
2

t

2

t 1 tg'(t) 4 ln 4 1 . 0, t
t 1

+ −
= − > ∀ ∈

+
 neân 

laø haøm ñoàng bieán treân  . 
 Vì vaäy (2) g(x 1) g(0) x 1 0 x 1 y 1⇔ + = ⇔ + = ⇔ = − ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= − .                            

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2

x x 1 y y 1 1

4 x 2 22 3x y 8

  + + + + =    
 + + − = +

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 222 x
3

− ≤ ≤ .    

 Töø phöông trình ñaàu cuûa heä deã tìm ñöôïc y x= − . Thay y x= − vaøo phöông 

trình hai cuûa heä ta ñöôïc: 24 x 2 22 3x x 8+ + − = + . 
 Ñeå giaûi phöông trình naøy ta coù hai caùch xöû lyù baèng nhaân lieân hôïp nhö 

sau(xem theâm kyõ thuaät vaø phöông phaùp giaûi ñaëc saéc giaûi phöông trình, baát 
phöông trình voâ tyû).   

Caùch 1: Phöông trình ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

  ( ) 24 x 2 2 22 3x 4 x 4+ − + − − = − . 

 

( ) ( ) ( )( )
4 x 2 3 2 x

x 2 x 2
x 2 2 22 3x 4

− −
⇔ + = − +

+ + − +
. 

 
( ) 4 3x 2 x 2 0

x 2 2 22 3x 4

 
⇔ − − − − = 

+ + − + 
. 

 

x 2
4 3 x 2 0

x 2 2 22 3x 4

 =
⇔  − − − =
 + + − +

. 

 Xeùt haøm soá 4 3f(x) x 2
x 2 2 22 3x 4

= − − −
+ + − +

treân 222;
3

 
− 
 

, ta coù: 

 ( ) ( )2 2
4 9 22f '(x) 1 0, x 2;

32 x 2 x 2 2 2 22 3x 22 3x 4

 
= − − − < ∀ ∈ − 

 + + + − − +

neân f(x) laø haøm nghòch bieán treân 222;
3

 
− 
 

. 



 Vì vaäy 4 3 x 2 0 f(x) f( 1) x 1
x 2 2 22 3x 4

− − − = ⇔ = − ⇔ = −
+ + − +

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 2 ; 1;1= − − . 

Caùch 2: Vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 

  

2x 4 14 x4 x 2 22 3x x x 2
3 3

   + −
+ − + − − = − −   

   
. 

 

2 2
2x x 2 x x 24. x x 2

x 4 14 x9 x 2 9 22 3x
3 3

− + + − + +
⇔ + = − −

   + −
+ + − +   

   

. 

 

( )2 1 4x x 2 1 0
14 x x 49 22 3x 9 x 2

3 3

 
 
 ⇔ − − + + =
    − +

− + + +         

. 

 

2 x 1
x x 2 0

x 2
 = −

⇔ − − = ⇔  =
.     

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình 
( )3 2 3

3

2x 4x 3x 1 2x 2 y 3 2y

x 2 14 x 3 2y 1

 − + − = − −

 + = − − +

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 3x 2,y
2

≥ − ≤ .   

 Nhaän thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 
 Xeùt x 0≠ vieát phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

 
( ) ( )

3 3 21 1 1 11 1 4 2y 3 2y 1 1 3 2y 3 2y
x x x x

   
− + − = − − ⇔ − + − = − + −   

   
. 

 Töø ñaây deã tìm ñöôïc 11 3 2y
x

− = − . Thay 13 2y 1
x

− = − vaøo phöông trình 

thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
3 111x 2 15 x 1 x 7 y

98
+ = − + ⇔ = ⇒ = (veá traùi laø haøm ñoàng bieán, veá phaûi laø 

haøm nghòch bieán). 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 111x;y 7;
98

 
=  
 

. 



Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )

2
2 2 2

3 2 3

4x 12x 3 4 x 2yx 3 2y
x

2x x x 22 3 2y
2x 1

 +
+ = − − +



 + + +

− − = +

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 1 1 3x 0; , y
2 2 2

 
≠ − − ≤ ≤ 
 

. 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 
( ) ( )

3 3 21 1 1 11 1 4 2y 3 2y 1 1 3 2y 3 2y
x x x x

   
− + − = − − ⇔ − + − = − + −   

   
. 

 Töø ñaây deã tìm ñöôïc 11 3 2y
x

− = − . Thay 13 2y 1
x

− = − vaøo phöông trình 

thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )

3 2 3
3 2 31 2x x x 2 11 2x 1 1 2x x x 2

x 2x 1 x
+ + +

+ = ⇔ + + = + + +
+

. 

 

3

3 31 1 2 2 1 1 2 22 1 1 1 1 1 1 1
x x x x x x x x

  
⇔ + + = + + + ⇔ + + + = + + +       

. 

 Xeùt haøm soá suy ra 
3 2

231 2 1 21 1 1 1 x x 1 0
x x x x

   
+ = + ⇔ + = + ⇔ + − =   

   
. 

 

( )
1 5x 1 5 3 52 x;y ;

2 41 5x
2

 +
= −  + −⇔ ⇒ = −   − +  =



.  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 5 3 5x;y ;
2 4

 + −
= −  
 

.     

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

3 2 2

2x 11x 2y 9 0

y 3y y 4x 22x 21 2x 1 2x 1

 − − + =


+ + + + + = + −
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 1x
2

≥ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

  
( ) ( )33
y 1 y 1 2x 1 2x 1+ + + = − + − . 



 
2

y 1
y 1 2x 1

y 2y 2x 2 0

 ≥ −⇔ + = − ⇔ 
+ − + =

. 

 Xeùt heä phöông trình 
2

2

2x 11x 2y 9 0

y 2y 2x 2 0

 − − + =


+ − + =
. 

 Giaûi heä phöông trình naøy baèng phöông phaùp theá tìm ñöôïc caùc nghieäm 

( ) ( ) ( )5x;y 1;0 ; ; 3 ; 5;2
2

 
= − 

 
. 

 Keát hôïp vôùi ñieàu kieän chæ nhaän hai nghieäm ( ) ( )1;0 ; 5;2 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 5;2= . 

Baøi 33. Giaûi heä phöông trình ( )
3

3 3 3

2y x x 1

x 5x x 2y 6 x 2y 1 0

 − = +


+ + − + − + =

.  

Lôøi giaûi 

  Ñieàu kieän: 3x 2y 1 0− + ≥ . 

 Ñaët 3t x 2y 1= − +  thì phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc vieát laïi thaønh : 

( ) ( ) ( )55 2 5x 5x t 5 t 0 x 5x t 5 t+ + + = ⇔ + = − + − . 

 Xeùt haøm soá 5f(u) u 5u= +  coù 4f '(u) 5u 5 0= + >  neân haøm soá f(u)  ñôn ñieäu 

taêng treân  , töø ñoù suy ra: 

( )
3

3 2

x 0
f(x) f( t) x t x x 2y 1 1y x 1 x

2

 ≤
= − ⇔ = − ⇔ = − − + ⇔ 

= + −

. 

  
 Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

2

1x 0,yx 0 21 x x 1
x 1 1x 1,y

2


= = =

− = + ⇔ ⇒  = −  = − = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 1x;y 0; ; 1;
2 2

   
= − −   
   

.   



Baøi 34. Giaûi heä phöông trình ( )23 3 2

2 2

5 8 100x y x y 5x xy 13x
3 3 3

x y xy 3x 4y 4 0


− + + + − + =


 + + − − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù : 

  

( )
( )

2 2

2 2

x x y 3 y 4y 4 0

y y x 4 x 3x 4 0

 + − + − + =


+ − + − + =
 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
x

2 2
y

40 xy 3 4 y 4y 4 0
3
7x 4 4 x 3x 4 0 1 y
3

 ≤ ≤∆ = − − − + ≥  ⇒ ⇔ 
 ∆ = − − − + ≥ ≤ ≤ 

. 

  Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

  

3 3 2 2

2 2

20 5 2 100x y x y xy 13x
3 3 3 3

x y xy 3x 4y 4 0


− + + + + =


 + + − − + =

. 

 

3 3 2 2

2 2

3x 3y 20x 5y 2xy 39x 100 (1)

x y xy 3x 4y 4 0 (2)

 − + + + + =⇔ 
+ + − − + =

. 

 Laáy (1) 2.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

 
3 2 3 23x 18x 45x 3y 3y 8y 108 0 (3)+ + − + + − = . 

 Xeùt haøm soá 3 2f(x) 3x 18x 45x= + +  treân 40;
3

 
 
 

 vaø: 

  3 2g(y) 3y 3y 8y 108= − + + − treân 71;
3

 
 
 

. 

 Ta coù: 
4 7x 0; x 1;
3 3

4 892 4 892max f(x) f , max g(y) g
3 9 3 9   

∈ ∈   
   

   
= = = = −   

   
. 

 Suy ra 
4 7x 0; x 1;
3 3

4x
3f(x) g(y) max f(x) max g(y) 0 (3)
4y
3

   
∈ ∈   
   


=+ ≤ + = ⇒ ⇔ 

 =


. 

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoûa maõn. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 4 4x;y ;
3 3

 
=  
 

.   



Baøi 35. Giaûi heä phöông trình: 

( )( ) ( )22 2 2 2

2 2

x y x xy y 15 x y x 9y 15y 94

4x 4y 6x 6y 2xy 9 0

 − + + + − + = − − +

 + + + − − =

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 

3 3 2 2

2 2

x y 15x 2x 8y 2xy 94 0 (1)

4x 4y 6x 6y 2xy 9 0 (2)

 − + − + − − =


+ + + + − =
. 

 Töø phöông trình (2) suy ra x 3;1 ,y 3;1   ∈ − ∈ −    . 

 Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc : 
3 2 3 2x 6x 9x y 4y 6y 85 0 (3)− + − + − − = . 

 Xeùt hai haøm soá 3 2x 6x 9x− + vaø 3 2g(y) y 4y 6y 85= − + − − treân 3;1 −   thöïc 

hieän töông töï baøi toaùn treân ta ñöôïc: 

 x 3;1 x 3;1

x 1
(3) f(x) g(x) max f(x) max g(y)

y 3   ∈ − ∈ −   

 =
⇔ + = + ⇔ 

= −
. 

 Thöû laïi thaáy thoûa maõn.  
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 3= − .              

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2

x y 3x 3xy 17x 13y 27 0 (1)

x y xy 5x 6y 10 0 (2)

 − − − + + − =


+ + − − + =
. 

Lôøi giaûi 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 2 5x ;2 ,y ;3
3 3
   

∈ ∈   
   

. 

 Laáy (1) 3.(2)+ theo veá ta ñöôïc : ( ) ( )3 3y 1 2 y 1 x 2x (3)− + − = + . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t 2t= + treân 2 ;2
3
 
 
 

 laø haøm ñoàng bieán. 

  Do ño :ù (3) f(y 1) f(x) y 1 x⇔ − = ⇔ − = . 

 Thay y x 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm 

( ) ( ) 5 8x;y 1;2 ; ;
3 3

 
=  

 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 5 8x;y 1;2 ; ;
3 3

 
=  

 
.  



Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2 2

2 2

136x y x 2y xy x 10y 12
9

x y xy 7x 6y 14


− + − + − − = −


 + + − − = −

. 

Lôøi giaûi 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 
2 5x ;2 ,y ;3
3 3
   

∈ ∈   
   

 

 Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc : 

 
3 3 273x x y 3y 4y 2 0 (3)

9
− − − − − = . 

 Xeùt haøm soá 3 73f(x) x x
9

= − treân 102;
3

 
 
 

 vaø 3 2g(y) y 3y 4y 2= − − − − treân 

71;
3

 
 
 

.                           

 Ta coù : 
10x 2;
3

10max f(x) f 10
3 

∈ 
 

 
= = 

 
 ; vaø 

7x 1;
3

max g(y) g(1) 10
 

∈ 
 

= = − . 

 Do ñoù: 
10 7x 2; x 1;
3 3

10x(3) f(x) g(x) max f(x) max g(y) 3
y 1

   
∈ ∈   
   


=⇔ + = + ⇔ 

 =

. 

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy khoâng thoûa maõn. 
 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 

Baøi 38. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2 2

2 2

136 76x y x 3y xy x 6y
9 27

x y xy 7x 6y 14


− + + + − − = −


 + + − − = −

. 

Lôøi giaûi 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 10 7x 2; ,y 1;
3 3

   
∈ ∈   
   

. 

 Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc : 

3 3 273 302x x y 2y 0 (3)
9 27

− − + − = . 

 Xeùt haøm soá 3 73f(x) x x
9

= −  treân 102;
3

 
 
 

 vaø 3 2 302g(y) y 2y
27

= − + − treân 71;
3

 
 
 

.                           



 Ta coù : 
10x 2;
3

10max f(x) f 10
3 

∈ 
 

 
= = 

 
 ; vaø 

7x 1;
3

4max g(y) g 10
3 

∈ 
 

 
= = − 

 
. 

 Do ñoù 
10 7x 2; x 1;
3 3

10x
3(3) f(x) g(x) max f(x) max g(y)
4y
3

   
∈ ∈   
   


=⇔ + = + ⇔ 

 =


. 

 Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 10 4x;y ;
3 3

 
=  
 

.  

Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 

3 2 3

2 2

2y 25x 2x 2xy y 0
3 54

12x x 2xy 2y 3y 0
2


+ − − + − =


 − − + + + =

. 

 
Lôøi giaûi 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 
3

3 2 2 2 2x x y y x y y x
3 3 3 3

 
+ = + + + ⇔ = + ⇔ = − 

 
. 

 Thay 2y x
3

= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta tìm ñöôïc caùc nghieäm : 

( ) 1 1 5 1 1 1 5 1x;y ; ; ;
6 6 6 63 3 3 3

   
= − − − − − + − +   
   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm:  

( ) 1 1 5 1 1 1 5 1x;y ; ; ;
6 6 6 63 3 3 3

   
= − − − − − + − +   
   

. 

Baøi 40. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2

2

x 1 x 1 4y 2y 1 0

2y 3xy x 8 0

 + − − + =

 − + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 1≥ . 
 Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng : 

 
( )3 3

2

y 0
x 1 2 x 1 (2y) 2.2y x 1 2y

x 4y 1

 ≥− + − = + ⇔ − = ⇔ 
= +

. 



 Thay 2x 4y 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm 

( ) ( )x;y 5;1= .    

Baøi 41. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3

2

x 6x y 8y 6 (1)

4xy x 2y 2y x 1 1 (2)

 − = −


+ = + − + +
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 2y x 1 0− + ≥ . 
 Laáy (1) 3.(2)+ theo veá ta ñöôïc : 

  ( ) ( ) ( )3
x 2y 3 x 2y 3 3 1 x 2y− + − + = − − . 

 ( ) ( ) ( )3
x 2y 3 x 2y 3 3 1 x 2y 0 x 2y 0⇔ − + − + − − − = ⇔ − = . 

 Thay x 2y= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta tìm ñöôïc nghieäm duy nhaát 

( ) 3
3
1x;y 2;
4

 
=  
 

.  

Baøi 42. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )

2 2 2

2 2

13y x 4 x 2 y 1 4x 15 0
2

x 2 x 1 3y y y 2


− + + + + − =


 − + = + −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : y 0≥ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng : 

  
( )

3 2 32 2 2x 1 1 3 x 1 1 y 3( y)   + − + + − = +   
     

 

2
2 2x 1 1 y y x 1 1 ⇔ + − = ⇔ = + − 

 
. 

 Thay 
2

2y x 1 1 = + − 
 

vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

 
( )

224 2 23 x 1 16 2 7x x 4x 7 0 x 1 2 2 x
2 2 2 2

  − ± −
+ + − = ⇔ + = − ⇔ = 

 
. 

Baøi 43. Giaûi heä phöông trình: 

( )

3 3 2 2

2

x 8y 3x 12y 6x 12y 2y 1 x 1

2x 2xy 1 6y x 4y 1

 − − + + − = − − −


+ = + +
 



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x 1,y
2

≥ ≥ .  

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( ) ( ) ( )3 3
x 1 3 x 1 x 1 2y 1 3 2y 1 2y 1− + − + − = − + − + −  

 x 1 2y 1 x 2y⇔ − = − ⇔ = . 

 Thay x 2y= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) 3 3x;y 0;0 ; 2;3 2 2 ; 2;3 2 2
2 2

   
= − − + +   

   
. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) 3x;y 2;3 2 2
2

 
= + + 
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3x;y 2;3 2 2
2

 
= + + 
 

.      

Baøi 44. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 2 2

223 2 2 2 2 2 2

4x 4x 7x 3y 6y 4 3y 6y 7

x 3x x y 1 3 8 x y 2y 7 x y 2y

 − − = − + − +
  
 − + − + + = + − − + − 
  

. 

 
Lôøi giaûi 

 Ta coù : ( ) ( ) ( )2 22 23y 6y 4 3y 6y 7 3 y 1 1 3 y 1 4 2 − + − + = − + − + ≥ 
 

. 

 

( )( )3 2 2
x 2

4x 4x 7x 2 x 2 4x 4x 1 0 1x
2

 ≥
⇒ − − ≥ ⇔ − + + ≥ ⇔  = −


. 

 Nhaän thaáy 1x
2

= − khoâng thoûa maõn heä phöông trình vì vaäy x 2≥ . 

 Vieát phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng : 

( ) ( )
3

2 23 2 2 2x 3x x y 1 3 x y 1  (1)
   − = + − − + −     

. 

Haøm soá 3 2f(t) t 3t= − ñoàng bieán treân )2; +∞ neân phöông trình 

 
( ) ( )2 22 2(1) f(x) f x y 1 x x y 1 y 1

 
⇔ = + − ⇔ = + − ⇔ = 

 
. 



 Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc x 2= . 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .            

Baøi 45. Giaûi heä phöông trình 
x y 1 y 1 x 0

x 1 y 2

 − + − − − =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 0 x 1,0 y 1≤ ≤ ≤ ≤ . 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng : 

x 1 x y 1 y− − = − − . 

 Deã tìm ñöôïc x y= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

( ) ( ) 1 1x 1 x 2 2 x 1 x 1 4x 1 x 1 x y
2 2

+ − = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.      

Baøi 46. Giaûi heä phöông trình

( )

3 2

3 3 3

18x 4x 3x 3y
2

x 5x x 2y 6 x 2y 1 0


− − = −


 + + − + − + =

. 

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 3x 2y 1 0− + ≥ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi : 

  

3
3 3 3x 2y 1 5 x 2y 1 ( x) 5.( x) − + + − + = − + − 

 
. 

 

3
3 2 3 2

x 0 x 0
x 2y 1 x

x 2y 1 x 2y x x 1

 ≤ ≤ ⇔ − + = − ⇔ ⇔ 
− + = = − +  

. 

 Thay 
3 2x x 1y

2
− +

= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm duy 

nhaát cuûa heä laø ( ) 1x;y 1;
2

 
=  
 

.      

Baøi 47. Giaûi heä phöông trình:  



2

22 2 2
2

2 2

x 5y 6 0

y yx x x x 4 x x 4 x x 4
1 x x 4 1 y y 4

 + − =

 ++ + − − + − − +

− = − − +
+ − − + + − − +

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  

22
2 2

2 2

y yx x x x y y
1 x x 4 1 y y 4

++
= ⇔ + = +

+ − − + + − − +
. 

 
( )( )2 2 x y

x y x y 0 x y x y 1 0
x y 1 0
 =

⇔ − + − = ⇔ − + + = ⇔  + + =
. 

 Xeùt tröôøng hôïp vaø tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä phöông trình laø 

( ) ( ) 5 69 7 69x;y 1;1 ; ;
2 2

 − − +
=   

 
.     

Baøi 48. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

3

x y 3y 4y x 2

x y 3 x 3y 19 105 y xy

 − = + − +


+ + + + = − −
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x y 0,x 3y 19 0+ ≥ + + ≥ . 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )33x x y 1 y 1 x y 1+ = + + + ⇔ = + . 

 Thay x y 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
3 22y 1 3 4y 20 105 y y y+ + + = − − − . 

 
3 2y y y 2y 1 6 y 5 105 0⇔ + + + + + + − = . 

 Haøm soá 3 2f(y) y y y 2y 1 6 y 5 105= + + + + + + −  ñoàng bieán treân 1 ;
2

 
− +∞
 

 

neân y 4= laø nghieäm duy nhaát suy ra x 5= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;4= .      

Baøi 49. Giaûi heä phöông trình 
( )3 2 3

2

2x 4x 3x 1 2x 2 y 3 2y

18 9 8y 7 8 3 2y 17 4y 4 3 2y
x 1

 − + − = − −



+ − + − = + + −
+

 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän : 3y ,8y 7 8 3 3y 0
2

≤ − + − ≥ . 

 Nhaän thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 
 Xeùt x 0≠ khi ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi : 

( )
3 31 1 11 1 3 2y 3 2y 1 3 2y

x x x
   
− + − = − + − ⇔ − = −   

   
. 

 Thay 1 1 3 2y
x
= − − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

( )
( )

( ) ( )
2

2 2

2

18 1 3 2y
9 9 4 1 3 2y 25 2 1 3 2y

1 3 2y 1

− −
+ − − − = − − −

− − +
. 

 Ñaët ( )2t 1 3 2y ,t 0= − − ≥ phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( )( )18t 9 9 4t 25 2t 9 t 1 9 4t 25 2t t 1 18t

t 1
+ − = − ⇔ + − = − + −

+
. 

 

( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

t 0

9 t 1 9 4t 2t 5t 25 2t 5t 25 0 t 2

81 t 1 9 4t 2t 5t 25

 ≥
⇔ + − = − + + ⇔ − + + ≥ ⇔ =


+ − = − + +

 

 
( )2 1 3 2y 2
1 3 2y 2 3 2y 1 2

1 3 2y 2

 − − =
⇔ − − = ⇔ ⇔ − = +
 − − = −  

 

1y 2 x
2

⇔ = − ⇒ = − . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y ; 2
2

 
= − − 
 

.                   

Baøi 50. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( ) ( )

23

2

13y 57x 2x x 4 3y x
x 2y x 2

2 x y 1 6 x y 3 2 2 x y 3 x y


− = + − + − +

 − + − − + = − − −

 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä coù chæ coù nhaân töû x y−  neân ta coù theå tìm ñöôïc 

t x y= − khi ñaët aån phuï. Döôùi ñaây söû duïng haøm soá nhö sau: 
 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 x y 1 x y 1 2 x y 1 2.4 x y 2 x y 2 x y− + + − + + − + = − + − + − . 



 ( )x y 1 2 x y x y 1 y x 1⇔ − + = − ⇔ − = ⇔ = − . 

 Thay y x 1= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )2387x 13 2x x 1 3x x

x
+ − = + −  

 

3
x 0 3

2 2
2 2 1 3 1 31 2 1 1 2 1
x x x xx x

≠      
←→ − + − = + − + + −     

     
 

 
( )33 2 3 2 33

2
2 1 31 1 2 x x 3x x 2 x x 3x x
x xx

⇔ − = + − ⇔ − = + − ⇔ − = + − . 

 

2

13 73x
6

7 7313 73 yx
663x 13x 8 0

13 73 13 73x x
6 6

7 73y
6

 −
 = −−  == ⇔ − + = ⇔ ⇒  + += =


+ =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 13 73 7 73 13 73 7 73x;y ; ; ;
6 6 6 6

   − − + +
=       
   

. 

Baøi 51. Giaûi heä phöông trình 
3 3

2
xx x log 8y 2y 1
y

x 1 y 1 1 0


+ + = + +


 − − − − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 1,y 1≥ ≥ . 

 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc bieán ñoåi thaønh : 

 ( )33
2 2x x log x 2y 2y log 2y+ + = + +  

 Ta xeùt haøm soá 3
2f(t) t t log t,t 0= + + > . Ta coù 2 1f '(t) 3t 1 0,t 0

t ln2
= + + > > .  

 Suy ra haøm soá ñôn ñieäu taêng. Töø ñoù suy ra f(x) f(2y) x 2y= ⇔ = . 

 Thay x 2y= vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc : 

 2y 1 y 1 1 0 2y 1 y 2 y 1 2 y 1 1 y y 1 x 2− − − − = ⇔ − = − − ⇔ − = − ⇔ = ⇒ =  



 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= . 

Baøi 52. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) 2

2 x 2 x 6 6 y

x 2 y 2 y 1. x 4x 5

 − + = −

 − + = + − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 6,y 1≥ − ≥ − . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 2

y 1x 2  (1)
x 2 1 y 1 1

+−
=

− + + +

 

 Xeùt haøm soá 
2

tf(t)
t 1

=
+

treân  , ta coù: 

 ( )

2
2

2

2 2 2

tt 1
1t 1f '(t) 0, t

t 1 t 1 t 1

+ −
+= = > ∀ ∈

+ + +


 

neân f(t)  laø haøm ñoàng 

bieán treân  . 

 Vì vaäy ( ) ( ) 2

x 2
(1) f x 2 f y 1 x 2 y 1

y x 4x 3

 ≥⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ 
= − +

.     

 Thay 2y x 4x 3= − + vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

( ) 22 x 2 x 6 3 x 4x x 3 y 0− + = − + ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;0= .       

Baøi 53. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2

53 5x 10 x 5y 48 9 y 0

2x y 6 x 2x 66 2x y 11

 − − + − − =


− + + − − = − + +
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi : 

 ( ) ( )3 3
5 10 x 3 10 x 5 9 y 3 9 y 10 x 9 y y x 1− + − = − + − ⇔ − = − ⇔ = −  

 Thay y x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
2x 7 x 2x 66 10 x+ + − − = −

 

 ( ) ( )2x 7 4 x 2x 63 1 10 x 0⇔ + − + − − + − − =  



 
( )( )x 9 x 9x 9 x 7 0

x 7 4 1 10 x
− −

⇔ + − + + =
+ + + −

. 

 
( ) 1 1x 9 x 7 0 x 9 y 8

x 7 4 1 10 x

 
⇔ − + + + = ⇔ = ⇒ = 

+ + + − 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 9;8= .          

Baøi 54. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

3 2 2

2x 11x 2y 10 0

y 3y 4x 22x y 21 2x 1 2x 1

 − − + =


+ + + + + = + −
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x
2

≥ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( )33

2

y 1
y 1 y 1 2x 1 2x 1 y 1 2x 1

y 2y 1 2x 1

 ≥ −+ + + = − + − ⇔ + = − ⇔ 
+ + = −

 

 Ta coù heä phöông trình : 2

2

y 1
x 1

y 2y 1 2x 1
y 0

x 11x 2y 10 0

 ≥ −
  = + + = − ⇔ 

= − − + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;0= . 

Baøi 55. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )3

4x 2 2y 4 6

2 2x 1 2x 1 2y 3 y 2

 + + + =


+ + + = − −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x ,y 2
2

≥ − ≥ .   

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi : 

 
( ) ( )33

2 2x 1 2x 1 2 y 2 y 2  (1)+ + + = − + −  

 Xeùt haøm soá 3f(t) 2t t= + treân  , ta coù 2f '(t) 6t 1 0, t 0= + > ∀ > neân f(t) laø 

haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy ( ) 2(1) f(2x 1) f y 2 2x 1 y 2 y 4x 4x 3⇔ + = − ⇔ + = − ⇔ = + + . 

 Thay 2y 4x 4x 3= + + vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 



( )24x 2 2 4x 4x 3 4 6+ + + + + = . 

 Veá traùi laø haøm ñoàng bieán neân phöông trình coù nghieäm duy nhaát 1x y 6
2

= ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y ;6
2

 
=  
 

.            

Baøi 56. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2

x x 1 y y 1 1

y 35y
12x 1

  + + + + =    

 + =
 −

. 

Lôøi giaûi 
 Töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra x y= − . 

Thay x y= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

2

y 35y y 0
12y 1

+ = ⇒ >
−

 

 Bình phöông hai veá cuûa phöông trình ta ñöôïc : 

  

2 22 2 4 2
2

2 22 2

y 2y 35 y 2y 35y 0
12 12y 1 y 1y 1 y 1

   
+ + = ⇔ + − =   

− −   − −
 

 

2
y 0

2

5 5 5y x ,yy 25 3 3 3
12 5 5 5y 1 y x ,y

4 4 4

>

 
= = − = 

 ⇔ = ←→ ⇒
 − = = − =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) 5 5 5 5x;y ; ; ;
3 3 4 4

   
= − −   
   

.             

Baøi 57. Giaûi heä phöông trình 
( )3 2 2 2

2 2

x 3x 2 y 2 1 y 0

2x x 2 1 y 2x 1

 − + + + − =

 − = − + −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 0 x 2, 1 y 1≤ ≤ − ≤ ≤ . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
33 2 2x 1 3 x 1 1 y 3 1 y − − − = − − − 

 
. 



 Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= − treân 1;1 −  , ta coù: 

 
2f '(t) 3t 3 0, t 1;1 = − ≤ ∀ ∈ −  neân f(t) laø haøm nghòch bieán treân 1;1 −  . 

 Vì vaäy: 2 2f(x 1) f 1 y x 1 1 y − = − ⇔ − = − 
 

. 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

2 2

2 2 2

x 1 1 y x 1 1 y x 1,y 1
x 1,y 12x x 2 1 y 2x 1 2x x 4x 3

 − = − − = − = = ⇔ ⇔   = = − − = − + − − = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 1; 1= − .        

Baøi 58. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2 2

x y 3y 3x 2

x 1 x 3 2y y 2

 − + − =


+ − − − = −
 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : 1 x 1,0 y 2− ≤ ≤ ≤ ≤ . 

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi : ( ) ( )3 2 3 2x 1 3 x 1 y 3y+ − + = − .      

 Xeùt haøm soá 3 2f(t) t 3t= − treân 0;2   , ta coù : 

 
2f '(t) 3t 6t 0, t 0;2 = − ≤ ∀ ∈  neân f(t) laø haøm nghòch bieán treân 0;2   . 

 Vì vaäy f(x 1) f(y) x 1 y+ = ⇔ + = . 

 Thay y x 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

  ( ) ( )22 2x 1 x 3 2 x 1 x 1 2+ − − + − + = − . 

 
2 2 2 2 2x 1 x 3 1 x 2 0 2 1 x x 2 x 0 y 1⇔ + − − − + = ⇔ − = + ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= . 

Baøi 59. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

5 3

x x 2 y 3y 4y

x y 1 0

 + − = + +


+ + =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )33

5 35 3

x y 1 x 0x x 2 y 1 y 1 2
y 1x y 1 0x y 1 0

  = +  =+ − = + + + − ⇔ ⇔  
= −+ + =  + + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0; 1= − . 



Baøi 60. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )( )
3x 1 4 2x 1 y 1 3y

x y 2x y 6x 3y 4 0

 − + + = − +


+ − + + + =
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x ,y 1
3

≥ ≥ .     

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi : 

 ( )( )
1x ,y 1
3x y 1 2x y 4 0 y 2x 4

≥ ≥
+ + − + = ←→ = + . 

 Thay y 2x 4= + vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

  3x 1 2x 8 2x 3− + − = + .    

 ( ) ( )2 3x 1 3x 1 2 2x 3 2x 3⇔ − + − = + + +  

 3x 1 2x 3 x 4 y 12⇔ − = + ⇔ = ⇒ =  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;12= . 

Baøi 61. Giaûi heä phöông trình 
( ) 3

2 3 2

8x 3 2x 1 4y y

4x 8x 2y y 2y 3 0

 − − = +

 − + + − + =

. 

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 1x
2

≥ .     

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi : 

 ( )3 34 2x 1 2x 1 4y y y 2x 1− + − = + ⇔ = − . 

 Thay y 2x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thöïc hieän xeùt tính ñôn ñieäu 

cuûa haøm soá tìm ñöôïc nghieäm duy nhaát cuûa heä laø ( ) ( )x;y 1;1= .     

Baøi 62. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2

2012 3x 4 x 6y 2009 3 2y 0

2 7x 8y 3 14x 18y x 6x 13

 − − + − − =


− + − = + +
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi : 

  ( ) ( )3 3
3 4 x 2000 4 x 3 3 2y 2000 3 2y− + − = − + − . 

 

x 14 x 3 2y 4 x 3 2y y
2
−

⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = . 



 Thay x 1y
2
−

= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc :  

 22 3x 4 3 5x 9 x 6x 13+ + + = + + .      

 
( ) ( ) 22 3x 4 2 x 2 3 5x 9 3 x 3 x x   ⇔ + − + + + − + = +    . 

 
( ) 1 1x x 1 1 0

3x 4 x 2 5x 9 x 3

 
⇔ + + + = 

+ + + + + + 
. 

 

( )
1x 0 x 0,yx x 1 0 2

x 1 x 1,y 1

 = = = −⇔ + = ⇔ ⇒ = − = − = −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )1x;y 0; ; 1; 1
2

 
= − − − 
 

.     

Baøi 63. Giaûi heä phöông trình 
3 4

2 2 3

y x x 28

xy 2x y x 18 2

 − =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 
( )
( )

3 3

2

x y x 28
x,y 0

x x y 18 2

 − = ⇒ >
 + =

.   

 Ruùt 
418 2 3 8y x x

x x
= − = − thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

34
33 8x x x 28

x

   − − =      

. 

 Ñaët ( )t x, t 0= > phöông trình trôû thaønh : 
34

2 2 63 8t t t 28
t

   − − =      

. 

 ( )39 34t 3 8 t 28t 0⇔ − − + = . 

 Veá traùi laø haøm ñoàng bieán neân phöông trình coù nghieäm duy nhaát: 

 4t 2 x 2 y 2 2= ⇒ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2 2= . 



Baøi 64. Giaûi heä phöông trình ( )
2015 2014 2030 2016

4 4 2 23

x xy y y

7y 13x 8 2y x 3x 3y 1

 + = +


+ + = + −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : ( )2 2x 3x 3y 1 0+ − ≥ . 

 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt xy 0≠ vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng : 

 

2015
2015 2x x xy y y x y 0

y y y
 

+ = + ⇔ = ⇔ = > 
 

. 

 Thay 2y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

  
( )2 2 23 3

3 2 2
8 13 7 3 17x 13x 8 2x x 3x 3x 1 2 3

x xx x x
+ + = + − ⇔ + + = + − . 
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3 3
2 2

2 2 3 1 3 11 2 1 3 2 3
x x x xx x

    
⇔ + + + = + − + + −           

. 

 

x 03
2

2 3 1 6 61 3 x y
x x x 89 5 89 5

>⇔ + = + − ←→ = ⇒ = ±
− −

. 

 
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

 ( ) 6 6 6 6x;y ; ; ;
89 5 89 5 89 5 89 5

   
= −      − − − −   

. 

Baøi 65. Giaûi heä phöông trình 
( )

2015 2014 4030 2016

32 3

30x 4xy 30y 4y

162y 27 3 8x 3

 + = +


+ = −

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt xy 0≠ vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng : 

 

2015
2015 2x x x30 4. 30y 4y y x y 0

y y y
 

+ = + ⇔ = ⇔ = > 
 

. 

 Thay 2y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )33162x 27 3 8x 3+ = − . 



 Ñeå giaûi phöông trình naøy ta ñöa veà giaûi heä baèng pheùp ñaët aån phuï 
38x 3 6u− = ta ñöôïc:  

 

3 3

3 3

8x 3 6u 6u 8x 3

162x 27 3 216u 6x 8u 3

 − = = − ⇔ 
+ = = −  

. 

 Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi II deã tìm ñöôïc nghieäm x y= laø nghieäm cuûa phöông trình : 

 

x 03 38x 3 6x 8x 6x 3 x cos y cos
18 18

> π π
− = ⇔ − = ←→ = ⇒ = ±

 

 
(xem theâm chöông 1). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( )x;y cos ; cos ; cos ; cos
18 18 18 18

   π π π π
= −      
   

. 

Baøi 66. Giaûi heä phöông trình 
2 y 1

2 x 1

x x 2x 2 3 1

y y 2y 2 3 1

−

−

 + − + = +

 + − + = +

. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 

2 x 1 2 y 1x x 2x 2 3 y y 2y 2 3− −+ − + + = + − + + . 

 Xeùt haøm soá 2 t 1f(t) t t 2t 2 3 −= + − + + ta coù : 

 

( )
( )

( )

( )

2
t 1 t 1

2 2

t 1 t 1

2

t 1 1 t 1t 1f '(t) 1 3 ln3 3 ln3
t 1 1 t 1 1

t 1 t 1
3 ln3 3 ln3 0

t 1 1

− −

− −

− + + −−
= + + = +

− + − +

− + −
> + ≥ >

− +

. 

 Neân f(t) laø haøm ñoàng bieán vì vaäy f(x) f(y) x y= ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

 
( ) ( ) ( )2 2x 1 x 1x 1 x 1 1 3 3 x 1 1 x 1 1 (1)− −  

− + − + = ⇔ − + − − = 
 

. 

 Xeùt haøm soá ( ) ( )2x 1f(x) 3 x 1 1 x 1−  
= − + − − 

 
treân  , ta coù : 



 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2x 1 x 1

2

2x 1

2

x 1f '(x) 3 ln3 x 1 1 x 1 3 1
x 1 1

13 x 1 1 x 1 1 0, x
x 1 1

− −

−

 
   −

= − + − − + −   
   − + 

 
  

= − + − − − ≥ ∀ ∈  
  − + 



. 

 Neân f(x) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

 Vì vaäy (1) f(x) f(1) x 1 y 1⇔ = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .         

 
     
    
 
 
 
 
 
 
 

Chuû ñeà 11.  KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG ÑIEÀU KIEÄN COÙ NGHIEÄM  
             CUÛA HEÄ PHÖÔNG TRÌNH 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

1.  Daïng heä phöông trình 
2

k

f (x,y) 0

g (x,y) 0

 =


=
, trong ñoù 2f (x,y) 0=  laø moät phöông 

trình baäc hai hai bieán vaø kg (x,y) 0=  laø moät phöông trình baäc cao hoaëc coù 

chöùa caên ñoái vôùi hai bieán. Suy nghó ñaàu tieân laø coi 2f (x,y) 0=  laø phöông 

trình baäc hai ñoái vôùi moät bieán vaø bieán coøn laïi ta coi laø tham soá töø ñoù tìm ra 
mieàn giaù trò cuûa töøng bieán. Ta döïa vaøo mieàn giaù trò cuûa bieán ñeå ñaùnh giaù 
phöông trình coøn laïi. 

Ví duï 1. Phöông trình 2 2x y xy 7x 6y 14 0 (1)+ + − − + = . 

 Coi (1)  laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  vaø y laø tham soá ta ñöôïc 

( )2 2x y 7 x y 6y 14 0+ − + − + = . 



 Phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 

( ) ( )2 2 2
y

7y 7 4 y 6y 14 0 3y 10y 7 0 1 y
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

 Coi (1)  laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y  vaø x laø tham soá ta ñöôïc: 

( )2 2y x 6 y x 7x 14 0+ − + − + = . 

 Phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

( ) ( )2 2 2
x

10x 6 4 x 7x 14 0 3x 16x 20 0 2 x
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

 Vaäy ta coù 10 7x 2; ,y 1;
3 3

   
∈ ∈   
   

. 

2.  Heä phöông trình coù chöùa caên thöùc A(x;y) B(x;y)
C(x;y) 0

 =


=
. 

 Xuaát phaùt töø ñieàu kieän ñeå heä coù nghieäm laø 
A(x;y) 0
B(x;y) 0
 ≥


≥
 ta tim ñöôïc raøng 

buoäc giöõa x,y .    

 
 
 
B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 3 2

2 2

x 1 y 3y 3y

x 2x y 1 y 6y 1 0

 − = − − −

 + − + − + =

. 

Lôøi  giaûi 
 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng 

( )2 2x 2x y 1 y 6y 1 0+ − + − + = . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  vaø tham soá laø y  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2
x' y 1 y 6y 1 4y 0 y 0∆ = − − − + = ≥ ⇔ ≥ . 

 Khi ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä ñöôïc vieát laïi: ( ) ( )2 3
x 1 1 y 1− = − + . 

 Do y 0≥  neân ( ) ( )2 3
VT x 1 0 VP 1 y 1= − ≥ ≥ = − + . 

 Do vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi x 1;y 0= =  thöû laïi vaøo phöông trình thöù 

hai cuûa heä thaáy thoûa maõn. 



 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;0= . 

 Nhaän xeùt. Ngoaøi caùch tính x'∆  nhö treân ñeå tìm ñieàu kieän cuûa y  ta coù theå 

vieát laïi phöông trình nhö sau 

 ( )2x y 1 4y 4y 0 y 0+ − = ⇒ ≥ ⇔ ≥ . 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 3 2

10x 5y 2xy 38x 6y 41 0

x xy 6y y x 1 2

 + − − − + =


+ + − + − =
. 

Lôøi  giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )2 210x 2 y 19 x 5y 6y 41 0− + + − + = . 

 Suy ra ( ) ( ) ( )2 22
x' y 19 10 5y 6y 41 49 y 1 0 y 1 x 2∆ = + − − + = − − ≥ ⇔ = ⇒ = . 

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoûa maõn. 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .     

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
3 2 2

2 2

x 3x y 2y 5 0

x y xy 7x 6y 14 0

 − + − + =


+ + − − + =
. 

 
Lôøi  giaûi 

 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng 
2 2x y xy 7x 6y 14 0 (1)+ + − − + = . 

 Coi (1)  laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  vaø y laø tham soá ta ñöôïc 

( )2 2x y 7 x y 6y 14 0+ − + − + = . 

 Phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

( ) ( )2 2 2
y

7y 7 4 y 6y 14 0 3y 10y 7 0 1 y
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

 Coi (1)  laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y  vaø x laø tham soá ta ñöôïc: 

( )2 2y x 6 y x 7x 14 0+ − + − + = . 

 Phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi:  

 ( ) ( )2 2 2
x

10x 6 4 x 7x 14 0 3x 16x 20 0 2 x
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 



 Vaäy ta coù 10 7x 2; ,y 1;
3 3

   
∈ ∈   
   

.  

 Phöông trình ñaàu cuûa heä trôû thaønh f(x) g(y) 0+ = , trong ñoù 
3 2

2

f(x) x 3x

g(y) y 2y 5

 = −


= − +
. 

 Ta coù ( )2 10f '(x) 3x 6x 3x x 2 0, x 2;
3

 
= − = − ≥ ∀ ∈ 

 
 neân f(x)  laø haøm ñoàng 

bieán treân 102;
3

 
 
 

. Suy ra f(x) f(2) 4≥ = − . 

 
( )22 7g'(y) y 2y 5 y 1 4 4, y 1;

3
 

= − + = − + ≥ ∀ ∈ 
 

. 

 Do ñoù f(x) g(y) 0+ ≥ . Vì vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi 

f(x) 4 x 2
g(y) 4 y 1
 = − =

⇔ 
= = 

 thöû laïi thaáy thoûa maõn phöông trình thöù hai cuûa heä. 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình ( )( )2 2

2 2

72x 1 2y 1 xy
2

x y xy 7x 6y 14 0


− − =


 + + − − + =

. 

 
Lôøi  giaûi 

 Theo treân ta coù 10 72 x ;1 y
3 3

≤ ≤ ≤ ≤ . 

 Khi ñoù vieát phöông trình cuûa heä döôùi daïng 

 

1 1 72x 2y  (1)
x y 2

  
− − =  

  
. 

 Xeùt haøm soá 1f(t) 2t
t

= −  vôùi t 1≥ . Ta coù 
2
1f '(t) 2 0, t 1
t

= + > ∀ ≥  vì vaäy f(t)  

laø haøm ñoàng bieán treân )1; +∞  vaø roõ raøng f(t) 0, t 1> ∀ ≥ . 

 Do ñoù (1) (1)
1 1 7VT f(x).f(y) f(2).f(1) 2.2 2.1 VP
2 1 2

  
= ≥ = − − = =  

  
. 

 Vì vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi x 2;y 1= =  thöû laïi phöông trình thöù hai 

cuûa thaáy khoâng thoûa maõn. 
 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 



Baøi 5. Giaûi heä phöông trình ( )( )2 2

2 2

2x 3x 4 2y 3y 4 18

x y xy 7x 6y 14 0

 − + − + =

 + + − − + =

. 

Lôøi  giaûi 
 Töông töï baøi treân ta coù 2f(t) 2t 3t 4= − +  laø haøm ñoàng bieán treân )1; +∞ . 

 Suy ra ( )( )2 22x 3x 4 2y 3y 4 f(x).f(y) f(2).f(1) 6.3 18− + − + = ≥ = = . 

 Vì vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi x 2;y 1= =  thoûa maõn phöông trình thöù hai 

cuûa heä. 
 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= . 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
4 2

2 2

x y 9

x y xy 3x 4y 4 0

 + =


+ + − − + =
. 

Lôøi  giaûi 
 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng 

( )2 2x y 3 x y 4y 4 0+ − + − + = . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2 2
x

7y 3 4 y 4y 4 3y 10y 7 0 1 y
3

∆ = − − − + = − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

 Töông töï vieát laïi: ( )2 2y x 4 y x 3x 4 0+ − + − + = . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2 2
y

4x 4 4 x 3x 4 3x 4x 0 0 x
3

∆ = − − − + = − + ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

 Khi ñoù 
4 2

4 2 4 7 697x y 9
3 3 81

   
+ ≤ + = <   

   
. Vì vaäy heä ñaõ cho voâ nghieäm. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( )23 3 2

2 2

5 8 100x y x y 5x xy 13x
3 3 3

x y xy 3x 4y 4 0


− + + + − + =


 + + − − + =

. 

Lôøi  giaûi 
 Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh 

( )2 2x x y 3 y 4y 4 0+ − + − + = . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  vaø tham soá laø y  ta ñöôïc 



( ) ( )2 2 2
x

7y 3 4 y 4y 4 3y 10y 7 0 1 y
3

∆ = − − − + = − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Töông töï vieát laïi: ( )2 2y y x 4 x 3x 4 0+ − + − + = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y  vaø tham soá x  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2 2
y

4x 4 4 x 3x 4 3x 4x 0 0 x
3

∆ = − − − + = − + ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Ruùt xy  töø phöông trình thöù hai cuûa heä thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
3 2 3 23x 18x 45x 3y 3y 8y 108 0 (1)+ + − + + − = . 

Xeùt haøm soá 3 2f(x) 3x 18x 45x= + +  treân 40;
3

 
 
 

.  

Ta coù 2 4f '(x) 9x 36x 45 0, x 0;
3

 
= + + > ∀ ∈ 

 
 neân f(x)  laø haøm ñoàng bieán treân 

40;
3

 
 
 

.  

Suy ra 4 892f(x) f
3 9

 
≤ = 

 
. 

Xeùt haøm soá 3 2g(y) 3y 3y 8y 108= − + + −  treân 71;
3

 
 
 

.  

Ta coù 2 4 7g'(y) 9y 6y 8;g'(y) 0 y 1;
3 3

 
= − + + = ⇔ = ∈ 

 
. 

Tính ñöôïc 4 892 7 1000g(1) 100;g ;g
3 9 3 9

   
= − = − = −   

   
.  

Suy ra 
7y 1;
3

4 80max g(y) g
3 9 

∈ 
 

 
= = 

 
. 

Do ñoù (1)
4 4VT f(x) g(y) f g 0
3 3

   
= + ≤ + =   

   
.  

Vì vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 4x y
3

= = .  

Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) 4 4x;y ;
3 3

 
=  
 

. 



Baøi 8. Giaûi heä phöông trình: ( )( ) ( )22 2 2 2

2 2

x y x xy y 15 x y x 9y 15y 94

4x 4y 6x 6y 2xy 9 0

 − + + + − + = − − +

 + + + − − =

 

Lôøi  giaûi 
Heä phöông trình töông ñöông vôùi 

3 2 3 2

2 2

x 2x 15x y 9y 94 2xy 0  (1)

4x 4y 6x 6y 2xy 9 0           (2)

 − + − + − − =


+ + + − − =
. 

Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng 

( )2 24x 2 3 y x 4y 6y 9 0+ − + + − = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai aån x  vaø tham soá laø y  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2 2
x' 3 y 4 4y 6y 9 0 15y 30y 45 0 3 y 1∆ = − − + − ≥ ⇔ − − + ≥ ⇔ − ≤ ≤ . 

Töông töï vieát laïi phöông trình döôùi daïng 

( )2 24y 2 3 x y 4x 6x 9 0+ − + + − = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø y  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2
y' 3 x 4 4x 6x 9 0 3 x 1∆ = − − + − ≥ ⇔ − ≤ ≤ . 

Vaäy ta coù x,y 3;1 ∈ −  . 

Ruùt xy  töø phöông trinh (1)  thay vaøo phöông trình (2) ta coù phöông trình: 
3 2 3 2x 6x 9x y 4y 6y 85 0 (3)− + − + − − = . 

Xeùt haøm soá 3 2f(x) x 6x 9x= − +  treân 3;1 −  . 

Ta coù ( )( )2f '(x) 3x 12x 9 3 x 1 x 3 0, x 3;1 = − + = − − ≥ ∀ ∈ −   neân f(x)  laø haøm 

ñoàng bieán treân 3;1 −  . Suy ra f(x) f(1) 4≤ = . 

Xeùt haøm soá 3 2g(y) y 4y 6y 85= − + − −  treân 3;1 −  . 

Ta coù 2g'(y) 3y 8y 6 0, y 3;1 = − + − < ∀ ∈ −   neân g(y)  laø haøm nghòch bieán 

treân 3;1 −  . Suy ra g(y) g( 3) 4≤ − = − . 

Vì vaäy (3)VT f(x) g(y) f(1) g( 3) 0= + ≤ + − = .  

Do ñoù heä coù nghieäm khi vaø chæ khi x 1;y 3= = −  thöû laïi phöông trình thöù hai 

cuûa heä thaáy thoûa maõn. 
Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 3= − . 



Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

3

4 2 2

2 x y 4xy 3 0

x y 2x 4xy 2y x 3y 1 0

 − − − =

 − − + + + + + =

. 

Lôøi  giaûi 
Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )4 3 2 2x y 2 x y 2x 2y x 3y 2 0− + − − + + + − = . 

( ) ( )4 3 2 2x y 2 x y 3 2y 2x x 3y 1 0⇔ − + − − + − + + + = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2
x y 1 x y 3 x y 3 x y 3 y 1 x 2x 2y 1 0 ⇔ − − − + − + − + + + − + + = 

 
. 

( ) ( ) ( )3 2
x y 1 x y 3 x y x y 2 0 ⇔ − − − + − + + + = 

 
 

( ) ( )3 2

y x 1

x y 3 x y x y 2 0

 = −
⇔
 − + − + + + =

. 

TH1: Neáu y x 1= − thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 2 1 12 4x x 1 3 0 4x 4x 1 0 x y
2 2

− − − = ⇔ − + = ⇔ = ⇒ = . 

TH2: Neáu ( ) ( )3 2
x y 3 x y x y 2 0− + − + + + = . 

Keát hôïp vôùi phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )
( )

( )
3 2

2

3

x y 3 x y x y 2 0
4xy 3 6 x y 2x 2y 4 0

2 x y 4xy 3 0

 − + − + + + = ⇒ + + − + + + =
 − − − =

 

( )2 26x 2x 1 4y 6y 10y 7 0⇔ + − + − + = . 

( ) ( )2 2 2
x' 1 4y 6 6y 10y 7 20y 52y 41 0⇒∆ = − − − + = − + − < (phöông trình voâ nghieäm). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.             

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2

y 3xy 17x 18 x 3x 13y 9

x y xy 5x 6y 10 0

 + − + = − + −


+ + − − + =
. 

Lôøi giaûi 
Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: ( )2 2x y 5 x y 6y 10 0+ − + − + = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai aån x  ta ñöôïc 



( ) ( )2 2 2
x

5y 5 4 y 6y 10 3y 14y 15 0 y 3
3

∆ = − − − + = − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Töông töï vieát laïi döôùi daïng: ( )2 2y x 6 y x 5x 10 0+ − + − + = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån y  ta ñöôïc 

( ) ( )2 2 2
y

2x 6 4 x 5x 10 3x 8x 4 0 x 2
3

∆ = − − − + = − + − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Ruùt xy  töø phöông tình thöù hai cuûa heä theá vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )33x 2x y 1 2 y 1  (1)+ = − + − . 

Xeùt haøm soá 3f(t) t 2t= +  treân 2 ;2
3
 
 
 

. Ta coù 2 2f '(t) 3t 2 0, t ;2
3
 

= + > ∀ ∈ 
 

. 

Do ñoù f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân 2 ;2
3
 
 
 

.  

Vì vaäy (1) f(x) f(y 1) x y 1⇔ = − ⇔ = − .  
Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

2
y 2 x 1

3y 14y 16 0 8 5y x
3 3

 = ⇒ =
− + = ⇔  = ⇒ =


. 

Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 5 8x;y 1;2 ; ;
3 3

 
=  

 
. 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )

4 4 2 2

22 2 2 2

5y x 6 x y 2xy 0

5y x 36 2 xy 6 5y x

 − − − − =

 + − = − −


. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 4 4xy 0,5y x 0≥ − ≥ . 
Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( )22 2 2 25y x 2 xy 5y x 12 xy 36 0+ + + − − = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø 2 25y x+ , ta ñöôïc: 

( )2x' xy 12 xy 36 xy 6∆ = + + = + . 

Suy ra 2 25y x 6+ = hoaëc 2 25y x 2 xy 6+ = − − (loaïi do veá traùi khoâng aâm veá 

phaûi aâm).       
Vaäy ta coù heä phöông trình: 



 

( )4 4 2 2

2 2

5y x 6 x y 2xy 0

5y x 6

 − − − − =

 + =  

( )( )4 4 2 2 2 2

2 2

5y x 5y x x y 2xy 0

5y x 6

 − − + − − =⇔ 
 + =

 

4 4 4 4 2 2 4 4

2 2 2 2

x 1,y 15y x 5y x 4x y 2xy 5y x 2xy
x 1,y 15y x 6 5y x 6

   = − = −− + − = + − = ⇔ ⇔ ⇔   = = + = + = 
 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − .    

Toång keát: Vaán ñeà ñaët ra khi saùng taùc heä phöông trình daïng naøy laø taïo ra moät 
phöông trình baäc hai hai aån x,y sao cho x a,b ,y c;d   ∈ ∈    ta xuaát phaùt töø 

moät haèng ñaúng thöùc sau: 

( )( )y mx n p x a x b= + + − − − . 

Chuyeån veá bình phöông ta ñöôïc: ( ) ( )( )2 2y mx n p x a x b− − = − − −  ñaây laø 

moät phöông trình baäc hai cho ta tìm ñöôïc mieàn giaù trò cuûa hai aån x,y .     

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2

x xy y y

x y 2

 + = −


+ =
 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình hai suy ra: 

( )2 2
x

4x xy y y 0 y 4 3y 0 0 y
3

+ + − = ⇒ ∆ = − ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
2

3 2
3

x 04 2x 2 y 2
3 9 3x 1 6 1 0

 >  = − ≥ − = ⇒  
− + ≤ − + <  

 . 

Maët khaùc ( ) ( )( )2 2
yy y x 1 x 0 x 1 3x 1 0+ − + = ⇒ ∆ = + − + < . 

Töø ñoù suy ra heä voâ nghieäm. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình

x
2 2

2 2

121x 2x 27
9

x y xy 3x 4y 4 0


 + = −

 + + − − + =

. 

Lôøi giaûi 



Coi phöông trình thöù hai laø phöông trình baäc hai aån y, khi ñoù phöông trình 

naøy töông ñöông vôùi: ( )2 2y x 4 y x 3x 4 0+ − + − + = , phöông trình naøy coù 

nghieäm neáu : ( ) ( )2 2
y

4x 4 4 x 3x 4 0 0 x
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ ≤ ≤ . 

Khi ñoù 
2 2x

2 32 4 8 121x 2x 27 27
3 3 9

 
+ + ≤ + + = 

 
.  

Vaäy daáu baèng xaûy ra, suy ra 4 4x y
3 3

= ⇒ = . 

Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) 4 4x,y ,
3 3

 
=  
 

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
3 2 2

2 33

x 2y x y 2xy

2 x 2y 1 y 14 x 2

 + = +


− + + − = −
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän : 2x 2y 1 0− − ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä bieán ñoåi thaønh: 

( )( )2x 2y x y 0− − = , so saùnh vôùi ñieàu treân suy ra x y= , luùc naøy ta thay vaøo 

phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
32 32 x 2x 1 x 14 x 2− − + − = − , phöông trình naøy coù nghieäm neáu: 

3 3 2x 14 x 2 x 2x 1 0− ≤ − ⇒ − − ≤ .  

Keát hôïp vôùi ñieàu kieän suy ra 2x 2x 1 0 x 1 2− − = ⇔ = ± , thöû laïi ta thaáy 
nghieäm thoûa maõn. 

Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 1 2,1 2 ; 1 2,1 2= + + − − . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
2 2

2

y x 15 4 12y 7y 2y x 1
, x,y7yy x 1 8

2x 1

 + + = + − +
 ∈  

+ + =  +  

  

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 11 x
2

− ≤ ≠ − . 

 Nhaän thaáy y 0=  khoâng laø nghieäm cuûa heä neân vieát laïi heä döôùi daïng 



( )

2

2

4 12 2x 15 7 x 1
y yy

7 82x 1 x 1 2x 1
y y

  
+ + = + − +  

 

 + + + = +


. 

Ñaët 
u x 1 0

2v
y

 = + ≥



=


 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: ( )( )
2 2

2 2

u v 14 7u 6v
72u 1 2v 1 uv
2

 + + = +


− − =


. 

Tìm ñieàu kieän ñeå phöông trình coù nghieäm ñoái vôùi phöông trình ñaàu ta ñöôïc: 
10u 2;
3

 
∈ 
 

vaø 7v 1;
3

 
∈ 
 

. 

Keát hôïp vôùi phöông trình coøn laïi suy ra nghieäm u 2,v 1= = thöû laïi thaáy khoâng 
thoûa maõn. 
Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
2

2

x x 2y y y 2

y 3xy x y 10 0

 + + = + +


+ + + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 0+ ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

2 2
2 1 3x 2y x 2y y 3y 2 0 x 2y y 0

2 2
   

+ + + − − − = ⇔ + + − + =   
   

. 

1 3x 2y y x 2y y 12 2
1 3 x 2y y 2x 2y y
2 2


+ + = +  + = +

⇔ ⇔
 + = − −+ + = − −

. 

Xeùt tröôøng hôïp vaø thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm 

( ) ( )x;y 2;1= .       

 

Chuû ñeà 12.   KYÕ THUAÄT ÑAÙNH GIAÙ 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 



Noäi dung chuû ñeà naøy toâi ñeà caäp ñeán ñaùnh giaù heä phöông trình thoâng qua ñieàu 
kieän nghieäm cuûa heä phöông trình vaø caùc baát ñaúng thöùc Cô baûn nhö Coâ si, 
Bunhiacopski, baát ñaúng thöùc Veùc tô. 
BAÁT ÑAÚNG THÖÙC COÂ SI (AM-GM) 

Cho hai soá thöïc khoâng aâm a,b ta coù: a b ab
2
+

≥ . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi a b= . 
Toång quaùt. Cho n soá thöïc khoâng aâm 1 2 na ,a ,...,a ta coù 

1 2 n n
1 2 n

a a ... a
a a ...a

n
+ + +

≥ . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 1 2 na a ... a= = = . 

Moät soá daïng töông ñöông cuûa baát ñaúng thöùc Coâ si hay ñöôïc söû duïng: 

( ) ( )
2

22 2 2 2x yx y 2xy,       xy ,      x y 2 x y
2

 +
+ ≥ ≤ + ≤ + 

 
. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
x y z 3 xy yz zx ,       xy yz zx 3xyz x y z+ + ≥ + + + + ≥ + + .   



BAÁT ÑAÚNG THÖÙC HOLDER 
Ñònh lyù(Baát ñaúng thöùc Holder)  

Vôùi m daõy soá döông ( ) ( )1,1 1,2 1,n 2,1 2,2 2,na ,a ,...,a , a ,a ,...,a ,..., ( )m,1 m,2 m,na ,a ,...,a
 

ta coù: 

m
m mn n

mi,j i,j
j 1 j 1i 1 i 1

a a
= == =

  
   ≥

      
∑ ∑∏ ∏ . 

Moät heä quaû thöôøng söû duïng khi vaän duïng baát ñaúng thöùc Holder 
Heä quaû 1. Vôùi daõy soá döông 1 2 na ,a ,..,a ta coù 

( )( ) ( ) ( )nn
1 2 n 1 2 n1 a 1 a ... 1 a 1 a a ...a+ + + ≥ + . 

Chöùng minh. Söû duïng baát ñaúng thöùc Coâ si cho n soá döông ta coù: 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

n1 2 n 1 2 n

n
1 2 n1 2 n

n1 2 n 1 2 n

1 1 1 n...
1 a 1 a 1 a 1 a 1 a ... 1 a

n a a ...aa a a
...

1 a 1 a 1 a 1 a 1 a ... 1 a

+ + + ≥
+ + + + + +

+ + + ≥
+ + + + + +

. 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.    
BAÁT ÑAÚNG THÖÙC BUNHIACOPSKI (C-S) 
Cho boán soá thöïc a,b,x,y . 

Ta coù: ( )( ) ( )22 2 2 2x y a b ax by+ + ≥ + . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
a kx
b ky
 =


=
 neáu xy 0≠  thì a b

x y
= . 

Toång quaùt. Cho 2 bộ số thöïc ( )i ia ,b , i 1,2,...,n= ta coù 

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n na a ... a b b ... b a b a b ... a b+ + + + + + ≥ + + + . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi i ia kb ,i 1,2,...,n= = . 

Baát ñaúng thöùc veùc tô 

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi .   

 
 



Baát ñaúng thöùc Mincopski 
Cho a,b,c,d laø caùc soá thöïc ta luoân coù: 

( ) ( )2 22 2 2 2a b c d a c b d+ + + ≥ + + + . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi ad bc= . 
Baát ñaúng thöùc Mincopski hay coøn ñöôïc goïi laø baát ñaúng thöùc Veùc tô. Moät soá 
baøi toaùn vaän duïng baát ñaúng thöùc Veùc tô baïn ñoäc xem chuû ñeà kyõ thuaät söû 
duïng tính chaát hình giaûi tích trong cuøng cuoán saùch.    

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2

2

x 4 3x 2 2y 10

y 6 4y 3 x 11

 − − − = −


− − − = −
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 3x ,y
3 4

≥ ≥ . 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 2x y 4 3x 2 6 4y 3 x 2y 21+ − − − − − − = − . 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
x 2 y 3 3x 2 2 4y 3 3 0⇔ − + − + − − + − − = . 

 

x 2
y 3 x 2

3x 2 2 y 3

4y 3 3

 =
 =  =⇔ ⇔ 

− = =
 − =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;3= .   

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình ( ) ( ) ( )
 + − = + ∈
 + = −



22 3

2

y 4x 1 4x 8x 1
, x,y

40x x y 14x 1
. 

Ñieàu kieän: 1x y 0
14

≥ ⇒ ≥ . 

Nhaän xeùt. Roõ raøng raát khoù ñeå tìm ñöôïc moät moái lieân heä ñôn giaûn naøo giöõa 
hai aån töø moät trong hai phöông trình cuûa heä.Pheùp theá töø phöông trình thöù hai 
vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä khoâng khaû thi khi moät phöông trình cuûa heä 
coù chöùa caên baäc 3. 



Baøi toaùn ñaùnh giaù thoâng qua baát ñaúng thöùc nhöng caùi khoù nhaát ñoù chính laø döï 
ñoaùn daáu baèng ñaït taïi ñaâu? 

Vaäy chuù yù ñeán 2y xuaát hieän ôû phöông trình ñaàu cuûa heä. Phöông trình thöù hai 

cuûa heä coù y vaäy ta thöû duøng AM-GM ñaùnh giaù cho xuaát hieän 2y xem sao? 

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 

( )

2
2

2 2 2

y 14x 140x x y 14x 1
2

y 2 40x x 14x 1 80x 12x 1

+ −
+ = − ≤

⇒ ≥ + − + = − +
. 

Do vaäy keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )22 23y 4x 8x 1 4x 1 80x 12x 1= + − − − +≥ . 

( ) 23 4x 8x 1 96x 20x 2⇔ + ≥ − + . 

Luùc naøy duøng maùy tính boû tuùi ta tìm ñöôïc 1 nghieäm 1x
8

= . 

Thay ngöôïc laïi heä ta coù 3y 14x 1
2

= = − töùc höôùng ñi cuûa chuùng ta ñaõ 

ñuùng. 
Tieáp tuïc lôøi giaûi nhö sau: 
Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 

( ) ( )

( )
( )

3 3

2

2

2 16x 8x 12 4x 8x 1 2.16x 8x 1
3

2 16x 8x 12 96x 20x 2
3

1 38x 1 0 x y
8 2

+ + +
+ = + ≤

+ + +
⇒ − + ≤

⇔ − ≤ ⇔ = ⇒ =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 3x;y ;
8 2

 
=   
 

.  

Baøi 3. (A/A1 2014) Giaûi heä phöông trình: ( ) ( )
2

3

x 12 y y 12 x 12
, x,y

x 8x 1 2 y 2

 − + − = ∈
 − − = −

  

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 y 12, 2 3 x 2 3≤ ≤ − ≤ ≤ . 



Phöông trình thöù nhaát cuûa ta coù: 

  ( )212 x 12 y y 12 x− − = − . 

 ( ) ( )2 2y 12 x 144 24x 12 y x 12 y⇒ − = − − + − . 

( )2 2

x 0
x 12 y 0 x 12 y

y 12 x

 ≥⇔ − − = ⇔ = − ⇔ 
= −

.   

Thay 2y 12 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
3 2x 8x 1 2 10 x− − = − 3 2x 8x 3 2 1 10 x 0 ⇔ − − + − − = 

 
. 

( ) 2

2

x 3x 3 x 3x 1 2. 0 x 3 y 3
1 10 x

 + ⇔ − + + + = ⇔ = ⇒ =
 + − 

. 

Vì 2

2

x 3x 3x 1 2. 0, x 0
1 10 x

+
+ + + > ∀ ≥

+ −
. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;3= .   

Caùch 2: Ñieàu kieän 2 3 x 2 3− ≤ ≤ vaø 2 y 12≤ ≤ .   

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 
2x 12 yx 12 y

2
+ −

− ≤ vaø ( )
2

2 y 12 xy 12 x
2

+ −
− ≤ . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
2

x 0

y 12 x

 ≥


= −
. 

Do ñoù ( )
2 2

2 x 12 y y 12 xx 12 y y 12 x 12
2 2

+ − + −
− + − ≤ + = . 

Do ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 
2

x 0

y 12 x

 ≥


= −
. 

Thay 2y 12 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
3 2x 8x 1 2 10 x− − = − 3 2x 8x 3 2 1 10 x 0 ⇔ − − + − − = 

 
. 

( ) 2

2

x 3x 3 x 3x 1 2. 0 x 3 y 3
1 10 x

 + ⇔ − + + + = ⇔ = ⇒ =
 + − 

. 



Vì 2

2

x 3x 3x 1 2. 0, x 0
1 10 x

+
+ + + > ∀ ≥

+ −
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;3= .      

Nhaän xeùt. Döïa vaøo baát ñaúng thöùc cô baûn ta tìm ñöôïc moái lieân heä giöõa y vaø 

x töø phöông trình ñaàu cuûa heä. Ngoaøi ra ta coù moät soá caùch khaùc nhö sau: 
Caùch 1: Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù:  

( ) ( )( )
2

2 2 2 2 212 x 12 y y 12 x x 12 x 12 y y 12 = − + − ≤ + − − + = 
 

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi  

( )( )
2

2 2 2

x 0 x 0x 12 x
x y 12 y 12 x y 12 x12 y y

 ≥  ≥−  = ⇔ ⇔ = − − = −−  
. 

Caùch 3: Xeùt hai veùc tô ( )2u x; 12 x ,v 12 y; y = − = − 
 

 

ta coù: 

( ) 

( )( )

2

2 2

u.v x 12 y y 12 x u . v cos u,v

u . v x 12 x 12 y y 12

 = − + − =  
 

≤ = + − − + =

     

 

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi ( )
2x 12 xu kv, k 0

12 y y
−

= ≥ ⇔ =
−

 

. 

( )( )2 2 2

x 0 x 0
x y 12 y 12 x y 12 x

 ≥  ≥ ⇔ ⇔ = − − = − 
.    

Do ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi:
2

x 0

y 12 x

 ≥


= −
. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
3 2 4 2

2 2

x 3x y 2 y y 2y 1 0
, x,y

2x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 0

 + − + − = ∈
 + + − − − − + =

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 12 x 2,y
2

− ≤ ≤ ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 



  
( )

3 2
x x3 2 y 1 2y 1
y y

   
+ = + −   

   
. 

( )
3 2 3x x3 2y 1 3 2y 1 (1)

y y
   

⇔ + = − + −   
   

. 

Coù daïng haøm ñaëc tröng tuy nhieân ñeå chæ xöû lyù ñöôïc khi: 
2

x x x x3 6 3 . 2 0
y y y y

   
+ = + ≥   

   
. 

Vì vaäy ta caàn söû duïng phöông trình thöù hai cuûa heä ñeå tìm ñieàu kieän cuûa x
y

.  

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù 

( ) ( )2 2 22x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 1 2 x 9 3x 6
3

+ + − = − + + = − + + . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 

( )

( )

1 2 x 3 x1 2 x
2 2

9 3x 6 3x 159 3x 6
2 2

+ − −
− ≤ =

+ + +
+ ≤ =

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x 1= .  

Suy ra  2 2 3 x 3x 15 x 132x 2y 4x y
2 3 2
− + +

+ + − ≤ + = . 

2 24x 4y 7x 2y 13 0⇔ + + − − ≤ . 
2 24y 2y 2 4x 7x 11⇔ − − ≤ − − + . 

( )( ) ( )( )2 y 1 2y 1 x 1 4x 11  (2)⇔ − + ≤ − − + .  

+ Neáu y 1 (2) x 1> ⇒ ⇒ < .  

Maët khaùc töø (1) ta coù: ( )
3 2 3 3x x3 2y 1 3 2y 1 >1 3 1 4

y y
   

+ = − + − + =   
   

. 

2
x x x1 2 0 1 x y
y y y

  
⇔ − + > ⇔ > ⇔ >  

  
(voâ lyù). 

Vaäy 
2

x xy 1 1 2 0 x y 1
y y

  
≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ≤  

  
. 

Khi ñoù ta coù 2 22x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 0+ + − − − − + = . 



( ) ( ) ( )2 22 x 2x 3x 6 2y y 1 1 2 x 0⇔ + − + + − − + − − = . 

( )( )( ) ( )( )
2

2

2 x 1 x 2 x 3x 3 x 1y 1 2y 1 0
x 2x 3x 6 1 2 x

− + + + −
⇔ + − + + =

+ + + + −
. 

x 1 0 x 1
y 1 0 y 1
 − = =

⇔ ⇔ 
− = = 

(thöû laïi thaáy thoûa maõn). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay vaø khoù moät phöông trình cuûa heä coù daïng 
haøm ñaëc tröng ñaùnh löøa ñöôïc raát nhieàu hoïc sinh khi taäp trung khai thaùc 
phöông trình naøy. Ñieåm nhaán cuûa baøi toaùn döïa treân ñaùnh giaù thoâng qua caùc 
baát ñaúng thöùc cô baûn.                  

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
2 2

3

x y 16 y x 16 16
, x,y

x y x 4 4y y 2 y 2

 + = − + ∈
 − + + = + + −

 .  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 2,x 4≥ ≥ hoaëc x 4≤ − . 

Bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 

 ( ) ( )2 2 2 2 2x y 16 y x 16 32y x 16 256+ = − + − + . 

2
2 2 2 2x 16 2y x 16 y 0 x 16 y 0 ⇔ − − − + = ⇔ − − = 

 
. 

2
2 2

y 0
x 16 y

x y 16

 ≥⇔ − = ⇔ 
= +

. 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù:  

 ( ) ( )3
x y x y 3y 4 y 2 y 2− + − = − + + − . 

( ) ( ) ( ) ( )33
x y x y y 2 1 y 2 1  (1)⇔ − + − = − + + − + . 

Xeùt haøm soá 3f(t) t t= + vôùi t∈ , ta coù: 2f '(t) 3t 1 0, t= + > ∀ ∈ . 

Vì vaäy f(t) ñoàng bieán do ñoù 

( )(1) f(x y) f y 2 1 x y y 2 1⇔ − = − + ⇔ − = − + . 

Vì vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi 



 

2 2 2 2 2

y 0y 0 y 0

x y 16 x y 16 x y 16

x y y 2 1 x y y 2 1 x y y 2 1

 ≥ ≥ ≥
   = + ⇔ = + ⇔ = +  

  − = − + = + − + = + − +    

. 

( ) ( )
2 2

2 2

y 0 y 0

x y 16 x y 16

y 16 y y 2 1 y 16 5 y 3 y 2 1

 ≥ ≥ ⇔ = + ⇔ = + 
 

+ = + − + + − = − + − −  

. 

( )

2

2

2

2

2

y 0

x y 16

y 9 y 3y 3
y 2 1y 16 5

y 0
x 5

x y 16
y 3

y 3 1y 3 1 0
y 2 1y 16 5




≥


⇔ = +


− − = − +
 − ++ +


 ≥
  =⇔ = + ⇔ 

=   + − − − =  − ++ +  

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;3= . 

Chuù yù: 
2

y 3 1 y 3 1 11 1 1 1 0
y 5y 2 1 y 2 1 y 2 1y 16 5

+ +
− − < − − < − − <

+− + − + − ++ +
        

Nhaän xeùt. Ta coù theå giaûi heä phöông trình 
2 2x y 16

x y y 2 1

 = +


− = − +
nhö sau: 

Ñaët ( ) 2a y 2, a 0 y a 2= − ≥ ⇒ = + heä phöông trình trình trôû thaønh: 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2

2 2

a 1 x 5x a 2 16 a 2 16 a a 3
x 5 y 3x a 3 a x a a 3

 
 = == + + + + = + + ⇔ ⇔ ⇒   

= =  = + + = + + 

. 

+  Ta coù moät baát ñaúng thöùc giaû C-S nhö sau: 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2ab xy a x b y , ab xy, a x b y 0− ≥ − − ∀ ≥ − − ≥ . 



Thaät vaäy baát ñaúng thöùc töông ñöông vôùi: 

( )( )2 2 2 2 2 2 2 2a b 2abxy x y a x b y− + ≥ − − . 

( )22 2 2 2b x 2abxy a y 0 bx ay 0 bx ay⇔ − + ≥ ⇔ − ≥ ⇔ = . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi bx ay= . 
AÙp duïng vaøo baøi toaùn ta ñöôïc 

( )( )( )2 2 2 2 2 216 x y 16 y x 16 x x 16 y 16 y 16= + − − ≥ − − + − = . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi  

( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2

xy 0 xy 0
x 16. y 16 xy

x 16 y 16 x y x y 16

 ≥  ≥ − + = ⇔ ⇔ − + = = + 
. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

( )
2 2 2

2 2 2

1 2y x x 1 2 x y 2
, x,y

1 2x y y 1 2 y x 2

 − − + − = − + ∈
 + − − − = − +

 .  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2 2 2 21 2y x 0,1 2x y 0, 2 x y 2− − ≥ + − ≥ − ≤ − ≤ .  
Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

1 2y x y 1 1 2x y x 1

2 x y 2 2 y x 2  (1)

   − − − + + + − + −      

= − + + − +
. 

Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

22 2 2 2

22 2 2 2

1 2y x y 1 2 1 2y x y 1 2 y x 2

1 2x y x 1 2 1 2x y x 1 2 x y 2

  − − − + ≤ − − + + = − + 
 


  + − + − ≤ + − + − + = − +   

. 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân ta ñöôïc: 

(1) (1)VT VP= ⇔  ñaúng thöùc xaûy ra. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi:  

  
2

2 2

2 2 2

x 1,y 1
1 2y x y 1

1 2y x y 2y 1
1 2x y x 1 1 2x y x 2x 1

 ≥ ≤ − − − = − − ⇔ − − = + + 
 + − = − + − = − +

. 



2 2

2 2 2 2

x 1,y 1 x 1,y 1
x y 4y 0 y x

x y 4x 0 x y 4y 0

 ≥ ≤ −  ≥ ≤ −
 ⇔ + + = ⇔ = − 
 + − = + + = 

. 

2

x 1,y 1 x 1,y 1
x 2

y x y x
y 2

x 02x 4x 0
x 2


 ≥ ≤ − ≥ ≤ −  = ⇔ = − ⇔ = − ⇔  

= −  =− =  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2; 2= − . 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( )
2 24

2 2

x 8y 5 y 8x 5 24(x y 4) , x,y
11x 6xy 3y 12x 4y

 − + − = + + ∈
 − + = −

   

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 5x,y
8

≥ . 

Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Nhaän thaáy söï phöùc taïp ñeán töø phöông trình ñaàu heä vaø phöông trình thöù hai 
cuûa heä laø phöông trình baäc hai toång quaùt khoâng phaân tích ñöôïc nghieäm neân ta 
chæ khai thaùc ñöôïc ñieàu kieän cuûa x,y ñeå phöông trình ñoù coù nghieäm. Vaäy ñieàu 
caàn laøm laø xöû lyù phöông trình ñaàu cuûa heä vôùi hình thöùc nhö treân kyõ thuaät 
ñaùnh giaù thoâng qua baát ñaúng thöùc cô baûn ñöôïc nghó ñeán ñaàu tieân. Vaäy tröôùc 
tieân döï ñoaùn nghieäm cuûa heä deã thaáy ( ) ( )x;y 1;1= laø nghieäm.  

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM- GM ta ñöôïc 

( )

( )

8y 5 3x 8y 5 3x 8y 5 3x. .1 1 x 4y 1
3 2 3 3

8x 5 3y 8x 5 3y 8x 5 3y. .1 1 y 4x 1
3 2 3 3

 − −
− = ≤ + = − 

 
 − −

− = ≤ + = − 
 

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân vaø söû duïng AM-GM ta ñöôïc 

( ) ( )23 3x 8y 5 y 8x 5 8xy x y 2 x y x y
3 3

 − + − ≤ − − ≤ + − − 
 

. 

 



Maët khaùc söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù 

( ) ( )22 2 24 44
124(x y 4) 24 x 12 x y 96y 4
2

 
+ + ≥ + + += +

 
. 

Ta chöùng minh ( ) ( )2 24 3 2 x12 x y 9 x
3

6 y y ≥ + − −+ 


+ 


. 

Thaät vaäy ñaët 5t x y, t
4

 
= + ≥ 

 
ñöa veà chöùng minh ( )4 2 212t 96 3 2t t

3
≥ −+ . 

( )
5 4 3 2

7 3t 5t 81t 81t 27tt 2 t 27 0 t 2
2 2 16 8 2

 
⇔ − + + + + + + ≤ ⇔ ≤  

 
. 

Ñeå chöùng minh baát ñaúng thöùc treân ñuùng ta caàn coù t x y 2= + ≤ . 
Ta tìm ñieàu kieän naøy töø phöông trình thöù hai cuûa heä  

 
2 211x 6xy 3y 12x 4y− + = −

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

⇔ − − + − = − −

⇔ − + + + =

⇒ ∆ = + − + ≥

 
⇔ − + ≤ ⇔ − ≤ ≤ 

 

22

2 2

2 2
x

11x 6x t x 3 t x 12x 4 t x

20x 16 12t x 3t 4t 0

' 8 6t 20 3t 4t 0

4 4t 2 t 0 t 2
3 3

 

Do ñoù baát ñaúng thöùc ñuùng.  

Vì vaäy phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi daáu baèng xaûy ra taïi moïi baát 
ñaúng thöùc x y 1⇔ = =

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoaû maõn. 
Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1=  

Nhaän xeùt. Baèng söï kheùo leùo ñaùnh giaù x y 2+ ≤ ta coù lôøi giaûi hoaøn thieän cuûa 
baøi toaùn. Nhieàu em coù kyõ naêng caàn thieát xöû lyù 1 phöông trình baäc hai daïng 
toång quaùt tìm caùch chaën mieàn giaù trò cuûa x vaø y sau ñoù suy ra mieàn giaù trò cuûa 
x y+ .  
Tuy nhieân khi aùp duïng cho baøi toaùn naøy ta coù:  

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2
x

2 2
y

' 9 y 2 11 3y 4y 0

' 3x 2 3 11x 12x 0

∆ = + − + ≥

∆ = − − − ≥


. 



1 65 1 65y 1 65 3 15 2 65 156 6 x y
6 6 63 15 3 15x

6 6

 + − +
− ≤ ≤ − + + + +⇒ ⇒ + ≤ + =
− + ≤ ≤

. 

Nhö vaäy ñaùnh giaù theo caùch naøy chaën treân mong ñôïi cuûa x y+ khoâng nhoû 

hôn hoaëc baèng 2.   
Baøi 8.Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )( ) ( )2 2 2

3

1 x 3 x 2 y 1 y 2 2x y 3y 3 1 y

26x 4y 17 x 3 6 y 1 84

+ + + + + = + + + +

+



+ + + + =





. 

Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Roõ raøng moái lieân heä giöõa 2 bieán cuûa phöông trình thöù 2 khoâng cho pheùp ta 
ñaùnh giaù ñöôïc ñieàu gì. Nhìn laïi phöông trình ñaàu cuûa heä ta hoaøn toaøn taùch 
rieâng x vaø y veà moät veá vaø hy voïng ñöa veà moät daïng haøm soá ñaëc tröng. 
Ñieàu kieän: x 3,y 1≥ − ≥ − . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2

2 2

1 x 3 x 2 y 3y 2 2x y 3y 3 1 y

x 1 x 3 2 y 3y 3 y 1 2  (1)

x 1 x 1 y 3y 3 y 3

x 3 2 y 1 2

+ + + + + = + + + +

⇔ + + − = + + + −

+ − + + −
⇔ =

+ + + +

. 

Do 
2 2x 1 y 3y 30; 0

x 3 2 y 1 2
+ + +

> >
+ + + +

neân ( )( )

x 1
y 3

x 1 y 3 0
x 1
y 3

 ≥


≥− − ≥ ⇔  ≤
 ≤

. 

+ Neáu 326x 4y 17
x

x 3 y
1

6 84
y

1
3

 ≥
⇒ + +


+ + + ≥

≥
. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
x 1
y 3
 =


=
. 

+ Neáu 326x 4y 17
x

x 3 y
1

6 84
y

1
3

 ≤
⇒ + +


+ + + ≤

≤
. 



Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
x 1
y 3
 =


=
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;3= .  

Chuù yù. Trong (1) ta khoâng söû duïng haøm soá ñöôïc vì khoâng ñöa ñöôïc veà haøm 
ñaëc tröng. Nhöng maáu choát cuûa baøi toaùn laø ñaùnh giaù phöông trình ñaàu cuûa heä 
neân nghó ngay ñeán vieäc nhaân lieân hôïp ñeå chaën mieàn giaù trò cuûa x vaø y. Ñieàu 
naøy hôïp lyù vì phöông trình thöù 2 cuûa heä laø moät haøm ñoàng bieán cuûa x hoaëc 
cuûa y. 
Döôùi ñaây ta cuøng xeùt moät baøi toaùn cuøng daïng nhöng xöû lyù theo 1 höôùng khaùc. 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( )
3 3

2

x y x y 3 x y 11
, x,y

xy x 3 y 2 2y 0

 + + + + + = ∈
 + + + + =

 .  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0,x y 0≥ + ≥ . 

Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình.   

Vôùi y 0>  vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

2
2

2 2 1x x 3
y yy

− + = + + . 

Ta coù ( ( )2
2 2 1p 2, y 0;2 ;p 2, y 2;
y yy

= + + ≥ ∀ ∈ ≤ ∀ ∈ +∞ . 

Suy ra x 0< vaø ( )
2

2
2 2 2

x 0 4p 9 3
x x 3 p x

x x 3 p 2

 < + −− + = ⇔ ⇔ = − + =
. 

Suy ra (x 1, y 0;2≤ − ∀ ∈  vaø ( )x 1, y 2;> − ∀ ∈ +∞ . 

+ TH1: Neáu (y 0;2∈  ta coù 
3 3 3 3x y x y 3 x y 1 2 1 2 3 1 2 11+ + + + + ≤ − + − + + − + = . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 1,y 2= − = . 

+  TH2: Neáu ( )y 2;∈ +∞ ta coù  

3 3 3 3x y x y 3 x y 1 2 1 2 3 1 2 11+ + + + + > − + − + + − + =  

(heä phöông trình voâ nghieäm). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;2= − . 



Nhaän xeùt. Nhôø döï ñoaùn tröôùc ñöôïc nghieäm ( ) ( )x;y 1;2= − ta coù theå ñaùnh giaù 

töø phöông trình thöù hai cuûa heä. Caùch hay duøng ñoù laø döïa vaøo haøm soá ñeå tìm 
giaù trò bieán noï theo bieán kia hoaëc ruùt bieán noï theo giaù trò bieán kia nhö lôøi giaûi treân. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình ( )
2 y 18x 2 1 2x
x x 4xy

4x 4y

   
,

3

,y

2

x

y

− + − = +

= + −




∈



 . 

Ñieàu kieän: y 0> töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù 10 x
2

⇒ < ≤  .  

Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Baøi toaùn naøy cuõng töông töï baøi toaùn treân ñoù laø taùch ñöôïc rieâng x vaø y. 
Ta thöïc hieän ñaùnh giaù phöông trình ñaàu cuûa heä nhö sau  
Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 2 12x 1 4x 2 x 1 2x y
4y

− + − = + . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 1 1y 2 y. 1
4y 4y

+ ≥ = . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 1y
2

= . 

Suy ra ( ) ( )2 22x 1 4x 2 x 1 2x 1− + − ≥ . 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2x 1 2x 1 2x 2x 1

2x 1 2x 1 2x 2x

2x 1 2x 1 4x 2 2x 1 2x

⇔ − + + ≥

⇔ − ≥ + −

⇔ − ≥ + − +

. 

( )24x 2x 2 2x 1 2x 1 0⇔ + − + + ≤ . 

( )( ) ( )
2

2x 1 2x 1 0 2x 1 2x 1⇔ + − ≤ ⇔ + = . 

( ) 2

1 5x
42x 1 2x 1 4x 2x 1 0

1 5x
4

 − −
=

⇔ + = ⇔ + − = ⇔
 − +

=


. 



Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän ta coù 1 5x
4

− +
= . 

Thöû laïi vôùi ( ) 1 5 1x;y ;
4 2

 − +
=   
 

vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoaû maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 5 1x;y ;
4 2

 − +
=   
 

.      

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2 2 3

2 2 2 2

4x ( x 1 1)(x y 3y 2), x,y
(x y ) 1 x 2y

 = + + − + − ∈
 + + = +

 .  

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )2 2 2 3

2

2

2 2 2

4x x x y 3y 2

(x y ) 1 x 2

x 1 1

y

 + = − + −− 
 


 + + = +

. 

+  TH1: Neáu x 0= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 ( )( )4 3 2y 2y 1 0 y 1 y y y 1 0− + = ⇔ − + + − = . 

3 3

y 1

1 17 3 33 17 3 33y
3

 =
⇔  − + + + −

=

.  

+  TH2:  

Neáu 
2 3

2 3
2

2

2 2 2 2

4 x y 3y 2
4 x y 3y 2

(x y )

x 1 1
1

1 y
x

x
1

2

 + −    + − 


 = − + −= − +


− ⇒ 
 + + = +

. 

( )

2 3

22 2

2

2 2 2

4 x y 3y 2

(x y )(x y 1) 2y y 1 y 1

x 1 1 = − + −
⇔ 

 + + − = − −

 + −

−

 
 

= −

. 

Töø phöông trình thöù hai suy ra 2 2 1 x 1
x y 1 0

1 y 1
− ≤ ≤

+ − ≤ ⇒ 
− ≤ ≤

. 

Khi ñoù bieán ñoåi phöông trình ñaàu cuûa heä thaønh 

 
32 24 y 3y 2x 1 1 x + − −  = − +


−


. 



( ) ( )22

2

4x 1 y 1 y 2
x 1 1

 
 ⇔ − = − − +
 + + 

. 

( ) ( )
2 22

2

3 x 1x y 1 y 2  (1)
x 1 1

 − + ⇔ = − − +
 + + 

. 

Vôùi moïi (1) (1)x,y 1;1 VT 0,VP 0 ∈ − ⇒ ≥ ≤  . 

Do ñoù 
x 0

(1) VT VP 0
y 1
 =

⇔ = = ⇔ 
=

thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

thaáy thoaû maõn. 
Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) ( )
3 31 17 3 33 17 3 33x;y 0;1 ; 0;

3

 − + + + − =
 
 

 

Nhaän xeùt. Khaù deã daøng ta coù tröôøng hôïp x 0= tuy nhieân ñeå xöû lyù tröôøng hôïp 
coøn laïi baïn ñoïc caàn kheùo leùo bieán ñoåi phöông trình thöù hai cuûa heä ñeå coù ñieàu 

kieän raøng buoäc 2 2x y 1+ ≤ .  

Baøi 12. Tìm nghieäm döông cuûa heä phöông trình 
2

2 2

41 19 x 2 40x
2 2x y

x 5xy 6y 4y 9x 9

  
 + = +  +  


+ + = + +

. 

Lôøi giaûi 
Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù: 

( )2 2 2 241 1 9 1 9 19 x 9 1 x 9x
2 2x y 2 2x y 2 2x y

    
 + = + + ≥ +     + + +     

 

               

( )
9 3 9 69x 9x
2 2 2x y 99 2x y

    = + ≥ +   + +   + 

  29 63 40x 9x 3x 2x xy 6y 0 (1)
2 2x y 9
 

⇒ + ≥ + ⇔ − − + ≥ + + 
 

Coäng theo veá baát phöông trình (1) coù phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 2 23x 2x xy 6y x 5xy 6y 4y 9x 9− − + + + + ≥ + + . 

( )2x 2y 3 0 x 2y 3⇔ − + ≤ ⇔ = − . 



Vì vaäy taát caû caùc daáu baèng xaûy ra 
x 2y 3

x 3
2x y 9

y 3
x 1
9 2x y




= −  =⇔ + = ⇔ 
=

 =
 +

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;3= .        

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
4 4

xy 1 x y 4 0
x y 1 x y xy

x y xy x y 1 x y

 + + −
+ = + − + −

 + − + + − = +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0,x y 1,x y xy≥ ≥ + > + > . 

Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra heä phöông trình coù nghieäm khi 
x y 4 0+ − < .  

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( ) ( )
( )( )

22 2x y xy x y xy x y 4 x y 4
0

x y 1 x y xy

− + + − + + + −
=

+ − + −
. 

( ) ( ) ( )22 2x y xy x y xy x y 4 x y 4 0⇔ − + + − + + + − = . 

( ) ( )2xy xy x y 1 x y 2 0⇔ − − + − + − = . 

TH1: Neáu xy x y 1 0− − + < suy ra ( ) ( )2xy xy x y 1 x y 2 0− − + − + − ≤ . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 

x 0
y 2xy 0

x y 2 x 2
y 0

 =


= = ⇔ + =  = 
 =

 (thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn). 

TH2: Neáu xy x y 1 0− − + ≥ khi ñoù ta coù: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

2
2 2

2

x y
xy xy x y 1 x y 2 xy x y 1 x y 2

4

1 xy 4 x y 2
4

 + − − + − + − ≤ − − + − + −  
 

= − + −

. 



Suy ra ( )( )2 x y 2
xy 4 x y 2 0

xy 4
 + =

− + − ≥ ⇔  ≥
. 

Maët khaùc:
( )2 2x y 4xy 4

4 4
+

≤ < = neân x y 2+ =  

Khi ñoù:
( )2x y

xy 2 1 0 xy 1 xy x y x y 1
4
+

− + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ = ⇒ = = . 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .          

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2

x 2x 2 y 4y 2

y 6x 11 10 4x 2x

 + − = − − −

 − + = − −

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän : 2 210 4x 2x 0, y 4y 2 0− − ≥ − − − ≥ .  

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta coù: 

( )2
2 2

1 y 4y 2
x 2x 2 y 4y 2

2

+ − − −
+ − = − − − ≤  

2 22x y 4x 4y 3 0 (1)⇔ + + + − ≤  

( )2
2

2

2

4 10 4x 2x 4 10 4x 2xy 6x 11 10 4 2x
2 4

x 10x 2y 15 0 (2)

− − + − −
− + = − − = ≤

⇔ − + + ≤

. 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc (1) vaø (2) ta ñöôïc : 

( ) ( )2 22 2 x 1
3x y 6x 6y 12 0 3 x 1 y 3 0

y 3
 =

+ − + + ≤ ⇔ − + + ≤ ⇔ 
= −

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 3= − .      

Nhaän xeùt. Töø hai baøi toaùn treân ta caàn tinh yù keát hôïp hai phöông trình cuûa heä 
trong quaù trình ñaùnh giaù, thoâng thöôøng laø caùc pheùp coäng vaø tröø theo veá hai 
phöông trình cuûa heä. 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )2

x 6y 3 xy 3y y 3x 8y 9

x 8x 24y 417 y 3 y 1 3y 17

 + + + = + +

 − + − + = + − + +

 



Lời giaûi 

Ñieàu kieän: 2y 1,x 3, x 8x 24y 417 0≥ ≥ − − + − + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( ) ( ) 2x 3 6y y x 3 3 x 3 y 8y+ + + = + +

 
x 3 x 3 x 36 3. 8

y y y
 + + +

⇔ + = + 
 

 

x 3 2 x 3 4y x 4y 3
y
+

⇔ = ⇔ + = ⇔ = − . 

Thay x 4y 3= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )4 y 4 6 y y 3 y 1 3y 17 (1)+ − = + − + + . 

Ta coù: 
( )( ) ( )

( )
4 y 4 6 y 2 y 4 6 y 20

y 3 y 1 3y 17 3y 17 3.1 17 20

 + − ≤ + + − =


+ − + + ≥ + ≥ + =

. 

Do ñoù 
4 y 6 y

(1) y 1 x 1
y 1
 + = −

⇔ ⇔ = ⇒ =
=

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Caùch 2: Ñeå yù moät chuùt nhaän thaáy phöông trình (1) coù veá traùi laø haøm nghòch 
bieán vaø veá phaûi laø haøm ñoàng bieán treân )1; +∞ töø ñoù suy ra (1) coù nghieäm duy 

nhaát y 1= .   

Baøi 16.Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

x y x x

2x 4x 1 y 1 y 1
, x,y 0

1 1 1 3
1 3 1 2 1 5 1 4

  + + + − =     ≥
 + + =
 + + + +

. 

Lời giaûi 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2 22x 4x 1 y y 1 y 2x+ + = + + ⇔ = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

x x x x
1 1 1 3

1 3 1 4 1 5 1 4
+ + =

+ + + +
. 

 
 



Maët khaùc theo baát ñaúng thöùc Holder ta coù: 

x x x x3 3x x x x

1 1 1 3 3 3
1 3 1 4 1 5 1 41 3 .4 .5 1 64

+ + ≥ ≥ =
+ + + ++ +

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 
x x x

x x

3 4 5
x 0 y 0

60 64

 = = ⇔ = ⇒ =
=

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .                 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình:

 + + + + = +



+ + = − −

2 2 2 24x y 4x 2xy y 2x y (1)
2 3

x xy 5x 3 2xy 5x 3 (2)

  

Phaân tích lôøi giaûi: Ta khoâng xöû lyù ñöôïc gì töø phöông trình (2) quay laïi 

phöông trình (1) thì roõ raøng ñaây laø phöông trình ñoàng baäc ta coù theå ñaët 

y tx= hoaëc ñaùnh giaù baát ñaúng thöùc nhö sau 

Lời giaûi 
Ñieàu kieän xy 5x 3 0+ + ≥ . Khi ñoù ñieàu kieän ñeå phöông trình coù nghieäm laø 

2x y 0+ ≥  . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc Bunhiacopski  vaø baát ñaúng thöùc Coâ si ta ñöôïc: 

( )22 2 2x y4x y 2x y  (3)
2 2.2 2

++ +
≥ =

 

 

( ) ( )
2

2
22 2

2x y2x y2x y 2xy 24x 2xy y 2x y (4)
3 3 3 2

 +
+ −  + −+ + + = ≥ =  

Coäng theo veá cuûa (3)  vaø (4)  ta ñöôïc: 

2 2 2 24x y 4x 2xy y 2x y
2 3
+ + +

+ ≥ + . 

Do ñoù (1)⇔  caùc daáu baèng ôû baát ñaúng thöùc (3),(4) xaûy ra y 2x⇔ = .  

Thay vaøo (2) ta ñöôïc: 

2 2x 2x 5x 3 4x 5x 3 (5)+ + = − − . 

Nhaåm ñöôïc nghieäm 0x 3= ñeán ñaây coù caùc höôùng xöû lyù sau: 

 



Höôùng 1: Bieán ñoåi töông ñöông 
Ñeå yù laø y 2x 4x 0+ = ≥  nhöng do x 0=  khoâng thoûa maõn heä neân x 0> . Do ñoù:     

( ) ( )

2

22 2

x 0

(5) 4x 5x 3 0

x 2x 5x 3 4x 5x 32


>

⇔ − − ≥


  + + = − + 

 . 

4 3 2

5 73x
8

14x 45x 2x 30x 9 0

 +
≥⇔ 

 − − + + =

 . 

( )( )3 2

5 73x
8 x 3

x 3 14x 3x 11x 3 0

 +
≥⇔ ⇔ =

 − − − + =

 . 

Do vôùi moïi 5 73x
8

+
≥  thì 3 2f(x) 14x 3x 11x 3 0= − − + > . 

Suy ra ( ) ( )x;y 3;6= . 

Vaây heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;6= .    

Höôùng 2: Nhaân lieân hôïp 

2(5) x 2x 5x 3 6 4x 5x 212 ⇔ + + − = − − 
 

 . 

( )( ) ( )( )
2

x x 3 2x 11
x 3 4x 7

2x 5x 3 6

− +
⇔ = − +

+ + +
 . 

( ) ( ) 2

x 3

x 2x 11 4x 7 2x 5x 3 6  (6)

 =
⇔   + = + + + +   

 . 

Vôùi moïi 5 73x
8

+
≥  thì:   

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

224x 7 2x 5x 3 6 4x 7 2 x 1 x 1 6

4x 7 x 1 6 4x 7 x 7 x 2x 11

  + + + + > + + + + +      
> + + + = + + > +

 

Neân phöông trình (6)  voâ nghieäm vaø ta coù keát quaû töông töï treân. 

 



Baøi 18. (VMO 2013) Giaûi heä phöông trình: 

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1 20xsin x sin y
x ysin x sin y

1 1 20ycos x cos y
x ycos x cos y


+ + + =

+

 + + + = +

  

Lời giaûi 

Ñieàu kieän: ( )k l x yx ,y , k,l ; 0; 0;x y 0
2 2 x y x y
π π

≠ ≠ ∈ ≥ ≥ + ≠
+ +

 .  

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2 2
2 2 2

2
2

1 1 1sin x cos x sin y
sin x cos x sin y

1 20x 20ycos y
x y x ycos y

+ + + + +

+ + = +
+ +

. 

Söû duïng baát ñaúng thöùc Mincopski ta coù: 

( )
2

22 2
2 2

1 1 1 1sin x cos x sin x cosx
sin x cosxsin x cos x

 
+ + + ≥ + + + 

 
 

( )
( )( )2

2 2

sin2x 1 sin 2x 8sin2x 441 sin2x 1 10 10
sin 2x sin 2x

− − + 
= + + = + ≥ 

 
. 

Töông töï ta coù: 2 2
2 2

1 1sin y cos y 10
sin y cos y

+ + + ≥ . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
x ksin2x 1 4

sin2y 1 y l
4

 π
= + π = ⇔ 

= π  = + π


. 

Maët khaùc: 20x 20y 20x 20y2 2 10
x y x y x y x y

 
+ ≤ + = + + + + 

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y x y
x y x y

= ⇔ =
+ +

. 

Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình laø x y k ,k
4
π

= = + π ∈ .          



Baøi 19.Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

2 4 2 2 2 4

2 2 2 4 2 2

3 2x y x y x 1 2x y

1 x y 2xy 1 x x 2x 2xy 1 0

 + − + − =

 + + − + + − − + =


 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 4 23 2x y x y 0+ − ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( )

22 2 4 4

2 6 4 3 2 2

4 x y 1 x 2x y 0 (1)

x y 1 x 2x 2x y x 1 0 (2)


− − + − − =


 − + + − − + + =

. 

Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 222 3 24 x y 1 x y 1 1 x y− − − − + = + − . 

Ta coù: 
( ) ( )

( )

2 22

23 2

4 x y 1 x y 1 4 1 1

1 x y 1


− − − − + ≤ − =


 + − ≥

. 

Do ñoù daáu baèng xaûy ra 

3 2

2

x y
x y x y 1

x y 1

 =
⇔ = ⇔ = =
 =

(thöû laïi thaáy thoûa maõn). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .  

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
( )2 3

2 2 2 2

1x 2 x 3 xy y x 1 3x
2

x x 1 y y 1 x xy y


− + + − − = −




+ + − − + = − +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 3≥ . 
Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2 2 2 2y y 1 x xy y x x 1− + + − + = + + . 



Ta coù: 
      

= − + + − +               

2 22 2
1 3 1 3VT y x y x
2 2 2 2

 

            

  
≥ − + − + + = + + =       

22
21 1 3 3y x y x x x 1 VP

2 2 2 2
. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 3 1 3 1x y x y xy x y 0
2 2 2 2

   
− = − ⇔ − + =   

   
. 

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: ( )2 3 1x 2 x 3 1 3x
2

− − = − . 

Nhaän xeùt: Phöông trình voâ tyû naøy raát ñeïp maét caû hình thöùc vaø caùi ñeïp ôû 

nghieäm duy nhaát 3
3
1x 1 2
2

= + +  tuy nhieân ñeå xöû lyù noù khoâng ñôn giaûn. 

Ta coù: ( ) ( )2 3 3
2 3

1 2 24 4x 2 x 3 1 3x 2x 2 x 3
2 x x x

− − = − ⇔ − − = −  

( ) 3
2 3

2 24 42x 2 x 3 2 2
x x x

⇔ − − = + − −  

( )
( )

( )3 2 3 2

2 2
3 3

2 3 2 3

4 2x 6x 1 4 2x 6x 1

2x 2 x 3 2 24 4 2 24 4 22 2
x xx x x x

− − − − −
⇔ =

− +      
− + − − + −           

 

( ) ( )
3 2

2 2
3 3

2 3 2 3

1 14 2x 6x 1 0
2x 2 x 3 2 24 4 2 24 4 22 2

x xx x x x

 
 
 
 ⇔ − − + =
 − +       − + − − + −            

 

( ) ( )33 2 52x 6x 1 0 x 1 3 x 1 0
2

⇔ − − = ⇔ − − − − = .     

( ) ( )
3

3 3 3
3 3
1 1x 1 3 x 1 2 3 2
2 2

   
⇔ − − − = + − +   

   
. 

( ) 3 3 3
3 3 3
1 1 1f x 1 f 2 x 1 2 x 1 2
2 2 2

 
⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = + + 

   



(vôùi 3f(t) t 3t= − ñoàng bieán treân )1; +∞ .     

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: ( )
3

33
3 3

3

11 2
1 2x;y 1 2 ;

12 2 2
2

 
+ + 

 = + +
 

+ + 
 

 

Caùch 2: 

Ñaët 
( )

( )
2

2 3 3 2
33

u 6u 2 x 3 x
2 3 u 6 2v 1 2v 3u 17 01 2v 1v 3x x2 6

 + = − = ⇒ ⇒ + = + ⇔ − − = 
+ = − =  

 

Phöông trình ñaõ cho trôû thaønh:

3 2
22

22

2v 3u 17 0
u 6 u 1 v u 62 u 1 v

2

 − − =
 + − = ⇒    +  − =     

 

Ta coù phöông trình: 

322
2u 62 u 1 3u 17 0

2

  + − − − =   
   

. 

( )(
)

3 12 10 9 8 7 6

5 4 3 2

u 6u 2 u 30u 2u 360u 36u 2164u

216u 6528u 440u 7968u 48u 304 0

⇔ + − + + + + +

+ + + + + + =  
3u 6u 2 0⇔ + − = . 

( ) ( ) ( )3 3 3 3u 2 2 1 2 x 3 2 2 1⇔ = − ⇔ − = −

 3
33

3 3
3

11 2
1 2x 1 2 y

12 2 2
2

+ +
⇔ = + + ⇒ =

+ +
.   

Ñeå reøn luyeän cho kyõ naêng giaûi phöông trình voâ tyû baèng kyõ thuaät nhaân lieân 

hôïp môøi baïn ñoïc xöû lyù phöông trình sau ( ) 32 2x 3 x 3 5x 4 5x 4− − + = − − .  

 
 
 
 



C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 24

4

x 2x 2 y 2y 2 2

x y 3 3

 − + + − + =

 + + =

. 

Lời giải 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 24 x 1
x 1 1 y 1 1 2

y 1
 =

− + + − + = ⇔ 
=

(thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa 

heä thaáy thoûa maõn). 
Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .    

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( ) ( )

2

2 2

7 16 y x 1 x 6

x 2 2 y 4 9

 − = − +

 + + − =

. 

Lôøi giaûi 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra ( )( ) x 1
x 1 x 6 0

x 6
 ≥

− + ≥ ⇔  ≤ −
. 

Tuø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra ( )2x 2 9 5 x 1+ ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Vì vaäy 
( )

2

2

16 y 0
x 1 y 4

y 4 0

 − == ⇒ ⇔ =
− =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;4= .      

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

2

x y 36xy 324 12 x
1xy 9 y
3

 − + = −


= +


. 

Lôøi giaûi 

Ta coù 212 x 0 x 2 3− ≥ ⇒ ≤ . 

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 
2yxy 9 2 3 y xy xy 2 3 y x 2 3

3
= + ≥ ⇒ ≥ ≥ ⇒ ≥ . 

Vaäy 
x 2 3 x 2 3,y 3 3

x 2 3
x 2 3 x 2 3,y 3 3

 = − = − = −
= ⇔ ⇒ 

 = = = 
. 



Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2 3; 3 3 ; 2 3;3 3= − − .      

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
24

4

x 32 x y 3

x 32 x 6y 24

 + − = −


+ − = − +
. 

Lôøi giaûi 
Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc : 

 
4 24x 32 x x 32 x y 6y 21+ − + + − = − + . 

( )24 4x 32 x x 32 x y 3 12⇔ + − + + − = − + . 

Ta coù: 
( )( )
( )( )4 4

x 32 x 1 1 x 32 x 8

x 32 x 1 1 x 32 x 4

 + − ≤ + + − =



+ − ≤ + + − ≤


. 

Suy ra: 4 4x 32 x x 32 x 12+ − + + − ≤ . 

Maët khaùc ( )2y 3 12 12− + ≥ . 

Daáu baèng xaûy ra 
x 32 x x 16
y 3 y 3
 = − =

⇔ ⇔ 
= = 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 16;3= . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
3x y 1

3x y 4

 =


+ =
. 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình coù nghieäm khi 
xy 0 x 0
3x y 0 y 0
 > >

⇔ 
+ > > 

. 

Ta coù : 343x y x x x y 2x 2 xy 4 x y 4+ = + + + ≥ + ≥ = . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .      

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2 2

x y 1

x 9 2x y 1 x 16

 + =
  + + − =   

. 

Lôøi giaûi 
Töø heä phöông trình suy ra 0 x 1, 1 y 1≤ ≤ − ≤ ≤ . 



Thay 2 2y 1 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2x 9 1 x 13 1 x 16 + + − = 
 

. 

Ta coù:  

( )( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

3 13x 9 1 x 13 1 x .3x.2 1 x .x.2 1 x
2 2
3 139x 4 1 x x 4 1 x 16
4 4

 + + − = + + − 
 

≤ + + + + − =
. 

Daáu baèng xaûy ra 
2

2

3x 2 1 x 2 1x y
5 5x 2 1 x

 = +⇔ ⇔ = ⇒ = ±
 = −

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 2 1 2 1x;y ; ; ;
5 5 5 5

   
= −   
   

.        

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình:
2 23 1 2x 2 40 9y 5 11
13x 6y
3

 + + + =


+ =


 

Lôøi giaûi 

Ta coù: 
( )

( )

2

2

11 2x 2x 3 , x
11

140 9y 18y 10 , y
11


+ ≥ + ∀ ∈



 + ≥ + ∀ ∈






 

( )2 2 13 1 2x 2 40 9y 6x 36y 29 5 11
11

⇒ + + + ≥ + + = . 

Daáu baèng xaûy ra 1 2x ,y
3 3

⇔ = = .    

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

2 2

x y 2 x y 2xy 4

x 3x 6xy y 3y 6xy 6

 + + + = +

 + + + =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0≥ ≥ . 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

( )2 2 4 42xy 4 x y 2 x y 2 xy 4xy 2 xy xy xy 1+ = + + + ≥ + ⇒ ≥ + ⇒ ≤ . 

 



Maët khaùc töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

( )
2 2 2 2

2 2 2 29x 3x 6xy 9y 3y 6xy6 x 3x 6xy y 3y 6xy 2 x y 2xy
6 6

+ + + +
= + + + ≤ + = + +

Laïi coù: ( ) ( )2 22 x y 2xy 4xy 4 x y 4.1 4 2 6+ + = + − + ≤ + − = .
 

Do ñoù daáu baèng xaûy ra 
xy 1 x 1
x y y 1
 = =

⇔ ⇔ 
= = 

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 
Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .       

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 

2013 2 2013
2014 2 2014

2013 2 2013

2 20142014

2xyx x y
x 2x 2 1

2xyy y x
y 2y 2 1


+ = +

− + +

 + = +
 − + +

. 

Lôøi giaûi 
Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2
2014 2 2014 2 20142014

2xy 2xy x y
x 2x 2 1 y 2y 2 1

+ = +
− + + − + +

. 

Maët khaùc: 

2014 2014 20142 2014 2 2014 2014 20142014

2 2

2 xy 2 xy2xy 2xy 2 xy
x 2x 2 1 y 2y 2 1 2 2

x y 2 xy


 + ≤ + =

− + + − + +


+ ≥

 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .       

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình

( )

2 2
2

15 x 5 3 y
x

1x 2 3 2y
x


− + − = +


 + = −

. 

Lôøi giaûi 
Nhaân theâm 2 vaøo hai veá cuûa phöông trình thöù nhaát sau ñoù coäng theo veá vôùi 
phöông trình thöù hai, ta ñöôïc: 

2 2
2

1 12 5 x x 2 5 2y 4y 12
x x

− + + + − = − + . 



Söû duïng baát ñaúng thöùc cauchy-shar ta coù 

( )( )
( )

2 2 2 2 2

2 2
2 2 2

x 2 5 x 1 2 x 5 x 5
VT 10

1 1 1 12 5 1 2 5 5
x x x x

 + − ≤ + + − =
 ⇒ ≤   + − ≤ + + − =   

. 

Maët khaùc laïi coù ( )22VP 2y 4y 12 2 y 1 10 10= − + = − + ≥ . 

Vaäy 
y 1

VT VP 0
x 1
 =

= = ⇔ 
=

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .  

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 

2 xyx y
y 1 x 1 xy 1

5 3 4
x 1 y 1


+ =

+ + +

 + = − −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän : x 1,y 1> > .  

Ta coù: ( )

( )

x y x y 1 x y 1 1 12 x y 1 2
y 1 x 1 y 1 x 1 x 1 y 1

2 xy22 xy 1 . 2
1 xy xy 1

 + + + +
+ = + − = + + + − + + + + + + 

≥ + − =
+ +

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y= . Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm ( ) ( )x;y 5;5= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;5= .      

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình: 

( )( )
2 2

2013 20152013 2015

x y 1

x y y x x y xy 2014

 + =


− = − + + +

 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra 1 x 1− ≤ ≤ . 

Ta coù : ( )( )x y xy 2014 x 1 y 1 2013 2013 0+ + + = + + + ≥ > . 

Do ñoù phöông trình thöù hai suy ra x y= . 



Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 1 1x y ,x y
2 2

= = − = = .      

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) 1 1 1 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

   
= − −   
   

.  

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
3 2

3 2

4x 3xy 7y

y 6x y 7

 + =


+ =
. 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình thöù hai cuûa heä , ta coù: 

( )3 2 2 2y 6x y 7 y y 6x 7 y 0+ = ⇔ + = ⇒ > . 

Khi ñoù töø phöông trình thöù nhaát ta suy ra x 0> . Vaäy x,y 0> . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )2 2x y 4x 2xy y 7 y 1 (*)− − + = −  

Xeùt phöông trình (*). 
TH1 : Vôùi 0 y 1< < thì VP 0 VT 0 x y 0 x y 1< ⇒ < ⇔ < ⇒ < < < , töø ñoù ta 

suy ra 3 2y 6x y 7+ < , heä voâ nghieäm. 

TH2 : Vôùi ( )y 1 7 y 1 0 VP 0 VT 0 x y 1> ⇒ − > ⇒ > ⇒ > ⇒ > > , töø ñoù suy ra 
3 2y 6x y 7+ > , heä voâ nghieäm. 

Vaäy vôùi y 1= , ta coù nghieäm x 1= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x,y 1,1= . 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )

3 2 2

32

y x 64 x y

y 6 x 3

 + = −

 + = +


. 

Lôøi giaûi 

Ta coù: 
( )

3 2 2 3 2

32

y x 64 x y x 0y x 8
y 2y 2y 6 x 2 8

 + = −   =  + ≤⇒ ⇔  
=≥  + = + ≥



(thoûa maõn). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;2= .   



Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
2

x 2 y 1
1 1 1
x 64x y

 + − =

 − =

+

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 22 x 0,y 0,4x y 0− ≤ ≠ ≥ + > . 

Vì y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình neân y 0> suy ra 

( )
2

x 2 y 1 1 3 7 33
x1 1 1 1 1 2

x 6 6 4x y 04x y

 + = + > −  >⇒ = + < + 
>+ 

. 

TH1: Neáu y x 1< −  

Suy ra:
( )

2

3 7 33
1 1 1 1 1x x 22 x x x 1 64x y

x 2 y 1 x 1 1

 −
 > ⇔ > ⇒ − < − <

+ +
+ = + < − +

 

(heä voâ nghieäm). 
TH2: Neáu y x 1> − thöïc hieän töông töï ta coù heä voâ nghieäm. 

TH3: Neáu y x 1= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 

x 2 y 1= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .             

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
2

2 x 4 y 1 2

x 12x y 19

 − − − =

 + + =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 4,y 1≥ ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )( )
2 x 8 y 52 x 4 4 y 1 2 x 8 y 5 0

2 x 4 4 y 1 2

− −
− − = − − ⇔ = ⇒ − − ≥

− + − +
. 

Neáu 2x 8,y 5 x 12x y 19> > ⇒ + + > heä phöông trình voâ nghieäm. 

Neáu 2x 8,y 5 x 12x y 19< < ⇒ + + < heä phöông trình voâ nghieäm. 

Neáu x 8,y 5= = heä phöông trình thoûa maõn. 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 8;5= . 

Nhaän xeùt:Heä treân hoaøn toaøn giaûi ñöôïc baèng pheùp ñaët aån phuï 
u x 4

v y 1

 = −


= −
.  

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

4 2

x y y 2x

y x 2 1 x

 + =


− = −
. 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:

( )
2

24

2xy
1 x

y x 1 1


=

+
 = − +

 

Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra ( )241 y 1 y x 1 1− ≤ ≤ ⇒ ≤ − + . 

Daáu baèng xaûy ra x 1,y 1⇔ = = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình ( )( ) ( )34 4 2 2

2 2 2 2

5 x 1 x y 1 x y

x y x x y 4


− + = +


 + + + =

. 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra: 

( )( )2 25 x x 1 y 1− = + + thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )( ) ( )32 2 4 4 2 2x 1 y 1 x y 1 1 x y+ + + = + . 

Maët khaùc theo baát ñaúng thöùc Holder ta coù: 

( )( )( ) ( )
3 32 2 4 4 2 2 4 4 2 23x 1 y 1 x y 1 1 x y x y 1 x y + + + ≥ + = + 

 
. 

Daáu baèng xaûy ra 2 2x y 1⇔ = = thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 

( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − .       

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 1 y y 1 x 1

3x xy 4x 1

 − + − =

 − + =

. 

 
 



Lôøi giaûi 

Ta coù ( )( )2 2 2 2 2 2x 1 y y 1 x x 1 x 1 y y 1− + − ≤ + − − + = . 

Daáu baèng xaûy ra ( )2 2x y 1, x,y 0⇔ + = ≥ . 

Khi ñoù thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )23 3 33 2x 3x 3x 1 0 x 1 2 x 2 1 y 1 2 1+ + − = ⇔ + = ⇔ = − ⇒ = − − . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )23 3x;y 2 1;1 2 1
 

= − − − 
 

.      

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2
x 1 y x y 1 0

y 1x xy 4y
x x

 − + − =
  

+ + =  
  

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0> ≥ . 

Ta coù: y 1 y 1x xy 2 x. .2 xy. 4y
x x x x

  
+ + ≥ =  

  
. 

Daáu baèng xaûy ra 

yx x 1x
1 y 1xy
x


=  =⇔ ⇔ 

= =


.   

Thöû laïi vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .    

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
22

2 2

x 1 1 2y 2x 1

x y 3


− + = +


 − =

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 22 2

2 2 2 2

x 1 1 4xy 2y y 2 1 4xy 2y

x y 3 x y 3

 
− + = + + + = + ⇔ 

 = + = + 

. 

 
 



Ta coù: 2 2 24xy 2y x 4y 2y 5y 2y 3+ ≤ + + = + +  

( )
( ) ( )

22 2 4 2

2 2

y 2 1 5y 2y 3 y y 2y 2 0

y 1 y 2y 2 0 y 1 x 2

⇒ + + ≤ + + ⇔ − − + ≤

⇔ − + + ≤ ⇔ = ⇒ =
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .        

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
2

3 2

2 y x y 3 3 y x 2

y y 3y 5 3x 3 x 2

 + + + = + +

 + − − = − +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0,x 2≥ ≥ − . 

Ta coù: ( )( ) 2x 2 3 y 1 3 x 2 3y 2 x 3y 2 2 y x y 3+ + ≤ + + + = + + ≤ + + + . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 
2

3yx 2
x 1

1 3 y 1
x 3y 2 y x y 3

 +
=  = −

⇔ 
=

+ + = + + +

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn phöông trình thöù hai. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= − .      

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
2 2x y y x2 2 8

x y 2

+ + + =

 + =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 

Ta coù: 
( )
( )

2

2 2

22 2

1x y x y 2
2 x y x y 4

1x y x y 2
2


+ ≥ + = ⇒ + + + ≥

 + ≥ + ≥

. 

Suy ra: 
2 2 2 2x y y x x y x y 42 2 2 2 2 2 8+ + + + ++ ≥ ≥ = . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .       

 
 
 



Baøi 24. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( )

9
23

23 3

x 18y 27x 29 x y 1 2x x x 2
3

x x 2xy 2x 2 y 2 7 6 4 x y 1

 − − − − − − = + + −

 + − + + − + = − +

 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
x 1

x y 1 0,
x 2
 ≥

− − ≥  ≤ −
. 

Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

 ( )4 2 2 2 3x 2x y 2x 2x y 4y 11 6 4 x y 1+ − + + − + = − + . 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 3x y 2 x y 2 x y 1 9 6 4 x y 1⇔ + − + + − + + = − + . 

( ) ( ) ( )
22 3x y 1 2 x y 1 8 6 4 x y 1⇔ + − + − + + = − + . 

Maët khaùc:  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

22

3 3

x y 1 2 x y 1 8 2 x y 1 8

2 x y 1 2 2 2.3 2.2. x y 1 6 4 x y 1

⇔ + − + − + + ≥ − + +

= − + + + ≥ − + = − +
. 

Daáu baèng xaûy ra 
2 x 1,y 0x y 1 0

x 2,y 3x y 1 2

  = = + − =⇔ ⇔  = − = −− + = 
. 

Thöû laïi chæ coù nghieäm ( ) ( )x;y 2; 3= − − thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2; 3= − − .          

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

1 1x y 2 1 2x 1 2y
x y

x y 7xy 1 0


+ + + = − + +


 + − + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 1 10 x , y 0
2 2

≠ ≤ − ≤ ≠ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra 1 1x 2 1 2x y 2 1 2y 0
x y

+ − − + + − + = . 



22 y 2y 1 2y 1 2yx 2x 1 2x 1 2x 0
x y

− + + +− − + −
⇔ + = . 

( ) ( )2 21 1x 1 2x 1 2y y 0 (1)
x y

⇔ − − + + − = . 

Maët khaùc töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù:  
2 27xy x y 1 0 xy 0= + + > ⇒ > . 

Do ñoù 
x 1 2x x 1 2

(1)
y 1 2y y 1 2

 = − = − + ⇔ ⇔ 
= + = + 

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1 2;1 2= − + + .         

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )

2 4 2 3 3 2

2 2 3 2

9 8x y x y y 16y 3x y

16 x 2y x 5y x y 1

 + − = − +

 + − = − + −


. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( )

22 6 2 3

2 4 2 3

25 x y 4 16y 3x y y (1)

16 x 2y x 5x y y 1 (2)


− − = − +


 + − = − + + −

 

Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 222 325 x y 4 16 x 2y 4y x 1− − − + − = − + . 

Ta coù: 
( ) ( )

( )

2 22

23

25 x y 4 16 x 2y 25 16 1

4y x 1 1


− − − + − ≤ − =


 − + ≥

. 

Do ñoù daáu baèng xaûy ra

2

3

x y 4
x 2y

4y x

 =
⇔ =
 =

 heä naøy voâ nghieäm. 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 
 



Baøi 27. Giaûi heä phöông trình: 
6 3 2 2 2

3 3 4 2 2 2

y y 2x xy x y
18xy 2y 4x 3x x 2 4x 4xy y 1
2

 + + = −


+ + = + + + − + +


 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 0 xy 1≤ ≤ .  

Ta coù: 
2

2 2 6 3 21 1 1xy x y xy 2y 2y 4x 1
4 2 2

 
− = − − ≤ ⇒ + + ≤ 

 
. 

3 3 4 2 2 2 4 2

6 3 2

4 2 3 3

18xy 2y 4x 3x x 2 4x 4xy y 1 4x 3x x 2
2

2y 2y 4x 1
14x 3x x 2 8xy 2y
2

+ + = + + + − + + ≥ + + +

 + + ≤⇒ 
+ + + ≤ + +



 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân suy ra: 

( )
3

2 223 2 2

y 2x
1x1 1 12 y 2x 2x x 0 2x 22 2 2 y 11x

2


 =

    = − − + − + + ≤ ⇔ = ⇔    
      = − = −

(thoûa maõn) 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y ; 1
2

 
= − − 
 

.   

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( )

2 2 4 2 2 4

2 2

5 x y 4x y 4x y xy 1 xy 2
4
5 xy 2 2xy x y x y 2 x y
2


+ + + = − +


 − − + = + − +


. 

Lôøi giaûi 

Ta coù: 
( )

( )2 2

xy 1 xy 5xy 1 xy 2 2
2 2

x y 2 x y 0

 + −
− + ≤ + =


 + − + ≤

. 

Suy ra: 
( )

2 2 4 2 2 45 5x y 4x y 4x y
4 2
5 xy 2 2xy x y 0
2


+ + + ≤


 − − + ≤


. 



Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân ta ñöôïc: 

22
2 21 1 1xy 2x y 2y x 0

2 2 2

    
− + − + − ≤    

     
2

2

1xy 12 x
1 22x y

12 y
1 22xy
2


 =  = ⇔ = ⇔ 
  =
 =


 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.       

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
( )

2
8y x 1 x y 1 12x 1 7 x 1 y 2

2 x y xy 4y y x x

  
+ − + − = + + − + −    

 + = −

 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( )2x 1,y 2,1 x y 1 0≥ ≥ − + − ≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( )x y x 3 xy 4y 0 x y− + + = ⇔ = . 

Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )28x 8x x 1 x 2 12x 1 7 x 1 x 2+ − − = + + − + − . 

Ñeå giaûi phöông trình naøy ta coù hai caùch xöû lyù nhö sau: 

( )( ) ( )( ) ( )2

2

8x x 1 x 2 7 x 2
8x 8x x 1 x 2 12x 1 7 x 1 x 2

8x 12x 1 7 x 1 0

 − − ≥ − ⇒ + − − ≥ + + − + −
 − − − − ≥

 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 2= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= . 

Caùch 2: Ñaët u x 1 x 2 2 1 2 2 1= − + − ≥ − + − =  

( )( )2u 2x 3 2 x 1 x 2⇒ = − + − − . 

Suy ra: ( )( ) ( )28x 8x x 1 x 2 12x 1 7 x 1 x 2+ − − − − − − + −

 ( ) ( )( )2 2 2 28x 4x u 2x 3 12x 1 7u 4xu 7u 1 8u 7u 1 u 1 8u 1 0= + − + − − − = − − ≥ − − = − + ≥  



Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 
x 2

x 2
u 1
 =

⇔ =
=

. 

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình 
2 2 23

2x 1 2y 1 y x

16x y 5 6 4x y x

 + − + = −

 + = +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 1x,y
2

≥ −  khi ñoù heä töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )

2 2 23 2 2 23

2 x y 2x y 1y x
2x 1 2y 12x 1 2y 1

16x y 5 6 4x y x 16x y 5 6 4x y x

  −
  − + = −   + + ++ + + ⇔   

 
+ = + + = +  

. 

34 3

x y

16x 5 6 4x x

 =⇔ 
+ = +

 

Töø ñaây suy ra x,y 0>  

Ta coù ( ) ( ) ( )3 3 2 2 231 3 34x x 4x 4x 1 .2 4x 4x 1 2 4x 4x 3
2 2 2

+ = + ≤ + + + = + +  

Töø ñoù suy ra : ( ) ( )( )25 2 23 116x 5 4x 4x 3 2 2x 2x 1 2x 1 0 x
2 2

+ ≤ + + ⇔ + + − ≤ ⇔ = −  

Thöû laïi thaáy 1x
2

= −  thoûa maõn phöông trình treân 

Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
= − − 
 

. 

Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

2
3

x 8y 2xy 1 2y

4y 4y 1x 4x 1
3

 − = −

 + + + = +


. 

Lôøi giaûi 

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 3x 4x 0 x 0+ > ⇒ > . 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) x 02x 2y x 4y 0 x 2y>− + = ←→ = . 

Thay xy
2

= vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc: 3 23 x 4x x 2x 4+ = + + . 



Ta coù : 
2 2

3 2x 4 3 x 43 x 4x 3 2x. 2x x 2x 4
2 2 2

 + +
+ = ≤ + ≤ + +  

 
. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 2 y 1= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .         

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )
x y 1 x y 1 6x 2y 20

3x y 2 3x y 2 2x 2y 18

 + − + − + + =


+ − + − + + =
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 
x y 1 0
3x 2y 1 0
 + − ≥


+ − ≥
. 

Khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi 

( ) ( )
( ) ( )
x y 1 x y 1 2 3x y 2 16

3x y 2 3x y 2 2 x y 1 16

 + − + − + + − =


+ − + − + + − =
 (1) 

Tröø theo veá hai phöông trình treân ta ñöôïc 

( ) ( ) ( ) ( )x y 1 x y 1 2 x y 1 3x y 2 3x y 2 2 3x y 2 0+ − + − − + − − + − + − + + − =  

( )( ) ( )( )x y 1 x y 1 2 3x y 2 2 3x y 2 0⇔ + − + − − + + − − + − = (*) 

Töø (*) ta coù nhaän xeùt sau : 
Neáu x y 1 4+ − ≥  thì töø (*) suy ra 3x 2y 2 4+ − ≥  

Neáu x y 1 4+ − ≤  thì töø (*) suy ra 3x 2y 2 4+ − ≤  

Nhö vaäy heä coù nghieäm khi 

x y 1 4
3x y 2 4

x y 1 4
3x y 2 4

 + − ≥


+ − ≥
 + − ≤
 + − ≤

 

Töø ñaây keát hôïp vôùi heä (1) ta suy ra heä töông ñöông vôùi: 
1xx y 1 4 2

3x y 2 4 9y
2


= + − = ⇔ 

+ − =  =


. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 9x;y ;
2 2

 
=  
 

. 



Baøi 33. Giaûi heä phöông trình 

 + + −
+ = + − + −

 + − + + − = + −
2 2

xy 1 x y 4 0
x y 1 x y xy

x y 1 x y xy 2x 3y 3
.  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0,x y 1,x y xy≥ ≥ + > + > . 

Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra heä phöông trình coù nghieäm khi 
x y 4 0+ − < .  

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( ) ( )
( )( )

22 2x y xy x y xy x y 4 x y 4
0

x y 1 x y xy

− + + − + + + −
=

+ − + −
. 

( ) ( ) ( )22 2x y xy x y xy x y 4 x y 4 0⇔ − + + − + + + − = . 

( ) ( )2xy xy x y 1 x y 2 0⇔ − − + − + − = . 

TH1: Neáu xy x y 1 0− − + < suy ra ( ) ( )2xy xy x y 1 x y 2 0− − + − + − ≤ . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 

x 0
y 2xy 0

x y 2 x 2
y 0

 =


= = ⇔ + =  = 
 =

 (thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn). 

TH2: Neáu xy x y 1 0− − + ≥ khi ñoù ta coù: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

2
2 2

2

x y
xy xy x y 1 x y 2 xy x y 1 x y 2

4

1 xy 4 x y 2
4

 + − − + − + − ≤ − − + − + −  
 

= − + −

 

Suy ra ( )( )2 x y 2
xy 4 x y 2 0

xy 4
 + =

− + − ≥ ⇔  ≥
. 

Maët khaùc 
( )2 2x y 4xy 4

4 4
+

≤ < = neân x y 2+ =  

Khi ñoù:
( )2x y

xy 2 1 0 xy 1 xy x y x y 1
4
+

− + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ = ⇒ = = . 



Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .    

Baøi 34. Giaûi heä phöông trình 

3 2

2
24

27y 3x 9y 1

xx 3y 72 y
9

 − + =


 
+ = +     

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù:  

 
( ) ( ) ( )( )

24 2 2 2 2xx 3y 4 x 3y 4 1 1 x 9y 72 y
9

 
+ ≤ + ≤ + + = +  

 

 2
24

xx 3y 72 y
9

 
⇒ + ≤ +  

 
. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 3y x 3y= ⇔ = . 

Thay x 3y= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( )33 2 127y 27y 9y 1 3y 1 0 y x 1
3

− + = ⇔ − = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y 1;
3

 
=  
 

.   

Baøi 35. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( ) ( )( )
2 2

44 4 2 2 2

x y xy 3x 4y 4 0

17 x y 14y 49 x 2y 8 xy 7 x 2xy 4y 14

 + + − − + =


+ − + − + = − + + + −

 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
2 2

2 24 2 2 2

x y xy 3x 4y 4 0

17 x y 7 x 4y 28

 + + − − + =


 
+ − = + − 

 

. 

Ta coù: ( ) ( )( ) ( )22 24 2 2 2 2 217 x y 7 1.x 4 y 7 x 4y 28
 

+ − ≥ + − = + − 
 

. 



Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 
2 2

2 2x y 7 4x y 7 0
1 4

−
= ⇔ − + = . 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2 2

2 2

4x y 7 0

x y xy 3x 4y 4 0

 − + =


+ + − − + =
. 

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 4 7x 0; ,y 1;
3 3

   
∈ ∈   
   

 

(Xem theâm kyõ thuaät söû duïng ñieàu kieän coù nghieäm cuûa heä phöông trình). 

Do ñoù:
2

2 2 74x y 7 7 0
3

 
− + ≥ − + > 

 
neân heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm.                   

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 
( )( )2 2

3x 2x y 3x 2y
2

125x 1 6x 2y 7xy 5x 3y 1
64


+ − + − =


 + + − + − + =


. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,3x 2y 0≥ − ≥ . 

Ñeå yù moät chuùt ta nhaän ra: 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2x 1 6x 2y 7xy 5x 3y 1 ( x) 1 2x y 1 3x 2y 1
  

+ + − + − + = + − + − +  
  

 

Ta coù baát ñaúng thöùc: ( )( )( )2 2 2 125 3a 1 b 1 c 1 , a,b,c 0,a b c
4 2

 
+ + + ≥ ≥ + + = 

 
. 

Chöùng minh baát ñaúng thöùc naøy ta xeùt haøm soá: 

( )2 4 3f(t) ln t 1 t,t 0;
5 2

 
= + − ∈ 

   
Suy ra: 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 25 2 5 6 125ln t 1 ln ln 1 a ln 1 b ln 1 c 3ln ln

4 5 4 5 64
+ ≥ − ⇒ + + + + + ≥ − =  

( )( )( )2 2 2 1251 a 1 b 1 c
64

⇔ + + + ≥ . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 1a b c
2

= = = . 

 



AÙp duïng vaøo baøi toaùn ta coù: 1 1x 2x y 3x 2y x y
2 4

= − = − = ⇔ = = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
4 4

 
=  
 

.     

Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

22
4

22
4

11 x 1 8
y

11 y 1 8
x

  
+ + =     

  + + = 
 

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Nhaän theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )22 2
4 4

1 11 x 1 y 1 1 64
x y

  
+ + + + =     

. 

Ta coù: ( ) ( )
6

22 2 2 2 2 26
4 4 4 4

1 1 1 11 x 1 y 1 1 1 x .x .y .y . . 64
x y x y

   
 + + + + ≥ + =         

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 2 2
4 4

x 11 1x y
y 1x y

 = ±
= = = ⇔ 

= ±
. 

Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1 ; 1;1 ; 1; 1= − − − − . 

Nhaän xeùt: Ta coù theå ñaët 2 2u x ,v y= = ñeå giaûm baäc cuûa heä vaø ñöa veà heä ñoái 

xöùng loaïi II ñaõ bieát caùch giaûi.        

Baøi 38. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
3 3

2 2
2 2

x 6 xy y 6

6 x y
x 2 x y 3

x xy y

 + − =


+
 + = + +
 + +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2xy 0,x y 0≥ + > . 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

( )6 x 6 xy y x 3 x y y 4x 2y 2x y 3= + − ≤ + + − = + ⇒ + ≥ . 

 
 
 



Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 3 3 3 3
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

3 3
2 2 2 2

2 2

6 x y 6 x y 4 x y
2 2 x y

x xy y x y x yx y
2

6 x y
3 x 2 x y x 2 x y x x y 2x y

x xy y

 + + +
 ≥ = ≥ + + + + + + +

 +

= + − + ≥ + + ≥ + + = +
+ +  

2x y 3⇒ + ≥ . 

Vì vaäy taát caû caùc daáu baèng xaûy ra 
x y x 1
2x y 3 y 1
 = =

⇔ ⇔ 
+ = = 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .        

Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )x 1 y y 1 x 2xy

x 2y 2 y 2x 2 2xy

 − + − =


− + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 1≥ ≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi:
y 1x 1 1

x y
−−

+ = .    

Ta coù: 

x 1 1 x 1 1
y 1x 1x 2x 2 1

x yy 1 1 y 1 1
y 2y 2

 − + −
≤ =

−− ⇒ + ≤
− + − ≤ =

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 2= = thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä 

thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= . 

Baøi 40. Giaûi heä phöông trình 
2x x y 3 2

2 x 4 3 y 8 13

 + + + =

 + + + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2x 0,y 8,x y 3 0≥ ≥ − + + ≥ .  

Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù: 



 ( )2 2 2x x y 3 2 x x y 3 2 x x y 3 4+ + + = ⇔ + + + + + + = . 

( )2 2x y 1 x 2 x x y 3 x y 1⇔ + = − − + + ⇒ + ≤ . 

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

( )( )2 213 2 x 4 3 y 8 2 3 x 4 y 8 x y 1= + + + ≤ + + + + ⇒ + ≥ . 

Vì vaäy taát caû caùc daáu baèng xaûy ra 
( )2 2x 2 x x y 3 0

x 0
y 8 y 1x 4

2 3

 + + + =  =⇔ ⇔ 
+ =+  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= .          

Baøi 41. Giaûi heä phöông trình 

2 21 1 x x 1 2 1 y

1 1 2
1 x 1 y 1 xy

  + − = + −   


+ =
 + + +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 0 x,y 1≤ ≤ . 

Ta coù: 1 1 1 1 22 , xy 1
1 x 1 y1 x 1 y 1 xy

 
+ ≤ + ≤ ∀ ≤ + ++ +   +

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y= . 

Thay y x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2 21 1 x x 1 2 1 x + − = + − 
 

(Xem chuû ñeà kyõ thuaät löôïng giaùc hoùa). 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( )1 1x;y ; ; 1;1
2 2

 
=  
 

.  

Baøi 42. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
( ) ( )

4

2 24 4

x y 3 4 x y

9 x y 7 x yx y x 33ln 0
64 32 8 y 3

 + + = +

 − −  − − + + + =  − 

. 

 



Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: x 3 0,y 3
y 3
−

> ≠
−

. 

Ta coù: ( ) ( ) ( ) ( )4 4 44x y 3 x y 1 1 1 4 x y 4 x y 4 x y+ + = + + + + ≥ + = + ≥ + . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1+ = . 

Do x 3 0 2 x,y 3
y 3
−

> ⇒ − < <
−

. 

Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( )
4 2 4 2x 9x 7x y 9y 7y3ln 3 x 3ln 3 y  (1)

64 32 8 64 32 8
+ + + − = + + + − . 

Xeùt haøm soá ( )
4 2t 9t 7tf(t) 3ln 3 t

64 32 8
= + + + − treân ( )2;3− . 

Ta coù: 
( ) ( )

( ) ( )
2 2t 1 t t 6

f '(t) 0, t 2;3
16 t 3

− − +
= ≤ ∀ ∈ −

−
neân f(t) laø haøm nghòch bieán 

treân ( )2;3− . 

Do ñoù 1(1) f(x) f(y) x y x y
2

⇔ = ⇔ = ⇒ = = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.          

Baøi 43. Giaûi heä phöông trình: 

( )( ) ( )
2 2

23 3 2

x 2x xy y y

4x y 3x x 15 x y 3 x y y x y 4x x

 + =


+ + + = + +


 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0≥ ≥ . 

Ñaët ( )u x,v y, u,v 0= = ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

( )( ) ( )
4 3 5

26 6 5 2 3 2 3

u 2u v v

4u v 3u 15u v 3u 4u u v v

 + =


+ + + = + +

. 

Neáu ( ) ( )u 0 v 0 x;y 0;0= ⇒ = ⇒ = . 



Xeùt u 0> ñaët ( )v tu, t 0= > phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

4 4 5 5
5

1 2tu 2u t t u u
t
+

+ = ⇔ = . 

Thay 
5

1 2tu
t
+

= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )
5 26 3

3
3t 1 2t4 t 5 t t 4

1 2t 3t

  +
+ + + = + +   +   

. 

Ta coù: ( )

( )( ) ( )

2
5 5

6 6
3 3

2 22 2 6 3

3t 1 2t 3t 1 2t4 t 5 5 4 t .
1 2t 1 2t3t 3t

t 2 1 4 t t t 4

   + + + + + ≥ + +     + +    

 = + + + ≥ + + 
 

. 

Daáu baèng xaûy ra t 1 u v u v 3 x y 9⇔ = ⇒ = ⇒ = = ⇔ = = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 9;9= . 

Baøi 44. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( )( )
( )

2

2

x y 4x 12y 28 8 y x 2 8 y 2 x 4

y 2 x 4 x y

 − + + − = − + − −

 − + − = −

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 4,y 2≥ ≥ .  
Xeùt phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù:  

( ) ( )
( )( ) ( )

( )
8 y x 2 4 x 2 y

VP 8 x y 32
8 y 2 x 4 4 x 4 y 2

 − ≤ − + ⇒ ≤ + −
− − ≤ − + −

. 

Maët khaùc: ( )( ) ( ) ( )2 2
VT 8 x y 32 x y 4x 4y 4 x y 2 0− + − = − − + + = − − ≥ . 

Vì vaäy daáu baèng xaûy ra y x 2⇔ = + . 
Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

y 2 y 2 4 y 6 x 8− + − = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 8;6= .    

 
 
 



Baøi 45. Giaûi heä phöông trình: 

( )

( ) ( )

2 2

2

2x 4y 2 34 x y 1
xy y x

x 1 xy 3x 2y 5 2x x y 3 x y 3

  +
 = − + −   


+ + + + + − + = + +

 

Lôøi giaûi 
Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) ( )
2

x x y 3 2 x y 3 x y 3− + + + + = + + . 

Ta coù: ( ) ( ) ( )( )VT 2 x y 3 1 1 x y 3 x y 3 VP≥ + + = + + + ≥ + + = . 

Daáu baèng xaûy ra x y 3⇔ = + thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc 

nghieäm ( ) ( )x;y 4;1= .             

Baøi 46. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2

2

x 1 y 2y

y 1 x 2x

 + =


+ =


. 

Lôøi giaûi 

Caùch 1. Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2

2

2yx
1 y

2xy
1 x


=

 +

 = +

.  

Suy ra x,y 1;1 ∈ −  . Nhaân theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )( )2 22 2

xy 04xyxy
1 x 1 y 41 x 1 y

 =
= ⇔

+ + =+ + 
. 

TH1: Neáu xy 0 x y 0= ⇒ = = . 

TH2: Neáu ( )( )2 21 x 1 y 4+ + = . 

Ta coù ( )( )
2

2 2
2

1 x 2
1 x 1 y 4

1 y 2

 + ≤ ⇒ + + ≤
+ ≤

. 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 1,y 1= ± = ± thöû laïi nhaän hai nghieäm 

( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − . 



Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 0;0 ; 1;1= − − .        

Caùch 2: Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2 2x y xy yx 2y 2x 3 x y xy y x 0− + − = − ⇔ − + − = . 

( )( ) y x
x y 3 xy 0

xy 3
 =

⇔ − − = ⇔  =
. 

Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù keát quaû töông töï.  

Baøi 47. Giaûi heä phöông trình 
( )2

x 1 x y 3

x y 4 9 3

 + + + =

 + − + =

. 

Lôøi  giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,x y 0≥ + ≥ . 

Ta coù: ( )2x y 4 9 3 x 9 3+ − + = ≥ + ≥ . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 
x 0
y 4
 =


=
. 

Thöû laïi vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;4= .  

Baøi 48. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
2

2

4y 3x 8 5y x 1
, x,y45 x x 3

x y

+

 + + = +
 ∈  

+ = +  + 

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0> . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S cho phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2 2 24 4 25 x 2 1 x 2x
x y x y x y

   
+ = + + ≥ +   + + +   

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x 2
2 x y
=

+
.  

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù    

( )1 x y 4x y 4 x y
2 2

+ +
+ = + ≤ . 

 



Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x y 4+ = .  

Suy ra 2 4 8x 3 5 x 2x
x y x y 4

 
+ = + ≥ + + + + 

. 

2x xy 3y x 4 0⇔ + − + − ≤ . 

Coäng theo veá vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 
2 2x 4y 4xy 8y 4x 4 0+ − − + + ≤ . 

( )2x 2 2y 0 x 2 2y 0⇔ + − ≤ ⇔ + − = . 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

x 2 2y 0
x 2x 2

2 y 2x y
x y 4

 + − =


 = = ⇔ 
=+ 

 + =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .   

Baøi 49. Giaûi heä phöông trình

2
3 2

2

23

2xyx x y
x 2x 9

2xyy y x
y 2y 9


+ = +

− +

 + = +
 − +

 

Lôøi giaûi 
Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2
3 2 23

2xy 2xy x y
x 2x 9 y 2y 9

+ = +
− + − +

. 

Phöông trình naøy coù nghieäm neáu xy 0≥ .  

Nhaän thaáy x y 0= = laø moät nghieäm cuûa heä.  

Xeùt xy 0>  

Phöông trình naøy coù: 

( ) ( )2 23 3

2xy 2xyVP 2xy;VT xy xy 2xy
x 1 8 y 1 8

≥ = + ≤ + =
− + − +

 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x,y 0,0 ; 1,1= . 



Chuû ñeà 13.     HEÄ PHÖÔNG TRÌNH COÙ CHÖÙA CAÊN THÖÙC 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Trong caùc naêm gaàn ñaây khoâng rieâng gì kyø thi TSÑH maø caùc kyø thi HSG caùc 

tænh, Thaønh phoá baøi toaùn heä phöông trình ñöôïc ñeà caäp luoân xoay quay caùc heä 
chöùa caên thöùc. Bôûi leõ heä chöùa caên thöùc coù raát nhieàu caùch tieáp caän vaø cuoái 
cuøng ñöa veà moät phöông trình voâ tyû töø cô baûn ñeán hay vaø khoù. Do vaäy vôùi xu 
höôùng ra ñeà keát hôïp 2 trong 1 vöøa xöû lyù heä phöông trình vöøa xöû lyù phöông 
trình voâ tyû ñoøi hoûi baïn ñoïc caàn trang bò nhöõng kieán thöùc cô baûn nhaát ñeán 
daïng toaùn naøy. Döôùi ñaây toâi ñeà caäp caùc phöông phaùp cô baûn ñöùng tröôùc moät 
heä phöông trình coù chöùa caên thöùc. 

1.  Phöông phaùp Bieán ñoåi töông ñöông 
 Phaûn xaï töï nhieân khi ñöùng tröôùc moät phöông trình cuûa heä coù chöùa caên thöùc 

ñoù laø khöû caên. Ñeå thöïc hieän ñöa veà hai veá khoâng aâm roài bình phöông(hoaëc 
bình phöông luoân ñöa veà phöông trình heä quaû) ñeå tìm ra moái lieân heä giöõa 
hai aån x,y .  

2.  Phöông phaùp ñaët aån phuï 
 Muïc ñích cuûa vieäc ñaët aån phuï ñoái vôùi heä coù chöùa caên thöùc laø chuyeån heä ban 

ñaàu veà heä phöông trình coù hai phöông trình daïng ña thöùc. Caùc pheùp bieán 
ñoåi ñoái vôùi heä ña thöùc ñöôïc xöû lyù deã daøng hôn vôùi heä coù chöùa caên. 

 Tôi đề cập thêm một phép khử căn sau đây: 

 Neáu ñaët ta hoaøn toaøn ruùt ñöôïc x theo t. 

 Thaät vaäy: 2 2 2 2 2 2 2t ax a x b t 2atx a x a x b− = + ⇒ − + = +  
2

2

2 2
2 2

t bxt b 2atx
2at t b t ba x b t a.

2at 2t

 −
=− ⇔ = ⇒ 

− + + = − =

 

 (Xem baøi taäp maãu). 
 Chuù yù. Xem theâm kyõ thuaät ñaët aån phuï daïng ñaïi soá. 
3.  Phöông phaùp xeùt haøm soá 
 Khi phöông trình cuûa heä coù caùc tích cuûa ña thöùc vaø caên thöùc thoâng thöôøng ta 

söû duïng phöông phaùp haøm soá. 

 AÙp duïng ñònh lyù. Neáu haøm soá f(x) ñôn ñieäu treân ( )a;b  

 Khi ñoù: ( )u,v a;b ;f(u) f(v) u v∀ ∈ = ⇔ = . 



 Töø ñaây suy ra moái lieân heä giöõa hai bieán x,y .  

 Vieäc coøn laïi laø theá vaøo phöông trình coøn laïi cuûa heä ñeå tìm ra nghieäm cuûa heä 
phöông trình.  

 Chuù yù. Xem theâm chuû ñeà kyõ thuaät söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá. 
4.  Phöông phaùp nhaân lieân hôïp 
 Caùc baøi toaùn vaän duïng kyõ thuaät naøy toâi ñeà caäp chi tieát trong chuû ñeà 19. 
5.  Phöông phaùp ñaùnh giaù baát ñaúng thöùc 
 Ñoái vôùi heä phöông trình coù chöùa caên thöùc thöôøng ñaùnh giaù thoâng qua caùc 

baát ñaúng thöùc cô baûn sau(roõ hôn veà phöông phaùp naøy xem chuû ñeà kyõ thuaät 
ñaùnh giaù): 

 +  Baát ñaúng thöùc Coâsi(AM-GM) cho hai soá khoâng aâm: 
a b ab

2
+

≥  

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi a b= . 
 +  Baát ñaúng thöùc Bunhiacopski(C-S): 

( )2 22 a b a b+ ≥ + . 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi a b= .       
 +  Baát ñaúng thöùc Mincopski: 

( ) ( )2 22 2 2 2x y a b x a y b+ + + ≥ + + + . 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi bx ay= . 

 Chuù yù.  
 - Phöông trình chöùa caên thöùc trong heä neân ta phaûi ñaët ñieàu kieän. Ñieàu 

kieän coù theå ñaët ñieàu kieän thoâ(heä phöông trình coù nghóa) hoaëc ñaët ñieàu kieän 
chaët(heä phöông trình coù nghieäm). 

 - Phöông phaùp chung laø xöû lyù ñoái vôùi phöông trình ñôn giaûn hôn cuûa heä. 
Neáu caû hai phöông trình cuûa heä khoâng coù khoâng bieán ñoåi ñôn giaûn ñöôïc 
nghó ñeán coäng tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä.   

6.  Ñaúng thöùc cô baûn 
2 2f(x) f (x) a g(x) g (x) a a f(x) g(x) 0, a 0  + + + + = ⇔ + = ∀ >  

  
. 

 Chöùng minh: Nhaân vaøo hai veá cuûa ñaúng thöùc treân vôùi 2g (x) a g(x)+ − ta ñöôïc: 

  
2 2f(x) f (x) a g (x) a g(x)+ + = + − . 



 
2 2f(x) g(x) f (x) a g (x) a 0⇔ + + + − + = . 

 

2 2

2 2

f (x) g (x)f(x) g(x) 0
f (x) a g (x) a

−
⇔ + + =

+ + +
. 

 
( )

2 2

f(x) g(x)f(x) g(x) 1 0
f (x) a g (x) a

 − ⇔ + + =
 + + + 

. 

 f(x) g(x) 0⇔ + =  

 Vì:   
2 2

2 2 2 2

2 2

f (x) a g (x) a f(x) g(x)f(x) g(x)1
f (x) a g (x) a f (x) a g (x) a

f(x) f(x) g(x) g(x)
0

f (x) a g (x) a

+ + + + −−
+ =

+ + + + + +

+ + −
> ≥

+ + +

.      

 Töø ñaây ta coù moät phöông trình ñeïp maét thöôøng xuaát hieän trong caùc heä 
phöông trình: 

2 2x 1 x y 1 y 1  + + + + =  
  

hoaëc 2 2x 1 y y 1 x 1  + + + + =  
  

. 

 Ta coù moät nhaän xeùt laø hai ñaúng thöùc treân töông ñöông(xem baøi taäp maãu). 
Caùc baøi toaùn xoay quanh hai ñaúng thöùc treân raát ñeïp vaø coù nhieàu höôùng xöû 
lyù baèng kyõ thuaät ñaët aån phuï cuõng nhö haøm soá.   

 Ñeå chi tieát hôn veà caùc phöông phaùp naøy xem theâm caùc chuû ñeà töông öùng 
trong cuøng cuoán saùch. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. Giaûi heä phöông trình:  

2 2 2 2

2 2

2x 6xy 5y 5 2x 6xy 5y 14x 20y 25
x y 44x 9y

2

 + + + = + + + + +
 − +

− =


 

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñieàu kieän: 2 2 2 22x 6xy 5y 0,2x 6xy 5y 14x 20y 25 0+ + ≥ + + + + + ≥ . 

 Nhaän xeùt: Phöông trình cuûa heä coù söï laëp laïi 2 22x 6xy 5y+ + ôû hai veá neân 

pheùp bình phöông hai veá ñeå loaïi ñi nhaân töû chung naøy laø ñieàu töï nhieân.    
 
 Bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 



  ( ) ( )
2 2

22 2

7x 10y 0
10 2x 6xy 5y 14x 20y

25 2x 6xy 5y 7x 10y

 + ≥+ + = + ⇔ 
+ + = +

 

 ( )22 2

7x 10y 07x 10y 0 7x 10y 0
x 5yx 10xy 25y 0 x 5y 0

 + ≥ + ≥  + ≥ ⇔ ⇔ ⇔  
= −+ + = + =  

. 

 Theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2 2
y 1 x 5,y 16y 4416y 16y 6y 22 0 11 55 112 y x ,y

8 8 8

 = = − =
− +  = ⇔ + − = ⇔ ⇒ = − = = −

  

. 

 Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) 55 11x;y ;
8 8

 
= − 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 55 11x;y ;
8 8

 
= − 
 

.      

Caùch 2: Vieát laïi phöông trình thöù nhaát döôùi daïng: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2x y x 2y 4 3 x y 4 x 2y 3+ + + + + = + + + + + . 

 Ñaët ( ) ( )u x y;x 2y ,v 4;3= + + = ta luoân coù u v u v+ ≥ +
   

. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x y x 2yu kv x 5y
4 3
+ +

= ⇔ = ⇔ = −
 

 

 (xem theâm kyõ thuaät söû duïng tính chaát hình giaûi tích giaûi heä phöông trình). 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình ( )
3 2 2

2 33

x 2y x y 2xy
, x,y

2 x 2y 1 y 14 x 2

 + = + ∈
− − + − = −

 . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 2x 2y 1 0− − ≥ . 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
2

x y
x x 2y y x 2y 0 x y x 2y 0

x 2y

 =
− − − = ⇔ − − = ⇔ 

=
. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm x y= .  

 Theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä, ta ñöôïc: 
3 32 3 2 32 x 2x 1 x 14 x 2 2 x 2x 1 x 2 x 14− − + − = − ⇔ − − = − − − . 

 Phöông trình cuoái naøy coù hai caùch xöû lyù nhö sau: 



Caùch 1: Xuaát phaùt töø 2x 2x 1 0− − ≥ ta phaûi coù: 

( )33 3 3 2x 2 x 14 0 x 2 x 14 x 2x 1 0− − − ≥ ⇔ − ≥ − ⇔ − − ≤ . 

 Do ñoù: ( ) ( )
2

2
2

x 2x 1 0
x 2x 1 0 x 1 2 x;y 1 2;1 2

x 2x 1 0

 − − ≥ ⇔ − − = ⇔ = ± ⇒ = ± ±
− − ≤

 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )x;y 1 2;1 2= ± ± . 

Caùch 2: Ta ñaët 2 3 2 3u 2 x,v x 2x 1 u 6v 14 x= − = − − ⇒ − = − . 
 Khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

  
( ) ( )3 23 3 2 3 2 2u 6v u 2v u 6v u 2v v v 3 u v 3v 0 − = + ⇔ − = + ⇔ + + + =  

 

 

v 0
u v 0
 =

⇔  = =
(do v 0≥ ). 

 Khi ñoù ta coù heä phöông trình: 
2

2
2

x 2x 1 0
x 2x 1 0 x 1 2x 2x 1 0

2 x 0

 − − =
 ⇔ − − = ⇔ = ± − − =
 − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )x;y 1 2;1 2= ± ± . 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
2 2x 3y 5 x y 7

3 5 x y 2x y 3 1

 + + − − =


− − − + − =
. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 
2x 3y 0
5 x y 0
2x y 3 0

 + ≥
 − − ≥
 + − ≥

. 

 Phaân tích. Nhaän thaáy heä coù chöùa ba caên thöùc khaùc nhau trong ñoù 
5 x y− − laëp laïi neân ta coù theå ñaët aån phuï u 5 x y= − − vaø moät aån phuï 

khaùc laø moät trong hai caên thöùc coøn laïi. 
Lôøi giaûi 

Ñaët ( )
2 2 2

2 2 2

u 5 x y 5 x y u x 3u v 15
, u,v 0

2x 3y v y 2u v 10v 2x 3y

  = − − − − = = − − +  ≥ ⇒ ⇔  
+ = = + −= +    

. 

 
Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



 
( )2 2 2 2

u 2v 7

3u 2 3u v 15 2u v 10 3 1

 + =



− − − + + + − − =

 

22 2
2

7 uv
2u 2v 7

7 u4u v 17 3u 1 4u 17 3u 1
2

 −
= + = ⇔ ⇔ 

 −− − + = −  − − + = −   

 

( )
2

222

7 u7 u vv 22 13u 1 0 u
3

7 u 53u 38u 15 04u 17 3u 1
2

 −
− = = 

 ⇔ − ≥ ⇔ ≥ 
 

 −  − − =− − + = −    

 

5 x y 1u 1 x y 4 x 3
v 3 2x 3y 9 y 12x 3y 3

 − − =  = + = =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= + = =+ =  

(thoûa maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= . 

Nhaän xeùt: Heä phöông trình coù chöùa caên vaø khoâng chöùa caùc nhaân töû baäc cao 
neân ta coù theå xöû lyù baèng caùch bình phöông hai veá khoâng aâm ñöa veà giaûi heä 
phöông trình ña thöùc. Hoaëc ñaët aån phuï nhö sau: 

Ñaët ( )a 2x 3y,b 2x y 3,c 5 x y, a,b,c 0= + = + − = − − ≥ . 

Khi ñoù ( ) ( ) ( )2 2 2a b 4c 2x 3y 2x y 3 4 5 x y 17+ + = + + + − + − − = . 

Ta coù heä phöông trình: 

( )

2 2 2

c 0

2
2 2

7 caa b 4c 17 a 32
2a c 7 b 3c 1 b 2
3c b 1 c 17 c 3c 1 4c 17

2

≥


− = + + = =

  + = ⇔ = − ←→ =  
  − = = −  + − + =  

. 

Ta coù keát quaû töông töï. Ta cuøng xem xeùt moät heä phöông trình coù chöùa 
nhieàu caên khaùc. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
2 2

5x y 2y x 1

2 2y x 3xy 2x y 3x 1

 − − − =


− + = + + −
. 



Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Heä phöông trình naøy ta hoaøn toaøn thöïc hieän töông töï baøi toaùn 

treân baèng caùch ñaët aån phuï 
u 5x y

v 2y x

 = −


= −
sau ñoù ruùt x,y theo u,v . Tuy nhieân 

neáu thöïc hieän pheùp bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù lôøi 
giaûi goïn nhö sau: 
Heä  phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
2 2

5x y 1 2y x

2 2y x 3xy 2x y 3x 1

 − = + −


− + = + + −
 

2 2 2 2

5x y 1 2y x 2 2y x 2 2y x 6x 2y 1

2 2y x 3xy 2x y 3x 1 2 2y x 3xy 2x y 3x 1

 − = + − + − − = − − ⇔ ⇔ 
− + = + + − − + = + + −  

 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) x y
x y 2x y 3 0

y 2x 3
 =

− − − = ⇔  = −
. 

Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc: ( ) ( ) 22 35x;y 1;1 ; ;
3 3

 
=  

 
.    

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
23x 8y 1 2 16y 9x

x y 7x y 3x y x 7y 2 x

 + − + = +


− + − + − = + +
. 

Lôøi giaûi 
Khoâng xöû lyù ñöôïc phöông trình ñaàu gì ngoaøi ñieàu kieän neân chuyeån höôùng 
xuoáng phöông trình thöù hai tuy nhieân noù nhieàu caên . Ñeå yù moät chuùt laø noù chæ 
coù x,y neân ñaët y tx= nhö phöông trình ñaúng caáp laø hôïp lyù nhaát. 

Vaäy ta ñöa veà giaûi phöông trình voâ tyû. 

1 t 7 t 3 t 1 7t 2− + − + − = + + . 
Giaûi phöông trình naøy ñeå yù hai veá laø hai haøm ñôn ñieäu ngöôïc chieàu neân 

phöông trình coù nghieäm duy nhaát 3t
4

=  hay 4x y
3

= .  

Thay 4x y
3

= vaø phöông trình ñaàu ta ñöôïc: 

 

22 y 8y 1 2 16y 12y+ − + = +
 



( ) 212 y 8y 1 1 16y 12y 4
2

 
⇔ − + − − = + − 

 
 

( )( )
1y 8y 242 4 4y 1 y 1
1 8y 1 1y
2

− −
⇔ + = − +

− ++
. 

( ) 2 14y 1 4y 4 0
8y 1 1 2 y 1

 
 ⇔ − + − − =
 − + + 

. 

1y
4

⇔ = (do 2 1 2 14y 4 4 1 0
1 18y 1 1 2 y 1

+ − − > − − = >
− + +

) ⇒ 1x
3

= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
3 4

 
=  
 

.    

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
2x y 2 x y 2

312x y 2 x y 3
8

 − + + =



+ + + =


. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 312x y 0,2x y 0,x y 0,x y 0
8

− ≥ + ≥ + ≥ + ≥ . 

Nhaän xeùt. Heä naøy töông töï heä phöông trình treân khi xuaát hieän ñeán boán caên 
thöùc khaùc nhau. Tuy nhieân tinh yù moät chuùt ta nhaän ra tính ñaúng caáp cuûa heä 
phöông trình: 
Nhaân cheùo theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )312 2x y 2 x y 3 2x y 2 x y
8

 
+ + + = − + +  

 
. 

Ñeán ñaây chuù yù ta coù 
2x y 0

3x 0 x 0
x y 0
 − ≥

⇒ ≥ ⇒ ≥
+ ≥

. 

Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình: 
Xeùt x 0> ta ñaët y tx= vaø phöông trình treân trôû thaønh: 

( )312 2 t 2 1 t 3 2 t 2 1 t
8

 
+ + + = − + +  

 
. 

Giaûi phöông trình naøy ta ñöôïc 10 10t y x
13 13

= ⇔ = . 



Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2
10 10 4 402x x 2 x x 2 x y
13 13 4 23 4 2 232

1313

− + + = ⇔ = ⇒ =
  +

+  
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: ( )
( )2 2

4 40x;y ;
4 23 4 2 232

1313

 
 
 
 =
   + +     

  

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
x 3y 2 3x 2y 5 3 y 1

2x 3 y 2 x y 4

 + + + − − = +


− − + = + −
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 3y 1,x ,3x 2y 5 0
2

≥ − ≥ − − ≥ . 

Nhaän xeùt. Heä phöông trình naøy coù nhieàu caên nhö hai heä ñaõ trình baøy ôû treân 
tuy nhieân xuaát hieän caùc soá 2 vaø 5, 1 neân ta khoâng ñöôïc phöông trình ñaàu 
cuûa heä veà daïng thuaàn nhaát. Tuy nhieân ñeå yù moät chuùt ta coù:  

( )
( ) ( )

x 3y 2 x 1 3 y 1

3x 2y 5 3 x 1 2 y 1

 + + = − + +


− − = − − +
. 

Vì vaäy ñaët u x 1,v y 1= − = + phöông trình thöù nhaát cuûa heä phöông trình trôû 

thaønh: 

 ( )( )u 3v 3u 2v 3 v 4u v 2 u 3v 3u 2v 9v+ + − = ⇔ + + + − = . 

( )( ) ( )( ) ( )2
4v 2u 0

u 3v 3u 2v 4v 2u
u 3v 3u 2v 4v 2u

 − ≥⇔ + − = − ⇔ 
+ − = −

. 

( )( )
4v 2u 0 u v
u v u 22v 0 u v 0

 − ≥  =⇔ ⇔ − − = = =
. 

TH1: Neáu 
x 1 0 x 1

u v 0
y 1 0 y 1
 − = =

= = ⇔ ⇔ 
+ = = − 

khoâng thoûa maõn heä phöông trình.                       

TH2: Neáu u v x 1 y 1 y x 2= ⇔ − = + ⇔ = − thay vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 



 
( )x 32x 3 x 2x 6 2 x 3

2x 3 x
−

− − = − ⇔ = −
− +

. 

( )
x 3

x 3 y 1
2 x 2x 3 1

 =
⇔ ⇔ = ⇒ =

+ − =
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= .     

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình:    
( )( )

2 3

2 2

y 8x 9 xy 12 6x 1

2x 2y 2 2 y 3 x 6x y x 2

 − + − + − =

 + + − + + − = +

     

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( )( )2 2 2x 2,y 0,2x 2y 2 2 y 3 x 6x 0,y 8x 9 0≥ − ≥ + + − + + ≥ − + ≥ . 

Nhaän xeùt. Phöông trình thöù nhaát cuûa heä coù chöùa hai caên baäc khaùc nhau neân 
khoâng hy voïng xöû lyù ñöôïc neân taäp trung vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä. 
Loaïi phöông trình naøy toâi ñaõ ñeà caäp ñeán trong chuû ñeà kyõ thuaät nhaân lieân 
hôïp khi giaûi heä phöông trình coù chöùa caên thöùc. 
Vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

 
2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2 y x 2+ − + − + − + = − + . 

2 2

2 2

2x 2y 4xy 6x 6y 4 y x 2
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

+ − + − + − −
⇔ =

+ ++ − + − + + +
. 

( )( )
2 2

2 x 1 y x 2 y x 2 y
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

+ − + − + −
⇔ = −

+ ++ − + − + + +
. 

( )
2 2

2x 2 2y 1x 2 y 0
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

 + − ⇔ + − + =
 + ++ − + − + + + 

 

Do vaäy vôùi caùch naøy neáu nhaân lieân hôïp tröïc tieáp raát khoù xöû lyù nhaân töû luùc 
sau ôû phöông trình tích treân. 
Ta bieán ñoåi töông ñöông phöông trình thöù hai cuûa heä nhö sau: 

 
2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 y x 2+ − + − + = + + . 

( )2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 x y 2 2 y x 2⇔ + − + − + = + + + + . 

( )2 22x 2y 4xy 9x 7y 10 2 y x 2 0⇔ + − + − + − + = . 



( )2 2 2y x 2 2x 2y 4xy 8x 8y 8 0⇔ − + + + − + − + = . 

( ) ( )
2 2 x y 2 0

y x 2 2 x y 2 0 y x 2
y x 2 0

 − + =⇔ − + + − + = ⇔ ⇔ = +
− + =

. 

Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:    

( ) ( )2 32 23x 2 8x 9 x x 2 12 6x 1 x 4x 13 x 4x 12 1+ − + − + + − = ⇔ − + − − + =  

Ñaët ( )22u x 4x 13 x 2 9 3= − + = − + ≥ phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )( )33 u 32 2 2u 1 u 1 u 1 u 1 u 1 u 3u 0 u 3≥− = − ⇔ − = − ⇔ − − = ←→ = . 

Vì vaäy 2x 4x 13 3 x 2 y 4− + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;4= .      

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình:  
2 2x y 2 2 2y 3y x 2xy 2x 10y 8

2x 3y 1 x 3y 5 x 4

 − − − + = − + + + +


+ + − + + = −
 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 1,x y 2 0 x y 2 1≥ − − − ≥ ⇒ ≥ + ≥ . 

Neáu 
x y 2 0 x 1
2y 2 0 y 1
 − − = =

⇔ 
+ = = − 

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt ( ) ( )2 2
x y 2 2y 2 0− − + + > khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi 

döôùi daïng: 

 
( )( )x 3y 4 3y x 4 y x 2

x y 2 2y 2
− −

= − + + +
− − + +

. 

( ) 13y x 4 x y 2 0
x y 2 2y 2

 
 ⇔ − + + + + =
 − − + + 

. 

3y x 4 0⇔ − + = (do 1x y 2 x y 2 x 1 0
x y 2 2y 2

+ + + > + + ≥ + >
− − + +

). 

Thay 3y x 4= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

x 43x 3 2x 1 x 4 x 4 x 4 y 0
3x 3 2x 1

−
− − + = − ⇔ = − ⇔ = ⇒ =

− + +
. 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;0= .            

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
2 2x 1 x y 1 y 1

x 3x 2xy 1 4xy 3x 1

  + + + + =    
 − + = + +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 3x 2xy 1 0− + ≥ .  

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 
2 2 2x 1 x 1 y y y 1 ( y)  (1)+ + = + − = − + + − . 

Thaáy daáu hieäu cuûa haøm ñaëc tröng neân ñeán ñaây xeùt haøm soá hoaëc nhaân lieân 
hôïp ñeå tìm ra x y= − . 

Caùch 1: 2 2 2 2x 1 x y 1 ( y) x y 1 x 1 y 0+ + = − + + − ⇔ + + + − + = . 

( )
2 2

x yx y 1 0 x y 0 x y
1 x 1 y

 − ⇔ + + = ⇔ + = ⇔ = −
 + + + 

. 

Vì 
2 2

2 2 2 2 2 2

x y x y1 x 1 y x yx y1 0
1 x 1 y 1 x 1 y 1 x 1 y

+ + −+ + + + −−
+ = > ≥

+ + + + + + + + +
. 

Caùch 2: Xeùt haøm soá 2f(t) t 1 t= + + treân  , ta coù: 

2

2 2 2

t tt 1 t tf '(t) 1 0
1 t 1 t 1 t

++ +
= + = > ≥

+ + +  
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Do ñoù (1) f(x) f( y) x y⇔ = − ⇔ = − . 

Nhaän xeùt. Ñoái vôùi hoïc sinh lôùp 10 chöa ñöôïc trang bò kieán thöùc veà ñaïo haøm 
coù theå chöùng minh tính ñoàng bieán cuûa haøm soá f(t) nhö sau : 

1 2 1 2t ,t , t t∀ ∈ ≠ ta coù : 

2 2
1 2 1 21 2 1 2

2 21 2 1 2 1 2

t t 1 t 1 tf(t ) f(t ) t t
k 1 0

t t t t 1 t 1 t

− + + − +− +
= = = + >

− − + + +
. 

Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Caùch 3: 2 2 2 2x 1 x 1 y y x y 1 y 1 x+ + = + − ⇔ + = + − + . 

Suy ra ( ) ( )( )2 2 2 2 2x y 1 x 1 y 2 1 x 1 y+ = + + + − + + . 



( )( )2 2
2 2 2 2 2 2

1 xy 0
1 x 1 y 1 xy

1 x y x y 1 2xy x y

 − ≥⇔ + + = − ⇔ 
+ + + = − +

. 

( )2
1 xy 0 xy 1

x y 0x y 0

 − ≥  ≤⇔ ⇔ 
+ =+ = 

. 

Nhö vaäy vôùi caùch 3 ta coù theå tìm ra moái lieân heä giöõa ( )x;y trong tröôøng hôïp 

khoâng aùp duïng ñöôïc phöông phaùp haøm soá hoaëc nhaân lieân hôïp. Ngoaøi ra 
daïng baøi toaùn naøy coù theå xöû lyù baèng phöông phaùp ñaët aån phuï.      
Trôû laïi baøi toaùn. 
Vôùi y x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

 ( ) ( )22 2 2 2 2x 3x 2x 1 4x 3x 1 x 2x 3x 1 4x 3x 1+ + = − + + ⇒ + + = − + + . 

( )( )4 3 2 2 214x 27x 9x 6x 1 0 2x 3x 1 7x 3x 1 0⇔ − − + + = ⇔ − − − − = . 

3 7 3 7 3 7x x ,y
4 4 4

3 37 3 37 3 37x x ,y
14 14 14

 ± ± ±
= = = − 

 ⇔ ⇒
 ± ± ±

= = = − 
 

. 

Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) 3 37 3 37x;y ;
14 14

 + +
= −  
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 37 3 37x;y ;
14 14

 + +
= −  
 

. 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 1 x y 4 y 1

100x 56xy 10y 39x 3y 18

  + + + + =    
 + + − − =

  

Lôøi giaûi 
Nhìn vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä töôûng chöøng nhö ta lieân hôïp ñöôïc vaø ruùt 
ñöôïc x theo y tuy nhieân bieåu thöùc trong caên cuûa hai bieåu thöùc sai khaùc 

nhau haèng soá 1 vaø 4. Neân caùch naøy khoâng thöïc hieän ñöôïc.  
Ta thöû ñaët aån phuï cho hai bieåu thöùc ñoù xem sao. 



Ñaët ( )

2
2 2

22 2

u 1xu x 1 x 1 x u x 2u , u x,v y
v 4v y 4 y 4 y v y y

2v

 −
=  = + + + = −  ⇔ ⇔ ≥ ≥  

−  = + + + = −  =

 . 

Ta coù: 2 2 2 2u x x 1 x x x x 0;v y 4 y y y y y 0= + + > + = + ≥ = + + > + = + ≥  

Do ñoù u 0,v 0> > .   

Maët khaùc 
22

1 4
1 4uuuv 1 y

2 2u
u

−
−

= ⇒ = = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2 22 2 2 2 2 2u 1 u 1 1 4u 1 4u u 1 1 4u100 56. . 10 39. 3. 18
2u 2u 2u 2u 2u 2u

   − − − − − −
+ + − − =      

   
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2100 u 1 56 u 1 1 4u 10 1 4u 78u u 1 6u 1 4u 72u⇔ − + − − + − − − − − =  

( )( )( )( )4 3 236u 54u 72u 72u 54 0 u 1 2u 3 2u 1 5 2u 1 5 0⇔ − − + + = ⇔ + − − − − + =
 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän nhaän nghieäm: 

2

2

2

2

3 3 5u x x 1 x
2 2 12
2 2 83 v y 4 y yu 3 3 32

11 5 1 51 5 xu x x 1u
22 22

5 3 55 1 5 1 yv y 4 y
42 2

   = + + = =             = + + = = −=         ⇒ ⇔ ⇔
    + ++ == + + ==            
  +− −   = −= + + =      

 

(thoûa maõn ñieàu kieän x u,y v≤ ≤ ).  

Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) 5 8 1 5 3 5x;y ; , ;
12 3 2 4

   +
= − −       

. 

Caùch 2: Bieán ñoåi phöông trình thöù nhaát cuûa heä thaønh: 

 
2 2 2 2x x 1 y y 4 1 y y 4 x 1 x  + + + + = ⇔ + + = + −  

  
. 



( ) ( )( )22 2 2 2 2 2x y x 1 y 4 x y x y 5 2 x 1 y 4⇔ + = + − + ⇒ + = + + − + + . 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2

5 2xy 0
2 4x y 4 x y 5 2xy

4 4x y 4 25 20xy 4x y

 − ≥⇔ + + + = − ⇔  + + = − +
 

2 216x 4y 20xy 9 0⇔ + + − = . 

Vaäy ñöa baøi toaùn veà giaûi heä phöông trình: 
2 2

2 2

16x 4y 20xy 9 0

100x 56xy 10y 39x 3y 18

 + + − =


+ + − − =
. 

Heä naøy ñaõ bieát caùch giaûi baèng phöông phaùp ñöa veà heä ñaúng caáp hoaëc 
phöông phaùp heä soá baát ñònh(giaûi xong caàn thöû laïi vì pheùp bình phöông ñaàu 
tieân laø khoâng töông ñöông). Höôùng ñi naøy raát töï nhieân ñôn giaûn vì chæ bình 
phöông hai veá. Tuy nhieân laïi ñöa veà moät heä töông ñoái phöùc taïp vôùi caùc em 
khoâng ñöôïc reøn luyeän giaûi daïng heä phöông trình cuoái cuõng nhö neáu veá phaûi 
cuûa phöông trình ñaàu khaùc 1 sau khi bình phöông ñöa veà phöông trình cuoái 
phöùc taïp hôn caùch 1 raát nhieàu(Chi tiết xem chủ dề 1).         

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình   

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñieàu kieän: x 3≥ . 

Ñaët 
2 2

2
2

u x,v y

u x x 3 u 3x
2uv y y 3

v 3y
2v


 ≥ ≥
 = + − + ⇔ = 

 = + +  −
=



.   

Töø phöông trình ñaàu suy ra 
2u 3 3u v y x y
2u u
−

= ⇒ = ⇒ − = . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc bieán ñoåi thaønh: 

 ( )( ) ( )2 2x y x y xy 3 x y 4− + + = − + . 

( ) ( )
2 22

2
3 9 u 3 u 3x y x y 3xy 3 4 3. . 3 4
u 2u 2uu

 + − ⇔ − − + − = ⇔ + − =       
. 



( )( )4 3 2 3 29u 16u 36u 27 0 u 3 9u 11u 3u 9 0 (1)⇔ − − + = ⇔ − + − − = . 

Neáu 2x 0 x x 3 x x x x 0≤ ⇒ + − < + = − = . 

Maët khaùc 2y y 3 y y 0+ + > + ≥  do ñoù voâ lyù. 

Vaäy x 0> ñoái chieáu vôùi x 3 x 3 u 3 1≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ > . 

Khi ñoù ( )3 2 3 29u 11u 3u 9 9.1 3u u 1 8u 9 0+ − − > + − + − > . 

Do ñoù 
2

2

x x 3 3u 3 x 2
(1) u 3

v 3 y 1y y 3 3

 + − == =⇔ = ⇒ ⇔ ⇔  
= =  + + =

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän u x,v y≥ ≥ thaáy thoûa maõn. 

Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình laø ( ) ( )x;y 2;1= .   

Caùch 2: 
Bieán ñoåi phöông trình ñaàu cuûa heä thaønh: 

 ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2x y y 3 x 3 x 2xy y x y 2 x 3 y 3− = + − − ⇒ − + = + − − +   

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2

xy 0 xy 0
x 3 y 3 xy

x 3 y 3 x y x y 3

 ≥  ≥ ⇔ − + = ⇔ ⇔ − + = − = 
. 

Xeùt heä phöông trình: 

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
3 3

x y x y 3
x y 3

3 x y x y
x y 3 x y 4x y 3 x y 4

4

 − + =
 − =   ⇔ + + −   − = − +− = − +      

 . 

Ñaët u x y,v x y= + = − heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2
4 2

uv 3
uv 3

3u vv 3v 4 v 12v 16v 27 04

 =
 =   ⇔+ = +  − − + =  

 

. 

( )( )3 2

uv 3

v 1 v v 11v 27 0

 =⇔  − + − − =
. 

Thöïc hieän ñaùnh giaù nhö caùch 1 vaø thöû laïi nghieäm tìm ñöôïc ( ) ( )x;y 2;1= laø 

nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình.  



Caùch 3:  Vì 2 2x x 3 y y 3 0 x 3+ − = + + > ⇒ ≥ .  

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 
2

2 2 2x 3 x 3 3 y y 3 (1) − + − + = + + 
 

. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t t 3= + + , ta coù: 

2

2 2 2

t tt t 3 tf '(t) 1 0
t 3 t 3 t 3

++ +
= + = > ≥

+ + +  
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy 2 2(1) f(y) f x 3 y x 3 ⇔ = − ⇔ = − 
 

. 

Khi ñoù ñöa veà giaûi heä phöông trình :
( )

2 2

3 3

x y 3

x y 3 x y 4

 − =


− = − +
. 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
2 4 2 4 2

2 2 3

x x 1 1 y y 2y 2

4 x 1 x y 3y 2

 + + = − + − +

 + = − + +

 

Lôøi giaûi 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi : 

( )22 2 4 2 2 2x y 1 x 1 y 1 1 0 x y 1+ − + + − − + = ⇔ + = . 

Töø 2 2x y 1 1 x,y 1+ = ⇒ − ≤ ≤ . 

Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 
2 2 34 x 1 x y 3y 2 0+ − + − − = . 

Ta coù: 
( )2 22 4

2 2

2 2 2 2

4 x 4 x4x 4 x4 x 1 x 4, x 1;1
4 x 1 x 4 x 1 x

+ −+ −  + − = = ≥ ∀ ∈ − 
+ + + +

. 

Maët khaùc: ( ) ( )23 3y 3y 2 4 y 3y 2 y 1 y 2 0, y 1;1 − − + = − + = − + ≥ ∀ ∈ −  . 

Suy ra 2 2 34 x 1 x y 3y 2 0+ − + − − ≥ . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 0,y 1= = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= .  

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình: 



( )

2 2

3 2 3 2 2

x 1 y y 1 x 1

3x 2y 2 3y x 2x 1 2 y x 1

  + + + + =    
 + + + + + − = + +


 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän : 
3 2

3 2

3x 2y 2 0

3y x 2x 1 0

 + + ≥


+ + − ≥
. 

Nhaän xeùt. Nhìn vaøo hai phöông trình vieäc tìm ra moái raøng buoäc giöõa hai aån 
töø phöông trình ñaàu ñôn giaûn hôn. Vaäy ta taäp trung vaøo noù. 

Ñaët ( )

2

2 2
2

2

22

2
2

u 1x
2u

u 1 u 1x 1 uu x 1 x 2u 2u, u,v 0
v 1v y 1 y y

2v
v 1y 1

2v

 −
=


 − +

+ = − = = + + > ⇒ 
− = + + =


+ + =

 . 

Khi ñoù phöông trình ñaàu tieân vieát laïi thaønh : 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

uv 1u 1 v 1 v 1 u 1 1
2u 2v 2v 2u uv u v u v 0

 =  + − + − + + = ⇔      + + − =   
. 

Nhöng do ( ) ( )2 2
uv u v u v 0, u,v 0+ + − > ∀ >  neân uv 1= . 

Vaäy ta coù: 2 2 2 2x 1 x y 1 y 1 x 1 x y 1 y  + + + + = ⇔ + + = − + +  
  

. 

Laø moät phöông trình quen thuoäc ta nhaân lieân hôïp hoaëc söû duïng haøm soá suy 
ra x y= − . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

( )3 2 3 2 23x 2x 2 3x x 2x 1 2 x x 1+ + + − + + − = + + . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc Coâ si ta coù: 

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
3 2 3 2

2 22 2

3x 2x 2 1 3x x 2x 1 13x 2x 2 3x x 2x 1
2 2

3x 2x 3 12 x x 1 x 1 2 x x 1
2 2

+ + + − + + − +
+ + + − + + − ≤ +

+ +
= = + + − + ≤ + +

  



Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 

3 2

3 2

3x 2x 2 1

3x x 2x 1 1 x 1 y 1
x 1 0

 + + =
− + + − = ⇔ = − ⇒ =
 + =

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn ñieàu kieän. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= − .  

Nhận xét. Như vậy mấu chốt của bài toán là đẳng thức sau : 

. 

Ñeå keát thuùc baøi toaùn xoay quanh ñaúng thöùc treân ta xeùt baøi toaùn sau: 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 1 y y 1 x 2

x 1 x y 1 y 3

 + + + =

 + + + =

 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Baøi toaùn treân toâi ñöa leân moät dieãn ñaøn toaùn vaø nhaän ñöôïc nhieàu 
phaûn hoài vaø caùc höôùng xöû lyù ñeïp maët cho heä phöông trình döôùi ñaây toâi trình 
baøy caùc caùch tieáp caän khaùc nhau heä phöông trình treân vaø coù theå toång quaùt 
ñöôïc heä laëp nhieàu aån. 

Ñaët ( )

2

2 2
2

2

22

2
2

u 1x
2u

u 1 u 1x 1 uu x 1 x 2u 2u, u,v 0
v 1v y 1 y y

2v
v 1y 1

2v

 −
=


 − +

+ = − = = + + > ⇒ 
− = + + =


+ + =

 . 

Heä phöông trình trôû thaønh : 

2 2 2 2

2 2 2 2

u 1 v 1 v 1 u 1. . 2
2u 2v 2v 2u

u 1 u 1 v 1 v 1. . 3
2u 2u 2v 2v

 − + − +
+ =


− + − + + =

. 



( )( ) ( )( )
( ) ( )
2 2 2 2

2 4 2 4 2 2

u 1 v 1 v 1 u 1 8uv

v u 1 u v 1 12u v

 − + + − + =⇔ 
− + − =



.  

( ) ( ) ( )
2 2

u,v 0
2 2 2 2 2

2u v 2 8uv uv 2 5

u v 2uv u v 1 12u v u v 5 2 5
>

 − = = + ⇔ ←→  + − − = + = +    

. 

Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I deã tìm ñöôïc: 

5 1 5 1u . 2 5 ,v . 2 5
2 2

5 1 5 1u . 2 5 ,v . 2 5
2 2

 − +
= + = +


 + −

= + = +


. 

Thay ngöôïc laïi ta tìm ñöôïc nghieäm cuûa heä phöông trình laø 

( ) 5 2 4 5 5 5 2 4 5x;y ; . 5 2 ; ; . 5 5 2
2 2 2 22

   − + − −   = − −
   
   

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø 

( ) 5 2 4 5 5 5 2 4 5x;y ; . 5 2 ; ; . 5 5 2
2 2 2 22

   − + − −   = − −
   
   

. 

Nhaän xeùt:. Neáu heä coù daïng ñoái xöùng töùc 
2 2

2 2

x 1 y y 1 x 2

x 1 x y 1 y 2

 + + + =

 + + + =

.  

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 2 2 x y
x y 1 y 1 x

x y
 = − + − + ⇒    = −

. 

Xeùt tröôøng hôïp thay ngöôïc laïi heä phöông trình ta coù keát quaû baøi toaùn. Tuy 
nhieân vôùi heä maø coù daïng khoâng ñoái xöùng nhö baøi toaùn treân ta coù thöïc hieän 
ñöôïc caùch treân hay khoâng. Ta quay trôû laïi baøi toaùn baèng caùc caùch xöû lyù 
khaùc sau ñaây. 
 
 
Caùch 2 :  



Ñaët ( )

2
2 2

2

2
2 2

2

1 1 1 1 1 1x a x 1 a 2 1 a
2 a 4 4 aa, a,b 0
1 1 1 1 1 1y b y 1 b 2 1 b2 b 4 4 bb

      = − + = − + + = +            > ⇒ 
      = −  + = − + + = +          

 

 
Heä phöông trình trôû thaønh: 

1 1 1 1 1 1 1 1a . b b . a 2
2 a 2 b 2 b 2 a

1 1 1 1 1 1 1 1a . a b . b 3
2 a 2 a 2 b 2 b

        
− + + − + =        

        


        − + + − + =               

. 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 4 2 4 2 2

a 1 b 1 b 1 a 1 8ab

b a 1 a b 1 12a b

 − + + − + =⇔ 
− + − =



. 

Ñaây laø moät heä phöông trình töông töï caùch 1 trình baøy ôû treân. 

Caùch 3 : Ñaët 2 2 2 2
1 2 1 2a 1 x 1 y ,a 1 x 1 y ,b x y,b x y= + + + = + − + = + = −     

Suy ra 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2a a b b 4;a a b b+ − − = = . 

Coäng tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )

( )

2 2
1 1

2 2
2 2

1

a b 5x y 1 x 1 y 5
a b 1

x y 1 y 1 x 1 b 0

    =+ + + + =     ⇒ = 
  − + − − = −  >  

. 

Vaäy ta coù heä phöông trình : 

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

2 2

a a b b 4
a a b b
a b 5
a b 1

 + − − =


=


=
 =

. 

Ta coù: 
2

2 2 2 2 2 2 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 22 2 2

1 1 2

b5 25 1a a b b a a b b 5 b ,a ,a
5b b b

= = = ⇒ = = = = . 

Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

( )2
2 4 21
1 1 1 1 22 2

1 1

5 5 1b25 5 2b 4 b 5b 25 b b
5 2b b 5 1

−
+ − − = ⇔ + − ⇔ = ⇒ = ±

−
 



Moïi thöù trôû neân ñôn giaûn roài.  

Caùch 4 : Theo treân ta coù 
( )

( )

2 2

2 2

x y 1 x 1 y 5

x y 1 y 1 x 1

  + + + + =   


  − + − − = −   

. 

Nhaân theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2x y y x 5 x y 5− − = − ⇔ − = . 

Ñaët ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

22 22 2 2 2 2 2 2 22

u v 2u x 1 y

u v x 1 y y 1 x x y 5v y 1 x

 + = = + ⇒ 
− = + − + = − = = + 

 

( ) ( )2 2

u v 2

5u v 2 u v
2u v u v 5

5u v
2

 + =

 + =  − = −⇔ ⇔ + − =   − =

. 

2

2

2

2

4 5x 1 y
4

4 54 5 4 5 y 1 xu ,v
44 4

4 5 4 5 4 5u ,v x 1 y
4 4 4

4 5y 1 x
4

 −
 + = +− +  + == = ⇔ ⇔  + − += = + =


− + =

. 

Heä phöông trình cuoái laø heä ñoái xöùng loaïi II ñaõ bieát caùch giaûi.      

Toång quaùt: ( )

2 2
1 2 2 3 1

2 2
2 3 3 4 2

k

2 2
n 1 1 1 n

x 1 x x 1 x a

x 1 x x 1 x a , a 0,k 1,2,...,n
...

x 1 x x 1 x a

 + + + =

 + + + = > =


 + + + =

(xem chöông 3).   

Nhaän xeùt. Vôùi pheùp ñaët aån phuï nhö treân ta xöû lyù toaøn boä nhöõng heä phöông 
trình coù daïng: 



2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2

a x b a x b c y d c y d e

a x b a x b c y d c y d f

 + + + + + =

 + + + + + =

. 

Baèng pheùp ñaët aån phuï 
2 2

2 2

u ax a x b

v cy c y d

 = + +

 = + +

.    

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2

x y x y 2

x y 1 x y 3

 + − − =

 + + − − =

 . 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta thaáy heä coù nghieäm khi 

x y x y 0 y 0 x y 0+ − − > ⇔ > ⇒ ≥ > . 

Khi ñoù bình phöông hai veá phöông trình thöù nhaát ta ñöôïc: 

( )
2 2 2 2

2 22 2

x 2 x 2
2x 2 x y 4 x 2 x y

y 4x 4x 2 x y

 ≥  ≥ − − = ⇔ − = − ⇔ ⇔ 
= −− = −  

 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2x 4x 4 1 x 2 3 x 4x 3 x 1 x 2 y 2+ − + − − = ⇔ + − = + ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= . 

Caùch 2: Ta coù theå ñaët:  

( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 24 4 2 2

x y uvu x y
, u 0,v 0

v x y u v x y x y 2 x y

 − == + ≥ ≥ ⇒ 
= − + = + + − = +  

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
224 4 2 2

u v 2u v 2

u v u v 2uv 2u v1 uv 3 1 uv 32 2

 − =
 − = 
   ⇔ + − + − + − =    + = + 

. 

( )2 2 2

u v 2 u v 2

8uv 9 uv 32 2 uv 2u v 1 uv 3

 − =  − = ⇔ ⇔ 
+ = ++ − + = +  

. 

uv 0 u 0,v 0
2 2

u v 2 u v 2 u 2 x 2
uv 0 v 0 y 2u v uv 0

≥ ≥ ≥ − =   − = = =⇔ ←→ ←→ ⇔   
= = =+ =   

. 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .   

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 2 2 3

2

x 2 y y 1 x 2 y y (1)

2x xy 2 x 2 y 4x 4 0 (2)

 + + − − + = −

 + + + + + + =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän : 2y 4x 4 0+ + ≥ . 

Nhaän thaáy nhaân töû 2x 2+  laëp laïi ôû phöông trình (1) laøm ta suy nghó ñeán 
phöông trình baäc hai phuï thuoäc tham soá. 

Ñaët 2t x 2 2= + ≥ khi ñoù (1) trôû thaønh: 

( )2 2 3t y y 1 t y y 0+ − − − + = . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc hai aån t phuï thuoäc tham soá y, ta coù: 

( ) ( ) ( )2 22 3 2
t y y 1 4 y y y y 1∆ = − − − − + = + − . 

Suy ra 

( )

( ) ( )

2 2

2 2
2

y y 1 y y 1
t y

2
y y 1 y y 1

t y 1
2

 − − − + + −
 = =


− − − − + −
 = = − +


. 

Do t 2≥ neân 2t y y x 2= ⇔ = + khi ñoù ñöa veà giaûi heä phöông trình : 

 ( )

2

2

y x 2

2x xy 2 x 2 y 4x 4 0

 = +

 + + + + + + =  

( )

2

2 2

y x 2

2x x x 2 2 x 2 x 4x 6 0

 = +⇔ 
 + + + + + + + =

. 

( ) ( )

2

2 2

y x 2

x 2 1 x 2 2 x 1 ( x) 2  (3)

 = +
⇔     + + + + = − + − +      

. 

Phöông trình (3) coù daïng haøm ñaëc tröng neân löïa choïn phöông phaùp haøm soá: 

Xeùt haøm soá 2f(t) t 1 t 2 = + + 
 

treân  , ta coù: 



2
2

2

tf '(t) 1 t 2 0, t
t 2

= + + + > ∀ ∈
+

 neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy (3) f(x 2) f( x) x 2 x x 1 y 3⇔ + = − ⇔ + = − ⇔ = − ⇒ = . 
Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 3= − . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
2

2 2

y 5 x 5 0
1x 2 y 2y 3 y y
5

 − + =


+ = + + − +


 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän : x 0≥ . 
Khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

2

2 2

y 5 x 5 0 (1)

5 y 2y 3 y 5y 5 x 2 0  (2)

 − + =


+ + − + − + =
 

Laáy (1) (2)+ theo veá ta ñöôïc : 

 
25 y 2y 3 5y 5 5 x 5 x 2 0+ + + + − − + =  

( ) ( )22
y 1 2 y 1 x x 2  (3)⇔ + + + + = + +  

Phöông trình (3) coù daïng haøm ñaëc tröng neân löïa choïn phöông phaùp haøm soá. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t t 2= + + treân  , ta coù: 

2

2 2 2

t tt t 2 tf '(t) 1 0
t 2 t 2 t 2

++ +
= + = > ≥

+ + +  
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy ( )(3) f( x) f y 1 x y 1⇔ = + ⇔ = + . 

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

( )2 y 0 x 1,y 0
y 5 y 1 5 0

y 5 x 36,y 5
 = = =

− + + = ⇔ ⇒ = = = 
(thoûa maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 36;5= . 

Nhaän xeùt. Coù theå duøng phöông phaùp theá ñeå giaûi. 



Baøi 19. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )3
2 2x 1 2x 1 2y 3 y 2

4x 2 2y 4 6

 + + + = − −

 + + + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän : 1x ,y 2
2

≥ − ≥ . 

Khi ñoù vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( )33
2 2x 1 2x 1 2 y 2 y 2 (1)+ + + = − + − . 

Phöông trình (1) coù daïng haøm ñaëc tröng neân söû duïng haøm soá. 

Xeùt haøm soá 3f(t) 2t t= + treân  , ta coù : 
2f '(t) 6t 1 0, t= + > ∀ ∈ neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy ( )(1) f(2x 1) f y 2 2x 1 y 2⇔ + = − ⇔ + = − . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc : 

42 y 2 2y 4 6 4y 8 2y 4 6− + + = ⇔ − + + = . 

Haøm soá 4g(y) 4y 8 2y 4= − + + ñoàng bieán treân )2; +∞ maët khaùc g(6) 6= . 

Do ñoù phöông trình treân coù nghieäm duy nhaát 1y 6 x
2

= ⇒ = (thoûa maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y ;6
2

 
=  
 

.                

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
2

33 2

2 x y y 3 3 y x 2

y y 3y 5 3x 3 x 2

 + + + − = +

 + − − = − +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
x 2
y 0
 ≥ −


≥
 . 

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 
22 x y y 3 x 2 3 y+ + + = + + . 

Ta coù: 

( )222 x y y 3 2 x 2 y 1 3y 2 x 2 3y x 2 3 y+ + + = + + − + ≥ + + ≥ + + . 



Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
y 1

3y x 1x 2
1 y 13

 =


 = − +
= ⇔  =

. 

Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= − .                

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )

3

2

x 2 2y 1 x 20y 28

2 x 2y y x x

 − − = + −


+ + = +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 0+ ≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc vieát laïi: 

 ( ) ( )
2 22x 2y 2 x 2y 1 x 2x 1 x 2y 1 x 1+ + + + = + + ⇔ + + = + . 

x 2y 1 x 1 x 2y x

x 2y 1 x 1 x 2y 2 x

 + + = + + =
 ⇔ ⇔
 + + = − − + = − − 

. 

TH1: Neáu 
2 2

x 0 x 0
x 2y x

x 2y x 2y x x

 ≥ ≥ + = ⇔ ⇔ 
+ = = −  

. 

Theá vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( ) ( )2 3 2x 2 x x 1 x 10 x x 28− − − = + − − . 

2
x 2

13x 11x 30 0 15x
13

 =
⇔ − − = ⇔  = −


. 

Keát hôïp vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( )x 2 y 1 x;y 2;1= ⇒ = ⇒ = . 

TH2: Neáu 
2 2

x 2 x 2
x 2y 2 x

x 2y x 4x 4 2y x 3x 4

 ≤ − ≤ − + = − − ⇔ ⇔ 
+ = + + = + +  

. 

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc:         

 ( )( ) ( )2 3 2x 2 x 3x 4 1 x 10 x 3x 4 28− + + − = + + + − . 

2
x 3

9x 33x 18 0 2x
3

 = −
⇔ + + = ⇔  = −


. 



Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm: 

( )2 11 2 11x y x;y ;
3 9 3 9

 
= − ⇒ = ⇒ = − 

 
. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 2 11x;y 2;1 ; ;
3 9

 
= − 

 
.        

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2 2 2x y x y 4, x,y

x y x y 2

 + + − = ∈
 + − − =

  . 

 
Lôøi giaûi 

Ñeå phöông trình coù nghieäm ta phaûi coù:  

x y x y 0 x y x y y 0+ − − > ⇔ + > − ⇔ > . 

Khi ñoù ñieàu kieän cuûa heä phöông trình laø: x y 0≥ > .   

Caùch 1: Bieán ñoåi töông ñöông 
Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

2 4 4 4 4 2

2 2 2 2

2x 2 x y 16 x y 8 x

2x 2 x y 4 x y x 2

 + − = − = − ⇔ 
 − − = − = − 

. 

( )
( )

2

24 4 2 4 2

222 2

x 2 0,8 x 0 2 x 2 2

x y 8 x y 16x 64

y 4x 4
x y x 2

 − ≥ − ≥  ≤ ≤  ⇔ − = − ⇔ = − 
  = − − = −

. 

( )22

2

2 x 2 22 x 2 2 5x516x 64 4x 4 x 2
2

y 6y 4x 4 y 6

 ≤ ≤≤ ≤   =  ⇔ − = − ⇔ = ⇔  
   = ±= −  = ± 

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) 5x;y ; 6
2

 
=  
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 5x;y ; 6
2

 
=  
 

.  

 
 



Caùch 2: Bình phöông hai veá cuûa phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y 4 x x y 6

x x y 2 x x y 2

 + + − = + + = ⇔ 
 − − = − − = 

. 

( )
( )

2 2
22 2

2 2
22 2

6 x 0,x 2 0 5x x y 6 x
x y 6 x 2

x x y 2 y 6x y x 2

 − ≥ − ≥  + + = =  ⇔ ⇔ + = − ⇔  
  − − = = ±  − = −

. 

Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän suy ra ( ) 5x;y ; 6
2

 
=  
 

.    

Caùch 3: Ñaët aån phuï 

Nhaän thaáy coù söï laëp laïi cuûa hai caên thöùc x y, x y+ −  neân ta ñaët aån phuï 

nhö sau: 

Ñaët ( )
2 2

4 4
2 2

uv x yu x y
, u 0,v 0 u vv x y x y

2

 = − = + > ≥ ⇒  += −  = +


. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
44 4 4u v u u 2uv 4 u u 2 42 2

u v 2 v u 2

 + + − + = + − =⇔ 
 − = = − 

. 

( ) ( )

2

44 22

4 2u u 0
3u 1u u 2 24 2u u

2 3v 1v u 2 2

 + − ≥ 
= + + − ⇔ = + − ⇔ 

  = −= − 

 . 

3 5 2 6 5x y 1 x y x2 2 2
3 5 2 6 y 6x y 1 x y
2 2

  + + = + + = =  ⇔ ⇔ ⇔  
−   =− = − − =  

. 

 
 
 



Caùch 4:    
Nhaän thaáy veá traùi phöông trình thöù nhaát coù baäc 1, veá traùi phöông trình thöù 

hai cuûa heä daïng baäc 1
2

neân ta ñöa veà phöông trình ñaúng caáp nhö sau:  

 ( )22 2 2 2x y x y x y x y+ + − = + − −
 

2 2 2 2 2 2x y x y 2x 2 x y⇔ + + − = − −  

( )2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2x y 3 x y 2x x y 9 x y 6 x y 4x⇔ + + − = ⇔ + + − + − = . 

( )
2 2

4 4 2 2
4 4 4 2 2 4

4y 3x 0
3 x y 4y 3x

9 x y 9x 24x y 16y

 − ≥⇔ − = − ⇔ 
− = − +

. 

( )
2 2

2 2 2

4y 3x 0

y 25y 24x 0

 − ≥⇔ 
− =

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra 2 6y x
5

=  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa 

heä ta ñöôïc: 

2 6 2 6 5x x x x 2 x y 6
5 5 2

+ − − = ⇔ = ⇒ = . 

Hoaëc ñôn giaûn ta ñaët x ty,t 1= ≥ . 

Caùch 5: Löôïng giaùc hoùa: 

Ñaët 2 2x Rsin ,y R cos , 0; ,R x y
2

  π
= α = α α∈ = +  

  
. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
2 2

R sin cos sin cos 2

R 1 cos sin 4

 α + α − α − α =

  + α − α =  

 

 

( )2 2 2

2 2

sin cos sin cos 1 cos sin

R 1 cos sin 4


α + α − α − α = + α − α⇔ 

  + α − α =   

 



( ) ( )
2

22
2 2

2 2

2sin 1 0
3 2sin 1 2sin 1

9 2sin 1 2sin 1
R 1 sin cos 4

R 1 sin cos 4


 α − ≥ α − = α − ⇔ ⇔ α − = α −  + α − α =  

    + α − α =   

. 

2 2

5 2 65 2 6 5sin ,cossin ,cos x7 77 7 2
7R 1 sin cos 4 y 6R
2

 α = α =α = α =  =  ⇔ ⇔ ⇔  
   + α − α = ==     

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) 5x;y ; 6
2

 
=  
 

.      

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 3x
2

≥ − . 

Phöông trình ñaàu cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( ) ( )26 2 3 2 2 4x x y 9y 28y 30 x x 1 y 3 y 3 1  (1) + = + + + ⇔ + = + + +  
. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t(t 1)= + treân  , ta coù: 2f '(t) 3t 1 0, t= + > ∀ ∈ .  

Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy 2 2 2(1) f(x ) f(y 3) x y 3 y x 3⇔ = + ⇔ = + ⇔ = − . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 22x 3 x x 3 2x 3 x x 3+ + = − ⇔ + = − − . 

( )
2 2

2 4 3 22

x x 3 0 x x 3 0

x 2x 5x 4x 6 02x 3 x x 3

 − − ≥  − − ≥ ⇔ ⇔ 
− − + + =+ = − −  

 

( )( )( )
2

2

x x 3 0 x 3 x 3,y 6

x 3 x 1 x 2 0 x 2 x 2,y 1

 − − ≥  = − = − =⇔ ⇔ ⇒ 
− + − = = = = −   

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 3;6 , 2; 1= − − − . 



Nhaän xeùt. Phöông trình voâ tyû cuoái coù daïng cô baûn neân pheùp bình phöông 

hai veá laø töï nhieân ngoaøi ra coù theå ñaët aån phuï t 2x 3= + hoaëc vieát laïi döôùi daïng: 

2 2
1 12x 3 x x 31 1 2 22x 3 x

2 2 1 1 x 22x 3 x
2 2


+ + = +  = −   

+ + = + ⇔ ⇔    
= −     + + = − −

. 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

2 3 2

3 2

y x y 1 x y x 1 1 x y

x 1 x y 2xy

  − − + = + − −   
 + − =


  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän 1 x 1− ≤ ≤ . 
 
Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

( )
2

2 2
2

y x 1 0
y 1 x x 1 y 0

y 1 x

 + + =  − − + + = ⇔ 
   = −

 . 

TH1: Neáu 2 y 0
y x 1 0

x 1
 =

+ + = ⇔ 
= −

thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 

TH2: Neáu 2y 1 x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä, ta ñöôïc: 

( ) ( )3 2 2 2x 1 x 1 x x 2 1 x+ − − = − . 

Ñeå giaûi phöông trình naøy ta coù theå quy veà giaûi heä phöông trình hoaëc ñaët aån phuï: 
Caùch 1: Nhaän thaáy x 1= ± khoâng thoûa maõn phöông trình. 
Xeùt x 1≠ ± khi ñoù vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 

3
2

22 2

x x x2 1 . 1 0
1 x1 x 1 x

   
 ⇔ − + + =    −− −  

. 

Ñaët 
2

xt
1 x

=
−

phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )3 2 3 2t t 2 t 1 1 0 t 1 t 2 t 1− + + = ⇔ + = + . 



( )
( )

3

6 3 2 2
6 4 3 2

t 0t t 1 0
t 1

t 2t 1 2t t 1 t 2t 2t 2t 1 0

 ≥ + ≥  ≤ −⇔ ⇔ 
+ + = + 

− + − + = 

 

( ) ( )2 4 3 2

t 0
t 1

t 1 t 2t t 2t 1 0

 ≥
 ≤ −⇔ 
 − + + + + =

 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

t 0
t 1

t 1 t 1 2 t 1 t 1 2 t 1 0

 ≥
 ≤ −⇔ 
 − + + + + − + =  
t 1

1 2 2 2 1t
2

 =
⇔  + + −
= −

   

Ñaùp soá: ( ) 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − − − − + − =        
  

Caùch 2: Ñaët ( )2

u x
, u 1;1 ,v 0;1

v 1 x

 =    ∈ − ∈    
= −

. 

Khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

( )( )
( )

2 23 3

2 2 2

u v u v uv 2uvu v 2uv

u v 1 u v 2uv 1

 + + − = + = ⇔ 
+ =  + − =

( )( )
( )2
u v 1 uv 2uv

u v 2uv 1

 + − =⇔ 
 + − =

 

Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi I ñaõ bieát caùch giaûi: 

Ñaët ( )2S u v
, S 4P

P uv
 = +

≥
=

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
2 2

2
2

S 1 S 1S 1 2.S 1 P 2P
2 2

S 2P 1
S 2P 1

  − −  − = − =   ⇔   
 − = − =

 



( )( )2
2S 4P

2

S 2
1S 2 S 2 2S 1 0 P
2

S 2P 1 S 1 2

P 1 2

≥

 =
 − + + = = ⇔ ←→  − =  = −


= −

. 

u 1[1 ,v 0;1

2u
2

u v 2
2v1uv 2

2
1 2 2 2 1u v 1 2 u

2
uv 1 2

1 2 2 2 1v
2

   ∈ − ∈   


 = + =    = =  ⇔ ←→  − − − + = −  =
= −  − + −

=
 

2x
2
2y

2

1 2 2 2 1x
2

1 2 2 2 1y
2


 = =

⇔  − − − =

 − + −

=

        

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − − − − + − =        
. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình:  

( ) ( ) − − + − − =


+ + − − + + + − − =
2

23 3x 7 x 3y 20 6 y 0 (1)

2x y 2 3x 2y 8 3x 14x 8 0 (2)
 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 

7 x 0
6 y 0
2x y 2 0

3x 2y 8 0

 − ≥
 − ≥


+ + ≥
− + + ≥

 



Ñeå yù phöông trình ñaàu cuûa heä ta vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )3 7 x 2 7 x 3 6 y 2 6 y  (3)   − + − = − + −     

Xeùt haøm soá ( )4f(t) 3t 2 t= + , ta coù: 4 4f '(t) 3t 2 12t 0, t= + + > ∀ ∈ . 

Do ñoù f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Suy ra ( ) ( )(3) f 7 x f 6 y 7 x 6 y y x 1⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

Thay vaøo phöông trình (2) ta ñöôïc: 
23x 1 x 6 3x 14x 8 0+ − − + + − − = . 

Suy ra 1 x 6
3

− ≤ ≤ .  

Phöông trình cuoái laø phöông trình voâ tyû nhaåm ñöôïc nghieäm 0x 5= ta söû 

duïng phöông phaùp nhaân lieân hôïp:  

( ) ( )
3 x 5 x 5 113 x 5 x 0

153x 1 4 x 6 1

−  −
⇔ + + − + = 

+ + − + +  
. 

( ) 3 1 11x 5 3 x 0
153x 1 4 x 6 1

  
⇔ − + + + =  

+ + − + +   
. 

x 5
3 1 113 x 0

153x 1 4 x 6 1

 =
⇔   + + + =  + + − + +  

. 

Do 1 3 1 11x 6 3 x 0
3 153x 1 4 x 6 1

 
− ≤ ≤ ⇒ + + + > 

+ + − + +  
. 

Do ñoù phöông trình treân chæ coù nghieäm x 5 y 4= ⇒ = . Ñoái chieáu laïi ñieàu 

kieän thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;4= .  

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( ) ( )

 + − − + =

 − + − − − =


3 2

2 2

y y 2x 4 x 2 0 (1)

4y 7 x 2 4x 1 y 4 21 (2)
 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän x 2, y 2≥ − ≥ . 



Khi ñoù phöông trình ( )33 2(1) y y x 2 2 x 2 0⇔ + + − + = . 

( )( )2y x 2 y 2y x 2 2x 4 0⇔ − + + + + + = . 

( ) ( )2y x 2 y x 2 x 2 0
 

⇔ − + + + + + = 
  ( )2

y x 2

y x 2 x 2 0

 = +
⇔  + + + + =

. 

TH1: Neáu ( )2 x 2 0 x 2
y x 2 x 2 0

y 0y x 2 0

 + =  = −+ + + + = ⇔ ⇔ 
=+ + = 

 ñoái chieáu 

vôùi ñieàu kieän thaáy khoâng thoûa maõn. 

TH2: Neáu y x 2= + thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )4x 1 x 2 4x 1 x 2 21 (3)+ + − − − = . 

Ñeå giaûi phöông trình (3) ta söû duïng phöông phaùp ñöa veà heä taïm nhö sau: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

4x 1 x 2 4x 1 x 2 21

4x 1 x 2 4x 1 x 2 4 20x 1

 + + − − − =


+ + − − − = +

. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

4x 1 x 2 4x 1 x 2 21

44x 1 x 2 4x 1 x 2 20x 1
21

 + + − − − =
⇔ 

+ + + − − = +


. 

Suy ra: ( ) 242 4x 1 x 2 80x 445+ + = + . 

Ñeå giaûi phöông trình cuoái bình phöông hai veá hoaëc ñaët t x 2= + ta tìm 

ñöôïc nghieäm 17 5x y
4 2

= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 17 5x;y ;
4 2

 
=  
 

.       

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )2

3 3

x y 1 1 4 x y 3 x y

5x 1 2y x 4

 + + + = + + +

 − − + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 
3
1x ,x y 0
5

≥ + ≥ . 



Phöông trình thöù hai khoâng ruùt ra ñöôïc gì ta ñi xöû lyù phöông trình ñaàu cuûa 
heä coù nhaân töû chung x y+ . 

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

 ( ) ( )2
1 4 x y 3 x y x y 1− + = + − + + . 

. 

. 

2x 2y 1 0⇔ + − = (do x y 0+ ≥ ). 

Suy ra 2y 1 2x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

335x 1 1 2x x 4− − − + = . 

Veá traùi laø moät haøm ñoàng bieán neân phöông trình treân neáu coù nghieäm thì ñoù 
laø duy nhaát. 
Nhaän thaáy x 1= thoûa maõn phöông trình. 

Suy ra ( ) 1x;y 1;
2

 
= − 
 

laø nghieäm duy nhaát cuûa heä phöông trình.    

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình 

x yx y x y 3
x y

x yx y x y 4
x y

 +
+ + − =

−


− + − − = +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x y 0,x y 0+ > − > . 

Nhaân theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 2 x y x yx y x y 3 .4 2y 12 y 6
x y x y
+ −

+ − − = ⇔ = ⇔ =
− +

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:

x 6x 6 x 6 3  (1)
x 6
x 6x 6 x 6 4  (2)
x 6

 +
+ + − =

 −


− + − − = +

 



Xeùt haøm soá x 6f(x) x 6 x 6 3
x 6
+

= + + − −
−

. 

Ñaây laø moät haøm ñoàng bieán treân ( )6;+∞ neân phöông trình neáu coù nghieäm ñoù 

laø nghieäm duy nhaát.  
Nhaän thaáy f(10) 0= vaäy (1) coù nghieäm duy nhaát x 6= thöû laïi vaøo (2) thaáy 

thoûa maõn.     

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø ( ) ( )x;y 10;6= .  

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 
( )

( ) ( ) ( )

2

4

2x 1 1 x y 1 y 1

x x 2 y 1 2xy y 2

 + − = + − −

 − + − = −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 1≥ . 

 
Khi ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )
2

22

x 02x 2x
x y 1 y 1 2x 1 1y 1 y 12x 1 1

 =
= ⇔
 + + − = + ++ + −+ + 

. 

TH1: Neáu x 0= thay vaøo heä ta ñöôïc ( ) ( )y 1 x;y 0;1= ⇒ = . 

TH2: Neáu ( )22x 1 1 x y 1 y 1+ + = + + − . 

Coäng theo veá vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
2

2
2

x 12x 1 x y 1 y
x
+

+ = + ⇒ = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )

42 2 2

2 2 2
x 1 x 1 x 1x x 2 1 2x. 2

x x x

   + + +
− + − = −      

   
. 

( )85x 1 0 x 1 y 2⇔ − = ⇔ = ⇒ = . 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;2= .  



Baøi 30. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3 2

2

x 3x 2 y 3y

3 x 2 y 8y

 − + = +

 − = +

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2,y 0≥ ≥ .  

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )333 2

2 2

x 3x 2 y y 3 x 1 3 x 1 y 3 3 y 3

3 x 2 y 8y 3 x 2 y 8y

 − + = + − − − = + − + ⇔ 
 − = + − = +

 

Phöông trình (1) coù daïng phöông trình ñaëc tröng neân xeùt haøm soá. 

Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= − treân )1; +∞ , ta coù: 

( )2f '(t) 3 t 1 0= − ≥ neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )1; +∞ . 

Do ñoù ( )(1) f(x 1) f y 3 x 1 y 3⇔ − = + ⇔ − = + . 

Xeùt heä phöông trình: 
2

x 1 y 3

3 x 2 y 8y

 − = +

 − = +

 

( )
( )

2
x 2,y 0

2

x 1 y 3 x 3
y 19 x 2 y 8y

≥ ≥
 − = +  =⇔ ←→ 

= − = +

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= .  

Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

2

3y 1 y y 1 x
2

x x 2x 5 1 2 2x 4y 2


+ + + = +


 + − + = + − +

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän : x 2y 1 0− + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

( )

( ) ( )

2
2

2
2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 x 1 4 8 x 2y 1

 + + = − + 
 

  − + − + = − + 
 

 



( )

( )

2
2

2 22 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 x 1 4 4 y 1 y

 + + = − + 
 ⇔ 
   − + − + = + +     

 

( )

( )

( )

2
2

2 2

2 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 x 1 4 2y 2 y 1

x 1 x 1 4 2y 2 y 1

 + + = − + 
 
⇔  − + − + = + +

 − + − + = − − +

 

Do ( )2x 1 x 1 4 x 1 x 1 0− + − + > − + − ≥ vaø 22 y y 1 0 − + + < 
 

 neân:  

( )2 2x 1 x 1 4 2y 2 y 1− + − + > − − + . 

Vì vaäy heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

( )

( )

2
2

2 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 x 1 4 2y 2 y 1

 + + = − +  


− + − + = + +

 

( )

( )

2
2

2 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 2y x 1 4 2 y 1 0

 + + = − +  ⇔ 


− − + − + − + =

 

( )
( )( )
( )

2
2

2 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 1 2y x 1 2y
x 1 2y 0

x 1 4 2 y 1

 + + = − + 
 ⇔  − − − +
 − − + =
 − + + +

 

( )

( )
( )

2
2

2 2

y 1 y 2 x 2y 1

x 2y 1x 1 2y 1 0
x 1 4 2 y 1

 + + = − + 
 
  ⇔ 

 + − − − + = 
 − + + +  

 



( )
2 2

2 2y 1 y 2 x 2y 1 y 1 y 4

x 1 2y 0 x 1 2y 0

     + + = − + + + =   ⇔ ⇔    
 − − = − − = 

 

2
1x

y 1 y 2 2
3x 1 2y 0 y
4


=  + + =⇔ ⇔ 

− − =  =


. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 3x;y ;
2 4

 
=  
 

.                     

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
( ) 2

5x y x y 2x 4y

x 10y x x y 11 0

 − − − = −


− + + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 5x y 0,x y 0,2x 4y 0− ≥ − ≥ − ≥ . 
Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )( )5x y x y 2x 4y 5x y 3x 5y 2 x y 2x 4y− = − + − ⇔ − = − + − −  

( )( ) ( )( )2 2

x 2y 0
x 2y x y 2x 4y

x 4xy 4y x y 2x 4y

 + ≥⇔ + = − − ⇔ 
+ + = − −

 x 2y 0
x 0
x 10y

 + ≥
⇔  =
 =

. 

TH1: Neáu x 0 y 0= ⇒ = thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 

TH2: Neáu x 10y= suy ra x y 0≥ ≥ thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) y 0210y y 11 0 y 1 y 11 0 y 1 x 10≥+ − = ⇔ − + = ←→ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 10;1= . 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
2

x 3y 3x y 2 x 2x 2y

2x 1 y 3x 1 0

 + + + = + +


− + − + =
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 1x ,x 3y 0,3x y 0,x y 0
2

≥ + ≥ + ≥ + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



 

x 3y 2 x 2x 2y 3x y+ − = + − +

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )2

5x 3y 4 x x 3y 5x 3y 2 2 x y 3x y

2 x x 3y 2 x y 3x y

2x x 3y x y 3x y x y 0 x y

⇒ + − + = + − + +

⇔ + = + +

⇔ + = + + ⇔ − = ⇔ =

. 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )
2

2 2
22

3x x 1 0
2x 1 x 3x 1 0 2x 1 3x x 1

2x 1 3x x 1

 − − ≥− + − + = ⇔ − = − − ⇔ 
− = − −

 

( ) ( )
2

2 2

3x x 1 0 x 1 x 1,y 1

x 1 x 4x 2 0 x 2 2 x 2 2,y 2 2

 − − ≥  = = =⇔ ⇔ ⇒ 
− − + = = − = − = −   

. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 2 2;2 2= − − .  

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )

2 2

2 2

x y x y 4xy 3 xy

2x x 6y x y 1

 + + + − =


− + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2 2x y 4y 0, xy 0+ − ≥ ≥ . 

Neáu 
2

2

1x x 0y 0 x
33x 1

 + == ⇒ ⇔ = −
 =

, heä phöông trình coù nghieäm:  

( ) 1x;y ;0
3

 
= − 
 

.  

Vôùi y 0≠ , ta xeùt hai tröôøng hôïp: 

TH1: Neáu y 0 x 0> ⇒ ≥ khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông 

vôùi: 
2

2
x x x x1 4 1 3
y y yy
+ + − + = . 

Ñaët xt 0
y

= ≥ phöông trình trôû thaønh: 

 

2 1 1t 1 t 4t 1 3 t t t 4 3
tt

+ + − + = ⇔ + + + − = . 



12 u t 2
2t1 1 5t t 6 3 u 6 3 u u

2t t

= + ≥   
⇔ + + + − = ←→ − = − ⇔ =   

   
. 

Vaäy 
t 4t 2 x 4y1 5t 112 y 4xttt

42

  ==  = + = ⇔ ⇔ ⇔   ===  

. 

- Vôùi x 4y= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) y 02 2 28y 4y 6y 16y y 1 y 1 y 1 x 4>− + + = ⇔ = ←→ = ⇒ = .  

- Vôùi y 4x= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

( ) 2 22x x 24x x 16x 1− + + = phöông trình voâ nghieäm. 

TH2: Neáu y 0 x 0< ⇒ ≤  khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông 

vôùi: 
2

2
x x x x1 4 1 3
y y yy
+ + − − + = − . 

Ñaët xt 0
y

= ≥ phöông trình trôû thaønh: 

 

2 1 1t 1 t 4t 1 3 t t t 4 3
tt

+ − − + = − ⇔ + − + − = − . 

12 u t 2
2t1 1t t 6 3 u 6 u 3

t t

= + ≥   
⇔ + − + − = − ←→ − = +   

   
: phöông 

trình voâ nghieäm. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )1x;y ;0 ; 4;1
3

 
= − 
 

.        

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )2 2 2 2

2 2

x 4y 2x 4y 3x 6xy 4y y

x y 2x y 4

 + + = + −

 − = − +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2,y 0≥ − ≥ . 

Neáu 
2

2

x 2x 4 0
y 0

x 2x 4

 + == ⇒ 
= −

heä phöông trình voâ nghieäm. 

Xeùt y 0> khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 
2 2

2 2
x 2x x 6x4 4 3 4

y yy y

 
+ + = + −  

 
. 



Ñaët xt
y

= phöông trình trôû thaønh: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

2 22 2

3t 6t 4 0
t 4 2t 4 3t 6t 4

t 4 2t 4 3t 6t 4

 + − ≥+ + = + − ⇔ 
+ + = + −

. 

( )( ) ( )
2

22

3t 6t 4 0
t 1 5 x 1 5 y

2t 3 t 2t 4 0

 + − ≥⇔ ⇔ = + ⇔ = +
+ − − =

.       

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2y 5 2 5 2 1 5 y y 4 5 2 5 y 2 5 1 y 4 0+ = + − + ⇔ + − + − = . 

y 1
y 1 x 1 54y

5 2 5

 =
⇔ ⇒ = ⇒ = + = −
 +

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1 5;1= + .         

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình ( )2 2

2 2

x xy y 2 x xy y

x 3y 3x 5y 3

 − = − − +

 + = + −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≥ töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

2
2 2 23 35y x 3x 3 3y x 3y 0 y 0 x 0

2 4
 

= − + + = − + + > ⇒ > ⇒ > 
 

. 

Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 
2

2
x x x x1 2 1
y y yy

 
− = − − +  

 
. 

Ñaët xt 0
y

= > khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )2 2t t 1 2 t t 1 2 t t 1 1 t t− = − − + ⇔ − + = + −

 

( ) ( )22

1 t t 0

2 t t 1 1 t t

 + − ≥⇔ 
− + = + − ( ) ( )2

1 t t 0

t 1 t 2 t t 1 0

 + − ≥⇔ 
− + + − =

 



( )2
1 t t 0

t 1 t 0

 + − ≥⇔ 
− + =

3 5 3 5t 1 t 0 t x y
2 2
− −

⇔ − + = ⇔ = ⇔ = . 

Thay 3 5x y
2
−

= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2
2 2 23 5 3 5 13 3 5 19 3 5y 3y 3. y 5y 3 y y 3 0

2 2 2 2

 − − − −
+ = + − ⇔ − + =  

 
 

( )

3 5x ,y 1y 1 2
6y 3 3 5 613 3 5 x ,y

13 3 5 13 3 5

 −
= = =

⇔ ⇒  = − − = =  − −

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) ( )3 3 53 5 6x;y ;1 ; ;
2 13 3 5 13 3 5

 − −  =      − −    

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
x 2y 3 4x y 10 y 3y x

4x y y 3 5y 10x

 + + + = + −


+ + + = +
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0,x 2y 0,4x y 9,3y x 0,2x y 0≥ + ≥ + ≥ − ≥ + ≥ . 
Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
Xeùt y 0>  khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

x x x2 3 4 1 10 3
y y y
+ + + = + − . 

Veá traùi laø moät haøm ñoàng bieán vaø veá phaûi laø moät haøm nghòch bieán vôùi x
y

neân 

coù nghieäm duy nhaát x 2 x 2y
y
= ⇔ = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
3 y y 3 5 y y 3 2 y y 1 x 2+ + = ⇔ + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .           



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 

( )

2 2

2 2

x x y 9x
5x x y

x 5 3x
y 6 5 y

 + − =
 − −
 +

= −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän { } 2 2x y ,y 0;5 ,x x y 0≥ ≠ − − ≠ . 

Khi ñoù vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä thaønh: 

( ) ( ) 9x x6x 5 y y 5 3x 9xy 5y 30x 0 6 1 (1)
5 y

− = + ⇔ + − = ⇔ = − . 

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
2 2

2 2

x x y x6 1
yx x y

+ −
= −

− −
. 

Ñaây laø phöông trình ñoàng baäc neân nghó ñeán ñaët x ty= . 

TH1: Neáu y 0> khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

 

( )

2

x ty 2 2

2

x x 1
y y x6 1 t t 1 6t 1 t t 1

yx x 1
y y

=

 
+ − 

   = − ←→ + − = − − − 
  

− − 
 

. 

2 2 26t 6t t 1 2t 0 t 3t 1 3 t 1 0 ⇔ − − − = ⇔ − − − =  
. 

( )
2

2 2

t 0
t 01t 0 t 53 t3 t 1 3t 1 39 t 1 9t 6t 1

 =
  = =  ≥⇔ ⇔ ⇔   = − = −   − = − +

. 

- Vôùi t 0 x 0 y 0= ⇔ = ⇒ = (khoâng thoûa maõn). 

- Vôùi 5 5t x y
3 3

= ⇔ = khi ñoù thay vaøo (1) ta ñöôïc: 

9x 56. 1 x 5 y 3
5 3
= − ⇔ = ⇒ = (thoûa maõn). 

TH2: Neáu y 0< khi ñoù vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 



 

( )

2

x ty 2 2

2

x x 1
y y x6 1 t t 1 6t 1 t t 1

yx x 1
y y

=

 
− − 

   = − ←→ − − = − + − 
  

+ − 
 

 

2 2 2
2

t 0
6t 2t 6t t 1 0 t 3t 1 3 t 1 0

3 t 1 1 3t

 = ⇔ − + − = ⇔ − + − = ⇔  
   − = −

. 

( )2 2

t 0
1t t 0 x 0 y 03

9 t 1 9t 6t 1

 =

 ≤⇔ ⇔ = ⇔ = ⇒ = − = − +

(loaïi). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;3= .                  

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x 1 y y 1

x y xy 1

 + − = + −

 + − =

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x , y 1≥ . 

Khi ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä ñöôïc vieát laïi: 

 
( ) ( )( )22 2 2 2 2 2x y y 1 x 1 x y y x 2 2 x 1 y 1− = − − − ⇒ − = + − − − − . 

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2

xy 1
x 1 y 1 1 xy

x 1 y 1 x y 2xy 1

 ≥⇔ − − = − + ⇔  − − = − +
. 

( )2
xy 1

x y
x y 0

 ≥⇔ ⇔ =
− =

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä, suy ra: 

( ) ( )2 2 2x x x 1 x 1 x;y ; 1+ − = ⇔ = ± ⇒ = ± ± . 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 
Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − . 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
7x y 2x y 4

2 2x y 5x 8 2

 + − + =


+ − + =
. 



Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñieàu kieän: 8x ,7x y 0,2x y 0
5

≥ − + ≥ + ≥ . 

Khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 ( )
7x y 16 2x y 8 2x y7x y 2x y 4

4 2x y 4 8 2x y 5x 82 2x y 2 5x 8

 + = + + + ++ = + + ⇒ 
+ + − + = ++ − = +  

. 

8 2x y 5x 16 0 8 2x y 5x 16 0
2x 4y 12 08 2x y 3x 4y 4 0

 + − + = + − + = ⇔ ⇔ 
− + + =− + + + − =  

. 

( ) ( )8 2 2y 6 y 5 2y 6 16 0 4 5y 12 5y 7
x 2y 6x 2y 6

 + + − + + = + = + ⇔ ⇔ 
= += + 

. 

56x4 5y 12 5y 7 5
13x 2y 6 y
5


= + = + ⇔ ⇔ 

= +  =


. 

Thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 56 13x;y ;
5 5

 
=  
 

. 

Caùch 2: Ñaët 2 2u 7x y 0
u v 5x

v 2x y 0

 = + ≥ ⇒ − =
= + ≥

. 

Ta coù heä phöông trình:  

2 2

u v 4 u v 4 u 9
v 58v 24 2v 22v u v 8 2

 − =  = +  = ⇔ ⇔  
=+ = −− − + =  

. 

56x7x y 9 7x y 81 5
2x y 25 132x y 5 y

5


= + =  + = ⇔ ⇔ ⇔  

+ =+ =   =


.   

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
7x y 2x y 4

72 2x y 5x 10y 2
10

 + − + =



+ − + =


.  

Lôøi giaûi 
Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



 

77x y 2x y 2 2 2x y 5x 10y
10

 
+ − + = + − + 

 
. 

y 2x77x y 5x 10y 5 2x y 2587x5 y
369

 =
⇔ + + + = + ⇔  = −


.   

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän coù nghóa cuûa heä suy ra y 2x= . 

Thay y 2x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

7x 2x 2x 2x 4 x 16 y 32+ − + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 16;32= .     

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình: 
x 2y 3 9x 10y 11 10

12x 13y 14 28x 29y 30 20

 + + + + + =


+ + + + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 3 0,9x 10y 11 0,12x 13y 14 0,28x 29y 30 0+ + ≥ + + ≥ + + ≥ + + ≥  

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( ) ( )

x y 1 y 2 9 x y 1 y 2 10

12 x y 1 y 2 28 x y 1 y 2 20

 + + + + + + + + + =


+ + + + + + + + + =

. 

Ñaët u x y 1,v y 2= + + = + heä phöông trình trôû thaønh: 

u v 9u v 10

12u v 28u v 20

 + + + =


+ + + =
. 

Suy ra ( ) 512u v 28u v 2 u v 9u v u v
4

+ + + = + + + ⇔ = . 

Vì vaäy 
5u v u 5 x y 1 5 x 2
4

v 4 y 2 4 y 2
u v 9u v 10


=   = + + = = ⇔ ⇔ ⇔   

= + = =   + + + =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .        

Baøi 12. (VMO 2001) Giaûi heä phöông trình 
7x y 2x y 5

2x y x y 2

 + + + =


+ + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2x y 0,7x y 0+ ≥ + ≥ . 



Ñaët ( )

2 2

2

2 2 2

u vxu 7x y 7x y u 5, u,v 0
2x y v 7v 2uv 2x y y

5

 −
= = + + =  ≥ ⇒ ⇔  

+ = −= +   =

. 

Heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2 2 2
2 2

u v 5 u v 5
u v 7v 2u 5v 3u 8v 10v 2

5 5

 + =  + = ⇔ − − + − =+ − =  

. 

( )
u,v 0

2 22

15 77uu 5 v u 5 v 2
5v 25v 65 05v 3 5 v 8v 10 5 77v

2

≥

 −
= = −  = −  ⇔ ⇔ ←→  

+ − =+ − − =  − +  =

 

2

2

15 7715 77 7x y x 10 777x y 22
11 775 77 y5 772x y 22x y2 2

  − − + =    = −+ =      ⇔ ⇔ ⇔   −− + =   − ++ =   + =      

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 11 77x;y 10 77;
2

 −
= −  
 

.         

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
11x y y x 1

7 y x 6y 26x 3

 − − − =


− + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 11x y 0,y x− ≥ ≥ . 

Ñaët ( )

2 2

2

2 2 2

u vxu 11x y 11x y u 10, u,v 0
y x v u 11vv y x y

10

 +
= = − − =  ≥ ⇒ ⇔  

− = += −   =

. 

Heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2 2 2
2 2

u v 1 u v 1
u 11v u v 4v 2u 7v 3 07v 6. 26. 3

10 10

 − =  − = ⇔ + + − + − =+ − =  

. 



( )
u,v 0

2 22

u v 1 u v 1 u 2
v 12v 3v 5 04v 2 v 1 7v 3 0

≥
 = +  = +  = ⇔ ⇔ ←→  

=+ − =− + + − =   
. 

1x11x y 2 11x y 4 2
y x 1 3y x 1 y

2


= − =  − = ⇔ ⇔ ⇔  

− =− =   =


. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 3x;y ;
2 2

 
=  
 

.        

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
2

x 2y 2x 2y 3 5

2x 2y 3 x 2y 5

 + + + + =


+ + + − =
.  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 0,2x 2y 3 0+ ≥ + + ≥ . 

Ñaët ( )
2 2

2
2 2

2

x v u 3u x 2y x 2y u
, u,v 0 2u v 32x 2y 3 vv 2x 2y 3 y

2

 = − − = + + =  ≥ ⇒ ⇔   − ++ + == + + =  

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 
( ) ( )( )

2 2 2 22 22 2

u v 5 u v 5

2u v 3 2u v 3v v u 3 2. 5 v 5 v u 3 2. 5
2 2

 + = + =
 ⇔ − + − +

+ − − − = + − − − = 
 

 

( )( ) ( )22
2

v 5 u

2u 5 u 3
5 u 5 5 2u 3 2. 5

2

 = −


⇔  − − +
 − + − − − =


 

2

x 2y 2u 2 x 2
v 3 y 12x 2y 3 3

v 5 u 23 3223u xx 2y99u 451u 506 0 9 99
22 81722v y2x 2y 39 1629

 + = = =   
= = + + =   = −    ⇔ ⇔ ⇔ ⇔  = = −+ = − + =       = = + + =   

 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 32 817x;y 2;1 ; ;
9 162

 
= − 

 
.  



Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
3x y x y 2

x y x y 1

 + + + =


+ + − =
 . 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )

2 2

2

2 2 2

u vxu 3x y 3x y u 2, u,v 0
x y v 3v uv x y y

2

 −
= = + + =  ≥ ⇒ ⇔  

+ = −= +   =

. 

Heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2 2 2
2 2

u v 2 u v 2
u v 3v u v u 2v 1v 1

2 2

 + =  + = ⇔ − − + − =+ − =  
 

u,v 0

7 21u
x 9 212

21 3 y 2v
2

≥

 −
=   = −←→ ⇔ 

−  ==

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )x;y 9 21; 2 = − 
 

.    

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

14x 15xy 4y 24x 12y 0

7x 12x 4xy 36 x 8x 32 6

 − + − + =


− + + + + + + =
. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

( )( )
y 2x

2x y 7x 4y 12 0 7x 12y
4

 =
− − − = ⇔ − =


. 

Xeùt tröôøng hôïp vaø thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc 
nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 7; 14 ; 4; 8= − − − − .   

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x y x y 4 x y x y 2 4 y x 1 2 x

x 2x 3y 4y 0

 + + − + + = + + −

 − − + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( ) ( ) ( )x 0,y 0,x y x y 4 x y x y 2 4 0≥ ≥ + + − + + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2
y x 1 2 x 0

x y x y 4 x y x y 2 4 y x 1 2 x

 + + − ≥


 + + − + + = + + −


. 

( )
( )( )

y x 1 2 x 0
x y

y x 4 2x y y x x y 2 0

 + + − ≥⇔ ⇔ =
− + + − + + =

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm:  

( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1= . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

2

3x 1 y y 1 x
2

x 1 x 2x 5 2 2x 4y 2


+ + + = +


 − + − + = − +

.  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 1 0− + ≥ . 

Vieát laïi heä phöông trình ñaõ cho döôùi daïng: 

( ) ( )

2
2

2
2

2x 4y 2 y 1 y

4 2x 4y 2 x 1 x 1 4

  − − = + +  
 


  − − = − + − + 
 

. 

Suy ra ( )
22 224 y 1 y x 1 x 1 4

  + + = − + − +      
. 

( )
22 222y 4y 4 x 1 x 1 4 x 1 2y x 2y 1

  ⇔ + + = − + − + ⇔ − = ⇔ = +      
. 

Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm ( ) 5 3x;y ;
2 4

 
=  
 

.  

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

4x y 3 y 1 0

4 x 1 y 1 6 x 1 1 0

 − + + =


+ + − + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 1≥ − ≥ − . 

Ñaët ( )u x 1
, u,v 0

v y 1

 = + ≥
= +

heä phöông trình trôû thaønh: 



( ) ( )2 2 2 24 u 1 v 1 3v 0 4u v 3v 3 0
4uv 6u 1 04uv 6u 1 0

 − − − + =  − + − =⇔ 
− + = − + =

. 

Nhaän thaáy u 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 
Xeùt u 0> heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

2
4 22 6u 1 6u 1 64u 12u 1 04u 3. 3 0

4u 4u
6u 1v6u 1 4uv

4u

  − −  − − =− + − =    ⇔  −
= − =

 

u,v 0

1u
2 11 3x 1u x1 2u 2 4

2 v 1 y 0y 1 1
6u 1v

4u

≥


= −

  + == = −   ⇔ ←→ ⇔ ⇔=      = =+ =  −
=



. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3x;y ;0
4

 
= − 
 

.    

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình: 
2 2 3 2

2 2
2 2

2x xy 2xy y y 2x 0

2x 2xy y 4x 4 x xy y 2x 2y 4 2 y
2

 − − + − + =

 − + − +
 + − + − − + = −


. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi:  

( )( )2 2

x y 1
y 2x x y 1 0 yx

2

 = −
− − + = ⇔  =

. 

Xeùt tröôøng hôïp vaø thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm.   

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
2

x y x y 4x y

x 16 y 3x 2

 + − − = −

 − = − +

. 

Lôøi giaûi 
Bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ra y 4x 4= − . 
Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 2x 16 2 x 4 x 16 3 x 4 1− = + − ⇔ − − = − − . 



( )
2

2 2

x 5 x 5 x 5 1x 5 0
x 4 1 x 4 1x 16 3 x 16 3

 − − + ⇔ = ⇔ − − =
 − + − +− + − +   

x 5 y 16⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;16= .      

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
x y 5 3x 2y 1 0

x 1 x y 3 0

 + + − + + =


+ + − + =
. 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )t x 1, t 0= + ≥ töø phöông trình thöù hai cuûa heä ruùt ra 2y t t 2= + +  thay 

vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 
2 22t t 1 1 5t 2t 1+ + + = + + . 

Suy ra 2 2

2
2 2 2

2 2

5t 2t 1 2t t 1 1

3t t5t 2t 1 2t t 1 3t t
5t 2t 1 2t t 1

 + + − + + =
 +

+ + + + + = = +
 + + − + +

 

( ) ( )22 2 2 22 5t 2t 1 3t t 1 4 5t 2t 1 3t t 1 t 2⇒ + + = + + ⇔ + + = + + ⇔ =  

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;8= .       

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

3

2 2 2 2 3 2

x 3 xy 1

x y x y y 1 y y y 1

 + = +


+ = + + + + +


. 

Lôøi giaûi 
Bình phöông hai veá phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )2 2 2 2x y 1 y x 0 y x+ + − = ⇔ = . 

Thay 2y x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

3 3x 2 x 1 x 1 y 1+ = + ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= . 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2 2 2

2 2

x y x y x y 1 3

x y 2 4

 + − + + + =

 + + =

. 

 



Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y x y 1 3

x y 2 2 x y 2 16

 + − + + + =


+ + + + =


. 

Ñaët ( )2 2u x ,v y , u,v 0= = ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

u v uv u v 1 3

u v 2 uv 2u 14

 + − + + + =


+ + + =
. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

2 2

x 3y 3 2 2x 2y 1 3y

3x y 2y 2

 + − + − + =

 + = +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2 2 2x 3y 3 0,2x 2y 1 0+ − ≥ − + ≥ . 
Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra y 0≥ . 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

2 2 2

2 2 2

x 3y 3 2 2x 2y 1 3y

2x 2y 1 x y 3

 + − + − + =

 − + = − − +  

2 2 2 2

2 2 2

x 3y 3 2 x y 3 3y (1)

2x 2y 1 x y 3

 + − + − − + =⇔ 
 − + = − − +

. 

Ta xöû lyù phöông trình (1) nhö sau: 
Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

Xeùt y 0>  khi ñoù 
2 2

2 2
x 3 x 3(1) 3 2 1 3

y y
− −

⇔ + + − − = . 

Ñaët 
2

2
x 3t

y
−

= ta coù phöông trình: t 3 2 t 1 3+ + − − = . 

( ) ( )( )t 3 4 t 1 4 t 3 t 1 9⇔ + + − − + + − − = 24 t 4t 3 10 3t⇔ − − − = +  

( )2 2

3t 10 0

16 t 4t 3 9t 60t 100

 + ≥⇔  − − − = + +

2

2
x 3t 2 2

y
−

⇔ = − ⇔ = − .

 
Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



( )
2

2 2
2

2 2
2 2

x 1
x 3 x 2y 32 y 1

y
3 2y 3 y 2y 2 x 1

3x y 2y 2 y 1

 = − −  = − += − = ⇔ ⇔  − + + = +  =   + = +  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 1;1= − .  

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2 2

x 1 y 1
2x x3y 4xy xy

1x 4y 2x 2y
9


− =

 −


+ − − = −

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 3 2
3 2

xxy 0, 0,3y 4xy 0
3y 4xy

> ≥ − ≠
−

.                  

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù:  

( ) 2 2 12 x y x 4y 0 x y 0 x,y 0
9

+ = + + > ⇒ + > ⇒ > .  

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 
3

3

3 2

x
yx 1 y x 1 x

x2 x y y3y 4xy x3 4 2y y

 
 
 = + ⇔ = +

− −
. 

Ñaët xt 0
y

= > phöông trình trôû thaønh:
6 6

2
2 2 2

t 1 t 1t t 1
2t3 4t 3 4t 4t

= + ⇔ = + +
− −  

( )( )4 4 2
4
12t 1 2t 5t 3 0 t
2

⇔ − + + = ⇔ =  

4
x 1 y 2x
y 2

⇔ = ⇔ = . 

Thay y 2x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )2 2 21 1x 8x 2 x 2x 9x 2 2 1 x 0
9 9

+ − + = − ⇔ − + + =

 



1 2 2 2 2x
9

1 2 2 2 2x
9

 + − + =
⇔ 

+ + + =

1 2 2 2 2 2 2 2 2 4x ,y
9 9

1 2 2 2 2 2 2 2 2 4x ,y
9 9

 + − + + − + = =
⇒ 

+ + + + + + = =

 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 2 2 2 2 2 2 2 2 4x;y ; ;
9 9

 + − + + − + =
 
 

 

1 2 2 2 2 2 2 2 2 4;
9 9

 + + + + + + 
 
 

 

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 2

2 2

x y x y 3xy
x 1 x y 1 y

25y 1 x x 1 y xy
4


+ = + +

 + − + −
  + + + + =    

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

2 2 2 2

2 2

x x x 1 y y y 1 x y 3xy

25y 1 x x 1 y xy
4

    + + + + + = + +       

   + + + + =    

 

2 2

2 2

x x 1 y y 1 3xy
25y 1 x x 1 y xy
4

 + + + =
⇔   + + + + =  

  

.  

Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình.   

Xeùt xy 0≠ heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

22 22

22 22

y 1x 1 y 1x 13 3y x y x

y 1x 1 25 y 1x 1 91 1 .y x 4 y x 4

 ++ ++ + =  + =  ⇔    ++  ++  + + = =      

 



( )
( )

2

2 2

2
2 2

2x 1 3 x,y 0 x
y 2 54 x 1 9y

2y 1 3 y
4 y 1 9x 5x 2

 + > = =  ⇔ ⇔ + = ⇔  
  + ==  + =  

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 2 2x;y ;
5 5

 
=  
 

.     

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình 
2

2

12 2x y 4

1 2y y 5 2x

 − = +

 − − = −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 6 x 6, 1 2 y 1 2− ≤ ≤ − − ≤ ≤ − + . 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2 2 2

2 2 2 2

12 2x y 8y 16 2x y 8y 4 0 (1)

1 2y y 25 20x 4x 4x y 20x 2y 24 0 (2)

 − = + + + + + = ⇔ 
− − = − + + − + + =  

. 

Ñaây laø heä baäc hai hai aån toång quaùt ñaõ bieát caùch giaûi hoaëc xöû lyù nhanh nhö sau: 
Laáy (1) 2.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( )2 2 x 2
10 x 2 3 y 2 0

y 2
 =

− + + = ⇔ 
= −

(thöû laïi thaáy thoûa maõn). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2; 2= − .       

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 
2 2 3

33

x 2xy 2y x 2xy 4y

2 3x 5 8y 3x 9 7

 + + = + +


− + − + =
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 5x
3

≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( )
5x2 32y x 2y x 1 0 x 2y

≥
− + − = ←→ = . 

Thay 2y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
3 32 3x 5 x 3x 9 7− + − + = . 

Veá traùi laø haøm ñoàng bieán, veá phaûi laø haøm haèng neân phöông trình coù nghieäm 

duy nhaát 3x 3 y
2

= ⇒ = . 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3x;y 3;
2

 
=  
 

.        

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
2 2

2 2

3x 6xy 4y 2y 1 3x 2y 1

4 x y 2 4y 2 y 1 5y 6x 3 2 x y

 + + + + = + −


+ + + + = + + + +


. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2 23x 6xy 4y 2y 1 0,y 1,x y 0,x y 2 0+ + + + ≥ ≥ − + ≥ + + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 x y y 1 3 x y y 1+ + + = + − + . 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2

3x 2y 1 0

3 x y y 1 9 x y 6 x y y 1 y 1

 + − ≥⇔ 
+ + + = + − + + + +

. 

3x 2y 1 0 3x 2y 1 0
x y 0 y x
x y y 1 x 1

 + − ≥ + − ≥
 ⇔ ⇔ + = = − 
  + = + =  

. 

TH1: Neáu x 1= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 24 y 3 4y 2 y 1 5y 9 2 y 1+ + + = + + + . 

Ñeå giaûi phöông trình naøy ta ñaùnh giaù thoâng qua baát ñaúng thöùc Coâ si nhö sau: 

( ) ( )

( )

2
2

2 2 2 2 2

4 y 3 4 y 3 y 7
VT 2y 7y 7

4y 2 y 1 2y 2 y 1 2y 6y

5y 9 2 y 1 5y 9 y 1 5y y 10 VP 5y y 10

 + ≤ + + = + ⇒ ≤ + +
+ ≤ + + = +

+ + + ≥ + + + = + + ⇒ ≥ + +

 

Maët khaùc: ( )22 2 25y y 10 2y 7y 7 3y 6y 3 3 y 1 0+ + − − − = − + = − ≥ . 

Vì vaäy daáu baèng xaûy ra y 1⇔ = . 

Vaäy tröôøng hôïp naøy heä phöông trình coù nghieäm ( ) ( )x;y 1;1= . 

TH2: Neáu y x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 24 2 4x 2 1 x 5x 6x 3 2 x x− − = − + + + . 

Ñaây coi nhö moät baøi taäp daønh cho baïn ñoïc.  



Baøi 31. Giaûi heä phöông trình 
( )( )x 3 2 y 1 3y x

x 53y 2 xy 2y 2
2

 + = + −

 + − − = − −


. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2y ,3y x 0,x 5
3

≥ − ≥ ≥ − . 

Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( )( )3 y 1 3y x 2 y 1 3y x+ − − = + − . 

( ) ( )( ) ( )2 2

x 3 0 x 3 0 x 3 0
y 1 3y x x 2y 19 y 1 10 y 1 3y x 3y x 0

 + ≥  + ≥ + ≥⇔ ⇔ ⇔  
+ = − = −+ − + − + − =  

 

Thay x 2y 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2 23y 2 y 2 2y 3y 2 3y 2 2 2 y 2 2y 3y 2− − + = − − ⇔ − − + − + = − −  

( ) ( )( )
3 y 2 2 y y 2 2y 1
3y 2 2 2 y 2

− −
⇔ + = − +

− + + +
. 

( ) 1 3y 2 2y 1 0 y 2 x 3
y 2 2 3y 2 2

 
 ⇔ − + + − = ⇔ = ⇒ =
 + + − + 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;2= .           

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình 
( ) 2 2

2 2 2

y y 1 x x y 44

x x x y 40

  + + + − =   
 + − =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2x y 0− ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) 2 2

2
2 2 2

y y 1 x x y 44

x x y y 80

  + + + − =   

  + − + =  

. 

Ñaët 
2 2u x x y

v y

 = + −


=
heä phöông trình trôû thaønh: 



( )
2 2 2 2

u 4
v 8u v 80 u v 80

v u v 1 44 u 8u v uv 44
v 4

 =
  =+ =  + = ⇔ ⇔  + + =  =+ + =  
 =

2 2

2 2

x x y 4
y 8 x 5

y 4x x y 8
y 4

 + − =
 =  =⇔ ⇔ 

=  + − =
 =

 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;4= .        

Baøi 33. Giaûi heä phöông trình 
( )

522
2

2 2

6x yx 1 3
x 2

4x 3x y 9xy3y x
x 3y


− + =

+


− − − = +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
2 24x 3x y 9xy 0,x 3y 0

x 3y
− −

≥ + ≠
+

. 

Ñeå heä coù nghieäm ta phaûi coù 3y x 0− ≥ .  

Khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )( ) ( )
( )( )

5 2 4 2 2 5 6

3 32 2 2

6x y x 2 x 2x 1 3 x 2 6x y x 8

x 27y 4xx 3y 3y x 4x 3x y 9xy

 = + − + + +  = + ⇔ 
+ = + − = − −

. 

Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt x 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

3

2

3

2

2 3y1 2.
xx

3y 21 2.
x x

  + =  

  
+ =  
 

. 

Ñaët ( )2
2u
x , u 0
3yv
x


= >

 =

 heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )( )2 23 33

3 3 3

u v u uv v 2 0u v 2 u vu 1 2v

v 1 2u v 1 2u v 1 2u

 − + + + =− = − −+ =  ⇔ ⇔  
+ =  + = + = 

 



( )( )23 3

u vu v u v
u 1 u u 1 0v 1 2u u 2u 1 0

 = = =  ⇔ ⇔ ⇔   − + − =+ = − + =    
 

u 1,v 1

1 5 1 5u ,v
2 2

1 5 1 5u ,v
2 2


 = =


− + − +⇔ = =


+ + = − = −

.             

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra 1 5u v 1,u v
2

− +
= = = = . 

TH1: Neáu 
2

2 1 x 2u 1 x
2v 1 3y y1 3x

 = = ± =  ⇔ ⇔  
= = ± = 

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) 2 2x;y 2; ; 2;
3 3

   
= − −      
   

. 

TH2: Neáu 
( )

2
2 1 51 5u x 1 522 x

11 5 y 5 1 1 53y 1 5v 62 x 2

 − +− + == = ± +  ⇔ ⇔  
− + = ± − +  − += =   

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) ( )x;y 1 5; 5 1 1 5 = − + − − + 
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø 

( ) ( )2 2x;y 2; ; 2; ; 1 5; 5 1 1 5
3 3

     = − − − + − − +             
.         

Baøi 34. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x 1 y y 1

x y xy 1

 + + = + −

 + − =

.        

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 1≥ . 

Caùch 1: Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

 
( ) ( )( )22 2 2 2 2 2x y y 1 x 1 x y x y 2 x 1 y 1− = − − + ⇒ − = + − + − . 



( )( )2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

xy 0 xy 0
x 1 y 1 xy

x y x y 1 x y y x 1

 ≥ ≥ ⇔ + − = ⇔ ⇔ 
− + − = − =  

. 

Xeùt heä phöông trình: 

2 2 2

2 2 2 2

x 0,y 1
x y xy 1 2x xy 0 1 2x ,y

3 3y x 1 y x 1
1 2x ,y
3 3




= = ±
  + − = − = ⇔ ⇔ = − = − 

− = − =   

 = =


. 

Thöû laïi nghieäm chæ coù ( ) ( ) 1 2x;y 0;1 , ;
3 3

 
=  

 
thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 2x;y 0;1 ; ;
3 3

 
=  

 
. 

Caùch 2: Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

 

2 2
2 2 2 2x y 1 y x 1 x y 1 y x 1   − − = − + ⇒ − − = − +   

   
. 

2 2 2 22x y 1 1 2y x 1 1 y x 1 1 x y 1⇔ − − − = − + + ⇔ + = + − . 

( ) ( )2 2 2 2 2y x 1 1 2x y 1 x y 1⇒ + = + − + − . 

2
2 2 2 2x y 1 0 x y 1 y x 1 ⇔ − − = ⇔ = − ⇒ − = 

 
. 

Vaäy ñöa veà giaûi heä phöông trình: 
2 2

2 2

y x 1

x y xy 1

 − =


+ − =
. 

Thöïc hieän töông töï caùch 1.      
Caùch 3: 

Vì 2 2 2

2 2

y 0
y 0x x 1 0 y y 1 0 y 1 y y 0

y 1 y

− <

− ≥+ + > ⇒ + − > ⇔ − > − ⇔ ⇔ >
 − >

. 

Keát hôïp vôùi ñieàu kieän suy ra y 1≥ .   
Khi ñoù vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

2
2 2 2x x 1 y 1 y 1 1 (1) + + = − + − + 

 
. 



Phöông trình (1) coù daïng haøm ñaëc tröng neân söû duïng haøm soá. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t t 1= + + , ta coù: 

2

2 2

t t 1 tf '(t) 1 0
t 1 t 1

+ +
= + = >

+ +
neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  . 

Vì vaäy 2 2
2 2

x 0
(1) f(x) f y 1 x y 1

y x 1

 ≥ ⇔ = − ⇔ = − ⇔  
  − =

. 

Ñöa veà giaûi heä töông töï caùch 1.   

Caùch 4 : Ñaët 
( )
( )

2
2 22

2 22 2

u 1xu x x 1u x x 1 2u
v 1v y y 1 v y y 1 y

2v

 − = − = += + +  ⇒ ⇔  
+  = + − − = − = 

 . 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh : 

2 22 2 2 2
4 2

u v
u v

u 1 v 1 u 1 v 1 u 4u 3 0. 1
2u 2v 2u 2v

 =
  = ⇔    − + − +

− + =+ − =           

u v 1
u v 1

u v 3

u v 3

 = = −
 = =⇔  = = −
 = =

  

Baøi 35. Giaûi heä phöông trình ( )( )3 3

3

y x 1 2x y 1 8x

x y y x 1 3

 − + + − =

 + + − + =

  

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi : 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

33 3 3

3 3

y x 1 2x y 1 8x 3 x y 2x y 1 8x

y x 1 3 x y y x 1 3 x y

  − + + − = − − + − =  ⇔ 
 − + = − − − + = − − 

 . 

( )( )
( )

( )
( )

2 2

3 3

3 x y 2x y 1 2x y 3x 4 y 2x 5x 3 0 (1)

y x 1 3 x y y x 1 3 x y

 − − + − = + − + − + = ⇔ ⇔ 
− + = − −  − + = − − 

 . 

Coi phöông trình (1) laø phöông trình baäc 2 vôùi aån laø y vaø tham soá laø x . 

Ta coù ( ) ( ) ( )2 22
y 3x 4 4 2x 5x 3 x 2∆ = − − − + = − . Suy ra 

y 3 2x
y 1 x
 = −
 = −

 . 

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 
3y xy x 1

x 2 y 2 1

 − = +


− + − =
.  



Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän x,y 2≥ .  
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

3 3y xy x 1 y xy x 1

x 2 y 2 1 y 2 1 x 2

 − = + − = + ⇔ 
− + − = − = − −  

. 

3 3y xy x 1 y xy x 1
1 x 2 0 x 3

y 2 x 1 2 x 2 y x 1 2 x 2

 − = + − = +  ⇔ − − ≥ ⇔ ≤ 
 − = − − − = + − − 

 . 

Maët khaùc ( ) ( )3 2 2y xy y y x 2 2 3 2 x 1− = − ≥ − ≥ ≥ + . 

Daáu baèng xaûy ra khi x 2,y 3= = .     

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;3= .  

Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
2

2

2x y 1 2y y 1 186

4 yx y x
2 x y

 + − − = −
 + + − =

+

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2x y 0+ > . 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
( )

2 2

2 2 2 2 2

2xy 2y 2x 2y 186 0 2xy 2y 2x 2y 186 0

2 x y 2x x y 4 y x y 2x x y x 4

 − + + + = − + + + = ⇔ 
+ − + = + + − + + = 

 

2
2

22
2

2

2xy 2y 2x 2y 186 02xy 2y 2x 2y 186 0
x y x 2

x y x 4
x y x 2

 − + + + = − + + + =  ⇔ ⇔ + − =   + − =      + − = −

. 

2

2

2

22

2

2xy 2y 2x 2y 186 0
2xy 2y 2x 2y 186 0 x 2

y 4 4xx y x 2

2xy 2y 2x 2y 186 02xy 2y 2x 2y 186 0
x 2x y x 2
y 4 4x

 − + + + =
 − + + + = ≥ −   = ++ = +  ⇔ ⇔   − + + + =− + + + =    ≥ + = −   = −

 



23 4417 1 4417x ,y
24 6

x 3,y 8

 − + +
= =⇔ 

 = = −

. 

Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän thaáy caû hai nghieäm ñeàu thoûa maõn. 
Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) ( ) 23 4417 1 4417x;y 3; 8 ; ;
24 6

 − + +
= −   

 
. 

Baøi 38. Giaûi heä phöông trình ( ) 2

2x y 2 y x 1 3
19 1x 2 y x 1
5 y 1

 + − + − + =



+ − − = +
+

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
x 1
2x y 2 0
y x 1 0

 ≥
 + − ≥
 − + ≥

. 

Bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( )x 2y 1 2 2x y 2 y x 1 9+ − + + − − + =
 

( )( )2 2x y 2 y x 1 10 x 2y⇔ + − − + = − −  

( )( ) ( )2
10 x 2y 0

4 2x y 2 y x 1 10 x 2y

 − − ≥⇔ 
+ − − + = − −  

( )22

10 x 2y 0
y 2

4y x 4x 12 x 2 8

 − − ≥⇔ ⇒ ≥
= − + = − +

 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

( )22 2
19 1 1 19x 2 x 1 2y x 1 1 2y 0
5 5y 1 y 1

− − + = + ⇔ − − + − − =
+ +

. 

( ) ( )( )
( )

2
2

2

y 2 10y y 12 x 2x 1 1 0x 1 1 0
y 2y 2 05 y 1

− + +   = − − =⇔ − − + = ⇔ ⇔ 
=− = + 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .        



Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( ) ( )
( ) 2 2

x 7y x y 7x y 8 2xy x y

2 1 y x 2x 1 y 2x 1

 + + + = +

 − + − = − −

 . 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình cuûa heä suy ra x y= (xem chuû ñeà heä phöông trình ñoái xöùng 

Loaïi I). 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä vaø ñaët 2t x 2x 1= + − ñöa veà phöông 
trình baäc hai khoâng hoaøn toaøn(xem cuoán phöông trình, baát phöông trình voâ 
tyû cuøng taùc giaû). 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø ( ) ( )x;y 1 6; 1 6= − + − + .    

Baøi 40. Giaûi heä phöông trình ( )4x y 13x 4

x y 3x y 2

 − = −

 + + − =

.  

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
x y 0
3x y 0
 + ≥


− ≥
. 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )( )x y 3x y 2 4x 2 x y 3x y 2+ + − = ⇔ + + − =  

( )( )x y 3x y 1 2x⇔ + − = −
( )( ) ( )22

11 xx
22

x y 3x y 1 4x 4x x y 4x 1

 ≤≤ ⇔ ⇔ 
 + − = − + − = − 

. 

Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2
x 1

4x 1 13x 4 5x
16

 =
− = − ⇔  =


. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra: 
2

3y5 5 5 16x y 1 4.
16 16 16 13y

16


= − 

= ⇒ − = − ⇔ 
  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 5 3 5 13x;y ; ; ;
16 16 16 16
   

= −   
   

.       



Baøi 41. Giaûi heä phöông trình 
( )

2

2 3 3

x 1 y 2 2

9y x 3y 1 x y

 + = +


+ = −
. 

Lôøi giaûi 
Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình. Phöông trình thöù hai 

cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 
( ) 3 3

3 3
9 1 9x 1x 3y x 27 x
y yy y

+ = − ⇔ + = − . 

3 32

2
1 3x 3x 9x 1 3x 1x 27 x x 3 27
y y y y y yy

     
⇔ − + − = + ⇔ − + − − =     

     
. 

2
1 1 1 3x 1x 3 x 3 x 9 0 x 3
y y y y y

       ⇔ − − − + − + + = ⇔ = +            
.   

Ñaùp soá: ( ) ( )x;y 2 2;3 2 2= − .   

Baøi 42. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 2

2x 4x 3 3y 9y 3 9

19xy x y
36

  + + + + =    

 + + =


. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2
22x 2x 2x1 y y 1 1 y

3 3 3

 
    + + + + = ⇔ = −      

 

. 

Thay 2xy
3

= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

2
2 2 2

1 19 1 19 1 19x x ,y
2 4 19 7x 19 2 7 2 7 3 7x x x
3 9 36 9 36 1 19 1 19 1 19x x ,y

2 7 2 7 3 7

 
= − = − = 

 − + + = ⇔ = ⇔ ⇒
 
 = = = −
 

 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 19 1 19 1 19 1 19x;y ; ; ;
2 7 3 7 2 7 3 7

   
= − −      
   

. 



Baøi 43. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 3

x x 4 y y 1 2

16y 5y x 1
2

  + + + + =    

 + + = +
  

 . 

Lôøi giaûi 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2 2
2 2x x x x x1 y y 1 1 1 y y 1 y

2 2 2 2 2

 
     + + + + = ⇔ + + = − + + ⇔ = −          

 

. 

Thay xy
2

= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2
3 2 3x x 16 5 x 1 6x 10x 2 x 1

2 2 2
   
− + − + = + ⇔ − + = +   
   

. 

( ) ( ) ( )( )2 26 x x 1 4 x 1 x 1 x x 1⇔ − + − + = + − + . 

2 2 2
x 1 x 1 x 1 97 16 4.

8x x 1 x x 1 x x 1
+ + + −

⇔ − = ⇔ =
− + − + − +

. 

121 97 8114 530 97 121 97 8114 530 97x , y
144 288

121 97 8114 530 97 121 97 8114 530 97x , y
144 288

 + − + + − + = = −
⇒ 

+ + + + + + = = −

.       

Baøi 44. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2 2

2

x y 6x 6y 13x 13y 20

x 2 x y 8 8 2x y 4 2

 + − − + + =


+ − + = + − +
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2x y 8 0,2x y 4 0− + ≥ + − ≥ . 

Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )3 3
x 2 x 2 2 y 2 y x 2 2 y y 4 x− + − = − + − ⇔ − = − ⇔ = − . 

Thay y 4 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2x 2 x x 4 8 x 2 x 2 2 x x 4 8 x+ + + = + ⇔ − + + + = . 
Nhaän thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa phöông trình. 

Xeùt x 0> chia hai veá phöông trình cho x ta ñöôïc: 



2
2 4 2 2x 2 x 1 8 x 2 x 5 8

xx x x

 
− + + + = ⇔ − + − + = 

 
. 

Ñaët 2t x
x

= −  phöông trình trôû thaønh:  

 ( )
2 2

2 2

t 8
t 2 t 5 8 2 t 5 8 t

4 t 5 64 16t t

 ≤+ + = ⇔ + = − ⇔  + = − +
 

t 2
22t
3

 =
⇔  = −


2x 2 x 4 2 3
x

260 22 1392 22 xx 93x


− = = +
⇔ ⇔  − =− = − 

  
x 4 2 3,y 2 3

260 22 139 22 139 224x ,y
9 9

 = + = −
⇒  − −

= =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø 

 ( ) ( ) 260 22 139 22 139 224x;y 4 2 3; 2 3 ; ;
9 9

 − −
= + −   

 
.           

Baøi 45. Giaûi heä phöông trình ( )3 3

3 3 2 2

x y xy x y 1 1 x 1 y

2x y x 2y 2x 2y 4 0

 − − − + = − − −

 − + − − − + =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 1,xy x y 1 0≤ ≤ − − + ≥ . 

Neáu x 1 y 1= ⇒ = . 

Xeùt x,y 1<  khi ñoù phöông trình ñaàu cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 
( )3 3 y xx y xy x y 1

1 x 1 y
−

− − − + =
− + −

. 

( ) ( )2 2 1x y x xy y xy x y 1 0 x y
1 x 1 y

 
⇔ − + + − − + + = ⇔ = 

 − + − 
. 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm 

( ) ( )x;y 2; 2= − − . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 2; 2= − − .  



Baøi 46. Giaûi heä phöông trình: 

( )

( )

2 2

2

2x 4y 2 34 x y 1
xy y x

x 5x 2y xy 6 2x x y 3 x y 3

  +
 = + − −   


+ + + + − + = + +

. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( )( ) ( )

2
x x y 3 2 x y 3 x y 3− + + + + = + + . 

( )( ) ( ) ( )
2

x x y 3 2 x y 3 x y 3 2 x y 3⇔ − + + + + = + + + + . 

( )( ) ( ) ( )2 2 x x y 3
x x y 3 x y 3 0 x y 3

x y 3

 = +⇔ − + + − + = ⇔ ⇔ = +
 = +

. 

Thay x y 3= + vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )
( )

( )( )
( )

2 22 y 3 4y 2y 3 6 y
4 1

y y 3 y y 3

+ + + −
= −

+ +
. 

( ) ( )
2 27y 15y 18 2y 9y 184
y y 3 y y 3
+ + − + +

⇔ =
+ +

 

( )( )2 24 y y 3 2y 9y 18 7y 15y 18⇔ + − + + = + +  

( )( ) ( )22 216y y 3 2y 9y 18 7y 15y 18⇔ + − + + = + + . 

( ) ( )2 2

x 1
y 2y 2

81 y 1 y 2 0
y 1 x 4

y 1

 =


= − = − ⇔ − + = ⇔ ⇒ =  = 
 =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 2 ; 4;1= − .     

Baøi 47. Giaûi heä phöông trình 
2 2x 3y 5 x y 7

3 5 x y 2x y 3 1

 − − − + =


− + − − − =
 . 



Phaân tích lôøi giaûi. Nhaän thaáy heä coù ñeán boán caên thöùc trong ñoù laëp laïi 

5 x y− +   neân ta ñaët moät aån phuï u 5 x y= − +  ñaët tieáp moät trong hai caên 

coøn laïi laø aån tieáp theo vì khi ñoù caên thöùc coøn soùt laïi cuoái cuøng ñeàu bieåu 
dieãn ñöôïc theo hai caên thöùc ñaõ ñaët aån phuï ôû treân. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän 5 x y 0,2x y 3 0,2x 3y 0− + ≥ − − ≥ − ≥ .  

Ñaët 2 2u 5 x y
2x 3y 17 4u v

v 2x y 3

 = − + ⇒ − = − −
= − −

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 

 ( )222 2

v 3u 13u v 1

2 17 4u 3u 1 7 u2 17 4u v u 7

 = − − = ⇔ 
− − − = −− − + =  

 . 

( ) 22 2

u 7 0 u 7
v 3u 1 v 3u 1

53u 38u 15 04 13u 6u 16 u 14u 49

 ≤ ≤ ≤ ⇔ = − ⇔ = − 
  − − =− + + = − + 

  . 

5 x y 1u 1 x y 4 x 3
v 2 2x y 7 y 12x y 3 2

 − + =  = − + = − =⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= − = = −− − =  

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3; 1= − .   

Baøi 48. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2

x y x y 2

x y 1 x y 3

 + = − +

 + + = − +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän x y 0,x y 0+ ≥ − ≥  . 

Ñaët ( )
2 2

2 2 4 4

x y uvu x y

2 x y u vv x y

 − == + ⇒ 
+ = += −  

  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
224 4 2 2

u v 2u v 2

u v u v 2uv 2u v1 uv 3 1 uv 32 2

 = +
 = + 
   ⇔ + − + − + = +    + = + 

 . 



2 2 2 22 2

u v 2 u v 2

u v 8uv 9 u v 6uv 9u v 8uv 9 uv 3

 = +  = + ⇔ ⇔ 
+ + = + ++ + = + 

 . 

u v 2 u 2 u 0
uv 0 v 0 v 2
  = + = =

⇔ ⇔ ∨  
= = = −  

 . Nhöng do u,v 0≥  neân chæ nhaän nghieäm 

u 2,v 0= =  . 

x y 2 x 2
y 2x y 0

 + =  =⇔ ⇔ 
=− = 

 . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= . 

Baøi 49. Giaûi heä phöông trình 

3x 3x 2y 6y 2 (1)
y

2 3x 3x 2y 3x 3y 2 (2)


+ + = −


 + + = − +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän y 0,3x 2y 0,3x 3x 2y 0≠ + ≥ + + ≥ . 

 Ñaët 2u 3x 2y 3x u 2y= + ⇒ = −   khi ñoù (1) trôû thaønh 

 

2
2 2u 2y u 6y 2 u u.y 6y 0

y
−

+ = − ⇔ + − =  . 

( )( ) u 3y
u 3y u 2y 0

u 2y
 = −

⇔ + − = ⇔  =
. 

- Vôùi u 3y= −  khi ñoù (2)  trôû thaønh: 

( )22 3x 3y 3x 3y 2 3x 3y 1 1 0− = − + ⇔ − − + =  (voâ nghieäm). 

- Vôùi u 2y=  khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

2

y 0 1 13x 2y 2y x ,y3x 4y 2y 12 4
2 3x 2y 3x 3y 2 x 4,y 24y 3x 3y 2

 ≥  + = = − =  ⇔ = − ⇔  + = − +  = == − +  . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )1 1x;y ; ; 4;2
12 4

 
= − 
 

.   

Baøi 50. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )

2
x 1 3 x 1 y 1 y 1 0

7x 2 x y 1 5

 + + − + + + =

 + + + =

 . 

 



Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän y 1≥ − .  

Ñaët ( )u x 1
, v 0

v y 1

 = + ≥
= +

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh  

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2u 3 u 2 v v 0 u 3 u 2 v v 0 (1)

7 u 1 u 1 v 5 u 7 v 12 v (2)

 + − + = + − + = ⇔ 
− + + = + = −  

 . 

Ruùt 12 vu
7 v
−

=
+

 töø (2) thay vaøo (1) ta ñöôïc 

 

2
212 v 12 v3 2 v v 0

7 v 7 v
   − −

+ − + =   + +   
    

( ) ( )( ) ( )2 2212 v 3v 7 v 3v 2 v 7 v 0⇔ − − + + + + =  . 
4 3 2v 5v 19v 66v 144 0⇔ + − − + =  . 

( ) ( )
2 222v 5v 25 v 7⇔ + − = +  . 

( )
2

2

v 1 17v 2v 16 0
3v 1 5v 3v 9 0
2

 = − ± + − = ⇔ ⇔  = − ± + − = 

 . 

Nhöng do v 0≥  neân ( ) ( )
v 1 17 y 17 2 17

3 9v 1 5 y 6 2 5 1
2 4

 = − + = −
 ⇔ = − − = − −  

. 

Suy ra ( ) ( ) ( )9x;y y 17 2 17;y 6 2 5 1
4

= = − = − −    .    

Baøi 51. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

x 1 x 3 x y x x 3y y 1

3xy 4 4x x 2y

 − + − + = + −

 + = + +

. 

 
Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: x 1,y 1≥ ≥ . 

Neáu x 1= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc y 1= . 

Xeùt x 1> khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( )x 1 y 1 3 x y x x y 0− − − + − + − = . 



( ) 1x y 3 x 0 x y
x 1 y 1

 
 ⇔ − + + = ⇔ =
 − + − 

. 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) x 13 2 2 4 43x 4x 3x 4 0 3x 4 x 1 0 x y
3 3

>− − + = ⇔ − − = ←→ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) 4 4x;y 1;1 ; ;
3 3

 
=  

 
. 

Baøi 52. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 2x y x 4xy 4y 9

x x 4y 2 y 4y 2 41

 − + + + =


+ − + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x y 0− ≥ . 

Ñaët ( )2 2u x y,v x 4xy 4y , u,v 0= − = + + ≥ khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

u,v 0
2 2 2 2

x y 2u v 9 u 2
v 7v 2u 41 x 4xy 4y 7

≥
 − = + =  = ←→ ⇔  

=− =   + + = 
. 

x 5
y 1x y 4

1x 2y 7 x
3x 2y 7

11y
3

 =


= − =
 ⇔ ⇔ + = −  =  + =   = −

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 11x;y 5;1 ; ;
3 3

 
= − 

 
.              

Baøi 53. Giaûi heä phöông trình 

( )

2 2

3 33

2 2x y
y x

4 x y 2xy


+ = +


 + = −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



( )
x y

2x y x y 0 2x y 0xy
xy

 =
  − + + = ⇔   + + =  

. 

TH1: Neáu y x= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
x 022x 2x x 1 y 1≠= − ←→ = − ⇒ = − . 

TH2: Neáu 2x y 0
xy

+ + = khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

 
( ) ( ) ( )23 33 3

22 x y 0x y 0 xyxy

4 x y x y 3xy 2xy4 x y 2xy

 + + =+ + =  ⇔ 
   + + − = −+ = −     

. 

6 6 3 33
2 2

2x y 0 2xy x y 0
xy

8 4 3xy 2xy x y 3x y 4 0
xy x y


+ + = 

+ + = ⇔ ⇔   − − = −  + − =  
 

. 

( )( )3 3 3 3
3

22 x y 0x y 0 xyxy
xy 1

x y 1 x y 4 0
xy 4

 + + =+ + = ⇔ ⇔  = − + =   = −

. 

3 3

3 3 3

3

3 3

3 3

x 1
y 1

x y 2 2 5 4xxy 1 2
x y 2 2 5 4y
xy 4 2

2 5 4x
2

2 5 4y
2




 = − = −
 + = −  − −  == ⇔ ⇔  + =  − + = = − 
 − + =
 − −

=

.              



Baøi 54. Giaûi heä phöông trình 
3x 3y 6

3x 16 3y 16 10

 + =


+ + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 

Ta coù: ( ) ( )
2 2 2 23x 16 3y 16 3x 3y 4 4 6 8 10+ + + ≥ + + + = + = . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 3x 3y x y x y 3
4 4

= ⇔ = ⇒ = = .    

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;3= .  

Baøi 55. Giaûi heä phöông trình: 

( )( )
( )

2 2 2 2

2 2

xy x y 1 y x 1 x 1 y 1 1

1 y x 2x 3 x 1

 + + + + + + + =

 − + + = +

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2

x y y 1 x 1 y y 1 1 x x 1 y y 1 1

1 y x 2x 3 x 1 1 y x 2x 3 x 1

       + + + + + + = + + + + =             ⇔ 
 − + + = + − + + = + 

 

( ) ( )
2 2

2 22 2

x yx x 1 y ( y) 1

1 y x 2x 3 x 11 y x 2x 3 x 1

  = −+ + = − + − + ⇔ ⇔ 
− + + = + − + + = + 

. 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
22 2 2

y xy x
x 1

x 1 x 2x 3 x 1
x 1 x 2x 3 x 1


 = − = − ⇔ ⇔ ≥ − 

+ + + = + 
 + + + = +


. 



( )

( )

3

3

3 2 3

3

9 2 114
1 59x
2 2y x 2 3 9 2 114

x 1
9 2 1142x 3x 4x 1 0

1 59y
2 2 2 3 9 2 114

 +
 = − + − = − + ⇔ ≥ − ⇔ 

  ++ + + = 
 = − +
 +

. 

Baøi 56. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 2 y 3 x y 5

x 2 y 3 x y 2

 + + + + + =

 + + + − − =

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

2 2

2
2

37 x yx 2 y 3 22
3 3 7x y y 2 y 32 2 2

 = −+ + + = ⇔ 
  + = − + + + =    

 

( )22

1x
2

3 y 1x y
2 17x

2 y 3 2y 3 8 7 20
13y
20


=  == − ⇔ ⇔  = + + − + =  

 =


. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 17 13x;y ;1 ; ;
2 20 20

   
=    
   

. 

Baøi 57. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2

x 2xy x 2xy 2

x 4x y 1 x 1 4y 3

 + = − +

 + + − − =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
2

x 2xy 0
x 2xy 0 2x 0 x 0

1 4y 0

 + ≥


− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
 − ≥

. 

Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 



Xeùt x 0> khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
2 2 2x 2xy x 2xy 2 2x 2 x 4x y 4+ − − = ⇒ − − = . 

2 2 2
22 2 2 2

2

x 2x 2
x 2 x 4x y x 1yx 4x 4 x 4x y

x

 ≥ ≥ ⇔ − = − ⇔ ⇔ −  =− + = −  

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
2 2x 4x 3 x 4x 4 3+ − − − + = . 

Suy ra: 

2 2

2 2

2 2

x 4x 3 x 4x 4 3
8x 7 8x 7x 4x 3 x 4x 4

3x 4x 3 x 4x 4

 + − − − + =
 − −

+ − + − + = =
 + − − − +

 

2 28x 2 12 x 4x 3 3 x 4x 3 4x 1 x 2 y
3 2
+

⇒ + − = ⇔ + − = + ⇔ = ⇒ = ±  

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) 1x;y 2;
2

 
=  
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1x;y 2;
2

 
=  
 

. 

Baøi 58. Giaûi heä phöông trình 
x 4 y 2 x y 4 xy

2y x x y

 − + − =


+ = −
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0,x y 0≥ − ≥ . 

Nhaän thaáy x 0 y 0= ⇒ = . 

Xeùt x 0,y 0> > khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:    

 

x 4 y 2 x y 4 xy
x 4 y 2 x y 4 xy

1y 2 02y x x y 0
x x y

 − + − =
 − + − =   ⇔ 

 + =+ − − =   + −  

. 

x 0x 4 y 2 x y 4 xy x 2 x 0
y 0y 0y 0

   =− + − =  + =⇔ ⇔ ⇔  
===  

. 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .                               



Baøi 59. Giaûi heä phöông trình 
2 2

x 1x 1 1 y
x

4xy x y x y
x y

 −
+ − − =



 + − = + +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2x 1x 0,x y 0,x 1, 0,x y 0
x
−

≠ + ≠ ≥ − ≥ − ≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

( ) ( )
( )

2 4
2 2 2 2 2 2

2

x y x y4xyx y x y x y x y
x y x y x y

− −
+ − = − ⇔ = − ⇒ = −

+ + +

 ( ) ( ) ( )3 3 x y x y
x y x y x y 0

x y x y y 0
 = = ⇔ − − − + = ⇔ ⇔    − = + = 

. 

TH1: Neáu y 0= thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

x 1 x 1 x 1 x 1x 1 1 x 1 1 x 1 1 2
x x x x
− − − −

+ − = ⇔ + = + ⇔ + = + + . 

21 x 1 x x 1 x 1x 1 2 2
x x x x

− − + −
⇔ + − = ⇔ =

 
22

x 0
1 5xx x 1 x 1 24.

x x

 >
 +⇔ ⇔ =  − + −

=   

. 

TH2: Neáu y x= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2x 1 x 1 1x 1 1 x 2 2 1 x 2 1 x 1
x x x
− −

+ − − = ⇒ − − = ⇔ − = + . 

( ) ( )
( )

2
2

22

x 1x 1
4 1 x

4x 1 x x 1 0x

 = −+
⇔ − = ⇔ 

− − − =
 

3

3

x 1
28 3 871 1x 63 6 28 3 87

 = −
 −

⇔ − = −
 −

 

Thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 5x;y ;0
2

 +
=   
 

.          

Baøi 60. Giaûi heä phöông trình 

2
2

2

2
2

2

yx y
x x 1

x yy x
y 1 y


+ =

 + +


+ + =
+ −

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 21 y 1,y 1 y 0− ≤ ≤ + − ≠ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 

2
2 2

2 2

1 x 1 x 1x y 1 0 x y . 0
x x 1 x x 1

  + + −
 + − = ⇔ + =
 + + + + 

. 

2

2 2

2xx y . 0
x x 1 x 1 x 1

⇔ + =
  + + + − +  
  

. 

2

2 2

2yx 1 0 x 0
x x 1 x 1 x 1

 
 

⇔ + = ⇔ = 
   + + + − +      

(do 

2 2x 1 x 0, x 1 x 1 0+ + > + − + > . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
22

2 2 2

y 1 yy yy y 1 0 0
y 1 y y 1 y y 1 y

  − = ⇔ − = ⇔ =
 + − + − + − 

. 

2

y 0 y 0
y 11 y 0

 =  =
⇔ ⇔  = ± − = 

. 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 0; 1 ; 0;1= − thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 0; 1 ; 0;1= − .           

Baøi 61. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( ) ( )( )2 2 2

x y 2 x 1 y 1

x y 2 x 4x 3 y 1 81

 + − = + −


− + + + + − =


. 



Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 2≥ ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )( ) ( ) ( )( )x y 2 x 1 y 1 x y 2 2 x y 2 x 1 y 1+ − = + − ⇔ + − + − = + −   

( ) ( )( ) ( )
2

xy 2x 1 2 x y 2 0 x y 2 1 0 x y 2 1⇔ − + − − = ⇔ − − = ⇔ − = . 

( )x y 2 1⇔ − = . Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình neân vôùi 

1x 0 y 2
x

≠ ⇒ = + . 

Thay 1y 2
x

= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )
2 2

42 21 1x x 4x 3 2 1 81 4 x 1 81x
x x

     − + + + + − = ⇔ + =        
. 

( )
( )

2
x 0

2

11 x ,y 42 x 1 9x x 22
52 x 1 9x x 2 x 2,y
2

>

  = =+ = = ⇔ ←→ ⇒   + = − = = =  

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 5x;y ;4 ; 2;
2 2

   
=    
   

. 

Baøi 62. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 3 2

22 2

1 2x 2x 1 y 4x y 7x

x xy 1 x 1 x y 5x

 + − + = +


+ + + = +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 1≥ − . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )( )2 2 2
2

x 1
x y x 1 2x 3x 1 0 x 1 x y 2x 1 0

x y 2x 1 0

 =
− + − + = ⇔ − + − = ⇔ 

+ − =
. 

TH1: Neáu x 1= thay vaøo heä ta ñöôïc y 1= − . 

TH2: Neáu 2
2

1 2xx y 2x 1 0 y
x
−

+ − = ⇒ = (do x 0= khoâng thoûa maõn heä 

phöông trình). 



Thay 
2

1 2xy
x
−

= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )22 3 2 2 2

2 2
1 2x 1 2x1 2x 2x 1 4x . 7x 2x x 1 1 2x x

x x
− −

+ − + = + ⇔ − = −  

( ) ( ) ( ) ( )
x 0

2 2 2 24 2 2

1 2x 0 1 2x 0

4x x 1 1 2x x 4x x 1 1 2x
≠

 − ≥ − ≥ ⇔ ←→ 
− = − − = −  

. 

1 1x x ,y 2 2 2
2 2
1 1x 1 x 1 ,y 2 2 2
2 2

 
= − = − = + 

 ⇔ ⇒
 

= − = − = + 
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø 

( ) 1 1x;y ;2 2 2 ; 1 ;2 2 2
2 2

   
= − + − +   
   

. 

Baøi 63. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( )2 2 2

2

x y x 3 y 3 xy 2 3y 15y 13

x 2x y 2 3

  − + + + + − = + +   
 + + + =

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2x y 2 0+ + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3
x 2 4 x 2 y 3 4 y 3 x 2 y 3 y x 1+ + + = + + + ⇔ + = + ⇔ = − . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2 2x 3x 1 3 x 1 3x 1 2 0+ + = ⇔ − + + − = . 

( )( ) ( )3 x 1
x 1 x 1 0

3x 1 2

−
⇔ − + + =

+ +
. 

( ) 3x 1 x 1 0 x 1 y 0
3x 1 2

 
⇔ − + + = ⇔ = ⇒ = 

+ + 
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;0= .                              



Baøi 64. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )24 3

x 1 y 1 4

x y 1 x y 2 xy 1

 − + + =


+ + = + + +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 1≥ ≥ − .  

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( )
3

3 y xx y x y 2 0
y x 2

 =− − − = ⇔ 
= −

. 

TH1: Neáu y x 2= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

x 1 x 1 4 x 5 y 3− + − = ⇔ = ⇒ = . 

TH2: Neáu 3y x= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

3x 1 x 1 4 x 2 y 8− + + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 5;3 ; 2;8= .        

Baøi 65. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2

x y 1 2y x x 1

4x 3x 3 4y y 3 2 2x 1

 − + = +


+ + = + + −
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 1x ,y 3
2

≥ ≥ − . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )( )
2

x y x 2 0

4x 3x 3 4y y 3 2 2x 1

 − + =


+ + = + + −  

2

x y

4x 3x 3 4x x 3 2 2x 1

 =⇔ 
+ + = + + −

 

( ) ( )
 =
⇔ 

− + + − − =
 =
  =⇔ = + ⇔ 

= − =

2 2

x y

2x x 3 2x 1 1 0

x y
x 1

2x x 3
y 1

2x 1 1

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .      



Chuû ñeà 14.   KYÕ THUAÄT LÖÔÏNG GIAÙC HOÙA 
 Noäi dung chuû ñeà naøy ñeà caäp ñeán pheùp theá löôïng giaùc khi giaûi heä. Ky thuaät 

naøy toâi ñaõ nhaéc ñeán trong cuoán phöông trình, baát phöông trình voâ tyû. Muïc 
ñích cung caáp cho caùc em ñaày ñuû caùc coâng cuï khi tieáp xuùc vôùi heä phöông 
trình giuùp phaûn xaï khi heä coù caùc daáu hieäu nhaän bieát pheùp theá löôïng giaùc. Kyõ 
thuaät naøy ñöôïc nhaéc laïi moät laàn nöõa trong chöông 3 khi xöû lyù heä laëp nhieàu aån.  

A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

 Phöông trình löôïng giaùc cô baûn:

cosx cos x 2k
x 2k

sin x sin
,kx 2k

tan x tan x k
cot x cot x k

 = α⇔ = ±α + π


 = α + π = α⇔  ∈= π −α + π 
 = α⇔ = α + π
 = α⇔ = α + π

 .  

 Daáu hieän nhaän bieát 

 - Moät phöông trình cuûa heä coù daïng: ( ) ( )2 2 2px a qy b c− + − =  ñaët 

px a csin
, 0;2

qy b ccos
 = + α

 α∈ π  = + α
. 

 - Neáu töø heä phöông trình suy ra x a;a ,y b;b   ∈ − ∈ −      

 Ñaët ( )x asin
, , 0;2

y bsin
 = α

 α β∈ π  = β
.     

 Daïng naøy thöôøng ñi cuøng caùc caên thöùc 2 2a x− vaø 2 2b y− .   

 Caùc giaù trò löôïng giaùc cuûa caùc goùc ñaëc bieät: 

 
-
 

2 5 1 4 5 1cos ;cos
5 2 5 4
π − π +
= = − .  

 - 6 2 5 6 2 7 2 3cos ,cos ;cos
12 4 12 4 12 2
π + π − π −
= = = − .  

 Moät soá coâng thöùc löôïng giaùc hay söû duïng: 
 Coâng thöùc coäng, tröø baäc nhaát: 

 
- 1 1sin x cosx 2 sin x cosx 2 sin x 2cos x

4 42 2

     π π
± = ± = ± =     

    
 . 



 
- 1 3sin x 3 cosx 2 sin x cosx 2sin x 2cos x

2 2 3 6

     π π
± = ± = ± =           

 . 

 
- 3 13 sin x cosx 2 sin x cosx 2sin x 2cos x

2 2 6 3

     π π
± = ± = ± =           

 .   

 Goùc nhaân ñoâi:  

 - 2 2sin2x 2sin x cosx;cos2x 2cos x 1 1 2sin x= = − = − .  

 
- 

2

2 2 2
2 tan x 2tan x 1 tan xtan2x ;sin2x ;cos2x

1 tan x 1 tan x 1 tan x
−

= = =
− + +

. 

 Goùc nhaân ba: 

 - 3 3sin3x 3sin x 4sin x;cos3x 4cos x 3cosx= − = − . 

 - 
( ) ( )2 2

2 2

tan x 3 tan x cot x cot x 3
tan3x ;cot3x

1 3tan x 3cot x 1

− −
= =

− −
.   

 Goùc nhaân boán: 

 
- ( )3 4 2sin 4x 4cosx sin x 2sin x ;cos4x 8cos x 8cos x 1= − = − + .  

 Goùc nhaân 5: 

 - 5 3 5 3sin5x 16sin x 20sin x 5sin x;cos5x 16cos x 20cos x 5cosx= − + = − + . 

 Toång quaùt: cosnx laø ña thöùc baäc n vôùi cosx vaø sin nx laø ña thöùc baäc n vôùi 
sin x (vôùi n leû).       

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 

2

2

1x 1 y
4
1y 1 x
4


− =


 − =


. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Ñieàu kieän: x 1, y 1≤ ≤ ñeå heä phöông trình coù nghieäm ta phaûi coù 

x 0,y 0> > vaäy 0 x 1,0 y 1< ≤ < ≤ . 

 Ñaët 
x sin

, , 0;
2y cos

 = α  π
α β∈  = β  

. 

 Heä phöông trình trôû thaønh: 



 

( )
( )

2

2

1 1sin 1 cos 2sin sin 2cos 14 2
1 1 2cos 0cos 1 sin 2cos cos
4 2

 
α − β = α β =   α −β =  ⇔ ⇔  

α +β =  β − α = β α =
  

. 

 

6 25 x
412

6 2y
12 43

6 2x2 12 4
5 6 2y12 4

 − π  =α =    π + π  β = =α −β = ±    ⇔ ⇔ ⇔ π  π +α +β = α = =    π −β =  =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 6 2 6 2 6 2 6 2x;y ; ; ;
4 4 4 4

   − + + −
=       
   

. 

Caùch 2: Nhaän xeùt ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi II tröø theo veá hai phöông trình cuûa 

heä,  ta ñöôïc: ( ) ( )x,y 02 2 2 2 2 2y 1 x x 1 y x 1 y y 1 x x y≥− = − ←→ − = − ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) x 02 2 2

6 2x1 4x 1 x 16x 1 x 1
4 6 2x

4

≥

 −
=

− = ⇔ − = ←→
 +

=


. 

 Ta coù keát quaû töông töï.    

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình ( )( )
2 2

3 3

x y 1
13x 4x 3y 4y
2

 + =


− − =


. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
( )( )3 3 1 13sin 4sin 3cos 4cos sin3 cos3

2 2
α − α α − α = ⇔ α α = − . 



 
sin6 1 k

12 3
π π

⇔ α = − ⇔ α = − + . 

 Do 7 11 5 190;2 ; ; ; ;
4 12 12 4 12

 π π π π π α∈ π ⇒α∈  
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm laø:  

( ) ( ) 7 11 15 19x;y sin ;cos , ; ; ; ;
4 12 12 12 12

 π π π π π
= α α α∈ 

 
. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

2 2

2 x y 1 4xy 3

x y 1

 − + =

 + =

. 

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Vì 2 2x y 1+ = neân toàn taïi 0;2 α∈ π  sao cho x sin ,y cos= α = α . 

Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

 ( )( )2 sin cos 1 4sin cos 3α − α + α α = . 

 Ñaët 
21 tt sin cos sin cos ,t 2; 2

2
−  = α − α⇒ α α = ∈ −  . 

 Phöông trình trôû thaønh: 

 

2
31 t2t 1 4. 3 3 2t 2 2t 3 0

2

 −
+ = ⇔ − − =  

 
. 

 Phöông trình naøy coù nghieäm leû neân ta xöû lyù theo höôùng khaùc. 

  
( )( )2 sin cos 1 4sin cos 3 4sin sin2 sin 3

4 6
  π π

α − α + α α = ⇔ α − α + =  
  

 

 
8sin sin cos 3

4 12 12
     π π π

⇔ α − α + α − =     
     

. 

 
4cos cos cos 2 3

12 3 6
    π π π

⇔ α − − α − =    
    

. 

 
2cos 4cos cos 2 3

12 12 6
     π π π

⇔ α − − α − α − =     
     

. 



 

5 13 23 k2 k
4 6 36 32cos 3 3 ,k

4 5 7 23 k2 k
4 6 36 3

 π π π π
α − = + π α = +  π

 ⇔ − α − = ⇔ ⇔ ∈  π π π π   α − = − + π α = − +  

 . 

 Vì 13 37 61 17 41 650;2 , , , , ,
36 36 36 36 36 36

 π π π π π π α∈ π ⇒α =   
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù saùu nghieäm 

 
( ) ( ) 13 37 61 17 41 65x;y sin ;cos , , , , , ,

36 36 36 36 36 36
 π π π π π π

= α α α =  
 

. 

 Nhaän xeùt. Ñeå giaûi phöông trình ( )( )2 sin cos 1 4sin cos 3α − α + α α = ta coù 

theå thöïc hieän caùch khaùc nhö sau: 

  

6sin cos 2sin sin2 2cos sin2
2

α − α + α α − α α = . 

 

6sin cos cos cos3 sin3 sin
2

⇔ α− α + α − α − α − α = . 

 

6 3cos3 sin3 cos 3
2 4 2

 π
⇔ α + α = − ⇔ α − = − 

 
.     

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2

2

x 1 y 2y

y 1 x 2x

 − =


− =


. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Nhaän thaáy x 1,y 1= ± = ± khoâng thoûa maõn heä phöông trình: 

 Xeùt x,y 1≠ ± khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
2

2

2yx
1 y

2xy
1 x


=

 −

 = −

. 

 Ñaët x tan ,y tan , , ;
2 2

\
4

    π π π
= α = β α β∈ − ±   

    
 heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2

2

2 tan k 2ltan
tan tan2 2 k1 tan 3
tan tan2 2 l l 2k2tantan

31 tan

 β  +α = α = − π  α = β α = β + π − β ⇔ ⇔ ⇔   
β = α β = α + π +α   β = − πβ = − α

. 



 Vì ( ) ( ) ( ) ( ), ; k; l 0;0 ; 1;1 ; 1; 1\
2 2 4

   π π π
α β∈ − ± ⇒ = − −  

   
. 

 Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 3; 3 ; 3; 3= − − .     

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 3; 3 ; 3; 3= − − . 

Caùch 2: Ñaây laø moät heä ñoái xöùng loaïi II neân tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä 
ta ñöôïc:           

  ( ) ( )2 2x y xy yx 2y 2x 3 x y xy x y 0− − + = − ⇔ − + − = . 

 
( )( ) x y
x y xy 3 0

xy 3
 =

⇔ − + = ⇔  = −
. 

 Xeùt töøng tröôøng hôïp thay ngöôïc laïi heä ta coù keát quaû töông töï treân. Chuù yù vôùi 
tröôøng hôïp xy 3= − ta caàn coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ñöa veà heä 

môùi daïng ñoái xöùng loaïi I deã xöû lyù hôn(hoaëc coù theå thöïc hieän pheùp theá).    

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2

2 3

x 1 y 2y

y 1 3x 3x x

 − =


− = −


. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy 1y 1,x
3

= ± = ± khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 1y 1,x
3

≠ ± ≠ ± khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
2

3

2

2yx
1 y

3x xy
1 3x


=

−


− = −

. 

 Ñaët \x tan , ;
2 2 6

   π π π
= α α∈ − ±  

   
heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
2

2 2
2

2

2ytan 2y 2tan31 y tan tan
1 y 1 tan 3tan 3 tan

y tan3y tan3y
1 3tan


α =   α− α = α =  ⇔ ⇔−   − α

α − α   = α= α =
− α

. 



 

;
2 2

\
6

ktan tan6 2 2; ;0; ;5 5 5 5 5y tan3 y tan3

   π π π
α∈ − ±  

   
 π α = α  α = π π π π⇔ ⇔ ←→α∈ − −   

= α    = α

. 

 Vaäy heä phöông trình coù naêm nghieäm laø: 

( ) ( ) 2 2x;y tan ;tan3 , ; ;0; ;
5 5 5 5

 π π π π
= α α α∈ − − 

 
. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 3 2

x y 1

4x 4y 3x y 2 3xy 2x

 − =


+ = + +
. 

Lôøi giaûi 

 Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra 2 2x y 1 1 x 1= + ≥ ⇒ ≥ . 

 Ñaët 1x , 0; y t\ an
cos 2

 π = α∈ π ⇒ = α  α  
. 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
3

3 2
4 3 2 3 24tan tan tan

cos coscos cos
+ α = α + α +

α αα α
. 

 
sin3 3 sin2 cos2 3 sin3 2sin 2 3

6
 π

⇔ α + α + α = ⇔ α + α + = 
 

. 

 

0;
sin3 1

2 1x y
sin 2 1 6 3 36

 α∈ π 

 α =
π⇔ ←→α = ⇒ = ⇒ = π α + =   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 2 1x;y ;
3 3

 
=  
 

.               

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
x 2 2 2 y

y 2 2 2 x


= + − +


 = + − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän ñeå heä phöông trình coù nghieäm laø:  

x,y 0 0 x 2
0 y 2x 2 2, y 2 2

 ≥  ≤ ≤ ⇔ 
≤ ≤+ ≤ + ≤ 

. 

 Neáu x y x y 2 2 2 y 2 2 2 x 0> ⇒ − = + − + − + − + < voâ lyù. 



 Neáu x y x y 2 2 2 y 2 2 2 x 0< ⇒ − = + − + − + − + > voâ lyù. 

 Vaäy x y x 2 2 2 x= ⇔ = + − + . 

 Ñaët x 2cos , ;
2 2

 π π
= α α∈ − 

 
. 

 Khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

  

t2cost 2 2 2 2cost 2cost 2 2 2cos
2

= + − + ⇔ = + − . 

 

t t2cost 2 2sin 2cost 2 1 cos
4 2 4

  π
⇔ = + ⇔ = + −  

  
. 

 

t 2 16t k2 t kt 4 8 9 92cost 2cos
4 8 t 2 16t k2 t k

4 8 7 7

 π π π
= − + π = +  π

 ⇔ = − ⇔ ⇔  π π π   = − + + π = − +  

. 

 Vì ( ) ( )2 2 2 2t ; t , x;y 2cost;2cost ,t ,
2 2 9 7 9 7

   π π π π π π
∈ − ⇒ = − ⇒ = = −  
   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 2 2x;y 2cost;2cost ,t ,
9 7

 π π
= = − 

 
.      

 Nhaän xeùt. Ta coù theå toång quaùt cho n daáu caên: 

x 2 2 ... 2 2 y

y 2 2 ... 2 2 x


= + + + − +




= + + + − +

(n daáu caên). 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )( )( )

( )( )( )( )
x 1 y y 1 x 3 3 2x 2y

xy 1 x 1 y 1 3 2x 2y

 − − − + = +

 + − − + = +


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 0 x 1,0 y 1≤ ≤ ≤ ≤ . 

 Nhaän thaáy x y 0= = laø moät nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt x 0,y 0> > khi ñoù ñaët x cosa, y cosb, a,b 0;
2

  π
= = ∈ 

  
. 

 Heä phöông trình trôû thaønh: 



  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

cos a 1 cos b cos b 1 cos a 3 3 2 cosa cosb

cos acos b 1 cos a 1 cos b 1 3 2 cosa cosb

 − − − + = +  

  + − − + = +  

. 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

3 3 sin b a 2 cosa cosb3 3 sin b a 2 cosa cosb
1tan b a1 3 cos b a 2 cosa cosb
3

 + − = + + − = +  ⇔ ⇔ 
− =+ − = + 

 

 

 

( ) ( ) ( ) 3 3 a b3 3 sin b a 2 cosa cosb 2 2 cos cos
2 2 12

b a b a6 6

 + + π + − = + = ⇔ ⇔ π π − = − = 

. 

 

a b 3 3 3cos
2 2 a b1 cos 362.2 2.

2 b a
6

b a
6

 + +
= =  ππ + =+ ⇔ ⇔ 

π  − =
 π

− =


. 

 

1 cos 2 3a 6x cos12 12 2 2
b 24 y cos

4 2

 π π + π +=  = = = ⇔ ⇔ 
π = π  = =



. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 2 3 2x;y 0;0 ; ;
2 2

 + =
 
 

.       

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( ) ( ) ( )
2

3 2

x 3y 2y 0

36 x x 3y 27 4y y 2 3 9 x 1

 + − =


+ − − + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0≥ .  
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

3

3x 3y 1 1

36x x 2 3 9 x 4 3y 1 3 3y 1 0


+ − =


 + − + − − − =


. 

 Ñaët ( )3x sin , 0;
3y 1 cos

 = α  α∈ π  − = α
khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
( )

3
336sin sin2 3 9 4cos 3cos 0

3 3 3
α α
+ − + α − α = . 

 
34 3 sin 3 3 sin cos3 2sin⇔ α− α + α = − α . 

 
3 sin3 cos3 2sin sin 3 sin

6
 π

⇔ α − α = α⇔ α − = α 
 

. 

 

0;
3 k2 k 7 196 12 , ,

12 24 247 k3 k2
6 24 2

 α∈ π 

 π π
α − = α + π α = + π   π π π

⇔ ⇔ ←→α∈  
π π π   α − = π −α + π α = + 

. 

 Suy ra ( )
2sin 1 cos 7 19x;y ; , , ,
3 3 12 24 24

   α + α π π π
= α∈       

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( )
2sin 1 cos 7 19x;y ; , , ,
3 3 12 24 24

   α + α π π π
= α∈       

. 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN  

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2

x y 1

2x 3y 3 2xy 3x
1

4 3xy 3

 + =


+ + −
=

−

. 

 
Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñieàu kieän: 3xy
4

≠ . 

 Ñaët 
x sin

, 0;2
y cos
 = α

 α∈ π  = α
khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( )22sin 3cos 3 sin2 3sin 2 3 sin2 3α + α + α − α = α − . 



 

2cos 2 3cos 2 0
3 3

   π π
⇔ α + + α + + =   

   
. 

 

2
cos 1

3
2cos 3cos 1 0

3 3 1cos
3 2

  π
α + = −  

   π π  ⇔ α + + α + + = ⇔      π     α + = − 
  

. 

 

2 k2
3

k2
3 k2

32 k2 k23 3

 π
α = + π π α + = π + π π⇔ ⇔ α = + ππ π α + = ± + π α = −π + π 


. 

 Do 20;2 ; ;
3 3

 π π α∈ π ⇒α∈ π  
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) 2x;y sin ;cos , ; ;
3 3

 π π
= α α α∈ π 

 
. 

Caùch 2: Vieát phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

 ( )( )3 2x x 3y 3 0− − − = . 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù keát quaû töông töï.           

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình ( )( )
2 2

3 3

x y 1
13x 4x 3y 4y
2

 + =


− − = −


.  

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
( )( )3 3 1 13sin 4sin 3cos 4cos sin3 cos3

2 2
α − α α − α = − ⇔ α α = . 

 
sin6 1 k

12 3
π π

⇔ α = ⇔ α = + . 

 Do 5 3 13 17 70;2 ; ; ; ; ;
12 12 4 12 12 4
 π π π π π π α∈ π ⇒α∈  
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm laø: 



( ) ( ) 5 3 13 17 7x;y sin ;cos , ; ; ; ; ;
12 12 4 12 12 4
 π π π π π π

= α α α∈ 
 

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
2 2

3 3

x y 1

3 x y 4 x y x y

 + =


+ − + = −

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( ) 3 33 sin cos 4sin 4cos sin cosα + α − α − α = α − α . 

 
sin3 cos3 sin cos sin 3 sin

4 4
   π π

⇔ α − α = α − α⇔ α − = α −   
   

. 

 

k3 k2
4 4

35 k3 k2 8 24 4

 π π α = πα − = α − + π ⇔ ⇔ π ππ π α = + α − = −α + π 

.    

 Do 3 7 11 150;2 0; ;2 ; ; ; ;
8 8 8 8

 π π π π α∈ π ⇒α∈ π π  
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù baåy nghieäm laø 

 
( ) ( ) 3 7 11 15x;y sin ;cos , 0; ;2 ; ; ; ;

8 8 8 8
 π π π π

= α α α∈ π π 
 

. 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

3 3

x y 1

3 3x 4x 3y 4y 2

 + =


− + − =

.   

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( )3 33 3sin 4sin 3cos 4cos 2 3 sin3 cos3 2α − α + α − α = ⇔ α − α = . 

 

2 2sin 3 1 3 k2 k
6 6 2 9 3

 π π π π π
⇔ α − = ⇔ α − = + π⇔ α = + 

 
. 

  Do 2 8 140;2 ; ;
9 9 9

 π π π α∈ π ⇒α∈  
 

.  

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 



( ) ( ) 2 8 14x;y sin ;cos , ; ;
9 9 9

 π π π
= α α α∈ 

 
. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình ( )( )
2 2

3 4 2

x y 1
1y x 2x 8y 8y 1
4

 + =


− − + =


. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( )( )3 4 24cos sin 2sin 8cos 8cos 1 1α α − α α − α + = . 

 

k1 48 4sin 4 cos4 1 sin8
2 5 k

48 4

 π π
α = +
⇔ α α = ⇔ α = ⇔

π πα = +

.   

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 4 2

x y 1

4xy 8x y 8y 8y 1 x y

 + =


− + − + = +
.  

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

 ( )3 4 24cos sin 2sin 8cos 8cos 1 sin cosα α − α + α − α + = α + α . 

 
sin 4 cos4 sin cos sin 4 sin

4 4
   π π

⇔ α + α = α + α⇔ α + = α +   
   

.  

 

2k4 k2
34 4

3 24 k2 k
4 4 10 5

 ππ π
α =α + = α + + π 
⇔ ⇔

π π π π α + = −α + π α = + 

.   

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 4 2

x y 1

4xy 8x y 8y 8y 0

 + =


− + − =
. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 



  ( )3 4 24cos sin 2sin 8cos 8cos 0α α − α + α − α = . 

 

k1 2sin 4 cos4 1 0 sin 4
4 2 k

8 2

 πα = π
⇔ α + α − = ⇔ α + = ⇔  π π  α = +

.  

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 4 2

x y 1

4 3y 8 3x y 8y 8y 1

 + =


− + − =
.    

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x sin
, 0;2

y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( )3 4 24 3 cos sin 2sin 8cos 8cos 1α α − α + α − α = . 

 
3 sin 4 cos4 2 sin 4 1 k

6 12 2
 π π π

⇔ α + α = ⇔ α + = ⇔ α = + 
 

.  

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( )( )
2 2

2 4 2

x y 1
116x 20x 5 16y 20y 5

xy
4

 + =



− + − + =


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ .  

 Ñaët \
x sin 3, 0;2 0; ;2 ; ;

2 2y cos
  = α  π π α∈ π π π    = α    

 phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
( )( )4 2 4 2 116sin 20sin 5 16cos 20cos 5

sin cos
α − α + α − α + =

α α
. 

 

k1 60 5sin5 cos5 1 sin10
2

k
12 5

 π π
α = +
⇔ α α = ⇔ α = ⇔

π πα = +

.   

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 4 2

x y 1
1 116x 20x 16y 20y 10
x y

4

 + =



− + − + = +


.   

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: xy 0≠ .  



 Ñaët \
x sin 3, 0;2 0; ;2 ; ;

2 2y cos
  = α  π π α∈ π π π    = α    

 phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  
( ) ( )4 2 4 2 1 116sin 20sin 5 16cos 20cos 5

sin cos
α − α + + α − α + = +

α α
. 

 

⇔ α+ α = α + α

 π
α =   π π
⇔ α + = α + ⇔    π π    α = +

sin5 cos5 sin cos

k
2sin 5 sin

4 4
k

12 3

.  

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
2

2

x 1 y 1

y 1 x 3

 + − =

 + − =

.   

Lôøi giaûi 

 Ñaët ( )x cosa
, a,b 0;

y cosb
 =

 ∈ π  =
heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

  
2

cosa sin b 1cosa 1 cos b 1
cosb sina 3cosb 1 cos a 3

2  + =+ − = ⇔ 
+ = + − =

. 

 Nhaân cheùo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )3 cosa sin b sina cosb 3 cosa sina cosb 3 sin b+ = + ⇔ − = − . 

 

a b k2
6 3cos a cos b

6 3
a b k2

6 3

 π π
+ = + + π   π π

⇔ + = + ⇔    π π    + = − − + π

. 

 Do a,b 0; a b
6
π ∈ π ⇒ − =  thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä, suy ra:  

 1 3a ,b x ,y
3 6 2 2
π π

= = ⇒ = = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 3x;y ;
2 2

 
=   
 

.          



Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 

2

2

2

2

1 yx
1 y

1 xy
1 x

 −
=

 +

 −

=
+

. 

Lôøi giaûi 

 Ñaët x tan , ;
2 2

 π π
= α α∈ − 

 
heä phöông trình trôû thaønh: 

2
2 2

2
2 2

2

2

1 ytan 1 y sin 2tan tan1 y
1 y 1 cos 2

1 tan y cos2y cos2y
1 tan

 − α =  − αα = α = + ⇔ ⇔  + + α
  − α = α= α= 

+ α

. 

 

2 22

2 2
1 tan 2tan1 tan
1 tan 1 tan

y cos2

    − α α + α =     ⇔  + α + α    
 = α

. 

 

3

3

tan 0
tan 1

1 2 17 3 33tan
3 33 17 3 33

y cos2



 α =


α =⇔ 
 + α = − − +

+
 = α  

 

3

3

x 0,y 1
x 1,y 0

1 2 17 3 33x y
3 33 17 3 33



 = =


⇔ = =


+ = = − − +
+

. 

 
 
 
 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 



 
( ) ( ) ( )

3 3

3 3

1 2 17 3 33 1 2 17 3 33x;y 0;1 ; 1;0 ; ;
3 3 3 33 17 3 33 3 17 3 33

 + + = − − + − − +
 + + 

 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 1 y

y 1 x

 = −

 = −

. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy neáu ( )0 0x ;y laø nghieäm cuûa heä phöông trình thì ( )0 0x ; y± ± cuõng laø 

nghieäm cuûa heä vaäy ta chæ caàn xeùt caùc nghieäm khoâng aâm sau ñoù laáy ± ta seõ 
ñöôïc ñaày ñuû nghieäm cuûa heä. 

 Ñaët ( )x sina
, a,b 0;

y sin b
 =

 ∈ π  =
khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

2 2 2
2 4

22 2

sin a 1 sin b sina cos b
sin b 1 sin a 1 cos b

sin b cos asin b 1 sin a

 = − = ⇔ ⇒ = − = − 
= = − 

. 

 

( )2 0 sin b 12
sin b 0

sin b 1 1 sin b sin b 1

5 1sin b
2

≤ ≤


 =

⇔ = − − ←→ =


− =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù baûy nghieäm: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 5 1 5 1 5 1 1 5x;y 0;1 ; 0; 1 ; 1;0 ; 1;0 ; ; ; ; ;
2 2 2 2

5 1 5 1 5 1 5 1; ; ;
2 2 2 2

   − − − −
= − −       

   
   − + − − + − +
      
   

    

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

2 2x 1 y y 1 x 1

1 x 1 y 2

 − + − =


− + =
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Ñieàu kieän: 1 x,y 1− ≤ ≤ . 

 Ñaët 
x sina

, a,b ;
2 2y sin b

  =  π π
∈ −   =    

heä phöông trình trôû thaønh: 



  
( )( )

( )
( )( )
sin a b 1sinacosb sin bcosa 1

1 sina 1 sin b 2 1 sina 1 sin b 2

 + = + = ⇔ − + = − + =  
. 

 

( )( )

a,b ;
2 2

a ba b 2a b 2
2

sina 1 a1 sina 1 cosa 2 2
cosa 1 a 0

 π π
∈ − 
 

 π π + =+ = π  + =  ←→ ⇔ ⇔  π   = − = −  − + =   = =

. 

 

a 0 x 0
y 1b

2

 =  =⇔ ⇔ π == 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= .    

Caùch 2: Nhaän thaáy x 1= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt x 1≠ töø phöông trình thöù hai cuûa heä ruùt ra 2 x 1y 1
1 x 1 x

+
= − =

− −
. 

 Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )

2
2

2
x 1 x 1 4x x 1x 1 1 x 1 x 1 x 1 x 0
x 1 1 x 1 xx 1

 + + − +
− + − = ⇔ + − = ⇒ ≤ − − −  −

. 

 Maët khaùc:   

 
( ) ( )2 2

4x x 1 4x x 1 x 1x 1 x x x 1 1, x 0
1 x 1 x 1 xx 1 x 1

− + − + +
+ − = + ≤ ≤ + ≤ ∀ ≤

− − −− −
. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 0 y 1= ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;1= .        

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2 3

2 3

y 1 3x 3x x

x 1 3y 3y y

 − = −


− = −


. 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy 1 1x ,y
3 3

= ± = ± khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 1 1x ,y
3 3

≠ ± ≠ ± khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi:

3

2

3

2

3x xy
1 3x
3y yx
1 3y

 −
=

 −


− = −

. 



 Ñaët \x tan , ;
2 2 6

   π π π
= α α∈ − ±  

   
khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

3

2

3

2

3tan tany ky tan31 3tan ,k8
tan tan93y y y tan3tan

1 3y

 α − α
=  π = α α = − α ⇔ ⇔ ∈  

α = α−   = αα =  −

 . 

 Vì 3 3; ; ; ;0; ; ;
2 2 6 8 4 8 8 4 8

\
     π π π π π π π π π

α∈ − ± ⇒α∈ − − −    
     

. 

 Vaäy heä phöông trình coù baåy nghieäm laø 

 
( ) ( ) 3 3x;y tan ;tan3 , ; ; ;0; ; ;

8 4 8 8 4 8
 π π π π π π

= α α α∈ − − − 
 

. 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2 2

y 2x 2x 3x y

x y 1

 + + =


− = −
.       

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy 1x 0,x
3

= = ± khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 1x 0,x
3

≠ ≠ ± khi ñoù töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta coù: 

 

3

2
3x xx y x y 0
1 3x

−
− = ⇒ − ≠

−
. 

 Ñaët x tan , ; ;0
2 2

\
6

   π π π
= α α∈ − ±  

   
suy ra x y tan3− = α . 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

 

( )( )2 2

2

1x y 1 x y x y 1 x y
x y

x y x y x y 1 tan 3 2x cot 6
2 2 x y 2tan3

− = − ⇔ − + = − ⇔ + = −
−

+ + − − α −
⇒ = = − = = − α

− α

. 

 Suy ra 3 3tan cot 6 k ; ; ;
10 5 10 10 10 10

 π π π π π π
α = − α⇔ α = + ⇒α∈ − − 

 
. 

 
 



 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø 

 
( ) ( ) 3 3x;y tan ;tan tan3 , ; ; ;

10 10 10 10
 π π π π

= α α − α α∈ − − 
 

. 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
2 2

5 3 5 3

x 4y 1

16x 20x 5x 512y 160y 10y 2 0

 + =


− + + − + + =
 

Lôøi giaûi 

 Ñaët 
x sin

, 0;2
2y cos
 = α

 α∈ π  = α
phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

  ( ) ( )5 3 5 316sin 20sin 5sin 16cos 20cos 5cos 2 0α − α + α + α − α + α + =  

 

3 2sin5 cos5 2 sin 5 1 k ,k
4 20 5

 π π π
⇔ α + α = − ⇔ α + = − ⇔ α = − + ∈ 

 
 . 

 Do 13 21 29 370;2 ; ; ; ;
4 20 20 20 20

 π π π π π α∈ π ⇒α∈  
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù naêm nghieäm laø: 

( ) cos 13 21 29 37x;y sin ; , ; ; ; ;
2 4 20 20 20 20

   α π π π π π
= α α∈  
   

. 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2

x x 1 y 1 y 1

4y 3y 1 x

  + + + − =    
 − = −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 1 x 1− ≤ ≤ . 
 Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra x y= (xem chuû ñeà kyõ thuaät söû duïng 

tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá). 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 3 24x 3x 1 x− = − . 

 Ñaët x cos , 0; = α α∈ π  phöông trình trôû thaønh: 

 

3 2

k
8 24cos 3cos 1 cos cos3 sin

k
4

 π π
α = +
α − α = − α ⇔ α = α⇔

πα = − + π

. 



 Do 3 50; ; ;
8 4 8

 π π π α∈ π ⇒α∈  
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm ( ) ( ) 3 5x;y cos ;cos , ; ;
8 4 8

 π π π
= α α α∈ 

 
. 

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 21 1 x y 1 2 1 y

x ln y 1 y ln x 1

  + − = + −   
 − + = − +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 0 x,y 1≤ ≤ . 

 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( )x ln x 1 y ln y 1  (1)+ + = + + . 

 Xeùt haøm soá ( )f(t) t ln t 1= + + treân )0; +∞ , ta coù: 

 

1 1f '(t) 0, t 0
t 12 t

= + > ∀ >
+

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

 Do ñoù (1) f(x) f(y) x y⇔ = ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 21 1 x x 1 2 1 x + − = + − 

 
. 

 Ñaët x sin , 0;
2

 π
= α α∈ 

 
khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

  
( )2 21 1 sin sin 1 2 1 sin 1 cos sin 1 2cos + − α = α + − α ⇔ + α = α + α 

 
. 

 

0;
2

cos 0
3 22 cos 2sin cos ;

3 12 2 2 6 2sin
2 2

 π
α∈ 

 

 α
=  α α α π π⇔ = ⇔ ←→α∈ α  =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( )1 1x;y ; ; 1;1
2 2

 
=  
 

.        

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )( )25 3 2 2 22 3y 10y 3y x 1 x 1 y 1

3x 2y 2x y y x


− + + = + +


 − + − = −

. 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x,y 0,3x 2y 0,2x y 0≥ − ≥ − ≥ . 

 Nhaän thaáy x y 0= = khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt 2 2x y 0+ > phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )3x 2y 2x y x y 0− − − + − = . 

 

x y x y 0
3x 2y 2x y x y

− −
⇔ + =

− + − +
. 

 
( ) 1 1x y 0 x y

3x 2y 2x y x y

 
 ⇔ − + = ⇔ =
 − + − + 

. 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )

335 3 2 2
2 22

1 6x 2x2 3x 10x 3x x 1 x 1 4
1 x 1 xx 1

 
− + + = + ⇔ = −  

+ + +
. 

 Ñaët x tan , 0;
2

 π
= α α∈ 

 
phöông trình trôû thaønh: 

 

3cos 3sin2 4sin 2 cos cos 6
2

 π
α = α − α⇔ α = − α 

 
 

 

0;
2

2k 3 514 7 , ,
14 14 142k

10 5

 π
α∈ 

 

 π π
α = +  π π π
⇔ ←→α∈ 

π π  α = −

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù ba nghieäm laø: 

( ) ( ) 3 5x;y tan ;tan , , ,
14 14 14
 π π π

= α α α∈ 
 

. 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình 
2

2

3 3 2 2

1 2y 1 x 1 2y
2

4x y 6x y 3xy 3x 3y 0


− − = −




− − + + − =

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 21 x 1,1 2y 1 x 0− ≤ ≤ − − ≥ .  

 



 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( )3 32x y 3 2 y y 3y 2x y y x y− + − = + ⇔ − = ⇔ = . 

 Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2
21 2x 1 x 1 2x

2
− −

= − . 

 Ñaët x cos , 0; = α α∈ π  phöông trình trôû thaønh: 

  

2
21 2cos 1 cos 1 sin21 2cos cos2

2 2
− α − α − α

= − α⇔ = − α . 

 

2
2

3cos2 0
4 4

1 sin2 1 sin2cos 2 cos 22 2

π π α ≤ ≤ α ≤ ⇔ ⇔ − α − α= α  = α 

. 

 

( )

3 1 1x ,y4 4
2 241 sin2 0

7 2 3 2 32 1 sin2 1 x ,y12 2 2

π π ≤ α ≤  π = =α =  ⇔ − α = ⇔ ⇒  π  − −α = + α = = − = −  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 1 2 3 2 3x;y ; ; ;
2 22 2

   − − = − −      
. 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

1 x 2y 1 2x 1 y

x 1 y x 1 y 1

 − = − + −
  + + + − =  
  

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1, 1 y 1≤ − ≤ ≤ . 

 Töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra y x= (xem chuû ñeà heä phöông trình 

chöùa caên thöùc).          

 Thay y x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 2 21 x 2x 1 2x 1 x− = − + − . 

 
 



 Ñaët x cos , 0; = α α∈ π  phöông trình trôû thaønh: 

  
2 21 cos 2cos 1 2cos 1 cos− α = α − + α − α . 

 

0;sin2 cos2 0 31 cos sin2 cos2
101 cos 1 sin 4

 α∈ π  α + α ≥ π
⇔ − α = α + α⇔ ←→α =

− α = + α
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 3x;y cos ;cos
10 10

 π π
=  
 

.            

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
3

2

2y 2x 1 x 3 1 x y

y 2x 1 2xy 1 x

 + − = − −


= − + +
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 1 x 1− ≤ ≤ . 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

( )33

22

2y y 2 1 x 1 x y 1 x

y 2x 1 2xy 1 xy 2x 1 2xy 1 x

 + = − + − = − ⇔ 
= − + + = − + +

. 

 
2 2

y 1 x

1 x 2x 1 2x 1 x  (1)

 = −⇔ 
 − = − + −

. 

 Ñeå giaûi phöông trình (1) thöïc hieän töông töï baøi toaùn treân tìm ñöôïc  nghieäm 
cuûa heä phöông trình. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 3x;y cos ; 2 cos
10 20

 π π
=  
 

.   



Chuû ñeà 15.   KYÕ THUAÄT HEÄ SOÁ BAÁT ÑÒNH 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
DAÏNG 1: HEÄ SOÁ BAÁT ÑÒNH LAØ HAÈNG SOÁ 

 Phöông trình coù daïng 
A F(x,y) 0 (1)
B G(x,y) 0 (2)
 = =


= =
 . 

 Khi ñoù laáy a.(1) b.(2)+ , (trong ñoù a,b  laø caùc haèng soá ñöôïc xaùc ñònh sau) ta 

ñöôïc moät phöông trình vaø muïc ñích cuûa ta laø ñöa phöông trình ñoù veà daïng 
tích(hay phaân tích ñöôïc thaønh nhaân töû). Thoâng thöôøng laáy a 1=   hoaëc b 1=  .  

 Neáu F(x,y)   baäc cao hôn G(x,y)  khi ñoù laáy (1) k.(2)+  . 

 Thoâng thöôøng vieäc duøng heä soá baát ñònh muïc ñích chuùng ta höôùng tôùi laø ñöa 
veà caùc  ñaúng thöùc coù daïng sau: 

Daïng 1: ( ) ( )2
mx ny mx ny 0α + +β + + λ =  . 

Daïng 2: ( ) ( )3 3
x a y b+ = +   hoaëc ( ) ( )3 3

ax b cx d+ = +  . 

Daïng 3: ( ) ( )4 4
x a y b+ = +  hoaëc ( ) ( )4 4

ax b cy d+ = + .  

Chuù yù: 
 - Heä phöông trình baäc hai giaûi ñöôïc baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh. 
 - Neáu trong heä phöông trình coù ña thöùc baäc cao nhaát laø baäc 2 ta nghó ñeán 

daïng 1, neáu ña thöùc cao nhaát laø baäc 3 ta nghó ñeán daïng 2 vaø neáu ña thöùc baäc 
cao nhaát laø 4 ta nghó ñeán daïng 3. 

 - Neáu caû hai phöông trình cuûa heä ñeàu vieát laïi ñöôïc thaønh phöông trình baäc 
hai cuûa x hoaëc y ta thöû cho caùc heä soá cuûa hai phöông trình tyû leä vôùi nhau 

(xem daïng 2). 
 - Haïn cheá cuûa phöông phaùp naøy laø vieäc ñoàng nhaát heä soá ñeå tìm caùc heä soá 

baát ñònh ôû treân laïi ñöa veà giaûi moät heä phöông trình nhieàu aån, caùc böôùc tính 
toaùn phaûi heát söùc caån thaän vaø nhö vaäy vieäc giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp 
naøy laøm ngöôïc laïi tö duy giaûi heä. 

DAÏNG 2: HEÄ SOÁ BAÁT ÑÒNH LAØ BIEÅU THÖÙC CHÖÙA BIEÁN 

 Heä phöông trình coù daïng 
A A(x,y) 0
B B(x,y) 0

 = =


= =
 . 

 Trong ñoù A(x,y)  coù baäc cao hôn baäc cuûa B(x,y) . Tröôøng hôïp heä soá baát ñònh 
laø bieåu thöùc chöùa bieán töùc ta laáy A p(x,y).B+ , (vôùi p(x,y) ax by c= + +  hoaëc 



2 2p(x,y) ax by cxy d= + + + ) muïc ñích laø ñöa phöông trình A p(x,y).B 0+ =  
phaân  tích ñöôïc thaønh nhaân töû. 

 Böôùc 1: Tìm taäp nghieäm cuûa phöông trình ít nhaát laø hai caëp nghieäm phaân bieät 
chaúng haïn laø ( ) ( ) ( )x;y m;n ; p;q=  . 

 Vieäc tìm nghieäm naøy baèng caùch thöû caùc giaù trò ñaëc bieät cuûa aån nhö 
10; ; 1; 2; 3;...
2

± ± ± ±   

 Böôùc 2: Xaùc ñònh moái lieân heä giöõa hai nghieäm ñoù baèng caùch xaùc ñònh 
phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm treân laø: 

( ) ( ): n q x m p y mq np 0∆ − − − + − =  . 

  Muïc ñích cuûa chuùng ta laø phaân tích phöông trình A p(x,y).B+ sao cho coù 

nhaân töû chung ( ) ( )n q x m p y mq np− − − + −  . 

 Böôùc 3: Thay m p mq npx y
n q n q
− −

= −
− −

  hoaëc n q mq npy x
m p m p
− −

= +
− −

  vaøo hai 

phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 1

1

A A (x,y)
B B (x,y)

 =


=
 .  

 Khi ñoù bieåu thöùc chöùa bieán(heä soá baát ñònh ôû ñaây) laø 1

1

A (x,y)
p(x,y)

B (x,y)
= −  . 

 Öu ñieåm: Baøi toaùn coù theå giaûi theo raát nhieàu caùch vôùi moãi heä soá p(x,y)  xaùc 
ñònh ta coù moät caùch. 

 Haïn cheá: Phöông phaùp naøy yeâu caàu chuùng ta phaûi ñoaùn tröôùc ñöôïc ít nhaát hai 
nghieäm cuûa heä vaø deã maéc sai laàm trong khi tính toaùn. 

 Trong chuû ñeà naøy ñeà caäp laïi 1 soá heä phöông trình baäc hai hai aån daïng toång 
quaùt ñaõ bieát caùch giaûi trong chuû chöông 1 hoaëc chuû ñeà 1 trong chöông 2. Vôùi 
hy voïng cung caáp cho baïn ñoïc nhieàu höôùng tieáp caän khaùc nhau vôùi moät baøi 
toaùn heä phöông trình. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2

1x y
5

574x 3x 3xy y
25


+ =


 + + + =


 . 

 Nhaän xeùt. Ñaây laø heä phöông trình baäc hai hai aån daïng toång quaùt ta deã daøng 
xöû lyù ñöôïc baèng kyõ thuaät ñöa veà heä baäc nhaát hai aån ñeà caäp trong chuû ñeà 1. 
Döôùi ñaây trình baøy laïi lôøi giaûi baøi toaùn baèng kyõ thuaät heä soá baát ñònh. 



Lôøi giaûi 

Caùch 1: Vieát laïi heä döôùi daïng 


+ − =


 + + + − =


2 2

2

1x y 0 (1)
5

574x 3x 3xy y 0 (2)
25

  

 Laáy a.(1) b.(2)+ (trong ñoù a,b   laø caùc haèng soá xaùc ñònh sau) theo veá ta ñöôïc 

  

2 2 21 57a x y b 4x 3xy 3x y 0
5 25

   
+ − + + + + − =   

   
 . 

 
( )2 24b 3b a 57a 1 x xy y b 3x y b 0

a a 5 25
  

⇔ + + + + + − − =  
  

 . 

 Ta tìm caùc haèng soá a,b  thích hôïp sao cho ( )22 24b 3b1 x xy y k 3x y
a a

 
+ + + = + 

 
, 

ñieàu naøy töông ñöông vôùi 

k 1
k 14b1 9

a b 2a
3b 6
a


 =
  = + = ⇔ 

=


=

 . Choïn ( ) ( )a;b 1;2=  vaø ta 

ñöôïc phöông trình ( ) ( )2

73x y119 53x y 2 3x y 0
25 173x y

5


+ =

+ + + − = ⇔
 + = −

 . 

 - Vôùi 73x y
5

+ =  ta coù heä phöông trình:  

2 2 2

7 7 2 13x y y 3x x ;y
5 5 5 5
1 42 44 11 2x y 10x x 0 x ;y
5 5 25 25 25

  
+ = = − = =    ⇔ ⇔ 

 + = − + = = =   

 . 

 - Vôùi 173x y
5

+ = −   ta coù heä phöông trình: 

2 2 2

17 173x y y 3x
5 5

1 102 284x y 10x x 0
5 5 25

 
+ = − = − −  ⇔ 

 + = + + =
  

 (voâ nghieäm). 



 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 2 1 11 2x;y ; ; ;
5 5 25 25

   
=    
   

 . 

Caùch 2: Vieát laïi heä döôùi daïng 
( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

2 2
2x y x 2y 1

472x y x 2y 2x y x 2y
25

 − + + =

 − + + − + + =


 . 

 Ñeán ñaây ñaët aån phuï u 2x y,v x 2y= − = +  vaø giaûi baèng pheùp theá. 

 

 Toång quaùt: Giaûi heä phöông trình 
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2 2

A a x b y c xy d x e y f 0

B a x b y c xy d x e y f 0

 = + + + + + =


= + + + + + =
  

 Ta caàn tìm haèng soá k  sao cho A k.B+  phaân tích ñöôïc thaønh nhaân töû.  
 Caùch 1: Ta tìm ít nhaát hai caëp nghieäm cuûa phöông trình(thoâng thöôøng laø thöû 

thay caùc giaù trò 2, 1,0± ±  vaøo hai phöông trình cuûa heä) giaû söû hai caëp nghieäm 

ñoù laø ( ) ( ) ( )x;y m;n ; p;q=  .  

 Khi ñoù ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø: 

( ) ( ): n q x m p y mq np 0∆ − − − + − =  . 

 Goïi ( )a;b  laø moät ñieåm naèm treân ∆  khaùc hai ñieåm treân.  

 Khi ñoù taïi ( ) ( )x;y a;b=  thì 1 1A A ,B B= =   vaø heä soá k  caàn tìm laø 1

1

A
k

B
= −  . 

 AÙp duïng vaøo baøi toaùn treân ta bieát hai nghieäm laø 2 1 11 2; ; ;
5 5 25 25

   
   
   

 neân ñöôøng 

thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø 7: 3x y
5

∆ + −  .  

 Laáy ñieåm 7A 0;
5

 
∈∆ 

 
 khi ñoù 1 1

44 22A ,B k 2
25 25

= = − ⇒ = .  

 Nhö vaäy vôùi moãi caùch laáy ñieåm A  ta laïi coù moät giaù trò cuûa k  vaø ñöa baøi 
toaùn ñeán raát nhieàu caùch giaûi. 

Caùch 2: Ñaët 1 2 1 2 1 2 1 2a a ka ,b b kb ,c c kc ,d d kd= + = + = + = +  vaø 1 2 1 2e e ke ,f f kf= + = +  

 Khi ñoù ( )k k 0≠  laø nghieäm cuûa phöông trình sau:  

 ( ) ( )( )2 2 2cd 2ae c 4ab d 4af− = − −   

 Hoaëc ñöôïc ruùt goïn thaønh: 2 2 2cde 4abf ae bd fc+ = + +  . 



 Ñaây laø phöông trình baäc ba ñoái vôùi k  neân luoân coù nghieäm do ñoù heä phöông 
trình treân luoân giaûi ñöôïc baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh(moät tröôøng hôïp 
ñaëc bieät cuûa heä naøy ñaõ ñöôïc baøn ôû heä ñaúng caáp). 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình ( )2
2 2

x y y 3

x 2xy 5y 5x 13y 6

 − + =

 + − − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2

2 2

x y 2xy y 3 0 (1)

x 2xy 5y 5x 13y 6 0 (2)

 + − + − =


+ − − + − =
. 

 Thöû caùc giaù trò ñaëc bieät ta tìm ñöôïc hai nghieäm cuûa heä laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 3;3= . 

 Ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø x 2y 3 0− + = . 

 Laáy ñieåm ( )A 3;0− thuoäc ñöôøng thaúng treân. 

 Khi ñoù 1 1A 6,B 18= = heä soá baát ñònh caàn tìm laø 1

1

A 1k
B 3

= − = − . 

 Vaäy laáy 1(1) .(2)
3

− theo veá ta ñöôïc: 

  
( )2 2 2 21x y 2xy y 3 x 2xy 5y 5x 13y 6 0

3
+ − + − − + − − + − = . 

 
( )( ) x 2y 3 01 2x 4y 1 x 2y 3 0

3 2x 4y 1 0
 − + =

⇔ − − − + = ⇔  − − =
. 

 TH1: Neáu x 2y 3 0− + = khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

 ( ) ( )2 2

x 2y 3 0 x 2y 3 x 1,y 2
x 3,y 3x y y 3 y 3 y 3

 − + = = −  = = ⇔ ⇔   = =− + = − + =   
. 

 
 TH2: Neáu 2x 4y 1 0− − = khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

 

( ) 22

1 3 15x 2y x 15,y 12x 4y 1 0 2 2 2
1x y y 3 3 15y y 3 x 15,y 12 2 2

 = + = − − = − − − − =  ⇔ ⇔   − + =  + + = = − + = − +   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 



( ) ( ) ( ) 3 15 3 15x;y 1;2 ; 3;3 ; 15; 1 ; 15; 1
2 2 2 2

   
= − − − − − + − +      

   
. 

Caùch 2: Ñöa veà heä ñaúng caáp 

 Ñaët 
u x 1 x u 1
v y 2 y v 2
 = − = +

⇒ 
= − = + 

. 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

u v 1 v 2 3

u 1 2 u 1 v 2 5 v 2 5 u 1 13 v 2 6

 − − + + =

 + + + + − + − + + + =

. 

 

2 2

2 2

u v 2uv 2u 3v

u 5v 2uv 5v u

 + − = −⇔ 
− + = −

. 

 TH1: Neáu v 0= khi ñoù ( ) ( )u 0 u;v 0;0= ⇒ = .   

 TH2: Neáu v 0≠ ñaët u tv= heä trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 2

2 2 2

v t 1 2t v 2t 3 v t 1 2t 2t 3

v t 2t 5 v 5 t v t 2t 5 5 t

 + − = − + − = − ⇔ 
+ − = − + − = − 

 

. 

 Suy ra ( )( ) ( )( )2 2 3 2t 1 2t 5 t 2t 3 t 2t 5 3t 6t 5t 10 0+ − − = − + − ⇔ − − + = . 

 

( )( )2
t 2

t 2 3t 5 0 5t
3

 =
⇔ − − = ⇔  = ±

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
 + − + − − =


− − − + + =

2 2

2 2

x 8y 6xy x 3y 624 0 (1)

21x 24y 30xy 83x 49y 585 0 (2)
  

 
Lôøi giaûi 

 Laáy (1) k.(2)+  ta theo veá ta ñöôïc: 

 ( )2 2 2 2x 8y 6xy x 3y 624 k 21x 24y 30xy 83x 49y 585 0 + − + − − + − − − + + = . 

 Vôùi k  laø nghieäm cuûa phöông trình 2 2 2cde 4abf ae bd fc+ = + +  . 
 Vôùi a 1 21k, b 8 24k, c 6 30k,d 1 83k, e 3 49 k= + = − = − − = − = − +  vaø f 624 585k= − + .  



 Vì vaäy ( )( )( )
k 11/ 9

9k 11 31k 1 5265k 227 0 k 1/ 31
k 227 / 5265

 =
− − − = ⇔ =
 =

 . 

 Vaäy theo caùch naøy coù ba caùch laáy giaù trò cuûa k  vaø seõ coù 3 caùch xöû lyù baøi 
toaùn theo höôùng treân. Baøi toaùn naøy ta laáy k 1/ 31=  khi ñoù ta ñöôïc 

  
2 252x 224y 186xy 52x 44y 18.759 0+ − − − − =  . 

 
( )( ) 2x 4y 37 0
2x 4y 37 26x 56y 507 0

26x 56y 507 0
 − + =

⇔ − + − − = ⇔  − − =
 . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )2 2

2x y 2 x 2y 3 3

x y xy 9 x y 25

 − + + + − =


− − + + =
 . 

Lôøi giaûi 
 Nhaän xeùt. Phöông trình ñaàu cuûa heä chöùa caên neân ta bình phöông hai veá cuûa 

phöông trình ñöa veà moät phöông trình ña thöùc baäc hai cuøng daïng vôùi phöông 
trình thöù hai cuûa heä. 

Caùch 1: Ñieàu kieän 
2x y 2 0
x 2y 3 0
 − + ≥


+ − ≥
 . 

 Khi ñoù bình phöông hai veá phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc 

  3x y 1 2 2x y 2. x 2y 3 9+ − + − + + − =  . 

 ( )( )2 2x y 2 x 2y 3 10 3x y⇔ − + + − = − −  . 

 ( )( ) ( )2
10 3x y 0

4 2x y 2 x 2y 3 10 3x y

 − − ≥⇔ 
− + + − = − −

 . 

 
2 2

10 3x y 0

x 9y 6xy 44x 48y 124 0

 − − ≥⇔ 
+ − − − + =

 . 

 Vaäy ta coù heä phöông trình 
( )2 2

2 2

x y xy 9 x y 25 0 (1)

x 9y 6xy 44x 48y 124 0 (2)

 − − + + − =

 + − − − + =

 . 

 Laáy a.(1) (2)+  theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( )2 2a 1 x a 6 y 9a 44 x 9y 9a 48 y 124 25a 0 (3) + − − + − + + − + − =   . 

Ta seõ tìm haèng soá a   sao cho phöông trình (3)  coù Deltal laø soá chính phöông.  



 Tính ñöôïc ( ) ( ) ( )( )2 2
x a 6 y 9a 44 4 a 1 9y 9a 48 y 124 25a ∆ = − + − − + + − + −    

    ( ) ( )2 2 2 2a 24a y 2 9a 70a 362 y 181a 792a 1440= − + + + + − +  . 

 Ñeå x∆   laø soá chính phöông ta caàn coù: 

( ) ( )( )22 2 2
y' 0 9a 70a 362 a 24a 181a 792a 1440 0∆ = ⇔ + + − − − + =  . 

 Nhaäp phöông trình naøy vaøo maùy tính boû tính vaø tìm ñöôïc nghieäm 1a
5

=  . 

 Suy ra 
3x 4y 1 0
2x y 1 0
 − − =
 − + =

 . 

 - Vôùi 3x 4y 1 0− − =   khi ñoù ta coù heä 
( )2 2

3x 4y 1 0

x y xy 9 x y 25

 − − =


− − + + =
 . 

 

2

131 14.976 388 3 14.9763x 1 x ;yy 5 204
131 14.976 388 3 14.9765x 262x 437 0 x ;y

5 20

 − − − = == ⇔ ⇔  + +− + − = = =


 . 

 - Vôùi 2x y 1 0− + =   khi ñoù ta coù heä 
( )2 2

2x y 1 0

x y xy 9 x y 25

 − + =


− − + + =
 . 

 
2

x 1;y 3y 2x 1
17 39x ;y5x 22x 17 0
5 5

 = = = + ⇔ ⇔  = =− + − = 

 . 

 Ñoái chieáu laïi ñieàu kieän ta coù ba nghieäm thoûa maõn laø 

( ) ( ) 17 39 131 14.976 388 3 14.976x;y 1;3 ; ; ; ;
5 5 5 20

   + +
=        

 . 

Caùch 2: Ngoaøi phöông phaùp heä soá baát ñònh nhö treân khi nhìn vaøo phöông trình 
coù chöùa hai caên thöùc maø bieåu thöùc trong caên coù daïng baäc nhaát ñoái vôùi hai 
bieán x   vaø y   neân ta coù theå ñaët aån phuï môùi ñöa heä veà daïng : 



 Ñaët ( )u 2x y 2
, u,v 0

v x 2y 3

 = − + ≥
= + −

 khi ñoù 

2 2

2 2

2u v 1x
5

2v u 8y
5

 + −
=


− + =

  thay ngöôïc laïi heä 

vaø bieán ñoåi ruùt goïn ta ñöôïc 
4 4 2 2 2 2

u v 3

u v u v 8u 19v 73 0

 + =


− + + + − =
 . 

 ( )( )2 24 3 2

v 3 uv 3 u
u 1 u 6u 17 0u 6u 18u 7u 17 0

 = − = − ⇔ ⇔  − + − =+ − − + =  
 . 

 Ñeán ñaây ñaõ ñôn giaûn caùc em tìm ra u roài suy ra v töø ñoù tìm ñöôïc nghieäm cuûa 
heä phöông trình. 

 Nhaän xeùt. Ñoái vôùi heä phöông trình maø phöông trình cuûa heä coù chöùa caên thöùc 
ta coù theå bình phöông hai veá hoaëc ñaët aån phuï ñeå ñöa veà heä ñôn giaûn hôn. 

 Qua bốn bài toán trên bạn đọc tự đúc rút kinh nghiệm cho mình nên sử dụng kỹ 
thuật hệ hệ phương trình bậc nhất hai ẩn hay là hệ số bất định đối với hệ 
phương trình bậc hai hai ẩn dạng tổng quát. 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 3

2x 2 x y x y 1

2x 2y 1

 + − + − − =

 = +

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän : 2 22 x y x y 0− + − − ≥ . 

 Chuyeån veá bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

  

2 22 x y x y 1 2x− + − − = −

 

 
2 2 2

1x
2

2 x y x y 1 4x 4x


≤⇔ 

 − + − − = − +
2 2

1x
2

5x y 3x y 1 0


≤⇔ 

 + − − − =

. 

 Keát hôïp vôùi phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc : 

. 

 Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc : 



. 

 TH1 : Neáu y x 1= −  thay vaøo phöông trình (1) ta ñöôïc : 

  
( ) ( )22 25x x 1 3x x 1 1 0 6x 6x 1 0+ − − − − − = ⇔ − + =

 

 

1x
2 3 3 3 3x y

6 6

≤ − +
←→ = ⇒ = − . 

 TH2 : Neáu 2 22x 2y 2xy 3x y 0+ + − − = keát hôïp vôùi phöông trình (1) ta ñöôïc 

heä phöông trình: 

 

2 2

2 2

2x 2y 2xy 3x y 0

5x y 3x y 1 0

 + + − − =


+ − − − =
(ñaây laø heä baäc hai toång quaùt ñaõ bieát caùch giaûi 

xem chöông 1). 

 Heä phöông trình naøy coù hai nghieäm khoâng thoûa maõn ñieàu kieän 1x
2

≤ neân loaïi. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 3 3 3x;y ;
6 6

 − +
= −  
 

.             

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) 2 2

2 2

2 x y 25 xy 4x 17y 105

x y 2x 2y 7

 + − = + +

 + + − =

. 

Lôøi giaûi 
Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng : 

 

 

 Caû hai phöông trình cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng phöông trình baäc hai cuûa 
y. Ta coù moät kinh nghieäm nhoû laø thoâng thöôøng cho heä soá hai phöông trình tyû 
leä vôùi nhau  ñeå tìm nghieäm.  

 Cho heä soá caùc phöông trình tyû leä vôùi nhau ta ñöôïc: 

( )2 2

2

2 x 252x 17 4x 50x 105 x 2
1 2 x 2x 7

−+ − +
= = ⇔ =

− + −
. 

 Thay x 2= vaøo hai phöông trình cuûa heä treân ta ñöôïc : 



. 

 Laáy 1(1) .(2)
21

− ta ñöôïc :  

. 

 TH1 : Neáu x 2= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
24 y 4 2y 7 0 y 1+ + − − = ⇔ = . 

 TH2 : Neáu 22y 2xy 4y 17x 126 0+ + − − = ta coù heä phöông trình : 

. 

 Laáy 3.(4) (3)− theo veá ta ñöôïc : 

   

  (phöông trình voâ nghieäm). 
 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1= .       

Baøi 7. Giải hệ phương trình: 

( )( )
( )


+ − + = ∈

 + − = + +




2 2

2

1x y x y
2 , x,y

21x y 17 4xy 6x 8y
2

. 

Lời giải 
 Viết laïi hệ phương trình dưới dạng:  

( ) ( )


= + − + −


 = + + − + − =


2 2

2 2

1A x y x y =0 (1)
2

B 4x 2y 3 8y 34 x 21 18y 0  (2)
. 

 Lấy −2.(1) (2) theo vế ta được:   

  
( ) ( )   + − + − − + + − + − =     

2 2 2 212 x y x y 4x 2y 3 8y 34 x 21 18y 0
2

. 



 
( )( )  = −

⇔ − + − + − − = ⇔  + − − =

y 1 x
2 x y 1 4xy 5x y 11 0

4xy 5x y 11 0
. 

 TH1: Neáu = −y 1 x thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )+ − − + − =
22 1x 1 x x 1 x

2
. 


=

  == ⇔ − + = ⇔ ⇒ 
 = = 

 = −

2

1x
2
11 yx3 222x 4x 0

2 3 3x x
2 2

1y
2

.  

 

TH2: Neáu + − − =4xy 5x y 11 0 vôùi =
1x
4

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Vôùi ≠
1x
4

ruùt ñöôïc −
=

−
11 5xy
4x 1

thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  

 − −
+ − + = − − 

2
2 11 5x 11 5x 1x x

4x 1 4x 1 2
. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )⇔ − + − − − + − − = −
2 2 2 222x 4x 1 2 11 5x 2x 4x 1 2 11 5x 4x 1 4x 1 . 

⇔ − + − + =4 3 232x 48x 12x 116x 219 0 (voâ nghiệm). 

Vậy hệ phương trình coù hai nghiệm laø: ( )    
= −   
   

1 1 3 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

.    

Nhaän xeùt. Caâu hoûi ñaët ra laø taïi sao ta tìm ñöôïc hai nghieäm nhö treân. Caùi naøy 
döïa vaøo kinh nghieäm vì baøi toaùn naøy khoâng cho pheùp ta theá ñeå ñöa veà 
phöông trình ña thöùc roài dung Casio tìm nghieäm. 
Coù caùch tìm nghieäm nhö sau: 
Tröïc quan ta vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä trôû thaønh: 



 − ≤ − ≤ ≤     − + + = ⇒ ⇔    
     − ≤ ≤+ ≤ 

2 2
1 1 3x 1 x21 1 2 2x y 1

2 2 3 11 yy 1
2 22

. 

Thöû thay caùc giaù trò ñaëc bieät = − = = = =
1 1 3x ,x 0,x ,x 1,x
2 2 2

vaøo heä ta deã tìm 

ñöôïc hai nghieäm treân.  
Heä soá baát ñònh ñöôïc tìm nhö sau 

( ) ( )


= + − + −


 = + + − + − =


2 2

2 2

1A x y x y =0 (1)
2

B 4x 2y 3 8y 34 x 21 18y 0  (2)
. 

Tìm ñöôïc hai nghieäm laø ( )    
= −   
   

1 1 3 1x;y ; ; ;
2 2 2 2

suy ra ñöôøng thaúng ñi qua 

hai ñieåm naøy laø = −y 1 x . 

Khi ñoù thay = −y 1 x vaøo A vaø B thì ta coù:  

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )


= + − − + − − = − +


  = − + + − − + − − = − +   

22 2

22 2

1 3A x 1 x x 1 x 2x 4x
2 2

B 4x 2 1 x 3 8 1 x 34 x 21 18 1 x 4x 8x 3
. 

Suy ra heä soá baát ñònh laø 
− +

= − = − = −
− +

2

2

32x 4xA 12k
B 24x 8x 3

töùc ta thöïc hieän pheùp 

toaùn laáy −
1(1) .(2)
2

theo veá hay −2.(1) (2) theo veá ta ñöôïc: 

Baøi 8. Giải hệ phương trình:  

( )( ) ( )


+ − = + + ∈
 + + − =



2 2

2 2

105x y 25 4xy 4x 17y
, x,y4

4x 4y 4x 4y 7
. 

Lời giải 

Đặt − +
= =

3a 1 3b 1x ,y
2 2

 hệ phương trình trở thaønh: 

− + = + −


+ =

3 2 3

2 2

6b 9b 6a 14a 20 (1)

a b 1 (2)
 



Ta coù: ( ) ( )( )⇔ − = − + +2 2(1) 3b 3 2b a 1 6a 6a 20 . 

( )( ) ( )( )⇔ − − = − + +2 23 1 a 3 2b a 1 6a 6a 20 . 

( )( )⇔ − + + + − + − =2a 1 6a 6a 20 9 6b 9a 6ab 0 . 

 =
⇔ 

+ − − + =
2

a 1

6a 15a 6b 6ab 29 0
. 

+  TH1: Nếu 
 = = = ⇔ ⇔ 

= = 

x 1a 1
a 1 1b 0 y

2

. 

+  TH2: Nếu + − − + =26a 15a 6b 6ab 29 0 (voâ nghiệm) vì:  

+ − − + ≥ − − + ≥ − − − = >26a 15a 6b 6ab 29 15a 6b 6ab 29 29 15 6 6 2 0 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1x;y 1;
2

. 

 

Caùch 2: Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

( ) ( ) ( )
( )

2 + ≤ − ≤ ≤+ + − = ⇒ ⇔ 
− ≤ ≤− ≤

2 2 2x 1 9 2 x 1
2x 1 2y 1 9

1 y 22x 1 9
. 

Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )+ + − + − + =2 2 2 1054x 17 y 4x 25 y 4x 25x 0
4

. 

Veá traùi laø moät tam thöùc baäc hai cuûa y vôùi heä soá = + >a 4x 17 0 neân ñaït giaù trò 

nhoû nhaát taïi 
( )
−

=
+

225 4xy
2 4x 17

. 

Giaù trò nhoû nhaát baèng 

( ) ( )
( )

( )

 
− − + − + ∆  − = −

+

− − + −
= −

+

22 2

4 3 2

1054x 25 4 4x 17 4x 25x
4

4a 4 4x 17

2x 8x 9x 160x 145
2 4x 17

. 



Vậy ta phải có 
( )

− − + −
− ≥

+

4 3 22x 8x 9x 160x 145 0
2 4x 17

. 

( )( )  ⇔ − − − + ≥ ∀ ∈ − 
3 2x 1 2x 6x 15x 145 0, x 2;1 . 

⇔ = ⇒ =
1x 1 y
2

vì 
 − ≤  ∀ ∈ −  − − + >

3 2

x 1 0
, x 2;1

2x 6x 15x 145 0
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1x;y 1;
2

. 

Caùch 3: Töông töï treân ta tìm ñöôïc − ≤ ≤ − ≤ ≤2 x 1, 1 y 2 . 

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( )( )+ − + − = + 217x y 25 4 xy x y 21y
4

. 

Thay ( )− = − −2 24 x y 7 4x 4y töø phöông trình thöù hai cuûa heä vaøo ta ñöôïc: 

  
( ) ( )( )+ + + − = +2 2 217x y 18 4 x y xy 21y

4
. 

 
⇔ + − + − + =3 3 2174x 18x 4y 21y 18y 0 (1)

4
. 

Xeùt haøm soá = + −3 17f(x) 4x 18x
4

 treân ñoaïn  − 2;1  vaø = − +3 2g(y) 4y 21y 18y  

treân ñoaïn  − 1;2 ta coù + ≤f(x) g(y) 0 .  

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi = =
1x 1,y
2

. 

Vì vaäy 
 =
⇔ 

=

x 1
(1) 1y

2

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )  
=  
 

1x;y 1;
2

.   

Baøi 9.  Giaûi heä phöông trình: 

( )
 + + − + − = ∈

+ + + = − + −


2 2

2

x y 2xy 2x y 9 0
, x,y

2x 8 2x 1 4y 3y 2y 1
. 

 



 
Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ≥ − ≥
1 1x ,y
2 2

.  

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 + + − + − =


+ − − + + − + =

2 2

2

x y 2xy 2x y 9 0

2x 1 2y 1 2x 8 4y 3y 0
. 

Coäng  theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

+ − − + − + + − =2 22x 1 2y 1 x 3y 2xy 4y 1 0 . 

Nhaän thaáy = − =
1 1x ,y
2 2

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt ≠ − ≠
1 1x ,y
2 2

 thöïc hieän nhaân lieân hôïp ñöa phöông trình veà daïng töông 

ñöông:   

( ) ( )( )
− +

⇔ + − + + − =
+ + −

2 x y 1
x y 1 x 3y 1 0

2x 1 2y 1
. 

( )
 
 ⇔ − + + + − =
 + + − 

2x y 1 x 3y 1 0 (1)
2x 1 2y 1

. 

Do ≥ − ≥
1 1x ,y
2 2

 neân: 

> + − ≥ ⇒ + + − >
+ + − + + −

2 20;x 3y 1 0 x 3y 1 0
2x 1 2y 1 2x 1 2y 1

. 

Do ñoù ⇔ − + = ⇔ = +(1) x y 1 0 y x 1 . 

Thay = +y x 1vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )+ + + + − + + − =
22x x 1 2x x 1 2x x 1 9 0 . 

 = = =
 ⇔ + − = ⇔ ⇒ = − = − = −
  

2
x 1 x 1,y 2

4x 3x 7 0 7 7 3x x ,y
4 4 4

(chæ nghieäm ( )1;2  thoûa 

maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;2 .   



 Nhaän xeùt: Cô sôû cuûa lôøi giaûi baøi toaùn döïa vaøo kyõ thuaät heä soá baát ñònh nhö sau: 
Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 = + + − + − =


= + − − + + − + =

2 2

2

A x y 2xy 2x y 9 0 (1)

B 2x 1 2y 1 2x 8 4y 3y 0 (2)
. 

Nhaän xeùt: Döï ñoaùn + = − ⇔ = +2x 1 2y 1 y x 1khi ñoù  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

 = + + + + − + + − = + −

 = + − + + + = − − +

22 2

2 2

A x x 1 2x x 1 2x x 1 9 4x 3x 7

B 2x 8 4 x 1 3 x 1 4x 3x 7
. 

Heä soá baát ñænh = − =
Ak 1
B

töùc laø ta thöïc hieän pheùp toaùn laáy +(1) (2) theo veá 

nhö lôøi giaûi treân. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
3 3

2 2

x y 35

2x 3y 4x 9y

 − =


+ = −
 . 

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Vieát laïi heä döôùi daïng 
 − − =


+ − + =

3 3

2 2

x y 35 0 (1)

2x 3y 4x 9y 0 (2)
 . 

 Laáy (1) k.(2)+   theo veá ta ñöôïc: 

  ( )3 3 2 2x y 35 k 2x 3y 4x 9y 0− − + + − + =  . 

 
3 2 3 2x 2kx 4kx y 3ky 9ky 35 0 (3)⇔ + − − + + − =  . 

 Ta seõ tìm caùc haèng soá k,a,b   sao cho ( ) ( )3 3
(3) x a y b⇔ + = +  .  

 Khai trieån ñoàng nhaát heä soá ta ñöôïc 

3 3

2

a b 35 k 3
3a 2k a 2

b 33a 4k

 − = − = −
  = ⇔ = − 
  == − 

 . 

 Suy ra ( ) ( )3 3
x 2 y 3 x 2 y 3 x y 5− = + ⇔ − = + ⇔ = +  .  

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )2 22 y 5 3y 4 y 5 9y 0+ + − + + =  . 

 

2 y 3;x 2
5y 25y 30 0

y 2;x 3
 = − =

⇔ + + = ⇔  = − =
 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 3 ; 3; 2= − −  . 



Caùch 2: Ñaët u x y,v x y= + = −  ñaõ ñöôïc nhaéc ñeán trong chuû ñeà ñaët aån phuï daïng 

toång hieäu.  

Baøi 11. (VMO 2010) Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
4 4

3 3 2 2

x y 240

x 2y 3 x 4y 4 x 8y

 − =


− = − − −

 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä döôùi daïng 
 − − =


− − + + − =

4 4

3 3 2 2

x y 240 0 (1)

x 2y 3x 12y 4x 32y 0 (2)
 . 

 Laáy (1) k.(2)+   ta ñöôïc:  

( )4 4 3 3 2 2x y 240 k x 2y 3x 12y 4x 32y 0 (3)− − + − − + + − =   

 Ta seõ tìm caùc haèng soá a,b,k   sao cho ( ) ( )4 4
(3) x a y b⇔ + = +  . 

 Ñoàng nhaát heä soá ta ñöôïc k 8;a 2;b 4= − = − = − .  

 Suy ra ( ) ( )4 4 x y 2
x 2 y 4

x 6 y
 = −

− = − ⇔  = −
 . 

 - Vôùi x y 2= −  thay vaøo (1)   ta ñöôïc 3 28y 24y 32y 224 0− + + =  . 

 ( )( )2y 2 8y 40y 112 0 y 2 x 4⇔ + − + = ⇔ = − ⇒ = −  . 

 - Vôùi x 6 y= −  thay vaøo (1)   ta ñöôïc 3 2y 9y 36y 44 0− + − =  . 

 ( )( )2y 2 y 7y 22 0 y 2 x 4⇔ − − + = ⇔ = ⇒ =  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 4;2 ; 4; 2= − −  . 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2 2 2

x 2y xy 2y

2x 3xy 2y 3x y

 + = +


+ = +
 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 
2 2

3 2 2 2

x 2y xy 2y 0 (1)

2x 3xy 2y 3x y 0 (2)

 + − − =


+ − − =
 . 

 Tìm heä soá baát ñònh: Thöû caùc nghieäm x 2, 1,0= ± ±  vaøo heä ta thaáy heä coù hai 

nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1=  neân ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø y x= . 



 Ñaët 2 2 3 2 2 2A x 2y xy 2y;B 2x 3xy 2y 3x y= + − − = + − − . 

 Thay x y= vaøo hai bieåu thöùc treân ta ñöôïc ( )2
1A (x,y) 2y 2y 2y y 1= − = −   vaø 

( )3 2 2
1B (x,y) 2y 2y 2y y 1= − = − .  

 Do ñoù heä soá baát ñònh laø 1

1

A (x,y) 1p(x,y)
B (x,y) y

= − = −  .  

 Vaäy ñeå coù nhaân töû chung ta thöïc hieän pheùp tính (2) y.(1)− . 

 - Vôùi y 0 x 0= ⇒ = laø moät nghieäm cuûa heä. 

 - Xeùt y 0≠ , Laáy (2) y.(1)−  theo veá ta ñöôïc: 

  ( )3 2 2 2 2 22x 3xy 2y 3x y y x 2y xy 2y 0+ − − − + − − = . 

 ( )( )3 3 2 2 2 22x 2y 4x y 4xy 0 x y x xy y 0⇔ − − + = ⇔ − − + =   

 
2 2

x y

x xy y 0

 =
⇔ 

− + =
 .  

 Nhöng do y 0≠  neân 
2 2

2 2 y 3yx xy y x 0
2 4

 
− + = − + > 

 
 vì vaäy x y=  . 

 Thay vaøo phöông trình (1)  ta ñöôïc: 22y 2y y 1,(y 0) x 1= ⇔ = ≠ ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 , 1;1= . 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2

x 3x 2 y 3y

x 3y x y 2

 − + = +


+ + − =
  

 Tìm heä soá baát ñònh:  
 Tìm ñöôïc caùc nghieäm cuûa heä phöông trình ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 2;0= − . 

 Khi ñoù ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø y 0=  .  

 Thay ngöôïc laïi hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )
( )( )

23
1

2
1

A (x,y) x 3x 2 x 1 x 2

B (x,y) x x 2 x 1 x 2

 = − + = − +

 = + − = − +

 . 

 Suy ra ( )1

1

A (x,y)
p(x,y) x 1

B (x,y)
= − = − −  . 

 



Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä döôùi daïng 
3 3 2

2 2

x 3x 2 y 3y 0 (1)

x 3y x y 2 0 (2)

 − + − − =


+ + − − =
 . 

 Nhaän thaáy x 1 y 0= ⇒ =  thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi x 1≠  khi ñoù laáy ( )(1) x 1 .(2)− −  theo veá ta ñöôïc 

  ( )( )3 3 2 2 2x 3x 2 y 3y x 1 x 3y x y 2 0− + − − − − + + − − =  . 

 
( )2 3 2

2

y 0
3xy xy y y 0 y y 3xy x 1 0

y 3xy x 1 0

 =
⇔ − + − − = ⇔ + − + = ⇔ 

+ − + =
 . 

 - Vôùi y 0=  thay vaøo (2)  ta ñöôïc 2 x 1
x x 2 0

x 2
 =

+ − = ⇔  = −
 . 

 - Vôùi 2y 3xy x 1 0+ − + =  khi ñoù ta coù heä phöông trình
2

2 2

y 3xy x 1 0

x 3y x y 2 0

 + − + =


+ + − − =
 

 Heä naøy thöïc hieän caùch töông töï daïng 1 ta coù keát quaû: 

( ) ( ) ( )13 4 1 1x;y ; ; 1;1 ; ; ; 1;0
7 7 2 2

   
= − − −   
   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù 5 nghieäm: 

( ) ( ) ( ) ( )13 4 1 1x;y 2;0 ; ; ; 1;1 ; ; ; 1;0
7 7 2 2

   
= − − − −   

   
. 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình: 

( )3 3 2

2 2

7x y 24x 25x 3xy x y y 10 0

7x 4xy 10x y 2y 3 0

 − − + − + − − =

 + − + − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Nhaân vaøo hai veá cuûa phöông trình thöù hai vôùi ( )x y 2− − − roài coäng theo veá 

vôùi phöông trình thöù nhaát cuûa heä, ta ñöôïc: 

  ( )3 3 27x y 24x 25x 3xy x y y 10− − + − + − −
 

      ( )( )2 2x y 2 7x 4xy 10x y 2y 3 0− − − + − + − + =  

 2x 2y 4 0 x y 2⇔ − − = ⇔ = + , theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



 
2 3 312y 24y 11 0 y 1 x 1

6 6
+ + = ⇔ = − ± ⇒ = ± .  

 Thöû laïi thaáy caùc nghieäm treân ñeàu thoûa maõn 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 3 3x;y 1 ;1
6 6

 
= − ± ±  
 

 .

 
Baøi 15. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
( )

4 2 2 2

3 2

x 2 3y 1 x 5y 4y 11 x y 10y 2 0

y x 2 y x x 2 0

 + + + + + − + + =

 + − + + + =

 

 Tìm heä soá baát ñònh: Nhaän thaáy heä coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 2; 2= − −  neân 

ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø y x= −  . Thay ngöôïc laïi hai phöông trình 

cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

2
1 1

2
11

A (x,y) x 1 x 1 x 2 A (x,y)
p(x,y) x 1

B (x,y)B (x,y) x 1 x 2

 = + − − ⇒ = − = −
 = − + −

 . 

 Ta coù theå nhaân vaøo hai veá cuûa phöông trình thöù hai vôùi x 1−  hoaëc 

( )( y) 1 y 1− − = − +  ôû ñaây ta löïa choïn y 1+   ñeå xuaát hieän moät ña thöùc cuøng 

baäc vôùi ña thöùc ôû phöông trình thöù nhaát. 
Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä döôùi daïng: 

( ) ( )
( )

4 2 2 2

3 2

x 2 3y 1 x 5y 4y 11 x y 10y 2 0 (1)

y x 2 y x x 2 0 (2)

 + + + + + − + + =

 + − + + + =

  

 Nhaän thaáy y 1= −  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi y 1≠ −  khi ñoù laáy ( )(1) y 1 .(2)− +  theo veá ta ñöôïc:  

 ( )( )( )2 2x y x y 2 x 2x y 3y 5 0+ − + − + + + =  . 

 - Vôùi x y= −   thay vaøo (2)  ta ñöôïc ( )( )2 y 2 x 2
y 2 y 1 0

y 1 x 1
 = − ⇒ =

+ − = ⇔  = ⇒ = −
 . 

 - Vôùi x y 2= −  thay vaøo (2)  ta ñöôïc ( ) ( )2 y 1 x 1
y 1 y 4 0

y 4 x 6
 = ⇒ = −

− + = ⇔  = − ⇒ = −
  



 - Vôùi ( )
2

22 2 3 7x 2x y 3y 5 0 x 1 y 0
2 4

 
− + + + = ⇔ − + + + = 

 
 (voâ lyù). 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 2; 2 ; 6; 4= − − − −  . 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3

xy x y 3

4x 12x 9x y 6y 5

 − + =


+ + = − + +
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
3 2 3

3xy 3x 3y 9 (1)

4x 12x 9x y 6y 5 (2)

 − + =


+ + = − + +
. 

 Laáy (2) (1)− theo veá ta ñöôïc:   

  
3 2 34x 12x 12x 4 y 3xy 9y+ + + = − + + . 

 ( )3 3 34 x 1 4y 3y 3xy 9y⇔ + + = + + . 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x 1 y x 1 y x 1 y 3y y x 3 ⇔ + + + − + + = + + 

 
. 

 Thay x xy y 3= + − vaøo veá phaûi cuûa phöông trình treân ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x 1 y x 1 y x 1 y 3y y xy y + + + − + + = + + 

 
. 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2x y 1 4 x 1 4y x 1 4y 3y x y 1 ⇔ + + + − + + = + + 

 
. 

 
( )( )2 y 1 x
x y 1 2x 2 y 0

y 2x 2
 = − −

⇔ + + + − = ⇔  = +
. 

 TH1: Neáu y 1 x= − − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) 2x 1 x x 1 x 3 x 3x 4 0− − − − − = ⇔ + + = (voâ nghieäm). 

 TH2: Neáu y 2x 2= + thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) 2x 2x 2 x 2x 3 3 2x 3x 1 0+ − + + = ⇔ + − = . 

 

3 17 3 17 1 17x x ,y
4 4 2

3 17 3 17 1 17x x ,y
4 4 2

 + + −
= − = − = 

 ⇔ ⇒
 − + − + +

= = = 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 



( ) 3 17 1 17 3 17 1 17x;y ; ; ;
4 2 4 2

   + − − + +
= −      
   

. 

Caùch 2: Nhaän thaáy x 1= − khoâng thoûa maõn phöông trình. 

 Xeùt x 1≠ − ruùt x 3y
x 1
+

=
+

thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

3
3 2 x 3 x 34x 12x 9x 6. 5

x 1 x 1
 + +

+ + = − + + + + 
. 

 

( )( )22 2 2

3 17x
4x 3x 4 2x 3x 1 0 2x 3x 1 0

3 17x
4

 +
= −

⇔ + + + − = ⇔ + − = ⇔
 − +

=


.       

Caùch 3: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
( ) ( )3 3

y x 1 x 1 2

4 x 1 3 x 1 y 6y 6

 + = + +


+ − + = − + +

. 

 Ñaët t x 1= + heä phöông trình trôû thaønh: 

  ( )3 33 3

yt t 2yt t 2
4t y 3 t 2 6y 04t 3t y 6y 6

 = + = + ⇔ 
+ − + − =− = − + +  

. 

 ( )3 33 3

yt t 2yt t 2
4t y 3y t 2 04t y 3yt 6y 0

 = + = + ⇔ ⇔ 
+ − + =+ − − =  

. 

 
( )( )23 3 2

y tyt t 2yt t 2
y 2t

4t y 3y t 0 t y 2t y 0
y t 2

 = − = + = +   ⇔ ⇔ ⇔ =  
+ − = + − =    = +

. 

 Nhaän xeùt. Caùch 3 töï nhieân hôn caùch 1 nhöng cuøng moät yù töôûng ñoù laø pheùp theá.      
Caùch 4: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2

x 1 y 1 2

4 x 1 3 x 1 y 1 3 y 1 3 y 1 11 0

 + − =


+ − + + − + − − − − =

. 

 Ñaët aån phuï u x 1,v y 1= + = − sau ñoù duøng pheùp theá.   

 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 



Baøi 1. Giaûi heä phöông trình:
2 2

2

x 2xy 2y 3x 0 (1)

xy y 3y 1 0 (2)

 + + + =


+ + + =
 . 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 2.(2)+  theo veá ta ñöôïc 

( ) ( )2 x 2y 1
x 2y 3 x 2y 2 0

x 2y 2
 + = −

+ + + + = ⇔  + = −
 . 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) 1 5x;y 3 2;1 2 ; 3 5;
2

 
= − ± − ±  

 



  . 

Caùch khaùc: Xem phöông phaùp giaûi heä ñaúng caáp. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2

x xy y 3 (1)

x 2xy 7x 5y 9 0 (2)

 + + =


+ − − + =
  

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) (2)+   theo veá ta ñöôïc ( )( )x y 2 2x y 3 0+ − + − =  . 

 Ñaùp soá. ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 2; 1= −  . 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2

x y xy x 5y 0 (1)

2xy y 5y 1 0 (2)

 + + − =


+ − + =
  

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) 2.(2)−  theo veá ta ñöôïc ( )( )x y 2 xy 2y 1 0+ − − + = . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )

2 2

2 2

x 3x 2y 2xy 0 (1)

xy x y x 3y 2x 3y 1 0 (2)

 − + + =


+ + + − − + =
  

Lôøi giaûi 

 Laáy (2) (1)−  theo veá ta ñöôïc ( )( )2x 1 xy y 3y 1 0+ + − + = . 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x y 3 0 (1)

x 2y xy y 1 0 (2)

 + + − =


− − + + =
  

Lôøi giaûi 

 Laáy 2.(1) (2)+  theo veá ta ñöôïc ( )( )x 1 3x y 5 0− − + =  . 

 Hoaëc laáy 5.(1) 13.(2)+  theo veá ta ñöôïc ( )( )2x 3y 1 9x 7y 2 0− + + − =  . 



 Hoaëc laáy (1) (2)−  theo veá ta ñöôïc ( )( )y 1 x 3y 4 0+ + − =  . 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2 2

x 5xy 42 0 (1)

2x 5xy 5y x 10y 35 0 (2)

 + + =


− − + + − =
  

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) 2.(2)+   theo veá ta ñöôïc ( ) ( ) ( )2 2
x 2 x 3 5 y 1 0 − + + − = 

 
. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình ( )
2 3

2 2

6x y 2y 35 0 (1)

5 x y 2xy 5x 13y 0 (2)

 + + =


+ + + + =

  

Lôøi giaûi 
  Laáy (1) 3.(2)+  theo veá ta ñöôïc: 

 ( )
2 2

5 1y ;x1 5 2 22y 5 3 x y 0
2 2 1 5x ;y

2 2


= − =      + + + + = ⇔           = − = −

 . 

 Ñaùp soá. ( ) 1 5 1 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

   
= − − −   
   

 . 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2 2

x y xy 2x 5y

x x y x 2xy 6x 3y 0

 + + + =


+ − + − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )( )2

2

y 2 x
x y 2 x 2x y 0

y x 2x

 = −
+ − + + = ⇔ 

= − −
. 

 TH1: Neáu y 2 x= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )22x 2 x x 2 x 2x 5 2 x+ − + − + = − . 

 

2 x 1 x 1,y 1
x 5x 6 0

x 6 x 6,y 8
 = = =

⇔ + − = ⇔ ⇒ = − = − = 
. 

 
 

 TH2: Neáu 2y x 2x= − − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 



  ( ) ( ) ( )22 2 2 2x x 2x x x 2x 2x 5 x 2x+ − − + − − + = − − . 

 

( )( )
x 0 x 0,y 0

x x 2 x 4 0 x 2 x 2,y 0
x 4 x 4,y 8

 = = =
 ⇔ + + = ⇔ = − ⇒ = − = 
 = − = − = − 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù naêm nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1 ; 2;0 ; 6;8 ; 4; 8= − − − − . 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
3 3

3 2 2

x y 5x

2x 10x 17x 8 2x y

 + =

− + − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
3 3 2 23x y 10x 17x 8 5x 2x y+ − + − = − . 

 
( )( )2 2x y 2 3x xy 4x y 2y 4 0⇔ + − − − + + + =

 

 
2 2

y 2 x

3x xy 4x y 2y 4 0

 = −
⇔ 

− − + + + =
. 

 TH1: Neáu y 2 x= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( )33 2x 2 x 5x 6x 17x 8 0+ − = ⇔ − + =

 

 

17 97 17 97 7 97x x ,y
12 12 12

17 97 17 97 7 97x x ,y
12 12 12

 − − +
= = = 

 ⇔ ⇒
 + + −

= = = 
 

. 

 TH2: Neáu ( )2 2 2 23x xy 4x y 2y 4 0 3x x y 4 y 2y 4 0− − + + + = ⇔ − + + + + = . 

 Suy ra ( ) ( )2 2 2
x y 4 12 y 2y 4 11y 16y 32 0, y∆ = + − + + = − − − < ∀ ∈  neân 

phöông trình voâ nghieäm suy ra heä voâ nghieäm.        
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 17 97 7 97 17 97 7 97x;y ; ; ;
12 12 12 12

   − + + −
=       
   

. 



Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
3 3

2 2

x y 91 (1)

4x 3y 16x 9y (2)

 + =


+ = +
 . 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) 3.(2)−  theo veá ta ñöôïc ( ) ( )3 3
x 4 3 y x 7 y− = − ⇔ = −  .  

 Theá vaøo phöông trình thöù (2)   tìm ñöôïc hai nghieäm cuûa heä laø: 

( ) ( ) ( )x;y 3;4 ; 4;3=  . 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình 
3 2

2 2

x 3xy 25 (1)

x 6xy y 10x 6y 1 (2)

 + =


+ + = + −
 . 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) 3.(2)−  theo veá ta ñöôïc ( ) ( ) ( )2 2
x 1 x 1 3 y 3 0 − − + − =  

 . 

 
( ) ( )2 2

x 1x 1
x 1

x 1 3 y 3 0 y 3

 = = ⇔ ⇔  = − + − =  =

. 

 Vôùi x 1= thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 2y 8 y 2 2= ⇔ = ± .    

 Caëp nghieäm ( ) ( )x;y 1;3= khoâng thoûa maõn. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )x;y 1; 2 2= ±   

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
 + =


+ = +

3 3

2 2

x y 9 (1)

x 2y x 4y (2)
 . 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 3.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

  
3 2 3 2x 3x y 6y 9 3x 12y− + − = − − . 

 
3 2 3 2x 3x 3x 1 y 6y 12y 8⇔ − + − = − + − + . 

 ( ) ( )3 3
x 1 2 y x 1 2 y y 3 x⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

Thay y 3 x= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )33 2 x 1 x 1,y 2

x 3 x 9 x 3x 2 0
x 2 x 2,y 1
 = = =

+ − = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 
.       

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 2;1= .  



Baøi 13. (VMO 2004, baûng B) Giaûi heä phöông trình: 
3 2

2 2

x 3xy 49 (1)

x 8xy y 8y 17x (2)

 + = −


− + = −
 . 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 3.(2)+  theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 2 x 1;y 4
x 1 x 1 3 y 4 0

x 1;y 4
 = − = − + + + − = ⇔    = − =

 . 

 Caùch khaùc: Xem phöông phaùp giaûi heä ñaúng caáp. 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
 − =


− = − − −

4 4

3 3 2 2

x y 1215 (1)

2x 4y 9 x 4y 18 x 8y  (2)
 . 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 6.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

  ( ) ( )4 3 2 4 3 2x 12x 54x 108x 81 y 24y 216y 864y 1296 0− + − + − − + − + = . 

 
( ) ( )4 4 x 3 y 6 y x 3
x 3 y 6

x 3 6 y y 9 x
 − = − = +

⇔ − = − ⇔ ⇔ − = − = − 
. 

 TH1: Neáu y x 3= + thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )( )44 2x x 3 1215 x 6 2x 3x 36 0 x 6 y 3− + = ⇔ + − + = ⇔ = − ⇒ = − . 

 TH2: Neáu y 9 x= − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )( )44 2x 9 x 1215 x 6 2x 15x 72 0 x 6 y 3− − = ⇔ − − + = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 6;3 ; 6; 3= − − .  

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 
3 3

2 2

x y 91 (1)

4x 3y 16x 19y (2)

 + =


+ = +
. 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 3.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( )3 3
4 x y 3 4 x y 3 y 7 x− = − ⇔ − = − ⇔ = − . 

 Thay y 7 x= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 



 
( )33 2 x 3 x 3,y 4

x 7 x 91 x 7x 12 0
x 4 x 4,y 3
 = = =

+ − = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 3;4 ; 4;3= .       

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 
 − =


+ = −

3 3

2 2

x y 35 (1)

2x 3y 4x 9y (2)
. 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 3.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( )3 3
x 2 y 3 x 2 y 3 y x 5− = + ⇔ − = + ⇔ = − . 

 Thay y x 5= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )33 2 x 2 x 2,y 3

x x 5 35 x 5x 6 0
x 3 x 3,y 2
 = = = −

− − = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = − 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 3 ; 3; 2= − − .       

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
2 4 3

2 2

4x y 4xy 1

4x 2y 4xy 2

 + − =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) (2)− theo veá ta ñöôïc: ( )( )2 2y 1 y 4xy 1 0− − − = .   

 TH1: Neáu 2

x 0,y 1
x 1,y 1

y 1 y 1
x 0,y 1
x 1,y 1

 = =
 = == ⇔ = ± ⇒
 = = −


= − = −

. 

 TH2: Neáu ( )
2

2 y 1y 4xy 1 x , y 0
4y
−

= + ⇔ = ≠  thay vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä ta ñöôïc: 

  

22 2
2y 1 y 14 2y 4. .y 2

4y 4y

 − −
+ − =  

 
. 



 

4 2

y 1 x 0,y 1
y 1 x 0,y 1

1 1 1y x ,y5y 6y 1 0
5 5 5

1 1 1y x ,y
5 5 5

 = − = = −
 = = = 
 

= − = = −⇔ − + = ⇔ ⇒ 
 
 

= = − = 
  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù saùu nghieäm: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1x;y 0;1 ; 0; 1 ; 1;1 ; 1; 1 ; ; ; ;
5 5 5 5

   
= − − − − −   

   
. 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình 
( )

3

22

7x y 8

2x 6 x y 7

 − =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
( )

( )

22 3

22

x 2x 6 x y y 8

2x 6 x y 7

  + − − =   
 + − =

.   

 

( )
( )

3

22

6 2x2x y 8 4
12x 6 x y 7 y 1
2

 ± =− = ⇔ ⇔ 
 + − = = ± 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 6 2 1 6 2 1x;y ;1 ; ;1
4 42 2

   + −
= + −      
   

. 

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3

xy x y 1

4x 12x 9x y 6y 7

 − − =


− + = − + +
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
3 2 3

3xy 3x 3y 3

4x 12x 9x y 6y 7

 − − =


− + = − + +
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )3 33 3 34 x 1 y 3xy 3y 4 x 1 4y 3y 3xy 3y− = − + + ⇔ − + = + + . 



 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x y 1 x 1 y x 1 y 3y y x 1 ⇔ + − − − − + = + + 

 
. 

 Thay x xy y 1= − − vaøo veá phaûi cuûa phöông trình ta ñöôïc: 

  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x y 1 x 1 y x 1 y 3y x y 1 + − − − − + = + − 

 
. 

 
( )( )2 y 1 x
x y 1 2x 2 y 0

y 2x 2
 = −

⇔ + − − − = ⇔  = −
. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) 5 17 1 17 5 17 1 17x;y ; ; ;

4 2 4 2

   − − + +
=       
   

. 

Caùch 2: Ruùt x 1y
x 1
+

=
−

töø phöông trình ñaàu thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

ta ñöôïc: 

  

3
3 2 x 1 x 14x 12x 9x 6. 7 0

x 1 x 1
 + +

− + + − − = − − 
. 

 

( )( )22 2 2

5 17x
4x x 2 2x 5x 1 0 2x 5x 1 0

5 17x
4

 −
=

⇔ − + − + = ⇔ − + = ⇔
 +

=


. 

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình: 

3 2 3

xy x 2y 4

4x 24x 45x y 6y 20

 − + =


+ + = − + −
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

3 2 3

3xy 3x 6y 12

4x 24x 45x y 6y 20

 − + =


+ + = − + −
. 

 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )3 33 3 34 x 2 y 3xy 12y 4 x 2 4y 3y 3xy 12y+ = − + + ⇔ + + = + + . 

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x y 2 x 2 y x 2 y 3y y x 4 ⇔ + + + − + + = + + 

 
. 

 
 Thay x xy 2y 4= + − vaøo veá phaûi cuûa phöông trình treân ta ñöôïc: 



 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 x y 2 x 2 y x 2 y 3y y xy 2y ⇔ + + + − + + = + + 

 
. 

 
( )( )2 y 2 x
x y 2 2x 4 y 0

y 2x 4
 = − −

⇔ + + + − = ⇔  = +
. 

 Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc: 

( ) 7 17 1 17 7 17 1 17x;y ; ; ;
4 2 4 2

   − + + + −
= −      
   

. 

Caùch 2: Ruùt x 4y
x 2
+

=
+

thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

3
3 2 x 4 x 44x 24x 45x 6. 20 0

x 2 x 2
 + +

+ + + − + = + + 
. 

 

( )( )
 − +

=
⇔ + + + + = ⇔ + + = ⇔
 +

= −


22 2 2

7 17x
4x 5x 8 2x 7x 4 0 2x 7x 4 0

7 17x
4

.   

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình  

( )
 + + + = − + − ∈

+ = + +


2

2 2

4x 4 2x 1 4y 4y 2y 1
, x,y

x y x y 2
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 


≥ −


 ≥


1x
2

1y
2

.  

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
 = − − − + − − + =


= + − − − =

2

2 2

A 4y 4y 4x 4 2y 1 2x 1 0 (1)

B x y x y 2 0 (2)
. 

Nhaän xeùt. Döï ñoaùn − = + ⇔ = +2y 1 2x 1 y x 1thay vaøo hai phöông trình 

cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )
( ) ( )

 = + − + − − = −

 = + + − − + − = −

2 2

22 2

A 4 x 1 4 x 1 4x 4 4x 4

B x x 1 x x 1 2 2x 2
. 

Heä soá baát ñònh laø = − = −
Ak 2
B

 töùc ta thöïc hieän pheùp toaùn laáy −(1) 2.(2)  theo veá:     



Nhaän thaáy = −
1x
2

hoaëc =
1y
2

khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt > − >
1 1x ,y
2 2

khi ñoù laáy −(1) 2.(2) theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( )− − − − + − − − + − − + =2 2 24y 4y 4x 4 2 x y x y 2 2y 1 2x 1 0 . 

( )⇔ − − − + − − + =2 22y 2y 2x 2x 2y 1 2x 1 0 . 

( )( ) ( )− −
⇔ − − + + =

− + +

2 y x 1
2 y x 1 y x 0

2y 1 2x 1
. 

( )
 
 ⇔ − − + + =
 − + + 

12 y x 1 y x 0
2y 1 2x 1

. 

⇔ = +y x 1 (vì + + > − =
− + +

1 1 1y x 0
2 22y 1 2x 1

). 

Thay = +y x 1vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )+ + − − + − = ⇔ − = ⇔ = ⇒ =
22 2x x 1 x x 1 2 0 2x 2 0 x 1 y 2 (do > −

1x
2

).           

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )=x;y 1;2 .  

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình  

( )
 + + + = + + + ∈

+ − + − =


2 2

2 2

2x x x 2 2y y 2y 1
, x,y

x 2y 2x y 2 0
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ≥ − ≥ −
1x 2, y .
2

 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi = − + − +2 2x 2y 2x y 2.  

Theá vaøo phöông trình thöù nhaát, ta ñöôïc 

  + − + − + + + + = + + +2 2 2x ( 2y 2x y 2) x x 2 2y y 2y 1  

⇔ + + + + = + + +

⇔ + + + + + + = + + +

2 2

2 2

x 3x 2 x 2 4y 2y 2y 1

(x 1) (x 1) (x 1) 1 (2y) 2y 2y 1. (1)
 

Xeùt haøm soá = + + +2f(t) t t t 1  vôùi ≥ −t 1.  



Ta coù = + + = − = ⇔ = −
+ + 3

1 1 3f '(t) 2t 1 ; f "(t) 2 ; f "(t) 0 t .
42 t 1 4 (t 1)

 

Suy ra 
 

≥ − = > 
 

3 1f '(t) f ' 0
4 2

 vôùi moïi ∈ − +∞t ( 1; ).   

Do ñoù haøm f(t)  ñoàng bieán treân − ∞[ 1; + ).   

Suy ra phöông trình ⇔ + = ⇔ + = ⇔ = −(1) f(x 1) f(2y) x 1 2y x 2y 1.  

Theá vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä, ta ñöôïc 

− + − − + − =2 2(2y 1) 2y 2(2y 1) y 2 0  
 =
⇔ − + = ⇔  =


2
y 1

6y 7y 1 0 1y .
6

 

Suy ra nghieäm (x; y) cuûa heä laø 
 
− 
 

2 1(1; 1), ; .
3 6

 

 
Nhaän xeùt. Ñeå ñöa ñeán lôøi giaûi treân ta coù suy nghó ñôn giaûn laø hai caên trieät 

tieâu nhau töùc + = +x 2 2y 1 hay = −x 2y 1theá vaøo phöông trình thöù hai 

cuûa heä tìm ñöôïc nghieäm thaáy thoûa maõn. Vaäy laø höôùng ñi ñaõ ñuùng. Ñaây laø cô 
sôû ñeå tìm caùch coäng goäp hai phöông trình cuûa heä moät caùch hôïp lyù vaø ñöa veà 
xeùt haøm soá nhö treân. Moät soá baøi toaùn cuøng daïng treân nhöng ñöa veà phaân tích 
nhaân töû ñaõ ñöôïc trình ôû treân caùc em chuù yù. 
Vôùi daïng heä ña thöùc toâi ñaõ trình baøy trong chuû ñeà kyõ thuaät heä soá baát ñònh. 
AÙp duïng vaøo baøi toaùn naøy ta thöïc hieän nhö sau: 
Ta vieát laïi heä döôùi daïng sau: 
 = − + − + + − + =


= + − + − =

2 2

2 2

A 2x 2y x y x 2 2y 1 0 (1)

B x 2y 2x y 2 0 (2)
.  

Vôùi 
( ) ( )

( ) ( )

 = − − + − − = + += − ⇒ 
 = − + − − + − = − +

2 2 2

2 2 2

A 2 2y 1 2y 2y 1 y 6y 7y 1
x 2y 1

B 2y 1 2y 2 2y 1 y 2 6y 7y 1
. 

Heä soá baát ñònh caàn tìm laø = − = −
Ak 1
B

töùc ta laáy −(1) (2) theo veá ta coù lôøi 

giaûi cuûa baøi toaùn treân.  

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình  



( )
 + − + − − = + ∈

+ − + − − = − +


2

2

2x 2 x y 1 34 2xy x
, x,y

2y 2 x y 1 34 xy 2y
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: ≤ ≥x 2,y 1 . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )  =
− = + − ⇔ − + − = ⇔  + =

2 2 x 2y
2x 2y 3xy x 2y x 2y 2x y 1 0

2x y 1
. 

 +  Neáu = ⇒ ≥ = ≥ ⇒ = =x 2y 2 x 2y 2 x 2,y 1thöû laïi thaáy thoûa maõn. 

+  Neáu = −y 1 2x  thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 − − + − + − =26x 3x 34 2 x 2x 0 . 

( )( ) ( )++
⇔ + − − − =

− + − +

2 x 2x 23 x 2 2x 5 0
2 x 2 2x 2

 

( ) ( )
≤

 
⇔ + − − − = 

− + − + 

←→ + = ⇔ = − ⇒ =x 2

1 2x 2 3 2x 5 0
2 x 2 2x 2

x 2 0 x 2 y 5

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )= −x;y 2;1 ; 2;5 . 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình: 
2 2

3 2 2

x y xy 2x 5y

x x y x 2xy 6x 3y 0

 + + + =


+ − + − + =
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2

3 2 2

x y xy 2x 5y 0 (1)

x x y x 2xy 6x 3y 0 (2)

 + + + − =


+ − + − + =
. 

 Tìm heä soá baát ñònh: 
 Deã thaáy heä phöông trình coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1= . 

 Ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø y x= . 

 Thay y x= vaøo hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )
( )( )

1 1

11

A 3x x 1 A 3k
B 2x 3B x x 1 2x 3

 = − ⇒ = − = −
+= − +

. 



Lôøi giaûi 
 Laáy (2x 3).(1) 3.(2)− + + theo veá ta ñöôïc: 

 ( )( )2x y x 2xy 10x 3y 24 0− + − + − = . 

 Ñaùp soá: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1 ; 2;0 ; 6;8= − − .  

Caùch 2: Ruùt 
3 2

2
x x 6xy
x 2x 3

− + +
=

+ +
 töø phöông trình thöù hai thay vaøo phöông trình 

ñaàu ta ñöôïc:  

( )( )( )( )
( )

2

22

x 0 x 0,y 0
x x 1 x 2 x 6 x x 6 x 1 x 1,y 1

0
x 2 x 2,y 0x 2x 3
x 6 x 6,y 8

 = = =
 − + + + + = = = = ⇔ ⇒
 = − = − =+ +  

= − = − =  

. 

Caùch 3: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )( )

2

2

x 2x y x y 3 2y

x 2x x y 3 3y

 + + + − =


+ + − = −

. 

 Vôùi y 0 x 0= ⇒ = . 

 Vôùi y 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )

2

2

x 2x x y 3 2
y

x 2x x y 3 3
y

 +
+ + − =




+ + − = −

 

 Ñeán ñaây ñaët 

2x 2xu
y

v x y 3

 +
=


 = + −

  

 Ñöa veà heä phöông trình ñoái xöùng loaïi I 
u v 2
uv 3
 + =


= −
.       

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
2 2

3 2

3x xy 9x y 9y 0

2x 20x x y 20y 0

 + − − − =


− − − =
 . 

 Tìm heä soá baát ñònh: Nhaåm ñöôïc hai nghieäm cuûa heä laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2; 1= −  

khi ñoù ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø x 2y= −  thay ngöôïc laïi hai 

phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 



 

( )
( )( ) ( )

1 1

11

A (x,y) 9y y 1 A (x,y) 9p(x,y)
B (x,y) 20 y 1B (x,y) 20y y 1 y 1

 = + ⇒ = − =
−= − + −

 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 
2 2

3 2

3x xy 9x y 9y 0 (1)

2x 20x x y 20y 0 (2)

 + − − − =


− − − =
 . 

 Nhaän thaáy y 1=  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi y 1≠  khi ñoù laáy ( )20 y 1 .(1) 9.(2)− +  theo veá ta ñöôïc: 

 ( )( )2 2x 2y 18x 15xy 60x 10y 80y 0+ + − − − =  . 

 Khi ñoù ñöa veà giaûi hai heä phöông trình: 

 

2 23x xy 9x y 9y 0
x 2y

 + − − − =


= −
  hoaëc 

2 2

2 2

3x xy 9x y 9y 0

18x 15xy 60x 10y 80y 0

 + − − − =


+ − − − =
 . 

 Giaûi hai heä treân tìm ñöôïc hai nghieäm ( ) ( ) 18 9x;y 0;0 ; ;
13 13
 

= − 
 

.  

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình: 
2 2

2 2

x y 3x 3y 3 0

x y 4xy 3y 2y x 1 0

 + + − =


− − + − + =
 . 

 Tìm heä soá baát ñònh: Nhaän thaáy heä coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;0=  khi ñoù 

ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø x 1 y= −  thay ngöôïc laïi hai phöông trình 

cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )
( )

22
1 1

2 11

A (x,y) y y 1 A (x,y)
p(x,y) 1 y

B (x,y)B (x,y) y y 1

 = − ⇒ = − = −
 = −

 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä döôùi daïng 
 + + − =


− − + − + =

2 2

2 2

x y 3x 3y 3 0 (1)

x y 4xy 3y 2y x 1 0 (2)
 . 

 Nhaän thaáy y 1 x 0= ⇒ =  laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi y 1≠  khi ñoù laáy ( )(1) 1 y .(2)+ −  ta ñöôïc 



 
( )( )2

2

x y 1 0
x y 1 3y xy 2y 2 0

3y xy 2y 2 0

 + − =
+ − + − + = ⇔ 

+ − + =
 . 

 - Vôùi x y 1 0+ − =  khi ñoù ta coù heä phöông trình 
2 2

x y 1 0

x y 3x 3y 3 0

 + − =


+ + − =
 . 

 
2 2

x y 1 x 0;y 1
x 1;y 0x y 0

 + =  = =⇔ ⇔  = == 
 . 

 - Vôùi 23y xy 2y 2 0+ − + =  khi ñoù ta coù heä phöông trình:  
2

2 2

3y xy 2y 2 0

x y 4xy 3y 2y x 1 0

 + − + =


− − + − + =
 . 

 Coäng theo veá hai phöông trình ta ñöôïc ( )( ) x 3
x 3 xy 1 0

xy 1 0
 =

− − = ⇔  − =
  

 Thay ngöôïc laïi heä thaáy voâ nghieäm. 
 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;0=  . 

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình: 

( )2 2

4 2 2 2

x y x y y 0 (1)

x 4x y 3x y 0 (2)

 − + + − =

 − + + =

 . 

 Tìm heä soá baát ñònh: Nhaän thaáy heä coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;2=  khi ñoù 

ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm naøy laø y x=  .  

 Thay ngöôïc laïi hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

 

( )
( )

( )1 1
22

11

A (x,y) x x 2 B (x,y)
p(x,y) x x 2

A (x,y)B (x,y) x x 2

 = − − ⇒ = − = −
= −

 . 

Lôøi giaûi 

 Nhaän thaáy x 0=  vaø x 2=   thì heä coù nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;2=  . 

 Xeùt vôùi { }x 0;2∉  khi ñoù laáy ( )x x 2 .(1) (2)− +  theo veá ta ñöôïc 

  ( )( ) ( )2 4 2 2 2x x 2 x 2xy x y x 4x y 3x y 0− − + + + − + + =  . 

 
( )( )3 2

3 2

x y
x y 2x x x y 0

2x x x y 0

 =
⇔ − − + − = ⇔ 

− + − =
 . 



 - Vôùi x y=  thay ngöôïc laïi (1)  ta ñöôïc 2 x 0
2x x 0

x 2
 =

− = ⇔  =
 (loaïi do { }x 0;2∉ ). 

 - Vôùi 3 22x x x y 0− + − =  khi ñoù ta coù heä phöông trình 
3 2

2

2x x x y 0

x 2xy x y 0

 − + − =


− + + =
  

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä naøy ta ñöôïc: 

( )2 22x x 1 y 0 y x 1+ − = ⇔ = +  (do x 0≠  ). 

 
 

 Thay vaøo (1)  ta ñöôïc: 

 ( )( )3 2 22x x 1 0 x 1 2x x 1 0 x 1 y 2− + + = ⇔ − − − − = ⇔ = ⇒ =  . 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;2 ; 1;2=  . 

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình  . 

  Phaân tích lôøi giaûi: Neáu ñaët 2t x=  ta ñöa veà daïng 1 vaø caùch giaûi ñaõ ñöôïc 
xaùc ñònh, ôû ñaây ta xöû lyù baøi toaùn theo moät höôùng khaùc ñoù laø laáy (1) k.(2)+  

vaø aùp duïng phöông phaùp giaûi phöông trình baäc boán toång quaùt vôùi muïc ñích 
ñöa phöông trình naøy veà daïng tích: 

 ( )4 2 2x k 4 ky x y 6y 22ky 9 22k 0  (3)+ − + + − + + − =  . 

 Ta seõ tìm k  sao cho (3)  phaân tích ñöôïc nghieäm. Muoán vaäy 2x
∆ laø soá chính phöông. 

 ( ) ( )2 2
2x

k 4 ky 4 y 6y 22ky 9 22k∆ = − + − − + + −  . 

   ( ) ( )2 2 2 2k 4 y 2k 16k 24 y k 80k 20= − + − + + + −  coù daïng chính phöông. 

 Muoán vaäy ta choïn k  thoûa maõn  

 ( ) ( )( )22 2 2
y 0 2k 16k 24 4 k 4 k 80k 20 0∆ = ⇔ − + − − + − =  . 

 Nhaäp phöông trình vaøo maùy tính boû tuùi ta tìm ñöôïc k 2=  . 
Lôøi giaûi 

Caùch 1: Laáy (1) 2.(2)+  theo veá ta ñöôïc:  



  ( )4 2 2 2 2x 4x y 6y 9 2 x y x 2y 22 0− + − + + + + − =  . 

 ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2x y 2 x y 35 0 x y 5 x y 7 0⇔ + − + − = ⇔ + + + − =  . 

 - Vôùi 2y 5 x= − −  thay vaøo (1)  ta ñöôïc 4 2x 6x 32 0+ + =  (voâ nghieäm). 

 - Vôùi 2y 7 x= −  thay vaøo (1)  ta ñöôïc: 

  ( )( )4 2 2 2x 6x 8 0 x 2 x 4 0 x 2 x 2− + = ⇔ − − = ⇔ = ± ∨ = ±  . 

 Suy ra ( ) ( ) ( )x;y 2;5 ; 2;3= ± ±  . 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;y 2;5 ; 2;5 ; 2;3 ; 2;3= − −  . 

Caùch 2: Ñeå yù töø phöông trình thöù hai cuûa heä ruùt ñöôïc 
2

2
22 xy
x 2
−

=
+

. 

 Thay 
2

2
22 xy
x 2
−

=
+

vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  

22 2
4 2

2 2
22 x 22 xx 4x 6. 9 0
x 2 x 2

 − −
− + − + =  + + 

. 

 

.   

 



Chuû ñeà 16.         KYÕ THUAÄT PHÖÙC HOÙA  
 Soá phöùc coù moät öùng duïng raát roäng trong giaûi toaùn Sô caáp töø Ñaïi soá, hình hoïc 

vaø giaûi tích cho ñeán Toaùn cao caáp. Noäi dung chuû ñeà naøy toâi trình baøy moät 
öùng duïng cuûa soá phöùc trong giaûi heä phöông trình. Trong baøi vieát naøy toâi taïm 
goïi laø phöông phaùp phöùc hoùa giaûi heä phöông trình. 

A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
1. Phöông phaùp chung 
 Phöông phaùp chung laø ñaët z x iy= +  . 

 Khi ñoù chuyeån baøi toaùn tìm nghieäm ( )x;y veà tìm phöùc z thoûa maõn heä phöông 

trình ñaõ cho. 
 Duøng phöông phaùp giaûi phöông trình nghieäm phöùc tìm ñöôïc:  

 
x a

z a bi
y b
 =

= + ⇔ 
=

. 

 Caên baäc n cuûa soá phöùc: 

  ( )n n k2 k2z r cos i.sin z r cos i.sin ,k 0,1,...,n 1
n n

 ϕ + π ϕ+ π
= ϕ+ ϕ ⇒ = + = − 

 
.  

 Moät soá ñaúng thöùc thöôøng söû duïng. 

 - z x iy= − . 

 - 2 2 2z x y 2xyi= − + . 

 
- ( )3 3 2 2 3z x 3xy 3x y y i= − + − . 

 
- ( )4 4 2 2 4 3 3z x 6x y y 4 x y xy i= − + + − . 

 
- ( )5 5 4 2 3 5 4 2 3z x 5xy 10y x i y 5x y 10x y= + − + + − . 

 
- ( )6 6 2 4 4 2 6 5 3 3 5z x 15y x 15y x y i 6yx 20y x 6y x= − + − + − + .  

 
- ( )7 7 2 5 4 3 6 7 2 5 4 3 6z x 21y x 35y x 7y x i y 21x y 35x y 7x y= − + − + − + − + .  

 
- ( )8 8 2 6 4 4 6 2 8 7 3 5 5 3 7z x 28y x 70y x 28y x y i 8yx 56y x 56y x 8y x= − + − + + − + −    

 
- 

2 2
1 1 x yi
z x yi x y

−
= =

+ +
 .   



 
- 

( )
2 2 2 2

i x yii xi y
z x y x y

− +
= =

+ +
. 

 

- 

( ) ( )
2 2

2 2 2 22 2

1 x y 2xyi
z x yx y

−
= −

++
.  

 Nhaân theâm vaøo moät phöông trình cuûa heä vôùi ñaïi löôïng i sau ñoù coäng(tröø-coù 
heä soá neáu coù) theo veá hôïp lyù ñöa veà phöông trình coù chöùa caùc nhaân töû 

2 3 1 iz,z ,z , , ,...
z z

.   

2. Daáu hieäu nhaän bieát 
 Hai phöông trình cuûa heä coù daïng: 

Daïng 1: 
2 2

1F x;y; 0 z x yi
x y

 
= ⇒ = +  + 

. 

Daïng 2: 1F x; y; z x i y
x y

 
⇒ = + + 

. 

Toång quaùt: ( )k k k k
2k 2k

1F x ;y ; , a,b 0,k z ax i by
ax by

 
> ∈ ⇒ = +  + 

 .      

 Chuù yù. Ñoâi khi ñeà baøi laøm trieät tieâu daáu hieän nhaät bieát ta caàn bieán ñoåi heä 
tröôùc tieân. 

 Ví duï. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

6 x x y 6x 8y

3 y x y 8x 6y

 − + = +


− + = −


. 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
2 2 2 2

2 2 2 2

6x 8y 6x 8y6 x x 6
x y x y
8x 6y 8x 6y3 y y 3
x y x y

 + +
− = + = 

+ + ⇔ 
− − − = + =

 + + 

. 

3. Moät soá heä xöû lyù baèng phöông phaùp phöùc hoùa ñoàng thôøi cuõng xöû lyù ñöôïc 
baèng phöông phaùp khaùc. 

 Ví duï 1. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

2 2

2 2

x x 3y 1

y 3x y 1

 − =


− =


. 

 



 Lôøi giaûi phöùc hoùa: 
 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 ( ) ( )
3 23 2

3 2 2 3
3 23 2

x 3xy 1x 3xy 1
x 3xy 3x y y i 1 i

i y 3yx iy 3yx 1

 − = − = ⇔ ⇒ − + − = + 
− + =− + =  

. 

 Ñaët z x yi= + phöông trình trôû thaønh: 

 

3 3z 1 i z 2 cos i.sin
4 4

 π π
= + ⇔ = + 

 
. 

 

6 k2 k2z 2 cos i.sin ,k 0,1,2
12 3 12 3

    π π π π
⇔ = + + + =    

    
.     

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy veá traùi cuûa hai phöông trình cuûa heä cuøng baäc ba neân ta nghó ñeán 

phöông phaùp ñoàng baäc 

 Ta coù: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 3x x 3y y 3x y x y 3xy x y 0− = − ⇔ + − + = . 

 
( ) 2 2

2 2

x y 0
x y x y 4xy 0

x y 4xy 0

 + = ⇔ + + − = ⇔   + − =
. 

 TH1: Neáu x y 0 y x+ = ⇔ = − khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
3

2 2

3

1xy x 2
x x 3x 1 1y

2


= − = − ⇔ − =  =



. 

 TH2: Neáu 2 2x y 4xy 0+ − =  ñeán ñaây ta hoaøn toaøn coù theå ruùt x theo y hoaëc 

y theo x theá vaøo heä tuy nhieân luùc sau ñöôïc phöông trình baäc ba maø caùc heä soá 

coù chöùa caên, ñieàu ñaùng ngaïi nöõa laø heä khoâng coù nghieäm ñeïp. 
 Vaäy ta suy nghó tìm höôùng xöû lyù khaùc: 

 Ñeå yù hai phöông trình cuûa heä ta nhaän thaáy ( )( )2 2 2 2xy x 3y y 3x 0− − ≠ neân 

nhaân theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )( ) ( )2 2 2 2 4 4 2 2xy x 3y y 3x 1 xy 3x 3y 10x y 1− − = ⇔ + − = . 

 ( )2 2 2 2xy 3 x y 16x y 1 ⇔ + − =  
. 

 



 Keát hôïp vôùi 2 2x y 4xy 0+ − = ta ñöa veà giaûi heä phöông trình: 

  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2

xy 3 x y 16x y 1 xy 3.16x y 16x y 1

x y 4xyx y 4xy 0

   + − = − =    ⇔ 
  + =+ − = 

 . 

 
( )

3
33

22 2
3

11 xy1 xyxy 2 42 42 4
3x yx y 4xy x y 6xy
2

 = ==   ⇔ ⇔ ⇔  
   + = ±+ = + =   

. 

 Heä phöông trình cuoái laø heä ñoái xöùng laïi I ñaõ bieát caùch giaûi.   
 Ñaùp soá: 

 
( )

3 3
3 3

3 3
1 1 3 3 5 2 3 3 3 5 2 3x;y ; ; ; 3 3 5 ; ; 3 3 5

2 2 2 22 2

     − + − −   = − − − − −          
 

 Nhaän xeùt. Lôøi giaûi phöùc hoùa cho ta nghieäm nhanh goïn tuy nhieân khoâng bieåu 
dieãn tröïc tieáp ñöôïc nghieäm nhö lôøi giaûi ñaïi soá thuaàn tuùy nhö treân.  

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2x 5y xy 2

x 4y 21 y 10x

 + = +


+ + = +
. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( )
2 2

2i xy 2 2x 5y 0

x 4y 21 y 10x 0

 + − − =


+ + − − =
. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )2 2x 4y 21 y 10x 2i xy 2 2x 5y 0+ + − − + + − − = . 

 ( ) ( ) ( )2
x iy 10 x iy 4i x iy 4i 21 0 (1)⇔ + − + − + + + = . 

 Ñaët z x iy= + khi ñoù (1) trôû thaønh: 

 ( )2 2z 10z 4iz 4i 21 0 z 2z 2i 5 4i 21 0− − + + = ⇔ − + + + = . 

 Phöông trình coù ( ) ( )2 2
' 2i 5 4i 21 16i 8 1 i∆ = + − − = = + . 

 Suy ra 
( )
( )

z 2i 5 2 2 i 1

z 2i 5 2 2 i 1

 = + + +

 = + − +

. 



 

( )
( )

x iy 5 2 2 2 2 2 i x 5 2 2,y 2 2 2

x 5 2 2,y 2 2 2x iy 5 2 2 2 2 2 i

 + = + + +  = + = +⇔ ⇔   = − = −+ = − + − 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) ( ) ( )x;y 5 2 2;2 2 2 ; 5 2 2;2 2 2= + + − − . 

Caùch 2: Nhaän thaáy phöông trình ñaàu ruùt ñöôïc x theo y hoaëc y theo x neân ta söû 

duïng phöông phaùp theá. 
 Nhaän thaáy y 2= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 2≠ khi ñoù vieát laïi heä döôùi daïng: 

  

2
2 2 2

2 5yx2 5y 2 yx
2 y

2 5y 2 5yy 4y x 10x 21 0 y 4y 10. 21 0
2 y 2 y

 −
= −  −= − ⇔ 

 − − − − + − = − − + − =   − − 

. 

 
( ) ( )24 3 2 2 2

2 5y2 5y xx 2 y2 y

y 8y 24y 32y 48 0 y 4y 8 y 4y 48 0

 − − ==  −−⇔ ⇔ 
 − + − − = − + − − = 

. 

 
( )( )2 2 2

2 5y 2 5yx x2 y 2 y
y 4y 4 y 4y 12 0 y 4y 4 0

 −  −= = − −⇔ ⇔ 
 − − − + = − − =  

 

x 5 2 2,y 2 2 2

x 5 2 2,y 2 2 2

 = + = +
⇔ 

 = − = −
. 

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
3 2 2 2

3 2 2 2

x 3xy x 1 x 2xy y

y 3x y y 1 y 2xy x

 − − + = − −


− + − = − −
. 

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Ñaët ( )
2 2 2

3 3 2 2 3

z x y 2xyi
z x iy

z x 3xy 3x y y i

 = − += + ⇒ 
= − + −

. 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 



 ( )
3 2 2 2

3 2 2 2

x 3xy x 1 x 2xy y 0

i y 3x y y 1 x 2xy y 0

 − − + − + + =


− + − + − − + =

. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( )3 2 2 2 3 2 2 2x 3xy x 1 x 2xy y i y 3x y y 1 x 2xy y 0− − + − + + + − + − + − − + = . 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2 2 2 2x 3xy 3x y y i x y 2xyi 2xy i x y x 1 i y 1 0⇔ − + − − − + + + − + − + + − + =  

 ( ) ( )( ) ( )3 2 2 3 2 2x 3xy 3x y y i 1 i x y 2xyi x yi 1 i⇔ − + − − + − + − + + + . 

 ( ) ( )( )3 2 2z 1 i z z 1 i 0 z 1 z iz 1 i 0⇔ − + − + + = ⇔ − − − − = . 

 

( )( )( )
z 1 x yi 1 x 1,y 0

z 1 z 1 z 1 i 0 z 1 x yi 1 x 1,y 0
z 1 i x yi 1 i x 1,y 1

  = + = = =
  ⇔ − + − − = ⇔ = − ⇔ + = − ⇔ = − =  
  = + + = + = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;0 , 1;0 , 1;1= − . 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2

2 2

x 1 x 1 y 2xy y 1

y 1 y 1 x 2xy x 1

 − − − = −


− + − = −


 . 

 TH1: Neáu ( )
x 0

2xy x 1 0 y 0
x 1

 =
− = ⇔ =
 =

. 

 - Neáu x 0= heä trôû thaønh 
( )( )

2

2

y 1 0

y 1 y 1 0

 + =


− + =

 heä voâ nghieäm. 

 - Neáu y 0= heä trôû thaønh 
( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2

x 1 x 1 0
x 1 x;y 1;0 ; 1;0

1 x 0

 − − = ⇔ = ± ⇒ = −
− − =


 

 - Neáu x 1= heä trôû thaønh 
( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 y 0
x;y 1;0 ; 1;1

y 1 y 0 y 1

 =  = ⇔ ⇒ = − = =
. 

 TH2: Neáu ( )2xy x 1 1− ≠ khi ñoù chia theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



 

( )( )
( )( )

( )
( )

2 2

2 2

x 1 x 1 y 2xy y 1

2xy x 1y 1 y 1 x

− − − −
=

−− + −
 

 ( ) ( )2 2
x 1 y 1 x y 1⇔ − = − − ⇔ = =  khoâng thoûa maõn ñieàu kieän ( )2xy x 1 0− ≠ . 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 1;0 ; 1;1= − .            

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

3x yx 3
x y
x 3yy 0

x y

 −
+ =

+


+ − =
 +

. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

2 2 2 2

2 2 2 2

3x y 3x y xi 3yix 3 x yi 3 0
x y x y

x 3y x 3yiy .i 0 yi .i 0
x y x y

 − − − −
+ = + + − = 

+ + ⇔ 
+ + − = − =

 + + 

. 

 

( ) ( )
2 2

2 2

3 x yi y xi
x yi 3 0 (1)

x y
x 3yyi .i 0

x y

 − − +
 + + − =
 +⇔ 

+ − = +

. 

 Ñaët 
2 2 2 2

1 x yi i y xiz x yi ,
z zx y x y

− +
= + ⇒ = =

+ +
. 

 Khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh: 

  

2 z 2 i3 iz 3 0 z 3z 3 i 0
z z 1 i

 = +−
+ − = ⇔ − + − = ⇔  = −

. 

 

x yi 2 i x 2,y 1
x yi 1 i x 1,y 1
 + = + = =

⇔ ⇔ + = − = = − 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 2;1= − . 

Caùch 2: Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt vôùi xy 0≠ khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 



 

2

2 2

2

2 2

3xy yxy 3x
x y

x 3xyxy 0
x y

 −
+ =

+


+ − = +

. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä treân ta ñöôïc: 

 

3 12xy 1 3x x
2 2y

− = ⇔ = + . 

 Thay vaøo phöông trình ñaàu tieân cuûa heä ta ñöôïc: 

 

( )( )2
2

3 13 y
2 2y y 1 x 13 1 3 y 1 y 1 0

2 2y y 1 x 23 1 y
2 2y

 
+ −   = − ⇒ = + + = ⇔ + − = ⇔  = ⇒ = 

+ + 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 2;1= − . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

6 x x y 6x 8y

3 y x y 8x 6y

 − + = +


− + = −


. 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Nhaän thaáy x y 0= = laø moät nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt 2 2x y 0+ > khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

6x 8y 6x 8y6 x x 6
x y x y
8x 6y 8x 6y3 y y 3
x y x y

 + +
− = + = 

+ + ⇔ 
− − − = + =

 + + 

. 

 Roõ raøng ñeán ñaây heä phöông trình coù daïng nhö caùc baøi toaùn treân. 
 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  

2 2 2 2

2 2 2 2

6x 8y 6x 8y 8xi 6yix 6 x yi 6 3i
x y x y
8x 6y 6x 8yiy .i 3i x 6
x y x y

 + + + −
+ = + + = + 

+ + ⇔ 
− + + = + =

 + + 

. 



 

( ) ( )
2 2

2 2

6 x yi 8 y xi
x yi 6 3i (1)

x y
6x 8yx 6
x y

 − + +
 + + = +
 +⇔ 

+ + = +

. 

 Ñaët 
2 2 2 2

1 x yi i y xiz x yi ,
z zx y x y

− +
= + ⇒ = =

+ +
. 

 Khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh: 

  
( )26 8iz 6 3i z 6 3i z 6 8i 0

z
+

+ = + ⇔ − + + + = . 

 

z 2 i x yi 2 i x 2,y 1
z 4 2i x yi 4 2i x 4,y 2
  = + + = + = =

⇔ ⇔ ⇔  = + + = + = =  
. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;1 ; 4;2= .         

Caùch 2: Xeùt heä phöông trình: 
2 2

2 2

6x 8yx 6
x y
8x 6yy 3
x y

 +
+ =

+


− + =
 +

. 

 Nhaän thaáy neáu nhaân vaøo phöông trình ñaàu vôùi y vaø phöông trình thöù hai vôùi 

x sau ñoù coäng theo veá seõ trieät tieâu haïng töû chöùa 2 2x y+ . 

 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình: 

 Xeùt vôùi xy 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:

2

2 2

2

2 2

6xy 8yxy 6y
x y

8x 6xyxy 3x
x y

 +
+ =

+


− + = +

. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä treân ta ñöôïc: 

 

6y 8 32xy 8 3x 6y x , y
2y 3 2

 −
+ = + ⇔ = ≠ −  

. 

 Thay vaøo phöông trình ñaàu tieân cuûa heä ban ñaàu ta ñöôïc: 

  

( )( )( )( )2
2

2

6y 86. 8y
6y 8 2y 3 6 y 1 y 2 3y 4 4y 12y 13 0
2y 3 6y 8 y

2y 3

−
+

− −+ = ⇔ − − − − + =
−  −

+ − 

. 



 

y 1 x 2
y 2 x 4

4y x 0
3


 = ⇒ =


⇔ = ⇒ =


= ⇒ =


. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;1 ; 4;2= . 

 Nhaän xeùt. Roõ raøng neáu nghieäm cuûa heä laø leû khi ñoù vieäc ruùt x theo y roài theá 

vaøo phöông trình cuûa heä ñöa veà moät phöông trình baäc cao cuûa y toû ra khoâng 

hieäu quaû trong khi söû duïng soá phöùc ta hoaøn toaøn tìm ñöôïc nghieäm cuûa z vaø 
taát nhieân tìm ñöôïc ( )x;y .                               

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
3 2

3 2

x 3xy 4

y 3x y 4 3

 − = −


− = −
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( )
3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

x 3xy 4 x 3xy 4

i y 3x y 4 3i x 3xy y 3x y i 4 4 3i (1)

 − = − − = − ⇔ 
− = − − − − = − +  

. 

 Ñaët z x yi= + khi ñoù (1) trôû thaønh: 

  

3 2 2z 4 4 3i 8 cos i.sin
3 3

 π π
= − + = + 

 
. 

 

2 k2 2 k2z 2 cos i.sin ,k 0,1,2
9 3 9 3

    π π π π
⇔ = + + + =    

    
. 

 Suy ra ( ) 2 2 8 8 14 14x;y 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin
9 9 9 9 9 9

     π π π π π π
=      
     

.  

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø  

( ) 2 2 8 8 14 14x;y 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin
9 9 9 9 9 9

     π π π π π π
=      
     

. 

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
4 2 2 4

3 3

x 6x y y 8 3

x y xy 2

 − + =


− =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



  ( )
4 2 2 44 2 2 4

3 33 3

x 6x y y 8 3x 6x y y 8 3
i 4x y 4xy 8i4x y 4xy 8

 − + = − + = ⇔ 
− =− =  

. 

 

( )
( )
4 2 2 4 3 3

3 3

x 6x y y i 4x y 4xy 8 3 8i (1)

i 4x y 4xy 8i

 − + + − = +⇔ 
− =



. 

 Ñaët ( )4 4 2 2 4 3 3z x yi z x 6x y y i 4x y 4xy= + ⇒ = − + + − . 

 Khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh: 

 

4
k2 k2

6 6z 3 i 16 cos i.sin z 2 cos i.sin ,k 0,1,2,3
6 6 4 4

 π π
+ π + π  π π

= + = + ⇔ = + =  
    
 

 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 13 13 25 25x;y 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin ; 2cos ;2sin
24 24 24 24 24 24

     π π π π π π
=      
     

. 

 Nhaän xeùt. Qua hai baøi toaùn treân hoaøn toaøn xöû lyù ñöôïc vôùi heä cho baäc 5,6,7 
vaø ñieàu löu yù laø heä daïng naøy laø heä ñaúng caáp tuy nhieân baäc cao vaø nghieäm leû 
neân kinh nghieäm laø caùc em söû duïng soá phöùc nhö treân.   

Baøi 7. (VMO 1996) Giaûi heä phöông trình 

13x 1 2
x y

17y 1 4 2
x y

  
+ =  +  


  − =  + 

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0,y 0,x y 0≥ ≥ + > . 

 Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Vì vaäy ñieàu kieän cuûa aån ñeå heä phöông trình coù nghieäm laø x 0,y 0> > .   

 Khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

x 21 x3x 1 2
x yx y 3

1 y 4 27y 1 4 2 yx y x y 7

  
+ =+ =    ++   ⇔ 

  − = − =  + +  

. 

 Ta ñaët u x,v y= =  heä phöông trình trôû thaønh: 



2 2

2 2

u 2u  (1)
u v 3

v 2v 4  (2)
7u v


+ =

+

 − = +

. 

 Heä ñaõ ñöa veà daïng quen thuoäc cuûa soá phöùc. 

 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 
2 2
u vi 2 2u vi 4 i

7u v 3
−

+ + = +
+

. 

 Ñaët z u vi= +  khi ñoù ta coù phöông trình: 

  

21 2 2 2 2z 4 i z 4 i z 1 0
z 7 73 3

 
+ = + ⇔ − + + =  

 
. 

 

2 2 2 24 i 2 21 21 2i 4 i 2 21 21 2i
7 73 3z x yi

2 2
2 2 2 24 i 2 21 21 2i 4 i 2 21 21 2i

7 73 3z x yi
2 2

 
+ + + + + + 

 = + = 
⇔ ⇔ 

 + − − + − − 
= + = 

 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 2 21 1 2 21x;y 21;2 ; 21;2
7 73 2 3 2

   
= + + − −      
   

. 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
 − − − − =


+ − − =

2 2x y 2x 3y 2 0 (1)
3x 2xy 2y 4 0 (2)

. 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

  ( )2 2x y 2x 3y 2 i 3x 2xy 2y 4 0− − − − + + − − = . 

 ( ) ( )( )2
x yi 2 3i x yi 2 4i 0⇔ + − − + − − = . 

 Ñaët z x yi= +  phöông trình trôû thaønh: 

 
( )2 z 2i

z 2 3i z 2 4i
z 2 i
 = −

− − − − ⇔  = −

x yi 2i x 0,y 2
x yi 2 i x 2,y 1
 + = − = = −

⇔ ⇔ + = − = = − 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0; 2 ; 2; 1= − − . 



Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

2x 1 x y 2y 0

2y 3 x y 2x 0

 − + + =


− + + =


. 

Lôøi giaûi 
 Neáu ( ) ( )x 0 y 0 x;y 0;0= ⇔ = ⇒ = laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt xy 0≠ vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 xi y2x 2xi2y 3 0 2yi 3i 0 2 x yi 3i 1 0
x y x y x y

2y 2y 2y2x 1 0 2x 1 0 2x 1 0
x y x y x y

 + 
+ − = + − =  + + − − = 

+ +   +⇔ ⇔  
  + − = + − = + − =  + + +  

. 

 Ñaët z x yi= + ta coù phöông trình: 

 
( )22i 2z 3i 1 0 2z 3i 1 z 2i 0

z
+ − − = ⇔ − + + = . 

 Phöông trình naøy coù ( )
22

3i 1 16i 8 10i 41 4 i 41 4 ∆ = + − = − − = − − + 
 

. 

Suy ra: 

1 41 4 3 41 4 i 1 41 4 3 41 4z x ,y
4 4 2

1 41 4 3 41 41 41 4 3 41 4 i x ,y
z 4 4

4

  + − + − +   + − − +  = = =
 ⇔    − − + +− − + + +   = =  = 



 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( ) 1 41 4 3 41 4 1 41 4 3 41 4x;y 0;0 ; ; ; ;
4 2 4 4

   + − − + − − + +   =
   
   

. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình : 

 − − + − + + − =

− + − + − + − =

3 2 2 2

3 2 2 2

x 3xy 2x 2y 2xy 3x 5y 2 0 (1)

y 3x y 4xy x y 3y 3x 0 (2)
 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( )( ) ( )( )3 2 2 3 2 2x 3xy 3x y y i 2 i x y 2xyi 3 3i x yi 2 2i 0− + − − − − + + − + − + = . 

 ( ) ( )( ) ( )( )3 2
x yi 2 i x yi 3 3i x yi 2 2i 0⇔ + − − + + − + − + = . 



 Ñaët z x yi= +  khi ñoù ta coù phöông trình: 

  ( ) ( ) ( )( )( )3 2z 2 i z 3 3i z 2 2i 0 z 1 z 2i z i 1 0− − + − − + = ⇔ − + − − = . 

 

( )( )( )
z 1

z 1 z 2i z i 1 0 z 2i
z i 1

 =
⇔ − + − − = ⇔ = −
 = +

. 

 

x yi 1 x 1,y 0
x yi 2i x 0,y 2
x yi i 1 x 1,y 1

 + = = =
 ⇔ + = − ⇔ = = − 
 + = + = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 0; 2 ; 1;1= − .   

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình: 
4 3 2 2 2 2 2 4 3 2

3 3 2 2 3 2 3 2

x x 6x y 6x y 4x 3xy 2xy x y 2y 4y 4y 0 (1)

4x y 2x 3x y x 4xy 6xy 8xy 4x y y y 13 0 (2)

 − − + − + + − + − + − =


− − − − + − + + + − + =
 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )4 3 2
x yi 1 2i x yi 4 i x yi 1 4i x yi 1 3i 0+ − + + − + + − − + + + = . 

 Ñaët z x yi= +   phöông trình trôû thaønh: 

  ( ) ( ) ( )4 3 2z 1 2i z 4 i z 1 4i z 1 3i 0− + − + − − + + = . 

 

( ) ( )( )2
z 1

z 1 z 2 i z 1 i z 2 i
z 1 i

 = −
⇔ + − − − − ⇔ = +
 = +

. 

 

z 1 x yi 1 x 1,y 0
z 2 i x yi 2 i x 2,y 1
z 1 i x yi 1 i x 1,y 1

  = − + = − = − =
  ⇔ = + ⇔ + = + ⇔ = =  
  = + + = + = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;0 ; 2;1 ; 1;1= − .        

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

2
2

2 2 2

2

2 2

2 xy2x 2 1 2x 1 0
y x y 1

y4x 2 2
x y 1


− − + − − =

+

 + = + +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: y 0≠ . 



 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

 

( ) ( ) ( )

( )

2
2

2
2

2
2

2 2x2x 2 1 2x 2 1
2y 2x
y

22.
2 2 y2. 2x. 2 1 . 0

2y y 2x
y

   − − + − = − +   
  +




 + − + + =

+


. 

 Ñaët ( )2u 2x,v , v 0
y

= = ≠  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( )

2 2
2 2

2 2

2uu v 2 1 u 2 1  (1)
u v
2v2uv 2 1 v 0 (2)

u v


− − + − = − +

 +

 − + + = +

. 

 Laáy (1) i.(2)+ ta ñöôïc: ( ) ( )( ) ( ) ( )2

2 2

2 u vi
u vi 2 1 u vi 2 1

u v

−
+ − + + − = − +

+
. 

 Ñaët z u vi= +  ta coù phöông trình: 

  
( ) ( ) ( ) ( )2 3 22z 2 1 z 2 1 z 2 1 z 2 1 z 2 0

z
− + − = − + ⇔ − + + + − = . 

 

( )( )2

z 2 u vi 2

1 i 3 1 i 3z 2 z z 1 z u vi
2 2

1 i 3 1 i 3z u vi
2 2

 
 = + =
 

− − ⇔ − − + ⇔ = ⇔ + = 
 

+ + = + =  

. 

 

u 2,v 0 1 2 6x ,y
31 3 2 2u ,v

2 2 1 2 6x ,y1 3 32 2u ,v
2 2


 = =

= = − 
 ⇔ = = − ⇔ 
  = =
 = =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 2 6 1 2 6x;y ; ; ;
3 32 2 2 2

   
= −      
   

.          



 Nhaän xeùt. Nhö vaäy baèng vieäc thay 2x : 2x,y :
y

= =  ta ñöa veà moät phöông 

trình heát söùc coàng keành. Muïc ñích cuûa baøi taäp naøy laø reøn luyeän cho caùc em 
khaû naêng nhaän bieát daáu hieän söû duïng soá phöùc.     

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
3 2

3 2

x 3xy 1

y 3x y 3

 − = −


− = −
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( )
3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

x 3xy 1 x 3xy 1 0

i y 3x y 3i x 3xy y 3x y i 1 3i (1)

 − = − − + = ⇔ 
− = − − − − = − +  

. 

 Ñaët z x yi= + khi ñoù (1) trôû thaønh: 

  

3 2 2z 1 3i 2 cos i.sin
3 3

 π π
= − + = + 

 
. 

 

3 2 k2 2 k2z 2 cos i.sin ,k 0,1,2
9 3 9 3

    π π π π
⇔ = + + + =    

    
. 

 Suy ra: ( ) 3 3 3 32 2 8 8x;y 2 cos ; 2 sin ; 2 cos ; 2 sin ;
9 9 9 9

   π π π π
=    
   

 

 3 314 142 cos ; 2 sin
9 9

 π π
 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø:  

( ) 3 3 3 3 3 32 2 8 8 14 14x;y 2 cos ; 2 sin ; 2 cos ; 2 sin ; 2 cos ; 2 sin
9 9 9 9 9 9

     π π π π π π
=      
     

. 

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 
 − + =


− =


4 2 2 4

3 3

x 6x y y 3 (1)
1x y xy  (2)
4

. 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) 4i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

  ( )4 2 2 4 3 3x 6x y y 4 x y xy i 3 i− + + − = + . 

 
( )4 3 1x yi 2 i. 2 cos i.sin

2 2 6 6

   π π
⇔ + = + = +       

. 



 

( )4
k2 k2

6 6x yi 2 cos i.sin , k 0,1,...,3
4 4

 π π
+ π + π 

⇔ + = + = 
  
 

. 

 Heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) ( )4 4
k2 k2

6 6x;y 2 cos ; 2 sin , k 0,1,...,3
4 4

 π π
+ π + π 

= = 
  
 

. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

 − + =


− + = −


4 2 2 4

4 2 2 4

x x 10x y 5y 3 (1)

y y 10x y 5x 1 (2)
.    

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ ta ñöôïc: 

  ( )5 4 2 3 5 4 2 3x 5xy 10y x i y 5x y 10x y 3 i+ − + + − = − . 

 
( )5 3 1x yi 2 i. 2 cos i.sin

2 2 6 6

   −π −π
⇔ + = − = +       

. 

 

( )5
k2 k2

6 6x yi 2 cos i.sin , k 0,1,...,4
5 5

 −π −π
+ π + π 

⇔ + = + = 
  
 

. 

 Heä phöông trình coù naêm nghieäm laø: 

 

( ) ( )5 5
k2 k2

6 6x;y 2 cos ; 2 sin , k 0,1,...,4
5 5

 −π −π
+ π + π 

= = 
  
 

 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 

6 2 4 4 2 6

5 3 3 5

1x 15y x 15y x y  (1)
2

36yx 20y x 6y x  (2)
2


− + − =


 − + =

 

 



Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

  
( )6 2 4 4 2 6 5 3 3 5 1 3x 15y x 15y x y i 6yx 20y x 6y x i

2 2
− + − + − + = + . 

 
( )6 1 3x yi i cos isin

2 2 3 3
π π

⇔ + = + = +
 

 

k2 k2
3 3x yi cos isin ,k 0,1,...,5

6 6

π π
+ π + π

⇔ + = + = . 

 Heä phöông trình coù saùu nghieäm laø:  

( ) ( )
k2 k2

3 3x;y cos ;sin , k 0,1,2,3,4,5
6 6

 π π
+ π + π 

= = 
  
 

. 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình  

7 2 5 4 3 6

7 2 5 4 3 6

1x 21y x 35y x 7y x  (1)
2
1y 21x y 35x y 7x y  (2)
2


− + − =



 − + − = −


. 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

  
( )7 2 5 4 3 6 7 2 5 4 3 6 1 1x 21y x 35y x 7y x i y 21x y 35x y 7x y i.

2 2
− + − + − + − + = +  

 
( )7 1 1x yi i. cos i.sin

4 42 2
π π

⇔ + = + = +
 

 
( )

k2 k2
4 4x yi cos i.sin , k 0,1,...,6

7 7

π π
+ π + π

⇔ + = + =
 

 Heä phöông trình coù baåy nghieäm laø:  

( ) ( )
k2 k2

4 4x;y cos ;sin , k 0,1,...,6
7 7

 π π
+ π + π 

= = 
  
 

. 

 



Baøi 11. Giaûi heä phöông trình:  

8 2 6 4 4 6 2 8

7 3 5 5 3 7

3x 28y x 70y x 28y x y  (1)
2

18yx 56y x 56y x 8y x  (2)
2


− + − + =


 − + − =

 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) i.(2)+ ta ñöôïc: 

  
8 2 6 4 4 6 2 8x 28y x 70y x 28y x y− + − +

 

     
( )7 3 5 5 3 7 3 1i 8yx 56y x 56y x 8y x i.

2 2
+ − + − = + . 

 
( )8 3 1x yi i. cos i.sin

2 2 6 6
π π

⇔ + = + = +
 

 
( )

k2 k2
6 6x yi cos i.sin , k 0,1,...,7

8 8

π π
+ π + π

⇔ + = + =
 

 
Heä phöông trình coù taùm nghieäm laø:  

( ) ( )
k2 k2

6 6x;y cos ;sin , k 0,1,...,7
8 8

 π π
+ π + π 

= = 
  
 

. 

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

2 x x y 5x 5y

5 y x y 5x 5y

 − + = − +


− + = +


. 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy x y 0= = laø moät nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Xeùt 2 2x y 0+ > khi ñoù vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

  

2 2 2 2

2 2 2 2

5x 5y 5x 5yx 2 x 2
x y x y

5x 5y 5x 5yy 5 yi .i 5i
x y x y

 − + − +
+ = + = 

+ + ⇔ 
+ + + = + =

 + +   



 

( ) ( )
2 2

2 2

5 x yi 5 xi y
x yi 2 5i (1)

x y
5x 5yyi .i 5i
x y

 − − + +
 + + = +
 +⇔ 

+ + = +

. 

 Ñaët z x yi= +  khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh: 

  
( )25i 5z 2 5i z 5i 2 z 5i 5 0

z
−

+ = + ⇔ − + + − = . 

 

z 2i 1 x yi 2i 1 x 2,y 1
z 3i 1 x yi 3i 1 x 3,y 1
  = + + = + = =

⇔ ⇔ ⇔  = + + = + = =  
. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 2;1 ; 3;1= .         

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình 


− =

+

 + =
 +

2 2

2 2

2x3x 2 (1)
x y

2y3y 4 (2)
x y

. 

Lôøi giaûi 

  Laáy (1) i.(2)+ ta ñöôïc: ( ) ( )
2 2

2 x yi
3 x yi 2 4i

x y

−
+ − = +

+
. 

 Ñaët z x yi= + khi ñoù ta coù phöông trình: 

  
( )223z 2 4i 3z 2 4i z 2 0

z
− = + ⇔ − + − = . 

 

z 1 i x yi 1 i x 1,y 1
1 1 1 1 1 1z i x yi i x ,y
3 3 3 3 3 3

  = + + = + = =
  ⇔ ⇔ ⇔  = − + + = − + = − =
    

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 1x;y 1;1 ; ;
3 3

 
= − 

 
.       

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

5x 7 5yx 7 (1)
x y

7 5x 5yy 0 (2)
x y

 +
+ =

+


− + = +

. 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 
( ) ( )

2 2

5 x yi 7 5 xi y
x yi 7

x y

− + +
+ + =

+
. 



 Ñaët z x yi= +  khi ñoù ta coù phöông trình: 

  
25 7 5iz 7 z 7z 5 7 5i 0

z
+

+ = ⇔ − + + = . 

 

z 7 5i x yi 7 5i x 7,y 5

z 5i x yi 5i x 0,y 5

  = − + = − = = −⇔ ⇔ ⇔  
 = + = = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 7; 5 ; 0; 5= − .       

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình 

 −
+ =

+


+ − =
 +

2 2

2 2

5x yx 3 (1)
x y
x 5yy 0 (2)

x y

. 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 
( ) ( )

2 2

5 x yi xi y
x yi 3

x y

+ − +
+ + =

+
. 

 Ñaët z x yi= +  khi ñoù ta coù phöông trình: 

  
25 iz 3 z 3z 5 i 0

z
−

+ = ⇔ − + − = . 

 

( )

( )

137 11 1 137 113 11 137 i
2 4 2z

2

137 11 1 137 113 11 137 i
2 4 2z

2

 − − + + +
 =

⇔ 
 − −

− − +
=



. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) ( )
137 113 1 137 112x;y ; 11 137
2 8 2

 − + − = + 
  
 

; 

( ) ( )
137 113 1 137 112x;y ; 11 137
2 8 2

 − − − = − + 
  
 

. 



Baøi 16. Giaûi heä phöông trình 

 −
+ =

+


+ − = −
 +

2 2

2 2

16x 11yx 11 (1)
x y

11x 16yy 17 (2)
x y

. 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) i.(2)+  theo veá ta ñöôïc: 
( ) ( )

2 2

16 x yi 11 xi y
x yi 11 17i

x y

− − +
+ + = −

+
. 

 Ñaët z x yi= +  ta coù phöông trình: 

  
( )216 11iz 11 17i z 11 17i z 16 11i 0

z
−

+ = − ⇔ − − + − = . 

 

z i x yi i x 0,y 1
z 11 16i x yi 11 16i x 11,y 16
  = − + = − = = −

⇔ ⇔ ⇔  = − + = − = = −  
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0; 1 ; 11; 16= − − .    

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 

  
+ =   +  


  − =   + 

2 2

2 2

6x 1 3 2  (1)
x y

6y 1 1 (2)
x y

. 

Lôøi giaûi 

 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc :
( )
2 2

6 x yi
x yi 3 2 i

x y

−
+ + = +

+
. 

 Ñaët z x yi= +  khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( )26z 3 2 i z 3 2 i z 6 0
z

+ = + ⇔ − + + = . 

  Ta coù ( ) ( )2 2
3 2 i 24 6 2i 7 2 3i∆ = + − = − = + . 

 Suy ra 

 + + +
=


 + − −
=



3 2 i 2 3iz
2

3 2 i 2 3iz
2

 



 

 + + +
+ =  = =⇔ ⇔ 

 + − − = = −+ =


3 2 i 2 3ix yi x 2 2,y 22
3 2 i 2 3i x 2,y 1x yi

2

 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2 2;2 ; 2; 1= − .        

Baøi 18. (VMO 2007) Giaûi heä phöông trình: 

12x 1 2
y 3x

12y 1 6
y 3x

  
− =  +  


  + =  + 

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 0,y 0,y 3x 0≥ ≥ + > . 

 Ñaët u 3x 0,v y 0= ≥ = ≥ . 

 Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh:  

2 2 2 2

2 22 2

u 12 12u1 2 u 2 3 (1)
u v3 u v

12v12 v 6 (2)v 1 6
u vu v

   − = − =    +  +⇔ 
   + =+ =   ++ 

. 

 Laáy (1) i.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 
( )
2 2

12 u vi
u vi 2 3 6i

u v

−
+ − = +

+
. 

 Ñaët z u vi= +  khi ñoù ta coù phöông trình: 

  
( )212z 2 3 6i z 2 3 3i z 12 0

z
− = + ⇔ − + − = . 

 

( )
( )

z 3 3i 3 3i 3 3 3 3 i

z 3 3i 3 3i 3 3 3 3 i

 = + + + = + + +
⇔ 
= + − − = − + −

. 

 Ta coù u,v 0≥ neân chæ nhaän nghieäm 

3x 3 3u 3 3 x 4 2 3

y 3 3v 3 3 y 12 6 3

 = += + = +  ⇔ ⇔  
= += + = +   

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4 2 3;12 6 3= + + .                



Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 

2 xx 1 y
x y

1 1 x
x y 2 y


+ = +

+

 + =
 +

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 0,y 0≥ > . 

 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
2 xx y 1 2 x yix y

x y 2 xyi 1 i
x y2 y

2 xy 1
x y


− + = −+ ⇔ − + + = +

+ − = +

. 

 Ñaët z x yi= + ta coù phöông trình: 

  
( ) ( ) ( )( )2 3 22z 1 i z 1 i z 2 0 z 1 i z 1 i z 1 i 0

z
+ = + ⇔ − + + = ⇔ − − + + − + = . 

 

( )2

z 1 i

z 1 i 1 2 5 1 5 2z i
2 2z 1 i z 1 i 0

1 2 5 1 5 2i
2 2


 = +


 = +  − + + + −
⇔ ⇔ = − + + − + = 

− − + − + −
 +


. 

 Vì x, y 0≥ neân phaàn thöïc vaø phaàn aûo cuûa z ñeàu khoâng aâm do ñoù chæ nhaän 

nghieäm z 1 i= + . 

 

x 1 x 1
x yi 1 i

y 1y 1

 = =⇔ + = + ⇔ ⇔ 
== 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .              

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình : 
3 2 2 2

3 2 2 2

x 3xy x 1 y 2xy x

y 3x y y 1 x 2xy y

 − + + = + −


− − − = + −
. 

 
 

Lôøi giaûi 



 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:  

( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2

2 2

x 1 x 1 y 2xy y 1

y 1 y 1 x 2xy x 1

 + + − = +


+ − − = +


. 

 Ñaùp soá: ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 0; 1 ; 0;1= − − − .  

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình: 
4 2 2 3 2 2 2

4 2 2 3 2 2

x x y 2x 4xy 2x 1 y 2xy 2x

y x y 2y 4x y 2y 1 x 2xy

 − + − + + = + −


− + − − − = +
. 

 
Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

x 1 x 1 y 2xy y 1

y 1 y 1 x 2xy x 1

 + + − = +

 + − − = +


. 

 Ñaùp soá: ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1 5x;y ; ; 1; 1 ; ; ; 0; 1 ; 0;1
2 2 3 3

   
= − − − − − − −   
   

.  

  



Chuû ñeà 17.        KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG TÍNH CHAÁT  
           HÌNH HOÏC GIAÛI TÍCH  
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Noäi dung chuû ñeà naøy ñeà caäp kyõ thuaät söû duïng caùc tính chaát cô baûn cuûa hình 

giaûi tích phaúng Oxy vaø giaûi tích khoâng gian nhö tính chaát veùc tô, moái lieân heä 
giöõa ñöôøng thaúng vaø ñöôøng troøn, giöõa maët phaúng vaø maët caàu trong quaù trình 
giaûi heä phöông trình hai aån vaø nhieàu aån. Ta cuøng xeùt caùc baøi toaùn cô baûn. 

Baøi toaùn 1. Cho hai veùc tô u,v
 

ta coù: ( )u.v u . v cos u;v=
     

. 

a) Neáu u.v u . v=
   

 khi vaø chæ khi toàn taïi k 0≥ sao cho u kv=
 

.       

b) Neáu u.v u . v= −
   

 khi vaø chæ khi toàn taïi k 0≤ sao cho u kv=
 

. 

c) Vôùi hai veùc tô ta coù u v u v+ ≥ +
   

daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi u,v
 

cuøng höôùng.   

d) Môû roäng cho ba veùc tô ta coù u v w u v w+ + ≥ + +
     

.  

Baøi toaùn 2. Cho ñöôøng thaúng ( )2 2d : Ax By C 0, A B 0+ + = + > vaø ñöôøng troøn 

( ) ( ) ( )2 2 2C : x a y b R− + − = coù taâm ( )I a;b , baùn kính R . 

a) Ñöôøng thaúng d tieáp xuùc vôùi ñöôøng troøn ( ) ( )C d I;d R⇔ = khi ñoù ñöôøng thaúng 

ñöôïc goïi laø tieáp tuyeán vôùi ñöôøng troøn ( )C vaø tieáp xuùc taïi duy nhaát moät ñieåm 

( )0 0M x ;y laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa I treân ñöôøng thaúng d .     

b) Ñöôøng thaúng d caét ñöôøng troøn ( ) ( )C d I;d R⇔ < khi ñoù ñöôøng thaúng caét 

ñöôøng troøn ( )C taïi hai ñieåm phaân bieät A,B . 

c) Ñöôøng thaúng d khoâng coù ñieåm chung vôùi ñöôøng troøn ( ) ( )C d I;d R⇔ > .    

Baøi toaùn 3. Cho hai ñöôøng troøn ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1C : x a y b R− + − = coù taâm ( )1 1 1I a ;b , 

baùn kính 1R  ; ñöôøng troøn ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2C : x a y b R− + − = coù taâm ( )2 2 2I a ;b , 

baùn kính 2R . 

 Hai ñöôøng troøn tieáp xuùc nhau khi vaø chæ khi 1 2 1 2

1 2 1 2

I I R R

I I R R

 = +


= −
 khi ñoù 

( ) ( )1 2C , C coù duy nhaát moät ñieåm chung. 



Baøi toaùn 4. Cho maët phaúng ( ) ( )2 2 2P : Ax By Cz D 0, A B C 0+ + + = + + > vaø maët 

caàu ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2S : x a y b z c R− + − + − = coù taâm ( )I a;b;c , baùn kính R . 

 Maët phaúng ( )P tieáp xuùc vôùi maët caàu ( ) ( )( )S d I; P R⇔ = khi ñoù ( )P tieáp xuùc 

vôùi ( )S taïi duy nhaát moät ñieåm ( )0 0 0M x ;y ;z laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa 

I treân maët phaúng ( )P . 

Baøi toaùn 5. Cho tam giaùc nhoïn ABCvaø M laø moät ñieåm tuøy yù naèm trong maët 
phaúng khi ñoù goïi T laø moät ñieåm nhìn caùc caïnh BC,CA,ABdöôùi cuøng moät 

goùc 0120 thì T naèm trong tam giaùc ABC vaø MA MB MC TA TB TC+ + ≥ + + .       
B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Cho heä phöông trình : 

( ) ( )2 2 2

2 2

m 2m x 1 m y m 2m 2 0

x y 2x 9 0

 + + − + − − =

 + + − =

. 

 Chöùng minh raèng heä phöông trình ñaõ cho luoân coù hai nghieäm phaân bieät 

( )1 1x ;y vaø ( )2 2x ;y . Tìm m ñeå ( ) ( )2 2
1 2 1 2P x x y y= − + − ñaït giaù trò nhoû nhaát. 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng:
( ) ( )
( )

2 2 2

2 2

m 2m x 1 m y m 2m 2 0

x 1 y 10

 + + − + − − =

 + + =

 

 Nghieäm cuûa heä ñaõ cho laø toïa ñoä giao ñieåm cuûa ñöôøng troøn ( )T  coù taâm ( )I 1;0− , 

baùn kính R 10=  vaø ñöôøng thaúng ( ) ( )2 2 2d : m 2m x 1 m y m 2m 2 0+ + − + − − = . 

 Ñöôøng thaúng d luoân ñi qua ñieåm coá ñònh ( )N 1;2 . 

 Vì IN 2 2 R= < neân N naèm trong ñöôøng troøn do ñoù ñöôøng thaúng d luoân caét 
ñöôøng troøn taïi hai ñieåm phaân bieät A,B  hay heä phöông trình ñaõ cho luoân coù 
hai nghieäm phaân bieät.      

 Khi ñoù ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2P x x y y AB 2 R d I;d 2 R IN= − + − = = − ≥ − . 

 Daáu baèng xaûy ra: dIN d IN.u 0⇔ ⊥ ⇒ =
 

 

 ( ) ( )2 2 1 32 m 1 m 2m .2 0 m
2

− ±
⇔ − + + = ⇔ = .   



Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 2 2 2

2014 2014 2014

x y z 3

x y z 3

x y z 3

 + + =
 + + =
 + + =

. 

Lôøi giaûi 
 Xeùt hai veùc tô ( ) ( )u x;y;z ,v 1;1;1= =

 

ta coù : 

 
2 2 2 2 2 2u.v x y z 3 x y z . 1 1 1 u . v= + + = = + + + + =

   

. 

 Daáu baèng xaûy ra x : y : z 1:1:1⇔ = vaø x y z 3+ + = suy ra x y z 1= = = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y;z 1;1;1= .  

 Nhaän xeùt. Xuaát phaùt töø baát ñaúng thöùc cô baûn 
( )22 2 2 x y z

x y z
3

+ +
+ + ≥ ta coù 

ngay x y z 1= = = .        

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình : 
2 2

2 2 2 2

x 2y 7xy 6

x 2x 5 y 2y 2 x 2xy y 9

 − − =


+ + + − + = + + +
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x 1 2 y 1 1 x y 3+ + + − + = + + . 

 Xeùt hai veùc tô ( ) ( )u x 1;2 ,v y 1;1= + = −
 

ta coù : u v u v+ ≥ +
   

suy ra  

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x 1 2 y 1 1 x y 3+ + + − + ≥ + + . 

 Daáu baèng xaûy ra x 1 y 1 x 2y 3
2 1
+ −

⇔ = ⇔ = − . 

 Thay x 2y 3= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm: 

( ) ( ) 5 1x;y 1;1 ; ;
2 4

 
= − − 

 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 5 1x;y 1;1 ; ;
2 4

 
= − − 

 
.        

 
   
Baøi 4. Giaûi heä phöông trình : 



( )2 2

2

2 2

x y y x z 0

x x y 2yz 0

3x 8y 8xy 8yz 2x 4z 2

 + + + =

 + + + =
 + + + = + +

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

x x y y y z 0

x x 1 y 2z 1 0

4 x y 4 y z x 1 2z 1

 + + + =
 + + + =

 + + + = + + +

. 

 Xeùt ba veùc tô ( ) ( ) ( )a x;y ,b x y;y z ,c x 1;2z 1= = + + = + +
  

 

 Khi ñoù: 
2 2

a.b 0,a.c 0,4b c= = =
     

. 

 TH1 : Neáu 
x 0 1a 0 z

2y 0
 =

= ⇔ ⇒ = −
=

 

. 

 TH2 : Neáu 2 2
2 2

a.b 0
b / /c c 2b

a 0 a.c 0
c 2b4b c

4b c

 =   = ≠ ⇒ = ⇒ ⇒  
 = −  = 

=

 

 

 

   

 

 

 

. 

 +  Neáu 
( )
( )

x 0x 1 2 x y
c 2b 1y2z 1 2 y z

2

 = + = + = ⇔ ⇔ 
=+ = +  

 

 thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa 

heä ta ñöôïc 1z
2

= − . 

 +  Neáu 
( )
( )

1 3xyx 1 2 x y 2c 2b
32z 1 2 y z z x
4

 +
= − + = − + = − ⇔ ⇔ 

+ = − +  =


 

 thay vaøo phöông trình 

ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2
2 21 3x 1 3x 3xx x 5x 5x 2 0

2 2 4
   + +

+ − = + ⇔ + + =   
   

(voâ nghieäm). 

 Vaäy heä phöông rình coù hai nghieäm ( ) 1 1 1x;y;z 0;0; ; 0; ;
2 2 2

   
= − −   
   

.   

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình : 



( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2

x y 3 z y z 3 x 2 6

y z 3 x z x 3 y 2 6

z x 3 y x y 3 z 2 6


+ + − + + + − =


 + + − + + + − =

 + + − + + + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Coäng theo veá ba phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2x y 3 z y z 3 x z x 3 y 3 6+ + − + + + − + + + − = . 

 Xeùt ba veùc tô ( ) ( ) ( )u x;y;3 z ,v y;z;3 x ;w z;x;3 y= − = − −
  

. 

 Ta coù : u v w u v w+ + ≥ + +
     

, ta coù : 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2

2

u v w x y 3 z y z 3 x z x 3 y

x y z x y z 9 x y z

3 x y z 3 54 3 6

+ + = + + − + + + − + + + −

≥ + + + + + + − − −

= + + − + ≥

  

. 

 Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi: 

( ) ( ) ( )
x y z 3

x y z 1
x : y : z y : z : x 3 z : 3 x : 3 y
 + + = ⇔ = = = = = − − −

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y;z 1;1;1= .      

Baøi 6. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát  

x y z m 6 0

x 1 y 2 z 3 m

 + + − − =


− + − + − =
. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän : x 1,y 2,z 3≥ ≥ ≥  

 Ñaët ( )X x 1,Y y 2,Z z 3, X,Y,Z 0= − = − = − ≥ . 

 Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh : 
2 2 2

X Y Z m (1)

X Y Z m (2)

 + + =


+ + =
. 

 Neáu m 0< heä phöông trình voâ nghieäm. 



 Xeùt vôùi m 0≥ : khi ñoù phöông trình (1) laø maët phaúng ( )P : X Y Z m 0+ + − =  

naèm trong goùc phaàn taùm thöù nhaát cuûa heä truïc toïa ñoä OXYZ . Phöông trình (2) 
laø maët caàu ( )S coù taâm laø goác toïa ñoä ( )O 0;0;0 , baùn kính ( )R m, m 0= ≥ .  

 Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )P⇔ coù moät ñieåm chung duy nhaát vôùi 

( )S taïi ñieåm thuoäc goùc phaàn taùm thöù nhaát. 

 

m 0
m 0

m
m 3m

3

 ≥
 =

⇔ ⇔−  == 


. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi m 0,m 3= = .            
Baøi 7. Cho x,y,z  laø caùc soá thöïc döông thoûa maõn heä phöông trình  

2 2

2
2

2
2

y z 50

yx xy 169
2

zx xz 144
2


 + =

 + + =



+ + =


 tính giaù trò cuûa bieåu thöùc P xy yz zx= + + . 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2
2

2
2 2

2
2 2

y z 5
2 2

yx xy 13
2

zx xz 12
2


+ =


 + + =



+ + =


. 

 Xeùt tam giaùc ABC coù caùc caïnh töông öùng AB 13,AC 5,BC 12= = = .  
 Suy ra ABClaø tam giaùc vuoâng taïi C . 

 Xeùt O laø ñieåm naèm trong tam giaùc ABC thoûa maõn  0 0AOC 90 ,BOC 135= = . 

Khi ñoù: 

2 2 2 2

2 0 2 2 2

2 0 2 2 2

OA OC AC 5

OB 2OA.OBcos135 OA AB 13

OB 2OB.OCcos135 OC BC 12

 + = =
 − + = =
 − + = =

. 

 Suy ra y z, ,x
2 2

töông öùng laø ñoä daøi caùc ñoaïn thaúng OA,OC,OB. 

 Khi ñoù OBC OAC OAB ABCP xy yz zx 4s 4S 4S 4S 2AC.BC 120= + + = + + = = = .     



Baøi 8. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc döông : 

x y xy 16xy

y z yz 25yz

z x zx 36zx

xy yz zx m xyz

 + + =

 + + =


+ + =


+ + =

. 

Lôøi giaûi 
 Giaû söû ( ) ( )x;y;z , x,y,z 0> laø nghieäm cuûa heä phöông trình. 

 Khi ñoù: 

1 1 1 16
x y xy
1 1 1 25
y z yz
1 1 1 36
z x zx
1 1 1 m
x y z


+ + =



 + + =


 + + =

 + + =


.   

 Ñaët ( )1 1 1a ,b ,c , a,b,c 0
x y z

= = = >  heä phöông trình trôû thaønh: 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a ab b 4

b bc c 5

c ac a 6
a b c m

 + + =

 + + =

 + + =
 + + =

.   

 Treân maët phaúng toïa ñoä Oxy veõ ba ñoaïn thaúng MA a,MB b,MC c= = = ñoâi 

moät hôïp nhau goùc 0120 khi ñoù theo ñònh lyù haøm soá Coâsin  vaø heä treân suy ra 
AB 4,BC 5,CA 6= = = . 

 Vaäy tam giaùc ABC nhoïn vaø M naèm trong tam giaùc ABC. 
 Khi ñoù theo dieän tích tam giaùc ta coù: 
   ABC MAB MBC MACS S S S= + +  

 ( )( )( ) ( )0 0 01p p a p b p c absin120 bcsin120 +casin120
2

ab bc ca 5 21

⇔ − − − = +

⇔ + + =

. 

 Maët khaùc coäng theo veá ba phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc : 

  

( ) ( ) ( )22 2 22 a b c ab bc ca 77 2 a b c 3 ab bc ca 77+ + + + + = ⇒ + + − + + =

 



 

77 15 21 77 15 21a b c m
2 2

+ +
⇔ + + = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm döông khi vaø chæ khi 77 15 21m
2

+
= .     

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )2 22 2 2 2x y a x b b y a+ = − + = − + . 

Lôøi giaûi 
 Trong maët phaúng toïa ñoä Oxy  xeùt ba ñieåm ( ) ( ) ( )A a;b ,B x;0 ,C 0;y töø heä 

phöông trình. Suy ra: AB BC CA= = töùc tam giaùc ABC ñeàu. Vaäy baøi toaùn 
quy veà tìm toïa ñoä ñieåm B treân truïc hoaønh vaø ñieåm C  treân truïc tung sao cho 
tam giaùc ABC ñeàu. Ñaây laø baøi toaùn khaù quen thuoäc (xem theâm cuoán Hình 
hoïc phaúng Oxy cuøng taùc giaû trong cuøng boä saùch). 

 Toïa ñoä troïng taâm G  cuûa tam giaùc ABC laø: 

A B C
G

A B C
G

x x x x ax x a y b3 3 G ;
3 3y y y y by

3 3

 + + +
= =  + + ⇒  + + +   = =

. 

 Do tam giaùc ABCñeàu neân G ñoàng thôøi laø tröïc taâm tam giaùc ABC suy ra: 

  
( )

x a y bx a y b 0
3 3GA.BC 0

x a y bGB.AC 0 a x y b 0
3 3

    + +
− − + − =     =     ⇔ 

 + +=  − − − − =   

 

 
. 

 

( ) ( )
( ) ( )( )

2 2

2 2 2

x 2a x y 2b y 0 x y 2ax 2by 0
a 2x a y b y b 0 2ax y a b 0

 − − + − = − − + = ⇔ ⇔ 
− + + − = + − − = 

. 

 TH1 : Neáu a 0 y b x 3b= ⇒ = ± ⇒ = ± . 

 TH2 : Neáu a 0≠  töø phöông trình thöù hai cuûa heä suy ra 
2 2 2a b yx

2a
+ −

= . 

 Thay 
2 2 2a b yx

2a
+ −

=  vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc : 

  

22 2 2
2 2 2 2a b y y y a b 2by 0

2a

 + −
− + − − + =  

 
. 



 

( ) ( )2 22 2

x y a b 0

y b a y b 3a 0 x 3b a;y 3a b

x 3b a;y 3a b

 = = = =
  ⇔ − + + − = ⇔ = − − = − −  

    = − = −

. 

 Keát luaän : Neáu a b 0= = heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= . 

 Neáu 2 2a b 0+ > heä phöông trình coù hai nghieäm laø  

 
( ) ( ) ( )x;y 3b a; 3a b ; 3b a; 3a b= − − − − − − . 

 Nhaän xeùt. Nhö ñaõ trình baøy trong cuoán hình giaûi tích phaúng Oxy vieäc tìm caùc 
ñieåm B,C ñöôïc thöïc hieän baèng pheùp quay ta coù keát quaû töông töï.  

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1. Giaûi heä phöông trình: 

2 2 2 2

3x 4y 26

x y 4x 2y 5 x y 20x 10y 125 10

 + =


+ − + + + + − − + =
. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2x 2 y 1 10 x 5 y 8 6− + + + − + − = + . 

 Xeùt hai veùc tô ( ) ( )u x 2;y 1 ,v 10 x;5 y= − + = − −
 

, ta coù: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
u v u v x 2 y 1 10 x 5 y 10+ ≥ + ⇒ − + + + − + − ≥
   

. 

 Daáu baèng xaûy ra x 2 10 x 3x 4y 10
y 1 5 y
− −

⇔ = ⇔ − =
+ −

. 

 Keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra ( ) ( )x;y 6;2= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 6;2= .       

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình: 
2 2 2 2

4 2

2x 6xy 5y 5 2x 6xy 5y 14x 20y 25

x 25y 2 0

 + + + = + + + + +

 + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2x y x 2y 4 3 x y 4 x 2y 3+ + + + + = + + + + + . 

 Xeùt hai veùc tô ( ) ( )u x y;x 2y ,v 4;3= + + =
 

, ta coù : u v u v+ ≥ +
   

 



 Suy ra: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2x y x 2y 4 3 x y 4 x 2y 3+ + + + + ≥ + + + + + . 

 Daáu baèng xaûy ra x y x 2y x 5y
4 3
+ +

⇔ = ⇔ = − . 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 

4 2 2

1 1y x 1,y1 5 5625y 25y 2 0 y
25 1 1y x 1,y

5 5

 
= − = = − 

 + − = ⇔ = ⇔ ⇒
 = = − =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 1 1x;y 1; ; 1;
5 5

   
= − −   
   

.         

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2x y z 1

2x y 2z 3 0

 + + =


− + + =
. 

Lôøi giaûi 
 Xeùt maët caàu ( )S coù taâm laø goác toïa ñoä ( )O 0;0;0 , baùn kính R 1= . 

 Maët phaúng ( )P : 2x y 2z 3 0− + + = . 

 Ta coù ( )( )
2 2 2

3
d O; P 1 R

2 ( 1) 2
= = =

+ − +
 neân ( )S tieáp xuùc vôùi maët phaúng 

( )P do ñoù heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát laø toïa ñoä hình chieáu cuûa 

O leân maët phaúng ( )P . 

 Deã tìm ñöôïc ( ) 2 1 2x;y;z ; ;
3 3 3

 
= − − 
 

.        

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

2x y 4z 5 0

x y z 2x 4y 6z 7 0

 + + − =


+ + + + + − =
. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )2 2 2

2x y 4z 5 0 (1)

x 1 y 2 z 3 21 (2)

 + + − =


+ + + + + =
 

 Phöông trình (1) laø maët phaúng ( )P : 2x : y 4z 5 0+ + − = vaø (2) laø maët caàu 

( )S coù taâm ( )I 1; 2; 3− − − , baùn kính R 21= . 



Ta coù ( )( )
2 2 2

1.2 2.1 3.4 5
d I; P 21 R

2 1 4

− + − + − −
= = =

+ +
neân ( )S tieáp xuùc vôùi maët 

phaúng ( )P , suy ra nghieäm cuûa heä laø toïa ñoä hình chieáu cuûa I  treân maët phaúng ( )P .         

 Ñöôøng thaúng d ñi qua I vaø vuoâng goùc ( )P coù phöông trình laø 
x 1 2t

d : y 2 t
z 3 4t

 = − +
 = − +
 = − +

. 

 Toïa ñoä hình chieáu cuûa I treân ( )P laø nghieäm cuûa heä phöông trình  

( ) ( )
x 1 2t x 1
y 2 t y 1

x;y;z 1; 1;1
z 3 4t z 1
2x y 4z 5 0 t 1

 = − + =
 = − + = − ⇔ ⇒ = − 

= − + = 
 + + − = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y;z 1; 1;1= − .  

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

2 2 2 2

x y 2z m 2 0

x y z 2mx m m 1 0

 + + + − =


+ + − + + − =
. 

Lôøi giaûi 

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )2 2 2

x y 2z m 2 0  (1)

x m y z 1 m (2)

 + + + − =


− + + = −
 

 Phöông trình (1) laø maët phaúng ( )P : x y 2z m 2 0+ + + − = vaø (2) laø phöông 

trình maët caàu ( )S coù taâm ( ) ( )I m;0;0 ,R 1 m, m 1= − ≤ . 

 Heä phöông trình coù nghieäm ( )( ) 1 1d I; P R m m 1
2 2

⇔ ≤ ⇒ ≥ − ⇒ − ≤ ≤ .      

Baøi 6. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm thöïc duy nhaát: 
2 2 2

2 2 2

x y z 2x 4y 1 0

x y z 2y 2z m 0

 + + − − + ≤


+ + − + − ≤
. 

Lôøi giaûi 
 Heä baát phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

x 1 y 2 z 4 (1)

x y 1 z 1 m 2  (2)

 − + − + ≤

 + − + + ≤ +

 



 TH1 : Neáu m 2 0 m 2+ < ⇔ < − heä phöông trình voâ nghieäm. 
 TH2 : Neáu m 2= − heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22

x 0x 1 y 2 z 4
y 1

x y 1 z 1 0 z 1

 = − + − + ≤  ⇔ = 
 + − + + ≤ = − 

. 

 TH3 : Neáu m 2> − taäp nghieäm cuûa baát phöông trình (1) laø caùc ñieåm naèm 
trong maët caàu ( )1S coù taâm ( )1I 1;2;0 , baùn kính 1R 2=  ; taäp nghieäm cuûa baát 

phöông trình (2) laø caùc ñieåm naèm trong maët caàu ( )2S coù taâm ( )2I 0;1; 1− , baùn 

kính 2R m 2= + . 

 Heä baát phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( )1S⇔ tieáp xuùc ngoaøi vôùi ( )2S . 

 1 2 1 2I I R R 3 2 m 2⇔ = + ⇔ = + + (voâ nghieäm). 

 Vaäy m 2= − laø giaù trò caàn tìm.                 
Baøi 7. Cho x,y,z laø caùc soá thöïc thoûa maõn heä phöông trình: 

2
2

2
2

2 2

yx xy 25
3

y z 9
3

z zx x 16


+ + =


 + =

 + + =



 

Tính giaù trò bieåu thöùc P xy 2yz 3zx= + + . 

Lôøi giaûi 
 Xeùt tam giaùc vuoâng ABCcoù AB 5,BC 3,CA 4= = = khi ñoù ABC  vuoâng taïi C . 

Laáy O  laø moät ñieåm trong tam giaùc ABC  thoûa maõn: 
  0 0 0AOC 120 ,BOC 90 ,AOB 150= = = . 

 Khi ñoù: 2 2 0 2 2 2 2

2 2 0 2

AB OA 2OA.OBcos150 OB ;BC OB OC ;

AC OA 2OA.OCcos120 OC

= − + = +

= − +

. 

 Suy ra yOA x;OB ;OC z
3

= = = . 

 Vì vaäy ABCP xy 2yz 3zx 4 3S 24 3= + + = = .             



Chuû ñeà 18. KYÕ THUAÄT NHAÂN LIEÂN HÔÏP ÑOÁI VÔÙI  
      HEÄ PHÖÔNG TRÌNH COÙ CHÖÙA CAÊN THÖÙC 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
 Vaän duïng kyõ thuaät nhaân lieân hôïp cô baûn khi giaûi phöông voâ tyû vaøo baøi toaùn 

giaûi heä cho ta keát quaû nhanh goïn. Muïc tieâu cuûa phöông phaùp naøy ñoù laø tìm ra 
moái lieân heä giöõa hai aån x vaø y töø moät trong hai phöông trình cuûa heä(thöôøng 
laø caùc phöông trình coù chöùa caên). 

 Ta caàn tìm ñaúng thöùc px qy r 0+ + = . 

 Nhaân lieân hôïp moät caùch hôïp lyù sao cho xuaát hieän nhaân töû px qy r+ + vaø ñöa 
phöông trình cuûa heä veà daïng: 

( )px qy r .A(x,y) 0+ + = . 

 Thoâng thöôøng chöùng minh ñöôïc A(x,y) 0> hoaëc A(x,y) 0, x,y K< ∀ ∈ (K laø 
taäp ñieàu kieän cuûa heä phöông trình).       

 Chuù yù: Khi vaän duïng kyõ thuaät ñoøi hoûi kheùo leùo moät chuùt khi xöû lyù phöông 
trình tích sau cuøng. Trong tröôøng hôïp khoù chöùng minh ñöôïc phöông trình 
A(x,y) 0= voâ nghieäm ta quay ngöôïc laïi phöông trình ñoù vaø tìm caùch bieán ñoåi 
töông ñöông baèng caùch bình phöông hai veá cuûa phöông trình.  

Điều cần lưu ý tiếp theo đó là nếu giải được bằng nhân liên hợp ta cũng có thể xử 
lý được bằng ẩn phụ. 

Ngoài ra cần kết hợp 1 số phương pháp khử căn(xem thêm chủ đề kỹ thuật xử lý hệ 
phương trình chứa căn thức). 

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2x y 1 x 2y 2 y x 1 (1)
, x,y

x y 2xy 4x 3y 0 (2)

 + − − + − = − − ∈
+ − + − =

   

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän 2x y 1 0,x 2y 2 0+ − ≥ + − ≥  . 

 Neáu 
2x y 1 0 x 0
x 2y 2 0 y 1
 + − = =

⇔ 
+ − = = 

thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 

 Vaäy 2x y 1+ − vaø x 2y 2+ − coù ít nhaát moät soá döông.  

 Khi ñoù vieát laïi (1)  döôùi daïng: ( )x y 1 x y 1 0
2x y 1 x 2y 2

− +
+ − + =

+ − + + −
 . 

 
( ) 1x y 1 1 0 x y 1 0

2x y 1 x 2y 2

 
 ⇔ − + + = ⇔ − + =
 + − + + − 

. 



 Vôùi y x 1= +  thay vaøo (2) ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )22x x 1 2x x 1 4x 3 x 1 0 x 2 0 x 2+ + − + + − + = ⇔ − = ⇔ = . 

 Suy ra y 3= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;3= .       

Baøi 2. Giaûi heä phöông trình 

( )
( )

2
3

2 2

yx x y  (1)
x y , x,y

2 x y 3 2x 1 11 (2)


− − = − ∈

 + − − =

  

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 21x y 0,x ,x x y 0
2

− ≠ ≥ − − ≥ . 

 Neáu 2x x y 0− − =  töø (1)  suy ra y 0=  vaø 2 x 0
x x 0

x 1
 =

− = ⇔  =
  thay vaøo (2)  

thaáy khoâng thoûa maõn. 

 Vôùi 2x x y 0− − >  khi ñoù vieát laïi (1)  döôùi daïng: 

  

3 3
2 2

y yx y x y 1 1
x x y x x y

− = ⇔ − − = −
− − − −

 

 ( )
( )( )

2 23 3

x y x y 1x y 1

x x yx y x y 1

+ − −− −
⇔ = −

− −− + − +
 

 

( )
( )2 23 3

1 x yx y 1 0 (3)
x x yx y x y 1

 
 +

⇔ − − + = 
 − −− + − + 
 

 

 Ñeå yù töø phöông trình (1)  neáu y 0<  thì veá phaûi aâm do ñoù voâ nghieäm. 

 Vaäy ta phaûi coù y 0≥ . Vì vaäy 

( )2 23 3

1 x y 0
x x yx y x y 1

+
+ >

− −− + − +
 .  

 Vì vaäy (3) x y 1 0 y x 1⇔ − − = ⇔ = − .  

 Thay vaøo (2) ta ñöôïc: ( )22x 1 3 2x 1 10 0− − − − =  . 

 ( ) ( ) ( )( )2x 1 2 2x 1 2x 1 3 2x 1 4 2x 1 5 0⇔ − − − − + − + − + = . 



 

52x 1 2 x
2

⇔ − = ⇔ = . Suy ra ( ) 5 3x;y ;
2 2

 
=  
 

.    

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 5 3x;y ;
2 2

 
=  
 

.    

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
( )

1 y x y x 3y 6 x y 4 y
, x,y5x 2y x 1

x y 7

 − + + + = + + −


∈
− − + =

− −

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 2y 0,x y 7 0≥ ≥ − − ≠ .  

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi:   

  
( )( ) ( )( )1 y x y 2 x y 4 1 y 0− + − + + − − = . 

 

( )( ) ( )( )1 y x y 4 x y 4 1 y
0

x y 2 1 y

− + − + − −
⇔ + =

+ + +
. 

 
( )( ) y 11 11 y x y 4 0

x y 4 0x y 2 1 y

   =
 ⇔ − + − + = ⇔   + − =+ + +  

. 

 + TH1: Neáu y 1=  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

5 3 5x 2 x 1
x 8 x 8x 2 x 1

−
− − + = ⇔ =

− −− + +
. 

 ( ) ( ) ( )5 x 2 x 1 3 x 8 5 x 2 x 1 3x 24 0⇔ − + + = − − ⇔ − + + + − = . 

 ( ) ( ) ( )5 x 2 1 5 x 1 2 3 x 3 0⇔ − − + + − + − = . 

( ) ( ) ( )5 5x 3 3 0 x 3 x;y 3;1
x 2 1 x 1 2

 
⇔ − + + = ⇔ = ⇒ = 

− + + + 
(thoûa maõn). 

 +  TH2: Neáu x y 4 0 y 4 x+ − = ⇔ = −  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

ta ñöôïc: 

  
( ) ( )

5x 2 4 x x 1
x 4 x 7

− − − + =
− − −  

 

53x 8 x 1 0 (1)
2x 11

⇔ − − + − =
−

. 



 Ñieàu kieän: 8 11x ;
3 2

\
   

∈ +∞  
   

.  

 Xeùt haøm soá 5f(x) 3x 8 x 1
2x 11

= − − + −
−

vôùi 8 11x D ;
3 2

\
   

∈ = +∞  
   

ta coù 

 ( ) ( )( ) ( )2 2
3 1 10 3 x 1 3x 8 10f '(x) 0, x D

2 3x 8 2 x 1 2 3x 8 x 12x 11 2x 11

+ − −
= − + = + > ∀ ∈

− + − +− −
 

 Vì 6x 173 x 1 3x 8 9x 9 3x 8 0
9x 9 3x 8

+
+ − − = + − − = >

+ + −
. 

 Vì vaäy f(x) laø haøm ñoàng bieán treân moãi khoaûng 8 11;
3 2
 


 

vaø 11;
2

 
+∞ 

 
. 

 Ta coù f(3) f(8) 0= = . Do ñoù 

x 3
y 1x 3

(1) f(x) 0
x 8 x 8

y 4

 =


= = ⇔ = ⇔ ⇒ =  = 
 = −

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( )x;y 3;1= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= . 

Caùch 2: Ñaët ( )
2 2 2

2 2

a x y x y a x a b
, a,b 0

y b y bb y

  = + + = = −  ≥ ⇒ ⇒  
= ==    

. 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä trôû thaønh: ( ) ( )2 2 2 21 b a a 2b 6 a 4 b− + + = + − .   

 ( ) ( )2 2 2a 1 b a 1 b 2b 4b 6 0⇔ − + − + + − = . 

 ( )( ) ( ) ( )( )2a 1 b 1 b a 1 b b 1 2b 6 0⇔ − + + − + − + = . 

 ( ) ( )( )21 b a 1 b a 2b 6 0⇔ − + + − − = . 

 ( ) ( )( ) ( )( )( )21 b b a 2 a a 6 0 1 b a 2 b a 3 0⇔ − − + + − = ⇔ − − + + = . 

 

x y 2a 2 x y 4
b 1 y 1y 1

 + = = + =
⇔ ⇔ ⇔ = = = 

. 

 Ta coù keát quaû töông töï lôøi giaûi treân.      



 Chuù yù. Nhieàu hoïc sinh sai laàm khi cho raèng (1) coù nghieäm duy nhaát vì laø 

haøm ñoàng bieán. Ñieàu caàn löu yù laø f(x) ñoàng bieán treân moãi khoaûng 8 11;
3 2
 


 

vaø 

11;
2

 
+∞ 

 
. Do ñoù neáu coù nghieäm treân moãi khoaûng thì nghieäm ñoù laø duy nhaát 

treân khoaûng ñoù. 

 Ngoaøi ra neáu chaën ñieàu kieän 8y 4 x 0 x 4 x 4
3

= − ≥ ⇔ ≤ ⇒ ≤ ≤ luùc ñoù ta chæ 

caàn xeùt haøm soá f(x) treân ñoaïn 8;4
3
 
 
 

vaø coù nghieäm duy nhaát x 3= .    

Baøi 4. (TSÑH Khoái B 2014) Giaûi heä phöông trình 

( ) ( ) ( )
2

1 y x y x 2 x y 1 y
, x,y

2y 3x 6y 1 2 x 2y 4x 5y 3

 − − + = + − − ∈
− + + = − − − −

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2y 0,4x 5y 3 0≥ ≥ − − ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  
( )( ) ( )1 y x y 1 x y 1 2 x y 1 y− − − + − + = + − − . 

( ) ( )x y 11 y . x y 1 x y 1 y 0
x y 1
− −

⇔ − + − − − − − =
− +

. 

( ) 1 yx y 1 1 y 0
x y 1

 −
⇔ − − + − = 

 − + 
. 

( )( ) 1 1x y 1 1 y 0
x y 1 1 y

 
 ⇔ − − − + =
 − + + 

. 

x y 1 0 y 1
1 y 0 y x 1
 − − = =

⇔ ⇔ − = = − 
. 

+ TH1: Neáu y 1= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta 

ñöôïc: 9 3x 0 x 3− = ⇔ = . 
+  TH2: Neáu y x 1= − khi ñoù ñieàu kieän trôû thaønh: 1 x 2≤ ≤ thay vaøo phöông 

trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  − − = −22x x 3 2 x  (1) . 



( ) ( )22 x x 1 x 1 2 x 0⇔ − − + − − − = . 

( )2 1x x 1 2 0
x 1 2 x

 
⇔ − − + = 

− + − 
. 

1 x 22 1 5 1 5x x 1 0 x y
2 2

≤ ≤ + − +
⇔ − − = ←→ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 5 1 5x;y 3;1 ; ;
2 2

 + − +
=   

 
.  

Chuù yù. Ta coù theå giaûi phöông trình (1) baèng nhieàu caùch khaùc: 

Caùch 2: 
( )

2

22

2x x 3 0
(1)

2x x 3 2 x

 − − ≥⇔ 
− − = −

. 

( )( )
2

1 x 2
2 2

2x x 3 0 1 5x
24x 7 x x 1 0

≤ ≤
 − − ≥ +⇔ ←→ =

− − − =

. 

Hoaøn toaøn töông töï baøi toaùn treân ta coù theå ñaët a x y,b y= − =  vaø phaân 

tích a theo a töø phöông trình ñaàu cuûa heä(ta coù moät coâng cuï heát söùc maïnh ñoù 
laø maùy tính boû tuùi). 

Baøi 5. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( ) ( )
( )2 2

x y x 2 2
, x,y

x y xy x y y x y 2 2 x y 1

 − + − = ∈
+ − − + − = − −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( )2 2x 2,x y,x y xy x y 0≥ ≥ + − − ≥ . 

+ Neáu x y= veá traùi phöông trình thöù hai cuûa heä aâm neân voâ nghieäm. 

+ Neáu x y> vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

2 2

x y x 2 x y 2 x y

2x 2y 2xy x y 2y x y 4 x y 1


− + − − = −


 + − − + − = − −

. 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 



  

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

3 2 2

2

x y 2x 2y 2xy x y

x 2 x y 2y x y 2 2 x y

 
− − + − − 

 
 

+ − − − − = − + 
 

 

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

2 2

3 2 2

2

x y

x y 2x 2y 2xy x y
x y 2 0

x x y
2

x 2 x y 2y x y

 +
 
 − + + − − ⇔ − − = − + +
 
 − − + − 

. 

x y 2 0 y x 2⇔ − − = ⇔ = − .  

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2 x 2 2 x 2 2 2 x 8 4 2 y 6 4 2+ − = ⇔ − = − ⇔ = − ⇒ = − . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 8 4 2;6 4 2= − − .      

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 

( )
( )

2 2

2 3

x x 1 y y 1 2
, x,y

3 x 1 4y x 3 5 13x 5x 2

  + + + + =     ∈
  + − + = + −  

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 313x 5x 2 0+ − ≥ .  
Nhaän xeùt. Phöông trình ñaàu cuûa heä coù daïng tích ñeå nhaân lieân hôïp quen 
thuoäc. Tuy nhieân baøi toaùn sai leäch haèng soá 1 baèng haèng soá 2. Do vaäy khoâng 
ñôn thuaàn x y= − . Ñeå yù phöông trình thöù hai cuûa heä phaàn töû 4y− xuaát hieän 

trong 1 phöông trình chæ coù chöùa x. Vì vaäy suy nghó cô baûn laø ruùt y theo x. 
Vaäy ta caàn nhaân lieân hôïp cho caû hai nhaân töû cuûa phöông trình ñaàu cuûa heä. 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2 2
2 2

2 22 2

y y 1 2 x 1 x 2 x 1 2x y y 1

x 1 x 2 y 1 2yx x 1 2 y 1 y

  + + = + −   + − = + +  ⇒ 
   + + = + −+ + = + −    

. 

Baèng caùch loaïi boû 2y 1+ töø hai phöông trình cuûa heä treân ta ñöôïc: 



  
2 2 2 22 2 x 1 2x x 1 x 2 y y 1 2 y 1 2y       + − − + + = + + − + −       

       
 

2 23 x 1 5x 4y 3 x 1 4y 5x⇔ + − = ⇔ + − = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) 3 2 35x x 3 5 13x 5x 2 x 3x 13x 5x 2+ = + − ⇔ + = + − . 

( )( )
2

3 2

x 3x 0

x 1 x 6x 3x 2 0

 + ≥⇔ 
− − + − =

. 

( ) ( ) ( )

2

3 3 3 3

x 3x 0 x 1

x 1 3 x 1 x 1 0 x 2 3 9

 + ≥  =⇔ ⇔   − − − + = = + +   

.  

( ) ( )23 3 3 3
3 3

3 2 5x 1,y
4

3 2 3 9 1 5 2 3 9
x 2 3 9,y

4

 −
= =


⇒ 

 + + + − + +
 = + + =


. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø 

( )
( ) ( )23 3 3 3

3 3
3 2 3 9 1 5 2 3 93 2 5x;y 1,; ; 2 3 9;

4 4

 
+ + + − + +  −  = + +       

 

.  

Nhaän xeùt. Ngoaøi ra ta coù theå thöïc hieän nhaân lieân hôïp roài bieán ñoåi töông 
ñöông nhö sau: 

  
2 2x x 1 2 y 1 y + + = + − 

 
2 2x 2y 2 y 1 x 1⇔ + = + − + . 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2x 4xy 4y 4 y 1 4 x 1 y 1 x 1⇔ + + = + − + + + +

 

 

( )( )2 24 x 1 y 1 5 4xy⇔ + + = − ( )( )2 2 2 2

5 4xy 0

16 x 1 y 1 25 40xy 16x y

 − ≥⇔  + + = − +
 

( ) ( )2 2 2

5 4xy 0 5 4xy 0

5x 4y 9 x 1 0 3 x 1 5x 4y

 − ≥  − ≥ ⇔ ⇔ 
+ − + = + = + 

. 

Ta coù keát quaû töông töï treân.      



Baøi 7. Giaûi heä phöông trình: 

 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( )2 22 x y 10x 6y 12 0,x 4 y 0,y 0,x 2− + − + ≥ + − ≥ ≥ ≥ − .  

Vieát laïi phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

  
2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2 y x 2+ − + − + − + = − + . 

2 2

2 2

2x 2y 4xy 6x 6y 4 y x 2
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

+ − + − + − −
⇔ =

+ ++ − + − + + +
. 

( )( )
2 2

2 x 1 y x 2 y x 2 y
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

+ − + − + −
⇔ = −

+ ++ − + − + + +
. 

( )
2 2

2x 2 2y 1x 2 y 0
y x 22x 2y 4xy 10x 6y 12 2 x 2

 + − ⇔ + − + =
 + ++ − + − + + + 

 

Do vaäy vôùi caùch naøy neáu nhaân lieân hôïp tröïc tieáp raát khoù xöû lyù nhaân töû luùc 
sau ôû phöông trình tích treân. 
Ta bieán ñoåi töông ñöông phöông trình (1) nhö sau: 

  
2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 y x 2+ − + − + = + + . 

( )2 22x 2y 4xy 10x 6y 12 x y 2 2 y x 2⇔ + − + − + = + + + + . 

( )2 22x 2y 4xy 9x 7y 10 2 y x 2 0⇔ + − + − + − + = . 

( )2 2 2y x 2 2x 2y 4xy 8x 8y 8 0⇔ − + + + − + − + = . 

( ) ( )
2 2 x y 2 0

y x 2 2 x y 2 0 y x 2
y x 2 0

 − + =⇔ − + + − + = ⇔ ⇔ = +
− + =

. 

Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 x 0
x 4 x 2 0

x 3
 =

+ − + = ⇔  = −
. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm x 0 y 2= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;2= .    



Baøi 8.Giaûi heä phöông trình: 

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2x 1,y 2,x x y 0,x xy 1 0≥ − ≥ + − ≥ + + > . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  

2
3 2 23 yx x y xy y y

x xy 1
+ + + − = −

+ +
. 

( )( ) ( )( )2 2

2
3 2 2 3 2 2 23 3

x y xy x y 1 y y 1 y x 1

x xy 1x x y xy y x x y xy y

+ + − + + − −
⇔ =

+ + + + + + + + + + 
   
y x 1⇔ = +  

Thay y x 1= + vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 2x 1 x 1 x 1 x 1 x 3 0− + − − + − + − = . 

( )2x 1 x 1 1 x 1 1 x 2 0⇔ − − − + − − + − = . 

2 x 2 x 2x 1. x 2 0
x 1 1 x 1 1
− −

⇔ − + + − =
− + − +

. 

( )
2x 1 1x 2 1 0 x 2 y 3

x 1 1 x 1 1

 − ⇔ − + + = ⇔ = ⇒ =
 − + − + 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;3= .          

Baøi 9.Giaûi heä phöông trình: 

( )
2 2

2

2 2 2 2

2y 18x 225y 9 9xy 4  (1)
x y 1

x y 8x 12xy 8y x y 2xy (2)

 + +
+ − = +


 + + − + = + +

 

Lôøi giaûi 

Vieát laïi (2)  döôùi daïng ( ) ( )2 2 2x y 8x 12xy 8y x y 0− + − + − + =  . 



( )2
2 2

7x y 1 0 (3)
8x 12xy 8y x y

 
 ⇔ − + =
 − + + + 

. 

Maët khaùc: ( ) ( )2 22 28x 12xy 8y x y x y 7 x y x y x y x y 0− + + + = + + − + + ≥ + + + ≥  

Do ñoù ( )2(3) x y 0 x y⇔ − = ⇔ = .  

Thay vaøo (1) ta ñöôïc:  

( )
2 4 2

2 2
22

20x 2 2 25x 5x25x 9 9x 4 9x 9x 4
x 1x x 1

+ − −
+ − = ⇔ − =

++
. 

Bình phöông hai veá phöông trình ta ñöôïc 

( )( )
( )

2 6 4 2
2

22

4 2x 1 13x 117x 78x 1 10 2x 1 0 x
2x 1

− + + +
= ⇔ − = ⇔ = ±

+
 . 

Thöû laïi chæ nhaän nghieäm 1x
2

= −  . Suy ra ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
= − −  
 

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
= − −  
 

.  

Baøi 10.Giaûi heä phöông trình: 

  

Lôøi giaûi 

Vieát laïi (1) döôùi daïng ( ) ( ) ( )2 22 x y 2 5x 3y 4 xy 3 y x 2+ + − − − = + +  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 x y 2 5x 3y 4 xy 3 x y 2 2 y x 2⇔ + + − − − = + + + +  

( )2 22x 2y 9x 7y 4xy 10 2 y x 2⇔ + + − − + = +  

( ) ( )2 22x 2y 4y x 2 y 9x 10 2 y x 2⇔ + − + + + + = +  

( ) ( ) ( )2 22 x 2 4y x 2 2y x 2 y 2 y x 2⇔ + − + + + + + = +  

( ) ( )22 x 2 y 0
2 x 2 y x 2 y 0 y x 2

x 2 y 0

 + − =⇔ + − + + − = ⇔ ⇔ = +
+ − =

 . 

 



Thay vaøo (2) ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3x 2 4 2x 2 17 x x 2 3 2x 2 18 1+ − + + − + − + + = . 

( ) ( )2 232 2 3x 4x 13 x 4x 12 1 x 2 9 x 2 8 1 (3)⇔ − + − − + = ⇔ − + = − + + . 

Ñaët ( ) ( )23u x 2 8, u 2= − + ≥ . Khi ñoù (3)  trôû thaønh: 

 
3 3 2u 1 u 1 u u 2u 0+ = + ⇔ − − = . 

( )( ) ( )2u u 2 u 1 0 u 2 x 2 0 x 2⇔ − + = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = . Suy ra ( ) ( )x;y 2;4= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;4= .      

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2x y x y 2y

x y 5 3

 + + − =

 + =

. 

Caùch 1. Ñieàu kieän: 2 2x 0,x y 0≥ − ≥ .  

 Töø phöông trình ñaàu cuûa heä suy ra y 0≥ . 

Nhaän thaáy y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình xeùt y 0> .   

Vieát laïi phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

  

2 2 2 23y yx y x y 0
2 2

   
+ − + − − =   

     
2 2

2 2

2 2 2 2

5y 5yx x
4 4 0

3y yx y x y
2 2

− −
⇔ + =

+ + − +
 

2
2

2 2 2 2

5y 1 1x 0
3y y4 x y x y
2 2

 
  

⇔ − + =      + + − + 
   

2
2 5y y 5x x

4 2
⇔ = ⇔ = .  

Thay 2xy
5

=  vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

2x 2x 3 x 1 y
5

+ = ⇔ = ⇒ = . 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 2x;y 1;
5

 
=  
 

. 

Caùch 2:Ta bieán bình phöông hai veá phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y 2y x y x y x 3y 4y x y+ = − − ⇒ + = + − − . 

( )
2 2

2 2
2 2 2

y 0
y 0 y 02y y 2 x y 0
y 2 x y y 4 x y

 =
 =   ≥ ⇔ − − = ⇔ ⇔  

   = − = −

. 

Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình thö hai cuûa heä ta coù keát quaû töông töï. 

Baøi 2.Giaûi heä phöông trình 
( )2

x 3 x 3 3 y 5 y

x 16 y x y 2 xy

 − + = − −


+ − + =

. 

Lời giải 
Ñieàu kieän: x 0,y 5≥ ≥ . 

Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  
( ) ( ) ( )

( )
( )2 2

2

2

x 16 y x y 2y x y
x 16 y x y 2 xy y

xy yx 16 y x y

+ − − −
+ − − = − ⇔ =

++ − +
 

( )
( )2

x 16 2yx y 0 (1)
xy yx 16 y x y

 
− ⇔ − − = + + − + 

. 

Ta chöùng minh x 16< . 
Thaät vaäy töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

  

2
3 11x 3 x 3 3 y 5 y y 5 x 3 x 3 0
2 4

 
− + = − − ⇔ − − + − + + = 

 
. 

( )
2

11 11 7 6 10x 3 x 3 0 x 9 x 3 3 x 16
4 4 4

  +
⇒ − + + ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ − ≤ ≤ < 

 
. 

Do ñoù  (1) x y⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( ) 2 22x 3 x 3 x 5 4x 9 2x 2 2 x 2x 15 = + + − ⇔ = − + − − 

 
. 



( ) ( )
2

2 2
22 2

2x 9x 9 0
9 x 2x 15 2x 9x 9

81 x 2x 15 2x 9x 9

 − + ≥⇔ − − = − + ⇔ 
− − = − +  

x 6⇔ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 6;6= .           

Baøi 3.Giaûi heä phöông trình 
2 2 23

2x 1 2y 1 y x

16x y 5 6 4x y x

 + + + = −

 + = +

. 

Lời giải 

Ñieàu kieän: 1x,y
2

≥ − . 

Nhaän thaáy 1x
2

= − hoaëc 1y
2

= − khoâng laø nghieäm cuûa heä khi ñoù phöông trình 

thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
2 x y 2x y 0 x y 1 0 x y

2x 1 2y 1 2x 1 2y 1

 −
 + − = ⇔ − + = ⇔ =
 + + + + + + 

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
34 316x 5 6 4x x+ = + . 

Ñeå giaûi phöông trình naøy ta ñaùnh giaù nhö sau: 

  ( )34 3 2 2316x 5 6 4x x 3. 2.4x. 4x 1 2 4x 4x 1+ = + = + ≤ + + + . 

( ) ( )2 2 1 12x 1 2x 2x 1 0 x y
2 2

⇔ − + + ≤ ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.         

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình: 

( )3 3 3 2 2

x 2y 3 y 2x 1 1

y 22x x y 1 3y 4 2x x x 2x 1
x

 + + = + + +

 +

+ + + + = + + +
  

 
 
 
 



Lời giải 

Ñieàu kieän: 
( )3

3 2

1 3x 0,y
2 2 1xx y 1 0 x 0 2

y 1 3x x 0 y
2y 21 0

x


− ≤ ≠ ≥ −

 = − + ≥  > ⇔ ∨  
≥ − + ≥ = −

 + + ≥


. 

TH1: Neáu 

1x
2
3y
2


= −


 = −


thöû laïi heä thaáy khoâng thoûa maõn. 

TH2: Neáu x 0,y 1> ≥ − khi ñoù bieán ñoåi phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

  

( )2 y 1 x
x y 1 2y 3 2x 1 0 x y 1 0

2y 3 2x 1

+ −
− − + + − + = ⇔ − − + =

+ + +
. 

( ) 2x y 1 1 0
2x 1 2y 3

 
 ⇔ − − − =
 + + + 

. 

x y 1 0⇔ − − = (do 
2x 1 2y 3 221 0

2x 1 2y 3 2x 1 2y 3

+ + + −
− = >

+ + + + + +
). 

Thay y x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
3 2 3 2 2 x 12x x 3x 1 2x x x 2x 1

x
+

+ + + = + + + . 

3 2 2 12x x 3x 1 2x x 1 2
x

 
⇔ + + + = + + +  

 
. 

Ñeå giaûi phöông trình voâ tyû naøy ta coù hai caùch xöû lyù nhö sau: 
Caùch 1: Söû duïng baát ñaúng thöùc Coâ si ta coù: 

( )

( )

2 2 2

2 2 3 2

1 12x x 1 2 2x x x 1 2x x 2
x x

1x x x 1 x x 2 2x x 3x 1
x

   
+ + + = + + +       

 
≤ + + + + + = + + + 

 

. 

 
 



Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi: 

x 02 21 1 5x x 1 2 x x 1 0 x
x 2

> +
= + = + ⇔ − − = ←→ = . 

Suy ra heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 5 5 1x;y ;
2 2

 + −
=   
 

. 

Caùch 2: Phöông trình töông ñöông vôùi: 

2 1 12x 2x x 1 2 x 3 0
x x

 
− + + + + + + =  

 
. 

Ta coù: 
2 2

x
1 1 1' x 1 2 2 x 3 x 1 2 0
x x x

    
∆ = + + + − + + = − + − + ≤           

. 

Phöông trình coù nghieäm x 021 1 5x 1 2 x x 1 0 x
x 2

> +
⇔ + = + ⇔ − − = ←→ =  

Ta coù keát quaû töông töï treân. 

Baøi 5.Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )
( )

2 2

2 2

x 1 y y 2 y 1 x x 1 x y

x x x y 3 2x x y 1

 + + + + − + + = +


+ − + = + + +


. 

Lời giải 
Ñieàu kieän: x y 3 0− + ≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc bieán ñoåi thaønh: 

  ( ) ( ) ( )2 2x x x y 3 2 x x x y 1+ − + = + − − − . 

( )( ) ( )2 2 x y 1x x x y 3 2 x y 1 0 x 1 . x y 1 0
x y 3 2

− −
⇔ + − + − + − − = ⇔ + + − − =

− + +
 

( ) ( )
22 x x 2 x y 3x xx y 1 1 0 x y 1 . 0

x y 3 2 x y 3 2

  + + + − ++ ⇔ − − + = ⇔ − − =
 − + + − + + 

 

x y 1 0 y x 1⇔ − − = ⇔ = − . 

Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 2x 1 x x 2 x 2 x x 1 2x 1+ − + + − + + = − . 

Ñeå giaûi phöông trình voâ tyû naøy ta ñaët 
2

2

u x x 2

v x x 1

 = − +

 = + +

 



Khi ñoù phöông trình trôû thaønh: 

  

2 2 2 2
2 2v u 1 v u 11 u 2 v v u

2 2

   − + − +
+ + − = −      

   
. 

( )( )( ) u v
v u u v 1 u v 3 0

u v 3
 =

⇔ − + + + − = ⇔  + =
. 

Töø ñoù tìm ra nghieäm: ( ) ( )1 7 1 1 7 1x ,x 1,x x;y ; ; 1; 2 ; ;
2 8 2 2 8 8

   
= = − = ⇒ = − − − −   

   
. 

Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø ( ) ( )1 1 7 1x;y ; ; 1; 2 ; ;
2 2 8 8

   
= − − − −   
   

.     

Baøi 6. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( ) ( )( )

xy x y xy 2 x y y

x 1 y xy x 1 x 4

 + − − + = +

 + + + − =


. 

Lời giải 

 Ñieàu kieän: ( )( )x 0,y 0,xy x y xy 2 0≥ ≥ + − − ≥ . 

Nhaän thaáy xy 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt vôùi x 0> vaø y 0> . Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi:   

  
( )( )xy x y xy 2 y x y 0+ − − − + − = . 

( )( )
( )( )

2xy x y xy 2 y x y 0
x yxy x y xy 2 y

+ − − − −
⇔ + =

++ − − +
. 

( )
( )( )

y xy 2 1x y 0 (1)
x yxy x y xy 2 y

 
 + −

⇔ − + = 
+ + − − +

 

. 

Ta chöùng minh y xy 2 0+ − ≥ . Thaät vaäy töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù: 

( ) ( ) ( )2
x 1 x 24y xy x 1 x 2 2 y xy 2 0

x 1 x 1
− +

+ = − − = + ≥ ⇒ + − ≥
+ +

. 

Do ñoù (1) x y⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



( )( ) ( )( ) x 02 2
x 1

x 1 3x x 4 x 1 x x 4 0 1 17x
2

≥
 =
+ − = ⇔ − − − = ←→ + =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 17 1 17x;y 1;1 ; ;
2 2

 + +
=   

 
.           

Baøi 7.Giaûi heä phöông trình 
( )

3 2 2x x 2y 1 x y y 1

x y 1 y 1 10

 + + + = + +


+ − + =
. 

Lời giải 

Ñieàu kieän: 2x 2y 1 0,y 1+ + ≥ > − . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( ) ( )2 2x x y x 2y 1 y 1 0− + + + − + = . 

( )
2 2

2

2

x yx x y 0
x 2y 1 y 1

−
⇔ − + =

+ + + +
. 

( ) 2

2

x yx y x 0 (1)
x 2y 1 y 1

 + ⇔ − + =
 + + + + 

. 

Ñeå heä coù nghieäm ta phaûi coù x y 1+ > neân (1) x y⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2x 1 x 1 10− + = . 

Veá traùi laø moät haøm ñoàng bieán suy ra coù nghieäm duy nhaát x 3 y 3= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;3= .       

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( ) 2

2 2 3

x x y x y 2y 2y

x y 5x 7x 7y 4 6 xy x 1

 + + + = −


− + + − = − +  
Lời giải 

Ñieàu kieän: y 0,x y 0≥ + ≥ . 

Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình neân vôùi y 0> .   

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  
2 2x xy 2y x y 2y 0+ − + + − = . 



( )( ) x yx y x 2y 0
x y 2y

−
⇔ − + + =

+ +
. 

( ) 1x y x 2y 0 x y
x y 2y

 
 ⇔ − + + = ⇔ =
 + + 

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
33 2 2x 5x 14x 4 6 x x 1− + − = − + . 

( ) ( )3 32 2x 1 3 x 1 8x 8x 8 3 8x 8x 8⇔ + + + = − + + − +  
3 2x 1 8x 8x 8 x 1⇔ + = − + ⇔ =  

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .     

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình 
2 2 2 2x y 2 2x 3xy 2y x y 2xy

x y x y 3x 4y 4

 + + − + = + +

 + + − = − +

. 

Lời giải 

Ñieàu kieän: x y 0,x y 0+ ≥ − ≥ .   
 Nhaän thaáy x y 0+ = khoâng thoûa maõn heä phöông trình. Xeùt vôùi x y 0+ > .   

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

  
( ) ( )2 2 2x y 2 2x 3xy 2y x y 0− + − + − + =

 

 
( )

2 22

2 2

7x 14xy 7yx y 0
2 2x 3xy 2y x y

− +
⇔ − + =

− + + +
 

 
( )2

2 2

7x y 1 0 x y
2 2x 3xy 2y x y

 
 ⇔ − + = ⇔ =
 − + + + 

. 

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
2

x 4
2x 4 x x 2

x 8x 16 2x

 ≤= − ⇔ ⇔ =
− + =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .     

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x x 1 y y 4 1

100x 56xy 10y 39x 3y 18

  + + + + =    
 + + − − =

. 

 



Lôøi giaûi 
Thöïc hieän töông töï baøi taäp maãu soá 6 töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

2 216x 4y 20xy 9 0+ + − = . 
Vaäy baøi toaùn quy veà giaûi heä phöông trình  

  
2 2

2 2

16x 4y 20xy 9 0

100x 56xy 10y 39x 3y 18

 + + − =


+ + − − =
 

( )
2 2

2 2

4y 20xy 16x 9

10y 56x 3 y 100x 39x 18

 + = − +⇔ 
+ − = − + +

. 

Söû duïng kyõ thuaät heä phöông trình baäc nhaát hai aån ta tìm ñöôïc 

Vôùi 1 5 3 5x y
2 4

+
= ⇒ = − . 

Vôùi 1x
2

≠ ta coù 
2

2 184x 30x 9 3 20xy ,y
4 2
− + −

= = . 

Ta coù phöông trình 
22 x 0 VN184x 30x 9 3 20x

5 84 2 x ,y
12 3

 = ⇒ − + − = ⇔   = = −  

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) 5 8 1 5 3 5x;y ; ; ;
12 3 2 4

   +
= − −       

.  

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình  
2 2

33 2 2

x x 1 y y 1 2 1 1,x ;
2 3

18x 16y 40xy 34x 9 1 2x. 1 3x

  + + + + =       ∈ −  
  + + + = + −

. 

Lôøi giaûi 
Töông töï baøi taäp maãu soá 06 vaø baøi taäp reøn luyeän 10 töø phöông trình ñaàu ta coù: 

( )2 240xy 9 16 x y= − + . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
33 2 21 1 2x 1 1 1 3x2x 3x 1 1 2x. 1 3x . 1 x

2 3
+ + + + −

+ + = + − ≤ = − . 

( )2 32x x 2 0 x 0 y
4

⇔ + ≤ ⇔ = ⇒ = .   

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát thoaû maõn yeâu caàu ñeà baøi laø:  

( ) 3x;y 0;
4

 
=  
 

. 



Baøi 12. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )
2 2x y y 2x 1 y 1

, x,y53x 8 y
x y 12

 + − = + −


∈
− − =

+ −

 .  

Lôøi giaûi 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù ( )2x y 1 0 y x 1− + = ⇔ = + . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 53x 8 x 1
2x 11

− − + =
−

. 

Thöïc hieän töông töï baøi taäp maãu soá 03 ta ñöôïc ( ) ( ) ( )x;y 3;4 ; 8;9= .  

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình:  

( ) ( )
( )

x y 1 x 2 2x y 1 x x y

, x,yx 2y 1x y 3 2 1 x
2x y

 − − + = − + − −
 ∈  + +

+ + = − +   +  

 . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: x 2y 10 x 1,x y 0,x y 3 0,2x y 0, 0
2x y
+ +

≤ ≤ − ≥ + + ≥ + ≠ ≥
+

. 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  
( )( ) ( )x y 1 x 1 x y 1 2 2x y 1 x x y− − − + − − + = − + − − . 

( ) ( )( )x 1x y 1 x 1 1 x y
x 1
−

⇔ − − = − − −
+

. 

( )( ) x 11 1x 1 x y 1 0
y x 1x 1 x y 1

   =
 ⇔ − − − + = ⇔   = −+ − +  

. 

+ TH1: Neáu x 1= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )y 02y 2y 4 2 x;y 1;0
y 2 y 2

 =+
+ = ⇔ ⇒ =+ =

. 

+ TH2: Neáu ( )y x 1 2x 2 2 x 1 1 x 1 y 0= − ⇒ + = − + ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;0= .  

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 2

2

2xy x 2 xy 2y

2y x y 2 x x y

 − + − =


− + = +

.  

Lôøi giaûi 



Ñieàu kieän: 
2 22xy x 0,2 xy 0− ≥ − ≥ . 

Heä phöông trình coù nghieäm khi y 0> .  

Nhaän xeùt: Theá ( )2 22 xy x 2y x y− = − − töø phöông trình hai vaøo phöông trình 

ñaàu ta ñöôïc moät phöông trình ñaúng caáp. 
Khi ñoù: 

  ( )2 2 2 2 22xy x x 2y x y 2y 2xy x y 2y x 2xy y 0− + − − = ⇔ − − + + − − =  

2 2 2 2

2 2 2

2xy x y y x 2xy 0
2xy x y 2y x 2xy y

− − + −
⇔ + =

− + + − +
 

( )2
2 2 2

1 1x y 0
2y x 2xy y 2xy x y

 
 ⇔ − − =
 + − + − + 

 

( )22 2 2

x yx y
x y

2 x y 02y x 2xy 2xy x

 = =
⇔ ⇔ ⇔ =
 − = + − = − 

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )( )2 3 2 22 x x x x x 2 0 x 1 x 2x 2 0 x 1 y 1= + ⇔ + − = ⇔ − + + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .        

Baøi 15.Giaûi heä phöông trình 
2 2 2

2 2

y 3y 2y 3x 6 3x 7x 7 2

3y 4x 3y 3x 1 0

 + − + + = + + +

 − − + + =

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
2 23y 2y 3x 6 0− + + ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

  

2 2 2

2 2

y 3x 2 3y 2y 3x 6 7x 7 0

3y 4x 3y 3x 1 0

 − − + − + + − + =

 − − + + =

 

2 2

2 2 2

2 2

3y 4x 2y 1y 3x 2 0
3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

 − − −
− − + =⇔  − + + + +


− − + + =

 



( )2 2

2 2 2

2 2

3y 4x 3y 3x 1 y 3x 2
y 3x 2 0

3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

 − − + + + − −
 − − + =⇔  − + + + +

 − − + + =

 

2 2 2

2 2

y 3x 2y 3x 2 0
3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

 − −
− − + =⇔ − + + + +


− − + + =

 

( )
2 2 2

2 2

1y 3x 2 1 0
3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

  
  − − + =  ⇔  − + + + + 
 − − + + =

 

2 2 2

x 1,y 1y 3x 2 y 3x 2
7 25x ,y3y 4x 3y 3x 1 0 23x 30x 7 0

23 23

 = − = − = + = +  ⇔ ⇔ ⇔   = − =− − + + = + + =   

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 7 25x;y 1; 1 ; ;
23 23

 
= − − − 

 
. 

Nhaän xeùt: Baèng kyõ thuaät nhaân lieân hôïp vaø söû duïng pheùp theá ôû treân ta coù theå 
saùng taùc raát nhieàu baøi toaùn hay coù daïng töông töï. Vaän duïng keát hôïp caùc pheùp 
toaùn naøy coù nhaéc ñeán moät laàn nöõa trong kyõ thuaät söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa 
haøm soá.        

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình: 

( )2 2 2 2

3

5x 2xy 2y 2x 2xy 5y 3 x y  

2x y 1 2 7x 12y 8 2xy y 5 

 + + + + + = +

 + + + + + = + +

 

Lôøi giaûi 
Ñeå yù phaân tích phöông trình ñaàu cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( )

2 2 2 2

2 22 2 2 2

5x 2xy 2y 2x 2xy 5y

4x y x y x y x 4y

+ + + + +

= + + + + + + +
. 

Ta coù: 
( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2

2 22 2 2

14x y x y y 3x y
2
1x y x 4y x x 3y
2


+ + + ≥ + +



 + + + ≥ + +

. 

Maët khaùc: 



( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 22 2

2

1 1 3x y x 3yy 3x y x x 3y x y
2 2 2

9 x y 3 x y 3 x y

 + + +
+ + + + + ≥ + +  

 

= + = + ≥ +

. 

Daáu baèng xaûy ra x y 0⇔ = ≥ . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  
3 23x 1 2 19x 8 2x x 5+ + + = + + .             

( )3 2x 1 3x 1 2 x 2 19x 8 2x 2x 0⇔ + − + + + − + + − = . 

. 

( )
( ) ( ) ( )

2
22 3 3

1 x 7x x 2. 2 0
x 1 3x 1 x 2 x 2 19x 8 19x 8

 
 +

⇔ − + + = 
+ + + + + + + + + 

 

 

2 x 0 x y 0
x x 0

x 1 x y 1
 = = =

⇔ − = ⇔ ⇒ = = = 
. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 1;1= .      

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
( )( ) + − − + = +


 − + − =

xy x y xy 2 x y y  (1)

x 1 y 1 4 (2)
  

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän x 1,y 1≥ ≥  .  
Vieát phöông trình thöù nhaát cuûa heä döôùi daïng: 

  
( )( )xy x y xy 2 y y x+ − − − = −    

( )( )
( )( )
2xy y x y xy 2 y x

y xxy x y xy 2 y

− + − − −
⇔ =

++ − − +
. 

( )
( )( )

x xy 2 1x y 0 x y
x yxy x y xy 2 y

 
 + −

⇔ − + = ⇔ = 
+ + − − +

   



(Do x xy 2 0+ − ≥ ). 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

2 x 1 4 x 5 y 5− = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 5;5= .     

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình ( )( )
( ) ( )

 + − − + =


+ − + − + =

2x 2 y 1 x y xy 2y (1)

x 2x 2y 5 y y 3 3 0 (2)
 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän ( )( )2x 2 y 1 x y ,xy 0+ − − ≥  
Ñeå heä phöông trình ta phaûi coù y 0 x 0≥ ⇒ ≥ .  

Nhaän thaáy x 0= hoaëc y 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Vôùi x 0,y 0> > khi ñoù vieát laïi (1)  döôùi daïng: 

  ( )( )2x 2 y 1 x y y y xy+ − − − = − . 

( )( )
( )( )

2 2 2

2

x y 2 x y y 1 y xy
y xyx 2 y 1 x y y

− + − − −
⇔ =

++ − − +
 . 

( )
( )( )2

x 3y 2 yx y 0
y xyx 2 y 1 x y y

 
+ − ⇔ − + = + + − − + 

 . 

Do vaäy vieäc xöû lyù phöông trình tích sau cuøng töông ñoái khoù khaên ta bieán ñoåi 
töông ñöông phöông trình ñaàu cuûa heä nhö sau: 

  
( )( )2x 2 y 1 x y 2y xy+ − − = −

 

 ( )( )2 2

2y xy 0

x 2 y 1 x y 4y 4y xy xy

 − ≥⇔ 
+ − − = − +

 

2 2

2y xy 0

6y 4y xy xy 2x 2y x 0

 − ≥⇔ 
− − + − − =  

 
( ) ( )( )

2y xy 0

4y y xy y x 2y x 0

 − ≥⇔ 
− + − + =

 



( )( )2

2y xy 0
y x4y . y x x 2y 0

y xy

 − ≥


⇔ − + − + =
+  

( )
2

2y xy 0

4yy x x 2y 0
y xy

 − ≥
  ⇔ 

 − + + =  +  

x y⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) 2
x 1 x 1,y 1

x 4x 5 x x 3 3 0 5x 8x 3 0 3 3 3x x ,y
5 5 5

 = = =
 − + − + = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = =
  

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( ) 3 3x;y 1;1 ; ;
5 5

 
=  

 
.       

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )( ) ( )

 + − − + =

 + + = +

24x 4x 9 x y xy 3y (1)

4 x 2 y 2x 3 x 3  (2)
 

Lôøi giaûi 
Ñeå phöông trình coù nghieäm ta phaûi coù y 0≥  do ñoù x 0≥ . 

Vieát laïi (1)  döôùi daïng ( )( )24x 4x 9 x y 2y y xy+ − − − = −  . 

( )( )
( )( )

( )2 2

2

4x 4y 4x 9 x y y y x

y xy4x 4x 9 x y 2y

− + − − −
⇔ =

++ − − +
 . 

( )
( )( )2

8x 4y 9 yx y 0 (3)
y xy4x 4x 9 x y 2y

 
+ − ⇔ − + = + + − − + 

 . 

 Maët khaùc töø (2) ta coù ( )( ) ( ) ( )
( )

2
2 9 x 3

16 x 2 y 2x 9 x 3 8x 4y
2 x 2

+
+ + = + ⇔ + =

+
 .  

Do ñoù 
( )
( ) ( )

2 29 x 3 9x 36x 458x 4y 9 9 0
2 x 2 2 x 2

+ + +
+ − = − = >

+ +
 .  

Vì vaäy (3) x y⇔ = . 

Thay y x=  vaøo (2) ta ñöôïc: 



( ) ( ) 2
x 1

4 3x x 2 3 x 3 39x 42x 81 0 27x
13

 =
+ = + ⇔ + − = ⇔  = −


. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän suy ra ( ) ( )x;y 1;1= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .   

Nhaän xeùt: Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù theå tìm ra x y= baèng pheùp bieán 

ñoåi töông ñöông nhö sau: 

 ( )( )24x 4x 9 x y 3y xy+ − − = − . 

( )( )2 2

3y xy 0

4x 4x 9 x y 9y xy 6y xy

 − ≥⇔ 
+ − − = + −

. 

2 2

3y xy 0

8x 9x 5xy 9y 9y 6y xy 0

 − ≥⇔ 
− − + − + =

. 

( ) ( ) ( )2 2

3y xy 0

8 x y y 6 xy 5x y 9 x y 0

 − ≥⇔ 
− + − − − − =

. 

( )

3y xy 0

y 25xx y 8x 8y 9 0
6 xy 5x y

 − ≥
  ⇔  − − + + − =  + +  

.       

Do y 25x y 25x8x 8y 9 8x 4y 9 4y
6 xy 5x y 6 xy 5x y

− −
+ + − = + − + +

+ + + +
 

   
224y xy 20xy 4y y 25xy 25x4y 0

6 xy 5x y 6 xy 5x y

+ + + −−
≥ + = >

+ + + +
 

Vì vaäy x y= ta coù keát quaû töông töï.  
 
 



Chuû ñeà 19.       MOÄT SOÁ BAØI TOAÙN CHOÏN LOÏC  
VAØ REØN LUYEÄN NAÂNG CAO 

+  Noäi dung chuû ñeà naøy cung caáp moät soá baøi toaùn toång hôïp ñeå caùc em reøn 
luyeän caùc kyõ thuaät ñaõ ñöôïc hoïc töø caùc chuû ñeà tröôùc ñoù. 
+  Bao goàm 60 baøi toaùn choïn loïc ñeà caäp ñeán phaàn lôùn caùc kyõ thuaät xöû lyù heä 
phöông trình. 
+  Caùc baøi toaùn ñeà xuaát choïn loïc hay vaø khoù ñoàng thôøi chöùa ñöïng nhieàu tö 
töôûng môùi do ñoù seõ keøm theo 1 soá baøi taäp reøn luyeän daønh cho baïn ñoïc reøn luyeän. 
Nguoàn: Ñöôïc söu taàm töø ñeà thi thöû cuûa Newstudy.vn, baùo toaùn hoïc tuoåi treû 
vaø moät soá ñeà thi khaùc. 

Baøi 1. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( ) ( )

( )
2 2

2 2

x 2 3 y 1 5 x y 3
, x,y

2x 1 2y 1 18

 + + − = + − ∈
 − + − =

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2 2x 2,y 1;x y 3 0≥ − ≥ + − ≥ . 

Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Nhìn nhaän heä phöông trình ta coù 2 nhaän ñònh: 
+  Phöông trình thöù hai cuûa heä daïng baäc hai thöû xem coù phaân tích ñöôïc nhaân 
töû hay khoâhng. 
+  Phöông trình ñaàu cuûa heä chöùa 3 caên thöùc thoâng thöôøng suy nghó bình 
phöông khöû caên ñaàu tieân neáu khoâng ñöôïc thöû aùp duïng baát ñaúng thöùc. 
+  Neáu caùc höôùng treân khoâng ñöôïc vaäy thöû xem caû 2 phöông trình cuûa heä coù 

moái lieân heä naøo giöõa 3 caên thöùc ( )2 2x 2, y 1, 5 x y 3+ − + − vaø thoâng 

thöôøng ñeå tìm moái lieân heä naøy ta caàn taùch phöông trình thöù hai theo 
2 2x 2;y 1;x y 3+ − + − . 

Nhö ñaõ phaân tích 2 höôùng ñaàu tieân khoâng xöû lyù ñöôïc vaäy vieát laïi phöông 
trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

 
2 24x 4x 4y 4y 16 0− + − − = . 

( ) ( )2 2 2 2x y 3 x y 1 x 2 y 1 x y 3⇔ + − = + + ⇔ + + − = + − . 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( ) ( )

2 2

2 2

x 2 3 y 1 5 x y 3

x 2 y 1 x y 3

 + + − = + −

 + + − = + −

. 



Roõ raøng khi vieát laïi heä döôùi daïng treân ta chæ caàn söû duïng pheùp theá ñeå tìm 
moái lieân heä giöõa 2 caên thöùc ñaàu tieân. 

Thaät vaäy ta coù ( ) ( )x 2 3 y 1 5 x 2 y 1 + + − = + + −  . 

( )( ) ( ) ( ) ( )x 2 6 x 2 y 1 9 y 1 5 x 2 y 1 ⇔ + + + − + − = + + −  . 

( )( ) ( )4 x 2 6 x 2 y 1 4 y 1 0⇔ + − + − − − = . 

( )( )x 2 2 y 1 4 x 2 2 y 1 0⇔ + − − + + − = . 

x 4y 6
x 2 2 y 1

x 2
4 x 2 2 y 1 y 1

 = − + = − ⇔ ⇔  = − + + −  =

. 

+  TH1: Thöû laïi ( ) ( )x;y 2;1= − thaáy khoâng thoaû maõn. 

+  TH2: Vôùi x 4y 6= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2 2
8y 13 2y 1 18− + − = . 

2
y 2 x 2,y 2

68y 212y 152 0 19 26 19y x ,y
17 17 17

 = = =
 ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = − =
  

.  

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 26 19x;y 2;2 ; ;
17 17

 
= − 

 
. 

Baøi 2.  Giaûi heä phöông trình : 

( )

( )
( )

2

2 2

43 2 x 2 y 2 y
x 1 , x,y

x xy x y 2 2 y 2 x y


− − = − + + ∈

 + − + − − + = +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2 y 2− ≤ ≤ . 

Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
 Vôùi hình thöùc phöông trình ñaàu cuûa heä thaät khoù ñeå khai thaùc ñöôïc gì. 

Phöông trình thöù hai cuûa heä coù nhaân töû ñi cuøng vôùi 22 y− daïng baäc 2 neân 

tìm caùch phaân tích thaønh nhaân töû. 

Ta coù: ( )2 2x xy x y 2 x x y 1 y 2+ − + − = + − + − . 



Coi ñaây laø tam thöùc baäc 2 cuûa x ta coù: ( ) ( ) ( )2 2
x y 1 4 y 2 y 3∆ = − − − = − . 

Suy ra 1 y y 3x 1
2

− + −
= = − hoaëc 1 y y 3x y 2

2
− − +

= = − + . 

Do ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )( ) 2x 1 x y 2 2 y x y 2+ + − − = + − . 

 Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

( )

( )( )

2

2

43 2 x 2 y 2 y
x 1

x 1 x y 2 2 y x y 2


− − = − + +

 + + − − = + −

( )

( )

2

2

43 2 x 2 y 2 y
x 1

x y 2 0

x 1 2 y 1


− − = − + +⇔  + − =


 + − =

 

( )

( )
( )

2

2

2

x y 2 0
 (1)43 2 x 2 y 2 y

x 1

x 1 2 y 1
 (2)43 2 x 2 y 2 y

x 1

 + − =
 − − = − + +
⇔  + − = − − = − + +

 

Ta coù: 
( ) ( )2

y 2 x
(1) 43 2 x 2 2 x x

x 1

 = −
⇔ 

− − − = + +

. 

Chuù yù heä phöông trình naøy coù nghieäm khi ( )( )2 x x 1 0 1 x 2− + ≥ ⇔ − ≤ ≤ . 

Khi ñoù söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2 x 2 2 x

3 2 x 2 2 x 3. 3
2

4 4 4x x 1 1 2 x 1 . 1 3
x 1 x 1 x 1

 − + − − − − − ≤ =



+ = + + − ≥ + − = + + +

. 

Heä phöông trình coù nghieäm khi ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x 1 y 1= ⇒ = . 

Ta coù: 
( )
( )( ) ( )( )

2

2

x 1 2 y 1
(2)

3 2 x x 1 2 y 2 y x 1 4

 + − =⇔ 
 − + − = − + +

 



( )
( ) ( )( )

2x 1 2 y 1

3 2 x 2 y x 1 4

 + − =⇔ 
− = − + +

( )
( )

2 2
2

x 1 x 1
5x 5xy y

x 1 x 1
1x 1 2 y 1 2 y

x 1


 > − > −  ⇔ = ⇔ = 

+ + 
 + − = − = 

+

 

( ) ( )

2

2 2

2 3 3x
23

x 1 5 15 3y
5x 26y

x 1 2 3 3x25x 1 232
5 15 3x 1 x 1 y

26

 −
 =   > − − = ⇔ = ⇔ +  +  = − = 

 ++ +  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù 3 nghieäm laø  

( ) ( ) 2 3 3 5 15 3 2 3 3 5 15 3x;y 1;1 ; ; ; ;
23 26 23 26

   − − + +
=       

   
. 

Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay vaø khoù maáu choát cuûa baøi toaùn laø phaân 
tích thaønh nhaân töû töø phöông trình thöù hai cuûa heä. Ñoaïn xöû lyù phöông trình 
luùc sau caàn kheùo leùo. 

Baøi 3. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 3 2

2

x x 3 2 y 3y
, x,y

3 x 3 y 8y

 − = + + ∈
 − = +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 3,y 0≥ ≥ . 

Ñaët ( ) 2t y 3, t 3 y t 3= + ≥ ⇒ = − phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

 ( ) ( ) ( )2 22 3x x 3 2 t 3 t x x 3 2 t 3t− = + − ⇔ − − = − . 

( ) ( )3 3x 2 3 x 2 t 3t (1)⇔ − − − = − . 

Vôùi x 3 x 2 1,t 3 1≥ ⇒ − ≥ ≥ > . Xeùt haøm soá 3f(u) u 3u= − vôùi u 1≥ ta coù 
2f '(u) 3u 3 0, u 1= − ≥ ∀ ≥ . 

Vì vaäy f(u) laø haøm ñoàng bieán vôùi u 1≥ .  



Do ñoù ( )(1) f x 2 f(t) x 2 t x t 2⇔ − = ⇔ − = ⇔ = + .       

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 23 t 1 t 3 t 5 9 t 1 t 3 t 5− = − + ⇔ − = − + . 

( )( )4 2 3 2t 2t 9t 6 0 t 2 t 2t 6t 3 0 t 2⇔ + − − = ⇔ − + + + = ⇔ =
 

(vì 3 2t 2t 6t 3 0, t 3+ + + > ∀ ≥ ).  

Vôùi t 2 y 3 2 y 1 x 4= ⇔ + = ⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 4;1= .  

Nhaän xeùt. Sau khi ñaët nhö treân suy nghó ñeán vieäc ñöa phöông trình veà daïng 
haøm ñaëc tröng vaø vaán ñeà cuûa ta laøm tìm moái lieân heä giöõa x vaø t. Muoán vaäy ta 
coù moät coâng cuï raát maïnh laø Maùy tính caàm tay vaø ta thöïc hieän nhö sau: 
Böôùc 1. Nhaäp vaøo maùy tính soá 1000 vaø gaùn vaøo bieán nhôù A. 
Böôùc 2. Nhaäp vaøo phöông trình treân ôû ñaâu coù t ta thay baèng A. 

Cuï theå nhö sau: ( )2 3X X 3 2 A 3A− − = − .  

Böôùc 3. Nhaán SHIFT +SOLVE maùy hieän keát quaû 1002 töùc laø x t 2= + hay 

t x 2= − do ñoù ta vieát laïi phöông trình döôùi daïng: ( ) ( )3 3x 2 3 x 2 t 3t− − − = − .    

Ngoaøi ra sau khi bieán ñoåi phöông trình veà daïng nhö treân ta coù theå phaân tích 
nhaân töû nhö sau: 

( ) ( )( )2 2x t 2 x t 4 x t 2t 1 0 (1)⇔ − − + − + − + = .  

Do x 3,t 3≥ ≥ neân 

( ) ( )( ) ( )22 2x t 4 x t 2t 1 x 1 x 3 t 1 tx 3 0+ − + − + = − − + − + − > . 

Vì vaäy (1) x t 2 0 x t 2⇔ − − = ⇔ = + . 

Baøi 4. Giaûi heä phöông trình: 

( )2 2

6x y 6x 2y 5
, x,y

9x y 4y 6x 2y 6xy 4y 12x 2

 − − − = ∈
− + − = − + +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 3x y 0− ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
2 2

2(3x y) y 6x 2y 5

(3x y) 2(y 6x 2y) 2

 − + − − =


− − − − =
. 

 

Ñaët: ( )u 3x y, v y 6x 2y, u 0= − = − − ≥ khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



2 2

2u v 5 u 2
v 1u 2v 2

 + =  = ⇔ 
=− = 

hoaëc 

26u
7
17v
7


=


 = −


. 

TH1: Neáu 
53x y 2u 2 3x y 2 x
3

v 1 y 2 1y 6x 2y 1 y 3

 − = = = + = ⇔ ⇔ ⇔   
= − =− − =   =

 

(thoûa maõn ñieàu kieän). 

TH2: Neáu 

26 26u 3x y
7 7
17 17v y 6x 2y
7 7

 
= − =  ⇔ 

 = − − − = −
  

. 

26 9 2 913x y x7 21
52 17 17 2 91y y7 7 7

 +− = = ⇔ ⇔ 
− + − = − =    

(thoûa maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä coù hai nghieäm laø ( ) 5 9 2 91 17 2 91x;y ;3 ; ;
3 21 7

   + − +
=        

.    

Baøi 5.Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

3 3

x x 3 y y 3 , x,y
x y 3x 3y 4

 + − = + + ∈
 − = − +

 . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Baøi toaùn coù nhieàu höôùng tieáp caän: 
+  Phöông trình thöù nhaát cuûa heä chöùa 2 caên thöùc vaäy ñôn giaûn chuyeån veá veà daïng:  

2 2x y y 3 x 3− = + − − . 

Tieáp ñeán khöû caên hai veá baèng pheùp bình phöông. Vôùi caùch naøy ta chuyeån veá 

nhö vaäy vì sau khi bình phöông ta löôïc boû ñi ñöôïc 2 2x y+ chung ôû hai veá. 

+  Neáu x,y cuøng döông ta phaùt hieän ñöôïc tính chaát haøm ñaëc tröng töø phöông 

trình ñaàu cuûa heä: 
2

2 2 2x 3 x 3 3 y y 3 − + − + = + + 
 

. 



+  Ngoaøi ra toâi trình baøy vôùi baïn ñoïc 1 phöông phaùp khöû caên khaùc ñoù laø 

pheùp ñaët: 
2

2

u x x 3

v y y 3

 = + −

 = + +

. 

Vôùi caùch naøy coù theå xöû lyù raát toát caùc baøi toaùn maø heä chæ chöùa hai caên thöùc 

daïng 2 2x a; y b+ + .   

Ñieàu kieän: x 3≥ . 

Ñaët 
2 2

2
2

u x,v y

u x x 3 u 3x
2uv y y 3

v 3y
2v


 ≥ ≥
 = + − + ⇔ = 

 = + +  −
=



.   

Töø phöông trình ñaàu suy ra 
2u 3 3u v y x y
2u u
−

= ⇒ = ⇒ − = . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä ñöôïc bieán ñoåi thaønh: 

( )( ) ( )2 2x y x y xy 3 x y 4− + + = − + . 

( ) ( )
2 22

2
3 9 u 3 u 3x y x y 3xy 3 4 3. . 3 4
u 2u 2uu

 + − ⇔ − − + − = ⇔ + − =       
. 

( )( )4 3 2 3 29u 16u 36u 27 0 u 3 9u 11u 3u 9 0 (1)⇔ − − + = ⇔ − + − − = . 

Neáu 2x 0 x x 3 x x x x 0≤ ⇒ + − < + = − = . 

Maët khaùc 2y y 3 y y 0+ + > + ≥  do ñoù voâ lyù. 

Vaäy x 0> ñoái chieáu vôùi x 3 x 3 u 3 1≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ > . 

Khi ñoù ( )3 2 3 29u 11u 3u 9 9.1 3u u 1 8u 9 0+ − − > + − + − > . 

Do ñoù 
2

2

x x 3 3u 3 x 2
(1) u 3

v 3 y 1y y 3 3

 + − == =⇔ = ⇒ ⇔ ⇔  
= =  + + =

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän u x,v y≥ ≥ thaáy thoûa maõn. 

Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình laø ( ) ( )x;y 2;1= .   

 



Caùch 2: 
Bieán ñoåi phöông trình ñaàu cuûa heä thaønh: 

( )( )2 2 2 2 2 2 2 2x y y 3 x 3 x 2xy y x y 2 x 3 y 3− = + − − ⇒ − + = + − − +  . 

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2

xy 0 xy 0
x 3 y 3 xy

x 3 y 3 x y x y 3

 ≥  ≥ ⇔ − + = ⇔ ⇔ − + = − = 
. 

Xeùt heä phöông trình: 

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
3 3

x y x y 3
x y 3

3 x y x y
x y 3 x y 4x y 3 x y 4

4

 − + =
 − =   ⇔ + + −   − = − +− = − +      

 . 

Ñaët u x y,v x y= + = − heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2
4 2

uv 3
uv 3

3u vv 3v 4 v 12v 16v 27 04

 =
 =   ⇔+ = +  − − + =  

 

 

( )( )3 2

uv 3

v 1 v v 11v 27 0

 =⇔  − + − − =
. 

Thöïc hieän ñaùnh giaù nhö caùch 1 vaø thöû laïi nghieäm tìm ñöôïc ( ) ( )x;y 2;1= laø 

nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình: 
Chuù yù. Theo treân ta coù x;y 0≥ do ñoù ta coù theå vieát phöông trình ñaàu cuûa heä 
döôùi daïng: 

2
2 2 2x 3 x 3 3 y y 3 − + − + = + + 

 
. 

Vieäc coøn laïi ta chæ caàn xeùt haøm soá 2f(t) t t 3,t 0= + + ≥ . 

Ta coù f(t) ñoàng bieán vaø deã coù 2 2 2 2f(y) x 3 y x 3 x y 3 = − ⇔ = − ⇔ − = 
 

. 

Laëp laïi caùc böôùc töông töï caùch 2 ta coù keát quaû töông töï. 
Baøi 6. Giaûi heä phöông trình  

( )
( )

22y 7y 10 x y 3 y 1 x 1
, x,y3y 1 x 2y

x 1

 − + − + + + = +
∈

 + + = +
+

 . 



Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 
Baøi toaùn coù phaàn töông töï baøi toaùn 2 vôùi 2 ñaëc ñieåm phöông trình ñaàu chöùa 
caên thöùc; phöông trình thöù hai coù daïng phaân thöùc. 
+  Vaäy ñaàu tieân quy ñoàng phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù ngay nhaân töû 

( )x 1 y 1+ + . 

+  Khi thaáy nhaân töû treân ta nghó ngay ñeán vieäc chuyeån y 1+ sang phaûi roài 

bình phöông ñeå coù nhaân töû ( )x 1 y 1+ + töø phöông trình ñaàu cuûa heä. 

+  Do vaäy caû 2 phöông trình cuûa heä ñeàu lieân heä vôùi ( )x 1 y 1+ + do ñoù nghó 

ngay ñeán söû duïng pheùp theá. 

Ñieàu kieän: ( )2y 1,x 1,2y 7y 10 x y 3 0≥ − ≠ − − + − + ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )
( ) ( )( )

22y 7y 10 x y 3 x 1 y 1

x 1 y 1 x 2y x 1 3

 − + − + = + − +

 + + = + + −

. 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

22

x 1 y 1 0

2y 7y 10 x y 3 x 1 2 x 1 y 1 y 1

x 1 y 1 x 2y x 1 3

 + − + ≥

⇔ − + − + = + − + + + +


+ + = + + −

. 

Thay ( ) ( )( )x 1 y 1 x 2y x 1 3+ + = + + − töø phöông trình döôùi leân phöông trình 

treân ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )( )222y 7y 10 x y 3 x 1 2 x 2y x 1 3 y 1 − + − + = + − + + − + +  . 

( ) ( )22 x 1 y
x 3x y 1 2 y 1 0

x 2 2y
 = −

⇔ + − + − = ⇔  = −
. 

TH1: Neáu x 1 y= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2
22 2

y 2
y 2 y 1 y y 1

y 2 y 1 y y 1

 ≥
− + = − + ⇔ 

− + = − +

. 

2
4 3 2 2

y 2
y 2

3y 15 6 2y 3y 6y 2y 3 0 y y y 0
2 4 5 3

 ≥
 ≥ ⇔ ⇔     

− + − − = − + − + =      
      



(voâ nghieäm). 
TH2: Neáu x 2 2y= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( )

( )( )
( ) ( ) ( )2 2

3 2y 3 4y 0
3 2y y 1 3 4y

3 2y y 1 3 4y

 − − ≥− + = − ⇔ 
− + = −

. 

( )( ) ( )( )
( )23 2

x 2
y 03 2y 3 4y 03 2y 3 4y 0
x 4 15y 4y 24y 21 04y 24y 21y 0

6 15y
2

 =


= − − ≥ − − ≥  ⇔ ⇔ ⇔   = − −− + = − + =    + =


. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän ta chæ nhaän nghieäm ( ) ( )x;y 2;0= . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;0= .     

Baøi 7. Giaûi heä phöông trình 

( )
( )

2

10812x 6 4xy 33 2y 3
y , x,y

8 xy 2y 8y 4 x y


+ − = + − − ∈

 − − + = −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 3x 2,y
2

≥ ≥ . 

Xeùt phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 2 28 xy 2y 8y 4 x 2xy y− − + = − + .  

( ) ( )24 xy 2y 8 xy 2y 4 x y⇔ − + − + = + . 

( ) ( )
2 2

2 xy 2y 2 x y 2 xy 2y 2 x y⇔ − + = + ⇔ − + = + . 

( ) ( ) ( )2 x 2 y 2 x y x 2 2 x 2 y y 0⇔ − + = + ⇔ − − − + = . 

( )2x 2 y 0 x 2 y y x 2⇔ − − = ⇔ − = ⇔ = − .     

 
 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi:  

12xy 6y 108 4xy 33 2y 3
y

− +
= + − − .    

12xy 6y 108 4xy 2y 36
y 4xy 33 2y 33

− + − +
⇔ =

+ + −
. 



( )( )2 2xy y 18 4xy 9 2y 3 3y 0⇔ − + + + − − = . 

2xy y 18 0

4xy 33 2y 3 3y

 − + =
⇔ 

+ + − =
. 

TH1: Neáu 2xy y 18 0− + = khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

( ) ( ) 22x x 2 x 2 18 02xy y 18 0 2x 5x 20 0
y x 2 y x 2y x 2

 − − − + = − + =   − + =⇔ ⇔  
= − = −= −     

(voâ nghieäm). 

TH2: Neáu 4xy 33 2x 3 3y+ + − = khi ñoù ta coù heä phöông trình: 

( ) ( ) ( )4x x 2 33 2 x 2 3 3 x 24xy 33 2y 3 3y
y x 2 y x 2

 − + + − − = −+ + − = ⇔ 
= − = − 

. 

( )2 x 84x 8x 33 2x 7 3 x 2
y 6y x 2

  = − + + − = −⇔ ⇔ 
= = −

. 

Nhaän xeùt. Ñeå giaûi phöông trình ( )24x 8x 33 2x 7 3 x 2− + + − = − ta thöïc 

hieän nhö sau: 
24x 8x 33 15 2x 7 3 3x 24− + − + − − = − . 

( )
2

2

4x 8x 192 2x 16 3 x 8
2x 7 34x 8x 33 15

− − −
⇔ + = −

− +− + +
. 

( )( ) ( ) ( )
2

4 x 8 x 6 2 x 8
3 x 8

2x 7 34x 8x 33 15

− + −
⇔ + = −

− +− + +
. 

( ) ( )
2

4 x 6 2x 8 3 0 (1)
2x 7 34x 8x 33 15

 +
⇔ −  + −  =

 − +− + + 
.    

Vôùi moïi 7 2 2x
2 32x 7 3

≥ ⇒ ≤
− +

ta chöùng minh  

( ) 2

2

4 x 6 7 7 4x 8x 33 12x 33
34x 8x 33 15

+
< ⇔ − + > −

− + +
. 

( )2 2 27 4x 8x 33 12x 33 49 4x 8x 33 144x 792x 1089− + > − ⇔ − + > − + . 

252x 400x 528 0⇔ + + > (luoân ñuùng).            
Do ñoù (1) x 8 0 x 8 y 6⇔ − = ⇔ = ⇒ = . 



Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 8;6= . 

Nhaän xeùt. Moät soá heä phöông trình coù moät phöông trình ñöôïc taïo thaønh töø 1 
haèng ñaúng thöùc cô baûn. Ta caàn kheùo leùo phaân tích ñeå nhaän ra haèng ñaúng thöùc ñoù. 
+ Roõ raøng ta coù theå xöû lyù phöông trình ñaàu cuûa heä roài theá vaøo phöông trình 
coøn laïi. Tuy nhieân vieäc theá nhö vaäy ñöa veà 1 phöông trình voâ tyû heát söùc phöùc taïp. 

Baøi 8. Giaûi heä phöông trình 
( )( )
( )( )
 − + = +


− + = +


2 2

2 2

6 x x y 6x 8y (1)

3 y x y 8x 6y (2)
 . 

Lôøi giaûi 
Neáu 2 2x y 0 x y 0+ = ⇔ = =  thoûa maõn heä phöông trình. 

Neáu 2 2x y 0+ >  khi ñoù nhaân cheùo theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

( )( ) ( )( ) 2 26 x 8x 6y 3 y 6x 8y 4x 4y 6xy 15x 30y 0− + = − + ⇔ − − − + =  . 

Coi ñaây laø phöông trình baäc vôùi aån laø x  ta ñöôïc: ( )2 24x 6y 15 x 4y 30y 0− + − + =  

Ta coù ( ) ( ) ( )2 22
x 6y 15 16 4y 30y 10y 15∆ = + − − + = −  . 

Suy ra x 2y=  hoaëc 15 yx
4 2

= −  . 

- Vôùi x 2y=  thay vaøo (1)  ta ñöôïc ( ) 2
y 0

6 2y 5y 20y y 2
y 4

 =
− = ⇔ =
 =

 

Suy ra ( ) ( ) ( )x;y 1;2 ; 2;4=  . 

- Vôùi 15y 2x
2

= −  thay vaøo (2)  ta ñöôïc: 

( )( )2 94x 9 4x 24x 37 0 x
4

− − + = ⇔ =  suy ra ( ) 9 21x;y ;
4 4

 
=  
 

 . 

Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø ( ) ( ) ( ) ( ) 9 21x;y 0;0 ; 1;2 ; 2;4 ; ;
4 4

 
=  

 
 . 

Baøi 9. Giaûi heä phöông trình  . 

Lôøi giaûi 
Phaân tích tìm lôøi giaûi: 



Ta thaáy  laëp laïi ôû 2 phöông trình cuûa heä vaø caùc nhaân töû khaùc chæ laø 

baäc nhaát cuûa x vaø y do ñoù hoaøn toaøn xöû duïng ñöôïc kyõ thuaät heä phöông trình 
baäc nhaát hai aån ñaõ ñeà caäp trong chuû ñeà 1. Ngoaøi ra neáu chia moãi phöông 
trình cuûa heä cho ta laïi coù daáu hieäu cuûa kyõ thuaät soá phöùc. Döôùi ñaây toâi 

chæ trình baøy lôøi giaûi theo 1 höôùng khaùc ñoù laø suy nghó nhaân cheùo 2 phöông 
trình cuûa heä tìm nhaân töû chung. Hai caùch kia xin daønh cho baïn ñoïc.  
Ñieàu kieän 2 x 2,y 0− ≤ ≤ ≥  . 

 Khi ñoù vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

( ) ( ) ( )( )3 3 33x x 2 y 2 y 2 y x 0 x 2 y 3x 2 y 0− + − = ⇔ − − =  . 

 - Vôùi 2 y 3x=  khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

   
3 2 3 2x 4 x 3x x 3x 4 x  (1)= − + ⇔ − = −  

 

3 3

6 4 2 2 6 4 2

x 3x 0 x 3x 0

x 6x 9x 4 x x 6x 10x 4 0

 − ≥ − ≥ ⇔ ⇔ 
− + = − − + − =  

 

 
( ) ( )( )

3

2 4 2

x 3x 0

x 2 2 x 4 2 x 4 2 2 0

 − ≥⇔ 
− − + − + + =

 . 

 
( )9x 2 2 y 2 2

4
⇔ = + ⇒ = +  . 

 
 
 
Caùch khaùc: Ñaët x 2cost,t 0; = ∈ π   vaø: 

 (1) 2cos3t 2sint cos3t cos t
2

 π
⇔ = ⇔ = − 

 
 . 

 - Vôùi 32 y x=  khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh 

24 x 0 x 2− = ⇔ = ±  . Suy ra ( ) ( )x;y 2;16=  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )9x;y 2;16 ; 2 2 ; 2 2
4

 
= + + 

 
 . 

Baøi 10. Giaûi heä phöông trình: 



( )
2 2

1 y 2 x 2 (1)
x yx , x,y

y x 1 1 3x 3 (2)


+ = + ∈

  + − = +   

  . 

Lôøi giaûi 
 Deã nhaän thaáy töø phöông trình ñaàu cuûa heä coù ñöôïc nhaân töû chung y 2x− .   
 Ñieàu kieän x 0>  khi ñoù y 0>  . 
 Vieát laïi (1)  döôùi daïng: 

( )( )2y x y 2x x 2xy y 2x x y 0 y 2x+ = + ⇔ − + = ⇔ =  . 

 Thay vaøo (2)  ta ñöôïc:  

2 22x x 1 1 3x 3 + − = + 
 

 ( )2x 1 2x 3 2x⇔ + − = . 

 Ñeå phöông trình naøy coù nghieäm ta phaûi coù 3x
2

>  khi ñoù vieát laïi phöông 

trình döôùi daïng 2 22x 2xx 1 x 1 0 (3)
2x 3 2x 3

+ = ⇔ + − =
− −

 

 Xeùt haøm soá 2 2xf(x) x 1
2x 3

= + −
−

 treân 3 ;
2

 
+∞  

 
. 

 Ta coù: 

( )22

x 2 3 3f '(x) 0, x ;
2x 1 2x 3

 
= + > ∀ ∈ +∞  +  −

 neân f(x)  laø haøm 

ñoàng bieán treân 3 ;
2

 
+∞  

 
 .  

 Vì vaäy (3) f(x) f( 3) x 3⇔ = ⇔ =  . Suy ra ( ) ( )x;y 3;2 3=  . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;2 3=  . 

Baøi 11. Giaûi heä phöông trình . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 2 y 1 5
y 2y 4 0

y 1 5

 ≥ − +
+ − ≥ ⇔ 

 ≤ − −
.  



 Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

  
2 2 2x 9 x 4 y y 2y 4 1+ − + + − + − = . 

 ( ) ( )22 2x 9 x 4 y 1 y 1 5 2⇔ + − + + + − + − = . 

 ( )2 2 2

5 5 2
x 9 x 4 y 1 y 1 5

⇔ + =
+ + + + + + −

. 

 Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )22 2x 4 x 9 y 1 y 1 5 10+ + + + + + + − = . 

 Ñaët ( )22 2u x 4 x 9,v y 1 y 1 5= + + + = + + + − ta coù heä phöông trình: 

 
( )

2 2

2

u v 10 x 4 x 9 5u 5 x 0
5 5 v 5 y 22 y 1 y 1 5 5u v

 + = + + + = = = ⇔ ⇔ ⇔   
= =+ =    + + + − = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;2= .      

 Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay tröôùc khi ñaët aån phuï caàn nhaân lieân hôïp. 
Xem theâm kyõ  thuaät ñaët aån phuï ñaïi soá toâi coù trình baøy moät baøi toaùn daïng 
töông töï nhöng khoù hôn baøi toaùn treân.                  

Baøi 12. Giaûi heä phöông trình: 

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )xy x y 0+ ≠ . 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

( )

( ) ( )

2

2 2

x y 2xy 2 1
xy x y xy

1x y 2xy 2 x 1
x y

 + − + = +


+ − − = − − +

. 



 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2 22 2

x y 1 2x y 1 2 x y 1 02 xy x yxy x y
11 x y 2xy 2 x 1x y 2xy 2 x 1 x yx y

   + ++ − + − − =  + = +   +⇔ ⇔ 
  + − − = − −+ − − = − −  ++

.    

 TH1: Neáu x y 1 y 1 x+ = ⇒ = − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( ) ( )2 22x 1 x 2 x 1 3x 4x 1 0− − = − − ⇔ − − =

 

 

2 7 2 7 1 7x x ,y
3 3 3

2 7 2 7 1 7x x ,y
3 3 3

 − − +
= = = 

 ⇔ ⇒
 + + −

= = = 
 

. 

 TH2: Neáu ( )2x y 1 2 0 2xy x y x y
xy x y
+ +

− = ⇔ = + + +
+

thay vaøo phöông trình 

thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )
2

2 2x y 11x y 2 x 1 x 1
x y x y

+ +
− − − = − − ⇔ = −

+ +
. 

 Suy ra 

x 1 0 x 1
x y 1 0 y 2

x 1 x 1
x y 1 0 x y 1 0
x y 0 x y 0

  − = =
  

+ + = = −  
 ⇔ ≠ ≠   + + ≠ + + ≠ 
  + > + >   

. 

 Thöû laïi ( ) ( )x;y 1; 2= − thaáy khoâng thoûa maõn. 

 Vôùi x y 0+ > khi ñoù ( )2 2 22xy x y x y x y x y 0= + + + ⇔ + + + = (voâ nghieäm). 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø:  

( ) 2 7 1 7 2 7 1 7x;y ; ; ;
3 3 3 3

   − + + −
=       
   

. 

 
 

Baøi 13. Giaûi heä phöông trình: 

 . 

Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän 4 x 1− ≤ ≤ . Khi ñoù vieát laïi (1)  döôùi daïng 

 
( ) ( ) ( )332y y 1 x 3 2x 1 x 2 1 x 1 2 1 x 1 x  (3) + = − − = − − + = − + −   . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) 2t t= +  ta coù  neân f(t)  laø haøm 

ñoàng bieán treân ( );−∞ +∞  .  

 Vì vaäy ( )(3) f(y) f 1 x y 1 x⇔ = − ⇔ = −  .  

 Thay vaøo (2)  ta ñöôïc: 

 3 2x 1 x 4 x 4 x 4 1 x 3 2x 4 0− + − = + + ⇔ + − − − − + =  . 
 Ñeán ñaây xeùt haøm soá hoaëc nhaân lieân hôïp ta coù nghieäm duy nhaát: 

x 3 y 2= − ⇒ =  . 

 Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;2= −  . 

Baøi 14. Giaûi heä phöông trình: 

 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) (2)−  theo veá ta ñöôïc: 

 

( ) ( ) ( )
( )

22 4 2 5 2 2 2 3 2

22 3

9 8x y x y 16 x 2y 1 y 16y 3x y 1 x 5y x y

x 4y 1 1, x,y

 + − − + − = + − + − − +  

= − + ≥ ∀ ∈
 

 Maët khaùc: ( ) ( )
2 22 4 2 29 8x y x y 25 x y 4 5 1 16 x 2y , x,y+ − = − − ≤ ≤ + + − ∀ ∈  

 Vì vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi caùc daáu ñaúng thöùc xaûy ra 

ñoàng thôøi, ñieàu naøy töông ñöông vôùi 

2

2 3

x y 4
x 2

x 2y 0
y 1

x 4y 0

 =
  = − = ⇔ 

= − =

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;1=  . 

Baøi 15. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
 − + − + = − − ∈
 − + =



2 4 2 4 2

2

2 x y 2xy y 1 2 3 2 x y  (1)
, x,y

x y x 3 (2)
  



Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 2 2 4 2 4x y 0,x y 2xy y 1 0− ≥ + − + ≥  . 

 Vieát laïi (1)  döôùi daïng: ( ) ( ) ( )2 2 4 22 xy 1 xy 1 y 6 4 2 y  (3)+ − + − = − . 

 Nhaän thaáy y 0=  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 0≠  khi ñoù chia hai veá cuûa (3) cho 2y  ta ñöôïc 

22 2

2 2
xy 1 xy 12. 1 6 4 2

y y

 + +
− − = −  

 
 . 

 Ñaët 
2

2
xy 1u

y
+

=   khi ñoù ta coù phöông trình 22t t 1 6 4 2− − = −  . 

 
( ) ( )

2
22 2

2t 4 2 6 0
t 1 2t 4 2 6 t 3

t 1 4t 4 4 2 6 t 4 2 6

 + − ≥⇔ − = + − ⇔ ⇔ =
− = + − + −

 . 

 Vì vaäy ta coù heä phöông trình 

2
2

2
2

2 4
2

2 2

3y 1xxy 1 3 y
y

3y 1 y 1
x y x 3

y y

 − =+
=  ⇔ 

− −  =− + = 


 . 

 ( )( )

22

22

2 4 24 2 6

3y 13y 1 xx
yy

y 1 y 2y 1 03y y y 1 0

 − − == ⇔ ⇔ 
  − − + + =− − − = 

 . 

 

2
2

8 6 2x 2 x
3 2 2

y 1
y 1 2

 + = =⇔ ∨  +
=  = +

  ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän 2x y 0− ≥  ta chæ nhaän 

( ) ( )2x 2,y 1 x;y 2; 1= = ⇔ = ±  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2; 1 ; 2;1= −  . 

Baøi 16. Giaûi heä phöông trình: ( )( ) − = − +

 − − + = + + +

3 2

2 2

x 2y x x 2y 1  (1)

x 2y 2y 3 3x 4 4y 1 (2)
  

Lôøi giaûi 



 Töø ( )( )2(1) x 2y x x 1 0 x 2y⇔ − − + = ⇔ =  . 

 Thay vaøo (2)  ta ñöôïc 22y 2y 3 4y 1 6y 4− + = + + +  . 

 ( ) ( ) ( )22y 4y 4y 1 y 1 6y 4 y 2⇔ − = + − + + + − +  . 

 
( )2 1 1y 2y 2 0

4y 1 y 1 6y 4 y 2

 
⇔ − + + = 

 + + + + + + 
 . 

 

2 y 0
y 2y 0

y 2
 =

⇔ − = ⇔  =
 . Suy ra ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 4;2=  . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;0 ; 4;2=  . 

 Nhaän xeùt. Baøi toaùn treân coù daïng quen thuoäc töø 1 phöông trình cuûa heä baèng 
phöông phaùp haøm soá hoaëc phaân tích nhaân töû tìm ñöôïc moái lieân heä tuyeán tính 
giöõa 2 nghieäm cuûa heä. Quan troïng nhaát cuûa loaïi toaùn naøy ñoù laø xöû lyù phöông 
trình voâ tyû luùc sau. Vôùi loaïi coù 2 caên thöùc trôû leân nhö treân kyõ thuaät ñöôïc söû 
duïng ñoù laø nhaân lieân hôïp. 

Baøi 17. Giaûi heä phöông trình 
3 2 3

xy x y 1

4x 12x 9x y 6y 7

 − − =


− + = − + +
 . 

Lôøi giaûi 
Caùch 1: Heä soá baát ñònh chöùa bieåu thöùc cuûa bieán 

 Vieát laïi heä döôùi daïng 
 − − − =


− + + − − =
3 2 3

xy x y 1 0 (1)

4x 12x 9x y 6y 7 0 (2)
  

 Nhaän thaáy y 1=  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 1≠  khi ñoù laáy ( )(2) 3 y 1 .(1)− +  ta ñöôïc 

  ( )( )3 2 34x 12x 9x y 6y 7 3 y 1 xy x y 1 0− + + − − − + − − − =  . 

 
( )( )2 x y 1 0
x y 1 2x y 2 0

2x y 2 0
 + − =

⇔ + − − − = ⇔  − − =
 . 

 - Vôùi y 1 x= −  thay vaøo (1)  ta ñöôïc: 

 ( ) ( ) 2x 1 x x 1 x 1 0 x x 2 0− − − − − = ⇔ − + − =  (voâ nghieäm). 

 - Vôùi y 2x 2= −  thay vaøo (1)  ta ñöôïc:  



 

( ) ( ) 2

5 17 1 17x ;y
4 2x 2x 2 x 2x 2 1 0 2x 5x 1 0

5 17 1 17x ;y
4 2

 − −
= =

− − − − − = ⇔ − + = ⇔
 + +

= =


 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 5 17 1 17 5 17 1 17x;y ; ; ;
4 2 4 2

   − − + +
=       
   

 . 

Caùch 2: Phöông phaùp theá 
 
 Nhaän thaáy y 1=  khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

 Xeùt y 1≠  khi ñoù ruùt y 1x
y 1
+

=
−

 töø phöông trình (1)  theá vaøo (2)  ta ñöôïc 

 ( )
( )( )

6 5 4 3 2 22 2
3

y 3y 3y 11y 6y 32 0 y y 2 y y 4 0
y 1

− − + − +
= ⇔ − + − − =

−
 . 

Caùch 3: Ñaët aån phuï ñöa veà phöông trình ñaúng caáp 
 Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 

  

( )
( ) ( )3 3

y x 1 x 1

4 x 1 3 x 1 y 6y 6

 − = +


− − − = − + +

 . 

 

( )
( ) ( ) ( )3 3

y x 1 x 1

4 x 1 y 3 x 2y 1 3 2y y x 1

 − = +⇔ 
 − + = + + = + −  

 . 

 

( )
( ) ( ) ( )3 3 2

y x 1 x 1

4 x 1 y 3y x 1 3y x 1

 − = +⇔ 
− + = + = −

 . 

 Vì vaäy ( ) ( )3 3 24 x 1 y 3y x 1 0− + − − = . 

 Baøi taäp töông töï xem theâm chuû ñeà heä soá baát ñònh. 
Baøi 18. Giaûi heä phöông trình: 

 + − + + = + + +

 − − + + =

2 2 2

2 2

y 3y 2y 3x 6 3x 7x 7 2 (1)

3y 4x 3y 3x 1 0 (2)
  

 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 2 23y 2y 3x 6 0− + + ≥  . 



 Vieát laïi heä döôùi daïng: 

  

2 2 2

2 2

y 3x 2 3y 2y 3x 6 7x 7 0

3y 4x 3y 3x 1 0

 − − + − + + − + =

 − − + + =

 . 

 

( )2 2

2 2 2

2 2

3y 4x 3y 3x 1 y 3x 2
y 3x 2 0

3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

 − − + + + − −
 − − + =⇔  − + + + +

 − − + + =

 . 

 

( )
2 2 2

2 2

1y 3x 2 1 0
3y 2y 3x 6 7x 7

3y 4x 3y 3x 1 0

  
  − − + =  ⇔  − + + + + 
 − − + + =

 . 

 ( ) ( )22 2 2

y 3x 2y 3x 2

3y 4x 3y 3x 1 0 3 3x 2 4x 3 3x 2 3x 1 0

 = + = + ⇔ ⇔ 
− − + + = + − − + + + =  

 . 

 
2

x 1;y 1y 3x 2
7 25x ;y23x 30x 7 0

23 23

 = − = − = + ⇔ ⇔  = − =+ + = 

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 7 25x;y 1; 1 ; ;
23 23

 
= − − − 

 
 . 

Baøi 18. Giaûi heä phöông trình:  

( ) − − + + = + + +

 + = − +

2 2 2

2 2

3x 2x 5 2x x 1 2 y 1 y 2y 2  (1)

x 2y 2x 4y 3 (2)
 

Lôøi giaûi 
 Laáy (1) (2)−  theo veá roài ruùt goïn ta ñöôïc 

( ) ( ) ( )2 22 2x x x 1 y 1 y 1 y 1 1 (3)+ + = + + + + +  . 

 Xeùt haøm soá 2 2f(t) t t t 1= + +   treân ( );−∞ +∞  ta coù : 

 
( )

2 2
2 2

2 2

t tf '(t) 2t t 1 2t 2 t 1. 2 t 2t 0, t ;
t 1 t 1

= + + + ≥ + + = + ≥ ∀ ∈ −∞ +∞
+ +

 

 Do ñoù f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân ( );−∞ +∞ .  

 Vì vaäy ( )(3) f(x) f y 1 x y 1⇔ = + ⇔ = + .  



 Thay vaøo (2)  ta ñöôïc ( ) ( )2 2y 1 2y 2 y 1 4y 3+ + = + − +  . 

 

2
y 2

3y 4y 4 0 2y
3

 = −
⇔ + − = ⇔  =


 .  

 Suy ra ( ) ( )4 2x;y ; ; 1; 2
3 3

 
= − − 
 

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )4 2x;y ; ; 1; 2
3 3

 
= − − 
 

 . 

Baøi 19. Giaûi heä phöông trình 
 + + + =

 + + + = +

2 2

2 2

x 3x 6xy y 3y 6xy 6 (1)

x y x y 2 2xy  (2)
  

 Phaân tích lôøi giaûi. Döï ñoaùn ( ) ( )x;y 1;1=  neân ta söû duïng ñaùnh giaù baát ñaúng 

thöùc qua baát ñaúng thöùc cô baûn Coâ si. 
Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän x 0,y 0≥ ≥  . 

 Khi ñoù söû duïng baát ñaúng thöùc coâ si cho veá traùi cuûa (1)  ta ñöôïc 

 
2 2 2 2x 3x 6xy y 3y 6xy 2 xy 3x 6xy. 3y 6xy+ + + ≥ + +  . 

    
( )2 22 3xy xy 5xy 2 x y 2 3xy xy 5xy 2.2xy 6xy   = + + ≥ + =   

 

 Do ñoù xy 1≤  . 

 Maët khaùc cuõng theo Coâ si ta coù: 

 
( )

2 2 2 2
2 2 2 29x 3x 6xy 9y 3y 6xyx 3x 6xy y 3y 6xy 2 x y xy

6 6
+ + + +

+ + + ≤ + = + + . 

Do ñoù 2 2x y xy 3+ + ≥  . Maët khaùc 2 2xy 1 x y 2≤ ⇒ + ≥  . Neân töø (2)  suy ra 

 
4 42 2xy x y 2 2 xy 2 xy xy xy 1+ ≥ + + ≥ + ⇔ ≥ ⇔ ≥ . 

 Vì vaäy xy 1=  ñieàu naøy keùo theo taát caû caùc daáu ñaúng thöùc xaûy ra x y 1⇔ = =  

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1=  . 

Baøi 20. Giaûi heä phöông trình 
2 2

2 2

x 9y 5 y 9x 5 2x 2y

x 9x 5 y 9y 5 2x 2y

 − + − = +


− + − = +
 . 

Lôøi giaûi 



 Nhaän xeùt. Ñaây laø heä ñoái xöùng loaïi II phöông phaùp giaûi daïng heä naøy laø tröø 
theo veá hai phöông trình cuûa heä. 

 Ñieàu kieän 5 5x ,y
9 9

≥ ≥  . 

 Khi ñoù tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc 

  ( ) ( )x 9y 5 9x 5 y 9x 5 9y 5 0− − − + − − − =  . 

 
( )( ) ( )29 x y
x y 9y 5 9x 5 0 0 x y

9y 5 9x 5

−
⇔ − − − − = ⇔ − = ⇔ =

− + −
 . 

 Khi ñoù thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc 

  ( )22x 9x 5 4x 2x 9x 5 2x 0 9x 5 2x− = ⇔ − − = ⇔ − =  (do 5x
9

≥  ). 

 ( )( )29 5x 4x x 1 4x 9 0 x 1 y 1⇔ − = ⇔ − + = ⇔ = ⇒ =  . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát x y 1= =  . 

Baøi 21. Giaûi heä phöông trình ( ) + − = − − + +

 − − + − =

4 4 4

2 2

2 x y 1 x 1 2x 1 y 1 (1)

3x y 2xy 3x 3y 0 (2)
  

 Phaân tích lôøi giaûi. Nhaän thaáy neáu x y=  thì (2)  thoûa maõn vì vaäy (2)  ñöa 

ñöôïc veà daïng tích. Ta xöû lyù (2)  tröôùc. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 1x ,x y 1 0
2

≥ + − ≥  . 

 Vieát (2)  döôùi daïng ( )( )x y 3x y 3 0− + + =  . 

 Do ≥ + ≥ ⇒ + + = + + + ≥ + + >
1 1x ,x y 1 3x y 3 x y 2x 3 1 2. 3 0
2 2

do ñoù y x= .  

 - Neáu y x=  thay vaøo (1)  ta ñöôïc ( )4 4 42 2x 1 x 1 2x 1 x 1− = − − + +  . 

 ( )4 4 42 2x 1 2x 1 1 x 2x 1 1⇔ − + − − = − +  . 

 ( )( ) ( )4 4 4 42x 1 1 2 2x 1 1 x 2x 1 1⇔ − + − − = − +  . 

 
4 4 4 42 2x 1 1 x x 1 2 2x 1⇔ − − = ⇔ + = −  . 

 Ñaët 4 2x 1 y− =  ñöa veà heä phöông trình: 



  
( ) ( )( )

44

2 24

x 1 2yx 1 2y
x y x y x y 2 0y 1 2x

 + = + = ⇔   − + + + =+ =    

 . 

 
( )( )3 24

x yx y
x 1 x x x 1 0x 2x 1 0

 = = ⇔ ⇔  − + + − =− + =  
 . 

 

3

3

x y 1

1 2x y 1 17 3 33
3 3 17 3 33

 = =


 ⇔   = = − + − +  +  

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø  

( ) ( ) 1 2 k 1 2 kx;y 1;1 ; ;
3 9k 3 3 9k 3

 
= − − + − − + 

 
vôùi 3k 17 3 33= + . 

Baøi 22. Giaûi heä phöông trình   

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 17 19x , y
4 9

≤ ≤  . 

 Vieát laïi heä döôùi daïng 
2 2

2 2

x 17 4x y 19 9y 3

2x 17 4x 3y 19 9y 10

 − + − =

 + − + + − =

 . 

 Ñaët 

2
2

2

22 2

u 17 x 17 4xu 2x 17 4x 4
v 19v 3y 19 9y y 19 9y

6

 −
= − = + − ⇒ 

− = + − = −

 . 

 Khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh 

  

( ) ( )
2 2 22u 17 v 19 3 u 17 2 10 u 19 363

4 6
v 10 uu v 10

   − − − + − − = + =  ⇔   
  = −+ = 

 . 

 

2 u 5 u 35u 40u 75 0
v 5 v 7v 10 u

  = = − + =⇔ ⇔ ∨  
= == −  

 . 



 - Vôùi 
2 2

2 2

2x 17 4x 5 17 4x 5 2xu 5
v 5 3y 19 9y 5 19 9y 5 3y

  + − = − = −=  ⇔ ⇔  
=  + − = − = − 

 . 

 

2 2

2 2

1x 5 / 2;y 5 / 3 x 2 x
217 4x 25 20x 4x

15 117y19 9y 25 30y 9y 18

 ≤ ≤ = ∨ = ⇔ − = − + ⇔ 
±  =− = − +  

 . 

 Suy ra ( ) 15 117 1 15 117x;y x 2; ; ;
18 2 18

   ± ±
= =      
   

 . 

 - Vôùi 
2 2

2 2

2x 17 4x 3 17 4x 3 2xu 3
v 7 3y 19 9y 7 19 9y 7 3y

  + − = − = −=  ⇔ ⇔  
=  + − = − = − 

 . 

 

2 2

2 2

x 3 / 2;y 7 / 3

17 4x 9 12x 4x

19 9y 49 42y 9y

 ≤ ≤
⇔ − = − +
 − = − +

  heä naøy voâ nghieäm. 

 Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( ) 15 117 1 15 117x;y x 2; ; ;
18 2 18

   ± ±
= =      
   

. 

Baøi 23. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )( )

( )
2

2

xx y 2 x 1 y 1
x 1

4x y 1 8x 4x 4x 3 x 1


+ = + + + +

 + + = − − +


. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän x 1;y 1> − ≥ −  khi ñoù bieán ñoåi phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

  
( ) ( )( ) ( )

( )
( )

33 2 x x x 1x x x y 2 x 1 y 1 y 2 y 1
x 1 x 1 x 1

+ ++ +
= + + + ⇔ = + +

+ + +
. 

 
( )

3
x x y 1 y 1 y 1 (1)

x 1 x 1

 
⇔ + = + + + + 

+ + 
. 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t t= +  treân ( );−∞ +∞ .  

 Ta coù ( )2f '(t) 3t 1 0, t ;= + > ∀ ∈ −∞ +∞  do ñoù f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân ( );−∞ +∞ .  



 Vì vaäy ( )x x(1) f f y 1 y 1
x 1 x 1

 
⇔ = + ⇔ = + 

+ + 
. 

 Thay xy 1
x 1

+ =
+

 vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

  
( )

2 2
2 24x 4x 8x8x 4x 4x 3 x 1 4x 4x 3

x 1x 1 x 1
+ = − − + ⇔ + = − −

++ +
. 

 

( )
2

2

2x 2x2 2x 1 2x 3 0
2x x 1 x 12 2x 1

2x 2xx 1 2 2x 1 2x 1 0 (2)
x 1 x 1

 
+ = − − + =   + + ⇔ + = − ⇔ ⇔   +  + = − + + + = 

+ + 

 

 Vì xy 1 x 0
x 1

+ = ⇒ ≥
+

 do ñoù (2)  voâ nghieäm neân ta chæ caàn giaûi phöông 

trình: ( )2x 2x 3 0 2x 2x 3 x 1 (3)
x 1

− + = ⇔ = − +
+

. 

 Ñaët 2u x 1 1 x u 1= + ≥ ⇒ = −  vaø phöông trình (3)  trôû thaønh 

  ( ) ( )2 2 3 22 u 1 2u 5 u 2u 2u 5u 2 0− = − ⇔ − − + = . 

 ( )( )2u 2 2u 2u 1 0 u 2⇔ − + − = ⇔ = (do u 1≥ ). 

 Vì vaäy 3 5x 1 2 x 3 y 1 y
2 4

+ = ⇔ = ⇒ + = ⇔ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 5x;y 3;
4

 
=  
 

. 

Baøi 24. Giaûi heä phöông trình: 

( )

( )
22 y 1x 3y 2y x 2y 2x 3y

2

2

2 4.2 2 4
, x,y2y 2y x xy2 2x 2y 3

2y 2y 3x 2

++ + + +
+ = + ∈ + − + − − =

 + − +

 . 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän 
2

2x 2y 3 0

2y 2y 3x 2 0

 − − ≥


+ − + ≠
. 

 Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 



( )
x 3y 4y 2

2x 3y 4y 2 x 2y
2 2x 2y

2 2 x y 2
2 2 2 2 0

x 2y2 2

+ +
+ +

 =  = +  − − = ⇔ ⇔     ==
. 

 - Vôùi x y 2= +  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 

2 y 1
y 5y 6 0

y 6
 = −

− − = ⇔  =
.  Suy ra ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 8;6= − . 

 - Vôùi 2x 2y=  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

  ( )2 2 34y 2y 2 4y 2y 3 y y− + + − − = + . 

 
( )

3 32 24y 2y 3 4y 2y 3 ( y) y  (1) ⇔ − − + − − = − + − 
 

. 

 Xeùt haøm soá 3f(t) t t= +  treân ( );−∞ +∞ . Ta coù; 

 ( )2f '(t) 3t 1 0, t ;= + > ∀ ∈ −∞ +∞  neân f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân ( );−∞ +∞ .  

 Do ñoù 2 2(1) f 4y 2y 3 f( y) 4y 2y 3 y ⇔ − − = − ⇔ − − = − 
 

. 

 
2 2

y 0 1 10 22 4 10y x
3 94y 2y 3 y

 ≤ − −⇔ ⇔ = ⇒ =
− − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm laø: 

( ) ( ) ( ) 22 4 10 1 10x;y 1; 1 ; 8;6 ; ;
9 3

 − −
= −   

 
. 

Baøi 25. Giaûi heä phöông trình 
3 3 2

2 2

x 12x y 6y 16

x xy y 4x 6y 9 0

 − = − +


+ + − − + =
 . 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

( ) ( )3 2 3 2x 2 6 x 2 y 6y  (1)+ − + = −  . 

 Vieát phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng ( )2 2x x y 4 y 6y 9 0+ − + − + =  . 

 Coi ñaây laø phöông trình baäc hai vôùi aån laø x  ta ñöôïc 

 
( ) ( )2 2 2

x
10y 4 4 y 6y 9 0 3y 16y 20 0 2 y
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ ≤ ≤  . 

 Töông töï vieát laïi döôùi daïng ( )2 2y x 6 y x 4x 9 0+ − + − + =  ta ñöôïc 



 
( ) ( )2 2 2

y
4x 6 4 x 4x 9 0 3x 4x 0 0 x
3

∆ = − − − + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ ≤ ≤  

 Suy ra 102 x 2
3

≤ + ≤  . 

 Xeùt haøm soá 3 2f(t) t 6t= −  treân 102;
3

 
 
 

 ta coù: 

 ( )2 10f '(t) 3t 12t 3t t 4 0, t 2;
3

 
= − = − ≤ ∀ ∈ 

 
.  

 Do ñoù f(t)  laø haøm nghòch bieán treân 102;
3

 
 
 

. 

 Vì vaäy (1) f(x 2) f(y) y x 2⇔ + = ⇔ = + .  

 Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )22x x x 2 x 2 4x 6 x 2 9 0+ + + + − − + + =  . 

 

2
x 1

3x 4x 1 0 1x
3

 =
⇔ − + = ⇔  =


 . 

 Suy ra ( ) ( ) 1 7x;y 1;3 ; ;
3 3

 
=  

 
 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1 7x;y 1;3 ; ;
3 3

 
=  

 
 . 

Baøi 26. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )

3 3 2

2

2 y x 6x 7x y 3 (1)

92 3 y 2 y 1 x 4  (2)
4

 − = + − +


 − + + = +


 . 

Lôøi giaûi 

 Vieát laïi (1)  döôùi daïng ( ) ( )332y y 2 x 1 x 1  (3)+ = + + +  . 

 Xeùt haøm soá 3f(t) 2 t t= +  ta coù 2f '(t) 6t 1 0, t= + > ∀ ∈  neân laø haøm ñoàng 

bieán treân ( );−∞ +∞  do ñoù (3) f(y) f(x 1) y x 1⇔ = + ⇔ = +  .  

 Thay vaøo (2)  ta ñöôïc: ( )
29x 162 2 x 2 x 2
2
+

− + + =  . 

( )( )29x 16 2 2 2 x 2 x 2+ = − + + . 



Bình phöông hai veá cuûa phöông trình ta ñöôïc: 

 
( ) ( )2 29x 16 4 2x 4 4 2 x 4 2 4 x + = + + − + − 

 
. 

( )
( ) ( )

2 2

2 2

9x 8x 16 2 4 x 32 0

2 2 4 x x 2 2 4 x x 8 0 (1)

⇔ + − − − =

  ⇔ − − − + + =  
  

. 

Do x 2;2 ∈ −  neân ( )22 2 4 x x 8 0− + + > do ñoù phöông trình töông ñöông vôùi: 

( ) ( )
2

2 2

x 0 4 2 4 22 2 4 x x 0 x y 1
8 4 x x 3 3

 ≥− − = ⇔ ⇔ = ⇒ = + − =
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 4 2 4 2x;y ; 1
3 3

 
= +  
 

.       

 Nhaän xeùt. Ñeå phaân tích ñöôïc (1) ta ñaët ( )2t 2 4 x= − ñöa phöông trình veà: 

 ( )2 2 2at 16t 8x 32 9x 2a 4 x 0− + − + − − = . 

 ( )2 2at 16t 9 2a x 8x 8a 32 0 (2)⇔ − + + + − − =
 
trong ñoù a laø soá thöïc tìm sau. 

 Ta choïn a sao cho (2) coù nghieäm ñeïp baèng caùch lay t'∆ laø soá chính phöông. 

 Ta coù: ( )( )2
t' 64 a 9 2a x 8x 8a 32∆ = − + + − − laø soá chính phöông tìm ñöôïc 

a 4= − . 
 Khi ñoù vieát laïi phöông trình döôùi daïng: 

( ) ( )2 22 2 2t x
4t 16t x 8x 0 2t 4 x 4

2t x 8
 =

− − + + = ⇔ + = + ⇔  = − −
. 

 Ñoù chính laø caùch phaân tích thaønh nhaân töû trong phöông trình (1).      
 +  Ngoaøi ra ta coù theå bình phöông hai veá ñöa veà phöông trình: 

  
2 216 8 2x 9x 8x 32− = + −

( ) ( )
2

22 2

9x 8x 32 0

256 8 2x 9x 8x 32

 + − ≥⇔ 
− = + −

. 

 ( )( )
2

2 2

9x 8x 32 0 4 2 4 2x y 1
3 39x 32 9x 16x 32 0

 + − ≥⇔ ⇔ = ⇒ = +
− + + =

.    

Baøi 27. Giaûi heä phöông trình: 



( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 x y 2 5x 3y 4 xy 3 3 y x 2  (1)

y 4 x y 17 x 3 y 2 (2)

 + + − − − − = − +

 − + + − + − =  . 

Lôøi giaûi 
 Nhaän thaáy phöông trình (2)   coù hai caên thöùc baäc khaùc nhau neân ta khoâng theå 

xöû lyù töø phöông trình naøy ñöôïc vaø ta taäp trung xöû lyù (1)  . Ñieàu naøy chuùng ta 
nghó ñeán (1)  phaân tích ñöôïc nhaân töû. 

 Vieát laïi (1)  döôùi daïng: 

  ( ) ( ) ( )2 22 x y 2 5x 3y 4 xy 3 2 y y x 2+ + − − − − = − +  . 

 

( )( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 x 5 2y x y 5y 6 y x 2
x 2 y2 x y 2 5x 3y 4 xy 3 2 y

+ − + − + − −
⇔ =

+ ++ + − − − +
 . 

 

( )( )
( ) ( ) ( )2 2

2 x 2 y x 3 y y x 2
x 2 y2 x y 2 5x 3y 4 xy 3 2 y

+ − + − − −
⇔ =

+ ++ + − − − +
 . 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2

2 x 3 y 1x 2 y 0
x 2 y2 x y 2 5x 3y 4 xy 3 2 y

 
+ − 

⇔ + − + = 
+ + + + − − − +

 

 .  

 x 2 y 0⇔ + − = , do 
( )

( ) ( ) ( )2 2

2 x 3 y 1 0
x 2 y2 x y 2 5x 3y 4 xy 3 2 y

+ −
+ >

+ ++ + − − − +
 

 Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( )2 2x 2 4 x x 2 17 3 x 4x 13 3+ − + + + = ⇔ − + = . 

 
2x 4x 4 0 x 2 y 4⇔ − + = ⇔ = ⇒ = . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;4= .     

Baøi 28. Giaûi heä phöông trình 

2 2

2 2

2 2

2 2

x y x y
2 (1)

1 x y

y x x y 7  (2)
41 x y

 − − =
 − +

 − −

=
 − +

. 

 
Lôøi giaûi 



 Ñieàu kieän 2 20 x y 1≤ − <  . 

 Laáy (1) (2)+  vaø (1) (2)−  theo veá ta ñöôïc: 

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

x y x y x y 15
41 x y

x y x y x y 1
41 x y

 + − + − = − +

 − + − −
 =
 − +

 . 

 Tieáp ñeán nhaân theo veá hai phöông trình cuûa heä treân ta ñöôïc: 

( )( )2 2 2 2
2 2

2 2

x y 1 x y 15 15x y
6 61 x y

− − +
= ⇔ − =

− +
 . 

 Thay ngöôïc laïi heä phöông trình ban ñaàu ta ñöôïc: 

15x y
16 2

1
32 7 154x y 15 2 x16

474y x 1515 y 7 2 15y x 4716
41

16


−

 =


 + − = =  ⇔ ⇔  
− =   = +−  

=



 . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 32 7 15x;y ;7 2 15
4

 +
= +  
 

 . 

Baøi 29. Giaûi heä phöông trình 

 + − + =
 + + − − + + =


2 2

2 2
2

x y y x 3y 0 (1)

x y 12y 3y x 1 0 (2)
21

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän 2x 3y 0+ ≥  . 

 Vieát laïi (1)  döôùi daïng 2 2 2x 3y y x 3y 2y 0 + − + − = 
 

 . 

 

2
2 2

2

x 3y y
x 3y y x 3y 2y 0

x 3y 2y

 + = −   ⇔ + + + − = ⇔      + =

 . 



 - Neáu 2
2

y 0
x 3y y

x 2y

 ≤+ = − ⇔ 
= −

  thay vaøo (2)  ta ñöôïc 

 

4 2
2 4y y 14y 3y 1 0

21
+ +

− + + =  (voâ nghieäm do 24y 3y 1 0− + >  ). 

 - Neáu 2
2

y 0
x 3y 2y

x y

 ≥+ = ⇔ 
=

  thay vaøo (2)  ta ñöôïc: 

  

4 2
2 y y 1y 3y 1 0

21
+ +

− + + =  . 

 
( ) ( ) ( )( )2 2

2 2
y y 1 y y 1

2 y y 1 y y 1 0
21

+ + − +
⇔ − + − + + + =  . 

 ( )
2 2

2 2

y y 1 y y 12. 1 0 (3)
y y 1 21 y y 1

− + − +
⇔ + − =

+ + + +
 . 

 Ñaët 
( )

2

2

y y 1u 0
21 y y 1

− +
= >

+ +
 khi ñoù (3)   trôû thaønh  

 
( )( )2 142u u 1 0 7u 1 6u 1 0 u

7
+ − = ⇔ − + = ⇔ =  (do u 0>  ). 

 Vì vaäy 
( )

2
2

2

1yy y 1 1 28y 70y 28 0 2721 y y 1 y 2


=− + = ⇔ − + = ⇔ + + =

 . 

 Suy ra ( ) ( )1 1x;y ; ; 4;2
4 2

 
=  
 

 . 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( )1 1x;y ; ; 4;2
4 2

 
=  
 

 . 

Baøi 30. Giaûi heä phöông trình 
( )( )

( )

3 3

2

x y 3 y 1 x y 2

x y
x 1 y 1

8

 + + − − =

 − + + + =


.  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x,y 1≥ − . 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 



  
3 3 2x y 3xy 3y 3x 3y 2 0+ + − − + − =

 

 
( )( )2 2x y 2 x xy y 2x y 1 0⇔ + − − + + − + = . 

 
2 2

y 2 x

x xy y 2x y 1 0 (1)

 = −
⇔ 

− + + − + =
 

 Ñeå yù phöông trình (1) vieát laïi:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22
yy y x 1 x 1 0 x 1 4 x 1 3 x 1 0− + + + = ⇒ ∆ = + − + = − + ≤ . 

 Suy ra x 1 0 x 1 y 0+ = ⇔ = − ⇒ = . 

 Thöû laïi thaáy khoâng thoûa maõn. 
 Xeùt y 2 x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

( ) ( )2 4
2x 1 x 1

x 1 3 x 4 2 x 2x 3
2 4
− −

+ + − = ⇔ + − + + = . 

 
( )

( )
22

2
x 1

4 2 4 x 1
4

 −  ⇔ + − − = . Ñaët ( ) ( )2
t 4 x 1 , 0 t 2= − − ≤ ≤  

 Phöông trình trôû thaønh: 

  

( ) ( )
22

3
4 t

4 2t t t 8t 8 0
4

−
+ = ⇔ − − =

 

 
( )( )( ) 0 t 2t t 2 t 1 5 t 1 5 0 t 0≤ ≤⇔ + − + − − = ←→ = . 

 
( )2 x 3 x 3,y 1

4 x 1 0
x 1 x 1,y 3
 = = = −

⇔ − − = ⇔ ⇒ = − = − = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 3; 1 ; 1;3= − − .             

Baøi 31. Giải hệ phương trình 

( )

2 2 2x 2y x 2y 2y x 2

3 2

5 16.4 5 16 .7

x 17x 10y 17 2 x 4 4y 11

− − − +  + = +   
 + + + = + +

. 

Lôøøi giaûi 
Điều kiện: 4y 11 0+ ≥ . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với:  



22 x 2y 12x 2y 1

2 2x 2y 1 2 x 2y 1

5 4.4 5 4.4  (1)
7 7

 − − − +  

 − + − − 
 

+ +
= . 

Xét hàm số 
t t

1 4f(t) 5. 4.
7 7

   
= +   

   
là hàm nghịch biến trên  . 

Do đñoù: ( ) ( )2 2(1) f x 2y 1 f 2x 4y 1⇔ − + = − −
 

                      
2 2 2x 2y 1 2x 4y 1 2y x 2⇔ − + = − − ⇔ = − . 

Thay 22y x 2= − vaøo phương trình thứ hai của hệ ta ñược:  

  ( )3 2 2 2x 5x 17x 7 2 x 4 2x 7+ + + = + + . 

( ) ( )
3 23 2 2 2 2x 2 x 2 x 2 2x 7 2x 7 2x 7   ⇔ + + + + + = + + + + +   

   
. 

2

1x 1,yx 1 2x 2 2x 7
x 3 7x 3,y

2


= = − =

⇔ + = + ⇔ ⇒  =  = =

. 

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm là ( ) 1 7x;y 1; ; 3;
2 2

   
= −   
   

.      

Nhận xét. Nếu thấy khó phân tích được hàm số như trên thông thường đặt 
22x 7 t+ = đưa về hệ phương trình: 

( )
2 2 2

3 2 2 3 2 3

2x 7 t 2x 7 t

x 5x 17x 7 t 1 t x 5x 17x 7 t t

 + = + = ⇔ 
+ + + = + + + + = + 

. 

Cộng theo vế hai phương trình của hệ ta được: 

( ) ( )3 23 2 3 2 3 2x 7x 17x 14 t t t x 2 x 2 x 2 t t t+ + + = + + ⇔ + + + + + = + + . 

 Ta có kết quả như lời giải trên.   

Baøi 32. Giaûi heä phöông trình 

3 2 1
x yx 1

1 1 2
x yy 1


− = ++


 + =
 +−

. 

 



Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 1,y 1,x y 0> − > + ≠ . 

 Ñaët ( )u x 1,v y 1, u,v 0= + = − > heä phöông trình trôû thaønh: 

  

2 2

2 22 2

3 2 3 21 5
u u vu v

1 11 1 22
vv u vu v

 − = + =  + ⇔ 
  + =+ =
  ++

. 

 

2
2

2uv
5u 3

1 1 2
2u 2uu5u 3 5u 3


= −⇔  + =

   +  − −  

2

2uv
5u 3

5u 12u 3 0


=⇔ −

 − + =
 

 

u,v 0

6 21u
5

1 21v
10

>

 +
=←→

+ =  

6 21 32 12 21x 1 x
5 25

1 21 61 21y 1 y
10 50

 + +
+ = =  ⇔ ⇔ 

+ + − = =  

. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 32 12 21 61 21x;y ;
25 50

 + +
=   
 

.      

Baøi 33. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
x y 2 x 1 y

x 1 4 1 x 3y 2 2 1 x

 − + + =


+ − − = − + −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: 1 x 1,y 0− ≤ ≤ ≥ . 

 Nhaän thaáy x 1= − khoâng thoûa maõn heä phöông trình.  
 Xeùt x 1≠ − khi ñoù pöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

  ( )x y 2 x 1 x 1 y x 1− + + − + = − + . 

 
( ) y x 1x y 1 x 1

y x 1
− −

⇔ − + + =
+ +  

 
( ) 1x 1 y x 1 0 y x 1

y x 1

 
 ⇔ + − + + = ⇔ = +
 + + 

. 

 



 Thay y x 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc:  

( )x 1 4 1 x 3x 1 2 1 x+ − − = + + − . 

 Moät phöông trình voâ tyû coù chöùa hai caên thöùc ta thöôøng löïa choïn pheùp ñaët hai 
aån phuï ñöa veà tích. 

 Ñaët ( )
2 2

2 2

u x 1 u v 2
, u,v 0

u v 2xv 1 x

 = + + = ≥ ⇒ 
− == −  

. 

 Ta coù heä phöông trình:   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2

u v 2 u v 2
3 3u 4 v u v 1 2v u 4 v 2u 2 1 2v
2 2

 + = + = ⇔ 
− = − + + − = − + + 

 

. 

 

( )

22
2 2 2

2 2

2
2

2

3u 4u 2u v 2 u 2u v 2 u 2
3u 4u 2v u 2 3u 4u 2 v 3u 4u 2u 2 v

u 2

  − + + + = + =  + =     + ⇔ ⇔ ⇔  − + ++ = − + + =   − + ++  =
+

 

 

u,v 0

x 1 1

1 x 1u 1,v 1 x 0 y 1
2 3 22 2 x 1 x ,yu ,v 2 5 5 55 5

21 x 2
5

≥

 + =
 − = = =  = ⇒ =

  ⇔←→ ⇔ ⇔ + =  = − == =    
 − =

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3 2x;y 0;1 ; ;
5 5

 
= − 

 
. 

 Nhaän xeùt. Phöông trình ( )x 1 4 1 x 3x 1 2 1 x+ − − = + + −  ta coù theå bieán 

ñoåi ñöa veà tích nhö sau: ( )( )2 x 1 1 x x 1 1 x 2 0+ − − + + − − = . 

Baøi 34. Giải hệ phương trình ( )
2 2

2

2 2

83x 4xy 12y 10
x 2y

2x 16y 4xy x 2y 2


− + + = −


− + = − + −

. 

Lôøi giaûi 
Điều kiện: x 2y 0− ≠ . 



Hệ phương trình tương ñương với:  

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )

2 2

2

2

82 x 2y x 2y 10
x 2y

3 x 2y x 2y x 2y x 2y 2


− + + + = −


− + − − = − − −

.   

( )

( )

2
222 x 2y x 2y 2

x 2y

23 x 2y x 2y 1
x 2y

   − − + + +  − ⇔ 
  + − − − = −  − 

. 

Ñaët 2u x 2y ,v x 2y
x 2y

= − − = +
−

heä phöông trình trôû thaønh: 

2 2 17 12u ,v2u v 2
19 19

3v u 1 u 1,v 0

 = − = − + = ⇔ − = − = =

.    

12 17 x 1,yx 2y 2x 2y 19
1 1x ,y12x 2y 2 4

19
41 3 353 3 353 7x ,y2x 2y 1 76 152

x 2y
41 3 353 3 353 7x ,yx 2y 0

76 152

 = = −− − = −  −  = − = + = − ⇔ ⇔ + − = − = − − = − − + + = = −+ =  

. 

Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø 

( ) 1 1 1 41 3 353 3 353 7x;y 1; ; ; ; ;
2 2 4 76 152

41 3 353 3 353 7; ;
76 152

     + −
= − − −           
 − + +

−  
 

.  

Baøi 35. Giaûi heä phöông trình ( )2 2x y 4 2 x xy y y x

x y 3 xy

 + + = + +

 + = −

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 



  

( )4 4 3 3u v 4 2 u v v u

u v uv 3

 + + = + +

 + + =

 

 

4 3
4 3

3 uv
u 1

3 u 3 u 3 uu 4 2 u . u
u 1 u 1 u 1

 −
= +

⇔      − − −  + + = + +     + + +    

. 

 
( ) ( )2 6 5 4 3 2

3 uv
u 1

u 1 u 8u 21u 24u 11u 32u 31 0

 −
= +⇔ 

 − + + + + − + =

. 

 

u,v 0 x 1u 1 x 1
v 1 y 1y 1

≥
 == =←→ ⇔ ⇔  

= == 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1= .    

Baøi 36. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

2 2

3

2x 5y 4xy 6x 6y 9 0

x 1
xy 2x y 3

y 2

 + − − − + =

 −
 + = +

+

. 

Lôøi giaûi 

 Ñieàu kieän: 
( )3x 1

0,y 2
y 2
−

≥ ≠ −
+

. 

 Khi nhìn vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä mang daùng daáp haøm soá neáu ta vieát 

ñöôïc döôùi daïng:  
( ) ( )3 3
y 2 x 1

y 3 x

+ −
=

+
. Tuy nhieân vôùi ñieàu kieän cuûa heä treân 

chöa cho pheùp ta coù bieán ñoåi ñoù. Do vaäy caàn tìm ñieàu kieän cuûa hai aån x,y töø 

phöông trình ñaàu cuûa heä.   
 Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22 2
x

2 2 2 2
y

' 2y 3 2 5y 6y 9 02x 2x 2y 3 5y 6y 9 0

5y 2y 2x 3 2x 6x 9 0 ' 2x 3 5 2x 6x 9 0

 ∆ = + − − + ≥− + + − + =  ⇒ 
− + + − + = ∆ = + − − + ≥ 

 



 

2

2

4 10 4 106y 24y 9 0 y
2 2

6x 42x 36 0 1 x 6

 − + − + ≤  ≤ ≤⇔ ⇔ 
− + ≤  ≤ ≤

. 

 Do ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 33 y 2 x 1x 1

x y 2 y 3 y 3 x y x 3
y 2 y 3 x

+ −−
+ = + ⇔ = ⇔ + = ⇔ = −

+ +
. 

 Thay y x 3= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) ( ) ( )222x 5 x 3 4x x 3 6x 6 x 3 9 0+ − − − − − − + = . 

 

2 x 4 x 4,y 1
3x 30x 72 0

x 6 x 6,y 3
 = = =

⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 
. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 4;1 ; 6;3= .         

Baøi 37. Giaûi heä phöông trình 
( )

2 2 2

2 3 3

xy x 1 1 3 y 9 3y

3x 1 x y xy 5 4x 3x y 7x 0

  + + = + +   
 − + − − + − =

. 

Lôøi giaûi 
 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2
2

3 9 3 3x x 1 1 1 1 x y
y y xy

    + + = + + ⇔ = ⇔ =      
. 

 Thay 3y
x

= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  ( ) 3 23x 1 3x 2 4x 9x 7x 0− − − + − = . 

 
( )( ) 3 23x 1 3x 2 x 4x 12x 8x⇔ − − − = − + . 

 

( )2 2 3x 1x 3x 2 x 0
3x 2 x

 −
⇔ − + + = 

− + 
 

 

2
x 1,y 3x 1

x 3x 2 0 3x 2 x 2,y
2

 = = = ⇔ − + = ⇔ ⇒ = = = 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3x;y 1;3 ; 2;
2

 
=  

 
.        



Baøi 38. Giaûi heä phöông trình 
( )( )2 2x y y 2x 1 y 1

53x 8 y
x y 12

 + − = + −



− − =
+ −

. 

Lôøi giaûi 
 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )2x y 1 0 y x 1 x 3,y 4
55 x 8,y 93x 8 x 13x 8 y 2x 11x y 12

 − + = = +  = = ⇔ ⇔   = =− − + = − − =  −+ −

. 

 Nhaän xeùt. Ñeå giaûi phöông trình 53x 8 x 1
2x 11

− − + =
−

ta thöïc hieän nhö sau: 

  

( )( )2x 9 2x 112x 9 5 3x 8 x 1
2x 11 53x 8 x 1

− −−
= ⇔ − + + =

−− + +
. 

 

( )( )2x 9 2x 113x 4 x 7 4x 33x 8 x 1
5 5 5 5

− −− + +
⇔ − − + + − = − . 

 

2 2
2

9x 24x 16 x 14x 493x 8 x 1 4x 11x 9625 25
3x 4 x 7 53x 8 x 1

5 5

− + + +
− − + − − +

⇔ + =
− +

− + + +
. 

 

( )2 4 9 1 1 1x 11x 24 . . 0
3x 4 x 75 25 253x 8 x 1

5 5

 
 

⇔ − + + + = 
− + − + + + 

 

. 

 

2 x 3
x 11x 24 0

x 8
 =

⇔ − + = ⇔  =
.      

Baøi 39. Giaûi heä phöông trình 
3 2 2 2

3 2

x xy 12x y 4x 6y 7

y x y x 2y 1 2xy

 + − − = + +


+ − + = −
. 

Lôøi giaûi 
 Nhaåm ñöôïc nghieäm ñeïp x 1,y 0= − = neân ta ñaët aån phuï x u 1,v y= − = heä 

phöông trình trôû thaønh:  

( ) ( )
( )

( )( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

u u v u v 7 u v u 7 u v u v

v u v 1 u v u v u v

 + = + + + − + = + ⇔ 
+ + = + = − 

 

. 



 Tröôøng hôïp 2 2 u 0 x 1
u v 0

v 0 y 0
 = = −

+ = ⇔ ⇔ 
= = 

. 

 Ta xeùt 2 2u v 0+ > . 

 Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 
2 2

2 2

u vu 7  (1)
u v
u vv  (2)

u v

 +
− = +


− =

 +

  . 

 Laáy (1) i.(2)+  theo veá ta ñöôïc: 
2 2

u vi v uiu vi 7
u v

− + +
+ − =

+
.  

 
2 2

u vi v uiu vi 7
u v

− + +
+ − = =

+
 

 Ñaët z u vi= + phöông trình trôû thaønh: 21 iz 7 z 7z i 1 0
z z

− = + ⇔ − − − = .   

 Phöông trình soá phöùc cuoái thöïc hieän ñôn giaûn. 
 Heä phöông trình coù hai nghieäm ba nghieäm laø  

( ) ( ) 10 106 10 113 53 5 113 53 5 113x;y 1;0 ; ; .
4 8 2

 − + − + = −
 
 

 10 106 10 113 53 5 113 53 5 113; .
4 8 2

 + + + + −
 
 

. 

 Nhaän xeùt. Nhö vaäy heä phöông trình caàn thoâng qua pheùp ñaët aån phuï ta môùi 
ñöa ñöôïc veà heä coù daáu hieäu söû duïng soá phöùc. Xuaát phaùt töø caùc heä phöông 
trình quen thuoäc ta ñoåi aån ñi coù nhöõng heä phöông trình hay vaø khoù hôn raát nhieàu. 

 Vôùi heä phöông trình giaûi baèng soá phöùc ban ñaàu 
( )( )
( )( )

2 2

2 2

6 x x y 6x 8y

3 y x y 8x 6y

 − + = +


− + = −


. 

 Thay x bôûi x 1+ vaø thay y bôûi y 1−  ñöa veà heä khoù hôn nhö sau: 

 1.  Giaûi heä phöông trình 
( )
( )

3 2 2 2

3 2 2 2

x y 2y 2 x 18y 3x 5y 12

y x 2x 4 y 4x 6y 6

 + − − + = + +


+ + + = + −


. 

 Ñaùp số: ( ) ( ) ( ) ( )x;y 1;1 ; 1;2 ; 3;3= − .    



Baøi 40. Giaûi heä phöông trình 
( )

( )
( )

4 4
2 2

4 4

9 1 32 y x
x y , x,y
3x y 2 x y


− = − ∈

 − = −

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ .  
Heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

44 2 4 4 42 2 4 4
22

24 4 2 2 4 4 4 4

xx 9x 32x y x9x 32x y x
yy

3x y 2 x y 9x y 4 x y 4 x y y


= + −= + − ⇒ 

 = + − = + − + −  

. 

( ) ( ) ( )
( )

4 24 4 4 2 4 4 4 4
2

4 4

x 32x y x y 4 x y 4 x y y
y

3x y 2 x y


+ − = + − + −⇔ 

 − = −

. 

( ) ( ) ( )
( )

24 4 4 2 4 4 2 4 4 3 4 4

4 4

x y 32x y y x 4y x y 4y x y 0

3x y 2 x y


− + − − − − − =

⇔ 
 − = −


. 

( ) ( )( )
( )

4 4 4 2 2 4 4 3

4 4

x y 1 32x y 4y x y 4y 0

3x y 2 x y

 − − − − − =⇔ 
 − = −


. 

( ) ( )
( )

24 4 3 4 2

4 4

x y 2y 1 36x y 0

3x y 2 x y

  
− − − =    ⇔ 

 − = −  

( )( )( )
( )

4 4 3 2 3 2

4 4

x y 2y 1 6x y 2y 1 6x y 0

3x y 2 x y

 − − − − + =⇔ 
− = −



. 

TH1: Neáu 
4 4

4 4 x 0x y 0x y 0
y 03x y 0

  = − =− = ⇒ ⇔ 
=− = 

 (loaïi). 

TH2: Neáu ( )
3 2

3 2
4 4

2y 1 6x y 0
2y 1 6x y 0

3x y 2 x y

 − + =− + = ⇒ 
− = −

 

 



( ) ( )
3 2

3 2 4 4

2y 1 6x y 0

3x y 2y 6x y 2 x y

 − − =⇔ 
− + = −

3 2

2 2 4

2y 1 6x y 0

3x 6x y 2x

 − + =⇔ 
− =

 

( )
3 2 3 2

x 0
2 3 3 2

2y 1 6x y 0 2y 6x y 1
x 3 6xy 2x 0 2x 6xy 3

≠
 − + =  + = ⇔ ←→ 

− − = + = 

. 

( )
( )

3
3

3

3 3

2 1x2 x y 4 x y 2 2
x y 1 2 12 x y 2 y

2

 + =+ =   + =⇔ ⇔ ⇔  
− = − − = = 

. 

TH3: Neáu ( )
3 2

3 2
4 4

2y 1 6x y 0
2y 1 6x y 0

3x y 2 x y

 − − =− − = ⇒ 
− = −

 

 ( ) ( )
3 2

3 2 4 4

2y 1 6x y 0

3x y 2y 6x y 2 x y

 − − =⇔ 
− − = −

3 2

2 2 4

2y 1 6x y 0

3x 6x y 2x

 − − =⇔ 
+ =

 

( )
3 2 3 2

x 0
2 3 3 2

2y 1 6x y 0 2y 6x y 1
x 3 6xy 2x 0 2x 6xy 3

≠
 − − =  − = ⇔ ←→ 

+ − = − = 

. 

Ñeå giaûi heä phöông trình naøy ta söû duïng kyõ thuaät phöùc hoùa. 

Ta coù: ( )3 2 2 3 3 1x 3xy 3x y y i i
2 2

− + − = − . 

Ñaët 3 3 iz x yi z
2
−

= + ⇒ = . 

Ta coù: ( )3 13 i 10 i 10 cos isin
10 10

 
− = − = ϕ+ ϕ 

 
. 

vôùi 3 1cos ,sin , ;0
210 10

 π
ϕ = ϕ = − ϕ∈ − 

 
. 

Suy ra ( )3 65 5 k2 k2z cos isin z cos isin ,k 0,1,2
2 2 3 3

 ϕ + π ϕ+ π
= ϕ+ ϕ ⇔ = + = 

 
 

Do ñoù 6 65 k2 5 k2x cos ,y sin ,k 0,1,2
2 3 2 3

ϕ+ π ϕ+ π
= = = .       

 
 



Vaäy heä phöông trình coù boán nghieäm laø: 

( )
3 3

6 62 1 2 1 5 k2 k2 5x;y ; ; cos ;sin ,k 0,1,2
2 2 2 3 3 2

   + − ϕ + π ϕ+ π
= =     

  
. 

vôùi 3 1cos ,sin , ;0
210 10

 π
ϕ = ϕ = − ϕ∈ − 

 
. 

Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay vaø khoù ñoøi hoûi hoïc sinh kyõ naêng bieán ñoåi 
toát. Neáu ñeà baøi chæ yeâu caàu tìm nghieäm döông cuûa heä phöông trình thì keát 
quaû seõ ñeïp maét hôn. Tuy nhieân ñeà baøi toâi ñöa ra muoán nhaán maïnh caùc em 
ñeán öùng duïng cuûa soá phöùc trong giaûi heä phöông trình. 

Baøi 41. Giaûi heä phöông trình  

( )
( )

x 2y 2 4x y 1
, x,y

46 16y x y 6y 4 4x y 8 4y

 + + + = ∈
− + − + + = −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: ( )
4x y 0
46 16y x y 6y 0
 + ≥
 − + − ≥

. 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 2 4x y 1 x 2y+ = − − . Thay vaøo phöông 

trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )46 16y x y 6y 2 1 x 2y 8 4y− + − + − − = − . 

( )46 16y x y 6y 6 2x⇔ − + − = + . 

( ) 2

2x 6 0

46 16y x y 6y 4x 24x 36

 + ≥⇔ 
− + − = + +

. 

2 2

x 3

4x 16xy 16y 24x 6y 10 0

 ≥ −⇔ 
+ + + + − =

. 

Keát hôïp vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

 

2 2

x 2y 2 4x y 1

4x 16xy 16y 24x 6y 10 0

 + + + =


+ + + + − =

 
( ) ( )2

x 2y 2 4x y 1

4 x 2y 6 4x y 10 0

 + + + =⇔ 
+ + + − =

. 

 



Ñaët ( )u x 2y
, v 0

v 4x y

 = + ≥
= +

heä phöông trình trôû thaønh: 

 ( )22 2 2

u 1 2vu 2v 1

4u 6v 10 0 4 1 2v 6v 10 0

 = − + = ⇔ 
+ − = − + − =  

. 

2

u 1
v 1

u 1 2v u 117u v 111v 8v 3 0 11
3v

11

 = −


=
 = −  = − ⇔ ⇔ ⇒  = =− − =    = −

(vì n v 0≥ ). 

Vì vaäy 

3xx 2y 1 x 2y 1 7
4x y 1 54x y 1 y

7


= + = −  + = − ⇔ ⇔  

+ =+ =   = −


(thoûa maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 3 5x;y ;
7 7

 
= − 
 

.           

Baøi 42. Giaûi heä phöông trình ( ) ( )
2

2

2 33

x y 2 1 9(

12x y x x 3 y 1
, x

x y

,y3

) 7x 7y

   + + = + + +   ∈  


− + + − = − +

 .  

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x y 0− ≥ . 

 Nhaän xeùt. Töø phöông trình thöù hai cuûa heä laø phöông trình voâ tyû ñoái vôùi x y−  

neân thöïc hieän tìm x y− töø phöông trình thöù hai cuûa heä 

 Ñaët ( )t x y, t 0= − ≥  phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 
2t 2 1 9t 7t+ + = + 2t 2 7t 1 9t 0⇔ + − + − =  

 

2(1 3t) (1 3t)(1 3t) 0
t 2 7t

−
⇔ + − + =

+ +

2(1 3t) 1 3t 0
t 2 7t

 
⇔ − + + = 

+ + 
. 

 

13t 1  x y
3

⇔ = ⇔ − = (do 2 1 3t 0,  t 0
t 2 7t

+ + > ∀ ≥
+ +

). 

 Thay 1y x
3

= − vaøo phöông trình trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 



( ) ( )3 332 33 3x 1 x 1 x 4x 2 x 4x 2  3x x 4x (1)2 ⇔ + + + = + + + + += + + . 

 Xeùt haøm soá 3f(a) a a= + ta coù 2f '(a) 3a 1 0, a= + > ∀ ∈ . 

 Vì vaäy f(a) laø haøm ñoàng bieán. Do ñoù 
3 33 3x 4x 2)( x 1 x1) f(x 1 f x 2) ( 4+ + ⇔ + = ++ +⇔ = .    

 

2

1 13 1 13 1 13x x ,y
6 6 63x x 1 0

1 13 1 13 1 13x x ,y
6 6 6

 + − +
= = = − 

 ⇔ − − = ⇔ ⇒
 − + − +

= = = 
 

. 

 Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø  

( ) 1 13 1 13 1 13 1 13x;y ; ; ;
6 6 6 6

   − + + − +
= −      
   

. 

Baøi 43. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( )
2 2

2 2

161 26 3x y 7xy 2 x y xy
6 3 2 , x,y

x 7xy 2 x 25y 10xy 1


+ + = + − − ∈

 + = + − −

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 7xy 2 0+ ≥ .  

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

 
( )

( )
2 2

2 2

6 x y 7xy 2 6x 161y 52xy 9

6x 7xy 2 6 x 25y 10xy 1

 + + = + − −


+ = + − −

.  

2 2

2

x 7xy 2 x 25y 10xy 1

6y 7xy 2 11y 8xy 3

 + = + − −⇔ 
+ = + −

. 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) 2 2x 6y 7xy 2 x 36y 2xy 4+ + = + − − . 

( ) ( ) ( )2
x 6y x 6y 7xy 2 2 7xy 2⇔ + − + + − + . 

( )( ) x 6y 2 7xy 2
x 6y 2 7xy 2 x 6y 7xy 2 0

x 6y 7xy 2

 + = +
⇔ + − + + + + = ⇔
 + = − +

. 

 



TH1: Neáu x 6y7xy 2 x 6y 0
2
+

+ = ⇒ + ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2 2

2

x 6yx. x 25y 10xy 1
2

x 6y6y. 11y 8xy 3
2

 +
= + − −


+ = + −



2 2 2

2 2

x 6xy 2x 50y 20xy 2

3xy 18y 11y 8xy 3

 + = + − −⇔ 
+ = + −  

2 2

2

x 50y 26xy 2

7y 5xy 3

 + − =⇔ 
− = −

( ) ( )2 2 2

2

3 x 50y 26xy 2 7y 5xy

7y 5xy 3

− + − = −⇔ 
 − = −

. 

( )( )2 2

2 2

x 2y 3x 82y 03x 164y 88xy 0

7y 5xy 3 7y 5xy 3

 − − =+ − = ⇔ ⇔ 
− = − − = −  

. 

2

x 2,y 1
x 2,y 1x 2y

82 33x 82y x ,y
389 389

7y 5xy 3 82 3x ,y
389 389

 = − = −
 = = =
 = = − = −⇔ ⇔ 


− = − 
= =



. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( ) 82 3x;y 2;1 ; ;
389 389

 
=  

 
.      

TH2: Neáu ( )7xy 2 x 6y x 6y 0+ = − + ⇒ + ≤ heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )
( )

2 2

2

x x 6y x 25y 10xy 1

6y x 6y 11y 8xy 3

− + = + − −

− + = + −

. 

( )2 2 22 2

2 2

3 2x 25y 4xy 47y 14xy2x 25y 4xy 1

47y 14xy 3 47y 14xy 3

 + − = ++ − = ⇔ ⇔ 
+ =  + =

. 

( )( )2 2

2 2

x 2y 6x 14y 06x 28y 26xy 0

47y 14xy 3 47y 14xy 3

 − − =+ − = ⇔ ⇔ 
+ = + =  

. 



2

2 1x ,y
5 5

2 1x 2y x ,y
5 5

3x 7y 7 3x ,y47y 14xy 3 239 239
7 3x ,y
239 239


= − = −


 = = = =⇔ ⇔
 = − = −+ = 

 = =

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm 

( ) 2 1 7 3x;y ; ; ;
5 5 239 239

  
= − − − −  
   

. 

Vaäy heä phöông trình coù 4 nghieäm laø:  

( ) ( ) 2 1 7 3 82 3x;y 2;1 ; ; ; ; ; ;
5 5 239 239 389 389

    
= − − − −    

     
. 

Caùch 2: Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng 

( )
( )

2 2

2 2

6 x y 7xy 2 6x 161y 52xy 9 (1)

6x 7xy 2 6 x 25y 10xy 1  (2)

 + + = + − −


+ = + − −

. 

 Laáy 2.(1) 3.(2)− theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( )( ) x 2y
3 x 2y 7xy 2 x 2y 3x 32y

3 7xy 2 3x 32y

 =
− + = − − ⇔ 

+ = −
. 

Xeùt tröôøng hôïp vaø ta coù keát quaû nhö lôøi giaûi 1.   
Sau ñaây laø moät soá baøi toaùn töông töï daønh cho baïn ñoïc reøn luyeän 

1. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

( )
2 2

2

6 6x y xy 5 18x 21xy 24x 11y 5y 2 (1)
, x,y

3x y xy 5 2y 2y 6xy 2 (2)

 − − − = − + − + − ∈
+ − = − + + +

  

Höôùng daãn giaûi baøi toaùn 1: 
Laáy (1) 4.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

( ) ( )( ) 2x y 2 0
3 2x y 2 xy 5 3 2x y 2 3x y 1

xy 5 3x y 1

 + + =
+ + − = + + − + ⇔ 

− = − +
. 

 
TH1: Neáu 2x y 2 0 y 2x 2+ + = ⇒ = − −  

( ) 2xy 5 x 2x 2 5 2x 2x 5 0⇒ − = − − − = − − − <  heä phöông trình voâ nghieäm. 



TH2: Neáu xy 5 3x y 1− = − +  thay vaøo (2) ta ñöôïc: 

 ( )( ) 23x y 3x y 1 2y 2y 6xy 2+ − + = − + + + . 

( )( ) y 3x 1
3x y 1 3x y 2 0

y 3x 2
 = −

⇔ − − − + = ⇔  = +
. 

+  Vôùi y 3x 1= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
6x 1 x 3x 1 5 2 3x 1 2 3x 1 6x 3x 1 2− − − = − − + − + − + . 

( ) ( )26x 1 3x x 5 2 6x 1⇔ − − − = − . 

( ) 26x 1 3x x 5 2 0 ⇔ − − − − = 
 

. 

2

1 1 1x x ,y
6 6 21x 1 109 1 109 1 1096 x x ,y

6 6 2
3x x 5 2 1 109 1 109 1 109x x ,y

6 6 2

 
= = = − 

 
=  − − +⇔ ⇔ = ⇒ = = − 

  − − =  + + − +
= = = 

 

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm 

( ) 1 109 1 109 1 109 1 109x;y ; ; ;
6 2 6 2

   − + + − +
= −      
   

. 

+  Vôùi y 3x 2= + thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
6x 2 x 3x 2 5 2 3x 2 2 3x 2 6x 3x 2 2+ + − = − + + + + + + . 

( ) ( )23x 1 3x 2x 5 2 3x 1⇔ + + − = − + . 

( ) 2 13x 1 3x 2x 5 2 0 x ,y 1
3

 ⇔ + + − + = ⇔ = − = 
 

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän khoâng thoûa maõn.      
Vaäy heä phöông trình coù 2 nghieäm laø  

( ) 1 109 1 109 1 109 1 109x;y ; ; ;
6 2 6 2

   − + + − +
= −      
   

. 

Baøi 44. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
2 2 2 2

2 2

3x y ln 1 x 3ln 1 y 0
, x,y

x 1 y y 1 x 1

 − + − − − =


∈  + + + + =  
  

 . 



Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän : 
2

2

1 x 0 1 x 1
1 y 11 y 0

 − > − < < ⇔ 
− < <− > 

.  

Nhaän xeùt. Nhìn vaøo hai phöông trình vieäc tìm ra moái raøng buoäc giöõa hai bieán 
töø phöông trình thöù hai cuûa heä khaû thi. 

Ñaët ( )

2

2 2
2

2

22

2
2

u 1x
2u

u 1 u 1x 1 uu x 1 x 2u 2u, u,v 0
v 1v y 1 y y

2v
v 1y 1

2v

 −
=


 − +

+ = − = = + + > ⇒ 
− = + + =


+ + =

 . 

Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh : 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

uv 1u 1 v 1 v 1 u 1 1
2u 2v 2v 2u uv u v u v 0

 =  + − + − + + = ⇔      + + − =   
. 

Nhöng do ( ) ( )2 2
uv u v u v 0, u,v 0+ + − > ∀ >  neaân uv 1= . 

Vaäy ta coù 2 2 2 2x 1 x y 1 y 1 x 1 x y 1 y  (1)  + + + + = ⇔ + + = − + +  
  

. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t t 1= + + ta coù 

2 2

2 2 2 2

t tt t 1 t t tf '(t) 1 0
t 1 t 1 t 1 t 1

++ + +
= + = > = ≥

+ + + +
. 

Do ñoù f(t) ñoàng bieán treân (1) f(x) f( y) x y⇒ ⇔ = − ⇔ = − .    

Thay y x= − vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 23x x ln 1 x 3ln 1 x 0 x ln 1 x 0 (2)− + − − − = ⇔ − − = . 

Nhaän thaáy x laø nghieäm cuûa phöông trình thì x−  cuõng laø nghieäm cuûa phöông trình. 
Vaäy ta chæ caàn xeùt vôùi x 0≥ . 

Xeùt haøm soá ( )2 2g(x) x ln 1 x= − − vôùi )x 0;1∈ ta coù. 

                    
)2

2xg'(x) 2x 0, x 0;1
1 x

= + ≥ ∀ ∈−
. 



Do ñoù g(x) ñoàng bieán vaø g(0) 0= neân phöông trình (2) coù nghieäm duy nhaát: 

x 0= treân )0;1 . 

Do ñoù treân caû khoaûng ( )1;1− phöông trình chæ coù nghieäm duy nhaát: 

x 0 y 0= ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .   

Baøi 45. Giaûi heä phöông trình  

( )
( ) ( )

2

2 2

3

x 4x 5 4y y 1 2 x y

, x,y4yx 4x y 1 4y 4y 5
y x y

 − − = − − −
 ∈

− + + + − = −
− −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
x y

y x y 0

 ≥


− − ≠
.  

 Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

( )
( )

2

2 2

3

x 4x 5 4y y 1 2 x y

4yx 4x 5 4y 4y 4xy
y x y

 − − = − − −



− − + + − = −
− −

. 

( )
( ) ( )

22

2

3

x 4 y x y 5

4y4y y 1 2 x y 4y 4y 4xy
y x y


− − − =

⇔ 
− − − + + − = −

 − −

. 

( )
( )

22

3

x 4 y x y 5

4y4y y 1 2 x y y 1 x
y x y


− − − =

⇔ 
− − − + + − = −

 − −

 

( )

( )

22

3

x 4 y x y 5

4y 0

y x y x 2y 2 x y 1


− − − =


⇔  =


 − − − + − =


. 



+  TH1: Neáu ( )22x 4 y x y 5y 0
y 0


 − − − == ⇒ 
 =

 

2

x 1
y 0x 4x 5 0
x 5y 0
y 0

 = −
 = − − = ⇔ ⇔  == 
 =

chæ nhaän nghieäm ( ) ( )x;y 5;0= . 

+ TH2: Neáu ( )3 y x y x 2y 2 x y 1− − − + − =  

( )
( )( )

22

3

x 4 y x y 5

y x y x 2y 2 x y 1


− − − =⇒ 

 − − − + − =

 

Ñaët u x,v 2y 2 x y= = − − heä phöông trình trôû thaønh: 
( )

2 2

3

u v 5
 (1)

v u v 2

 − =


− =
. 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
23 2 22 22v u v u v u v 25v u v 2 u v 0

25
 − = − ⇔ − − − + =  

. 

( ) ( )225v u v 2 u v 0⇔ − − + = (do u v≠ ).
u 9v
2u 3v
 =

⇔  =
. 

+  Neáu u 9v=  thay vaøo (1) ta ñöôïc: 2 1 980v 5 v u
4 4

= ⇔ = ± ⇒ = ± . 

+  Neáu 2u 3v= thay vaøo (1) ta ñöôïc: 2u 9 u 3 v 2= ⇔ = ± ⇒ = ± . 

Vôùi 
x 3 x 3u 3 x 3

v 2 y 22y 2 x y 2 y 1 3 y

 = = = = ⇔ ⇔ ⇔   
= =− − = − = −   

. 

Vôùi 
x 3 x 3u 3

v 2 2y 2 x y 2 y 1 3 y

 = − = − = −  ⇔ ⇔  
= − − − = − + = − −   

(voâ nghieäm). 

Vôùi 

9 99 9 x xu x 4 44 4
1 1 1 9 2 83 3v 2y 2 x y 2y 2 y y
4 4 4 4 8

   = == =      ⇔ ⇔ ⇔   
−   = − − = − = − =     

. 



 Vôùi 

99 9 xu x 44 4
1 1 1 9v 2y 2 x y 2y 2 y
4 4 4 4

  = −= − = −    ⇔ ⇔  
  = − − − = − + = − −    

(voâ nghieäm). 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho coù 3 nghieäm laø:  

( ) ( ) ( ) 9 2 83 3x;y 5;0 ; 3;2 ; ;
4 8

 −
=   

 
. 

Baøi 46. Giaûi heä phöông trình ( )
2 2

2

x y 2xy 2x y 9 0
, x,y

2x 8 2x 1 4y 3y 2y 1

 + + − + − = ∈
+ + + = − + −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 1 1x ,y
2 2

≥ − ≥ .  

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 
2 2

2

x y 2xy 2x y 9 0

2x 1 2y 1 2x 8 4y 3y 0

 + + − + − =


+ − − + + − + =
. 

Coäng  theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 
2 22x 1 2y 1 x 3y 2xy 4y 1 0+ − − + − + + − = . 

Nhaän thaáy 1 1x ,y
2 2

= − = khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt 1 1x ,y
2 2

≠ − ≠ thöïc hieän nhaân lieân hôïp ñöa phöông trình veà daïng töông ñöông   

( ) ( )( )
2 x y 1

x y 1 x 3y 1 0
2x 1 2y 1

− +
⇔ + − + + − =

+ + −
. 

( ) 2x y 1 x 3y 1 0 (1)
2x 1 2y 1

 
 ⇔ − + + + − =
 + + − 

. 

Do 1 1x ,y
2 2

≥ − ≥  neân: 

2 20;x 3y 1 0 x 3y 1 0
2x 1 2y 1 2x 1 2y 1

> + − ≥ ⇒ + + − >
+ + − + + −

. 

Do ñoù (1) x y 1 0 y x 1⇔ − + = ⇔ = + . 

Thay y x 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 



 ( ) ( ) ( )22x x 1 2x x 1 2x x 1 9 0+ + + + − + + − = . 

2
x 1 x 1,y 2

4x 3x 7 0 7 7 3x x ,y
4 4 4

 = = =
 ⇔ + − = ⇔ ⇒ = − = − = −
  

(chæ nghieäm ( )1;2  thoûa 

maõn ñieàu kieän). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;2= .   

Nhaän xeùt. Cô sôû cuûa lôøi giaûi baøi toaùn döïa vaøo kyõ thuaät heä soá baát ñònh nhö 
sau(Xem theâm Cuoán “Nhöõng ñieàu caàn bieát LTÑH Kyõ thuaät giaûi nhanh Heä 
phöông trình” cuûa cuøng taùc giaû). 
Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng: 

2 2

2

A x y 2xy 2x y 9 0 (1)

B 2x 1 2y 1 2x 8 4y 3y 0 (2)

 = + + − + − =


= + − − + + − + =
. 

Nhaän xeùt. Döï ñoaùn 2x 1 2y 1 y x 1+ = − ⇔ = + khi ñoù  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22 2

2 2

A x x 1 2x x 1 2x x 1 9 4x 3x 7

B 2x 8 4 x 1 3 x 1 4x 3x 7

 = + + + + − + + − = + −

 = + − + + + = − − +

. 

Heä soá baát ñænh Ak 1
B

= − = töùc laø ta thöïc hieän pheùp toaùn laáy (1) (2)+ theo veá 

nhö lôøi giaûi treân. 
Baøi 47. Giaûi heä phöông trình: 

( ) ( )
3 2 4 2

2 2

x 3x y 2 y y 2y 1 0
, x,y

2x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 0

 + − + − = ∈
 + + − − − − + =

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 12 x 2,y
2

− ≤ ≤ ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä vieát laïi döôùi daïng: 

 
( )

3 2
x x3 2 y 1 2y 1
y y

   
+ = + −   

   
. 

( )
3 2 3x x3 2y 1 3 2y 1 (1)

y y
   

⇔ + = − + −   
   

. 

Coù daïng haøm ñaëc tröng tuy nhieân ñeå chæ xöû lyù ñöôïc khi: 



2
x x x x3 6 3 . 2 0
y y y y

   
+ = + ≥   

   
. 

Vì vaäy ta caàn söû duïng phöông trình thöù hai cuûa heä ñeå tìm ñieàu kieän cuûa x
y

.  

Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ta coù 

( ) ( )2 2 22x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 1 2 x 9 3x 6
3

+ + − = − + + = − + + . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù 

( )

( )

1 2 x 3 x1 2 x
2 2

9 3x 6 3x 159 3x 6
2 2

+ − −
− ≤ =

+ + +
+ ≤ =

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x 1= .  

Suy ra  2 2 3 x 3x 15 x 132x 2y 4x y
2 3 2
− + +

+ + − ≤ + = . 

2 24x 4y 7x 2y 13 0⇔ + + − − ≤ . 
2 24y 2y 2 4x 7x 11⇔ − − ≤ − − + . 

( )( ) ( )( )2 y 1 2y 1 x 1 4x 11  (2)⇔ − + ≤ − − + .  

+  Neáu y 1 (2) x 1> ⇒ ⇒ < . Maët khaùc töø (1) ta coù 

 
( )

3 2 3 3x x3 2y 1 3 2y 1 >1 3 1 4
y y

   
+ = − + − + =   

   
. 

2
x x x1 2 0 1 x y
y y y

  
⇔ − + > ⇔ > ⇔ >  

  
(voâ lyù). 

Vaäy 
2

x xy 1 1 2 0 x y 1
y y

  
≤ ⇒ − + ≤ ⇒ ≤ ≤  

  
. 

Khi ñoù ta coù 2 22x 2y 4x y 2 x 2 3x 6 0+ + − − − − + = . 

( ) ( ) ( )2 22 x 2x 3x 6 2y y 1 1 2 x 0⇔ + − + + − − + − − = . 

( )( )( ) ( )( )
2

2

2 x 1 x 2 x 3x 3 x 1y 1 2y 1 0
x 2x 3x 6 1 2 x

− + + + −
⇔ + − + + =

+ + + + −
. 



x 1 0 x 1
y 1 0 y 1
 − = =

⇔ ⇔ 
− = = 

(thöû laïi thaáy thoûa maõn). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1=  

Nhaän xeùt. Ñaây laø moät baøi toaùn hay vaø khoù moät phöông trình cuûa heä coù daïng 
haøm ñaëc tröng ñaùnh löøa ñöôïc raát nhieàu hoïc sinh khi taäp trung khai thaùc 
phöông trình naøy. Ñieåm nhaán cuûa baøi toaùn döïa treân ñaùnh giaù thoâng qua caùc 
baát ñaúng thöùc cô baûn.           

Baøi 48. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( )
( )

1 y x y x 3y 6 x y 4 y
, x,y5x 2y x 1

x y 7

 − + + + = + + −


∈
− − + =

− −

 . 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: x 2y 0,x y 7 0≥ ≥ − − ≠ .  
 Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi:   

  
( )( ) ( )( )1 y x y 2 x y 4 1 y 0− + − + + − − = . 

 

( )( ) ( )( )1 y x y 4 x y 4 1 y
0

x y 2 1 y

− + − + − −
⇔ + =

+ + +
. 

 
( )( ) y 11 11 y x y 4 0

x y 4 0x y 2 1 y

   =
 ⇔ − + − + = ⇔   + − =+ + +  

. 

 +  TH1: Neáu y 1=  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

  

5 3 5x 2 x 1
x 8 x 8x 2 x 1

−
− − + = ⇔ =

− −− + +
. 

( ) ( ) ( )5 x 2 x 1 3 x 8 5 x 2 x 1 3x 24 0⇔ − + + = − − ⇔ − + + + − = . 

( ) ( ) ( )5 x 2 1 5 x 1 2 3 x 3 0⇔ − − + + − + − = . 

 
( ) ( ) ( )5 5x 3 3 0 x 3 x;y 3;1

x 2 1 x 1 2

 
⇔ − + + = ⇔ = ⇒ = 

− + + + 
(thoûa maõn). 

 +  TH2: Neáu x y 4 0 y 4 x+ − = ⇔ = −  thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

ta ñöôïc: 

  
( ) ( )

5x 2 4 x x 1
x 4 x 7

− − − + =
− − −

. 



 

53x 8 x 1 0 (1)
2x 11

⇔ − − + − =
−

. 

 Ñieàu kieän: 8 11x ;
3 2

\
   

∈ +∞  
   

.  

 Xeùt haøm soá 5f(x) 3x 8 x 1
2x 11

= − − + −
−

vôùi 8 11x D ;
3 2

\
   

∈ = +∞  
   

ta coù 

 ( ) ( )( ) ( )2 2
3 1 10 3 x 1 3x 8 10f '(x) 0, x D

2 3x 8 2 x 1 2 3x 8 x 12x 11 2x 11

+ − −
= − + = + > ∀ ∈

− + − +− −
 

 Vì 6x 173 x 1 3x 8 9x 9 3x 8 0
9x 9 3x 8

+
+ − − = + − − = >

+ + −
. 

 Vì vaäy f(x) laø haøm ñoàng bieán treân moãi khoaûng 8 11;
3 2
 


 

vaø 11;
2

 
+∞ 

 
. 

 Ta coù f(3) f(8) 0= = . Do ñoù 

x 3
y 1x 3

(1) f(x) 0
x 8 x 8

y 4

 =


= = ⇔ = ⇔ ⇒ =  = 
 = −

. 

 Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän chæ nhaän nghieäm ( ) ( )x;y 3;1= . 

 Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 3;1= . 

Caùch 2: Ñaët ( )
2 2 2

2 2

a x y x y a x a b
, a,b 0

y b y bb y

  = + + = = −  ≥ ⇒ ⇒  
= ==    

. 

 Phöông trình ñaàu cuûa heä trôû thaønh: ( ) ( )2 2 2 21 b a a 2b 6 a 4 b− + + = + − .   

 ( ) ( )2 2 2a 1 b a 1 b 2b 4b 6 0⇔ − + − + + − = . 

 ( )( ) ( ) ( )( )2a 1 b 1 b a 1 b b 1 2b 6 0⇔ − + + − + − + = . 

 ( ) ( )( )21 b a 1 b a 2b 6 0⇔ − + + − − = . 

 ( ) ( )( ) ( )( )( )21 b b a 2 a a 6 0 1 b a 2 b a 3 0⇔ − − + + − = ⇔ − − + + = . 

 

x y 2a 2 x y 4
b 1 y 1y 1

 + = = + =
⇔ ⇔ ⇔ = = = 

. 

 Ta coù keát quaû töông töï lôøi giaûi treân.      



 Chuù yù. Nhieàu hoïc sinh sai laàm khi cho raèng (1) coù nghieäm duy nhaát vì laø 

haøm ñoàng bieán. Ñieàu caàn löu yù laø f(x) ñoàng bieán treân moãi khoaûng 8 11;
3 2
 


 

vaø 

11;
2

 
+∞ 

 
. Do ñoù neáu coù nghieäm treân moãi khoaûng thì nghieäm ñoù laø duy nhaát 

treân khoaûng ñoù. 

Ngoaøi ra neáu chaën ñieàu kieän 8y 4 x 0 x 4 x 4
3

= − ≥ ⇔ ≤ ⇒ ≤ ≤ luùc ñoù ta chæ 

caàn xeùt haøm soá f(x) treân ñoaïn 8;4
3
 
 
 

vaø coù nghieäm duy nhaát x 3= .    

Baøi 49 .Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )
( )

x y 1 2 2

4

3 1 x y x y 2x 2y 2xy 2
, x,y

x x y 7 x 1 x 1 4

− + − = − + + + − − + ∈
 − + = + − − −


  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 7≥ ≥ − . 

Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )2x y 13 x y 1 x y 1 1− + = − + + − + + . 

( )2x y 13 x y 1 1 1 1 (1)− +  
⇔ − + + − = 

 
.  

Xeùt haøm soá t 2f(t) 3 t 1 t = + − 
 

vôùi t∈ ta coù 

( )t 2 t t 2

2

tf '(t) 3 ln3 t 1 t 3 1 3 t 1 t ln3 1 0, t
t 1

     = + − + − = + − − > ∀ ∈       + 
  

Vì vaäy f(t) laø haøm ñoàng bieán treân  .  
Do ñoù (1) f(x y 1) f(0) x y 1 0⇔ − + = ⇔ − + = . 

Thay y x 1= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )4x x x 8 x 1 x 1 4− + = + − − − . 

2 2 2x x 8x 8 x 1 x x 1 ⇔ − + = − − − 
 

. 



2 2x 8 x 8x 8x x x 1 ⇔ + − + = − − 
 

. 

( ) 2x 8 x 8 x 8x x x 1 ⇔ + + − = − − 
 

. 

2

8 x 8 8x
x 8 x x x 1

+
⇔ =

+ + + −
. 

( )28 x 8 x x 1 8x x x 8 ⇔ + + − = + + 
 

. 

( )( ) ( )( )2 2 3x 8 x 1 x x x 8 x 1 x⇔ + − = ⇔ + − = . 

x 12 1 257 17 2578x x 8 0 x y
16 16

≥ + +
⇔ − − = ←→ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 1 257 17 257x;y ;
16 16

 + +
=   
 

.            

Baøi 50. Giaûi heä phöông trình ( )
3 3

2

x y x y 3 x y 11
, x,y

xy x 3 y 2 2y 0

 + + + + + = ∈
 + + + + =

 .  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0,x y 0≥ + ≥ . 

Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình.   

Vôùi y 0>  vieát laïi phöông trình thöù hai cuûa heä döôùi daïng: 

2
2

2 2 1x x 3
y yy

− + = + + . 

Ta coù ( ( )2
2 2 1p 2, y 0;2 ;p 2, y 2;
y yy

= + + ≥ ∀ ∈ ≤ ∀ ∈ +∞ . 

Suy ra x 0< vaø ( )
2

2
2 2 2

x 0 4p 9 3
x x 3 p x

x x 3 p 2

 < + −− + = ⇔ ⇔ = − + =
. 

Suy ra (x 1, y 0;2≤ − ∀ ∈  vaø ( )x 1, y 2;> − ∀ ∈ +∞ . 

+  TH1: Neáu (y 0;2∈  ta coù 
3 3 3 3x y x y 3 x y 1 2 1 2 3 1 2 11+ + + + + ≤ − + − + + − + = . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi x 1,y 2= − = . 



+  TH2: Neáu ( )y 2;∈ +∞  ta coù: 

 3 3 3 3x y x y 3 x y 1 2 1 2 3 1 2 11+ + + + + > − + − + + − + =  (heä phöông trình 

voâ nghieäm). 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;2= − . 

Baøi 51. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

2

3

xy x y 1 x 2x 2 y
, x,y3 3x 4 11 6x

y 1y 1

 − + − + + = ∈
− + = + −

−−

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 3y 1,11 6x 0
y 1

> + − >
−

. 

Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )( ) ( )2x 1 y 1 x 1 1 y+ − + + = . 

( ) ( )2
1 1

y y 1
x 1 x 1 1  (1)

y 1 y 1

+
−

⇔ + + + = =
− −

. 

Xeùt haøm soá 2f(t) t t 1= + ta coù:  
2

2

2

tf '(t) t 1 0, t
t 1

= + + > ∀ ∈
+

 . 

Vì vaäy f(t) laø haøm ñoàng bieán.  

Do ñoù 1 1(1) f(x 1) f x 1
y 1 y 1

 
 ⇔ + = ⇔ + =
 − − 

. 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 ( ) ( )23x 3 x 1 4 11 6x 3 x 1− + + = + − +
 

3 2x 3x 1 8 3x⇔ − + = − ( ) ( )3 2x 3x 1 2 x 8 3x 2 x⇔ − + − − = − − − . 

Chuù yù 2 8 82 x 8 3x 0, x ;
3 3

 
− + − > ∀ ∈ − 

  
 neân ta thöïc hieän nhaân lieân hôïp 

nhö sau: 



( )( ) ( )2
2

2

4 x x 1
x 1 x x 1 0

2 x 8 3x

− −
⇔ + − − + =

− + −
. 

( )2

2

4x x 1 x 1 0 (2)
2 x 8 3x

 
⇔ − − + + = 

 − + − 
. 

Xeùt haøm soá 2f(x) 2 x 8 3x= − + − treân ñoaïn 8 8;
3 3

 
− 
  

ta coù 

              

2

2

3xf '(x) 1 ;f '(x) 0 8 3x 3x
8 3x

= − − = ⇔ − = −
−

. 

2 2

x 0 2x
38 3x 9x

 ≤⇔ ⇔ = −
− =

. 

Ta coù 8 8 2 6 4 6 8 8f 2 ;f ;f 2
3 3 3 3 3 3

     +
− = + − = = −          
     

. 

Suy ra 8 6 4 6 8 82 f(x) , x ;
3 3 3 3

 +
− ≤ ≤ ∀ ∈ − 

  
. 

Do ñoù 
2

4 6 7 8 8x 1 x 1 x 0, x ;
4 3 33 2 62 x 8 3x

 
+ + ≥ + + > + > ∀ ∈ − 

+  − + −  
.        

Do ñoù 2

1 5 9 3 5x ,y1 5 2 2(2) x x 1 0 x
2 1 5 9 3 5x ,y

2 2

 − +
= =± ⇔ − − = ⇔ = ⇒

 + −
= =



. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø: 

( ) 1 5 9 3 5 1 5 9 3 5x;y ; ; ;
2 2 2 2

   − + + −
=       
   

. 

 
Nhaän xeùt. Nhieàu hoïc sinh thaéc maéc laø taïi sao theâm bôùt ñaïi löôïng 2 x− vaøo 
phöông trình ñeå thöïc hieän nhaân lieân hôïp. Ñeå laøm ñöôïc nhö vaäy ta caàn tìm 
nghieäm cuûa phöông trình(keå caû nghieäm ngoaïi lai) baèng caùch bình phöông hai 
veá cuûa phöông trình. 

( )23 2 3 2x 3x 1 8 3x x 3x 1 8 3x− + = − ⇒ − + = − . 



Thöïc hieän tìm nghieäm cuûa phöông trình naøy baèng maùy tính caàm tay nhö sau 
(aùp duïng vôùi FX 570ES PLUS vaø Vinacal 570ES PLUS). 

Böôùc 1. Nhaäp vaøo phöông trình treân nhö sau: ( )23 2X 3X 1 8 3X− + = − . 

Böôùc 2. Nhaán SHIFT + SOLVE maùy hieän nghieäm ñaàu tieân 

1X 1,6180339 vì ñaây laø nghieäm leû neân ta dung phím nhôù löu nghieäm ñoù 

vaøo bieán nhôù A nhö sau: SHIFT + STO +A. 
Böôùc 3. Ta caàn tìm moät nghieäm leû thöù hai baèng caùch thoaùt ra nhaäp vaøo 
phöông trình vaø thao taùc nhö böôùc 1 vaø 2 ta tìm ñöôïc moät nghieäm thöù hai 

2X 0,6180339−  ta löu vaøo bieán nhôù B nhö sau: SHIFT + STO + B. 

Böôùc 4. Tìm hai nghieäm naøy baèng caùch laáy toång 1 2

1 2

X X A B 1
X .X A.B 1

 + = + =


= = −
. 

Theo ñònh lyù vi-eùt 1 2X ,X laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 2x x 1 0− − = . 

Vaø deã daøng tìm ñöôïc  hai nghieäm laø 1 5x
2
±

= . 

Böôùc 5. Ñeå tìm ñöôïc nhaân töû 2 x− ta thöïc hieän nhö sau:  

Ñaët 2y 8 3x= − . 

Vôùi 1 5 3 5x y
2 2
− +

= ⇒ = . Ta coù ñieåm thöù nhaát 1 5 3 5A ;
2 2

 − +
  
 

. 

Vôùi 1 5 3 5x y
2 2
+ −

= ⇒ = . Ta coù ñieåm thöù hai 1 5 3 5B ;
2 2

 + −
  
 

. 

Ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm A vaø B laø y 2 x= − .          

Ñeå tìm hieåu chi tieát veà phöông phaùp naøy baïn ñoïc tham khaûo cuoán “ Nhöõng 
ñieàu caàn bieát LTÑH Kyõ thuaät giaûi nhanh Phöông trình, baát phöông trình voâ 
tyû” cuøng taùc giaû. 
Ngoaøi ra sau khi tìm ñöôïc hai nghieäm nhö treân ta coù theå ñöa veà giaûi phöông 
trình baäc cao vôùi x. 

 ( ) ( )2 23 2 3 2x 3x 1 8 3x x 3x 1 3x 8 0− + = − ⇔ − + + − = . 

6 4 3 2x 6x 2x 12x 6x 7 0⇔ − + + − − = .  



( )( )
2

2 4 3 2
4 3 2

x x 1 0
x x 1 x x 4x x 7 0

x x 4x x 7 0

 − − =
⇔ − − + − − + = ⇔ 

 + − − + =
. 

Vôùi chuù yù 
4 2

4 3 2 1 1 1 1789x x 4x x 7 8 x 35 x 9 x
4 4 4 32

     
+ − − + = + − + + + +     

     

 

   

22 2
1 5 1 1 1898 x 5 x 9 x 0, x
4 2 4 4 32

       = + − + + + + + > ∀ ∈            
 .    

Baøi 52. Giaûi heä phöông trình  

( )2

x(x 3y 1) 2 3y
, x,y

( 3y 1 1)(x 5x 4) 15y 6xy

+ + = −
∈

+ + −



 + = −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 1y
3

≥ − . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
2

2 2

x 3y 2 x 3y 1 0

x 5x 4 3y 1 x 6xy 5x 15y 4 0


 + − + + =

 − + + + + − − + =


 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

Ñaët ( ) 2t 3y 1, t 0 3y t 1= + ≥ ⇒ = − heä phöông trình trôû thaønh: 

 ( ) ( )( )
2 2

2 2 2

x t 3 xt 0

x 5x 4 t x 5x 4 t 1 2x 5 0

 + − + =


− + + − + + − − =

2 2

2

x xt t 3 0

x 2tx 7x 5t 9 0

 + + − =⇔ 
+ − − + =

 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )2 2t 3x 5 t 2x 7x 6 0 (1)+ − + − + = . 

( )( ) t 2 x
t x 2 t 2x 3 0

t 3 2x
 = −

⇔ + − + − = ⇔  = −
. 

+  TH1: Neáu 

( ) ( )22 2 2

t 2 xt 2 x
t 2 x

x xt t 3 0 x x 2 x 2 x 3 0

 = − = − = − ⇒ ⇔ 
+ + − = + − + − − =  

. 



2

x 1t 2 x x 1 x 1
t 1 y 03y 1 1x 2x 1 0

 == −  = = ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   
= =+ =− + =   

. 

+  TH2: Neáu 

( ) ( )22 2 2

t 3 2xt 3 2x
t 3 2x

x xt t 3 0 x x 3 2x 3 2x 3 0

 = − = − = − ⇒ ⇔ 
+ + − = + − + − − =  

 

( ) ( ) ( ) ( )2

x 1
t 3 2x t 1

x;t 1;1 x;y 1;0
x 23x 9x 6 0
t 1

 =
 = − = ⇔ ⇔ ⇒ = ⇒ =  =− + = 
 = −

 vì t 0≥ .  

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;0= .       

Nhaän xeùt. Ñeå coù phaân tích nhö phöông trình (1) ta coù theå coi (1) laø phöông 

trình baäc hai cuûa t vaø coù ( ) ( ) ( )2 22
t 3x 5 4 2x 7x 6 x 1∆ = − − − + = − . Töø ñoù tìm 

ñöôïc t theo x. 

+ Neáu moät phöông trình cuûa heä chæ coù 3y 1+ ta coù theå ñaët aån phuï roài duøng 

pheùp theá(xem baøi toaùn töông töï).  
Sau ñaây laø moät soá baøi toaùn töông töï daønh cho baïn ñoïc reøn luyeän 

1. Giaûi heä phöông trình 
( ) ( )

( )
( )

2
x 1 3 x 1 y 1 y 1 0

, x,y
7x 2 x y 1 5

 + + − + + + = ∈
 + + + =

 .  

Höôùng daãn giaûi baøi toaùn 1 
Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )2x y 5x 7 2x 5 y 1 0+ − + + − + = . 

( ) ( )2 x y 1 2
x y 1 5 x y 1 6 0

x y 1 3

 + + =
⇔ + + − + + + = ⇔
 + + =

. 

Xeùt tröôøng hôïp thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä tìm ñöôïc caùc nghieäm 
thoaû maõn laø: 

( ) ( )7 3 5 16 3 5x;y ; ; 4 17;17 2 17
2 2

 − −
= − −  
 

. 

Nhaän xeùt.  



Töø phöông trình thöù hai cuûa heä ruùt ñöôïc 5 7x 5y 1 2 x
x 2 7

 −
+ = − < ≤ +  

do ñoù 

baèng pheùp theá ta hoaøn toaøn giaûi ñöôïc heä phöông trình treân.     
Thaät vaäy ta caàn giaûi phöông trình: 

( ) ( )
2

2 5 7x 5 7xx 1 3 x 1 . 0
x 2 x 2

 − −
+ + − + = + + 

. 

4 3 2x 15x 56x x 1 0⇔ − + − − = . 

( )( )2 2x 8x 1 x 7x 1 0⇔ − − − + = . 

52 2 x
7

2

7 3 5x 8x 1 0 x
2

x 7x 1 0 x 4 17

− < ≤
 − − − = =⇔ ←→  − + =  = −

. 

Ta coù keát quaû töông töï.     
Baøi 53. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

( )
2 23y 1 2 x 1 y 4y x 2y 1

, x,y
y y x 3 3y

 + + + = + + ∈
− = −

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 2x 2y 1 0+ + ≥ .  

Ta coù theå phaân tích phöông trình ñaàu cuûa heä nhö sau 

 ( )2 2 2 2 24y 4y x 2y 1 x 2y 1 x 2xy y 0− + + + + + − − + = . 

( )
2 222y x 2y 1 x y ⇔ − + + = − 

 
. 

2 2

2 2

2y x 2y 1 x y x 2y 1 3y x

2y x 2y 1 y x x 2y 1 y x

 − + + = − + + = − ⇔ ⇔
 − + + = − + + = + 

. 

+  TH1: Neáu 
( )

2
2 x 2y 1 3y xx 2y 1 3y x

y y x 3 3y

 + + = −+ + = − ⇒ 
− = −

. 



( )

2
2 2 2

2

3y x 03y x 0
9y 2y 1x 2y 1 9y 6xy x x

6y
y y x 3 3y

9y 2y 1y y 3 3y
6y




− ≥ − ≥  − − ⇔ + + = − + ⇔ = 
 − = −   − − − = −      

(Do y 0=  khoâng thoaû maõn heä phöông trình).

 
2

2

x 1
3y x 0 y 1

9y 2y 1 415x x6y 51
173y 20y 17 0 y
3

 =
 − ≥ =
− − ⇔ = ⇔  =  − + =  =

.    

+  TH2: Neáu  
( )

2
2 x 2y 1 y xx 2y 1 y x

y y x 3 3y

 + + = ++ + = + ⇒ 
− = −

.  

( )

2
2 2 2

2

y x 0y x 0
2y y 1x 2y 1 y 2xy x x

2y
y y x 3 3y

2y y 1y y 3 3y
2y




+ ≥ + ≥  − + ⇔ + + = + + ⇔ = 
 − = −   − + − = −      

(do y 0= khoâng thoaû maõn heä phöông trình). 

2

2

y x 0

x 12y y 1x
2y y 1

3y 4y 7 0

 + ≥


 =− +⇔ = ⇔ 
=

 + − =

.    

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 415 17x;y 1;1 ; ;
51 3

 
=  

 
.  

Caùch 2: Ñaët 2t x 2y 1= + +  suy ra 2 22y t x 1= − − .    

Phöông trình ñaàu ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 2 2 23y 2xy t x 4yt+ + − = .  



2 2 2t 4yt 3y 2xy x 0⇔ − + + − = . 

Ta coù ( ) ( )22 2 2
y ' 4y 3y 2xy x x y∆ = − + − = − .      

Suy ra ( )t 2y x y 3y x= − − = − hoaëc ( )t 2y x y x y= + − = + . 

Thöïc hieän töông töï caùch 1 ta coù keát quaû töông töï. 
Nhaän xeùt. Vôùi heä phöông trình coù 1 phöông trình cuûa heä chæ chöùa 1 caên thöùc 
hoãn hôïp cuûa caû hai bieán x vaø y thoâng thöôøng xöû lyù nhoùm thaønh nhaân töû 

chung. Trong lôøi giaûi treân ta nhoùm veà haèng ñaúng thöùc daïng 2 2A B=  hoaëc coù 
theå ñaët aån phuï khoâng hoaøn toaøn luoân thöïc hieän ñöôïc vì phöông trình ñoù baûn 
chaát ñaõ phaân tích ñöôïc thaønh nhaân töû. 

Baøi 54. Giaûi heä phöông trình: 

( )
2 2 2 3

2 2 2 2

4x ( x 1 1)(x y 3y 2), x,y
(x y ) 1 x 2y

 = + + − + − ∈
 + + = +

 . 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:  

( )2 2 2 3

2

2

2 2 2

4x x x y 3y 2

(x y ) 1 x 2

x 1 1

y

 + = − + −− 
 


 + + = +

 

+  TH1: Neáu x 0= thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )4 3 2
y 1

y 2y 1 0 y 1 y y y 1 0 1y
3

 =
− + = ⇔ − + + − = ⇔  = − +


. 

+  TH2: Neáu: 
2 3

2 3
2

2

2 2 2 2

4 x y 3y 2
4 x y 3y 2

(x y )

x 1 1
1

1 y
x

x
1

2

 + −    + − 


 = − + −= − +


− ⇒ 
 + + = +

 

( )

2 3

22 2

2

2 2 2

4 x y 3y 2

(x y )(x y 1) 2y y 1 y 1

x 1 1 = − + −
⇔ 

 + + − = − −

 + −

−

 
 

= −

. 

Töø phöông trình thöù hai suy ra 2 2 1 x 1
x y 1 0

1 y 1
− ≤ ≤

+ − ≤ ⇒ 
− ≤ ≤

. 

 



Khi ñoù bieán ñoåi phöông trình ñaàu cuûa heä thaønh 

 
32 24 y 3y 2x 1 1 x + − −  = − +


−


. 

( ) ( )22

2

4x 1 y 1 y 2
x 1 1

 
 ⇔ − = − − +
 + + 

. 

( ) ( )
2 22

2

3 x 1x y 1 y 2  (1)
x 1 1

 − + ⇔ = − − +
 + + 

. 

Vôùi moïi (1) (1)x,y 1;1 VT 0,VP 0 ∈ − ⇒ ≥ ≤  . 

Do ñoù 
x 0

(1) VT VP 0
y 1
 =

⇔ = = ⇔ 
=

thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä 

thaáy thoaû maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 1x;y 0;1 ; 0;
3

 
= − + 

 
 

Baøi 55. Giaûi heä phöông trình  

( ) ( )
2 3

2 2 2 2

1x 2 x 3 xy y x 1 3x
2 , x,y

x x 1 y y 1 x xy y


− + + − − = −

∈


+ + − − + = − +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 3≥ . 
Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2 2 2 2y y 1 x xy y x x 1− + + − + = + + . 

Ta coù
2 22 2

22
2

1 3 1 3VT y x y x
2 2 2 2

1 1 3 3y x y x x x 1 VP
2 2 2 2

      
= − + + − +               

  
≥ − + − + + = + + =       

 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi 3 1 3 1x y x y xy x y 0
2 2 2 2

   
− = − ⇔ − + =   

   
. 

Thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: ( )2 3 1x 2 x 3 1 3x
2

− − = − . 



Vieát laïi phöông trình döôùi daïng:   

 ( ) ( )2 3 3
2 3

1 2 24 4x 2 x 3 1 3x 2x 2 x 3
2 x x x

− − = − ⇔ − − = −  

( ) 3
2 3

2 24 42x 2 x 3 2 2
x x x

⇔ − − = + − −  

( )
( )

( )3 2 3 2

2 2
3 3

2 3 2 3

4 2x 6x 1 4 2x 6x 1

2x 2 x 3 2 24 4 2 24 4 22 2
x xx x x x

− − − − −
⇔ =

− +      
− + − − + −           

 

( ) ( )
3 2

2 2
3 3

2 3 2 3

1 14 2x 6x 1 0
2x 2 x 3 2 24 4 2 24 4 22 2

x xx x x x

 
 
 
 ⇔ − − + =
 − +       − + − − + −            

 

( ) ( )33 2 52x 6x 1 0 x 1 3 x 1 0
2

⇔ − − = ⇔ − − − − = .     

( ) ( )
3

3 3 3
3 3
1 1x 1 3 x 1 2 3 2
2 2

   
⇔ − − − = + − +   

   
. 

( ) 3 3 3
3 3 3
1 1 1f x 1 f 2 x 1 2 x 1 2
2 2 2

 
⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ = + + 

   
(vì 3f(t) t 3t= −  ñoàng bieán treân khoaûng )1; +∞ .     

 
Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát: 

( )
3

33
3 3

3

11 2
1 2x;y 1 2 ;

12 2 2
2

 
+ + 

 = + +
 

+ + 
 

 

Caùch 2: 

( )
( )

2

2 3 3 2
33

u 6u 2 x 3 x
2 3 u 6 2v 1 2v 3u 17 01 2v 1v 3x x2 6

 + = − = ⇒ ⇒ + = + ⇔ − − = 
+ = − =  

 



Phöông trình trôû thaønh: 

3 2
22

22

2v 3u 17 0
u 6 u 1 v u 62 u 1 v

2

 − − =
 + − = ⇒    +  − =     

 

Ta coù phöông trình: 

322
2u 62 u 1 3u 17 0

2

  + − − − =   
   

. 

( )(
)

3 12 10 9 8 7 6

5 4 3 2

u 6u 2 u 30u 2u 360u 36u 2164u

216u 6528u 440u 7968u 48u 304 0

⇔ + − + + + + +

+ + + + + + =  
3u 6u 2 0⇔ + − = . 

( ) ( ) ( )3 3 3 3u 2 2 1 2 x 3 2 2 1⇔ = − ⇔ − = −

 3
33

3 3
3

11 2
1 2x 1 2 y

12 2 2
2

+ +
⇔ = + + ⇒ =

+ +
.   

Nhaän xeùt. Baøi toaùn ñöa veà giaûi phöông trình voâ tyû vôùi kyõ thuaät nhaân lieân 
hôïp heát söùc kheùo leùo. Baïn ñoïc reøn luyeän baøi toaùn töông töï sau: 

( ) 32 2x 3 x 3 5x 4 5x 4− − + = − − . 

Baøi 56. Giaûi heä phöông trình 

( ) ( )
( ) ( )

( )
3 3 2

3 4

x y 3 x 3 16 4x 3
, x,y

2x y 3 y 3 2xy 6x 5x x 0

 + + + = − ∈
 + − − + − − =


 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 3≥ ≥ . 

Ñaët ( )
2

3 23

a y 3 y a 3
, a,b 0

x bb x

 = − = + ≥ ⇒ 
= = 

  

Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä trôû thaønh: 

 ( ) ( )2 2 2 22b a a 2a 5b b 0+ + − = ( )( )2 2a b a 3ab 5b 0⇔ − + + = . 

2 2

a b a b
a b 0a 3ab 5b 0

 =  =
⇔ ⇔  = =+ + = 

. 



+  TH1: Neáu 
x 0

a b 0
y 3
 =

= = ⇒ 
=

 thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä thaáy 

khoâng thoaû maõn. 

+  TH2: Neáu 3 3a b y 3 x y x 3= ⇔ − = ⇔ = + .        

Thay 3y x 3= + vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 

( )3 3 2x 3 x 3 32x 24+ + = − . 

Nhaän thaáy x 0= khoâng thoaû maõn phöông trình. 
Vì vaäy ta chæ caàn xeùt vôùi x 0>   khi ñoù phöông trình töông ñöông vôùi: 

 

3 3

2 3 3
x 3 x 3 32 24 4 3. 8

x x xx x x

 + +
= − = − 

 
. 

3 3

2 3
x 3 x 3 4 3. 8 8 1

x xx x

 + +
⇔ − = − − 

 
. 

( ) ( )3 2 3 3 2 3 2

33 3

x 4x 3 x 3 2x x 3 4x 8 x 4x 3

xx x 3 2x

 − + + − + +  − + ⇔ = −
 + + 
 

. 

( )
3 3 2

3 2
33 3

x 3 2x x 3 4x 8x 4x 3 0 (1)
xx x 3 2x

 
 + − + +

⇔ − + + = 
  + +    

. 

Vôùi moïi x döông ta coù 
3 3 2

33 3

x 3 2x x 3 4x 8 0
xx x 3 2x

+ − + +
+ >

 + + 
 

. 

Vì vaäy ( )( )3 2 2

x 1

3 21(1) x 4x 3 0 x 1 x 3x 3 0 x
2

3 21x
2


 =


−⇔ − + = ⇔ − − − = ⇔ =


+ =

. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän ta coù 
x 1 x 1,y 4

3 21 3 21x x ,y 30 6 21
2 2

 = = =
 ⇒+ + = = = +  

. 



Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) 3 21x;y 1;4 ; ;30 6 21
2

 +
= +  

 
.   

Nhaän xeùt. Ta coù theå giaûi phöông trình treân nhö sau: 

Ñaët ( )
3 23

3 2

x 4y 3x 3y , y 0
2 y 4x 3

 = −+ = > ⇒ 
= −

. 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )( )3 3 2 2 2 2x y 4 y x x y x xy y 4x 4y 0− = − ⇔ − + + + + = . 

2 2

x y

x xy y 4x 4y 0 (1)

 =
⇔ 

+ + + + =
. 

+  TH1: Neáu 3
3 2

x 1x 0
x y x 3 2x 3 21x 4x 3 0 x

2

 = ≥ = ⇔ + = ⇔ ⇔ +− + = = 

. 

+  TH2: Voâ nghieäm vì x 0,y 0≥ > .  

Baøi 57. Giaûi heä phöông trình: 

( )
2 24

2 2

x 8y 5 y 8x 5 24(x y 4) , x,y
11x 6xy 3y 12x 4y

 − + − = + + ∈
 − + = −

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 5x,y
8

≥ . 

Nhaän xeùt. Nhaän thaáy söï phöùc taïp ñeán töø phöông trình ñaàu heä vaø phöông 
trình thöù hai cuûa heä laø phöông trình baäc hai toång quaùt khoâng phaân tích ñöôïc 
nghieäm neân ta chæ khai thaùc ñöôïc ñieàu kieän cuûa x,y ñeå phöông trình ñoù coù 
nghieäm. Vaäy ñieàu caàn laøm laø xöû lyù phöông trình ñaàu cuûa heä vôùi hình thöùc 
nhö treân kyõ thuaät ñaùnh giaù thoâng qua baát ñaúng thöùc cô baûn ñöôïc nghó ñeán ñaàu 
tieân. Vaäy tröôùc tieân döï ñoaùn nghieäm cuûa heä deã thaáy ( ) ( )x;y 1;1= laø nghieäm.  

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM- GM ta ñöôïc 

( )

( )

8y 5 3x 8y 5 3x 8y 5 3x. .1 1 x 4y 1
3 2 3 3

8x 5 3y 8x 5 3y 8x 5 3y. .1 1 y 4x 1
3 2 3 3

 − −
− = ≤ + = − 

 
 − −

− = ≤ + = − 
 

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x y 1= = . 



Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân vaø söû duïng AM-GM ta ñöôïc 

( ) ( )23 3x 8y 5 y 8x 5 8xy x y 2 x y x y
3 3

 − + − ≤ − − ≤ + − − 
 

. 

Maët khaùc söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù 

( ) ( )22 2 24 44
124(x y 4) 24 x 12 x y 96y 4
2

 
+ + ≥ + + += +

 
. 

Ta chöùng minh ( ) ( )2 24 3 2 x12 x y 9 x
3

6 y y ≥ + − −+ 


+ 


. 

Thaät vaäy ñaët 5t x y, t
4

 
= + ≥ 

 
ñöa veà chöùng minh  ( )4 2 212t 96 3 2t t

3
≥ −+ . 

( )
5 4 3 2

7 3t 5t 81t 81t 27tt 2 t 27 0 t 2
2 2 16 8 2

 
⇔ − + + + + + + ≤ ⇔ ≤  

 
. 

Ñeå chöùng minh baát ñaúng thöùc treân ñuùng ta caàn coù t x y 2= + ≤ . 
Ta tìm ñieàu kieän naøy töø phöông trình thöù hai cuûa heä  

 
2 211x 6xy 3y 12x 4y− + = −

 ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22

2 2

2 2
x

11x 6x t x 3 t x 12x 4 t x

20x 16 12t x 3t 4t 0

' 8 6t 20 3t 4t 0

4 4t 2 t 0 t 2
3 3

⇔ − − + − = − −

⇔ − + + + =

⇒ ∆ = + − + ≥

 
⇔ − + ≤ ⇔ − ≤ ≤ 

 

 

Do ñoù baát ñaúng thöùc ñuùng.  

Vì vaäy phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi daáu baèng xaûy ra taïi moïi baát 
ñaúng thöùc x y 1⇔ = =

 Thöû laïi vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä thaáy thoaû maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1=

 Baøi 58. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

( )
22

1 72 y 2 x 2 1 y x
2 2 , x,y

x 5x 16x 4y 8 4x y 4 0

 
− − + + = − −   ∈

 + + + + + + =

 . 

 



Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2x 2,y 2,5x 16x 4y 8 0≥ − ≤ + + + ≥ . 

Nhaän xeùt. Phöông trình ñaàu cuûa heä chöùa 2 caên thöùc tinh yù nhaän ra neáu ñaët 
hai aån phuï töông öùng laø a vaø b thì ñöa veà phöông trình baäc hai toång quaùt suy 
nghó ñeán vieäc phaân tích thaønh nhaân töû. 

Ñaët ( )
2

2

a 2 y y 2 a
, a,b 0

x b 2b x 2

 = − = − ≥ ⇒ 
= −= +  

.  

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä trôû thaønh: 

 
( ) ( )2 21 7a 2b 1 2 a b 2

2 2
 

− + = − − − − 
 

. 

2 2a b 2ab b a 0⇔ + − + − = ( )( ) a b
a b a b 1 0

a b 1
 =

⇔ − − − = ⇔  = +
. 

y x2 y x 2

y x 1 2 x 22 y x 2 1

  = −− = +
⇔ ⇔ 
 = − − − +− = + + 

. 

+  TH1: Neáu y x= − thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 ( )22x 5x 12x 8 3x 4 0+ + + + = ( )22x 5x 12x 8 3x 4⇔ + + = − + . 

( ) ( )42 2

x 0 x 2 x 2,y 2
x 5x 12x 8 3x 4 x 1 x 1,y 1

 ≤  = − = − =⇔ ⇔ ⇒  + + = + = − = − = 
. 

+  TH2: Neáu y x 1 2 x 2= − − − + ta phaûi coù 

( )25x 16x 4 x 1 2 x 2 8 0

x 0

 + + − − − + + ≥

 ≤

 

25x 12x 4 8 x 2 x 2 y 1
x 0

 + + ≥ +⇔ ⇔ = − ⇒ =
≤

thöû laïi thaáy khoâng thoaû maõn. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 2;2 ; 1;1= − − .             

Sau ñaây laø moät soá baøi toaùn töông töï daønh cho baïn ñoïc reøn luyeän 

1. Giaûi heä phöông trình 
( )
( ) ( )

( )
x y x y 2 x 3y 2

, x,y
x y x y 2 x y 1 x y 2

 + − + = + + ∈
− − + = + + + −

 . 

 



Höôùng daãn giaûi baøi toaùn 1 
Ñieàu kieän: x y 2 0,x y 2 0− + ≥ + − ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( )( )x y x y 2 2 y x 2+ − + − = − +

( )( )x y x y 2
y x 2

x y 2 2

+ − −
⇔ = − +

− + +
 

( ) x yy x 2 1 0
x y 2 2

 + ⇔ − + + =
 − + + 

y x 2⇔ = − do x y1 0
x y 2 2

+
+ >

− + +
. 

Thay y x 2= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 

 
( ) ( ) ( )( )2

x 2
4 2x 1 2 x 2

2 x 2 2x 1 16

 ≥= − − ⇔ 
− − =

. 

3 2

x 2

8x 24x 18x 20 0

 ≥⇔ 
− + − = ( )( )2

x 2

2x 5 4x 2x 4 0

 ≥⇔  − − + =
 

5 1x y
2 2

⇔ = ⇒ = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) 5 1x;y ;
2 2

 
=  
 

.     

Nhaän xeùt. Ñeå tìm moái lieân heä giöõa x vaø y ta coù theå ñaët aån phuï 

 
( )a x y 2 , a 0,b 0 ab 2b a 2

b x y

 = − + ≥ > ⇒ = − +
= +

. 

( )( )a 2 b 1 0 a 2 x y 2 2 y x 2⇔ − + = ⇔ = ⇔ − + = ⇔ = − .  

Ta coù keát quaû töông töï.  
Baøi 59. Giaûi heä phöông trình: 

( )
3

3

3

2

x y 1 y x 1
, x,y

x 3x y 2 2 2x 1 1x− − −

 = + + − − ∈
 = + +

 . 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 0≥ ≥ . 

Nhaän thaáy x 1= hoaëc y 0= khoâng thoaû maõn heä phöông trình. 

Xeùt vôùi x 1,y 0> >  phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 



 
33x y 1 x 1 y 0− + + − − = . 

( )
3 3

2 32 3 3

x y 1 x 1 y 0
x 1 yx x y 1 y 1

− − − −
⇔ + =

− ++ + + +
. 

( )
( )

3
2 32 3 3

1 1x y 1 0
x 1 yx x y 1 y 1

 
 

⇔ − − + = 
 − ++ + + + 
 

. 

3 3x y 1 0 y x 1⇔ − − = ⇔ = − . 

Thay 3y x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 
3x 3x 1 x 2 2x 1 1− − = + + . 

( )( )2x 1 x 2x 1 x 2 2x 1 1 x ⇔ + − − = + + − 
 

. 

( )( ) ( )2
2

x x 1 2 2x 1
x 1 x 2x 1 0

2 2x 1 1 x

− − +
⇔ + − − + =

+ + +
. 

( )( ) ( )( )
( )

4 2
2

2

x x 2x 1 4 2x 1
x 1 x 2x 1 0

2 2x 1 1 x x 1 2 2x 1

− + − +
⇔ + − − + =

 + + + − + + 
 

. 

( )( ) ( )( )
( )

4 2
2

2

x x 2x 1 4 2x 1
x 1 x 2x 1 0

2 2x 1 1 x x 1 2 2x 1

− + − +
⇔ + − − + =

 + + + − + + 
 

. 

( ) ( )
( )

2
2

2

x x 2x 3
x 2x 1 x 1 0

2 2x 1 1 x x 1 2 2x 1

 
+ + 

⇔ − − + + = 
  + + + − + +    

. 

2x 2x 1 0 x 1 2 y 6 5 2⇔ − − = ⇔ = + ⇒ = + vì x 1> .        

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1 2;6 5 2= + + . 

Nhaän xeùt. Phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù theå nhaän thaáy söï töông öùng cuûa 
haøm soá nhö sau: 

( )33 3 3x x 1 y 1 y 1 1 (1)+ − = + + + − . 



Xeùt haøm soá 3 3f(t) t t 1= + − vôùi t 1≥ , ta coù: 

( )
2

233

tf '(t) 1 0, t 1

t 1

= + > ∀ >

−

. 

Vì vaäy f(t) ñoàng bieán treân )1; +∞ .  

Do ñoù ( ) 33 3(1) f(x) f y 1 x y 1 y x 1⇔ = + ⇔ = + ⇔ = − . 

+  Sau khi theá 3y x 1= − ta ñöôïc 1 phöông trình voâ tyû coù 2 lôùp caên neáu chuù yù 
ta thaáy söï töông öùng cuûa chuùng cho pheùp ñaët aån phuï ñöa veà heä nhieàu aån. 

 

2

2

3

a 2x 1
a 2x 1

b 2a 1
b 2 2x 1 1 x 3x 1 xb

 = +
 = + ⇒ = + 
 = + + − − =

 

2

2

3 2 2

a 2x 1

b 2a 1

x bx 3x a 2x a bx x

 = +
⇔ = +
 = + + − = + +

2

2

2
2

a 2x 1 (2)

b 2a 1 (3)

ax b 1 (4)
x


 = +
⇔ = +

 = + +


. 

+  Neáu 2 2a b (2),(3) x a;(4) x a b 1 2a 1 b> ⇒ ⇒ > ⇒ < + + < + = . 

a x b a⇒ < < < voâ lyù. 

+  Neáu 2 2a b;(2),(3) x a;(4) x a b 1 2a 1 b< ⇒ < ⇒ > + + > + = . 

a b x a⇒ < < < voâ lyù. 

+  Neáu x 1 x 12a b x a x 2x 1 x 2x 1 0 x 1 2> >= ⇔ = ⇔ = + ←→ − − = ←→ = + . 
Ta coù keát quaû töông töï. 

Baøi 60. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

( )
2 2 2

2 2 2

1 2y x x 1 2 x y 2
, x,y

1 2x y y 1 2 y x 2

 − − + − = − + ∈
 + − − − = − +

 . 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2 2 21 2y x 0,1 2x y 0, 2 x y 2− − ≥ + − ≥ − ≤ − ≤ .  

 
 



Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )2 21 2y x y 1 1 2x y x 1   − − − + + + − + −        

     
( ) ( )2 2 2 22 x y 2 2 y x 2  (1)= − + + − +  

Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S ta coù 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

22 2 2 2

22 2 2 2

1 2y x y 1 2 1 2y x y 1 2 y x 2

1 2x y x 1 2 1 2x y x 1 2 x y 2

  − − − + ≤ − − + + = − + 
 


  + − + − ≤ + − + − + = − +   

. 

Coäng theo veá hai baát ñaúng thöùc treân ta ñöôïc: 

(1) (1)VT VP= ⇔  ñaúng thöùc xaûy ra. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi:  

 
2

2 2

2 2 2

x 1,y 1
1 2y x y 1

1 2y x y 2y 1
1 2x y x 1 1 2x y x 2x 1

 ≥ ≤ − − − = − − ⇔ − − = + + 
 + − = − + − = − +

. 

2 2

2 2 2 2

x 1,y 1 x 1,y 1
x y 4y 0 y x

x y 4x 0 x y 4y 0

 ≥ ≤ −  ≥ ≤ −
 ⇔ + + = ⇔ = − 
 + − = + + = 

. 

2

x 1,y 1 x 1,y 1
x 2

y x y x
y 2

x 02x 4x 0
x 2


 ≥ ≤ − ≥ ≤ −  = ⇔ = − ⇔ = − ⇔  

= −  =− =  =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2; 2= − . 

Sau ñaây laø moät soá baøi toaùn töông töï daønh cho baïn ñoïc reøn luyeän 
1. Giaûi heä phöông trình: 

( )
( )

2

2

4y 3x 8 5y x 1
, x,y45 x x 3

x y

+

 + + = +
 ∈  

+ = +  + 

 . 

 



Höôùng daãn giaûi baøi toaùn 1 
Ñieàu kieän: x,y 0> . 

Söû duïng baát ñaúng thöùc C-S cho phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2 2 24 4 25 x 2 1 x 2x
x y x y x y

   
+ = + + ≥ +   + + +   

. 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x 2
2 x y
=

+
.  

Söû duïng baát ñaúng thöùc AM-GM ta coù    

( )1 x y 4x y 4 x y
2 2

+ +
+ = + ≤ . 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x y 4+ = .  

Suy ra 2 4 8x 3 5 x 2x
x y x y 4

 
+ = + ≥ + + + + 

. 

2x xy 3y x 4 0⇔ + − + − ≤ . 

Coäng theo veá vôùi phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc 
2 2x 4y 4xy 8y 4x 4 0+ − − + + ≤ . 

( )2x 2 2y 0 x 2 2y 0⇔ + − ≤ ⇔ + − = . 

Vaäy heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

x 2 2y 0
x 2x 2

2 y 2x y
x y 4

 + − =


 = = ⇔ 
=+ 

 + =

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 2;2= .   

 
 



CHÖÔNG 3.   BAØI TOAÙN COÙ CHÖÙA THAM SOÁ 

Cuõng gioáng nhö phöông trình, baát phöông trình ñaïi soá vaø phöông trình, baát 
phöông trình voâ tyû baøi toaùn tìm ñieàu kieän cuûa tham soá ñeå heä phöông trình coù 
nghieäm treân mieàn K  khi giaù trò cuûa tham soá thoûa maõn ñieàu kieän xaùc ñònh 
cuûa phöông trình vaø ñieàu kieän raøng buoäc giöõa caùc nghieäm. Vôùi moãi loaïi heä ta 
coù caùch xöû lyù rieâng nhöng phöông phaùp chung ñoù laø quy veà baøi toaùn xeùt haøm 
soá khi tham soá thuoäc mieàn giaù trò  cuûa haøm soá ñoù. Ñeå giuùp caùc em coù caùi nhìn 
chi tieát ñaày ñuû veà daïng toaùn naøy toâi trình baøy chöông 4 theo caùc chuû ñeà. 
- Heä ñoái xöùng loaïi I. 
- Heä ñoái xöùng loaïi II. 
-   Heä ñaúng caáp. 
- Phöông phaùp haøm soá trong baøi toaùn tham soá ñeå heä phöông trình coù nghieäm. 
  
 

Chuû ñeà 1:   HEÄ ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI I  
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 
DAÏNG 1. TÌM ÑIEÀU KIEÄN CUÛA THAM SOÁ ÑEÅ HEÄ COÙ NGHIEÄM DUY NHAÁT 

AÙp duïng cho caû heä ñoái xöùng loaïi I vaø heä ñoái xöùng loaïi II 
Ñieàu kieän caàn: Neáu ( )0 0x ;y  laø nghieäm cuûa heä thì ( )0 0y ;x  cuõng laø nghieäm 

cuûa heä.  
Do vaäy heä coù nghieäm duy nhaát khi vaø chæ khi 0 0x y= .  

Thay vaøo heä ta tìm ñöôïc caùc giaù trò cuûa tham soá. 
Ñieàu kieän ñuû: Thöû laïi vôùi caùc giaù trò cuûa tham soá xem heä coù nghieäm duy 
nhaát khoâng? 

DAÏNG 2.      TÌM ÑIEÀU KIEÄN ÑEÅ HEÄ ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI I COÙ NGHIEÄM 
Ñoái vôùi heä ñoái xöùng loaïi I ñeå heä coù nghieäm khi vaø chæ khi 2S 4P≥ .  

Neáu caùc nghieäm laø khoâng aâm ta phaûi coù theâm ñieàu kieän 
S 0
P 0
 ≥


≥
. 

Baøi toaùn thöôøng gaëp caùc toång ñoái xöùng ( )2 2 1 1x x,y y ; x ,y ,...
x y

 
+ + + + 

 
luùc 

ñoù ñaët 2 2u x x,v y y= + = + .   

 
Moät soá ñaúng thöùc hay söû duïng: 



2 2
2

2
1 1 1x x 2 x 2

x xx

   
+ = + − = − +   

   
. 

3
3

3
1 1 1x x 3 x

x xx

   
+ = + − +   

   
. 

4 2
4

4
1 1 1x x 4 x 2 6

x xx

     + = + − + − −        
 . 

5 3
5

5
1 1 1 1 1x x 5 x 3 x 10 x

x x x xx

         + = + − + − + − +                
.    

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 

2 2

xy x y m 1

x y y x m

 + + = +


+ =
. 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 
S P m 1
SP m
 + = +


=
 

Khi ñoù S,P  laø nghieäm cuûa phöông trình: ( )2X m 1 X m 0 (1)− + + =  

Maët khaùc x,y  laø nghieäm cuûa phöông trình: 2X S.X P 0 (2)− + =  

Ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì (2)  phaûi coù nghieäm duy nhaát, ñieàu naøy töông 

ñöông vôùi 2
(2) 0 S 4P 0 x y∆ = ⇔ − = ⇔ = .  

Khi ñoù heä trôû thaønh:
2 3

3
2

mx 2x m 1 0 x
2

2x m x 2x m 1 0 (3)


 + − − = = ⇔ 

=  + − − =

 

Ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì (3)  phaûi coù nghieäm duy nhaát  

3 3m mx 1 m 2
2 2

= ⇔ = − ⇔ = − . 

Thöû laïi heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )2 2

xy x y 1 xy x y 1xy x y 1
xy x y 2 xy 1 xy 2x y y x 2

 + + = − + + = − + + = −  ⇔ ⇔  + = − − − = −+ = −    
. 

 



xy x y 1 x y 2 x y 1 x y 2
x y 1

xy 1 xy 2 xy 1 xy 1 xy 1
   + + = − + = − + = + = −

⇔ ⇔ ∨ ⇔ ⇔ = = −   
= ∨ = − = = =   

. 

Vaäy heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1; 1= − −  do ñoù m 2= −  laø giaù trò caàn tìm. 

Nhaän xeùt. Ta coù laäp luaän ñôn giaûn nhö sau, Neáu ( )0 0x ;y  laø nghieäm cuûa heä 

thì ( )0 0y ;x  cuõng laø nghieäm cuûa heä. Do vaäy heä coù nghieäm duy nhaát khi vaø 

chæ khi 0 0x y= . Thay vaøo heä ta ñöôïc 
2
0 0

3
0

x 2x m 1 0

2x m

 + − − =


=
. 

Ñeán ñaây xöû lyù baøi toaùn hoaøn toaøn töông töï caùch treân. 
Baøi 2. Tìm m ñeå heä  phöông trình sau coù nghieäm: 

( ) ( )2 2

3 3

3 x y 2 x y xy 15

x y m

 + − + + =

 + =

 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

( ) ( )

2

3

3 x y 2xy 2 x y xy 15

x y 3xy x y m

  + − − + + =   
 + − + =

 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( )
2

2

23 3

3S 2S 15P3 S 2P 2 S P 15 8
3S 2S 15S 3SP m S 3S. m

8

 − −
= − − + = ⇔ 

− − − = − =

 

2

3 2

3S 2S 15P
8

S 6S 45Sm  (1)
8

 − −
=⇔ 
− + + =

 

Ta coù : 
2

2 2 23S 2S 15S 4P S 5S 2S 15 0, S
8

− −
≥ ⇔ ≥ ⇔ + + ≥ ∀ .   

Nhö vaäy ñeå heä phöông trình coù nghieäm thì phöông trình (1) coù nghieäm Streân 
taäp soá thöïc. 



Moät phöông trình baäc ba luoân coù nghieäm neân giaù trò cuûa m laø taäp soá thöïc.  

Baøi 3. Giaû söû ( )x;y  laø nghieäm cuûa heä 
2 2 2

x y 2m 1

x y m 2m 3

 + = −


+ = + −
. 

Xaùc ñònh tham soá m  ñeå bieåu thöùc P xy=  ñaït giaù trò nhoû nhaát,lôùn nhaát. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 2 22 2

x y 2m 1x y 2m 1
2m 1 m 2m 3 3m 6m 4x y 2xy m 2m 3 xy

2 2

 + = − + = −  ⇔  − − − + − ++ − = + −  = = 

 

Heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

 ( ) ( )
22 2 3m 6m 4x y 4xy 2m 1 4.

2
− +

+ ≥ ⇔ − ≥ . 

2 2 2 4 2 4 24m 4m 1 6m 12m 8 2m 8m 7 0 m
2 2
− +

⇔ − + ≥ − + ⇔ − + ≤ ⇔ ≤ ≤  

Khi ñoù xeùt haøm soá 
23m 6m 4f(m)

2
− +

= treân 4 2 4 2;
2 2

 − +
 
  

. 

Ta coù: f '(m) 3m 3;f '(m) 0 3m 3 0 m 1= − = ⇔ − = ⇔ = . 

Ta coù 4 2 11 6 2 1 4 2 11 6 2f ;f(1) ;f
2 4 2 2 4

   − − + +
= = =      

   
. 

Vaäy giaù trò nhoû nhaát cuûa P baèng 1
2

khi m 1= ,giaù trò lôùn nhaát cuûa P baèng 

11 6 2
4
+ khi 4 2m

2
+

= .             

Baøi 4. Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 

x y m

x y xy m

 + =


+ − =
 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän x 0,y 0≥ ≥  khi ñoù heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy

 = + ≥
=

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 



2
2

S mS m
m mS 2P P m P

3

 = = ⇔  −− − = =  

. 

Heä coù nghieäm tröôùc tieân ta phaûi coù 2

m 0
S 0 m 0

 (1)m mP 0 m 10
3

 ≥
 ≥ =⇔ ⇔  −≥ ≥≥ 



 

Maët khaùc ( )2 2 2 24S 4P m m m m 4m 0 0 m 4
3

≥ ⇔ ≥ − ⇔ − ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Keát hôïp vôùi ñieàu kieän (1) ta phaûi coù m 0 1 m 4= ∨ ≤ ≤ . 
Vaäy ñeå heä phöông trình coù nghieäm khi m 0=  hoaëc 1 m 4≤ ≤ . 

Baøi 5. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm:  

x 1 y 1 m
x y 2m 1

 + + + =


+ = +
. 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Daïng toaùn naøy ñaõ ñeà caäp ñeán trong phaàn öùng duïng cuûa toång tích 
ñoái xöùng trong baøi toaùn tìm cöïc trò,döôùi ñaây xeùt döôùi goùc ñoä tìm ñieàu kieän ñeå 
heä phöông trình coù nghieäm. 
Ñieàu kieän x 1,y 1≥ − ≥ − . 

Khi ñoù ñaët ( )u x 1
, u,v 0

v y 1

 = + ≥
= +

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
222 2

u v mu v mu v m
m 2m 3u v 2 2m 1 u v 2uv 2m 3 uv

2

 + = + = + =  ⇔ ⇔   − −+ − = + + − = + =    

. 

Ñaët ( )2S u v
, S 4P

P uv
 = +

≥
=

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 2

S m

m 2m 3P
2

 =

 − −

=


. 

Heä phöông trình coù nghieäm tröôùc tieân ta phaûi coù:  

2

m 0
S 0

m 3 (1)m 2m 3P 0 0
2

 ≥
 ≥ ⇔ ⇔ ≥  − −≥ ≥ 



 

Maët khaùc:
2

2 2 m 2m 3S 4P m 4.
2

− −
≥ ⇔ ≥

 
2m 4m 6 0 2 10 m 2 10⇔ − − ≤ ⇔ − ≤ ≤ + . 



Keát hôïp vôùi ñieàu kieän (1) suy ra 3 m 2 10≤ ≤ + . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø 3;2 10 +  .  

Baøi 6. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä sau coù ít nhaát moät nghieäm ( )x;y  

vôùi x 0>  vaø y 0> : 
2 2

x xy y m 1

x y y x m

 + + = +


+ =
 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

 khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh 
S P m 1
SP m
 + = +


=
. 

Suy ra S,P  laø hai nghieäm cuûa phöông trình ( )2X m 1 X m 0 (1)− + + = . 

Ñeå heä coù nghieäm x 0,y 0> >  tröôùc heát (1) phaûi coù hai nghieäm döông, ñieàu 

naøy töông ñöông vôùi: 
( ) ( )2 2
m 1 4m m 1 0

S m 1 0 m 0
P m 0

∆ = + − = − ≥
 = + > ⇔ >
 = >

. 

Khi ñoù (1)  coù hai nghieäm 1 2X m,X 1= = . 

Maët khaùc 2S 4P≥  neân ñieàu kieän naøy töông ñöông vôùi: 

2 2
1 2
2 2
2 1

m 2 m 2X 4X m 4
m 2 1mX 4X 1 4m 1 4m

4


 ≤ −  ≥ ≥ ≥   ⇔ ⇔ ≥ ⇔   ≤ ≥ ≥  ≤


. 

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän m 0> khi ñoù 10 m m 2
4

< ≤ ∨ ≥ . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø )10; 2;
4

 
 +∞  

 
 .      

Baøi 7. (TSÑH Khoái B 2007) Xaùc ñònh taát caû caùc giaù trò thöïc cuûa tham soá m ñeå 

heä sau ñaây coù nghieäm thöïc: 
3 3

3 3

1 1x y 5
x y

1 1x y 15m 10
x y


+ + + =



 + + + = −


 

Lôøi giaûi 



Nhaän xeùt. Heä naøy coù daïng ñoái xöùng giöõa x vaø y vaø xuaát hieän hai bieåu thöùc 

töông ñöông laø 1x
x

+  vaø 1y
y

+ , neân ta seõ tìm caùch bieán ñoåi phöông trình thöù 

hai cuûa heä theo hai bieåu thöùc naøy. 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:   

 
3 3

1 1x y 5
x y
1 1 1 1(x ) (y ) 3(x ) 3(y ) 15m 10
x y x y


+ + + =


 + + + − + − + = −


 

3 3

1 1x y 5
x y
1 1(x ) (y ) 15m 5
x y


+ + + =⇔ 

 + + + = +


. 

3

1 1x y 5
x y
1 1 1 1 1 1(x y ) 3(x )(y )(x y ) 15m 5
x y x y x y


+ + + =⇔ 

 + + + − + + + + + = +
  

1 1x y 5
x y
1 1(x )(y ) 8 m
x y


+ + + =⇔ 

 + + = −


. 

Ñaët 

1u x
x ( u ; v 2)
1v y
y


= + ≥

 = +


khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

u v 5
uv 8 m
 + =


= −
u,v⇒  laø nghieäm cuûa phöông trình: 2t 5t (8 m) 0− + − = (1). 

Heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi phöông trình (1) coù 2 nghieäm thoûa 
maõn t 2≥ . 

Töø (1) ta coù: 2 5m f(t) t 5t 8,( t 2) f '(t) 2t 5 f '(t) 0 t
2

= = − + ≥ ⇒ = − ⇒ = ⇔ = . 

Ta coù: 
t

5 7f( 2) 22;f(2) 2;f( ) ; lim f(x)
2 4 →∞

− = = = = +∞ . 



Ñeå (1) coù 2 nghieäm phaân bieät ( t 2≥ ) thì ñöôøng thaúng y m=  caét ñoà thò haøm 

soá y f(t)= .  

Laäp baûng bieán thieân haøm soá f(t) , döïa vaøo baûng bieán thieân 
7 m 2
4
22 m


≤ ≤⇒ 
≤

 laø 

giaù trò caàn tìm. 
Baøi 8. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

( ) ( )2 3
3 3

log x y log xy 2 2

x y xy m

 + + + =


+ − =
 

Lôøi giaûi 
Ñaët ( ) ( )2 3a log x y ;b log xy 2= + = +  khi ñoù ta coù a b 2+ = . 

Laïi coù: 

( ) ( ) ( ) ( )22 a b 2 a a ax y 4xy 2 4 3 2 4 3 2 12 8.3 36 0 (1)−+ ≥ ⇒ ≥ − = − ⇔ + − ≥ . 

Haøm soá a ag(a) 12 8.3 36= + −  ñoàng bieán; laïi coù g(1) 0= vaäy (1) a 1⇔ ≥ . 

Bieán ñoåi phöông trình thöù hai cuûa heä: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 a 2 a a 2 am x y 3xy x y xy 2 3 3 2 .2 3 2  (2)− −= + − + − = − − − −  

Xeùt haøm soá ( ) ( ) ( )3a 2 a a 2 af(a) 2 3 3 2 .2 3 2− −= − − − −  treân )1, +∞ . 

Ta coù 
a a

a a 2 2 1 1f '(a) 8 ln8 6.2 ln2 27. .ln 9. .ln 0
3 3 3 3

   
= + − − >   

   
 vôùi moïi a. 

Suy ra f(a) f(1) 1≥ = . 

Ñeå heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi phöông trình (2) coù nghieäm 

a 1 m 1≥ ⇔ ≥ . 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø m 1≥ . 

Baøi 9. Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau ñaây coù nghieäm thöïc:   
2 2

3 3 3

x y 1

x y x y m

 + =


− + − =

. 

Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn:  



Ta coù: ( ) ( )3 3 2 2x y x y x y 1 x xy y x y 2 xy− + − = − + + + = − + .  

Suy ra ( ) ( ) ( )( )( )2 26m x y 2 xy 1 2xy 2 xy 2 xy= − + = − + +   

Nhöng do ( )2 21 1xy x y
2 2

≤ + =  neân: 

( )( )( )
3 3

6 1 2xy 2 xy 2 xy 5 5m 1 2xy 2 xy 2 xy m
3 3 3

   − + + + +
= − + + ≤ = ⇒ ≤   

   
 

Suy ra giaù trò lôùn nhaát cuûa m laø 5
3

.   

+  Ñieàu kieän ñuû:  Vôùi 5m
3

=  khi ñoù ñaúng thöùc xaûy ra: 

2 2 1x yx y 1
3

1xy 1xy3 3


 + = ±+ =  ⇔ ⇔ 

= −  = − 

(thoûa maõn ñieàu kieän ( )2x y 4xy+ ≥ neân heä 

naøy luoân coù nghieäm).   

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa m laø 5
3

 . 

Baøi 10. Tìm taát caû caùc giaù trò thöïc cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

                    
( ) 2 2

3 3

2 x y 1 2xy x y 2 x y xy x y

x y 2 xy m

 + − + − − + = + + +

 + + =

. 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Nhìn vaøo hai phöông trình cuûa heä, thaáy phöông trình thöù hai coù 
chöùa tham soá m vaø khoâng tìm ñöôïc moái lieân heä giöõa x vaø y, do ñoù ta nghó 
ñeán vieäc bieán ñoåi phöông trình thöù nhaát cuûa heä xem coù ruùt ñöôïc x theo y hay 
khoâng, hay laø moät bieåu thöùc goïn nheï hôn phöông trình thöù nhaát.  

Ñieàu kieän: 
xy 0
x y 1
 ≥


+ ≥
. 

Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä ñöôïc bieán ñoåi thaønh: 

 ( ) 2 22 x y 1 2xy x y 2 x y xy x y+ − + − − + = + + + . 

( ) ( ) ( )( )2 x y 1 2 xy 1 xy 1 x y x y⇔ + − + + = + + + + . 



( ) ( )( )2 x y 1 x y xy 1 x y 2⇔ + − − + = + + − . 

( )
( )( )x y 2 xy 1 x y 2

2 x y 1 x y

+ −
⇔ = + + −

+ − + +
.  

( )

x y 2
1 xy 1

2 x y 1 x y

 + =


⇔  = +
 + − + +

. 

Tröôøng hôïp 1: Neáu y 2 x= − , theá xuoáng phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 
phöông trình: 

( )3 3m x 2 x 2 x 2 x= + − + − . 

xeùt haøm soá ( )3 3f(x) x 2 x 2 x 2 x ,x 0;2 = + − + − ∈  . 

Ta coù 
( ) ( )3 2 23

1 1 2 2xf '(x)
x 2 x3 x 3 2 x

−
= − +

−−
. 

( ) ( )3 2 23

1 1 2 2xf '(x) 0 0
x 2 x3 x 3 2 x

−
= ⇔ − + =

−−  

( )
( ) ( )

2 3 23
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2 x x 2 2x 0 x 1
x 2 x3 x 2 x

− − −
⇔ + = ⇔ =

−−
. 

Ta coù 

3

x 0,23

x 0,2

min f(x) f(0) f(2) 2
f(0) f(2) 2;f(1) 4

m ax f(x) f(1) 4
 ∈ 

 ∈ 

 = = =


= = = ⇒ 
= =



. 

Suy ra ñeå heä coù nghieäm trong tröôøng hôïp naøy thì 3 2 m 4≤ ≤  

Tröôøng hôïp 2: Xeùt phöông trình 
( )

1 xy 1
2 x y 1 x y

= +
+ − + +

 . 

Neáu x y 1+ >  thì VT 1,VP 1< >  phöông trình voâ nghieäm. 

Neáu x y 1+ = khi ñoù xy 0= tìm ñöôïc m 1= vaø ( ) ( ) ( )x;y 1;0 , 0;1= laø nghieäm 

cuûa heä. Vaäy m 1=  thoûa maõn. 

Keát luaän: Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø { } 3m 1 2;4 ∈ ∪   . 

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 



Baøi 1. (TSÑH Khoái D 2004)  Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä sau coù nghieäm:  

x y 1

x x y y 1 3m

 + =


+ = −
 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0≥ . 

Ñaët ( )u x
, u,v 0

v y

 = ≥
=

heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )33 3

u v 1u v 1 u v 1
uv mu v 1 3m u v 3uv u v 1 3m

 + = + =  + = ⇔ ⇔  
=+ = − + − + = −  

. 

Suy ra u,v laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 2t t m 0 (1)− + = . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm khoâng aâm. 

1 4m 0
1S 1 0 0 m
4

P m 0

∆ = − ≥
⇔ = ≥ ⇔ ≤ ≤
 = ≥

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 10;
4

 
 
 

.         

Baøi 2. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
3 3

x y xy 1

x y xy m

 + + =


+ =
. 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )2 3 3 2

S P 1 P 1 S P 1 S
S S 2P m S 2S 1 S m m S 2S 2S (1)

 + =  = −  = −  ⇔ ⇔  − = − − = = + −  
. 

Ta coù: ( )2 2 2 S 2 2 2
S 4P S 4 1 S S 4S 4 0

S 2 2 2

 ≥ − +
≥ ⇔ ≥ − ⇔ + − ≥ ⇔ 

 ≤ − −
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 
S 2 2 2

S 2 2 2

 ≥ − +

 ≤ − −

. 

Xeùt haøm soá 3 2f(S) S 2S 2S= + − treân ( ); 2 2 2 2 2 2; −∞ − − − + +∞  , ta coù: 



2

2 10S
3f '(S) 3S 4S 2;f '(S) 0

2 10S
3

 − −
=

= + − = ⇔
 − +

=


. 

Laäp baûng bieán thieân suy ra: 

 
( ) ( )

S ; 2 2 2 2 2 2;
min f(S) f 2 2 2 26 16 2
 ∈ −∞ − − − + +∞ 

= − + = −


. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm m 26 16 2⇔ ≥ − . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø )26 16 2; − +∞ .             

Baøi 3. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
( )
3 3

2 x y xy 1

x y m

 + + =


+ =
.  

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

heä phöông trình trôû thaønh: 

( ) ( )2 3 3 2

2S P 1 P 1 2S P 1 2S
S S 3P m S 3S 1 2S m m S 6S 3S (1)

 + =  = −  = −  ⇔ ⇔  − = − − = = + −  
 

Ta coù: ( )2 2 2 S 4 2 5
S 4P S 4 1 2S S 8S 4 0

S 4 2 5

 ≥ − +
≥ ⇔ ≥ − ⇔ + − ≥ ⇔ 

 ≤ − −
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 
S 4 2 5

S 4 2 5

 ≥ − +

 ≤ − −

. 

Xeùt haøm soá 3 2f(S) S 6S 3S= + − treân ( ); 4 2 5 4 2 5; −∞ − − − + +∞  , ta coù: 

( )2f '(S) 3S 12S 3 0, S ; 4 2 5 4 2 5; = + − > ∀ −∞ − − − + +∞  . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm 
( )
( )

m f 4 2 5 76 34 5

m f 4 2 5 76 34 5

 ≤ − − = − −
⇔ 

≥ − + = − +

. 

Vaäy 
m 76 34 5

m 76 34 5

 ≤ − −

 ≥ − +

 laø nhöõng giaù trò caàn tìm.   



Baøi 4. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
4 4

xy x y 3

x y m

 + + =


+ =
.   

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 
( ) ( )

2 22 22 2 2 2

xy x y 3 x y 3 xy

x y 2xy 2x y m 3 xy 2xy 2x y m

 + + = + = −
 ⇔    + − − = − − − =        

. 

22 2 2 2

x y 3 xy

x y 8xy 9 2x y m

 + = −
⇔  − + − = 

. 

Heä phöông trình coù nghieäm ( )2x y 4xy⇔ + ≥ . 

( )2 2 2 xy 9
3 xy 4xy x y 10xy 9 0

xy 1
 ≥

⇔ − ≥ ⇔ − + ≥ ⇔  ≤
. 

Ñaët t xy= khi ñoù ( )22 2m t 8t 9 2t  (1)= − + − . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm t 9 t 1≥ ∨ ≤ . 

Xeùt haøm soá ( )22 2f(t) t 8t 9 2t= − + − treân ( );1 9; −∞ +∞  , ta coù: 

( )3 2f '(t) 4 t 12t 40t 36 ;f '(t) 0= − + − = voâ nghieäm treân ( );1 9; −∞ +∞  . 

Laäp baûng bieán thieân suy ra 
( )t ;1 9;

min f(t) f(1) 2
 ∈ −∞ +∞ 

= =


. 

Vì vaäy heä phöông trình coù nghieäm m 2⇔ ≥ . 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 2≥ .                 

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
( )( )

2 2x y x y 8
xy x 1 y 1 m

 + + + =


+ + =
.  

Lôøi giaûi 

Caùch 1: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )
( )

2
x y x y 2xy 8

xy xy x y 1 m

 + + + − =


+ + + =

. 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

heä phöông trình trôû thaønh: 



( )

2

2

2 2

S S 8P
2S S 2P 8

S S 8 S S 8P P S 1 m S 1 m
2 2

 + −
= + − = ⇔   + − + −+ + =  + + =    

. 

2

4 3 2

S S 8P
2

S 4S 11S 30S 48m  (1)
4

 + −
=⇔ 

+ − − + =

 

Heä phöông trình coù nghieäm 2S 4P⇔ ≥ . 
2

2 2S S 8S 4. S 2S 16 0 1 17 S 1 17
2
+ −

⇔ ≥ ⇔ + − ≤ ⇔ − − ≤ ≤ − + . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 1 17 S 1 17− − ≤ ≤ − + . 

Xeùt haøm soá 
4 3 2S 4S 11S 30S 48f(S)

4
+ − − +

= treân 1 17; 1 17 − − − +  , ta coù:  

3 2

S 1

4S 12S 22S 30 17f '(S) ;f '(S) 0 S 1
4 2

17S 1
2


 = −

+ − −

= = ⇔ = − −



= − +


. 

Ta coù: ( ) ( )f 1 17 16;f( 1) 16;f 1 17 16;− − = − = − + =   

17 33 17 33f 1 ;f 1
2 16 2 16

   
− − = − − + = −      
   

. 

Vaäy 
t 1 17; 1 17 t 1 17; 1 17

33min f(t) ; max f(t) 16
16   ∈ − − − + ∈ − − − +   

= − = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm 33 m 16
16

⇔ − ≤ ≤ . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 33;16
16

 
− 
 

.             

Caùch 2: Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )( )
2 2

2 2

x x y y 8

x x y y m

 + + + =


+ + =

. 



Ñaët 

2
2

2
2

1 1u x x x
2 4 1, u,v

41 1v y y y
2 4

   = + = + −     ≥ −  
   

= + = + −  
 

. 

Heä phöông trình trôû thaønh: 
u v 8

u,v
uv m
 + =

⇒
=

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 2t 8t m 0 (1)− + =  

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm 1t
4

≥ − . 

( )

1 1 2 1 2

2 1 2 1 21 2

' 16 m 0 m 16 m 16
1 1 1t t t t t
4 2 2
1 1 11 1t t t t t 0t t 0
4 4 164 4

   ∆ = − ≥ ≤ ≤   ⇔ ≥ − ⇔ + ≥ − ⇔ + ≥ −  
  
    ≥ − + + + ≥+ + ≥       

. 

m 16
m 161 338 m 16332 16m

161 1m .8 0
4 16


 ≤

 ≤
 ⇔ ≥ − ⇔ ⇔ − ≤ ≤ 

≥ −  + + ≥

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 33;16
16

 
− 
 

. 

Nhaän xeùt. Ta nhaän thaáy khi ñaët ñöôïc aån phuï ñöa veà tìm ñieàu kieän tham soá 
vôùi aån môùi baøi toaùn xöû lyù nhanh goïn.          

Baøi 6. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 2x y 2xy 8

x y m

 + + =

 + =

.  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x,y 0,m 0≥ ≥ . 

Ñaët ( )u x
, u,v 0

v y

 = ≥
=

 



( ) ( )
2 22 22 2 2 2

xy uv

x y x y 2 xy 2xy u v 2uv 2u v

 =
⇒     + = + − − = + − −       

. 

Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

( )
2 22 2 2 2 2 2u v 2uv 2u v 2uv 8 m 2uv 2u v 2uv 8

u v mu v m

     + − − + = − − + =  ⇔    
  + =+ = 

 

4 2 2 2 4 2 2 2m 4m uv 2u v 2uv 8 m 4m uv 2u v 8 2uv
u v m u v m

  − + + = − + = −⇔ ⇔ 
+ = + =  

 

( )4 2 2 2 2 2 4 2

uv 2 2uv 2 2

m 4m uv 2u v 2u v 16 2uv 64 m 64 4uv m 4 2
u v m u v m

 ≤≤
 ⇔ − + = − + ⇔ − = − 

 + = + =  

 

Nhaän thaáy 4m 2 2= heä phöông trình voâ nghieäm. 

Vaäy vôùi 4m 2 2≠ heä phöông trình coù nghieäm 

( )

( )

2

4 2

u v 4uv

uv 2 2

m 64 4uv m 4 2

u v m

 + ≥
 ≤⇔ 
 − = −

 + =

. 

( )

( )

4

2

4
2 4 4

2

4

m 64 2 2
4 m 4 2

m 64m 4. 2 2 m 2 8
4 m 4 2

m 0,m 2 2

 −
≤

 −

 −⇔ ≥ ⇔ < ≤

−

 ≥ ≠



. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( 4 42 2;2 8 . 

Nhaän xeùt. Vôùi m 3= ta coù baøi toaùn quen thuoäc giaûi heä phöông trình: 
2 2x y 2xy 8

x y 3

 + + =

 + =

. 



Baøi 7. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
x y xy 3

x 1 y 1 m

 + − =


+ + + =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1,y 1,xy 0,m 0≥ − ≥ − ≥ ≥ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )
( )22

2

x y 3
xy x y 3

xy x y 3
x y 2 2 x 1 y 1 m

x y 2 2 xy x y 1 m

 + ≥
 = + − ⇔ = + − 

+ + + + + =  + + + + + + =

. 

Do x y 3 x,y 0+ ≥ ⇒ ≥ heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

 ( )2x y 4xy+ ≥ . 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 x y 2 x y 3 x y 6
x y 4 x y 3

x y 2x y 2 x y 3

 + ≥ + −  + ≤
⇔ + ≥ + − ⇔ ⇔  + ≤ + ≤ − + − 

. 

Vaäy t x y 3;6 = + ∈  . 

Khi ñoù ( )22m t 2 2 t 3 t 1 (1)= + + − + + . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm t 3;6 ∈  . 

Xeùt haøm soá ( )2f(t) t 2 2 t 3 t 1= + + − + + treân 3;6   , ta coù: 

2

2t 5f '(t) 1 0, t 3;6
t 5t 10

−  = + > ∀ ∈ 
− +

neân f(t) laø haøm ñoàng bieán treân 3;6   .   

Ta coù f(3) 9,f(6) 16= = . Suy ra 29 m 16 3 m 4≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ (vì m 0≥ ). 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 3;4   .                 

Baøi 8. Tìm m ñeå heä phöông trình sau ( )2 2x y 1 m x y 1

x y xy 1

 + − = + −

 + = +

. 

a) Coù nghieäm duy nhaát. 
b) Coù nghieäm. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 2 2x y 0,x y 1+ ≥ + ≥ .  



a) Nhaän thaáy neáu ( )x;y laø nghieäm cuûa heä thì ( )y;x cuõng laø nghieäm cuûa heä. Vaäy 

heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát tröôùc tieân x y= khi ñoù thay vaøo heä ta ñöôïc: 

( )2

2

x 12x 1 m 2x 1
1m 2 12x x 1 2 1

 = − = − ⇔  = = + = + −

. 

Ngöôïc laïi vôùi m 2 1= + khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( )( ) ( ) ( )( )22 2x y 1 2 1 x y 1 x y 2xy 1 2 1 x y 1

x y xy 1 x y xy 1

 + − = + + −  + − − = + + −⇔ 
 + = + + = + 

 

( ) ( ) ( )( )2
x y 2 x y 1 1 2 1 x y 1

x y xy 1


 + − + − − = + + −⇔ 
 + = +

. 

( )( ) ( ) x y 1x y 1 2 1 .x y 1 2 1 x y 1
x y 1

x y xy 1 x y xy 1

 + − + − = ++ − = + + − ⇔ ⇔ + + 
 + = + + = +

. 

Deã thaáy heä naøy coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 0;1 ; 1;0= neân m 2 1= + khoâng thoûa 

maõn. 
Vaäy khoâng toàn taïi m ñeå heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát. 

b) Ñaët ( )2 2S x y
, S 4P,S 0,S 2P 1

P xy
 = +

≥ ≥ − ≥
=

. 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

 

( ) ( ) ( )2 2S 2P 1 m S 1 S 2 S 1 1 m S 1

S P 1 P S 1

 − − = − − − − = − ⇔ 
 = + = − 

 

( )S 1 m S 1  (1)

P S 1

 − = −⇔ 
 = −

. 

Heä phöông trình coù nghieäm: 

( )

( )

( )

( )

222

2 2 2

S 4 S 1 S 2 0S 4P
S 0 S 0 S 0

S 0
S 2P 1 S 2 S 1 1 S 1 0
P S 1 P S 1 P S 1

 ≥ − − ≥≥  ≥ ≥ ≥ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ≥  
− ≥ − − ≥   − ≥

  = − = − = − 

. 



Vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi S 0≥ . Deã thaáy (1) luoân coù nghieäm S 1= do 
ñoù heä phöông trình luoân coù nghieäm vôùi moïi m.                   

Baøi 9. Tìm taát caû caùc giaù trò thöïc cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù 
nghieäm thöïc: 

2 2
2 2

1 1x m y m 4
x y

2 1 1
x y xy


+ + + + + =



 + = +

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 

( )
2

2

2
2

xy x y 0

1x m 0
x
1y m 0
y


 + ≠
 + + ≥



+ + ≥


. 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2 2

2 2
2 2

1 1 1 1x m y m 4 m 2 x m 2 y 4
x y x y

x y 1 12 x y x y 2xy x y

    + + + + + = + + − + + + − =       ⇔ 
+ + = + − + − = 

 

 

Ñaët 

1u x
x
1v y
y


= −


 = −


khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

2 2m 2 u m 2 v 4
u v 2

 + + + + + =⇔ 
+ =

.     

( ) ( )( )22 2 2 2 2 22m 4 u v 2 m 2 m 2 u v u v 16

u v 2


+ + + + + + + + + =⇔ 

 + =

. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22m 4 u v 2uv 2 m 2 m 2 u v 2uv u v 16

u v 2

  + + + − + + + + + − + =  ⇔  
 + =

 



( ) ( ) ( )2 2 2m 2 4 m 2 u v 2 m 2 uv 4 m uv

u v 2

 + + + + − + = − +⇔ 
 + =

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2

4 m uv 0

m 2 4 m 2 u v 2 m 2 uv u v 2 4 m uv 4 m

u v 2

 − + ≥
⇔ + + + + − + = + − + −
 + =

 

16m 44 m 0 m 11124 m uv 0
16m 4 16m 416m 4 12uv uv uv

12 12
u v 2 u v 2 u v 2

 −
− + ≥  ≥ − − + ≥  − −  ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  

  + = + = + = 


. 

Maët khaùc ( )2 16m 4u v 4uv 4 4uv uv 1 1 m 1
12
−

+ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ . 

Vaäy 11 m 1− ≤ ≤ . 

Maët khaùc ( )( )
2 22

2 22

2m 4 u v 0m 2 u 0
m 2 u m 2 v 0m 2 v 0

 + + + ≥ + + ≥ ⇔ 
+ + + + ≥+ + ≥  

. 

( )
( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2

2m 4 u v 2uv 0

m 2 m 2 u v 2uv u v 0

 + + + − ≥
⇔   + + + + − + ≥   

. 

( ) ( )
2

2

16m 42m 4 4 2. 0
12

16m 4 16m 4m 2 m 2 4 2. 0
12 12

 −
+ + − ≥

⇔ 
   − − + + + − + ≥      

. 

( ) ( )
2

2

16m 42m 4 4 2. 0
12

m 13
16m 4 16m 4m 2 m 2 4 2. 0

12 12

 −
+ + − ≥

⇔ ⇔ ≤
   − − + + + − + ≥      

. 

Vaäy 11 m 1− ≤ ≤ . Ñeå yù vôùi moïi 11 m 1− ≤ ≤ khi ñoù luoân toàn taïi ( )u;v . 



 Maët khaùc vôùi moïi u,v thì heä 

1u x
x
1v y
y


= −


 = −


luoân coù nghieäm ( )x;y . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø 11;1 −  .               

Baøi 10. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

( )
4 4

22 2
2 2

x y m 1

x y m 1x y 2
x y x y

 + = +

 + −
 + − =
 + +

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x y 0+ ≠ .  
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
224 4 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

x y m 1 x y 2xy 2x y m 1

1 2x y 1x y 2 2x yx y 2x y x y
x y

  + = + + − − = +   ⇔ +
+ − =  + =+ +  +

. 

Suy ra x y 0,xy 0+ > ≠  vaø 
2 2

2 2
2 2

2x yx y 0 2 x y 0 2 xy 2
2 x y

+ = > ⇔ − > ⇔ − < <
−

 

Maët khaùc: 

  ( )
22 22 4 4 2 2 5 5

2 2
2x yx y 4xy 4xy 4x y 16xy 16x y 4x y

2 x y

 
+ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ − +  − 

. 

( ) ( )( )4 4 3 3 3 3
3

xy 0
xy x y x y 4xy 4 0 xy xy 1 x y 4 0

1 xy 4

 ≤
⇔ − − + ≤ ⇔ − − ≤ ⇔ 

≤ ≤
. 

Suy ra ( ) )t xy,t 2;0 1; 2= ∈ −  . 

Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

( ) ( )

222 8 5
2 2

2 4 22 2

2t 16t tm 1 2t 2t 2t 16
2 t 2 t 2 t

   + = − − = + −   −   − − 

. 

Xeùt haøm soá 

( ) ( )
8 5

2
4 22 2

16t tf(t) 2t 16
2 t 2 t

= + −
− −

treân ( ) )2;0 1; 2−  . 



Ta coù : 

( )
( )

10 9 8 7 6 5 4 3 2

52

4t t 4t 10t 56t 24t 176t 80t 160t 80t 32
f '(t)

t 2

− − + − − − + + −
=

−
 

Chöùng minh ñöôïc ( )f '(t) 0, t 2;0> ∀ ∈ − vaø )f '(t) 0, t 1; 2> ∀ ∈ . 

Suy ra giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø  

x 2

t 2

lim f(t) m 1 f(0)
0 m 1 m 1

m 1
f(1) m 1 lim f(t) m 1 2 m 1

+
→−

−
→

 > + >
  < + > −

⇔ ⇔ ⇔ > −  ≤ + < + ≥ ≥ 


. 

Vaäy m 1> − laø giaù trò caàn tìm.      

Baøi 11. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 2 2

x m y m 2

x y 2m

 + + + =


+ =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x m 0,y m 0+ ≥ + ≥ .  

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
( )

2

2 2

x y 2m 2 xy m x y m 4

x y 2xy 2m

 + + + + + + =

 + − =

. 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

heä phöông trình trôû thaønh: 

 

2

2

2 2 2
2

SS 2m 2 mS 4S 2m 2 P mS m 4 2
S 2P 2m SP m

2


 + + + = + + + + = ⇔ 

 − = = −

. 

( ) ( )
2

2 2 2
2

2
2

2

4 2m S 0S2 mS 4 2m S S2 4 mS 4 2m 2 4 2m S S
2SP m

2 SP m
2


 − − ≥ 

 + = − −    ⇔ ⇔ + = − − − +       = −   = −

. 



( )22

2
2

4 2m S 0

S 8S 4 2m

SP m
2


 − − ≥
⇔ + = −

 = −

. 

Heä phöông trình coù nghieäm: 

( )( )

2

2
22

2 2
2 2 2 2

2 2

S 4P x y 2m 0 S 2m 0S 2m 04 2m S 0 x m y m 0 SP mS m 0 mS 0SP m 2S2 S 4 m 4m S 4m S2x m 0 4 2m S 4 2m S4 2m Sy m 0

 ≥  + + ≥  + ≥ + ≥− − ≥ + + ≥  + + ≥ + ≥   ⇔ = − ⇔ ⇔ ⇔    
≥ −  ≥     ≥+ ≥     − ≥   − ≥− ≥+ ≥ 

 

Keát hôïp vôùi ( )22S 8S 4 2m+ = − suy ra 1 m 2
2
≤ ≤ . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø 1 ;2
2
 
 
 

.        

Baøi 12. Tìm m ñeå heä phöông trình x y 2 2

x y 4 2xy

2 m x y x y 5 x y+

 + + =

  = + + + + + +   

 coù 

nghieäm ( )x,y  thoûa maõn x,y 1≥ . 

Lôøi giaûi 

Ta coù: ( ) ( )2 2 2 2 xy 4
x y 4xy 2xy 4 4xy x y 5xy 4 0

xy 1
 ≥

+ ≥ ⇔ − ≥ ⇔ − + ≥ ⇔  ≤
. 

Suy ra t x y 4= + ≥  do x,y 1≥ . 

Khi ñoù phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 
( )2x y2 m x y 2xy x y 5 x y+  

= + − + + + + + 
   

t 2 t 22 m t 1 t m 2 t 1 t  (1)   ⇔ = + + ⇔ = + −   
   

 

Xeùt haøm soá t 2f(t) 2 t 1 t = + − 
 

treân )4; +∞ , ta coù: 



t 2 t t 2

2 2

t 1f '(t) 2 ln2 t 1 t 2 1 2 t 1 t ln2 0, t 4
t 1 t 1

         = + − + − = + − − > ∀ ≥         + +   
 

Vaäy f(t)  laø haøm ñoàng bieán treân )4; +∞  

Do ñoù ( )f(t) f(4) 16 17 4 , t 4≥ = − ∀ ≥ . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm ( )t 4 m 16 17 4≥ ⇔ ≥ − .            

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø ( ) )16 17 4 ; − +∞
.  

Baøi 13. Cho heä phöông trình 
x 1 y 1 3

y x 1 x y 1 x 1 y 1 m

 + + + =


+ + + + + + + =
 

a) Giaûi heä phöông trình vôùi m 6= . 
b) Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä treân coù nghieäm. 

Lôøi giaûi 

a) Vôùi m 6=  heä phöông trình trôû thaønh: 

 
x 1 y 1 3

y x 1 x y 1 x 1 y 1 6

 + + + =


+ + + + + + + =
. 

( ) ( )
x 1 y 1 3

x 1 y 1 y 1 x 1 6

 + + + =⇔ 
+ + + + + = ( )

x 1 y 1 3

x 1 y 1 x 1 y 1 6

 + + + =⇔ 
+ + + + + =

. 

x 1 y 1 3

x 1 y 1 2

 + + + =⇔ 
+ + =

x 1 2 x 3
y 1 1 y 0

x 0x 1 1
y 3y 1 2

 + =  =  + = = ⇔ ⇔   = + =   =+ =

. 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm laø ( ) ( ) ( )x;y 0;3 ; 3;0= .     

b)  Ñieàu kieän: x,y 1≥ − . 

Ñaët ( )u x 1
, u,v 0

v y 1

 = + ≥
= +

heä phöông trình trôû thaønh: 



( ) ( ) ( )2 2

u v 3u v 3 u v 3
mu 1 v v 1 u u v m uv u v m uv
3

 + = + =  + =  ⇔ ⇔  − + − + + = + = =  

. 

Suy ra u,v laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 2 mt 3t 0 (1)
3

− + =  

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm khoâng aâm. 

4m9 0
3 27S 3 0 0 m

4
mP 0
3


∆ = − ≥
⇔ = ≥ ⇔ ≤ ≤

 = ≥


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 270;
4

 
 
 

.          

Baøi 14. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 

2 2
2 2

1 1x y 5
x y

1 1x y m
x y


+ + + =



 + + + =


 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2

1 1 1 1x y 5 x y 5x y x y
1 1 21 m1 1 x yx y m 4 x y 2x y

 + + + = + + + = 
 ⇔ 

   −     + + =+ + + = +            

. 

Ñaët ( )
1u x
x , u 2, v 2
1v y
y


= + ≥ ≥

 = +


 heä phöông trình trôû thaønh: 



u v 5
u,v21 muv

2

 + =
 ⇒ −

=

laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

2 221 mt 5t 0 m 2t 10t 21 (1)
2
−

− + = ⇔ = − +  

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm t 2≥ . 

Xeùt haøm soá 2f(t) 2t 10t 21= − + treân ( ); 2 2; −∞ − +∞  , ta coù: 

5f '(t) 4t 10;f '(t) 0 t
2

= − = ⇔ = . 

Laäp baûng bieán thieân suy ra ñeå (1) coù hai nghieäm 
m 49

t 2 17 m 9
2

 ≥
≥ ⇔  ≤ ≤


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 
m 49
17 m 9
2

 ≥

 ≤ ≤


.             

Baøi 15. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 

3 3
3 3

1 1x y 5
x y

1 1x y m
x y


+ + + =



 + + + =


. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

3 3

1 1x y 5
x y

1 1 1 1x 3 x y 3 y m
x x y y


+ + + =



        + − + + + − + =              

. 

3

1 1x y 5
x y

1 1 1 1 1 1x y 3 x y x y m 15
x y x y x y


+ + + =

⇔ 
      + + + − + + + + + = +          

. 



1 1 1 1x y 5 x y 5
x y x y

1 1 1 1 110 m125 15 x y m 15 x y
x y x y 15

 
+ + + = + + + = 

 ⇔ ⇔ 
      − − + + = + + + =            

. 

Ñaët ( )
1u x
x , u 2, v 2
1v y
y


= + ≥ ≥

 = +


 heä phöông trình trôû thaønh: 

u v 5
u,v110 muv

15

 + =
 ⇒ −

=

laø hai nghieäm cuûa heä phöông trình: 

2 2110 mt 5t 0 m 15t 75t 110 (1)
15
−

− + = ⇔ = − + . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm 
m 320

t 2 65 m 20
4

 ≥
≥ ⇔  ≤ ≤


.        

Baøi 16. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 

4 4
4 4

1 1x y 5
x y

1 1x y m
x y


+ + + =



 + + + =


 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

4 2 4 2

1 1x y 5
x y

1 1 1 1x 4 x 2 6 y 4 y 2 6 m
x x y y


+ + + =


               + − + − − + + − + − − =                     

. 

Ñaët ( )
1u x
x , u 2, v 2
1v y
y


= + ≥ ≥

 = +


 heä phöông trình trôû thaønh: 



( )4 4 2 2 2 2

u v 5 u v 5
u v 4 u v 4 m m 2u v 92uv 529

 + =  + = ⇔ + − + + = = − + 
. 

Baøi toaùn naøy khaùc caùc baøi toaùn treân ta ta xöû lyù ñöa veà moät aån. 

Ta coù 
u 7

u 7
v 5 u v 5 u 2 2 u 3

u 3
u 2

 ≥
 ≥ = − ⇒ = − ≥ ⇔ ⇒ ≤ ≤ ≤  ≤ −

. 

Thay v 5 u= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )22m 2u 5 u 92u 5 u 529 (1)= − − − + . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm thoûa maõn 
u 7
2 u 3
u 2

 ≥
 ≤ ≤
 ≤ −

.   

Xeùt haøm soá ( ) ( )22f(u) 2u 5 u 92u 5 u 529= − − − + vôùi 
u 7
2 u 3
u 2

 ≥
 ≤ ≤
 ≤ −

. 

Tính ñaïo haøm vaø laäp baûng bieán thieân suy ra giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø: 
m 2209
257 m 49

8

 ≥

 ≤ ≤


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 
m 2209
257 m 49

8

 ≥

 ≤ ≤


.       

Baøi 17. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

5 5
5 5

1 1x y 5
x y

1 1x y m
x y


+ + + =



 + + + =


. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: xy 0≠ . Ñaët ( )
1u x
x , u 2, v 2
1v y
y


= + ≥ ≥

 = +


. 



Ta coù: 
5 3

5 5 3
5

1 1 1 1 1x x 5 x 3 x 10 x u 5u 5u
x x x xx

         + = + − + − + − + = − +                
; 

Vaø 
5 3

5 5 3
5

1 1 1 1 1y y 5 y 3 y 10 y v 5v 5v
y y y yy

         + = + − + − + − + = − +                
   

Heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 
5 3 5 3

u v 5

u 5u 5u v 5v 5v m

 + =


− + + − + =
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 3 2 2

3

u v 5

u v 5uv u v 3uv u v 10u v u v

5 u v 3uv u v 5 u v m


 + =

  ⇔ + − + − + − +  

 
  − + − + + + =   

 

( )2 2

u v 5

m 25 u v 22uv 101

 + =⇔  = − +
. 

Thöïc hieän töông töï baøi toaùn treân ta tìm ñöôïc 
m 15125
1025 m 125
16

 ≥

 ≤ ≤


.     

Baøi 18. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

( )

( )2 2
2 2

1x y 1 5
xy

1x y 1 m
x y

  
+ + =  

 
   + + =   

 

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≠ . 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

2 2
2 2

2 2

1 11 1 x y 5x y 5 x yx y
1 1 1 1x y m x y m 4

x y x y

 + + + =+ + + = 
 ⇔ 

    + + + = + + + = +        

 



2

1 1 1 1x y 5 x y 5x y x y
1 1 21 m1 1 1 1 x yx y 2 x y m 4 x y 2x y x y

 + + + = + + + = 
 ⇔ ⇔ 

   −      + + =+ + + − + + = +              

 

Suy ra 1 1x ;y
x y

+ + laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

2 221 mt 5t 0 m 2t 10t 21 (1)
2
−

− + = ⇔ = − +  

Ta coù 1 1x 2, y 2
x y

+ ≥ + ≥ . Do ñoù heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 

(1) coù nghieäm t 2≥ . 

Xeùt haøm soá 2f(t) 2t 10t 21= − + treân ( ); 2 2; −∞ − +∞  . 

Ta coù: 5f '(t) 4t 10;f '(t) 0 t
2

= − = ⇔ = . 

Baûng bieán thieân: 
t 

  −∞   2−    2    5
2

   +∞   

f '(t)                    −               −              0                +   
f(t)            +∞       9                                         +∞   

 

                          49                          17
2

  

Döïa vaøo baûng bieán thieân suy ra 17m
2

≥ laø giaù trò caàn tìm.   

Baøi 19. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

( )

( )

2
2 2

3
3 3

1x y 1 8
xy

1x y 1 m
xy

   + + =   

  

+ + =  
 

. 

 
 
 



Lời giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )

( )

2 2
2 2

3 3
2 2 3 3

2 1x y 1 8
xy x y

3 3 1x y 1 m
xyx y x y

  
+ + + =     


  + + + + =   
   

2 2
2 2

2 2
3 3

2 2 3 3

1 1 2x 2yx y 8
y xx y

3x 3y 3x 3y 1 1x y m
y xy x x y


+ + + + + =

⇔ 
 + + + + + + + =


2 2

3 3

1 1x y 8
y x

1 1x y m
y x

    + + + =      ⇔ 
   

+ + + =   
   

 

Ñaët 

1u x
y
1v y
x


= +


 = +

  

Tröôùc tieân xeùt heä phöông trình:

1u x
xy 1 uy uy vxy
xy 1 vx xy 1 vx1v y

x


= +  + = = ⇔ ⇔  

+ = + =  = +

. 

TH1: Neáu u 0 v 0= ⇒ = (do x 0≠ ).  
Khi ñoù heä phöông trình coù nghieäm xy 1= − . 

TH2: Neáu vxu 0 y
u

≠ ⇒ =  thay vaøo phöông trình thöù hai ta ñöôïc: 

2
2vx 1 vx vx uvx u 0 (1)

u
+ = ⇔ − + =  

Heä coù nghieäm khi phöông trình (1) coù nghieäm 2 2 uv 4
u v 4uv 0

uv 0
 ≥

⇔ − ≥ ⇔  ≤
.        

Vaäy ta caàn tìm ñieàu kieän cuûa tham soá sao cho 
uv 4
uv 0
 ≥
 ≤

.  

Thay u,v vaøo heä ta ñöôïc: 

 
( )( )

( )
( )( )

22 22 2

2 23 3

u v 8 u v 2uv 8u v 8
u v u v uv 16u v m u v 8 uv m

 + = + − =+ =  ⇔ ⇔  
+ + − =+ = + − =    

. 



( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2
2

2 3

u v 8 u v 8uv uv2 2
u v 8 u vu v 8 m m 12 u v2 2

 + −  + −=  = ⇔ ⇔  + −  − + + − =  = + +     

. 

Ñaët ( )2S u v
, S 4P

P uv
 = +

≥
=

 khi ñoù 

2

3

S 8P
2
Sm 12S (2)
2

 −
=


 = − +

.  

Ta coù: 
2

2

2
2

2

S 8S 4.
2 4 S 4 2 2 S 2 2S 4P

S 8 S 4 S 4P uv 4 4
2 S 4P uv 0 2 2 S 2 2S 8 0
2

 −
≥

− ≤ ≤  − ≤ ≤≥    −  ≥⇔ ⇔ ⇔ = −   = ≥ ≥     == ≤ − ≤ ≤    − ≤


. 

Vaäy ñeå heä phöông trình coù nghieäm ta caàn tìm m ñeå phöông trình (2) coù 

nghieäm thoûa maõn 
2 2 S 2 2

S 4
S 4

− ≤ ≤


= −
 =

. 

Xeùt haøm soá ( )
3Sf S 12S

2
= − + vôùi 

2 2 S 2 2
S 4
S 4

− ≤ ≤


= −
 =

 

Ta coù: 
23Sf '(S) 12 ;f '(S) 0 S 2 2

2
= − = ⇔ = ± . 

Laäp baûng bieán thieân suy ra: 

( )
( )

( ) ( )

m f 4 m 16
m f 4 m 16 16 2 m 16 2

16 2 m 16 2f 2 2 m f 2 2

 = −  = −
 = ⇔ = ⇔ − ≤ ≤
 − ≤ ≤− ≤ ≤

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø 16 2;16 2 −  .        

 
 



Baøi 20. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù ñuùng hai nghieäm: 

2 2

x xy y m

x y xy 1 2m

 + + =


+ + = −  
Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

2 2

S P m P m S

S P 1 2m S S 1 m

 + = = − ⇔ 
− = − + = −  

 

Heä phöông trình coù ñuùng hai nghieäm: 

( )2 2 2S 4P S 4 m S S 4S 4m⇔ > ⇔ > − ⇔ + > . 

Maët khaùc: 

( )2 2 2 2
2Sm 1 S S (1) S 4S 4 1 S S 5S 8S 4 0 5

S 2


>= − − ⇒ + > − − ⇔ + − > ⇔ 
< −

. 

Vaäy heä phöông trình coù ñuùng hai nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 
2S
5

S 2


>


< −

. 

Xeùt haøm soá 2f(S) 1 S S= − − treân ( ) 2 11;2 ; m
5 25

 
−∞ +∞ ⇒ < 

 
 . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø 11;
25

 
−∞ 
 

.         

Baøi 21. Cho heä phöông trình 
( )

( )

2 2

2

x y 2 1 m

x y 4

 + = +

 + =

. 

a) Chöùng minh raèng neáu ( )0 0x ;y  laø nghieäm cuûa heä thì ( )0 0x ; y− −  cuõng laø 

nghieäm cuûa heä. Töø ñoù tìm ñieàu kieän caàn ñeå heä coù nghieäm duy nhaát. 
b) Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m  ñeå heä coù nghieäm duy nhaát. 

Lôøi giaûi 
Neáu ( )x;y laø nghieäm cuûa heä thì ( )y;x  cuõng laø nghieäm cuûa heä. Vì vaäy heä 

phöông trình coù nghieäm duy nhaát tröôùc tieân phaûi coù x y= . 

Khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 
( )2

2

2x 2 1 m
m 0

4x 4

 = + ⇔ =
 =

 



Ngöôïc laïi vôùi m 0= heä luoân coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 1; 1 ; 1;1= − − . 

Vaäy khoâng toàn taïi giaù trò cuûa tham soá ñeå heä coù nghieäm duy nhaát.        

Baøi 22. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 2x y m

x y xy 1

 + =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )2 2 2 2x y m 1 (1)x y 2xy m 1 xy 2xy m
x y 1 xyx y xy 1 x y 1 xy

     = −+ − = + − =⇔ ⇔  
+ = + + − = + = +  

. 

Heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

( ) ( ) ( )2 2 2
x y 4xy 1 xy 4xy xy 1 0+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ − ≥  luoân ñuùng. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm m 1 0 m 1⇔ − ≥ ⇔ ≥ . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 1≥ . 

Baøi 23. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm ( )5 x y 4xy 4

x y xy 1 m

 + − =


+ − = −
. 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

5S 4P 4 S 4m
S P 1 m P 5m 1
 − = =

⇔ 
− = − = − 

. 

Heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

( )2 2
m 1

S 4P 16m 4 5m 1 1m
4

 ≥
≥ ⇔ ≥ − ⇔  ≤


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø )1; 1;
4

 
−∞ +∞  

 
 . 

Baøi 24. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù ba nghieäm phaân bieät: 

( )3 3

x y 1

x y m x y

 + =


− = −
 

 
 

Lôøi giaûi 



Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )( )2 2
2 2

2 2

1x
2x y 1x y 1 1yx y 2x y x xy y m 0

x xy y m 0 x y 1
 (1)

x xy y m 0


= + =  + =   = =⇔ ⇔   − + + − =    + + − =  + = 


+ + − =

 

Heä phöông trình coù ba nghieäm phaân bieät (1)⇔ coù hai nghieäm phaân bieät 

khaùc 1 1;
2 2

 
 
 

. 

Ta coù 
2

y 1 x
(1)

x x 1 m 0 (2)

 = −⇔ 
− + − =

 

(1)  coù hai nghieäm phaân bieät khaùc 
( )1 4 1 m 0

1 3m1 12 41 m 0
4 2

∆ = − − >
⇔ ⇔ >

− + − ≠


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 3m
4

> . 

Baøi 25. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm ( )
x xy y m 2
xy x y m 1
 + + = +
 + = +

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )

x y m 1
x y xy m 2 xy 1
xy x y m 1 x y 1

xy m 1

 + = +
 + + = + = ⇔ + = +  + = 
 = +

 

Heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi: 

( ) ( )
( )

2
2

2

m 1m 1 4.1
x y 4xy 3m1 4. m 1 4

 ≥ + ≥ + ≥ ⇔ ⇔  ≤ −≥ +  

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø )3; 1;
4

 
−∞ − +∞  

 
 . 

Baøi 26. Chöùng minh raèng vôùi moïi giaù trò cuûa tham soá m thì heä phöông trình 



sau luoân coù nghieäm: 
( ) 2

x y xy 2m 1

xy x y m m

 + + = +


+ = +
 

Tìm m ñeå heä phöông trình ñaõ cho coù nghieäm duy nhaát. 
Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

x y m 1
x y xy 2m 1 xy m
xy x y m m 1 x y m

xy m 1

 + = +
 + + = + = ⇔ + = +  + = 
 = +

. 

Vôùi x y m 1,xy m+ = + = ta coù: 

( ) ( ) ( )2 2 2
x y 4xy m 1 4m m 1 0, m+ − = + − = − ≥ ∀ . 

Vaäy heä phöông trình luoân coù nghieäm. 
Tìm m ñeå heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát. 
+ Ñieàu kieän caàn: 
Heä coù nghieäm ( )x;y thì ( )y;x cuõng laø nghieäm cuûa heä vì vaäy heä coù nghieäm 

duy nhaát ta phaûi coù x y= . 

Khi ñoù ( ) ( )
( )

2
2

2

m 1m 1 4m
x y 4xy

m 2 2 2m 4 m 1

  =+ =+ = ⇔ ⇔  = ±= + 

. 

+  Ñieàu kieän ñuû: 
-  Vôùi m 1= heä phöông trình trôû thaønh:  

x y 2
xy 1 x 1

y 1x y 1
xy 2

 + =


=  = ⇔  = + = 
 =  

heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 1;1=  neân m 1=  thoûa maõn.    

-  Vôùi m 2 2 2= − heä phöông trình trôû thaønh: 

x y 3 2 2

xy 2 2 2

x y 2 2 2

xy 3 2 2

 + = −
 = −
 + = −


= −  

heä naøy coù hai nghieäm ( ) ( ) ( )x;y 1;2 2 2 ; 2 2 2;1= − −  neân 

khoâng thoûa maõn.   



-  Vôùi m 2 2 2= + heä phöông trình coù nhieàu hôn moät nghieäm neân khoâng 
thoûa maõn. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 1= . 

Baøi 27. Tìm m ñeå heä phöông trình coù nghieäm ( )x;y ,x 4≥
x y 3

x 5 y 5 m

 + =


+ + + =
 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 4,y 0≥ ≥ . 

Ñaët ( )u x,v y, u 2,v 0= = ≥ ≥ heä phöông trình ñaõ cho trôû thaønh: 

( )

u 2,v 0
2 2

22

v 3 uu v 3
2 u 3

u 5 v 5 m
u 5 3 u 5 m (1)

≥ ≥


= − + = ←→ ≤ ≤ 

+ + + = 
 + + − + =

. 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm u 2;3 ∈  .   

Xeùt haøm soá ( )22f(u) u 5 3 u 5= + + − + treân 2;3   , ta coù: 

( )
( ) ( )2 2

2 2

u u 3 3f '(u) ;f '(u) 0 u u 3 5 3 u u 5 u
2u 5 u 3 5

−
= + = ⇔ − + = − + ⇔ =

+ − +
 

Ta coù f(2) 3 6,f(3) 5 14= + = + . 

Suy ra 3 6 m 5 14+ ≤ ≤ + . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 3 6; 5 14 + +  .          

Baøi 28. Chöùng minh raèng heä phöông trình sau luoân coù nghieäm vôùi moïi giaù trò 

cuûa tham soá: 
2 2 2

x y m 1

x y xy 2m m 3

 + = +


+ = − −
 

 
 
 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( ) ( )( )
x y m 1
xy x y m 1 2m 3
 + = +
 + = + −

. 

TH1: Neáu m 1= − heä phöông trình coù nghieäm ( ) ( )x;y 0;0= . 

TH2: Neáu m 1≠ − heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 



( ) ( ) ( )2 2 2x y m 1
x y 4xy m 1 4 2m 3 m 6m 13 0, m

xy 2m 3
 + = +

⇒ + − = + − − = − + > ∀
= −

 

Vaäy heä phöông trình luoân coù nghieäm .      

Baøi 29. Cho heä phöông trình 
2 2 2

x y m

x y 6 m

 + =


+ = −
. 

Giaû söû heä coù nghieäm ( )x;y  tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc: 

( )P xy 2 x y= + + . 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )2 22

x y m x y m

xy m 3x y 2xy 6 m

 + =  + = ⇔ 
= −+ − = −  

. 

Heä phöông trình coù nghieäm: 

( ) ( )2 2 2x y 4xy m 4 m 3 2 m 2⇔ + ≥ ⇔ ≥ − ⇔ − ≤ ≤ . 

Khi ñoù ( ) ( )22P xy 2 x y m 3 2m m 1 4 4= + + = − + = + − ≥ − . 

Daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi m 1= − . 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 1= − .      

Baøi 30. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 2

4 4

x y m

x y 3m 2

 + =


+ = −
. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( )
2 22 2

222 2 2 2 2 2

x y mx y m
m 3m 2x y 2x y 3m 2 x y

2

 + =+ = ⇔  − ++ − = − =  

. 

Suy ra 2 2x ,y laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 
2

2 m 3m 2t mt 0 (1)
2

− +
− + = . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm khoâng aâm. 



2
2

2

m 3m 2m 4. 0 3 5 m 3 52 2 m 3 5
S m 0 m 0

3 5 m 1m 2m 3m 2P 0
m 12

 − + ∆ = − ≥ − ≤ ≤ +  ≤ ≥ + ⇔ = ≥ ⇔ ≥ ⇔  
 − ≤ ≤   ≥− + = ≥   ≤ 

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 2;3 5 3 5;1   + −    .       

Baøi 31. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
x y m

x y xy m

 + =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 0≥ ≥ . 

Ñaët ( )u x,v y, u,v 0= = ≥ heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
222 2

u v mu v mu v m
m mu v uv m u v 3uv m uv

3

 + = + = + =  ⇔ ⇔   −+ − = + − = =    

. 

Suy ra u,v laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 
2

2 m mt mt 0 (1)
3
−

− + = . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm khoâng aâm. 
2

2

2

m mm 4. 0
3 m 0

S m 0
1 m 4

m mP 0
3

 −
∆ = − ≥
  =⇔ = ≥ ⇔  ≤ ≤ − = ≥


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø { }1;4 0    .         

Baøi 32. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù ñuùng hai nghieäm: 

( )
( )

2 2

2

x y 2 m 1

x y 4

 + = +

 + =

. 

Lôøi giaûi 



Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
( )2 2x y 2 m 1  (1)

x y 2 0  (2)
x y 2 0 (3)

 + = +

 + − =
 + + =

 

Phöông trình (1) laø phöông trình ñöôøng troøn ( )C coù taâm laø goác toïa ñoä ( )O 0;0 , 

baùn kính ( ) ( )R 2 m 1 , m 1= + > − . 

Phöông trình (2) vaø (3) töông öùng laø hai ñöôøng thaúng 1d : x y 2 0+ − = vaø 

2d : x y 2 0+ + = . 

Ta coù ( ) ( )1 2d O;d d O;d 2= = neân heä coù ñuùng hai nghieäm xaûy ra khi vaø chæ khi: 

Caû hai ñöôøng thaúng 1 2d ,d tieáp xuùc vôùi ( )C . 

( )
( )

( )

( )

2 21

2

2 2

2
2 m 1

d O;d R 1 1 m 0
d O;d R 2

2 m 1
1 1


 = +

 =  +⇔ ⇔ ⇔ = 
= −  = +

+

. 

Nhaän xeùt. Neáu ( ) ( )1 2d O;d d O;d≠ ta xeùt hai tröôøng hôïp nöõa ñoù laø 

TH2: Ñöôøng thaúng 1d caét ñöôøng troøn ( )C , ñöôøng thaúng 2d khoâng coù ñieåm 

chung vôùi ( )C . 

TH3: Ñöôøng thaúng 2d caét ñöôøng troøn ( )C , ñöôøng thaúng 1d khoâng coù ñieåm 

chung vôùi ( )C .      

Baøi 33. Tìm m ñeå heä phöông trình sau ( )3 3x y m x y

x y 1

 − = −


+ = −
 coù ba nghieäm 

phaân bieät ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3x ;y , x ;y , x ;y trong ñoù 1 2 3x ,x ,x laäp thaønh caáp soá coäng 

vaø coù hai soá coù trò tuyeät ñoái lôùn hôn 1. 
Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

 

( )( )2 2

2 2

1x y
2x y x xy y m 0

x y 1x y 1
x xy y m 0


= = − − + + − = ⇔  + = − + = − 
+ + − =

. 



( ) ( )2 22

1 1x y x y2 2
y 1 x y 1 x

x x 1 m 0 (1)x x 1 x 1 x m 0

 = = − = = − 
 ⇔ ⇔ = − −  = − −  

+ + − =+ − − + − − − =  

. 

Yeâu caàu baøi toaùn töông ñöông vôùi (1) coù hai nghieäm phaân bieät 1 2x ,x thoûa maõn: 

( )
1 2

1

2

1 4 1 m 0
1 1 1x x 2. 1
2

1 4m 3 1x 1 m 3
2

x 1
1 4m 3 1

2

∆ = − − >
   − = −+ = − = −  
  − − −  >> ⇔ ⇔ > 

 
> 

− + −  > 


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( )3;+∞ .       

Baøi 34. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 2

x y xy m

x y m

 + + =


+ =
. 

Lôøi giaûi 

Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

( )22 2

P m SS P m P m S
S 2 m S mS 2P m S 2S 3m

 = − + = = −  ⇔ ⇔  
− − =− = + =  

. 

Ta coù: ( )2 2 2S 4P S 4 m S S 4S 4m≥ ⇔ ≥ − ⇔ + ≥ . 

Maët khaùc 
2S 2Sm

3
+

= do ñoù 
2

2 2S 2SS 4S 4. S 4S 0 0 S 4
3
+

+ ≥ ⇔ − ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Suy ra 
2S 2Sm 0;8

3
+  = ∈  . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 0;8   .        

Baøi 35. Cho heä phöông trình 
2 2x xy y m 6

2x xy 2y m

 + + = +


+ + =
. 

a) Tìm m ñeå heä phöông trình ñaõ cho coù nghieäm. 
b) Tìm m ñeå heä phöông trình ñaõ cho coù nghieäm duy nhaát 

Lôøi giaûi 



a) Ñaët ( )2S x y
, S 4P

P xy
 = +

≥
=

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh: 

2 2S 2P P m 6 S 2S 2m 6 (1)
2S P m P m 2S

  − + = + + = +⇔ 
+ = = −  

. 

Ta coù: ( )2 2 2S 4P S 4 m 2S S 8S 4m≥ ⇔ ≥ − ⇔ + ≥ . 

Maët khaùc: 
2S 2S 6m

2
+ −

= suy ra: 

2
2 2S 2S 6S 8S 4. 2S 8S 24 0 2 S 6

2
+ −

+ ≥ ⇔ − − ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 2 S 6− ≤ ≤ . 

Xeùt haøm soá 
2S 2S 6f(S)

2
+ −

= treân 2;6 −  , ta coù: 

f '(S) S 1;f '(S) 0 S 1= + = ⇔ = − . 

Ta coù: 7f( 2) 3;f(6) 21;f( 1)
2

− = − = − = − . 

Suy ra giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 7 ;21
2

 
− 
 

. 

b) Neáu heä coù nghieäm ( )x;y thì ( )y;x cuõng laø nghieäm cuûa heä ñaõ cho. Vì vaäy ñeå 

heä coù nghieäm duy nhaát tröôùc tieân phaûi coù x y= . Khi ñoù heä phöông trình trôû 

thaønh: 
2 2 2

2 2 2 2

3x m 6 m 3x 6 m 3x 6 x 1,m 3
x 3,m 21x 4x m x 4x 3x 6 2x 4x 6 0

   = + = − = − = − = −  ⇔ ⇔ ⇔    = =+ = + = − − − =     
. 

TH1: Neáu m 3= − khi ñoù heä trôû thaønh:  

2 2
x 1,y 1

x xy y 3 x 3,y 3
2x xy 2y 3

x 3,y 3

 = − = −
  + + = ⇔ = − =

+ + = −  = = −

neân khoâng thoûa maõn. 

TH2: Neáu m 21= : khi ñoù heä trôû thaønh: 
2 2 x 3x xy y 27

y 32x xy 2y 21

  = + + = ⇔ 
=+ + = 

  

Heä coù nghieäm duy nhaát neân thoûa maõn. 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 21= .                



Baøi 36. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm x 3 x 1 3 y 2 y
x y m

 − + = + −


+ =
.  

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän : x 1,y 2≥ − ≥ − . 

Vieát laïi heä döôùi daïng : ( )x y 3 x 1 y 2

x y m

 + = + + +

 + =

. 

Ñaët ( )u x 1
, u,v 0

v y 2

 = + ≥
= +

khi ñoù heä phöông trình trôû thaønh : 

 

( ) ( )2 2

2 22 2

3 u v mu v 3 3 u v

u v m 3u v 3 m

  + =+ − = + ⇔ 
+ = + + − = 

 

( ) ( )2 2 2 2

mu v
3

u v u v 1 muv m 3
2 2 9


+ =


⇔  + − +   = = − −   

 

. 

Khi ñoù u,v laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 
2

2 m 1 mt t m 3 0 (1)
3 2 9

 
− + − − =  

 
. 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù hai nghieäm khoâng aâm. 
2 2

2

m m2 m 3 0
9 9

m 9 3 210 m 9 3 15
3 2
1 m m 3 0
2 9

  
∆ = − − − ≥    


+⇔ ≥ ⇔ ≤ ≤ +

  

− − ≥     

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 9 3 21 ;9 3 15
2

 +
+ 

  
.  

 
 
 



Baøi 37. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc x,y 0≠ : 

( ) 2 2

3 3

xy x y x xy y

1 1 m
x y

 + = − +



+ =


 

Lôøi giaûi 
Töø phöông trình ñaàu cuûa heä ta coù: 

( ) 2 2

2 2 2 2 2 2

xy x y x xy y 1 1 1 1 1
x y xyx y x y x y

+ − +
= ⇔ + = − + . 

Ñaët ( )1 1u ,v , u,v 0
x y

= = ≠ khi ñoù 2 2u v u uv v+ = − +  ; 

Vaø ( )( ) ( )23 3 2 2m u v u v u uv v u v= + = + − + = + . 

Heä phöông trình trôû thaønh: 
( )

2 2

2

u v u uv v

u v m

 + = − +


+ =
. 

Tröôùc tieân ta phaûi coù m 0≥ vaø ñeå yù: 
2 2

2 2 v 3vu v u uv v u 0, u,v 0
2 4

 
+ = − + = − + > ∀ ≠ 

 
 

Vieát laïi heä phöông trình döôùi daïng : 

( )
( )

( ) ( )22

2

m mu v u vu v u v 3uv uvuv 33
u v m u v mu v m

  −+ − ++ = + −  =  =⇔ ⇔  
  + = + = + = 

. 

Khi ñoù u,v laø hai nghieäm cuûa heä phöông trình: 2 m mt mt 0 (1)
3
−

− + =  

Heä coù nghieäm thoûa maõn yeâu caàu treân (1)⇔ coù nghieäm u,v 0≠ . 

m mm 4. 0 0 m 163
m 1m mP 0

3

 −
∆ = − ≥  < ≤⇔ ⇔ 

≠−  = ≠

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( ) (0;1 1;16 .  



Chuû ñeà 2.       HEÄ ÑOÁI XÖÙNG LOAÏI II 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

Phöông phaùp giaûi vaø bieän luaän gioáng nhö giaûi heä phöông trình ñoái xöùng loaïi 
II ñoù laø tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 

2 3 2

2 3 2

3x y 2y my

3y x 2x mx

 = − +


= − +
. 

Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 
Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo heä ta ñöôïc 03 2
0 0 0 2

0 0

x 0
x 5x mx 0

x 5x m 0(*)

 =
− + = ⇔ 

− + =
 

Heä coù nghieäm duy nhaát thì (*) hoaëc voâ nghieäm hoaëc coù nghieäm keùp x 0= , 

ñieàu naøy töông ñöông vôùi: 
25 4m 0

25m25 4m 0
4

m 0

∆ = − <
 ⇔ >∆ = − = =

. 

+  Ñieàu kieän ñuû: 

Vôùi 25m
4

> , khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

( ) ( )

22 2

22 2

3x y y 2y m y y 1 m 1 0
x,y 0

3y x x 2x m x x 1 m 1 0

  = − + = − + − ≥    ⇒ ≥
  = − + = − + − ≥   

. 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) ( )2 2x x 5x m y y 5y m 0− + + − + = . 

2 2
5 25 5 25x x m y y m 0 x y 0
2 4 2 4

         ⇔ − + − + − + − = ⇔ = =            
. 

Vaäy vôùi 25m
4

> thì heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .   

Keát luaän: Vaäy 25m
4

>  laø nhöõng giaù trò caàn tìm. 



Baøi 2. Chöùng minh raèng heä phöông trình: 

x

2

y

2

ye 2014
y 1

xe 2014
x 1


= −

−

 = −

−

 coù ñuùng 2 nghieäm thoûa maõn x 0;y 0> > . 

 
Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: x 1, y 1> > . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 
x y x y

2 2 2 2

x y x ye e e e  (1)
x 1 y 1 x 1 y 1

− = − ⇔ − = −
− − − −

. 

Xeùt haøm soá t

2

tf(t) e
t 1

= −
−

treân ( ) ( ); 1 1;−∞ − +∞ , ta coù: 

( )
t

2 2

1f '(t) e 0, t 1
t 1 t 1

= + > ∀ >
− −

neân f(t) laø haøm soá ñoàng bieán treân moãi 

khoaûng ( ); 1−∞ − vaø ( )1;+∞ . 

Vôùi x 0,y 0> > ta coù (1) f(x) f(y) x y⇔ = ⇔ = . 
Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

x

2

xe 2014 0 (2)
x 1

− + =
−

. 

 Xeùt haøm soá x

2

xg(x) e 2014
x 1

= − +
−

lieân tuïc treân ( )1;+∞ , ta coù: 

( ) ( )
x x

22 2 2 2

1 3xg'(x) e ;g''(x) e 0, x 1
x 1 x 1 x 1 x 1

= − = + > ∀ >
− − − −

neân 

phöông trình g'(x) 0= coù toái ña moät nghieäm suy ra phöông trình g(x) 0= coù 

toái ña hai nghieäm treân ( )1;+∞ . 

Maët khaùc: 2
xx 1

2lim g(x) ;g(2) e 2014 0; lim g(x)
3+ →+∞→

= +∞ = − + < = +∞ . Do ñoù 

toàn taïi ( ) ( )1 2x 1;2 ,x 2;∈ ∈ +∞ sao cho 1 2g(x ) g(x ) 0= = hay phöông trình (2) 

coù ñuùng hai nghieäm treân ( )1;+∞ . Töø ñoù suy ra heä phöông trình coù ñuùng hai 

nghieäm x 0,y 0> > (ñpcm).                       



C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 

Baøi 1. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
x 1 y 2 m

y 1 x 2 m

 + + − =


+ + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2,y 2,m 0≥ ≥ ≥ . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 
( ) ( )x 1 y 2 y 1 x 2 0 x 1 y 1 y 2 x 2 0+ + − − + − − = ⇔ + − + + − − − =  

x y y x 0
x 1 y 1 y 2 x 2

− −
⇔ + =

+ + + − + −
. 

( ) 1 1x y 0
x 1 y 1 x 2 y 2

 
 ⇔ − − =
 + + + − + − 

 

x y⇔ = (do 1 1 0
x 1 y 1 x 2 y 2

− >
+ + + − + −

).    

Khi ñoù thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

x 1 x 2 m (1)+ + − = . 

Xeùt haøm soá f(x) x 1 x 2= + + − ñoàng bieán treân )2; +∞ neân 

f(x) f(2) 3≥ = vôùi moïi x 2≥ . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm m 3⇔ ≥ .        

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 3≥ .    

Baøi 2. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
2 2

2 2

x y m y

xy m x

 + =


+ =
.  

Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 
Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo heä ta ñöôïc: 2 3
0 0m x x  (1)= − . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi (1) coù nghieäm duy nhaát. 

Xeùt haøm soá 2 3
0 0 0f(x ) x x= − laäp baûng bieán thieân suy ra giaù trò cuûa m laø m 0< . 

 



+ Ñieàu kieän ñuû: 
Vôùi m 0< khi ñoù tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( )( )2 2 x y
xy x y y x x y xy x y 0

xy x y 0
 =

− = − ⇔ − + + = ⇔  + + =
. 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) 2 2xy x y 2m x y+ + = + . Do 2 2m 0,x y 0< + ≥ suy ra ( )xy x y 0+ > do ñoù 

xy x y 0+ + ≠ . Vì vaäy x y= . 

Vôùi x y= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 2 3m x x= − coù nghieäm 
duy nhaát vôùi moïi m 0< . 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 0< .               

Baøi 3. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
( )
( )

2

2

x 1 y m

y 1 x m

 + = +

 + = +

. 

Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 
Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 2
0 0m x x 1 (1)= + + . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi (1) coù nghieäm duy nhaát 
34m 3 0 m
4

⇔∆ = − = ⇔ = . 

+ Ñieàu kieän ñuû: Vôùi 3m
4

= heä phöông trình trôû thaønh: 

( )

( )

( )( )
( )

2

22

3 1x y x y 3 0x 1 y x
4 2

33 1x 1 yy 1 x y44 2

  − + + =+ = + = −   ⇔ ⇔  
+ = +  + = + = −  

(thoûa maõn). 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 3m
4

= .       

Baøi 3. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
3

3

x 2y x m

y 2x y m

 = + +


= + +
. 

 
 



Lôøi giaûi 
Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )3 3 2 2x y y x x y x xy y 1 0 y x− = − ⇔ − + + + = ⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
3 3x 3x m m x 3x (1)= + ⇔ = − . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát (1)⇔ coù nghieäm duy nhaát.  

Xeùt haøm soá 3f(x) x 3x= − vaø laäp baûng bieán thieân suy ra (1) coù nghieäm duy 
nhaát m 2⇔ > .     

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 2> . 
Nhaän xeùt. Heä phöông trình coù hai nghieäm m 2⇔ = − hoaëc m 2= . 
Heä phöông trình coù ba nghieäm phaân bieät 2 m 2⇔ − < < .      

Baøi 4. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
( )
( )

2

2

y x y 2m

x x y 2m

 − + =


− + =
. 

  Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 
Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 2
0 02m x 2x  (1)= − . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi (1) coù nghieäm duy nhaát 
1' 1 2m 0 m
2

⇔∆ = + = ⇔ = − . 

+ Ñieàu kieän ñuû: Vôùi 1m
2

= − heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

( )( )
( )

2

22

x y x y 0y x y 1 x 1
y 1x x y 1x x y 1

  − + =− + = −  = ⇔ ⇔  
=− + = −− + = −  

(thoûa maõn). 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 1m
2

= − .       

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù hai nghieäm thöïc phaân bieät: 

( )
( )

2

2

x m 2 x my

y m 2 y mx

 + + =


+ + =
. 



Lôøi giaûi 
Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( ) ( )2 2x y m 2 x y m y x− + + − = − . 

( )( ) x y
x y x y 2m 2 0

x y 2m 2 0
 =

⇔ − + + + = ⇔  + + + =
. 

TH1: Vôùi x y= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 x 0 x 0,y 0
x m 2 x mx

x 2 x 2,y 2
 = = =

+ + = ⇔ ⇒ = − = − = − 
. 

TH2: Vôùi x y 2m 2 0 y 2m 2 x+ + + = ⇒ = − − − thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa 

heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 2 2x m 2 x m 2m 2 x x 2 m 1 x 2m 2m 0 (1)+ + = − − − ⇔ + + + + = . 

Heä phöông trình coù ñuùng hai nghieäm thöïc phaân bieät (1)⇔  voâ nghieäm hoaëc 

coù nghieäm keùp x 0= hoaëc x 2= − hoaëc coù hai nghieäm phaân bieät 

1 2x 0,x 2= = − vaø y 0,y 2= = − töông öùng. 

Xeùt tröôøng hôïp ta coù keát quaû cuûa tham soá laø m 1> .       

Baøi 6. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 
3 2 2

3 2 2

x y 7x mx

y x 7y my

 = + −


= + −
. 

  Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 

Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( ) 03 2 2
0 0 0 0 0 0 2

0 0

x 0
x 8x mx x x 8x m 0

x 8x m 0 (1)

 =
= − ⇔ − + = ⇔ 

− + =
 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi (1) voâ nghieäm hoaëc coù nghieäm keùp 

0
2

' 16 m 0
' 16 m 0x 0 m 16

0 8.0 m 0

∆ = − <

∆ = − == ⇔ ⇔ >
 − + =

.  

 



+ Ñieàu kieän ñuû: Vôùi m 16> : 

Heä phöông trình vieát laïi döôùi daïng:
( )
( )

2 2 2

2 2 2

x x m y 7x
x,y 0

y y m x 7y

 + = + ⇒ ≥
+ = +



. 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 3 3 2 2 3 2 3 2x y 8x 8y mx my x 8x mx y 8y my 0+ = + − − ⇔ − + + − + = . 

( ) ( )2 2x x 8x m y y 8y m 0⇔ − + + − + = . 

( ) ( )2 2
x x 4 m 16 y y 4 m 16 0 x y 0   ⇔ − + − + − + − = ⇔ = =   
   

. 

Vaäy vôùi m 16> heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= .      

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 16> .       

Baøi 7. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2 3 2

2 3 2

y x 4x mx

x y 4y my

 = − +


= − +
. 

     Lôøi giaûi 
Vôùi moïi giaù trò cuûa tham soá m heä phöông trình treân luoân coù nghieäm 

( ) ( )x;y 0;0= . Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø taäp soá thöïc.  

Baøi 8.  Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

x 1 3 y m

y 1 3 x m

 + + − =


+ + − =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 1 x 3, 1 y 3− ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

x 1 y 1 3 y 3 x 0+ − + + − − − = . 

x 1 3 x y 1 3 y x y⇔ + − − = + − − ⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

m x 1 3 x  (1)= + + − . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm. 

Ta coù: ( ) ( )( )
( )

2
x 1 3 x 4 2 x 1 3 x 4

x 1 3 x 2 x 1 3 x 2 2


+ + − = + + − ≥


 + + − ≤ + + − =

 



2 x 1 3 x 2 2⇒ ≤ + + − ≤ . 

Suy ra 2 m 2 2≤ ≤ laø giaù trò caàn tìm cuûa tham soá.         

Baøi 9. Chöùng minh raèng vôùi moïi m 0>  heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
2 2

2 2

3x y 2y m 0

3y x 2x m 0

 − − =


− − =
. 

Lôøi giaûi 
Vôùi moïi m 0> coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )2 2 2 2 2 23x y 3xy 2m 2x 2y 3xy x y 2m 2x 2y 0+ = + + ⇔ + = + + > . 

( )xy x y 0⇒ + > hay xy,x y+ cuøng daáu . 

Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )( )2 2 2 23x y 3y x 2x 2y 0 x y 3xy x y 0 x y− + − = ⇔ − + + = ⇔ = (do 

xy,x y+ cuøng daáu). 

Vôùi y x= thay vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 
3 23x 2x m− = . Xeùt haøm soá 3 2f(x) 3x 2x= − vaø laäp baûng bieán suy ra vôùi 

m 0> phöông trình treân coù nghieäm duy nhaát do ñoù heä phöông trình coù 
nghieäm duy nhaát(ñpcm).         

Baøi 10. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m  ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 

( )
( )

2

2

xy x m y 1

xy y m x 1

 + = −


+ = −
. 

Lôøi giaûi 
+  Ñieàu kieän caàn: 
Giaû söû heä phöông trình coù nghieäm ( )0 0x ,y , khi ñoù ( )0 0y ,x cuõng laø nghieäm 

cuûa heä neân ñeå heä coù nghieäm duy nhaát thì tröôùc heát 0 0x y= . 

Thay vaøo phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2
0 0 0 02x m x 1 2x mx m 0 (1)= − ⇔ − + = . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi (1) coù nghieäm duy nhaát 

2 m 0
m 8m 0

m 8
 =

⇔ ∆ = − = ⇔  =
. 

 
 



+ Ñieàu kieän ñuû: 

Vôùi m 0= heä phöông trình trôû thaønh: 
2

2

xy x 0 x 0
y 0xy y 0

 + = = ⇔ 
=+ = 

(thoûa maõn). 

 

Vôùi m 8= heä phöông trình trôû thaønh:
( )
( )

2

2

xy x 8 y 1 x 2
y 2xy y 8 x 1

 + = −  = ⇔ 
=+ = − 

(thoûa maõn). 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 0= hoaëc m 8= .         

Baøi 11. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 

7 x 11 y 4 m 4 3 10 3m

7 y 11 x 4 m 4 3 10 3m

 + + − − = − − −

 + + − − = − − −

. 

Lôøi giaûi 
Tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

7 x 11 x 7 y 11 y x y+ − − = + − − ⇔ = . 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

7 x 11 x 4 m 4 3 10 3m  (1)+ + − = + − − − . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát (1)⇔ coù nghieäm duy nhaát. 

Xeùt haøm soá f(x) 7 x 11 x= + + − treân 7;11 −  , ta coù: 

1 1f '(x) ;f '(x) 0 11 x x 7 x 2
2 7 x 2 11 x

= − = ⇔ − = + ⇔ =
+ −

. 

Laäp baûng bieán thieân cuûa f(x) suy ra (1) coù nghieäm duy nhaát khi vaø chæ khi: 

4 m 4 3 10 3m 6 m 2 4 3 10 3m m 3+ − − − = ⇔ − = − − ⇔ = . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 3= .            
 



Chuû ñeà 3.    HEÄ ÑAÚNG CAÁP 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

Noäi dung chuû ñeà naøy chuû yeáu ñeà caäp ñeán caùc baøi toaùn chöùa tham soá xoay 
quanh daïng heä ñaúng caáp baäc hai: 

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

a x b xy c y d

a x b xy c y d

 + + =


+ + =
. 

Nhö ñaõ ñeà caäp trong phöông phaùp giaûi heä ñaúng caáp ta nhaân cheùo hai phöông 
trình cuûa heä ñöa veà phöông trình ñoàng baäc: 

( ) ( )2 2 2 2
2 1 1 1 1 2 2 2d a x b xy c y d a x b xy c y+ + = + + . 

Phöông phaùp söû duïng chuû yeáu ñoù laø kyõ naêng khaûo saùt tìm mieàn giaù trò cuûa 
haøm soá baäc hai/baäc hai. 
Daïng heä baát phöông trình ñaúng caáp ñoøi hoûi vaän duïng moät soá kyõ naêng khaùc 
nhö coäng,tröø theo veá hai phöông trình cuûa heä, xeùt nghieäm thoûa maõn vaø chöùng 
minh tuøy thuoäc vaøo töøng baøi toaùn.   

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. Tìm taát caû caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

2 2

2 2

2x xy y 1 (1)

x xy y m

 + − =


+ + =
 

Lôøi giaûi 

Töø hai phöông trình trong heä ta coù: 
2 2

2 2
x xy ym  (2)

2x xy y
+ +

=
+ −

. 

TH1: Neáu 1y 0 m
2

= ⇒ =  vaø heä coù nghieäm 1 ;0
2

 
±  
 

.  

TH2:  Neáu y 0≠ chia caû töû vaø maãu cuûa (2) cho y vaø ñaët xt
y

= , khi ñoù ta ñöôïc: 

2

2
t t 1m  (3)

2t t 1
+ +

=
+ −

. Töø (1) ta coù: ( )2
2

1 12t t 1 0 t t 1
2y

 
+ − = > ⇒ > ∨ < − 

 
. 

Vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi phöông trình (3) coù nghieäm: 

( ) 1t ; 1 ; .
2

 
∈ −∞ − ∪ +∞ 

 
 



Xeùt haøm soá 
2

2
t t 1f(t)

2t t 1
+ +

=
+ −

treân khoaûng ( ) 1; 1 ;
2

 
−∞ − +∞ 

 
 , ta coù:  

( )
2

2
22

t 3 7t 6t 2f '(t) ;f '(t) 0 t 6t 2 0
t 3 72t t 1

 = − −+ +
= − = ⇔ + + = ⇔ 

 = − ++ −
. 

Laäp baûng bieán thieân suy ra giaù trò cuûa m laø 14 5 7m
28 11 7

+
≥

+
.  

Baøi 2. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 
2 2

2 2

5x 4xy 2y 3
2m 17x 4xy 2y
2m 5

 − + ≥
 −

+ + ≤
+

. 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
2 2

2 2

5x 4xy 2y 3
1821x 12xy 6y 3

2m 5

− + − ≤ −


+ + ≤ −
+

. 

Coäng theo veá hai phöông trình trong heä treân ta ñöôïc: 

( )2 2 2 184x 2y 16x 16xy 4y
2m 5

+ = + + ≤ −
+

. 

Suy ra ñeå heä coù nghieäm thì caàn 18 50 2m 5 0 m
2m 5 2

− ≥ ⇔ + < ⇔ < −
+

. 

Baây giôø ta chöùng minh vôùi 5m
2

< − thì heä baát phöông trình coù nghieäm. 

Thaät vaäy, xeùt heä phöông trình sau: 

2 2

2 2

1x5x 4xy 2y 3 7(*)
221x 12xy 6y 3 y
7


= ± − + = ⇔ 

+ + =  =




, suy ra heä naøy coù nghieäm. 

Giaû söû ( )0 0x ,y laø nghieäm cuûa heä phöông trình (*), khi ñoù ta coù: 

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

5x 4x y 2y 3
1821x 4x y 6y 3 3

2m 5

 − + =



+ + = < −
+

vôùi 5m
2

< − . 

Suy ra ( )0 0x ,y  cuõng laø nghieäm cuûa heä baát phöông trình ñaõ cho. 



Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 5m
2

< − . 

Nhaän xeùt. Nuùt thaét cuûa baøi toaùn laø tìm ra baát ñaúng thöùc: ( )2 184x 2y
2m 5

+ ≤ −
+

. 

Ñeå laøm ñöôïc ñieàu naøy ta vieát laïi heä döôùi daïng: 

( )
2 2

2 2

5x 4xy 2y 3
, k 02m 17kx 4kxy 2ky k.

2m 5

− + − ≤ − > −
+ + ≤

+

. 

Coäng theo veá hai phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )2 2 2m 17k 5 x 4 k 1 xy 2 k 1 y 3 k.
2m 5

−
− + + + − ≤ − +

+
. 

Ta caàn taïo ra moät haèng ñaúng thöùc ôû veá traùi cuûa baát ñaúng thöùc treân muoán vaäy 
k 0,7k 5 0,k 1 0> − > − > vaø 

( ) ( ) ( ) 2
k 3

7k 5 . 2 k 1 2 k 1 5k 16k 3 0 1k
5

 =
− − = + ⇔ − + = ⇔  =


. 

Vaäy k 3= ñoù chính laø giaûi thích vì sao nhaân hai veá baát phöông trình thöù hai 
cuûa heä vôùi 3.       

Baøi 3. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 
2 2

2

x xy 2y x m

x 2xy 2x m 2

 − + − ≤


− − ≤ −
. 

Lôøi giaûi 
Heä baát phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 22 2 2

x xy 2y x m x xy 2y x m

x 2xy 2x 2 m x 2xy 2x 2 m

2 x xy 2y x x 2xy 2x 2 3m 2 x 2y 2 x 1 3m

 − + − ≤ − + − ≤  − − + ≤ ⇔ − − + ≤ 
 

− + − + − − + ≤ − + − ≤ 

 

Suy ra ñeå heä coù nghieäm thì tröôùc tieân 3m 0 m 0≥ ⇒ ≥  

Ngöôïc laïi vôùi m 0≥ ; thì heä luoân coù nghieäm 11;
2

 
 
 

.  

Vaäy m 0≥ laø giaù trò caàn tìm. 
Baøi 4. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù 3 nghieäm thöïc phaân bieät: 

2 2

2 2

2x y 9x my

xy 2y x

 + =


+ =
. 



Lôøi giaûi 
Neáu ( ) ( )x 0 y 0 x;y 0;0= ⇔ = ⇒ = laø moät nghieäm cuûa heä phöông trình vôùi 

moïi m. 
Xeùt xy 0≠ khi ñoù ñaët t xy= vaø vieát heä phöông trình döôùi daïng: 

( )
( )

( )
( )

3 3

3 3

xy 2xy 9 my t 2t 9 my

xy xy 2 x t t 2 x

 + = + = ⇔ 
+ = + =  

. 

Neáu 9m 0 t
2

= ⇒ = − heä phöông trình voâ nghieäm. 

Vaäy 9m 0 t 0; ; 2
2

 
≠ ⇒ ≠ − − 

 
. 

Khi ñoù heä phöông trình töông ñöông vôùi: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

233

3

x t t 2
t 2t 9

t t t 2 . 2t 13 m t 18 0 (1)t 2t 9 my
m

 = +
 + ⇒ = + ⇔ + − + = + =


. 

Vaäy heä phöông trình coù ba nghieäm phaân bieät khi (1) coù hai nghieäm phaân bieät 
9t 0; ; 2
2

 
∉ − − 
 

. 

( )

( )
( )

2
13 m 144 0

m 118 0
m 258 2 13 m 18 0

m 081 9 13 m 18 0
2 2

∆ = − − >
 < ≠  ⇔ ⇔ > − − + ≠

  ≠
− − + ≠

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø ( ) ( ) ( )m ;0 0;1 25;∈ −∞ +∞  .   

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 
2 2

2 2 4 3 2

x 2xy 3y 8

2x 4xy 5y m 4m 4m 12 105

 − − =


+ + = − + − +
. 

Lôøi giaûi 

Ñeå cho ñôn giaûn ta ñaët 4 3 2a m 4m 4m 12 105= − + − + . 

Nhaän thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 



Khi ñoù ñaët yt
x

=  heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
( )

2
22 2

2
2

2 2
2

5t 4t 25t 4t 2 a 8.  (1)x 1 2t 3t 8 a 8. 3t 2t 13t 2t 1
1x 2 4t 5t a 1 t1 2t 3t 0
3

 + + + + =− − = =  − − +⇔ ⇔  − − +
+ + =  − < <− − >  

 

Xeùt haøm soá 
2

2
5t 4t 2f(t) 8.
3t 2t 1

+ +
=

− − +
treân 11;

3
 
− 
 

, ta coù: 

( )
2

2
22

11 105t2t 22t 8 2f '(t) 8. ;f '(t) 0 2t 22t 8 0
11 1053t 2t 1 t

2

 − −
=+ + = = ⇔ + + = ⇔

 − +− − + =


. 

Laäp baûng bieán thieân suy ra: 

1t 11 tt 1;
33

11 105min f(t) f 105 3; lim f(t) lim f(t)
2 →−  →∈ − 

 

 − +
= = − = = +∞  

 
. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm 1t 1; a 105 3
3

 
∈ − ⇔ ≥ − 
 

. 

4 3 2 4 3 2m 4m 4m 12 105 105 3 m 4m 4m 9 0⇔ − + − + ≥ − ⇔ − + − ≥ . 

( )( )( )2 m 3
m 3 m 1 m 2m 3 0

m 1
 ≥

⇔ − + − + ≥ ⇔  ≤ −
. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( ); 1 3; −∞ − +∞  .                

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

2 2

2 2

3x 2xy y 11

x 2xy 3y m

 + + =


+ + =
. 

Lôøi giaûi 

Töø heä phöông trình suy ra: 
2 2

2 2
x 2xy 3ym 11.
3x 2xy y

+ +
=

+ +
. 

TH1: Neáu y 0= khi ñoù 11m
3

= heä phöông trình coù nghieäm 11;0
3

 
±  
 

. 



TH2: Neáu y 0≠ khi ñoù 
2

2
t 2t 3m 11.  (1)
3t 2t 1

+ +
=

+ +
vôùi xt

y
= .  

Xeùt haøm soá 
2

2
t 2t 3f(t) 11.
3t 2t 1

+ +
=

+ +
treân  ta coù: 

( )
2

2
22

t 2 3t 4t 1f '(t) 44. ;f '(t) 0 t 4t 1 0
t 2 33t 2t 1

 = − −+ +
= − = ⇔ + + = ⇔ 

 = − ++ +
. 

Laäp baûng bieán thieân suy ra: 

( ) ( ) ( ) ( )
t t
min f(t) f 2 3 11 2 3 ;max f(t) f 2 3 11 2 3
∈ ∈

= − − = − = − + = +
 

. 

Keát hôp vôùi tröôøng hôïp 1 suy ra ñeå heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù 

nghieäm thöïc 

( ) ( )11 2 3 m 11 2 3⇔ − ≤ ≤ + . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( ) ( )11 2 3 ;11 2 3 − +  
.               

Baøi 2. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 
2 2

2 2

x xy y 3

x xy 2y m

 − + =


+ − =
. 

Lôøi giaûi 

Töø heä phöông trình suy ra: 
2 2

2 2
x xy 2ym 3.
x xy y
+ −

=
− +

. 

TH1: Neáu y 0 m 3 x 3= ⇔ = ⇒ = ± heä phöông trình coù nghieäm ( )3;0± . 

TH2: Neáu y 0≠ khi ñoù 
2

2
t t 2m 3.  (1)
t t 1
+ −

=
− +

vôùi xt
y

= .       

Xeùt haøm soá 
2

2
t t 2f(t) 3.
t t 1
+ −

=
− +

treân  ta coù: 

( )
2

2
22

3 7t2t 6t 1 2f '(t) 3. ;f '(t) 0 2t 6t 1 0
3 7t t 1 t

2

 −
=− + − = = ⇔ − + − = ⇔

 +− + =


. 



Suy ra 
t t

3 7 3 7min f(t) f 1 2 7;max f(t) f 1 2 7
2 2∈ ∈

   − +
= = − − = = − +      

    

. 

Heä phöông trình coù nghieäm khi (1)  coù nghieäm thöïc: 

1 2 7 m 1 2 7⇔ − − ≤ ≤ − + . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 1 2 7; 1 2 7 − − − +  .        

Baøi 3. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 
2 2

2 2

x 2xy y m

x 2xy 2y 2m 1

 − − ≤


+ − ≤ +
. 

Lôøi giaûi 
Vôùi x 0= heä baát phöông trình trôû thaønh: 

2
2

22

y m 2m 1y m
y max m ,2m 1 2y2y 2m 1

2

  ≥ − +− ≤   ⇔ ⇒ ≥   +
≥ −− ≤ +     

laø nghieäm cuûa 

heä baát phöông trình. 
Do ñoù heä ñaõ cho khoâng theå coù nghieäm duy nhaát. Vaäy khoâng toàn taïi m ñeå heä 
coù nghieäm duy nhaát.     

Baøi 4. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát: 
2 2

2 2

x 2xy 2y m

x 4xy y m

 + + ≤


− − ≤
 

Lôøi giaûi 

Ta coù ( )22 2 2x 2xy 2y x y y 0+ + = + + ≥ neân vôùi m 0< heä baát phöông trình voâ 

nghieäm. 

Neáu m 0> heä baát phöông trình coù nghieäm ( ) ( )0;0 ; m;0  neân khoâng coù 

nghieäm duy nhaát. 
Xeùt m 0= heä baát phöông trình trôû thaønh: 

 

( )22 2 2

2 2 2 2

x 2xy 2y 0 x y y 0

x 4xy y 0 x 4xy y 0

 + + ≤ + + ≤ ⇔ 
− − ≤  − − ≤ 

 



2 2

x y 0
x 0

y 0
y 0

x 4xy y 0

 + =
 =

⇔ = ⇔ 
= − − ≤

. 

Heä coù nghieäm duy nhaát ( ) ( )x;y 0;0= . 

Vaäy m 0= laø giaù trò caàn tìm. 

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm 
2

2

xy y 12

x xy 26 m

 − =


− = +
     

Lôøi giaûi 
Neáu y 0= heä phöông trình ñaõ cho voâ nghieäm. 

Xeùt y 0≠ khi ñoù ñaët xt
y

= ta coù: 

( )
( )

2

2
2 2

t 1y t 1 12
t tm 26 12. 12ty t t 26 m
t 1

 > − = ⇔  −
+ = =− = +  −

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi m 26 12t 12 m 14+ = > ⇔ > − . 
Vaäy m 14> − laø giaù trò caàn tìm cuûa tham soá.       

Baøi 6. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm: 
2 2

2 2

3x 10xy 5y 2
1 mx 2xy 7y
1 m

 + − < −
 −

+ − ≥
+

 

Lôøi giaûi 
Heä baát phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

2 2

2 2

3x 10xy 5y 2
1 m2x 4xy 14y 2.
1 m

 + − < −
 −
− − + ≤ −

+

. 

Coäng theo veá hai baát phöông trình cuûa heä ta ñöôïc: 

( )22 2 1 m 4x 6xy 9y 2 2. x 3y
1 m m 1
− −

+ + < − − ⇔ + <
+ +

. 

Vaäy ñeå heä baát phöông trình coù nghieäm tröôùc tieân ta phaûi coù: 
4 0 m 1

m 1
−

> ⇔ < −
+

. 

 



Ta chöùng minh vôùi m 1< − thì heä baát phöông trình coù nghieäm. 
Thaät vaäy xeùt heä phöông trình: 

2 2

2 2

3x 10xy 5y 2

x 2xy 7y 1

 + − < −

− − + =

. 

Heä naøy luoân coù nghieäm ( )0 0x ;y  

Khi ñoù 

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

3x 10x y 5y 2
1 mx 2x y 7y 1 , m 1
1 m

 + − < −

 −

+ − = − ≥ ∀ < −
+

. 

Töùc ( )0 0x ;y laø nghieäm cuûa heä baát phöông trình ñaõ cho. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 1< − .      
Baøi 7. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm: 

2 2 2

2 2

3x 4xy y m

x xy 4y m 4

 − + <


+ − ≥ +
. 

Lôøi giaûi 
Heä baát phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( )

2 2 22 2 2

22 2 2

3x 4xy y m3x 4xy y m

2x 2xy 8y 2 m 4 x 3y m 2m 8

 − + <− + < ⇔ 
− − + ≤ − + − < − −  

. 

Heä baát phöông trình coù nghieäm tröôùc tieân ta phaûi coù: 

2 m 4
m 2m 8 0

m 2
 >

− − > ⇔  < −
. 

Maët khaùc vôùi moïi m 4 m 2> ∨ < − heä baát phöông trình luoân coù nghieäm 

( ) ( )x;y 0;0= . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø ( ) ( ); 2 4;−∞ − +∞ .      

Baøi 8. Tìm m ñeå heä baát phöông trình sau coù nghieäm: 
2 2

2 2

4x 3xy 4y 6 (1)

x xy 2y m (2)

 − + ≤


+ − =
 

Lôøi giaûi 
Laáy (1) k.(2)+ theo veá ta ñöôïc: 

 ( )2 2 2 24x 3xy 4y k x xy 2y 6 km− + + + − ≤ + . 



( ) ( ) ( )2 2k 4 x k 3 xy 4 2k y 6 km⇔ + + − + − ≤ + . 

Ta choïn k sao cho 4 2k 0,4 k 0− > + > vaø ( )( ) 3 kk 4 4 2k
2
−

+ − = . 

( )( ) 2

2 130 5kk 3 9
4 k 4 4 2k 9 6k k 2 130 5k

9

 −
= ≤ ⇔ ⇔ + − = − + + = −



  

Khi ñoù ( )2m.k 6 k 4x 4 2ky 0 m.k 6+ ≥ + − − ≥ ⇒ ≥ − . 

Neáu  2 130 5 54k m
9 2 130 5

−
= ⇒ ≥ −

−
. 

Neáu 2 130 5 54k m
9 2 130 5

+
= − ⇒ ≤

+
. 

Vaäy 54 54m m
2 130 5 2 130 5

− ≤ ≤ ≤
− +

 laø nhöõng giaù trò caàn tìm. 

     



Chuû ñeà 4.  KYÕ THUAÄT SÖÛ DUÏNG TÍNH ÑÔN ÑIEÄU  
CUÛA HAØM SOÁ - XÖÛ LYÙ BAØI TOAÙN HEÄ PHÖÔNG TRÌNH 

COÙ CHÖÙA THAM SOÁ 
A. NOÄI DUNG PHÖÔNG PHAÙP 

Noäi dung chủ ñề naøy toâi xin trình baøy vôùi caùc baïn baøi toaùn Bieän luaän hệ 
phương trình dựa vaøo tính ñơn ñiệu của haøm số. Caùc baøi toaùn chứa tham số 
giải bằng phương phaùp tính ñôn ñiệu của haøm số thường xuất phaùt  từ  Baøi 
toaùn tìm ñieàu kieän cuûa tham soá ñeå phöông trình, baát phöông trình coù nghieäm. 
Phöông phaùp chung ñeå giaûi caùc baøi toaùn daïng naøy ñoù laø khöû tham soá ñöa bieán 
veà moät veá (veá traùi) vaø ñöa tham soá veà moät veá (veå phaûi) cuûa phöông trình. Xeùt 
mieàn giaù trò cuûa haøm soá chöùa bieán töø ñoù suy ra caùc giaù trò cuûa tham soá caàn 
tìm. Vôùi caùc baøi toaùn bieän luaän chuùng ta caàn löu yù kieán thöùc veà daáu cuûa tam 
thöùc baäc hai 
Xeùt tam thöùc baäc hai f(x) = ax2 + bx + c, (a ≠ 0); ∆ = b2 – 4ac 

Phöông trình coù hai nghieäm thì theo vi–eùt ta coù 
1 2

1 2

bS x x
a

cP x x
a


= + = −


 = =


  

–   Daáu cuûa f(x):  

 
2

a 0
f(x) 0, x

b 4ac 0

 >+ > ∀ ∈ ⇔ 
∆ = − <

   

  
2

a 0
f(x) 0, x

b 4ac 0

 <+ < ∀ ∈ ⇔ 
∆ = − <



  

 
2

a 0
f(x) 0, x

b 4ac 0

 >+ ≥ ∀ ∈ ⇔ 
∆ = − ≤



 

 
2

a 0
f(x) 0, x

b 4ac 0

 <+ ≤ ∀ ∈ ⇔ 
∆ = − ≤



 
 –  Phöông trình f(x) = 0 coù hai nghieäm traùi daáu khi vaø chæ khi P < 0. 
 –  Phöông trình f(x) = 0 coù hai nghieäm phaân bieät cuøng daáu khi vaø chæ khi: 

3( x x 1)− +  

 –  Phöông trình f(x) = 0 coù hai nghieäm phaân bieät khoâng aâm khi vaø chæ khi:  



2b 4ac 0
bS 0
a

cP 0
a


∆ = − >

 = − >



= ≥

 

 –  Phöông trình f(x) = 0 coù hai nghieäm phaân bieät aâm khi vaø chæ khi: 

2b 4ac 0
bS 0
a

cP 0
a


∆ = − >

 = − <



= >

 

 –  So saùnh nghieäm cuûa phöông trình vôùi moät soá α ≠ 0 ta vaän duïng tính chaát 
daáu cuûa tam thöùc baäc hai (Ñònh lyù ñaûo veà daáu cuûa tam thöùc baäc hai – ngoaøi 
khoaûng hai nghieäm thì cuøng daáu vôùi a vaø trong khoaûng hai nghieäm thì traùi 
daáu vôùi a). 

 –  
2

1 2
b 4ac 0x x

af( ) 0

∆ = − >< α < ⇔ 
α <

  

 –  

2

1 2

b 4ac 0
S bx x
2 2a
af( ) 0

∆ = − >

< < α⇔ = − < α


α >


 

 –  

2

2 1

b 4ac 0
S bx x
2 2a
af( ) 0

∆ = − >

> > α⇔ = − > α


α >


 

 Tuy nhieân töø naêm hoïc 2009 boä giaùo duïc vaø ñaøo taïo chuû tröông caét boû phaàn 
naøy neân khi thi ñaïi hoïc neân khoâng söû duïng ñöôïc caùch naøy. Maø coù theå xöû lyù 
baèng ba caùch khaùc nhö sau 

Caùch 2. Khöû tham soá m  töï do vaø söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá. Caùch naøy 
coù moät haïn cheá laø khi taêng baäc cuûa tham soá leân chaúng haïn xuaát hieän 

2 3m,m ,m ,...  thì caùch naøy khoâng hieäu quaû. 
Caùch 3. Duøng nguyeân lyù cöïc haïn, töùc ta laáy nghieäm nhoû nhaát hoaëc nghieäm lôùn 

nhaát cuûa phöông trình so saùnh vôùi soá α . 



 Không maát tính tổng quaùt giả sử a 0>  vaø f(x) 0=  coù hai nghiệm phaân biệt 

1 2
b bx x

2a 2a
− − ∆ − + ∆

= < =   tuøy thuoäc yeâu caàu baøi toaùn ta coù boán höôùng 

xuû lyù như sau: 

- Nếu 

2

1 2

b 4ac 0
x x b b

2a 2a

∆ = − >
< α < ⇔ − − ∆ − + ∆

< α <


. 

- Nếu 

2

2 1
1

b 4ac 0
x x bx

2a

∆ = − >
> > α⇔  − − ∆

= > α


. 

- Nếu 

2

1 2
2

b 4ac 0
x x bx

2a

∆ = − >
< < α⇔  − + ∆

= < α


. 

Caùch 4. Duøng ñònh lyù vi–eùt 

 –  
2

1 2
1 2

b 4ac 0x x
(x )(x ) 0

∆ = − >< α < ⇔ 
−α −α <

 ⇔ 
2

2
1 2 1 2

b 4ac 0

x x (x x ) 0

∆ = − >


−α + + α <
  

 –  

2

1 2 1

2

b 4ac 0
x x x 0

x 0

∆ = − >
< < α⇔ −α <
 −α <

 ⇔ 

2

1 2

1 2

b 4ac 0
x x 0
(x )(x ) 0

∆ = − >
 + −α <
 −α −α >

  

 –  

2

2 1 1

2

b 4ac 0
x x x 0

x 0

∆ = − >
> > α⇔ −α >
 −α >

 ⇔ 

2

1 2

1 2

b 4ac 0
x x 0
(x )(x ) 0

∆ = − >
 + −α >
 −α −α >

  

 Nhaän xeùt. Noäi dung cuûa caùch duøng ñònh lyù ñaûo veà daáu cuûa tam thöùc baäc hai 
vôùi caùch 4 coù noäi dung gioáng nhau chæ khaùc nhau veà hình thöùc aùp duïng. Chæ 
duy nhaát caùch hai duøng tính ñôn ñieäu haøm soá ñoâi khi giaûi quyeát baøi toaùn 
nhanh goïn nhöng moät soá tröôøng hôïp khoâng khöû ñöôïc tham soá daïng töï do thì ta 
khoâng laøm ñöôïc theo caùch naøy. Coøn ba caùch coøn laïi phuø hôïp vôùi kieán thöùc lôùp 
10 hoaøn toaøn duøng nhöõng kieán thöùc cô baûn. Caû boán caùch ñeàu duøng ñöôïc trong 
tröôøng hôïp khöû ñöôïc tham soá m veà traïng thaùi töï do (thoâng thöôøng laø baäc 1 ñoái 
vôùi m). Ñeå hieåu roõ hôn caùc em xem lôøi giaûi chi tieát caùc baøi taäp maãu beân döôùi. 



 Baøi toaùn tìm ñieàu kieän cuûa tham soá thöôøng quy veà söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa 
haøm soá, thöôøng laø tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá treân moät mieàn 
ñieàu kieän ñeà baøi cho tröôùc (hoaëc xuaát phaùt töø ñieàu kieän cuûa phöông trình). 

 Moät phöông trình coù daïng G(x, m) = 0  ta phaûi bieán ñoåi phöông trình veà daïng 
f(x) = g(m), trong ñoù g(m) laø moät haøm ñoái vôùi tham soá vaø mieàn xaùc ñònh ôû 
ñaây laø D = [a; b]

 
hoaëc (a; b) hoaëc (a; +∞)

 
hoaëc (–∞; a),… 

 Sau khi bieán ñoåi ta ñöôïc moät soá daïng phöông trình, baát phöông trình sau: 
–  

t D t D
g(m) f(t), t D min f(t) g(m) max f(t)

∈ ∈
= ∈ ⇒ ≤ ≤   

–  g(m) f(t), t D≥ ∈  coù nghieäm t ∈ D ⇒ g(m) ≥ 
t D
min f(t)
∈

 

–  g(m) f(t), t D≤ ∈  coù nghieäm t ∈ D ⇒ g(m) ≤ 
t D

max f(t)
∈

 

–  g(m) f(t), t D≥ ∈  coù nghieäm vôùi moïi t thuoäc D khi vaø chæ khi g(m) ≥ 
t D

max f(t)
∈

. 

–  g(m) f(t), t D≤ ∈  coù nghieäm vôùi moïi t thuoäc D khi vaø chæ khi g(m) ≤ 
t D
min f(t)
∈

. 

 Thoâng thöôøng chuùng ta bieán ñoåi töông ñöông vaø xeùt haøm tröïc tieáp. Moät soá 
khaùc phöông trình coù daïng thöùc ñaët aån phuï nhö ñaõ ñeà caäp ñeán trong phaàn 
giaûi phöông trình, baát phöông trình voâ tyû thì chuùng ta ñaët aån phuï sau ñoù xeùt 
haøm vôùi bieán môùi (nhöng phaûi tìm mieàn giaù trò cuûa bieán môùi tröôùc). 

 Nhaéc laïi moät soá daáu hieäu ñaët aån phuï 

 –  Neáu xuaát hieän bieåu thöùc ñoái xöùng 
ax b cx d

(ax b)(cx d)

 + ± +


+ +
, thì ñaët:  

t = ax b cx d+ ± + . 

 –  Neáu xuaát hieän 2 2a bx; c bx ( a bx) ( c bx)+ − ⇒ + + −  = a + c, thì ñaët:  

a bx a c.sin

c bx a c.cos

 + = + α


− = + α
; 

 Vaø söû duïng heä thöùc 
2

2 2

2 tan 1 tan
2 2sin ; cos

1 tan 1 tan
2 2

α α
−

α =
α α

+ +
  

 Tieáp tuïc ñaët t tan
2
α

=  ñöa veà xeùt haøm vôùi bieán môùi t. 

 –  Nhaân hai veá vôùi heä thöùc lieân hôïp neáu coù. 
 
 Caùc dạng toaùn hay gặp: 



Daïng 1. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá ñeå phöông trình G(x, m) = 0 coù nghieäm 
treân mieàn D. 

 Böôùc 1.Vieát laïi phöông trình döôùi daïng f(x) = g(m). 
 Böôùc 2. Khaûo saùt tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa f(x) treân D (hoaëc 

laäp baûng bieán thieân), giaû söû 
x D x D

a min f(x) f(x) A max f(x)
∈ ∈

= ≤ ≤ = . 

 Böôùc 3. Giaù trò caàn tìm cuûa tham soá thoûa maõn a ≤ g(m) ≤ A. 
 Löu yù: Baøi toaùn yeâu caàu tìm ñieàu kieän cuûa tham soá ñeå phöông trình coù k 

nghieäm luùc naøy ta phaûi döïa vaøo baûng bieán thieân cuûa haøm soá. Ñöôøng thaúng  
y = g(m) caét ngang baûng bieán thieân taïi bao nhieâu ñieåm thì phöông trình coù 
baáy nhieâu nghieäm (hoaëc caét ngang ñoà thò haøm soá). 

 Böôùc 4. Ñöa ra keát luaän. 
Daïng 2. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá ñeå baát phöông trình G(x, m) ≥ 0 hoaëc  

G(x, m) ≤ 0 coù nghieäm treân mieàn D. 
 Böôùc 1. Vieát laïi baát phöông trình döôùi daïng f(x) ≥ g(m) hoaëc f(x) ≤ g(m). 
 Böôùc 2. Khaûo saùt tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá f(x) treân 

mieàn D. Giaû söû 
x D x D

a min f(x) max f(x)
∈ ∈

= ≤ ≤ =f(x) A . 

 Böôùc 3. Tìm ñieàu kieän cuûa tham soá 
 +  Phöông trình 

x D
f(x) g(m) g(m) A max f(x)

∈
≥ ⇔ ≤ =  

 +  Phöông trình 
x D

f(x) g(m) g(m) a min f(x)
∈

≤ ⇔ ≥ =  

 Böôùc 4. Ñöa ra keát luaän. 
Daïng 3. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá ñeå baát phöông trình f(x) ≥ g(m) hoaëc f(x) ≤ g(m) 

vôùi moïi x ∈ D. 
 +  Phöông trình 

x D
f(x) g(m), x D g(m) a min f(x)

∈
≥ ∀ ∈ ⇔ ≤ =   

 +  Phöông trình 
x D

f(x) g(m), x D g(m) A max f(x)
∈

≤ ∀ ∈ ⇔ ≥ =  

 Löu yù. Vôùi daïng ñaët t ax b c ax= + + −  thì ta coù 

 
2t b c 2 (ax b)(c ax)= + + − −  ≥ b + c ≤ t ≥ b c+ ; 

 Vaø söû duïng Bunhiacopski ta ñöôïc t ≤ 2 2(1 1 )(ax b c ax) 2(b c)+ − + − = + . 

 Vaäy ta coù mieàn giaù trò cuûa t laø b c; 2(b c) + +    

 
 Ngoaøi ra söû duïng Coâ si ta coù ngay: 



2t b c ax b c ax 2(b c) t 2(b c) ≤ + + + + − = + ⇒ ≤ +   

 Chaúng haïn vôùi t 10 3x 3x 1= − + −  thì t ∈ 3; 3 2 
    

 Vôùi caùc baøi toaùn tìm ñieàu kieän cuûa tham soá ñeå phöông trình coù nghieäm duy nhaát 
thoâng thöôøng chuùng ta laäp luaän. Giaû söû x0 laø nghieäm cuûa phöông trình thì –x0 laø 
nghieäm cuûa phöông trình vaø do ñoù ñeå phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi vaø chæ khi 
x0 = –x0 ⇔ x0 = 0 vaø thay vaøo phöông trình ta tìm ñöôïc giaù trò cuûa tham soá m. Tuy 
nhieân caàn coù böôùc thöû laïi xem phöông trình coù nghieäm duy nhaát hay khoâng. 

B. BAØI TAÄP MAÃU 
Baøi 1. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

( )3 2 2 3 2

4 2

4x 6x 8y 14y 15 x 12y 8y 15y

x 1 y m

 − + + + = + +

 + − =

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: y 0≥ .  

Phöông trình ñaàu cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )
2

2 1 1 5x y x 1 x 1 y 3 y 0 x y
2 2 2

     − − + − + + + + = ⇔ =        
. 

Thay y x= vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 4 2m x 1 x  (1)= + − .     

Xeùt haøm soá 4 2f(x) x 1 x= + − treân )0; +∞ , ta coù: 

( )
( )

( )

324

3 32 24 4

x x x 1x 1f '(x) 0, x 0
2 x

2 x 1 2 x 1 x

− +
= − = < ∀ ≥

+ +

neân f(x)  laø haøm 

nghòch bieán treân )0; +∞ . 

Ta coù: 

 

4 4 42 2 2
x x x

2 2

4 4x x 4 42 2 2 2 2 2

f(0) 1, lim f(x) lim x 1 x lim x 1 x

x 1 x 1lim lim 0
x 1 x x 1 x x 1 x

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

   = = + − = + −   
   

+ −
= = =

  + + + + + +  
  

. 

Suy ra 0 f(x) 1, x 0< ≤ ∀ ≥ . 



Vaäy ñeå heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm ta phaûi coù 0 < m ≤ 1. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 0 m 1< ≤ .  

Baøi 2. Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc  

24

(3 x) 2 x 2y 2y 1 0        (1)

3 y 1 m 10 2x 2 y 1     (2)

 − − − − =

 − − − = −

 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 2;y 1≤ ≥ . 

Khi ñoù phöông trình (1) töông ñöông vôùi: 

(1 2 x) 2 x (1 2y 1) 2y 1 f( 2 x) f( 2y 1)+ − − = + − − ⇔ − = − , trong ñoù: 

f(t) (1 t) t ,(t 0)= + ≥ . 

Ta coù 1 tf '(t) t 0, t 0
2 t
+

= + > ∀ > ⇒ haøm soá f(t) ñoàng bieán treân )0; +∞ . 

f( 2 x) f( 2y 1) 2 x 2y 1 x 3 2y 1 2,(y 1)⇒ − = − ⇔ − = − ⇒ = − ≤ < ≥ . 

Thay x 3 2y= − vaøo (2) ta ñöôïc : 243 y 1 2m y 1 2 y 1(1)− − + = − .  

Do vaäy ta chæ caàn tìm m ñeå phöông trình (1) coù nghieäm y 1≥ . 

Chia caû hai veá cuûa (1) cho 4 y 1+  ta ñöôïc:  

4
y 1 y 13 2m 2        (i)
y 1 y 1
− −

− =
+ +

. 

Ñaët 4
y 1t 0 t 1
y 1
−

= ⇒ ≤ <
+

. Khi ñoù phöông trình (i) trôû thaønh: 23m t t
2

= − . 

Xeùt haøm soá 2f(t) t 3t= −  lieân tuïc treân ñoaïn )0;1 . 

Ta coù 1f '(t) 3t 1 f '(t) 0 t
3

= − ⇒ = ⇔ = . 

Laïi coù:  1 1 1 1 1f(0) 0;f( ) ;f(1) f(t)
3 6 2 6 2

− −
= = = ⇒ ≤ < . 

 

Vaäy ñeå phöông trình coù nghieäm thì 1 1m
6 2
−

≤ <  chính laø giaù trò cuûa m ñeå heä 

phöông trình coù nghieäm. 



Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø 1 1;
6 2

 
− 
 

.  

Baøi 3. (TSÑH Khoái D 2011) Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau coù 

nghieäm thöïc: 
3 2

2

2x (y 2)x xy m

x x y 1 2m

 − + + =


+ − = −
. 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 
2

2

(x x)(2x y) m

x x 2x y 1 2m

 − − =


− + − = −
 

Ta ñaët 
2 1u x x

4
v 2x y

 −
= − ≥


 = −

. 

Khi ñoù heä trôû thaønh: 
2uv m u (2m 1)u m 0 (1)

u v 1 2m v 1 2m u

 =  + − + =⇔ 
+ = − = − − 

. 

Vaäy heä coù nghieäm khi vaø chæ khi (1) coù nghieäm thoûa maõn 1u
4
−

≥  

Vôùi 1u
4
−

≥ , Töø (1)
2

2 u um(2u 1) u u m
2u 1
− +

⇒ + = − + ⇔ =
+

. 

Xeùt haøm soá 
2u uf(u)

2u 1
− +

=
+

 lieân tuïc treân ñoaïn 1 ;
4

 
− +∞
 

. 

Ta coù: 
2

2
2u 2u 1 1 3f '(u) f '(u) 0 u

2(2u 1)
+ − − +

= − ⇒ = ⇔ =
+

. 

Laïi coù: 
u

1 5 1 3 2 3f( ) ;f( ) ; lim f(u)
4 8 2 2 →+∞

− − − + −
= = = −∞ . 

Laäp baûng bieán thieân cuûa haøm soá f(u) ta suy ra ñeå heä coù nghieäm khi 

2 3m
2
−

≤ . 

 
 
 



Baøi 4. Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc duy nhaát:  

( )
3 2 3

2

x 6x 3x y 3y 4
, x,y

m x 9 x y y 3 x 3

 + = + + + ∈
+ = − + − − −

 . 

Lôøi giaûi 

Ta coù ( ) ( )3 3(1) x 1 3 x 1 y 3y (3)⇔ − + − = + . 

Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= + , ta coù 2f '(t) 3t 3 0, t= + > ∀ ∈  vì vaäy f(t) laø haøm 

ñoàng bieán treân  . Do ñoù ( )(3) f x 1 f(y) x 1 y x y 1⇔ − = ⇔ − = ⇔ = + .      

Thay y x 1= −  vaøo (2) ta ñöôïc: 2m x 9 x x 4 x 1 x 3+ = + − − − − − . 

2

x x 4 x 1 x 3m  (3)
x 9

+ − − − − −
⇔ =

+
. 

Xeùt haøm soá 
2

x x 4 x 1 x 3 u(x)f(x)
v(x)x 9

+ − − − − −
= =

+
 treân )4; +∞ . 

Trong ñoù: 

2

1 1u(x) x x 4 x 1 x 3 0
x x 1 x 3 x 4 , x 4

v(x) x 9 0


= + − − − − − = − <

+ − − + − ∀ ≥


= + >

    

Ta coù: 

( ) ( )
1 1u'(x) 0, x 4

2 x 3 x 4 x 3 x 4 2 x x 1 x x 1
= − > ∀ >

− − − + − − + −
 

2

xv'(x) 0, x 4
x 9

= > ∀ ≥
+

. 

Suy ra 
2

u'(x)v(x) v'(x)u(x)f '(x) 0, x 4
v (x)
−

= > ∀ > neân f(x) laø haøm ñoàng bieán 

treân )4; +∞ . 

Ta coù 
x

1 3f(4) ; lim f(x) 0
5 →+∞

−
= = .   

 



Nhaän thaáy vôùi moãi nghieäm x , ta ñöôïc moät nghieäm töông öùng y . Do vaäy ñeå 

heä coù nghieäm duy nhaát (3)⇔ coù nghieäm duy nhaát 1 3 m 0
5
−

⇔ ≤ < . 

Vaäy 1 3 m 0
5
−

≤ < laø giaù trò caàn tìm.      

Baøi 5. Xaùc ñònh tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 
3 32 4 2

3 3 3 38 2 2 4 4

m(x x x 1) xy

m( x x x 1) (m 1) x 2y x

 + + + =

 + + + + − = . 

Lôøi giaûi 

+ Neáu 
3 34 4

xy 0 x 0
m 0 (*)

yx 2y x

 =  == ⇒ ⇒ ⇔ 
∈− =  

. 

+ Neáu m 0;≠  Ñaët 3t x= , khi ñoù t 0=  khoâng laø nghieäm cuûa hpt; vaø heä 
phöông trình trôû thaønh: 

6 4 2 3

8 6

6 4 2 3

46 2 4 4 28 4

m(t t t 1) yt                       m(t t t 1) yt (1  

m

)

m(t t(t t t 1) (m 1)t 2yt      t t 1) (2y 1)t (2)  

 + + + =


+ +

 + + + = ⇔
++ + + + − + = += 

 

+ Do t 0= khoâng laø nghieäm cuûa hpt, neân chia 2 veá cuûa (1) cho 3t vaø cuûa (2) 
cho 4t , ta ñöôïc: 

3
3

4 2
4 2

1 1m(t t ) y
tt

1 1m(t t 1) 2y 1
t t


+ + + =


 + + + + = +


 

3 3 4 2 2 2 2
3 4 2 2
1 1 1 1 1 1 1t (t ) 3(t ); t (t ) 2;t (t ) 2

t t tt t t t
+ + = + − + + = + − + = + − . 

 Ñaët 1u t ( u 2)
t

= + ≥ , Khi ñoù HPT trôû thaønh: 

3 3

2 2 2 4 2

m(u ) y m(u ) y

m (u 2) 2 u

3u u 2u

[ 2 1 2y 1 m( 1) 2y] 3 1u u

− + −
⇔

 = = 
 

− − + − + = + + = +−  
. 

3

34 2

m(u ) y

m( 1) 2m(u ) 1 

2u

u 3u 3)u (2

−

− −

 =⇔ 
+ = +

.  

 
 



+  Heä coù nghieäm khi vaø chæ khi (3) coù nghieäm u 2≥ . 

Ta coù: 4 2 3 4 3 21(3) m(u 3u 1 2u 4u) 1 f(u) u 2u 3u 4u 1
m

⇔ − + − + = ⇔ = = − − + +  

Ta coù: 3 2f '(u) 4u 6u 6u 4;f '(u) 0 u 2,( u 2)= − − + = ⇔ = ≥ .  

Laäp baûng bieán thieân cuûa f(u) ta suy ra (3) coù nghieäm thoûa maõn ( u 2)≥ khi vaø 

chæ khi: 
m 01 3 1m m

3

 >
≥ − ⇔ − ≤


. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa m laø: 
m 0

1m
3

 ≥

 ≤ −


. 

Baøi 6. Tìm m ñeå heä phöông trình sau: 
2x x 1 2 x 1

2

7 7 2012x 2012 (1)

x (m 2)x 2m 3 0 (2)

+ + + + − + ≤


− + + + ≥
  coù nghieäm 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1≥ − . 

Khi ñoù ta coù: 2x x 1 2 x 1(1) 7 7 2012x 2012+ + + +⇔ − + ≤ . 

2x x 1 2 x 17 1006(2x x 1) 7 1006(2 x 1)+ + + +⇔ + + + = + + + . 

f(2x x 1) f(2 x 1)(*)⇔ + + ≤ + + . 

Vôùi tf(t) 7 1006t= + , ta coù tf '(t) 7 ln 7 1006 0= + > , suy ra f(t) ñoàng bieán 

treân R, vaø töø (*) 2x x 1 2 x 1⇒ + + ≤ + + 1 x 1⇔ − ≤ ≤ . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi (2) coù nghieäm x [ 1;1]∈ −  
2x (m 2)x 2m 3 0⇔ − + + + ≥  coù nghieäm x [ 1;1]∈ −  

2x 2x 3m g(x) ;x [ 1;1]
x 2
− +

⇔ ≥ = ∈ −
−

.
x [ 1;1]

m ming(x)
∈ −

⇔ ≥ . 

Ta coù: 
2

2
x 4x 1g'(x) g'(x) 0 x 2 3 [ 1;1]

(x 2)
− +

= ⇒ = ⇔ = − ∈ −
−

. 

Ta coù: 
x [ 1;1]

g( 1) 2;g(2 3) 2 2 3;g(1) 2 ming(x) g( 1) 2
∈ −

− = − − = − = − ⇒ = ± = − . 

Vaäy m 2≥ − laø giaù trò caàn tìm. 



Baøi 7. Xaùc ñònh giaù trò tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc 

2 2

3 2
2 2m 1 m 1

3 1(x ) x 2x 3 (x ) x 1 2x 2 0 (1)
2 2

log (3 x 1) log (m 2x) (2)
+ +


+ + + + + + + + ≥


 + ≤ −

 

Lôøi giaûi 

Ñaët 
2 2 2 2 2

2 22

u x 1 0 u x 1 v u 2x
2v x 2x 3v x 2x 3 0

 = + > = + − − ⇒ ⇒ = 
= + + = + + > 

. 

Thay vaøo (1), ta ñöôïc: 

2 2 2 2 2 2v u(v u 1) (v u 1) v u 0
2 2

− + + − − + − ≥  

2(v u)(u v 1) 0 v u 0 x 1⇔ − + + ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥ − . 

Ñieàu kieän: 2m 1 1 m 0+ > ⇔ ≠ . Khi ñoù phöông trình (2) töông ñöông vôùi: 

3 2
3 2

m 0
m f(x) 3 x 2x 1;x 1(m 0)

0 3 x 1 m 2x

 ≠ ⇔ ≥ = + + ≥ − ≠
< + ≤ −

. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi (2) coù nghieäm x 1≥ − , ñieàu 
naøy töông ñöông vôùi 

x [ 1; ]
m min f(x)

∈ − +∞
≥ . 

Ta coù: 
3
2f '(x) 2 f '(x) 0 x 1
x

= + ⇒ = ⇔ = − . 

Laäp baûng bieán thieân cuûa haøm soá f(x) ta suy ra 
x [ 1; ]
min f(x) f(0) 1 m 1
∈ − +∞

= = ⇒ ≥  . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa m laø: (1; )+∞ . 

Baøi 8. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 
2

3 2

x 3x 4 0 (1)

x 3 x x m 15m 0 (2)

 − − ≤


− − − ≥
 

Lôøi giaûi 
Ta coù (1) (x 1)(x 4) 0 1 x 4⇔ + − ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Phöông trinh: 2 3(2) m 15m f(x) x 3 x x⇔ + ≤ = − . 

Vaäy heä phöông trình coù ngheäm khi vaø chæ khi, baát phöông trình (2) coù 

nghieäm thuoäc [ 1;4]− , khi vaø chæ khi 2

x [ 1;4]
m 15m max f(x)

∈ −
+ ≤ . 



Xeùt haøm soá 
3 2

3
3 2

x 3x ( 1 x 0)
f(x) x 3 x x

x 3x (0 x 4)

 + − ≤ <= − = 
− ≤ ≤

. 

Ta coù 
2

2

3x 6x( 1 x 0)
f '(x) f '(x) 0 x 0;x 2

3x 6x(0 x 4)

 + − ≤ <= ⇒ = ⇔ = = ±
− ≤ ≤

. 

Ta coù f( 1) 2;f(0) 0;f( 2) 4;f(2) 4;f(4) 16− = = − = = − = . 

Töø ñoù suy ra: 
x [ 1;4]

max f(x) f(4) 16
∈ −

= = . 

Vaäy heä baát phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi : 
2m 15m 16 16 m 1+ ≤ ⇔ − ≤ ≤ . 

Vaäy m 16,1 ∈ −  laø giaù trò caàn tìm. 

Baøi 9. Tìm m ñeå heä phöông trình sau: 
3 3 2

2 2 2

x y 3y 3x 2 0 (1)

x 1 x 3 2y y m 0 (2)

 − + − − =


+ − − − + =
 coù nghieäm thöïc. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 
1 x 1

0 y 2
− ≤ ≤


≤ ≤
. 

Ñaët t x 1 t 0;2 = + ⇒ ∈  , khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh:  

3 2 3 2t 3t y 3y (*)− = − . 

Xeùt haøm soá 3 2f(u) u 3u= − treân ñoaïn 0;2   , ta coù: 

2f '(u) 3u 6u 0, u 0;2 = − ≤ ∀ ∈  , suy ra f(u) nghòch bieán treân ñoaïn 0;2   . 

Do ñoù phöông trình (*) töông ñöông vôùi f(t) f(y) t y y x 1= ⇔ = ⇔ = + . 

Khi ñoù 2 2 2 2 2x 1 x 3 2y y m 0 x 2 1 x m 0 (i)+ − − − + = ⇔ − − + = . 

Ñaët 2 2v 1 x v 0;1 (i) v 2v 1 m = − ⇒ ∈ ⇒ ⇔ + − =  . 

Xeùt haøm soá 2g(v) v 2v 1= + − lieân tuïc treân ñoaïn 0;1   , ta coù 

g'(v) 2v 2 0, v 0;1 = + > ∀ ∈   

Suy ra 
v 0;1 v 0;1
min g(v) g(0) 1; max g(v) g(1) 2
   ∈ ∈   

= = − = = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 1 m 2− ≤ ≤ . 



Baøi 10. Tìm m ñeå heä phöông trình sau
2 xy y x y 5

5 x 1 y m

 − + + =


− + − =
 coù nghieäm thöïc. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 
( )y x 1 0

x 5
y 1

 − ≥
 ≤
 ≤

. 

Khi ñoù phöông trình thöù nhaát cuûa heä bieán ñoåi thaønh:  

( ) ( )y 2 y x 1 x 1 4 (1)+ − + − =  

Neáu x 1;y 0< < thì ta coù (1) töông ñöông vôùi: 

( )21 x y 4− − + − =  voâ nghieäm, neân heä voâ nghieäm 

Vaäy 1 x 5;0 y 1≤ ≤ ≤ ≤  vaø (1)  töông ñöông vôùi: 

( )2x 1 y 4 x 1 y 4− + = ⇔ − + = , ñaët 2t y 0;1 x t 4t 5 = ∈ ⇒ = − +  . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc 
2 2m 4t t 1 t  (*)= − + − . 

Xeùt haøm soá 2 2f(t) 4t t 1 t= − + −  lieân tuïc treân ñoaïn 0;1    

Ta coù ( ) 2 2

2 2

2 t tf '(t) ;f '(t) 0 2 t 1 t t 4t t
4t t 1 t

−
= − = ⇔ − − = −

− −
. 

2 23t 4t 4 0 t 0;1
3

 ⇔ + − = ⇔ = ∈  . 

Ta coù 2 5f(0) 1;f(1) 3;f
3 3

 
= = = 

 
. 

Vaäy ñeå heä coù nghieäm khi vaø chæ khi phöông trình (*) coù nghieäm, töông ñöông 
vôùi m thuoäc taäp giaù trò cuûa haøm soá f(t)  treân ñoaïn 0;1    töø ñoù suy ra 

5m , 3
3

 
∈ 
  

 laø giaù trò caàn tìm. 

 
 
 



Baøi 11. Tìm giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm: 

( )32

2 2

x y 3x 1 mx y 1 x 1

8x 3xy 4y xy 4y


− − ≥ − −


 − + + =

. 

Lôøi giaûi 
Nhaän xeùt. Nhaän thaáy laø phöông trình thöù nhaát cuûa chöùa tham soá vaø khaù phöùc 
taïp, do vaäy vieäc tìm ra moái lieân heä giöõa x vaø y laø khoâng khaû quan. Ta bieán 
ñoåi töø phöông trinh hai, ñeå yù ñaây chính laø phöông trình ñaúng caáp do vaäy seõ 
ruùt ñöôïc x theo y.  
Ñieàu kieän: y 0,x 1≥ ≤ . 

Nhaän thaáy y 0= khoâng laø nghieäm cuûa heä phöông trình, ta xeùt y 0>  khi ñoù 

phöông trình thöù 2 cuûa heä töông ñöông vôùi: 
2

2 2 x x x8x 3xy 4y xy 4y 8 3 4 4
y y y

 
− + + = ⇔ − + + = 

 
, ñeán ñaây ta ñaët 

xt
y

=  ta ñöa veà phöông trình: 

4 2
4 2 2

0 t 4
8t 3t 4 4 t t 1 x y

8t 3t 4 16 8t t

 ≤ ≤− + = − ⇔ ⇔ = ⇔ =
− + = − +

 

Khi ñoù thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc baát phöông trình: 

( ) ( )( )333 3x 3x 1 mx x 1 x 1 x 3x 1 m x 1 x x− − ≥ − − ⇔ − − ≥ − − . Nhaän 

thaáy x 0= khoâng laø nghieäm cuûa baát phöông trình neân, xeùt 0 x 1< ≤ . 

Khi ñoù 
3 3

3
2

1 3x x 1 3x xm f(x) (1)
x xx x x

+ − + −
≥ ≥ =
 − − 
 

. 

Ta tìm ñöôïc giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm f(x)  treân (0,1  baèng 3. Taïi x 1= thì 

daáu baèng ôû (1) xaûy ra vaø baèng 3.  Töø ñoù suy ra ñeå heä coù nghieäm thì m 3≥ . 

Baøi 12. Chöùng minh raèng vôùi moïi a 0> , heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát 
x ye e ln(1 x) ln( 3x y)

y x a

 − = + − − +


− =
. 

 



Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 1, 3x y 0> − − + > . 

Thay y x a= + töø phöông trình thöù hai vaøo phöông trình ñaàu cuûa heä ta ñöôïc: 

( ) ( ) ( )x x a x a x 1e e ln x 1 ln 2x a e 1 e ln 0 (1)
2x a

+  +
− = + − − + ⇔ − − = − + 

. 

Ta chöùng minh phöông trình (1) coù nghieäm duy nhaát vôùi moïi a 0> khi ñoù heä 
phöông trình coù nghieäm duy nhaát vôùi moïi a 0> . 

Xeùt haøm soá ( )x a x 1f(x) e 1 e ln
2x a

 +
= − −  − + 

treân a1;
2

 
− 
 

. 

Ta coù: ( ) ( )( )
x a a 2 af '(x) e 1 e 0, x 1; ,a 0

22x a x 1
 +

= − − < ∀ ∈ − > + +  
. 

Maët khaùc 0
x 1 ax

2

alim f(x) ; lim f(x) x 1;
2+ −→−

→

 
= +∞ = −∞⇒ ∃ ∈ − 

 
sao cho 0f(x ) 0= . 

Do ñoù phöông trình (1) coù nghieäm duy nhaát treân a1;
2

 
− 
 

. Ta coù ñieàu phaûi 

chöùng minh.            
Baøi 13. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä phöông trình sau coù hai nghieäm 

thöïc phaân bieät 

( ) ( )
3 3 2

2 2 2

x y 6y 2 3x 9y

x ln 1 x 3ln 4y y 3 m 0

 − + + = +


+ − − − − + =

. 

Lôøi giaûi 
 Ñieàu kieän: ( )2x 1,4y y 3 0 1 x 1,1 y 3 x,y 2 1;1< − − > ⇔ − < < < < ⇒ − ∈ − .  

 Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi:   

( ) ( )33x 3x y 2 3 y 2  (1)− = − − − . 

Xeùt haøm soá 3f(t) t 3t= − treân ( )1;1− , ta coù: 

( )2f '(t) 3t 3 0, t 1;1= − < ∀ ∈ − neân f(t) laø haøm nghòch bieán treân ( )1;1− . 

Do ñoù (1) f(x) f(y 2) x y 2 y x 2⇔ = − ⇔ = − ⇔ = + .        
Thay y x 2= + vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2m 2ln 1 x x  (2)= − − . 



Ñeå heä phöông trình coù hai nghieäm phaân bieät (2)⇔ coù hai nghieäm phaân bieät 

thuoäc khoaûng ( )1;1− .  Xeùt haøm soá ( )2g(x) 2 ln 1 x x= − − treân ( )1;1− , ta coù: 

2 2
4x 2g'(x) 2x 2x 1 ;g'(x) 0 x 0

1 x 1 x

 
= − − = − + = ⇔ = 

− − 
. 

Laäp baûng bieán thieân suy ra ñeå (2) coù hai nghieäm phaân bieät m 0⇔ < . 
Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø ( );0−∞ .        

C. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù ba nghieäm phaân bieät: 

( )
2 2

2 2

x y x y 2

m x y x y 4

 − + =


+ − =

. 

Lôøi giaûi 
Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4 2

x 2 x 2y y
x 1 x 1

m x y x y 4 m 1 x 2 m 3 x 2m 4 0 (1)

 + += = + ⇔ + 
 + − = − + − + − =

. 

Ñaët 2t x= khi ñoù (1) trôû thaønh: ( ) ( )2m 1 t 2 m 3 t 2m 4 0 (2)− + − + − = . 

Ñeå heä phöông trình coù ba nghieäm phaân bieät (2)⇔  coù moät nghieäm döông vaø 

moät nghieäm baèng 0. 

( ) ( )( )

( )

2

m 1 0

' m 3 2m 4 m 2 0
m 22m 4 0

2 m 3
S 0

m 1

 − ≠

∆ = − − − − >
⇔ ⇔ = − =


−
= − > −

. 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø m 2= . 
Baøi 2. Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå heä phöông trình sau ñaây coù nghieäm thöïc thoûa 

maõn 2x y 0+ > : 

2 3 2

4 2

5x y x y xy xy m
4

5x y xy(1 2x) m
4

 −
+ + + + = +


− + + + = +



.    

 
 



Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi:
( )

( )

2 2

22

5x y xy x y 1 m
4

5x y xy m
4


+ + + + = −


 + + = −

 . 

Ñaët ( )
2u x y, u 0

v xy

 = + >
=

heä phöông trình trôû thaønh 
( )

2

5u v u 1 m
4

5u v m
4


+ + = −


 + = −


. 

( )

2 2

2 2

5 5v m u v m u
4 4

5 5 1u u 1 m u m u m u u 0
4 4 4

 
= − − = − −  ⇔ ⇔     + + − − = − − − − =        

. 

2

2

5v m u
4

1m u u
4


= − −⇔ 

 = + +


(do u 0> ). 

Ta coù 2 1 1 1u u , u 0 m
4 4 4

+ + > ∀ > ⇒ > . 

Vôùi 1m
4

> heä phöông trình luoân coù nghieäm thoûa maõn ñieàu kieän 2x y 0+ > . 

Thaät vaäy ( )
2

2 3u x y v x u x x ux v 0
v xy

 = + ⇒ = − ⇔ − + =
=

. 

Phöông trình baäc ba luoân coù nghieäm neân heä luoân coù nghieäm. 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm thoûa maõn 2x y 0+ > khi 1m
4

> .        

Baøi 3. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát:
2x y m 0

x xy 1

 − − =


+ =
. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: xy 0≥ . 

Phöông trình thöù hai cuûa heä töông ñöông vôùi: 

2

x 1
xy 1 x

xy x 2x 1

 ≤= − ⇔ 
= − +

. 



Nhaän thaáy x 0= khoâng thoûa maõn heä phöông trình. 

Xeùt x 0≠ suy ra 
2x 2x 1y

x
− +

= . Thay vaøo phöông trình thöù nhaát cuûa heä ta ñöôïc: 

2 2x 2x 1 x 2x 12x m m  (1)
x x

− + + −
− = ⇔ = . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát (1)⇔ coù duy nhaát moät nghieäm thoûa 

maõn 0 x 1≠ ≤ . 

Xeùt haøm soá 
2x 2x 1f(x)

x
+ −

= treân ( ) (;0 0;1−∞  . 

Ta coù: ( ) (2
1f '(x) 1 0, x ;0 0;1

x
= + > ∀ ∈ −∞  neân f(x) ñoàng bieán treân moãi 

khoaûng xaùc ñònh. 
Laäp baûng bieán thieân suy ra ñeå phöông trình (1) coù nghieäm duy nhaát thuoäc 
khoaûng ( ) (;0 0;1 m 2−∞ ⇔ > . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá m laø ( )2;+∞ .               

Baøi 4. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù hai nghieäm thöïc thöïc phaân bieät: 
2

48 4

(4x 1)x (y 3) 5 2y 0

5 2y 5 2y 2 6 x 2 6 x m

 + + − − =


− + − + − + − =
. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän: 5x 6,y
2

≤ ≤ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

( )338x 2x 5 2y 5 2y 5 2y 2x+ = − + − ⇔ − = . 

Thay vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
4 42x 2x 2 6 x 2 6 x m (1)+ + − + − = . 

Vaäy heä phöông trình coù hai nghieäm thöïc phaân bieät (1)⇔ coù hai nghieäm thöïc 

phaân bieät.  
YÙ töôûng. Roõ raøng baøi toaùn naøy chuùng ta khoâng theå ñaët baát kyø aån phu naøo maø 
chæ coù theå xeùt tröïc tieáp haøm soá beân veá traùi vaø mong raèng phöông trình ñaïo 
haøm giaûi ñöôïc nghieäm. 
 Ñieàu kieän 0 ≤ x ≤ 6. 



Xeùt haøm soá 4 4( ) 2 2 2 6 2 6f x x x x x= + + − + −  treân [0; 6]. 

Ta coù 
3 34 4

1 1 1 1( )
2 62 (2 ) 2 (6 )

f x
x xx x

′ = + − −
−−

 

           
3 34 4

1 1 1 1 1
2 2 6(2 ) (6 ) x xx x

   
 = − + −    −−   

4 4

1 1
2 6x x

 
= −  − 

 

 
4 4 4 42 24 4

1 1 1 1 1 1 1.
2 2 6 2 6(2 ) (6 )x x x xx x

  
  + + + +

  − −−  
 

Suy ra 4 4( ) 0 6 2f x x x= ⇔ − =  ⇔ x = 2 vaø f′(x) döông treân (0; 2)  vaø aâm treân (2; 6). 

Baûng bieán thieân 
x 0  2  6 

f′(x)  + 0 –  
f(x)  

2 46 2 6+  

 3 2 6+    

2 43 12+  

Nhìn vaøo baûng bieán thieân suy ra ñeå phöông trình coù hai nghieäm phaân bieät khi 

vaø chæ khi 42 6 2 6 3 2 6m+ ≤ < + . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø + ≤ < +42 6 2 6 3 2 6m .  

  Nhaän xeùt. Nhìn vaøo baûng bieán thieân suy ra: 

+  Phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi vaø chæ khi 3 2 6m = +  hoaëc:  
4 42 3 12 2 6 2 6m+ < < + . 

Baøi 5. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc:  
3 3 2

2 2 2

x y 3y 3x 2 0

x 1 x 3 2y y m 0

 − + − − =

− − − + − + =

. 

Lôøi giaûi 

Ñieàu kieän 
1 x 1

0 y 2
− ≤ ≤


≤ ≤
. 

Ñaët t x 1 t 0;2 = + ⇒ ∈  , khi ñoù phöông trình (1) trôû thaønh:  

3 2 3 2t 3t y 3y (*)− = − . 

Xeùt haøm soá 3 2f(u) u 3u= − treân ñoaïn 0;2   , ta coù: 

2f '(u) 3u 6u 0, u 0;2 = − ≤ ∀ ∈  , suy ra f(u)  nghòch bieán treân ñoaïn 0;2   . 



Do ñoù phöông trình (*) töông ñöông vôùi f(t) f(y) t y y x 1= ⇔ = ⇔ = + . 

Khi ñoù 2 2 2 2 2x 1 x 3 2y y m 0 x 2 1 x m 0 (i)− − − + − + = ⇔ − + − + = . 

Ñaët 2 2v 1 x v 0;1 (i) v 2v 1 m = − ⇒ ∈ ⇒ ⇔ − − + =  . 

Xeùt haøm soá 2g(v) v 2v 1= − − + lieân tuïc treân ñoaïn 0;1   , ta coù 

g'(v) 2v 2 0, v 0;1 = − − < ∀ ∈   

Suy ra 
v 0;1 v 0;1
min g(v) g(1) 2; max g(v) g(0) 1
   ∈ ∈   

= = − = = . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 2 m 1− ≤ ≤ . 
Baøi 6. Tìm caùc giaù trò cuûa tham soá m ñeå heä sau coù nghieäm 

2 2

3 3

x 1 x y 1 y 1

x 3y 3 m( x 1 y)

  + + + + =    
− − − ≥ − −

. 

Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: x 0,y 1,2x y 0≥ ≥ − + ≥ . 

Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 
2 2x 1 x ( y) 1 ( y) x y+ + = − + + − ⇔ = − . 

Thay y x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

− + − ≥ − +3 33 3 ( 1)  (1)x x m x x . 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm. 

YÙ töôûng. Ta phaûi khöû tham soá veà töï do laøm ñöôïc ñieàu naøy chæ vieäc nhaân vaøo 

hai veá cuûa baát phöông trình vôùi bieåu thöùc lieân hôïp cuûa 3( 1)x x− +  laø 
3( 1)x x+ +  vaø ñeå yù 3 3( 1) ( 1) 1x x x x− + + + = −  vaø khi ñoù baát 

phöông trình ñoåi daáu. 
Ñieàu kieän: x ≥ 1. 

Khi ñoù nhaân caû 2 veá cuûa baát phöông trình vôùi 3( 1) 0x x+ − > , baát phöông 

trình trôû thaønh: ≥ − + + −3 3( 3 3)( 1 )m x x x x . 

Xeùt haøm soá = − + + −3 3( ) ( 3 3)( 1 )f x x x x x  treân [1; +∞). 

Suy ra ñeå baát phöông trình coù nghieäm laø 
[1; )

min ( )
x

m f x
∈ +∞

≥ . 



Vieát laïi ( ) ( ). ( )f x u x v x= , trong ñoù 
 = − + ≥ ∀ ≥

= + − >

3

3

( ) 3 3 1
, 1

( ) ( 1 ) 0

u x x x
x

v x x x
. 

Ta coù 2 23 1 1( ) 3 3 0; ( ) ( 1) 0
2 1

u x x v x x x
x x

 
′ ′= − > = + + − >  − 

 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x u x v x v x u x′ ′ ′= + > . Haøm soá f(x) ñoàng bieán treân khoaûng [1; 

+∞). Do ñoù 
∈ +∞

= = ∀ ≥
[ 1; )
min ( ) (1) 1, 1

x
f x f x . Ñeå baát phöông trình coù nghieäm khi 

vaø chæ khi m ≥ 1. Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa m laø (1; +∞).      
Baøi 7. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm thöïc: 

( )( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2

x y x xy y 4 3 x 2y 9y 8

11 2 2x y y 2m 5 2y x

 − + + + = − − + +

 + − − = + + −

. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình thöù nhaát cuûa heä töông ñöông vôùi: 

 ( )3 3 2 2x y 4 x y 3x 6y 9y 8− + − = − + + + . 

( ) ( )3 3
x 1 x 1 y 2 y 2 x 1 y 2 y x 1⇔ + + + = + + + ⇔ + = + ⇔ = − . 

Thay y x 1= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

 ( )( ) ( ) ( )2 211 2 2x x 1 x 1 2m 5 2 x 1 x+ − − − − = + + − − . 

2 2x 4x 12 2m x 2x 3⇔ − + + = + − + + . 

2 22m x 4x 12 x 2x 3 (1)⇔ = − + + − − + + . 

Ñieàu kieän: 1 x 3− ≤ ≤ .  

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm treân 1;3 −  . 

Xeùt haøm soá 2 2f(x) x 4x 12 x 2x 3= − + + − − + + lieân tuïc treân 1;3 −  , ta coù: 

 
2 2

x 2 x 1f '(x) ;f '(x) 0
x 4x 12 x 2x 3

− + − +
= − =

− + + − + +
. 

( ) ( )2 2x 2 x 2x 3 x 1 x 4x 12⇔ − + − + + = − + − + + . 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

x 1 x 2 0
x 0

x 2 x 2x 3 x 1 x 4x 12

 − + − + ≥⇔ ⇔ =
− + − + + = − + − + +

. 



Ta coù: f( 1) 7,f(0) 3,f(3) 15− = = = . 

x 1;3 x 1;3
min f(x) f(0) 3; max f(x) f(3) 15
   ∈ − ∈ −   

⇒ = = = = . 

Vaäy phöông trình coù (1) coù nghieäm 3 153 2m 15 m
2 2

⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Vaäy heä phöông trình coù nghieäm khi vaø chæ khi 3 15m
2 2

≤ ≤ .            

Baøi 8. Tìm m ñeå heä sau coù nghieäm thöïc
( )3 2

2

x y 2 x 2xy 2m 3

x 3x y m

 + + + = − −

 + + =

. 

Lôøi giaûi 

Heä phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: ( )( )2

2

x 2x x y 2m 3

x 2x x y m

 + + = − −

 + + + =

.  

Ñaët ( )22u x 2x x 1 1 1,v x y= + = + − ≥ − = + heä phöông trình trôû thaønh: 

( )
2

v m uv m uuv 2m 3
u 3u m u 2m 3u v m m  (1)
u 2

 = − = − = − −  ⇔ ⇔   −− = − −+ = =   +

. 

Heä phöông trình coù nghieäm (1)⇔ coù nghieäm )u 1;∈ +∞ . 

Xeùt haøm soá 
2u 3f(u)

u 2
−

=
+

treân )1; +∞ , ta coù: 

( )
( )( )
( )

2

2 2

u 1 u 3u 4u 3f '(u) 0, u 1
u 2 u 2

+ ++ +
= = ≥ ∀ ≥ −

+ +
neân f(u)  laø haøm ñoàng bieán 

treân )1; +∞ . 

Suy ra f(u) f( 1) 2, u 1≥ − = − ∀ ≥ − . Vaäy (1) coù nghieäm m 2⇔ ≥ − . 

Vaäy giaù trò caàn tìm cuûa tham soá laø )2;− +∞ .             

Baøi 9. Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát vaø 1x ;1
2

 
∈ − 
 

 

( )
2

22 3 2

x x y

3 1 x 2 x 2 x y 1 m

 − =



− − + − + =


. 



Lôøi giaûi 
Ñieàu kieän: 1 x 1− ≤ ≤ . 

Töø phöông trình thöù nhaát cuûa heä suy ra 2x y x− = . Thay vaøo phöông trình 

thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 
2 3 23 1 x 2 x 2x 1 m (1)− − + + = . 

Heä phöông trình coù nghieäm duy nhaát vaø 1x ;1 (1)
2

 
∈ − ⇔ 
 

coù nghieäm duy 

nhaát treân 1 ;1
2

 
− 
 

. 

Xeùt haøm soá 2 3 2( ) 3 1 2 2 1f x x x x= − − + +  treân ñoaïn 1 ;1
2

 
− 
 

 

Ta coù 
2

2 3 2 2 3 2

3 3 4 3 3 4( )
1 2 1 1 2 1

x x x xf x x
x x x x x x

 − + +′ = − − + 
 − + + − + + 

 

Do 
2 3 2

1 3 3 4;1 3 4 0 0
2 1 2 1

xx x
x x x

  +
∈ − ⇒ + > ⇒ + > 
  − + +

.  

Vì vaäy ( ) 0 0f x x′ = ⇔ = . 

Baûng bieán thieân 

x – 1
2

  0  1 

f′(x)  + 0 –  
f(x)  

3 3 22
2
−  

 1   
 

–4 
Döïa vaøo baûng bieán thieân suy ra ñeå phöông trình coù nghieäm duy nhaát khi vaø 

chæ khi 
1

22 3 34
2

m

m

 =


− +− ≤ <

 

 Nhaän xeùt. Heä phöông trình coù hai nghieäm phaân bieät khi vaø chæ khi: 

3 3 22
2
− ≤ m < 1. 

 
 
 



Baøi 10. Chöùng minh heä phöông trình sau luoân coù hai nghieäm thöïc vôùi moïi m: 

( ) ( )3 2 2 2 3 2 2 2

2

2x 3x x x x 3 m 2y 3y y y y 3 m 0

x 2my m 3

 − + − + + + − + − + + =

 − = +

. 

Lôøi giaûi 
Phöông trình ñaàu cuûa heä ñöôïc vieát laïi döôùi daïng: 

 ( ) ( )3 2 2 2 3 2 2 22y 3y y y y 3 m 2x 3x x x x 3 m− + − + + = − − + − + + . 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 2 2

3 2 2 2

2y 3y y y y 3 m

2 1 x 3 1 x 1 x 1 x 1 x 3 m

⇔ − + − + +

 = − − − + − − − − + + 
 

. 

Suy ra y 1 x= − thoûa maõn phöông trình ñaàu cuûa heä. 

Thay y 1 x= − vaøo phöông trình thöù hai cuûa heä ta ñöôïc: 

( )2 2x 2m 1 x m 3 x 2mx 3m 3 0− − = + ⇔ + − − = . 

Phöông trình naøy coù 2
x' m 3m 3 0, m∆ = + + > ∀ neân luoân coù hai nghieäm thöïc 

phaân bieät. Keùo theo heä luoân coù hai nghieäm thöïc (ñpcm).                
 

 
 




