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LUONG GIAC

s1. MOT SO LY THUYET QUAN TRONG

Cac cong thirc thwong gap

Bl poNvIDO GOC VA DO DAI CUNG TRON

X Don vi do g6c va cung tron

T
1°= " rad
180

va lrad= (L‘O>
T

{3 D6 dai cung tron: Mot cung ciia dudng tron ban kinh R ¢6 s6 do « rad thi sé c6 do daila = Ra.

QUAN HE GIT'A CAC GIA TRI LUGNG GIAC

{3 Céng thitc luong gidc co ban: Dbi véi cc gid tri lugng gidc, ta c6 cdc hing dang thiic sau

~

@ sin?a+costa=1.

® 1+cot? o =—
Sin”~ &

, VOi o0 # k.

1
() 1+tan205:C

T
, V0l 00 # — + k.
0sZ o 7 2

) km
@ tana-cota = 1, véi o # ER

{3} Gia tri lwgng giac cha cac goc cé lién quan dic biét:

Géc dbi nhau:

@ cos(—o) =cosa

® tan(—oa) = —tana

@ sin(—a) = —sino

@ cot(—o) = —cota

Géc bir nhau:

@ cos(m—a)=—cosa

@ tan(mr— o) = —tanox

@ sin(r—a) =sina

@ cot(r—a)=—cota

G6c hon kém r:
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WA chuong 1. LUONG GIAC

@ cos(ot+m) = —cosa @ sin(a+ ) = —sina
@ tan(a+7m) =tano @ cot(a+m) =cota
A T
G6c phu nhau: avaz—a

T T

@ cos (——a) =sina @ sin(——a) =cosQ
2 2
T T

@ tan (E_a) =coto @ cot (E_a) =tan o

Cong thirc cong:

@ sin(a+b) = sinacosb+sinbcosa. @ sin(a—b) =sinacosb —sinbcosa.
@ cos(a+b) =cosacosb —sinasinb. @ cos(a—b) =cosacosb+sinasinb.
® tan(a+b) tana -+ tanb ® tan(a—b) tana —tanb
an(a =——. nfa—b)=— .
1 —tanatanb 1 +tanatanb

n Cong thirc nhan doi:

2 2

® sin2a = 2sinacosa. @ cos2a = cos“a — sin“a.
. 2tana
@ cos2a=2cos’a—1=1-2sin’a. @ tan2a:—2.
1 —tan“a

Cong thirc ha bac:

@ sintq— 1—0052(1. ® cos?a— 1—|—cos2a.
2 2
@ tanza:ﬂ‘
1 +cos2a

n Céng thifc bién doi tich thanh tong:

1 1
@ cosacosb=E[cos(a-i-b)—l—cos(a—b)]. @ sinasinb:—i[cos(a-l—b)—cos(a—b)].

1 1
® sinacosb = 5 [sin(a+ D)+ sin(a —b)]. @ cosasinb = 5 [sin (a+b) —sin(a —b)].

2 GV: Nguyén Anh Tuén



Cong thirc bién déi tong thanh tich:

b —b
(@) cosa—i—cosb:2005a+ cosa2

b —b
® sina+sinb:2sina—; cosa2

1. MOTsO 1Y THUYET QUAN TRONG A U

b —b
@) cosa—cosb:—Zsina+ sina2
b —b
@ sina—sinb=2c0sa—; sina2 .

GV: Nguyén Anh Tuén 3
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Chuong 1. LUONG GIAC

Y/ HAM SO LUGNG GIAC VA DO THI

Ham s0 y = sinx

Tap xac dinh: ¥ = R.

y
Tap gid tri: [~ 1 1], tic Ia T —%V\ """
—ISSinxgl,VXER. _ 1 ° T X
______ M%\

Ham s0 y = sinx 1a ham s0 1€ nén do thi ham so nhéan
goc toa do O lam tam doi xung.

Ham s6 y = sinx tuan hoan vé6i chu ki T = 27, nghia 1a sin(x + k27) = sinx, vdi k € Z.

£ N 2 x T T £ x
Ham s0 y = sinx dong bien trén moi khoang <—§ + k2T, 5 + k27r> , nghich bién trén moi khoang

(g T 37” +k27r) véi k € 7.

Ham s0 y = cosx

Tép xac dinh: 7 = R.

y
Tap gid tri: [—1; 1], tdc Ia —n—Wn _____

—1<cosx<1,Vx€R. N/ _____ L""Mx

Ham s6 y = cosx la ham so chan nén do thi ham s6
nhén tryc Oy lam truc doi xing.

Ham s6 y = cosx 12 ham s6 tuan hoan véi chu ki 7 = 27, nghia 12 cos(x +k27) = cosx, vé6i k € Z.

Ham s y = cosx dong bién trén mdi khoang (—7 + k27;k27), nghich bién trén mdi khodng
(k2m; T+ k27m) v6i k € Z.

Ham s0 y = tanx

| 1 y 1 1
Diéukiéncosx¢0<:>x¢§+kn,kez.
Tapxécdinh:@:R\{g+kn,k62}. .
Tap gid tri: R; La ham s6 1&. | 2 0 % ™ x
La ham s6 tuan hoan véi chu ki T = 7, nghia 1a tan(x + i E E E
k) = tanx, v6i k € Z. | E E |

Ham s6 y = tanx dong bién trén m&i khoang (—% +km; 5 + k7) véi k € Z.
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1. MOT SO LY THUYET QUAN TRONG \ \

n Ham s6 y = cotx y
o Diéu kién sinx # 0 < x # km,k € Z.
Tap xac dinh: 2 =R\ {km,k € Z} .

o Tap gia tri: R.

SN

e Laham so 1é.

B

o La ham s6 tuan hoan véi chu ki T = 7, nghia 1a cot(x +
km) = cotx, véi k € Z.

3
|
ST

o Ham sb y = cotx nghich bién trén mdi khoang (k7; 7+ k)
véi k € Z.

GV: Nguyén Anh Tuén 5



WA cruong 1 LUONG GIAC
§2. MOT SO DANG BAI TAP THUONG GAP

DT '0' Phuong trinh lwong gidc sinx = a.

™ Trudng hgp a € {—1;0;1}.

sin .
sin

4R " A
v' cos
0 cos
B/

sinx=1&x=%4+k2n sinx=—-1&x=—-7+k2n Sinx— 0o x — k1t
1 2 3
™ Truong hop a € {ii;i\/?_;ig}'

Ta bAm may | SHIFT | [sin | [a] d€ d6i sb a v& goc o hoic B° tuong ting.

@® Cong thic theo don vi rad: sin

) x=a+k2x
sinx =a < kel Nl -
X=T—0+k2rm a

@ Cong thic theo don vi do: 0

i & X =B k360 keZ
nx —
S 180° — B°+k360°

™ Trudng hop a € [—1; 1] nhung khéc cic sb & trén.

) x = arcsina + k2w
sinx = a < . kel
= T —arcsina + k21

@ Cong thiic mé rong cho hai ham f(x) va g(x)

DT 'e' Phuong trinh lwong giéc cosx = a

™ Trusng hgp a € {—1;0;1}.

sin

0 cos AI 0} cos o cos
B/

‘Cosleﬁx:kZﬂ," \cosx:—1<:>x:7t+k27r cosx=0&x=7+kn

6 GV: Nguyén Anh Tuén




2. MOT SO DANG BAI TAP THUONG GAP \ \

1 2 3 . o o R
& Trudng hop a € {ii;ig;ig}. Ta bm may [SHIFT | [cos|[a] d€ dGi s a v& géc o hoiic
B° tuong ung.
@ Cong thic theo don vi rad:

xX=0o+k2x
CoOsx =a & JkeZ
3 cos
@ Cong thuc theo don vi do: 0 a
x = B° 4 k360° ,
COSX =a & ke
e [x: —B° +k360° N

™ Trudng hop a € [—1; 1] nhung khéc cic sb & trén.

X = arccosa+ k2w
cosx=a < kel
X = —arccosa -+ k2w

@ Cong thiic mé rong cho hai ham f(x) va g(x)

fx) = g(x) +k2m

fx) = —g(x)+k27t’k €z

cos|f(x)] = cosg(x)] <= [

DT '@' Phuong trinh lwvgng gidc tanx = a

© Trudng hopa € {O;i?;il;iﬁ} . Ta bAm may | SHIFT |[tan |[a] d€ d6i sb a v& géc o hoic
B° tuong tng.
@ Cong thuc theo don vi rad:
tanx=a<x=a+kn, ke’
@ Cong thuc theo don vi do:

tanx =a < x=B°+k180°, k€ Z

@ Truong hop a khic cac sb & trén thi

tanx = a < x = arctana + k7w, k € 7.

DT 'e' Phuong trinh lwvong gidc cotx = a

3 . o o A A
© Trudng hop a € {ig;il;i\/g}. Ta bam may | SHIFT de doi so a vé goc o hodc

T
B° tuong tng. Riéng a = 0 thi @ = >

GV: Nguyén Anh Tuén 7



WA chuong 1. LUONG GIAC

@ Cong thtc theo don vi rad:

@ Cong thuc theo don vi do:

cotx=a<x=a+kn, ke’

cotx=a < x=PB°+kl180°, k€ Z

8 GV: Nguyén Anh Tuén
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DAY sO. CAP SO CONG. CAP sO
NHAN
s1. MOT SO LY THUYET CO BAN

B8 oINH NGHIA DAY SO

¥ Dinh nghia diy s6: Mbi ham sb u xdc dinh trén tap cic sb nguyén duong N* dugc goi 1a mot
day s6 vo han (goi tat 1a day s). Ki hidu u = u(n).

A Ta thuong viét u, thay cho u(n) va ki hiéu day sé u = u(n) béi (u,). Do dé ddy sé (uy,) duoc
viét dudi dang khai trién uy,us,u3, ..., Uy, ..., trong do

o uy la s6 hang ddu;

o u, la s6 hang thit n va la sé hang tong qudt ciia ddy so.

{3 Dinh nghia day s6 hitu han:

e Moi ham sb u xéc dinh trén tap M = {1,2,3,...,m} véi m € N* dugc goi 1a mot day s6 hitu
han.

e Dang khai trién ctia n6 12 uy,us, u3, . . . , iy, trong d6 uy 1a s6 hang dau, u,, 1a s6 hang cudi.
DAY SO TANG, DAY SO GIAM

® Day sb (u,) duge goi la diy sb ting néu ta c6 u, 1 > u, v6i moi n € N*.

@ Day sb (u,) dugc goi la diy sb gidm néu ta c6 u, 1 < u, v6i moi n € N*,

DAY SO BI CHAN
® Day s6 (u,) dugc goi 1a bi chin trén néu ton tai mot s6 M sao cho u, < M,Vn € N*,
@ Day s6 (u,) dugc goi 1a bi chin dudi néu ton tai mot s6 m sao cho u, > m,Vn € N*.

® Day s6 (u,) dudc goi 1a bi chin néu né vira bi chin trén vita bi chin dudi, tic 12 ton tai cic sb m,
M sao chom < u, <M,Vn € N*,

l_ L GV: Nguyén Anh Tuén




WA cruong2 DAY SO. CAP SO CONG. CAP S& NHAN

Dbinh nghia

Cip s6 cong 1a mot diy s (hitu han hoic vo han), trong d6 ké tir s6 hang thit hai, mdi s6 hang déu bang

_ 4 *
s6 hang ding ngay truc né cong véi mot sd khong déi d. Nghia la [+ = e el DER

e SO d dugc goi la cong sai cua cap sO cOng.

e Dic biét khi d = 0 thi cip s6 cong 1a mot diy s6 khong ddi (tit ca cdc s6 hang déu bing
nhau).
S6 hang tong quat

Néu cip sb cong (u,) c6 sb hang dau u; va cong sai d thi s6 hang téng quat u, clia né dudc xac dinh
up=u;+(n—1)d

theo cong thiic

Tinh chét ctia ba s6 hang lién tiép

_ Up—1 A Ugg

uy = > véi k > 2

Goi ug_1,uy, up1 12 ba sb hang lien tiép ctia mot cip sd cong thi

n Tong n s0 hang dau cua mot cap so cong

Cho (u,) 12 mdt cip s6 cong vdi sd hang dau 12 uy va cong sai d. Dit

Sp=ur+uy+uz+---+up

9 _on(urtuy)  n(urtu, 1)  n(uztu, o) 5 —
= — — — ... L —

2 2 2 hoiic

Y/ cApsONHAN

Dinh nghia

(2u; + (n—1)d)

NSRS

Cép s6 nhan 1a mot ddy sb (hitu han hodic vo han), trong d6 ké tit s6 hang thit hai, mdi s6 hang déu 1a

Upt1 = Uyq V6i n € N*,

tich ctia s6 hang ding ngay trudc n6 véi mot sd khong ddi g. Nghia 1a

S6 g dudc goi 1a cong boi clia cap sd nhan.

Khi ¢ = 0 cip s6 nhan c6 dang u;,0,0,...,0,...

Khi g = 1 cip sb nhan c6 dang uy,ui,uy,...,ug,...

Khi u; = 0 thi v6i moi ¢ cip s6 nhan c6 dang 0,0,0,...,0,...

S6 hang tong quat

Néu mot cap s6 nhan c6 s6 hang dau u; va cong bdi ¢ thi s6 hang tong quat u,, cia né dudc xac dinh bdi

Uy = Uy -q"_] véin > 2.

cong thiic
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1. MoTsO LY THUYET co BAN - AU

Tinh chét clia ba s6 hang lién tiép

Gia St uy_1, uy, up,1 12 ba sd hang lién tiép ctia mot cAp sd nhan thi

u,% = Uk—1 " Uk+1 véi k Z 2

o A N Al A A A
n Tong cua n s0 hang dau cua mot cap so nhan

Cho cip s6 nhan (u,) v6i cong bdi g # 1. Dit S, = uy +up + - - - +uy,. Khi d6

S u (1—4")
e Néug1th =4

e Néug=1th

GV: Nguyén Anh Tuén
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GIO1 HAN HAM SO

s1. GIGI HAN CUA DAY SO

GIOI HAN HU'U HAN CUA DAY SO

{¥ Dinh nghia 1: Dy s (u,) c6 gi6i han 1a 0 khi n dan t6i duong vo cuc néu |u,| c6 thé nhd hon
mot s6 duong bé tuy y, ké tit mdt sd hang nao d6 tré di. Ki hiéu

Iim u, =0
n—r—+-o0

{¥ Dinh nghia 2: Day sb (u,) c6 gi6i han1a a néu lim (u, —a) = 0. Ki hiéu

n—4-o0

lim u,=a
n—r—+-o00

A Taco thé'viét limu, = a thay cho cdch viét hT up = a (khong cdn viét chi s6 n — +oo)
n——+o0

{3 Mét vai gidi han dic biét: (cd thé xem nhu cong thiic)

1 1 1
e lim—=0; e lim— =0; e lim— =0, vdi |g| > ;
n Vn q"
.1 ” . )
o lim— =0,v6ik €N, o limC=C,VCeR; e limg" =0, néu |g| < 1.
n

PINH LY VE GIGI HAN HG'U HAN CUA DAY SO

{3 Néu limu, = a valimv, = b thi ta cé:

e lim(u, £v,) =a+b; o lim(@) :%,véib;zéo; o lim|u,| = |al;

Vn
e lim(u,.v,) = a.b; e lim\/u, = \/a, véia > 0; e lim(k.u,) = k.a (k € R).
{¥ Pinh ly "kep giita":
e Néu 0 < |u,| < vy, Vn € N* valimv, = 0 thi limu, = 0.

e Néuw, <u, <v,, Vn € N* valimw, = limv, = a thi limu, = a.

12 GV: Nguyén Anh Tuén




1. GIOIHAN CUA DAY SO ‘-

TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

{¥ Clp s6 nhan vo han (u,) c6 cong bdi g thod man |g| < 1 dugc goi 1a cdp s6 nhdn lii vé han.
{3 Cho cip s6 nhan 1ui vo han (u,), ta c6 tdng clia cAp s6 nhan 1i vo han d6 1a

ui

S=ui+uwm+uz+...+up+...= 1_q,(|q| <1)
B8 G161 HAN VO CUC CUA DAY SO
{3 M6t sb gidi han dic biét:
@ limnk = +oo, v6i k € N*. @ limg" = oo, Vi g > 1.

{3 M6t sb quy tic tinh gidi han v6 cuc:

® Quy tic tim gidi han cta tich u, - v,

limu, =L | limv, =co | lim/[u, - vy]
L>0 —o0 —o0
L<0 +o0 —o0
L<0 —oo +oo
@ Quy tic tim gi6i han clia thuong tn
Vn
limu, =L | limv, | Dauctav, | lim U
Vn
L Foo Tuy y 0
L>0 0 + o0
L>0 0 — —o0
L<0 0 + —o0
L<0 0 — o0

GV: Nguyén Anh Tuén 13



WA cruongs. GIOIHAN HAM SO
§2. GIOI HAN CUA HAM SO

GIGI HAN HU'U HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM

{3 Nhan xét: lim x = xp; lim ¢ = ¢ v6i c 12 hang s6.
X—rX( X—rX(

X Dinh Ii vé gidi han hitu han:
a) Gid st lim f(x) =L va lim g(x) = M. Khi do:
X—X0 X=X

® Jim () +8(5)) = L+M; ® Jim [() ~g(x)) =L~ M;
: o . f) L
® xlg;lo[f(x)-g(x)]—L-M, @ QLQOE—M(neuM%O).

b) Néu f(x) > 0va lim f(x) =L, thi L >0va lim \/f(x) = VL.
X—X0 X—X0

{3} Gigi han mét bén:

e Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén (xo;b). SO L dudc goi 1a gidi han bén phai ctia ham s
y = f(x) khi x — xo néu véi day sb (x,) bat ki, xo < x, < b va x,, — xg, ta c6 f (x,) — L.
Ki hiéu:
lim f(x) = L.
x—x§
e Cho ham sb y = f(x) xdc dinh trén (a;x0). S6 L dudc goi la gi6i han bén trdi ctia ham s
y = f(x) khi x — xo néu véi day sb (x,) bat ki, a < x, < xo va x, — Xg, ta c6 f (x,) — L.
Ki hiéu:
lim f(x) = L.

X—Xq
A\ Diéu ki¢n dé’ton tai gidi han:

lim f(x) = L lim f(x) = lim f(x) =L

X=X X=X X=Xy

GIGI HAN HU'U HAN CUA HAM SO TAI VO CUC

{3} Dinh nghia:

e Cho ham s y = f(x) xdc dinh trén (a;+oo). Ta n6i ham s6 y = f(x) c¢6 gi6i han 1a sb L khi
x — o0 néu véi day s6 (x,) bat ki, x, > a va x, — +oo, ta ¢6 f (x,) — L. Ki hiéu:

lim f(x)=L.

X—>4-00

e Cho ham sb y = f(x) xdc dinh trén (—oo;a). Ta néi ham s6 y = f(x) c6 gidi han 1a s& L khi
x — —oo néu vdi day sb (x,) batki, x, < a vax, — —oo, tacé f(x,) — L. Ki hiéu:

lim f(x)=L.

X—>—o00

{3 Chay:
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X — —oo,

® lim c=c
X—>oo

c

® lim — =0
X—r+Foo X

GIGI HAN VO CUC CUA HAM SO

{3} Dinh nghia :

2. GIOIHAN CUA HAM SO

e Vi ¢, k 1a hiang s6 va k nguyén duong, ta ludn co:

@ lim c=c

x—r—o00

® lim =

x——oo xk

0.

\ \

e Dinh Ii vé gi6i han hitu han ctia ham s6 khi x — x¢ van con diing khi x — 40 hoiic

Cho ham s y = f(x) xdc dinh trén (a;+oo). Ta n6i ham s6 y = f(x) c6 gi6i han

1a —oo khi x — 40 néu véi day s (x,) bat ki, x, > a va x, — oo, ta c6 f(x,) — —oo. Ki hiéu:

lim f(x) = —oo.

X—>4-o00

{3 Nhan xét:

lim f(x) = oo lim (—f(x) = o
{3 Mét vai gidi han dic biét:
° xl_1>rJIF1Mxk = o0, V61 k nguyén duong.
+ 0 néu k chin
o lim xf = e
X——o0 —ooneu k 1¢€.
X M6t vai quy tic vé gidi han vo cuc:
e Quy tic tim gi6i han cla tich f(x) - g(x)
Jim f(x) =L | limg(x) | lim [f(x) g(x)]
L>0 —oo —o0
e Quy tic tim gi6i han clia thuong @
g(x)
. . . % 5 . f(x)
xllgclo fx)=L xlinxlog(x) Dau cua g(x) xll> L)
L +oo Tuy y 0
L>0 0 + o0
L>0 0 — —oo
L<O0 0 + —oo
L<O0 0 - o0

Cic quy tic trén van ding khi thay x — xo bdi x — xg, x — X hodc x — 400, x — —oo,

GV: Nguyén Anh Tuén
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WA cruongs. GIOIHAN HAM SO
§3. HAM SO LIEN TUC

HAM SO LIEN TUC TAI MOT DIEM

{3 Dinh nghia: Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang K va xo € K. Him s y = f(x) dudc goi
13 lién tuc tai xo néu

lim f(x) = f(xo)

X—X0

A\ Néu ham sé khong lién tuc tai xq thi ta néi ham sé do gidan doan tai x.

{3 Minh hoa d6 thi:

Yo b1 Yor---

/xo g} /xo \ ! /xo g
y= ) =/ \ N

Ham s lién tuc tai x Ham sb gian doan tai xo Ham sb gian doan tai xq

HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

{¥ Dinh nghia: Ham s6 y = f(x) dugc goi 1a lién tuc trén mot khoang néu né lién tuc tai moi diém
cua khoang do.

¥ Cha y:
e Ham s6 y = f(x) dudc goi la lién tuc trén doan [a;b] néu né lién tuc trén khoang
(a;b) va lim f(x) = f(a), lim f(x) = f(b).
x—at x—b~
e Khai niém ham s6 lién tuc trén mira khoang nhu [a;b), [a; +o0),... dugc dinh nghia
mot cach tuong tu nhu lién tuc trén doan.
A o Do thi ciia ham sé lién tuc trén mét khodng la mot “duong lién” y

trén khodng do. Hinh bén la dé thi ciia mot ham so lién tuc tén !
(a;b). a_|o |

P . S b *
e Ham 50 da thitc va cdc ham so y = sinx, y = cosx lién tuc trén / N
toan bé tdp sé thuc R.

o Ham sé phdn thitc hitu ti (thuong ciia hai da thitc) va cdc ham

56y =tanx, y = cotx, y = \/x lién tuc trén tung khodng xdc dinh
cua chiing.

MOT SO DINH LY CO BAN

{¥ Dinh Iy 1. Gid sty = f(x) vay = g(x) 1a hai ham s6 lién tuc tai diém x,. Khi d6
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3. HAM SO LEN TUC \ \
e Ciachamsby = f(x)+g(x),y = f(x) — g(x) vay = f(x) - g(x) lién tuc tai xo.

(x)

e Himsdy = % lién tuc tai xo néu g(xo) # 0.
g(x

{3 Dinh ly 2. Su ton tai nghiém ctia phuong trinh trén mot khoang

e Néu ham s6 y = f(x) lién tyc trén doan [a;b] va f(a)- f(b) < 0, thi tOn tai it nhAt mot
diém c € (a;b) sao cho f(c) =0.

e Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a;b] va f(a)- f(b) < O thi phuong trinh
f(x) = 0 c6 it nhat mdt nghiém nam trong khodng (a;b).
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Iy GW% 4
HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

s1. MOT SO KIEN THU'C QUAN TRONG

Loy thita
Lty thira véi s6 mii nguyén

Cho 7 1a mdt sb nguyén duong.

V6i a 12 mot sb thuc tuy v, 1dy thira bic n clia a 1a tich cta # thira sb a:

d'=a-a-...-a.
————
n thita sb a
Véi a # 0 thi
B 1
=1, a'=—.
an

Ta goi a 1a ¢o s6, n 1a s6 mii. Va chd y 0° va 07" khong c6 nghia.

Mot s6 tinh chat ctia lity thira

Gia thiét ring mdi biéu thic dugc xét déu c6 nghia.

@ aa.aﬁ :aa+ﬁ @ (aa)ﬁ :aa'ﬁ
a o aa aa
@ (-) =— @ — =q%bB
(b) b ab “
AN a\®
a__ o, 0 e —_ (=2
® (ab)* =a®-b © (a) (b)

MGt s6 chii ¥ quan trong

® Néua>1thia®*>dP < a>p @ NéuO<a<lthia*>dP s a<p
® V6i0<a<bthid"<b"=m>0 @ V6i0<a<bthid">b"=m<0
A o Cdc tinh chdt trén diing trong truong hop sé mii nguyén hodc khéng nguyén.

o Khi xét lity thiva vdi s6 mii O va s6 mii nguyén dm thi co sé a phdi khdc 0.
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1. MOTs6 KEN THUC QUANTRONG AT

o Khi xét lity thita véi sé mii khong nguyén thi co sé a phdi duong.

Mot so tinh chat cua can bac n

Vé6ia,b € Rvane N* taco

%

;% 2n+1 /a2n+1 —

a.

Va = |al.

% Xab= %/|a|- X/|b|, Yab > 0.
2n

oS z\/g_ Vld| Yab >0, b+ 0.

3 Ibl
# Vam = (Ja)"

ES Néulzzﬁthi vaP = v/ad,
n m
Vm,n e N*, Vp,q € Z, a > 0.

,VmeZ, a>0.

e 2n+\/_ 2n+\/_ 2n+\/_ v b

a 2n+\/_

5 2n+\lf_ Ya>0, b#0.
b 2n+\/_

* Y/ Wa= "/a, Vm e N* a> 0.

% Ya="/am,

a>0, meN*,

EYS tim <6 mi

Ham s6 y = a® (a > 1)
a) Tap xéc dinh. R.
b) Su bién thién

e Ham so0 luén dong bien trén R
e Tiém can: Ox la tiém céan
ngang.

¢) Bang bién thién

Hamsoy=a®> (0<a<1)
a) Tap xéac dinh R.
b) Su bién thién

e Ham soO ludn nghich bien trén R
e Tiém can: Ox la ti€ém can
ngang.

c¢) Bang bién thién

Xl 0 1 oo X |eo 0 1 oo
Yy + Y -

a/'+°° +°°\1
y 1/ y T~y

N

0 1

‘ X

GV: Nguyén Anh Tuén
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WA cruong s HAM SO MO VA HAM SO LOGARIT

' Logarit

Cho hai s6 duong a,b véi a # 1. S6 o thdéa man dang thiic a® = b dudc goi 1a 1dgarit co s6 a ctia
b va dudc ki hiéu la log,, b.

o=log,b <= a%*=0>

Khong c6 logarit cua so am va so 0.

Véi cac diéu kién théa man d€ biéu thitc ¢6 nghia, ta c6 bang cong thic sau

# log,1=0. #* log,a=1.
1
# log,a% = a. * logea= pn
1
#* log,b* = alog, b, b > 0. * logpb= Elogab
% log,pb% = %logab. % log, b+ log,c = log,(bc).
b 1
% logab—logac:logaz. sk logabzlogba, a#1,b>0.

m Phuong trinh mu va phuong trinh logarit

Phuong trinh mii co ban
Phuong trinh mii ¢d ban cé dang a* =b v6i 0 < a # 1.

e Néu b > 0 thi phuong trinh c6 nghiém duy nhét x = log,, b.

e Néu b < 0 thi phuong trinh v6 nghiém.

Chii y: Phuong phap gidi phuong trinh mii bing cach dua vé cling co s6:

NéuO<a#lthid"=a"<u=v.

Phuong trinh logarit

Phuong trinh 16garit co ban cé dang log,x =b v6i 0 < a # 1.
Phuong trinh 18garit co ban log, x = b c6 nghiém duy nhit x = a®.

Chii y. Phuong phap gidi phuong trinh 16garit bang cach dua vé ciing co sb:

Néu u,v >0va0<a1thilog,u=log,v< u=nv

DT '0' Phuong trinh mi va phuong trinh logarit co bdn

Phuong trinh mii cobana* =b (a>0, a# 1).

e Néu b > 0 thi phuong trinh @* = b < x = log,, b.
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1. MOTs6 KEN THUC QUANTRONG AT
e Néu b < 0 thi phuong trinh @* = b v6 nghiém.
Phuong trinh 16garit c6 dang log,x =56 (a >0, a # 1).

e Néulog,x=b = x=a.

DT '9' Phuong phdp dua vé ciing co s

St dung tinh chét
W =8 — fx)=gx) (0<a#1).

Cho 0 < a # 1. Khi dé:

f(x) >0, g(x) >0,
f(x) =gx).

log, f(x) = log,g(x) < {

DT Iel Phuong phdp dét én phu

Pit an phu giai phuong trinh mii:
aa® + Ba"+y=0.

bitt =d* (r > 0).
Pit an phu giai phuong trinh logarit:

alog?x+ Blog,x+y=0.

bitr =log,x (x > 0).

DT '9' Phuong phdp mii héa va logarit héa

1. Phuong phap logarit hoa:

e Dang 1:
f(x) >0,

o) —log, f(x), O 0<erl

as®™ =f(x) — {

e Dang 2:
af(x) — bg(x) PN loga af(x) — loga bg(x) “— f(_x) = g(x) loga b.

2. Phuong phap mu hoa:
log, f(x) = g(x) <= f(x) =as®.

Bit phuong trinh mii
o Bit phuong trinh mii co ban ¢ dang a* > b (hoic a* > b,a* < b,a* < b) véia > 0,a # 1.
o Xét bat phuong trinh dang a* > b:

e Néu b < 0 thi tap nghiém ctia bat phuong trinh 1a R.
e Néu b > 0 thi bat phuong trinh tuong duong véi a* > a'°2?.
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WA cruong s HAM SO MO VA HAM SO LOGARIT
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e Vi a > 1, nghiém cda bét phuong trinh 1a x > log,, b.

e V6i 0 < a < 1, nghiém cla bat phuong trinh 1a x < log,, b.

Chu y: Cic bat phuong trinh mi cd ban con lai dugc gidi tuong tu.
e Nbua>1thia*>a" < u>v.

e NeuO<a<l1thidt>a" < u<v.

n Bat phuong trinh logarit

e BAt phuong trinh 16garit co ban c¢6 dang log,x > b (hoic log,x > b,log,x < b,log,x < b) v6i
a>0,a#1.

o Xét bét phuong trinh dang log, x > b:
e Véi a > 1, nghiém ctia bAt phuong trinh 1a x > a*.
e V6i 0 < a < 1, nghiém ciia bit phuong trinh 12 0 < x < a®.
Chi y: Cic bat phuong trinh 16garit co ban con lai dudc giai tuong tu.

o Néua > 1thilog,u>log,v& u>v.

e Néu0 < a < 1thilog,u>log,v<u<v.

DT 'G' Ba&t phuong trinh mi va bat phuong trinh logarit co ban

Phuong trinh mit cobana* =b (a >0, a # 1).

e Néu b > 0 thi phuong trinh @* = b < x = log,, b.

e Néu b < 0 thi phuong trinh a* = b v6 nghiém.
Phuong trinh logarit c6 dang log,x =5 (a >0, a# 1).

o Néulog,x=b< x=ad"

DT Iel Bua vé cling co s6 dé gidi bat phuong trinh

Néu gip bit phuong trinh o/ > a8 thi xét hai trudng hop:

o Truong hop 1: Néu a > 1 thi bat phuong trinh
" > @Y — f(x) > g(x).
o Truong hop 2: Néu 0 < a < 1 thi bat phuong trinh

' > a8V — f(x) < g(x).
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1. MOT $& KIEN THUC QUAN TRONG \ \

DT lel Bat &n phu

Ta thuong gdp cac dang:

ma* ™ +na’™ 4 p>0 (D
o bitr =a’™, ¢ > 0 dua bt phuong trinh (1) v& dang
mt* + nt + p>0.
o Giai bt phuong trinh tim nghiém ¢ va kiém tra diéu kién ¢ > 0, sau d6 tim nghiém x.
Ta cluing thuong gap:

ma’™ 4 np’ ™) 4 p >0,  trong d6 ab = 1.
Pitr = a'W, t >0suyra

Hoac:

Chia hai v& cho »*/™) va dit

Bai todn lai suat ngin hang

pt ‘C)’_ Baitodn I&i don
1. M6 hinh bai toan
Lai don 1a sb tién 13i chi tinh trén sd tién gbc ma khong tinh trén sb tién 1ai do sb tién gdc sinh ra,
tiic 12 tién 1ai cta ki han trude khong dudc tinh vao von d€ tinh 13i cho ki han ké tiép, cho du dén ki
han ngudi gtii khong dén riit tién ra.
2. Cong thure tinh
Khéch hang giii vao ngan hang A dong vdi 1di don r%/ki han thi sb tién khach hang nhan dudc ca
von 14n 1di sau 7 ki han (n € N¥) 1a

Sn =A+nAr=A(1+nr).

DT '9‘ Bdii todn 16i kép

1. M6 hinh bai toan

Lai kép Ia tién 1di ctia ki han truéc néu ngudi gii khong it ra thi dudc tinh vao von dé tinh 13i cho
ki han sau.

2. Cong thuce tinh

Khach hang giii vao ngan hang A dong véi 1ai kép r%/ki han thi s6 tién khach hang nhan dudc ca
von 14n 1i sau n ki han (n € N*) 1a

Sp=A(1+7)".

Cac cong thire lién quan

Sn n Sn Sn
n:log1+r(Z) r%:\/Z—l A:(1—|—r)n
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WA cruong s HAM SO MO VA HAM SO LOGARIT
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DT Ie' Tién glri véio haing thdng

1. Pinh nghia
Tién giii hing thang 1a mdi thang gii ding cing mot sb tién vao mot thai gian cb dinh.
2. Cong thue tinh
DPau mdi thang khach hang gti vao ngan hang sb tién A dong véi 13i kép r%/thang thi sb tién khach
hang nhan dudc cé vbn 14n 1di sau n thang (n € N*) (nhan tién cubi thang, khi ngan hang da tinh 13i)
la A

Sp=—=[A+r)"—1](1+r).

.
Cac cong thic lién quan
rS, rS,
S |
S\ A(T+7) (+n[0+r"—1]

DT '9' Gi tién vaio ngan hang va rit 1ai hang thdng

Cong thirc tinh
Gtii ngan hang s tién 1a A dong véi 13i suit r%/thang. Mbi thang vao ngay ngan hang tinh 13i, rut
ra sd tién 12 X dong. Tinh s6 tién con lai sau n thang 1a

(1—|—r)”—1.

Sp=A(l+r)"—X-
p

DT Iel Vay vén trd gép

1. Pinh nghia

Vay vbn trd gop 1a vay ngan hang s tién 12 A dong véi 13i suat r%/thang. Sau ding mot thang ké tir
ngay vay, bat ¢iu hoan ng; hai 1an hoan nd cach nhau ding mot thang, mdi 1an hoan nd s6 tién 1a X
dong va tra hét tién ng sau ding » thang.

2. Cong thure tinh

Céch tinh s6 tién con lai sau n thang gidng hoan toan cong thic tinh gii ngan hang va rit tién hing
thang nén ta co

1 "—1
Sn:A(1+r)"—X~&.
r
D€ sau ding 7 thang tra hét ng thi S, = 0, nén
(I+r)—1 Ar(1+r)"
Al n_x.~ 72 (= X=—"7_
(147) r (14+r)m—1

DT 'G' Téng luvong

1. Pinh nghia

Bai toan ting luong dudc md ta nhu sau: Mot ngudi dudce 1anh luong khdi diém 12 A dong/thang. Ci
sau n thang thi luong ngudi d6 dudc ting thém r%/thang. Hoi sau kn thang ngudi d6 linh dugc tat
ca s6 tién 12 bao nhiéu?

2. Cong thire tinh

Téng sb tién nhan dudc sau kn thang 1a

(1+r)k—1
’ :

Spn = Ak -
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DT 'Q' L&i kép lién tuc

Gti vao ngin hang A dong véi 1di kép r%/miam thi sd tién nhan dudc ci von 1an 1di sau 7 nim
(neN*)la

w=A(l+7r)"
.2 2 . X o N N s ~ N qe~e A X N N r N A LR
Gia su ta chia moi nam thanh m ki han dé tinh 1ai va 1ai suat moi ki han 1a — % thi s0 tién thu dugc

. R m
sau n nam la

Sn:A<l+£)mn.

Khi ting s6 ki han ctia mdi nim 1én vd cuc, tic 1a m — 40, goi 12 hinh thic 13i kép lién tuc thi
ngudi ta chiing minh dudc sb tién nhan dugc ci gbc 1an 1ai 1a

S = Ae""(cong thic tang trudng mi)

Mot s6 bai todn thuc té vé dén sb

DT '0' Bdi fodn tang trudng déan sé

Cong thtic tinh ting trudng dan s6 1a
Xp =X, (14+7)"" mn€Z" m>n.
Trong do
o r% lati 1é ting dan sb tif nim n dén nim m;
e X, 1a dan s6 nam m, X,, 12 dan s6 nam n.

Tir d6 ta c6 cong thifc tinh ti 1€ ting dan s6 1a

X
r% = "
X

DT '9' Bai todn téing trudng quan thé, sb luvong lodi sinh vat

Ta thyc hién tuong tu nhu véi ting trudng dan sb. Tuy nhién c6 thé dé bai sé cho thay d6i vé ham sb.

Mbt s6 bai todn thuc té khéc

Ngoai mot s6 bai toan da cho & trén. Ta c6 thé thdy mot s6 bai toan dudc 1dy mo hinh tir Li - Héa lién
quan dén mi va logarit nhu: Bai todn cudng do Am, Bai todn phong xa - héa thach, Bai toan vé do
pH.,...Ngoai ra con rit nhiéu mo hinh bai todn c6 su ing dung cao ctia ham sd mii va logarit.
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26

DAO HAM

§1. MOT SO KHAI NIEM CO BAN VE DPAO HAM

Pao ham ciia mot so tai mot dieém

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (a;b) va di€ém xq € (a;b).
Néu ton tai gi6i han hitu han
) £ )

X—X0 X — XO

thi gi6i han d6 dugc goi 1a dao ham ctia ham s6 y = f(x) tai diém xo, ki hiéu bsi f(xo) (hodc y'(x)),
tic la

1 (aw) = g LI =L
Chi §
f/(-xO) _ %1_1;% f(xO +h})l _ f('xo) )

Pao ham ctia ham s6 trén mét khoang

Chii y: Néu phuong trinh chuyén dong ctia vat 1a s = f(¢) thi v(¢t) = f(¢) 1a van tbc tic thdi ctia vat tai
thoi diém 7.

Y nghia hinh hoc cia dao ham

a) Tiép tuyén ctia do thi ham sb

Hé s6 goc ctia dudng thang di qua hai diém (x1;y1) va (x2;y2), v6i x; # xa, 12

k— )’2—)’1‘
X2 — X1

Tiép tuyén ctia dd thi ham s6 y = f(x) tai diém P(xo; f(xo)) 12 duong thang di qua P v6i hé s6 goc

k= lim M_

X—X0 X — X0

Néu gidi han nay ton tai va hitu han thi k = f/(x¢). Diém P goi la tiép diém.
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f(x)
f(xo)

o IX‘O

Nhan xét: Hé sb goc tiép tuyén ctia do thi ham s6 y = f(x) tai diém P(xo; f(x0)) 12 dao ham f’(xo).
b) Phuong trinh tiép tuyén

Néu ham sb y = f(x) c6 dao ham tai diém x thi phuong trinh tiép tuyén ctia do thi ham sé tai di€ém
P (X();y()) la /
y=yo=f(x0)(x —x0),

trong d6 yo = f(xo).
¢) Y nghia vat Iy

Van tdc tiic thdi tai thai diém #o cla chit diém chuyén dong véi phuong trinh s = s(¢) 1a
v(t()) = Sl(l‘()).
Cudng do tiic thdi tai thoi diém 7y ciia mot dong dién véi dién lugng Q = Q(¢) 1a

I(tg) = Q'(10).
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WAL chuongs DAOHAM
§2. CAC CONG THUC QUAN TRONG

Quy tic tinh dao ham

Cho u = u(x), v =v(x) va C 1a hing s6.

Tong, hiéu:

(utv) =u' £v.
e Tich:
(w) =uv+vu = (C-u)=C-u.
e Thuong: / / / /
<%)’:uvv—2vu, (v £0) = (%‘) :_Cu-zu'
¢ DPao ham ham hgp:

Néu y = f(u) v6i u = u(x) thi

Cong thitc dao ham nhanh ham phan thic

ax+b , (ax—}—b)' ad — bc
o y= = _(

 ox+d cx+d/)  (ex+d)?
a b 24 a c¢ - b ¢
/
ax* +bx+c Y ax* +bx+c a b a ¢ b
[ ] = = —_— —
Y ax?+bx+c ax?+b'x+c (@x*+b'x+c)?
bed , o2 a b _ /_ /
O d6 ta hi€u J b =ab' —d'b
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Bang cong thitc dao ham

Ham so cap Ham hop

(C) =0 (Clahing sd)

(xa)/ = ox® ! (ua)/ = oqu® 1y
1)’ 1 (1)’ u'
o —— 0 e 0
(3)=-z &=#9 ) ==L w0
/ 1 / M/
=— >0 =, (u>0
(VA =3z @>0 (Vi) = 37 (1> 0)
sinx) = cosx sinu)’ =u'-cosu
(sinx)’ (sinu)’ = u’
(cosx)’ = —sinx (cosu) = —u' - sinu
/ / u/
(tan-)’ = cos?x (tanu)’ = cos?u
1 /
(cotx) = —— (cotu) = ——=
sin”x sin”u
(sin"x)" = nsin™ ! x-cosx (sin"u)' = nu'sin" ' u-cosu
(cos"x)' = —ncos" ! x-sinx (cos"u)' = —nu'cos" u-sinu
1 1
n,\ _ n—1 . B = il n—1_.
(tan"x)" = ntan""'x p— (tan"u) = nu'tan" " u p—
1 1
(cot"x)' = —ncot" ! x- — (cot"u) = —nu' cot" 'u- —;
sin”x sin”u
(ex)/:ex (eu)/:u/_eu
(@) =a*'Ina (@) =u'-d"Ina
1 u
(Injx)’ =~ (x#0) (Inful)' = — (u#0)
1 u
1 = — 0 1 '= 0
(log, <)) = =1 (x#0) (log,Jul)' = 2~ (u#0)

n Pao ham cip hai
1. Pinh nghia
/
1) =[]
2.'Y nghia co hoc

Gia toc tic thdi clia chuyén dong s = f(¢) tai thoi diém ¢ 1a

a(to) = f" (1)

3. Pao ham cap cao

@) =" YW, nheNn>2).
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NG DUNG DAO HAM KHAO SAT
VA VE PO THI HAM SO

X X X 2 N A
§l. SU’ DONG BIEN NGHICH BIEN CUA HAM SO
Mot s6 khai niém cd ban
Ky hiéu K 1a khoang hoic doan hodc nita khodng. Gia st ham s6 y = f(x) xéc dinh trén K, ta c6:

e Ham s6 y = f(x) dugc goi la déng bién (ting) trén K néu véi moi x1,x» € K, x1 < xp thi
fx1) < f(x).
o Ham s6 y = f(x) dudc goi 12 nghich bién (giam) trén K néu véi moi x;,x, € K, x| < x, thi
f(x1) > f(x).
Ham s6 dong bién hoic nghich bién trén K dudc goi chung 1a don diéu trén K.

Nhan xét.

e Ham s6 f(x) dong bién trén K khi va chi khi

fx2) =)

>0, Vxi,x €K, x| #x;.
X2 —X1

Khi d6 dd thi ctia ham s6 di lén tir trai sang phai. -

o Ham sd f(x) nghich bién trén K khi va chi khi

M <0, Vxi,x €K, x| #x;.
X2 — X1 —

Khi d6 db thi ctia ham sb di xudng tir trai sang phai.

(0]
o Néu f'(x) <0, Vx € (a;b) thi ham sb f(x) nghich bién trén khodng (a;b).
o Néu f'(x) =0, Vx € (a;b) thi ham s6 f(x) khéng doi trén khoang (a;b).

o Néu ham sb f(x) dong bién trén khoang (a;b) thi

f'(x) >0, Vx € (a;b).
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o Néu ham s6 f(x) nghich bién trén khoang (a;b) thi

f'(x) <0, Vx € (a;b).

o Néu thay d6i khoang (a;b) bing mot doan hoic nita khoang thi phai bd sung thém gia thiét
“ham s6 f(x) lién tuc trén doan hodc nita khoang d6”.

Quy téc xét tinh don diéu ctia ham s6

Gia st ham so f c6 dao ham trén K.

e Néu f'(x) > 0 v6i moi x € K va f'(x) = 0 chi tai mot s6 hitu han diém x € K thi ham sb f
dong biéen trén K.

e Néu f'(x) <0 véi moi x € K va f'(x) = 0 chi tai mot s6 hitu han diém x € K thi ham sb f
nghich bién trén K.

Mot s0 két qua gitip giai nhanh

N N . b —d
3 Ham phén thic y = & + (x £ —>
cx+d c

P6i véi ham phan thic hitu i

_ax+b (x#_c_l)
y_cx—i-d’ c)’

thi diu “=" khi xét ddu dao ham y’ khong xay ra.

3 Ham s6 bacba y = ax> +bx2 +cx+d

Gid sty = f(x) = ax® + bx* + cx +d = f'(x) = 3ax* +2bx +c.
e Ham s6 dong bién trén R khi va chi khi
>0 a=0,
() >0, VxR < {" * hoic {b=0,
A<O0,
c>0
e Ham s6 nghich bién trén R khi va chi khi
<0 a=0,
F(x)<0,VxeR = {7 hoic {b=0,
A<O0,
c<0
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n Mot so dang toan thudng gip

DT '0' Tim khodng don diéu, cuc tri clia ham sé cho truéc

D€ xét tinh dong bién, nghich bién, cuc tri ctia ham s6 y = f(x), ta c¢6 thé thuc hién céc budc sau:
o Budc 1: Tim tap x4c dinh ctia ham s6 y = f(x).

o Budc 2: Tinh dao ham f’(x). Tim cic diém x; (i = 1,2,...,n) ma tai d6 ham sb c6 dao ham
bing 0 hodc khong ton tai.

o Budc 3: Sap xép cac diém x; theo thi tu ting dan va 1ap bang bién thién.

o Budc 4: Cin cti vio bang bién thién, néu két luan vé cic khoang dong bién, nghich bién, cuc
tri cua ham so.

DT Iel Dang 2: Tim tham s6 m dé ham sé don diéu trén mot khodng cho
trudc

o Xét ham sb bac ba y = ax® + bx?> + cx +d ¢6 dao ham y' = 3ax? + 2bx+c

a>0

Ham s6 dong bién trén R khi va chikhiy > 0,Vx € R < {A <0
Y =

a<0

Ham s6 nghich bién trén R khi va chi khiy’ <0,Vx € R & {A <0
y =

Trong truong hop hé sé a co chita tham sé thi ta kiém tra thém truong hop a = 0.

b d—b
axt c6 dao ham y = a ¢

Xét ha han thic y = —_—
¢ Actiamphan ey =" (cx+d)?

v6i ad — bc # 0,c¢ # 0.
N A A <A A P - . 2 3 . N 2 . / d
Ham s0 dong bién trén khoang xac dinh cta n6 khi va chi khi: y' > 0,Vx # —— < ad —bc > 0
c
. . d
Ham s0 nghich bién trén khoang xdc dinh ctia n6 khi va chi khi: y < 0,Vx # —— < ad —bc < 0
c

ax*+bx+c | . , adx?® +2aex+ be — dc
———  c6daoham y’ =
dx+e (dx+e)?

Ham s0 dong bien trén khoang xac dinh ctia n6 khi va chi khi:

e Xét ham phan thuc y = ,v6iad # 0

y >0,Vx # —2 & adx® + 2aex + be — de > 0,Vx # —2

Ham s0 nghich bién trén khoang xac dinh cta n6 khi va chi khi:

y <0,Vx # —2 & adx® + 2aex+be —de < 0,Vx # —2

DT 'e' Dang todn ham sé bdc ba don diéu chira tham sé m

Véi dang toan tim tham s6 m d& ham s bac ba don diéu mot chiéu trén khoang c6 do dai bang /, ta
giai nhu sau:

e Budc 1. Tinh y' = f'(x;m) = ax® + bx +c.
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o Budc 2. Ham s6 don diéu trén (x1;x;) khi va chi khi y/ = 0 ¢6 hai nghiém phan biét. Piéu
kién tuong duong la
a#0,
{ (*)

A>0.
o Budc 3. Ham s6 don diéu trén khoang c6 do dai bang ¢ khi va chi khi

|X1 —.X2| =/ <— (x1 —|-XZ)2 —4dx1xp = £2 o 52 —4P = 62. (**)

o Budc 4. Giai (x) va giao vdi () d€ suy ra gid tri m can tim.

GV: Nguyén Anh Tuén

33



WA/ cruong 6. NG DUNG DAO HAM KHAO SAT VA VE DO THI HAM 56

§2. CUCTRI HAM SO

Gia st ham sb f xdc dinh trén tp K va xo € K. Ta n6i:

e xo |2 diém cuec ti€u ciia ham s6 £ néu tdn tai mot khoang (a;b) chita xg sao cho (a;b) C K va
f(x) > f(x0), Vx € (a;:b) \ {x0}
Khi d6 f(xo) dudc goi la gia tri cue tiéu ctia ham sb f.
e xo | diém cuc dai ctia ham s f néu ton tai mot khoang (a;b) chita xq sao cho (a;b) C K va
f(x) < f(x0), Vx € (a;:0) \ {x0}-

Khi d6 f(xq) dudc goi la gia tri cure dai ctia ham sb f.

o Diém cuc dai va diém cuc tiéu goi chung 12 diém cuc tri ctia ham s va diém cuc tri phai 12 mot
di€m trong tap hop K.

o Gia tri cuc dai va gia tri cuc ti€u goi chung 1a gia tri cuc tri (hay cue tri) ciia ham s6.

o Néu xo 12 diém cuc tri ctia ham sb thi diém (xo; f(xo)) dudc goi la diém cue tri cta do thi ham

s6 f.

Nhan xét.

o Gid tri cuc dai (cuc ti€u) f(xo) néi chung khong phéi 1a gid tri 16n nhét (nho nhit) ctia ham sb f
trén tap Z; f(xo) chi 1a gia tri 16n nhét (nhé nhit) ctia ham s f trén mot khoang (a;b) nao doé
chia xq. Hay néi cach khac, khi x 12 diém cuc dai (cuc ti€u) thi ton tai mot khoang (a;b) chida xq
sao cho f(xo) 1a gid tri 16n nhit (nhd nhat) ciia ham s £ trén khoang (a;b).

o Ham sd f c6 thé dat cuc dai hodc cuc tiéu tai nhiéu diém trén tap K. Ham s6 c6 thé khong c6 cuc
tri trén mot tap cho trudce.
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2. CUC TRIHAM sO

\ \

Piém cuc Y
dai ctia do
thi
Ycb

Piém cuc
dai ciia ham
sO

Gia tri cuc
dai (cuc dai)

/ ctia ham sb

Piém cuc
ti€u cta
ham so

Gia tri cuc
tiéu (cuc tiéu)
cua ham so

e Ham so f ¢6 cuc tri khi va chi khi y’ d6i dau.

triét tiéu hodc dao ham khong xac dinh.

Piém cuc
tiéu ctia do
thi

e Ham s6 f khong c6 cuc tri khi va chi khi y’ khong d6i dau.

e Ham sd f chi c6 1 cuc tri khi va chi khi y’ d6i dau 1 lan.

e Ham sd f ¢6 2 cuc tri (cuc dai va cuc tiéu) khi va chi khi y’ d6i dau 2 1an.
e Ham s6 f c6 3 cuc tri khi va chi khi y’ d6i diu 3 1an.

o D6i véi mot ham sb bat ky, ham sb chi c6 thé dat cuc tri tai nhitng diém ma tai d6 dao ham

e Céch goi tén: cuc tri, diém cuc tri ciia ham sd, di€m cuc tri ctia do thi ham s, ...

Diéu kién can va du de ham s6 co cuc tri

© Dinh i 2.1. Gid sit ham sy = f(x) dat cuc tri tai diém x. Khi do, néu ham séy = f(x) co dao

ham tai xq thi

f'(x0) =0.

Chii

ham so khong c6 dao ham.

Xo thi

Hon ntia:

f’(xo) =0.

o Dao ham f’(x) c6 thé bing O tai diém xq nhung ham sd f khong dat cuc tri tai diém xo.

o Ham s6 c6 thé dat cuc tri tai mot diém ma tai d6 ham s6 khong c6 dao ham.

GV: Nguyén Anh Tuén

e Ham s6 chi c6 thé dat cuc tri tai mot di€m ma tai d6 dao ham cta ham s6 bang 0 hoic tai d6

© Dinh |i 2.2. Gid sit ham s6 f dat cuc tri tai diém xo. Khi do, néu ham sé f co dao ham tai diém

o Néu f'(x) > 0 trén khodng (xo — h; xo) va f'(x) < O trén khodng (xo; xo -+ h) thi xo Ia diém cuc
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dai ciia ham s6 f(x).

o Néu f'(x) < 0 trén khodng (xo — h; xo) va f'(x) > 0 trén khodng (xo; xo + h) thi xo Ia diém curc
tiéu ciia ham sé f(x).

Ta ¢6 quy tic tim cue tri sau (Quy tdc 1)
DE tim cuc tri ctia ham sb y = f(x) ta thuc hién theo cic budc sau:
e Budc 1: Tim tap xdc dinh. Tim f7(x).

o Buéc 2: Tim céc diém x; (i = 1,2,...) ma tai d6 dao ham ctia ham s6 bing 0 hodc ham sb
lién tuc nhung khong c6 dao ham.

o Budc 3: Lap bang bién thién hodc bang xét dau ctia f(x). Néu f/(x) d6i dau khi di qua x;
thi ham s6 dat cuc tri tai x;.

© Dinh i 2.3. Gid sit ham s6y = f(x) co dao ham cap hai trong khodng (xo — h;xo +h) vdi
h > 0. Khi do:

o Néu f'(xp) =0, f(x0) < O thi ham s f dat cuc dai tai x.

o Néu f'(xg) =0, f"(xo) > 0 thi ham sé f dat cuc tiéu tai xo.

Ta c6 quy tic tim cuc tri (Quy tdc 2)
DE tim cuc tri ctia ham s6 y = f(x) ta thuc hién theo céc budc sau:
e Budc 1: Tim tap xdc dinh. Tim f7(x).
e Budc 2: Tim cac nghiém x; (i = 1,2,...) cta phuong trinh
f'(x)=0.
e Budc 3: Tinh f”(x) va tinh f”(x;).

e Néu f”(x;) < 0 thi ham sb f dat cuc dai tai diém x;.
e Néu f"(x;) > 0 thi ham sb f dat cuc tiéu tai diém x;.

m' Mbt s6 dang bai lién quan dén cuc tri

Bai toan cu'c tri cia ham so6 bac ba

' ' = X P 2 s X P . 2 ~ X S =
DT G Tim diéu dién dé ham s6 c6 cuc tri thoa man de bai

Cho ham s6
y=flx;m) = ax’ +bx> + cx+d.

Tim tham s6 m d€ ham s6 c6 cuc dai, cuc tiéu tai x;,x, thda man diéu kién K cho truée.
Phuong phap
e Budc 1. Tap xac dinh 2 = R.

bao ham:
y = 3ax? +2bx+c = Ax* + Bx+C.
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o Budc 2. Ham s6 c6 cuc tri (hay c6 hai cuc tri phan biét, tic 1a c6 cuc dai va cuc ti€u) khi va
chi khi
Y =0

c6 hai nghiém phan biét va y’ d8i diu qua hai nghiém dé.
Phuong trinh y' = 0 ¢6 hai nghiém phéan biét khi va chi khi

{A:3a7é0, {a;«éO,
<— == mec 9.

Ay = B* —4AC = 4b* — 12ac > 0 b* —3ac >0

e Budc 3. Goi x1,x; 12 hai nghiém ctia phuong trinh y' = 0. Khi d6

S— x4 B 2b
- A 3a’
C c
P= ==
A1 A  3a

o Budc 4. Bién ddi diéu kién K vé dang theo téng S va tich P. Tir d6 gidi ra tim dudc m € 2.
o Buéc 5. Két luan céc gia tri m thda man

me 91ND,.

Ham sb bic ba
y=ax’ +bx*+cx+d (a#0)

c6 dao ham
y = 3ax® +2bx+c.

o Ham sb khéng c6 cuc tri khi 5? — 3ac < 0.

o Ham s c6 hai diém cuc tri khi b> —3ac > 0.

' ' . X N 2 ~ X P . ~ X P X
DT 9 Tim diéu dién dé ham s6 cé 2 cuc tri cung dau, trdi dau

o Ham s6 ¢6 hai diém cuc tri trai dau khi va chi khi phuong trinh
Y'=0
c6 hai nghiém phan biét trai diu, tic 1a
A-C=3ac <0 < ac <.
o Ham s ¢6 hai diém cuc tri cing dau khi va chi khi phuong trinh
Yy =0
c6 hai nghiém phan biét cung déu, tic 1a
Ay >0,

C
PZX1XQ=Z>0.
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38

e Ham s6 c6 hai diém cuc tri cing dau duong khi va chi khi phuong trinh
Y'=0
¢6 hai nghiém duong phan biét, tic la
(
Ay >0,

B
SZX1+XQ:—Z>O,

C
PIX])QZ— 0.

=

\
o Ham s ¢6 hai diém cuc tri cing d4u 4m khi va chi khi phuong trinh
Y'=0

¢6 hai nghiém am phan biét, tic la

(
Ay >0,
B

S=x14+x = —Z <0,

\P:xlxz = 1 0.

DTH

Tim diéu kién dé ham sé cé cuc tri ndm cling, khéc phia so véi dudng
thang cho truéc

(a) Vi tri twong dbi ctia hai diém véi duong thang
Cho hai diém A(x4;ya), B(xg;yp) va dudng thang

A:ax+by+c=0.

o Néu
(axa +bya +c)(axg+byg+c) <0
thi hai diém A, B nim vé hai phia so v6i duong thang A.
o Néu
(axs +bys +c)(axp+Dbyg+c) >0
thi hai diém A, B nam cung phia so v3i dudng thing A.
(b) Mot s6 truong hop dic biét
o Cic diém cuc tri ctia dd thi nim cung vé mot phia dbi v6i truc Oy khi va chi khi ham s6 ¢
hai diém cuc tri cing dAu, tifc 12 phuong trinh
Y'=0
¢6 hai nghiém phan biét cung diu.
o Céc diém cuc tri cia d thi nim vé hai phia ddi véi truc Oy khi va chi khi ham sb ¢6 hai diém
cuc tri trdi diu, tic 1a phuong trinh
/
y=0

¢6 hai nghiém tréi dau.
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2. CUC TR HAM sO \ \

Céc diém cuc tri ciia db thi nim cung vé mét phia dbi v6i truc Ox khi va chi khi phuong trinh

Y'=0
¢6 hai nghiém phan biét va
yep - yer > 0.

Céc diém cuc tri cia dd thi ham sb nim cung vé phia trén déi v6i truc Ox khi va chi khi
phuong trinh

/

y =0
c6 hai nghiém phan biét va
{}’CD -ycr > 0,
ycp +yer > 0.

Céc diém cuc tri cta dd thi ham sb ndm cung vé phia duwéi dbi véi truc Ox khi va chi khi
phuong trinh
/
y =0
c0 hai nghiém phan biét va
{YCD -yer >0,
yep +yer <0.

Céc diém cuc tri cia dd thi ham sé nim vé hai phia ddi véi truc Ox khi va chi khi phuong
trinh
Y =0
c6 hai nghiém phan biét va
yeae - yer < 0.
Hoic cac diém cuc tri ctia d6 thi ham sb nam vé hai phia d6i v6i truc Ox khi va chi khi do thi
cat truc Ox tai ba diém phan biét (khi nhAm dugc nghiém), hay phuong trinh hoanh do giao
diém
f(x)=0

¢6 3 nghiém phan biét.

DTH

Bdi todn lién quan phuong trinh dudng théng di qua hai diém cuc tri
hodic khodng cdach

(a) Phuong trinh dudng thing qua cic diém cuc tri
Phuong trinh dudng thang di qua hai diém cuc tri ctia d6 thi ham s6 bac ba c6 thé viét dudi cic

dang:

hoac
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hoac

(b) Khoang cach giira hai diém cuc tri
Khoang céch gilta hai diém cuc tri ctia dd thi ham s bac ba la

4e + 166> b —
A=y Y16y b3
a 9a

DT 'e' Dang danh cho céc ki thi PGNL - Ham béc bén tring phuong

(a) Mt s6 két qua can nhé

o Ham sb c6 mot cure tri khi va chi khi
ab > 0.

o Ham s6 c6 ba cuc tri khi va chi khi
ab < 0.

N A - s A PN o N oA . N 2 .
Ham s0 c6 dung mot cuc tri va cuc tri la cuc tiéu khi va chi khi

a>0,
b>0.

o Ham s6 c6 ding mét cuc tri va cuc tri 1a cuc dai khi va chi khi
a <0,
b <0.

o Ham sb c6 hai cuc tiéu va mot cuc dai khi va chi khi
a>0,
b <0.

o Ham sb c6 mét cuc ti€u va hai cuc dai khi va chi khi
a <0,
b>0.

(b) Mot ) cong thire tinh nhanh
Gia st do thi ham s6
y= ax* +bx* + ¢

oo o(E8). oV E-2)

tao thanh tam giac ABC thda man diéu kién ab < 0.

¢6 3 diém cuc tri 1a

bit
BAC =«
thi
co2 % = b’
2 8a’
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\ \

STT Du kién Cong thire thoa man
ab<0 vac#0
1 Tam giac ABC vudng cén tai A b’ = —8a
2 Tam gidc ABC déu b’ = —24a
3 Tam giac ABC c6 dién tich 3243(S0)2 +b° = 0
SaaBc = S0
4 Tam giac ABC c6 dién tich max Sy S — \/ B b’
0 3243
5 Tam giac ABC c6 ban kinh dudng b2
tron noi tiép r =7 r=
D1 UEP FAABC = T0 4’a|<1+ l—b_Z)
6 Tam gidc ABC c6 ban kinh duong b3 —8a
tron ngoai tiép Raapc =R = 8|a||b|
7 Tam giac ABC ¢6 do dai canh amg L2b—0
BC =my
Tam giac ABC c6 do dai canh 24 4 _
8 AB = AC = ng l6a“ny — b +8ab =0
9 Tam giac ABC c6 cuc tri B,C € Ox b*> =4ac
10 | Tam gidc ABC c6 3 géc nhon b(8a+b>) >0
11 Tam giac ABC c6 trong tam O b* = 6ac
12 Tam giac ABC c6 tryc tdim O b*>+8a—4ac=0
Tam gidc ABC cung di€ém O tao )
13| thanh hinh thoi b*=2ac
14 Te}m g}a.lcéBC co6 O la tam duong B} — 84— dabe — 0
tron ndi tiep
15 Te}m giac ABAC co O la tam duong b3 — 84— 8abe — 0
tron ngoazi tiep
Tam giac ABC c6 canh 3,0 2
16 BC — kAB — KAC b’k —8a(k*—4)=0
Truc hoanh chia tam giac ABC
17 | thanh hai phan c6 dién tich bing b? =42 |ac|
nhau
18 Tilm giac A{?C c6 diém cuc tri cach b2 — Rac
déu truc hoanh
19 Phuong trinh dudng tron ngoai tiep

AABC la

2 A 2 A
2 2 (=2 = il
oy (b 4a+c)y+c(b 4a) 0
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§3. GIA TRI NHO NHAT - GIA TRI LON NHAT

Mot so6 khai niém co ban
Dinh nghia

a) SO M dugc goi 1a gid tri lon nhdt ctia ham sb y = f(x) trén 2 néu

fx) <M, Vxe 9,
g € 2, fxo) =M.

Kihiéu: M = max f(x).
xX€9D

b) S6 m dudc goi 1a gid tri nhé nhdt ciia ham sé y = f(x) trén Z néu

flx)>m,Vxe P,
dxo € 2, f(xp) =m.

Ki hiéu: m = min f(x).
xX€g

Y/ rhuongphip im GTLN - GTNN
a) Tim GTLN, GTNN ciia ham sé bdng cdch khdo sdt truc tiép

e Tinh f'(x) va tim cdc diém x1,xp,...,x, € 2 ma tai d6 f'(x) = 0 hoidc ham s6 khdng c6 dao
ham.

o Lap bang bién thién va tlt d6 suy ra gi4 tri 16n nhét, gia tri nhé nhit cia ham sd.
b) Tim GTLN, GTNN ciia ham sé trén mét doan

e Ham s6 di cho y = f(x) xac dinh va lién tuc trén doan [a; b].
o Tim cdc diém xy,x7, ..., X, trén khoadng (a;b), tai d6 f’(x) = 0 hodc f’(x) khdng xdc dinh.

o Tinh f(a), f(x1), f(x2),-., [ (xn), £(D).

e Khi do:
xrél[%]f(x) =max{f(x1),f(x2),...,f(xa), f(a),f(b)}.
xre% f(x) =min{f(x1), f(x2), ..., f(xa), f(a), F(D)}.

¢) Tim GTLN, GTNN ctia ham sé trén mét khodng

e Tinh dao ham f’(x).

o Tim tit ca cac nghiém x; € (a;b) cta phuong trinh f(x) = 0 va tt ca cic di€ém o; € (a;b) lam
cho f’(x) khong xdc dinh.

e Tinh
A= lim f(x)7 B= lim f(x)7 f(xi)7 f(ai)‘

x—at x—b~
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e So sanh cac gia tri va két luan

szrerm)f(xx m =xg(1£)f(x}

Luwu y: Néu gid tri l6n nhdt (nhé nhdt) la A hodic B thi ta két ludn ham sé khéng co gid tri I6n nhdt (nhé
nhdt). Chi y:

o Néuy = f(x) dong bién trén [a;b] thi

min f(x) = f(a) va max f(x)=f(b).

x€[a;b] x€|a;b]

e Néuy = f(x) nghich bién trén [a;b] thi

min f(x)=f(b) va max f(x)= f(a).

x€a;b) x€la;b]

o Ham s6 lién tuc trén mot khoang co thé’ khong c6 gid tri 16n nhit, gia tri nhd nht trén khoang do6.

o Ngoai phuong phédp ding dao ham, ta c6 thé dung phuong phap MGT, BDT, ...
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s4. DPUONG TIEM CAN CUA PO THI HAM SO

' Puong tiem can ngang

Pudng thang y = yo goi 1a dudng tiém cin ngang (goi tat 1a tiém cin ngang) clia dd thi ham sb y = f(x)
néu
lim f(x) =yohodc lim f(x)=yp.
X——oo

X—>+o0

)0 Y=o //\ Yo Y=DYo
\/ olN_~ «x

Puong thang y = yo la tiém cén ngang ctia dd thi  Puong thang y = yp la tiém cén ngang ctia do thi
(khi x — +o0). (khi x — —o0).

m' Puong tiem can di'ng

DPudng thang x = x goi la dudng tiém can ding (goi tat 1 tiém cin diing) cta dd thi ham s6 y = f(x)
néu it nhit mot trong cac diéu kién sau dudc thoa man:

y=f(x)

><‘

0

lim f(x) = oo lim f(x) = —oo; lim f(x) = —co; lim f(x) = H-oo.
x%xé x%xa x%xar x%xa
3y
x 0
b)
y A yl

X0

"
Q

c) d)

a) va c). buong thfmg x = xp la tiém can ding cia b) va d). Puong thfmg X = xp la tiém can dung cua
dd thi (khi x — x;). do thi (khi x — x7).
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4. DUONG TIEM CAN CUA DO THI HAM SO \ \

Puong tiém can xién

Puong thiang y = ax+ b, (a # 0) dudc goi 1a dudng tiém cin xién (goi tat 12 tiém cén xién) ctia dd thi
ham s y = f(x) néu:
lim [f(x) — (ax+b)] =0hoac lim [f(x)— (ax+D)]=0.

X—r—+oo X—r—00
g AV
X
y . o
N 3
/\ ‘
M
|
/\\_/
|
X 0 X

Puong thing y = ax + b 12 tiém cén xién Pudng thing y = ax -+ b Ia tiém cén xién
ctia dd thi (khi x — +o0) cua do thi (khi x — —oo)

Mbt sb dang todn thudng gip

DT 'o' Bai todn fim tiém can dirng va tiém can ngang ctia dé thi ham sé

Cho ham sb y = f(x). D€ tim dudng tiém can ding va dudng tiém can ngang cla do thi ham sb thi
ta lam nhu sau:

e Cac budc tim duong tiém can ngang:

e Budc 1: Tinh gidi han limy_, o f(x) va limy_ o f(x)
e Budc 2: Xem & “vi tri” nao ra két qua hitu han thi ta két luan c6 tiém cén ngang & “vi
tri” do

e Cac budc tim duong tiém can dung:

e Budc 1: Tim nghiém ctia mau, gia st nghiém d6 1a x = xo
e Budc 2: Tinh giGi han mot bén tai x = xy.
Néu xdy ralim,_, - f(x) = oo hodc lim, _, .+ f(x) = eo thi ta ket lugn x = xo la dudng tiém
can dung.
ax+b
cx+

s NA e L A A d .
e Luuy: Do thi ham soy = ludén c6 TCHO: x = —— vaTCN: y = a
C C

DT '9' Bai todin fim tiém cén dirng vé tiém can xién cta dd thi ham sé

Cho ham s6 y = f(x). D€ tim dudng tiém can diing va dudng tiém can xién cta do thi ham so thi ta
lam nhu sau:

e Cac budc tim duong tiém can ding:

e Budc 1: Tim nghiém clia mau, gid st nghiém d6 1a x = xo

e Budc 2: Tinh giGi han mot bén tai x = xy.
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Néu xay ra lim_ g S (x) = co hodc lim, - (x) = oo thi ta két luan x = xg la dudng tiém
can dung.

o Cac budc tim duong tiém can xién: ta xac dinh hé s6 clia a va b trong cic trudng hop sau

e Budc 1: Tinh a = limy— 1 @, b =1limy, o[f(x) —ax]
X

e Budc 2: Tinha = lim,_, o @, b =1limy_,_o[f(x) — ax]
X

e Luuy:

e Ncu a = 0 thi tiém can xién chinh la tiém can ngang

) ) 2+ . s e s
e D061 v6i ham so phén thic f(x) = L:—i—c ta c6 thé chia da thuc dé bién doi ve dang
mx+n
/ / € 4
= b (o)1 0
flx)=ax+ +mx—|—nv e #

Suy ra y = a’x + b’ 1a dudng tiém can xién ctia do thi ham sd

46
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5. Khao st su bién thien var vé dd thi ham sé \ \

§5. KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE DO THI HAM
SO
' So do khao sat ham sb
So db khao sat ham s6 y = f(x)

a) Tim tap xac dinh ctia ham so.

b) Khao sat su bién thién ctia ham so

Tinh dao ham y'. Tim cédc diém ma tai d6 y’ bang 0 ho#ic dao ham khong ton tai.

Tim cuc tri ctia ham sé.

Tim cac giGi han tai vo cuc, giGi han vo cuc va tim tiém can cua do thi ham s6 (néu co).

Lap bang bien thién cua ham so.

¢) Vé d6 thi cia ham s6 dua vao bang bién thién.

CHU Y

Khi vé d6 thi, nén xac dinh thém mot sd diém dic biét ciia do thi, ching han hay tim giao diém ctia
dd thi véi cac truc toa do (khi c6 va viéc tim khong qua phiic tap). Ngoai ra can luu y dén tinh dbi
xting ctia dd thi (d6i xiing tim, ddi xiing truc).

m' Khéo sat va vé do thi ham sb da thuc bic ba

=Vidu 1. Khéo sat sy bién thién va vé& dd thi cda ham s6 y = —x> +3x> — 4.

a) TAm xdc dinh cia ham s6 2 = R.
b) Su bién thién

o Tacody = —3x>+ 6x. Vay y/ = 0 khi x = 0 hoiic x = 2.

e Trén khoang (0;2), y' > 0 nén ham sb dong bién. Trén cic khodng (—o0;0) va (2;-+o0),
y' < 0 nén ham sb nghich bién trén mdi khoang doé.

o Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 0, gia tri cuc tiéu ycr = —4. Ham s6 dat cuc dai tai x = 2, gia
tri cuc dai ycp = 0.

e Gidi han vo cuc

3 4
lim y= lim x° (—1+___) — too;

x—s—o0 X —o0 x X
dim = im0 (14 5) =
o Béng bién thién
x| —eo 0 2 o0
y — 0 + 0 —
o0 0
y T~ / \
_4 —eo
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c¢) bo thi
e Giao diém ctia do thi véi truc tung la diém (0; —4). y
e Tacoy=0c - +3x% -4=0& —(x—2)2(x+1) =
0 < x = —1 hodic x = 2. Do d6 giao diém cia do thi ham
s6 v6i truc hoanh 1a cic diém (—1;0) va (2;0). %
o Do thi cia ham s6 c6 tam dbi xing 1a diém (1;—2).
CHU Y
Do thi ctia ham s6 bac ba y = ax® +bx? +cx +d(a #0)
P 0 b
o C6 tam d6i xuing 1a di€ém c6 hoanh do thda man y” = 0 hay x = 34
a
e Khong c¢6 tiém can.

KHAO SAT VA VE DO THI HAM SO PHAN THG'C HO'U Ti

Trong muc nay, ta st dung so do tdng quit & Muc 1 dé khao sat su bién thién va vé do thi ctia mot sd
ham phan thic hitu ti don gian.

Ham s phan thiic bic nhat trén bac nhat

— , o P < A .« A N ~ X . - N A X + 1
=Vidu 2. Khdo sat sy bién thién va vé do thi cia ham s6 y = >
x R

a) Tap xdc dinh clia ham s6: R\ {2}.

b) Su bién thién

o Taco:y = — < 0 v6i moi x # 2.

3
(x—2)?
o Ham sb nghich bién trén tiing khoang (—o0;2) va (2;+o0).

e Ham s0 khong c6 cuc tri.

1 1 . ,
o Tiemcan lim y= lim >~ = —oo; lim y = lim >~ = +-0; Do 6, d thi ciia ham s6
x—2- x—=2-Xx—2 x—2+t x—2t X —
1 1
lim y= lim % = 1; lim y= lim ~~ =1,
X—r—+oo Xx—toox —2 X——o0 X——ocox —2

c6 tiém can diing 14 dudng thang x = 2, tiém cin ngang 1a dudng thang y = 1.
e Bang bién thién:
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x| —w 2 oo
y - -
1 o0
y \ \
— o0 1
¢) Db thi
e Giao diém ctia dd thi ham sb véi truc tung 1a y
. 1 6
diém (0; ——).
2
4
¢ Giao diém cta dd thi ham sb vdi truc hoanh la ,
diém (—1;0). y=1 1|1
N 2z 0
e D6 thi ham s6 nhdn giao diém (2;1) cia hai -6 —4 —2-1 2 4 6 88X
dudng tiém cin lam tadm dbi xing va nhan hai -2 o

CHU Y
Do thi ctia ham s6 phan thiic y =
cx

o Nhin giao diém cta tiém céan ding va tiém cin ngang lam tAm doi xdng;

o Nhan hai dudng phan gidc clia cic goc tao bdi hai dudng tiém can nay 1am cic truc dbi xiing.

duong phan giac cua cac goc tao bdi hai duong [
tiém can nay lam truc ddi xing.

Hinh 1.30

ax+b
+d

(¢ #0,ad —bc #0) :

Ham s6 phan thitc bic hai trén bac nhét

2
— z 2 7 N ~ P . L N A - _1
=Vidu 3. Khao sat va vé do thi ctia ham soy:%
x_
a) Tap xdc dinh ciia ham s 1a R\ {2}.
. . 1
b) Su biét thién: Viéty:x+l+—2.
x_
1 2 _4x+3 2 _4x+3
o Tacé:y =1— T T Va0 X0 g v — 1 hoiex = 3.

(k=22 (x—2)? (x—2)
Trén cic khodng (—o0;1) va (3;+4),y’ > 0 nén ham s dong bién trén tiing khoang nay.
Trén cac khodng (1;2) va (2;3),)’ < 0 nén ham sb nghich bién trén tiing khoang nay.
Ham sb dat cuc dai tai x = 1 véi ycp = 1; ham sd dat cuc tiéu tai x = 3 v6i yor = 5.

1
S x—1--
limy= lim = = Jim — % = oo,
X—y—00 x——o0 x—2 X—r—00 1_%
1
2 -1 x—1—-
lim y= lim — > = lim ——% = foo,
x—>+oo x—+too  x—2 X—fo0 1_%
X
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e Tiém can

1
):—oo; lim y= lim <x—i—1—|— )z—f—oo;
x—2

x—27T x—271

lim y= lim (x—|—1—|—

x—27 x—27

x—2
=0

lim [y—(x+1)] = lim

X—>+oo X—+too X —

=0; lim [y—(x+1)] = lim
X—>—00

X—y—o00 X —

Do d6, dd thi ham sb c6 tiém can diing 1a dudng thang x = 2, tiém cén xién la dudng thang

y=x-+1.
o Bang bién thién
X | —o 1 2 3 o0
Y + 0 - - 0 +
1 oo oo
oo oo 5 |
y o i
61 L N
50+ 1N
4 o
3|
2 ,/i
|
|
|

Hinh 1.31

c) Db thi (H.1.31):

. 4 9 X . N A P N e 1
e Giao diém cua do thi ham so véi truc tung la dieém (O; 5) .
x—x—1 B

1—+5 1 5

e Tacoy=0« =0&x= 2\/_hoécx: +2\/_
. . 1— 1

ham so0 véi truc hoanh 1a cac diém ( 2\/3;0) va ( + \/30)

. Do d6 giao diém ctia do thi

2 b
e D0 thi ham sb nhan giao di€ém 1(2;3) ctia hai duong tiém cin lam tam ddi xdng va nhan hai
dudng phan gidc clia cic goc tao bdi hai dudng tiém can nay lam céc truc dbi xdng.

CHU Y
\ ) 24+ b )
P thi ciia ham s6 phan thiic y = L_:H_C(a £ 0, p #0, da thic tit khong chia hét cho da thitc
px+q
mau):

o Nhan giao di€ém clia tiém cén ding va tiém can xién 1am tam doi xdng;

o Nhan hai dudng phan gidc clia cac géc tao bdi hai dudng tiém can nay lam céc truc dbi xiing.
|
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6. Ung dung dgo ham dé giai quyé’r mot sé vén dé lien quan dén thuc tién ‘-

§6. UNG DUNG bDAO HAM DE GIAI QUYET MOT SO
VAN DE LIEN QUAN DEN THUC TIEN

TOC DO THAY POI CUA MOT DAI LUQONG
Gia st y 1a mot ham s6 clia x va ta viét y = f(x). Néu x thay d6i tli x; dén x,, thi su thay ddi cla x 1a
Ax = x —x,

va su thay d6i tuong ting cta y 1a
Ay = f(x2) = f(x1).
« Ay fx) = f(x1)

Tiso Ax x—x1 dudgc goi 1a tbe do thay ddi trung binh ctia y d6i véi x trén doan [x;;xs).
X2 —Xq
A _

Gi6i han lim 2 lim M

dugc goi 1a te do thay ddi tic thdi cla y dbi véi x tai diém
Ax—0AXx  x—x Xy — X

X =Xj.

Nhu vay, dao ham f’(a) 1a toc do thay ddi tic thdi cta dai lugng y = f(x) ddi véi x tai diém x = a. Duéi
day, chiing ta xem xét mot s6 ting dung ctia y tudng nay dbi véi vat li, hod hoc, sinh hoc va kinh té:

o Néu s = s(¢) 1a ham vi tri ctia mot vat chuyén dong trén mot dudng thang thi v = §'(¢) biéu thi van
toc tic thdi clia vat (tbe do thay d6i clia dd dich chuyén theo thdi gian). Toc do thay déi tic thai
ctia van toc theo thdi gian 1a gia tdc tic thdi clia vat:

e Néu C = C(t) 1a ndng do clia mot chat tham gia phén tng hod hoc tai thdi diém ¢, thi C'(¢) 1a toc
do phan ting tic thdi (tic 13 do thay ddi nong do) ctia chat do tai thdi diém .

o Néu P = P(t) 1a s6 lugng c4 thé trong mot quan thé dong vat hoic thuc vat tai thdi diém 7, thi P/(¢)
biéu thi téc do ting trudng tic thdi ctia quan thé tai thdi diém ¢.

e Néu C = C(x) 1a ham chi phi, tic 1a tdng chi phi khi san xuit x don vi hang hoa, thi tbc do thay
déi tiic thdi C’(x) ctia chi phi dbi véi sd lugng don vi hang dugc san xuét dugc goi 1a chi phi bién.

e V¢ y nghia kinh té, chi phi bién C'(x) x&p xi v6i chi phi d€ sdn xuét thém mot don vi hang hod
tiép theo, tifc 1a don vi hang hod thd x + 1 (xem SGK Todn 11 tip hai, trang 87, bd sach Két nbi
tri thiic v6i cudc sdng).

IEY /S MOT VAL BAI TOAN TOI UU HOA DON GIAN

Mot trong nhiing ing dung phd bién nhét ctia dao ham 14 cung cAp mot phuong phap tdng quat, hidu qua
dé giai nhiing bai toan tdi vu hod. Trong muc nay, chiing ta sé giai quyét nhiing van dé thudng gip nhu
tdi da ho4 dién tich, khdi luong, 101 nhuén, ciing nhu toi thiéu hoa khoang céch, thdi gian, chi phi.

Khi gidi nhiing bai todn nhu vay, kho khiin 16n nhit thuong 14 viéc chuyén ddi bai toan thuc té cho bang
161 thanh bai toan tdi uu hod toan hoc bang cach thiét 1ap mot ham sd phii hdp ma ta can tim gid tri 16n
nhét hoic gid tri nhd nhit clia nd, trén mién bién thién phi hop clia bién sb.

Quy trinh gidi mot bai todn tbi uu hod:

o Buédc 1. X4c dinh dai luong Q ma ta can 1am cho gid tri ctia dai luong 4y 16n nhat hoic nhoé nhét
va biéu dién né qua céc dai lugng khéc trong bai toan.
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e Budc 2. Chon mot dai lugng thich hgp nao do, ki hiéu 1a x, va biéu dién céc dai lugng khac &
Budc 1 theo x. Khi d6, dai luong Q sé& 1a ham s6 ctia mot bién x. Tim tap xac dinh ctia ham s6

Q= 0(x).

o Buéc 3. Tim gid tri 16n nhat hoic gid tri nhd nhit ctia ham s& Q = Q(x) bing cic phuong phap da
biét va két luan.
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Y %w% 7
NGUYEN HAM - TICH PHAN

§1. NGUYEN HAM

Nguyén ham ctia mét ham so

Cho ham s6 f(x) dugc xéac dinh trén khoang K (hodc mot doan, hay mot nita khoang). Ham s F (x)
dugc goi 1a mot nguyén ham ctia ham sb f(x) trén K néu F’(x) = f(x) v6i moi x thudc K.

CHU Y
Trudng hop K = [a;b] thi cic ding thic F’(a) = f(a) va F'(b) = f(b) dugdc hiéu 1a dao ham bén
phai tai diém x = a va dao ham bén tréi tai diém x = b clia ham sd F(x), tic 1a

v F)-F(b)
R

Gia st F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K. Khi do:
a) V6i mdi hing s6 C, ham sb F(x) + C ciing 1a mot nguyén ham ctia f(x) trén K

b) Néu ham s6 G(x) 1a mot nguyén ham ctia f(x) trén K thi ton tai mot hing s6 C sao cho
G(x) = F(x) +C v6i moi x € K.

Nhu vay, néu F(x) 1a mot nguyén ham cda f(x) trén K thi moi nguyén ham cda f(x) trén K déu
c6 dang F (x) +C (C 1a hing s6). Ta goi F(x) +C (C € R) 1a ho cac nguyén ham ctia f(x) trén K,

k{ hiéu bdi / FlH)

CHU Y
a) D€ tim ho cdc nguyén ham (goi tit 1a tim nguyén ham) ctia ham s f(x) trén K, ta chi can tim
mot nguyén ham cia F(x) trén f(x) trén K va khi do
/ F(x)dx = F(x)+C, C 1a hing sb.
b) Ngudi ta chiing minh dugc ring, néu ham s6 f(x) lién tuc trén khoang K thi f(x) c6 nguyén
ham trén khoang do6.

¢) Biéu thic f(x)dx goila vi phan ctia nguyén ham F(x), ki hiéu 1a dF (x). Vay dF (x) = F'(x)dx =
f(x) dx.

l GV: Nguy&n Anh Tuén 53




WA/ cruong 7. NGUYEN HAM - TICH PHAN

d) Khi tim nguyén ham ctia mdt ham s6 ma khong chi ro tap K, ta hiéu 1 tim nguyén ham ctia ham
s6 d6 trén tap xdc dinh ctia noé.

m' Tinh chét cd ban ctia nguyén ham
/km@mzk/f@mxm¢m.

Nguyén ham ctia mét tong

o [U@+swlar= [fex)d+ [gloax

o [ —gear= [ fae— [gloax

Nguyén ham cua mot s6 ham s6 thwong gap
Nguyén ham ctia ham s lity thira

Ham s6 y = x%, véi a € R, dudc goi 1a ham s6 liy thira.
Tap x4c dinh ctia ham s y = x* phu thudc vao gia tri ca o. Cu thé:

- V6i o nguyén duong, tap xac dinh 1a R.
- V6i a nguyén am hoic bang 0, tap x4c dinh 1a R\ {0}.

- V6i a khong nguyén, tap xac dinh la (0; +o).

O 16p 11, ta da biét dao ham clia cac ham s& y = x* (n € N*) vay = /x la:

| 0 . . .
hay (x%) = Ex%*l (x > 0). Tong quat, ngudi ta chiing minh dudc:
Ham s6 ldy thira y = x* (@ € R) ¢6 dao ham véi moi x > 0 va

(x*%) = ax®"!

Nguyén ham ctia ham s6 liy thira

o xa+1
dx = C —1).
o/x L +Cla# 1)

I
. /—dx:1n|x|—|—C.
X
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Nguyén ham ctia ham sb luwgng gidc

° /cosxdxz sinx + C;

° /sinxdx: —cosx+C;

[ ] / 1 dx —
cos2x

/
[ J

tanx + C;

dx =cotx+C.

Nguyén ham ctia ham s6 mii
° / fdx ="+ C;

X
. /axdx:a—+C(O<a7§1).
Ina

1. Nguyén ham

Ta t6ng két lai nguyén ham ctia mot sd ham sb thudng gip nhu sau

/ldx:x+C

1
/-M:mm+c
X

X

/axdxza—+C(0<a7£1)
Ina

/cosxdx =sinx+C

/sinxdx = —cosx+C

dx=—cotx+C

/ 1
sin%x

tanx +C

1
dx =
/COSZX

n Mbt s dang todn thuwong gip

\ \

DT 'e' Tim nguyén ham cla ham sé liy thira

Cac cong thic thuong dung:
S / ldx=x+C

1
@/—dx:1n|x| +C
X
Chi y cac cong thirc bién ddi liy thira:

1

EB—n =x"
o

@_n :xm—n
X

-1

@/ O‘dx—

EB/ dx————i—C

Ex" - X =
BVx = x%;\”/xm —xn
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DT lel Nguyén ham cGa ham sb lugng gidc

Cac cong thie thuong dung:

@/cosxdx:sinx+C @/sinxdx: —cosx+C
1 1
EB/ s—dx=tanx+C EB/ ——dx=—cotx+C
COS* X . sin“ x
Chu y cac cong thire bieén doi lugng giac:
1
@sin’x+cos?x =1 Gtan’x = 5~ — 1 @cot2x27—1
| 5 COs“ X sin“ x
—Ccos2x
®sinx= ——— ®sin2x = 2sinxcosx  Pcos2x = cosZx — sin®x
1 2

@cos?x = $ @cos2x =2cosix— 1 =1—2sin’x

DT 'e' Nguyén ham cta ham sé mii
Cac cong thie thuong dung:

EB/exdx:ex—l—C @/a dx——+C

; . Ina
Chu y cac cong thirc bien doi luy thura:
X
@ax . ay — ax+y @a_y — ax_y @(ax)y — axy
a
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2. Tich phan \ \
§2. TICH PHAN

Khai niem tich phan
Dién tich hinh thang cong
Hinh phang gi6i han bdi db thi y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a,x = b (a < b), trong d6

f(x) la ham lién tuc khong am trén doan [a;b], goi 1a mot hinh thang cong.

Nhiing hinh phang dudc t6 mau dudi diy c6 phai 1a hinh thang cong.

y
4r-------- y=x>
1
0] 1 2 X
Hinh 4.4a Hinh 4.4b

Pinh nghia tich phan

© Dinh nghia 2.1. Cho f(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan [a;b]. Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctda
ham s6 f(x) trén doan [a;b] thi hiéu s6 F (b) — F(a) dudc goi 1a tich phan tif a dén b cia ham sb f(x),

b
ki hiéu 1a / £(x)dx.
a

A

a) Hiéu F(b) — F(a) thuong duoc ki hiéu la F(x)|. Nhu vdy

b
b
[ e =Fl;
a
b
b) Ta goi / la ddu tich phdn, a la cdn dudi, b la cdn trén, f(x)dx la biéu thitc dudi ddu tich
phdn va f(x) la ham s6 dudi ddu tich phdn.

c) Tich phdn khong phu thudc vao cdch ki hiéu bién
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d) Trong truong hop a = b hodc a > b, ta quy wdc:

a b a
[ rear=0: [ flode=~ [ rxas
a a b
m' Tinh chét ctia tich phan

Tinh chét cta tich phan
Cho f(x),g(x) 1a cdc ham sd lién tuc trén doan [a;b]. Khi d6, ta c6

b b
2) / kf (x)dx = k / F(x)dx (kI3 hing sb):

b) /b 70 +(0)] dr = /b f)dx+ /b g()d
b b b
o) [1)—g(ldx= [ f(rdx— [ gx)ax
d) /bf(x)dx:/of(x)dx—l—/bf(x)dx (a<c<Db).

Mbt s6 dang toan thudng gap

DT '0' Tich phén clia cdc ham sé co ban. Tinh chét cta tich phan

b
Phuong phap: Céc budc tinh / f(x)dx
a
e Budc 1: Tim mot nguyén ham F(x) cta f(x) (thuong chon C = 0)

b
e Budc 2: Stt dung cong thic / f(x)dx
a

I
’11
=
~—
I
'11
=
|
™
—
S
~—

DT 'e' Tich phén ctia haim sé chira déu gid tri tuyét déi

Phuong phap: Ta thuc hién theo mét trong hai cach sau:
Cach 1:

e Cho f(x) = 0 tim nghiém € [a;b] gia st cac nghiém d6 1a x;;x2;...,x, € [a;D]

o Khid6 = / |m+/ |m+/ )| dx+ - +/Lf|ﬂ

[ s+ |

o Tinh méi tich phan thanh phan

1=

! fx)dx]

f dx’—i— +
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2. Tichphan - AN
Cach 2:
e Cho f(x) =0 tim nghiém € [a;b].
o Xét diu f(x) trén [a;b).

A khiA>0

b
dé pha tri tuyét doi tron /
—A khiA<O P HHYS 8 a

o Ap dung cong thiic pha tri tuyét d6i |A| = {

e Tinh mdi tich phan thanh phan

DT '@' Tich phan clGia ham sé cho bdi nhiéu cdng thirc

Phuong phap: C6 hai bai toan trong dang nay
g(x) khix<b

C
. lién tuc trén D. Tinh J = / f(x)dx. Xét b €
h(x) khix>Db a

Bai toan 1: Cho ham sb f(x) = {
[a; c].
o Budc 1: Kiém tra ham s6 f(x) c6 lién tuc tai x = b?

Tiic 1a ki€m tra lirl?, flx)= hr;?+ fx)=f(b) < lirlr)li g(x) = lim h(x) = f(b)

x—bT

c b c
o Budc 2: Tach can:J:/ f(x)dx:/ g(x)dx—l—/ h(x)dx.
a a b
I n

o Buéc 3: Tinh céc tich phan ;1 bing cic phuong phap da hoc.

g(x;m) khix<b

Bai toan 2: Cho ham s6 f(x) =
S ) {h(x;m) khix > b

c
lién tuc trén D. Tinh J = / f(x)dx.
a
Xét b € [a;c].
o Budc 1: Kiém tra ham sb f(x) c6 lién tuc tai x = b?

Tiic 1a ki€m tra: lim f(x) = lim f(x) = f(b) & lim g(x;m) = lim h(x;m) = f(b)
x—b~ x—bt x—b~

x—bt

c b c
e Budc 2: Tach can:J:/ f(x)dx:/ g(x)dx+/ h(x)dx.
a a b
I n

o Budc 3: Tinh cic tich phan I;; > biang cac phuong phap da hoc.

DT 'e' ng dung tich phéan gidi bai todn thuc té

Bai toan 1: Bai toan chuyén dong ctia mét vat
o Quing dudng vat di chuyén tif thdi diém ¢ = a dén t = b (a < b) theo phuong trinh vén tdc
b

V(t) Ta: s = / v(t) d.

e Vin tc clia vat sau khodng thoi gian At = 1, —#; theo phuong trinh gia toc a(t) 1a: v =

/: a(t)dx.
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Bai toan 2: Ung dung tich phéan tim cac dai lugng vat Iy (cong, dién lueng,...)

e Dinh luat Hooke: Luc kéo 10 xo gian thém x mét 1a f(x) = kx (k 1a do cing 10 xo).
N , , L
e Cong can dé kéo dan 10 xo tu do dai /y dén [ la: A = / f(x)dx.
I

2 . ~ .. N % N 2
e Dién lugng chuyén qua tiét dién day dan trong thdi gian ti ¢; dénrp 1a: Q= | 1(z)dr.
3]

Bai toan 3: Tinh cong ctia luc bién thién: Néu luc F (x) thay d6i theo vi tri x, cong A thuc hién tit
x=adénx=bla:

A:/abF(x)dx

Bai toan 4: Gia tri trung binh ctia ham s6: Gid tri trung binh ctia ham f(x) trén doan [a; b] 1a:
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3. Ung dung hinh hoc cta tich phan ‘-
§3. UNG DUNG HINH HOC CUA TICH PHAN

Ung dung tich phan dé tinh dién tich hinh phang

n Hinh phing giéi han béi mot do thi ham sb, truc hoanh va hai dudng thang x = a, x = b

Dién tich S ctia hinh phang giéi han bdi db thi ctia ham s f(x) lién tuc, truc hoanh va hai dutng
thang x = a, x = b (a < b), dudc tinh bing cong thiic

S=/b|f(X)|dX-

=Vidu 1. Tinh dién tich hinh phing gi6i han bdi dd thi ctia ham s6 y = x, truc hoanh va hai dudng
thang x = 0, x = 2.

~

Dién tich hinh phang can tinh la

2 2 8
S = /’x3‘dx:/x3dx Z
0 0
.
2
1
o 1 2 3 4°*

Hinh phéng gi6i han béi hai do thi ham s6 va hai dudng thing x = a, x = b

Dién tich S hinh phing gi6i han bdi dd thi ctia hai ham s6 y = f(x), y = g(x) lién tuc trén doan
[a;b] va hai dudng thang x = a, x = b, dugc tinh bing cong thic

CHU Y N
Néu hiéu f(x)-g(x) khong ddi dau trén doan [a; b] thi

b b
[ 170 =gl dr= | [ )= gle) .

m' Ung dung tich phan dé tinh thé tich vat thé
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Tinh thé tich vat thé

Nhén biét cong thiic tinh thé tich vat thé

Xét hinh tru c6 ban kinh ddy R, c6 truc 1a truc hoanh Ox, nam giita ‘
hai mit phang x = a va x = b (a < b) (Hinh 4.20).
a) Tinh thé tich V ctia hinh tru. e =

b) Tinh dién tich mit cit S(x) khi cit hinh tru béi mit phang |
vudng goc véi truc Ox tai diém c6 hoanh dd 1a x (a < x < b). !

b X
Tit d6 tinh / S(x) dx v 50 sénh véi V. S —
a

- | x=d~,
0
Hinh 4.20
D Loi gidi.
a) Thé tich hinh tru1a V = 7R? (b —a).
b) Dién tich mit cat S (x) = wR?. Khi d6
b b b
/ S(x)dx:/ nR?dx = nR’x| = nR*(b—a).
a a a
b
Vay vV = / S(x) d.
a
O

Cong thiic tinh thé tich vat thé

Cho mot vat thé trong khong gian
Oxyz. Goi % 1a phan vat thé gi6i han
bdi hai mit phang vudng géc véi truc
Ox tai cac diém c6 hoanh dd x = a,
x = b. Mot mit phang vudng géc véi
truc Ox tai diém c6 hoanh d6 1a x cit
vt thé theo miit cit c6 dién tich 12 S(x).
Gia st S(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan
[a;b]. Khi d6 thé tich V clia phin vat Y
thé % dudc tinh béi cong thiic

V:/abS(x)dx.

Hinh 4.21
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3. Ung dung hinh hoc ctia tich phan ‘-

Tinh thé tich khéi tron xoay

Nhén biét cong thiic tinh thé tich ctia khoi tron xoay

. R 2 1
Xét hinh phang gidi han bdi do thi ham so f(x) = 7% y

truc hoanh va hai dudng thang x = 0, x = 4. Khi quay
hinh phang nay xung quanh truc hoanh Ox ta dudc
khdi nén c¢6 dinh 1a gbc O, truc 1a Ox va ddy 1a hinh
tron ban kinh biang 2 (Hinh 4.25).

a) Tinh thé tich V ctia khéi non.

b) Chiing minh rang khi cit khbi nén bdi mit
phang vudng goéc véi truc hoanh tai diém c6
hoanh do bang x(0 < x < 4) thi mit cat thu dugc
1?. m(_)tvhmgl tr\on c6 ban k12nh la f(x), do do6 dién Hinh 4.25
tich mat cat 1a S(x) = wf=(x).

4
Tinh 7 / #2(x) dx va 50 sénh véi V.
0

® Loi gidi.
a) Thé tich V cia khdi nén 1a
1 16w
V=-n-224="C.
3 3

b) Ta tinh dugc

n/()4f2(x)dx:7r/04¥dx:/o48(x)dx.

4
Theo cong thic tinh thé tich vat thé thi V = & / £ (x) dx.
0

Cong thiie tinh thé tich cia khéi tron xoay

Cho ham s6 f(x) lién tuc, khong am trén doan [a; b).

Khi quay hinh phang gidi han bdi d6 thi ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a,
x = b xung quanh truc hoanh, ta dugc hinh khdi goi 1a mot khdi tron xoay.

Khi cit khéi tron xoay d6 béi mot mit phiang vudng géc véi truc Ox tai di€ém x € [a; b] dugc mot
hinh tron c6 ban kinh f(x).

Thé tich ctia khbi tron xoay nay 1a

V:n/abfz(x)dx

DT I I Ung dung tich phén dé tinh dién tich hinh phéng

Phuong phap:
Dién tich hinh phang giéi han béi mét ham so, truc hoanh va hai duwong thang x = a,x = b
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y= f(x) b
Dién tich hinh phang gidi han: { Ox — S = []f(x)|dx.
x=ax=»>b “

D& pha bo diu gid tri tuyét dbi ta thudng 1am nhu sau:

Budc 1: Giai f(x) = 0 tim nghiém x1,x7,...,%, € (a;b) (a <x] <xp < -+ < x, < b).

Budc 2: Tinh S = )}l\f(x)ldx+)jcg\f(x)]dx+-~+fb|f(x)]dx

b
J f(x)dx

Xn

- +ot

;}1 f(x)dx

ff(x)dx

Chi y: Ngoai cach trén, ta c6 thé dua vao do thi d€ b dau gia tri tuyét dbi.

Dién tich hinh phéng gi6i han béi d thi ctia hai ham s va hai dudng thing x = a,x = b

y=fx) b
Dién tich hinh phang gi6i han: ¢ y = g(x) —S=[|f(x)—g(x)|dx.
x=ax=>b .

Dé pha bo diu gid tri tuyét dbi ta thudng lam nhu sau:
Budc 1: Giai f(x) = g(x) tim nghiém x1,x2,...,x, € (a;b) (a <x; <x3 < -+ < X, < D).
, , X1 X2 b
Budc 2: Tinh S = [ |f(x) —g(x)|dx+ [|f(x) —g(x)|dx+ -+ [|f(x) — g(x)|dx
a X1 Xn
b

J(f(x) — g(x))dx

Xn

X1

J(F(x) — g(x))dx

a

X2

J(f(x) — g(x))dx

X1

- ot

Chi y: Ngoai cach trén, ta c6 thé dua vao do thi d& b diu gia tri tuyét dbi.

DTH

ng dung tich phan dé tinh thé tich khéi tron xoay

Phuong phap:

Thé tich vat thé tinh theo mit cit vudng géc truc hoanh

Goi B 1a phan vat thé gidi han bdi hai mit phang vudng géc véi truc Ox tai cac diém a va b, S (x) la
dién tich thiét dién ctia vat thé bi cat bdi mit phang vudng géc véi truc Ox tai diém x, (a < x < b).

A°

0

Gia st S(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan [a; b].
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3. Ung dung hinh hoc cta tich phan “-

Khi d6, thé tich cla vat thé B dudc xac dinh: |V

JS(x)dx|.

Thé tich khéi tron xoay

Xoay mién hinh phang gi6i han: {y = f(x)
Ox;x =a,x =

e Budc 1: Gidi f(x) =0< x = c¢;c € [a;D].

b
o Budc 2: Tinh V = 7 [ (f(x))*dx
a

quanh truc Ox.

GV: Nguyén Anh Tuén

65



NN §  Chuvng 5

VECTO VA TOA PO TRONG KHONG
GIAN

§1. VEC-TO TRONG KHONG GIAN

Véc-to trong khong gian

e Véc-to trong khong gian 1a mot doan thang c6 hudng.
o Do dai ciia véc-to trong khong gian 1a khoang céch gilta diém dau va diém cubi cla véc-to do.

Tuong tu nhu véc-to trong mit phang, d6i véi véc-to trong khong gian ta ciing ¢6 cic ki hiéu va
khai niém sau

o TS N 08 Ra s £ L8R TN AT
e véc-to ¢6 diém dau la A va di€ém cuoi la B dudgc ki hiéu la AB.
e Khi khong can chi 16 diém dau va diém cudi cta véc-to thi véc-td con dudc ki hiéu la
a,b,X,y,...
A INc 2 , A LA N A INc 2 , —> 1A < |
e D0 dai cia véc-td AB dudgc ki hiéu 1a |AB|, dd dai cta véc-td @ dudc ki hiéu la |a|.
[ J

Puong thang di qua diém dau va diém cudi ciia mot véc-to. Pudng /

thang d 1a gia ctia véc-to @. dugc goi la gid clia véc-to do.
M

d

Tuong tu nhu trudng hop clia véc-td trong mit phang, ta c6 cac khai niém sau d6i v6i véc-to trong khong
gian

Hai véc-to dudc goi 1a cing phuong néu ching c6 gid song song hoic tring nhau.

Néu hai véc-to cling phuong thi chiing ciing huéng hoiic ngudce hudéng.

T 3 sq e T A . PR A SRNE S S
Hai véc-to @ va b dudc goi 1a bang nhau, ki hiéu @ = b, néu chiing c6 ciing d6 dai va cling
huéng.

Néu hai véc-to cling bang mot véc-to thit ba thi hai véc-to d6 c6 bang nhau.

CHU Y N
Tuong tu nhu véc-td trong mit phang, ta c6 tinh chét va cdc quy udc sau dbi v6i véc-to trong khong
gian

e Trong khong gian, véi mdi diém O va véc-td @ cho trudc, c6 duy nhéit diém M sao cho
OM=4d.
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1. Véc-to trong khéng gian ‘-

g X NPTy A+ o . % 5D 1S 2 .
e Cac véc-to c6 diém dau va di€ém cuoi trung nhau, vi du nhu AA, BB, ... goi la cac véc-to-
khong.

e Ta quy ubc véc-to-khong c6 do dai 1a 0, cung hudng (va vi vay cun_g) phuong) v6i moi véc-to.
Do d6, cdc véc-to-khdng déu bing nhau va dudc ki hiéu chung 12 0.

m' Tong va hiéu clia véc-to trong khong gian

Tong cia hai véc-to trong khong gian

—

Trong khong gian, cho hai véc- -to a, b Liy mot diém A tuy y, V& AB = d,BC=b.Vec AC dudc
goi 1a tong ciia hai véc-to d va b ki hiéu la AC =T+ b.

a B

Sl

@ Nhén xét. Quy tac ba diém va quy tac hinh binh hanh trong mit phang van ding trong khong gian
o Néu A, B,C 1a ba diém bat ki thi AB + BC = AC;

o Néu ABCD 1 hinh binh hanh thi AB +AD = AC.

CHU Y

Tuong tu nhu phép cdng véc-td trong mit phang, phép cong véc-to trong khong gian cé cdc tinh
chit sau

Il
S
+
Sy

A, p 2 NI . A1 LS g
o Tinh chét giao hodn: Néu @ va b 1a hai véc-to bat ki thi @ + b

o Tinh chéit két hop: Néu @, b va @ laba véc-to bat ki thi (7 + b))+ C=a + (b + ©).
a

' .. = £ N ~ P YR RUTRN
e Tinh chét cdng vdi véc-to 0: Néu @ 12 mdt véc-to bat ki thi

Quy tic hinh hop

Al D

Cho hinh hop ABCD.A’B'C'D'. Khi d6, ta c6 AB +AD +AA = AC'. B c
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Hiéu cua hai véc-td trong khong gian

Trong khong gian, véc-to c¢6 cung dd dai va ngudc hudng véi véc-to 4 dudc goi 1a véc-to ddi cia
véc-t6 d, ki hiéula —@.

CHU Y

A+ A N 2 AR 5 . Y =
e Hai véc-to la doi nhau néu va chi néu tong cua chung bang 0.

. Py PN e 2 2. o . -3
e Véc-td BA la mot véc-to doi cua véc-to AB.

g A 2 , -
e Véc-td 0 dudc coi la véc-td doi cua chinh no.
|

Tuong tu nhu hiéu ctia hai véc-td trong mit phang, ta ¢ dinh nghia vé hiéu ctia hai véc-to trong khong
gian.

— — —
Véc-t0 @ + (— b)) dugc goi 1a hiéu ctia hai véc-to @ va b vaki hiéula @ — b. Trong khong gian,
phép 14y hiéu ctia hai véc-to dudc goi 1a phép trir véc-to.

I @ Nhan xét. Véiba diém O, A, B bat ki trong khong gian, ta c6 ﬁ — 5;{ — AB.

Tich ctia mdt s6 v6i mot véc-to trong khong gian

A . A 7z - ~ A 7 v A N
Trong khong gian, tich cia mot s6 thuc k # 0 v6i mot véc-to @ # 0 12 mot véc-to, ki hidu 12 k',
dudc xac dinh nhu sau

o Cung hudng vé6i véc-to @ néu k > 0; ngudc hudng véi véc-to @ néu k < 0;
o C6 do dai bing |k| - ||

Trong khong gian, phép lay tich ctia mot s6 v6i mot véc-to dudc goi 1a phép nhan mot s6 v6i mot
véc-t0.

CHU Y

oQuyu’dcka—Oneuk 0 hodc = 0.

a
o Néukd =0 thik=0hoic @ =0.

o Trong khong gian, diéu kién cin va dii d& hai véc-to @ va b (b # 0) ciing phuong la c6 mot
s6 thuc k sao cho @ =kb.

m’ Tich vo huong cua hai véc-to

Goc gitra hai véc-to trong khong gian

Trong khong glan cho hai véc- o a, a, b khic 0. Lay mot diém O bat ki va goi A, B 1a hai diém 520 cho
OA = OB — b. Khi do, goc AOB (OO < AOB < 1800) dudc goi 1a goc gitta hai véc-to @ va b ki
hiéu la (a, b).
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1. Véc-to trong khéng gian ‘-

CHU Y

o D& xdc dinh géc giita hai véc-td AB va CD trong khong gian ta ¢6 thé 1dy diém E sao cho
AE = CD, khi d6 (AB,CD) = BAE.

2018 oS v 2 R 1A PRI AN A
e Quy udc goc gitta mdt véc-to bat ki va 0 c6 thé nhan mot gia tri tuy y tir 0° dén 180°.

Tich vo hudng cta hai véc-td trong khong gian

= A 7 - 7z A 2, k4 . 7z ~ = N A
Trong khong gian, cho hai véc-to @, b déu khac 0. Tich vo hudng cta hai véc-to @ va b 1a mot
s6, ki hiéu 1a @ - b, dugc xac dinh bdi cong thiic:

@-b=|a||b|cos(a,b).

CHU Y N
. A= N T Was—o
e Quyudcnéu a = 0 hoac b =0 thia-b =0.
. — 77 A , = 3. = g - 7
e Cho hai véc-to a, b deukhac 0.Khidoa L b <= a-b =0
o V6i moi véc-to @, tacé a2 = |d|>.
@b
% NE T PR g a-
e Néu @, b la hai véc-to khac 0 thicos(d, b) = ——.
@] [b]
e
@ Nhan xet. Tich vd hudng cua hai véc-to trong khong gian ciing ¢ cac tinh chét gidng nhu céc tinh
chét ctia tich vo huéng ctia hai véc-to trong mit phang. Cu thé, néu @, b, ¢ 1a cac véc-td trong khong
gian va k 12 mot s6 thuc thi ta c6:
— —
e d-b=0>b-d;
— — —
o k(d-b)=(kd)-b=1d-(kb);
— —
e d-(b+7)=d-b+d-¢
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WA/ cruongs. VECTO VA TOA PO TRONG KHONG GIAN

§2. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Heé toa do trong khong gian

4 . x. i die
Trong khong gian, ba truc Ox, Oy, Oz d6i mot vudng goc voi nhau tai goc O cia moi truc. Goi i, j, k
lan luot 1a cac véc-td don vi trén céc truc Ox, Oy, Oz.

e Hé ba truc nhu vay dugc goi la hé truc toa do Descartes vudng goc Oxyz, hay don gian la hé toa
do Oxyz.

o biém O dudc goi 1a gbc toa do.
o Cic mit phang (Oxy), (0yz), (Ozx) d6i mot vudng géc véi nhau dude goi 1a cic mit phang toa

do.

Khong gian véi hé toa do Oxyz con dugce goi 1a khong gian Oxyz.

m' Toa d6 diém va toa d6 véc-to trong khong gian

Trong khong gian Oxyz, cho mot diém M tuy ¥. Bo ba sb (x;y,z) duy nhét sao cho OM =x7 +y j +zk
dugc goi 1a toa do clia diém M dbi vé6i hé toa dd Oxyz. Khi do, ta Viét M = (x,y,z) hodc M(x;y;z), trong
d6 x 1a hoanh dd, y 1a tung d6 va z 1a cao do cta M.

Hinh thanh khai niém toa do cua véc-to trong khong gian

Trong khong gian Oxyz, cho véc-td @ tuy y. Bo ba s (x;y,z) duy nhit sao cho @ =x 7 +yJ +zk dudc
20i 12 toa dd ctia véc-to @ dbi vdi hé toa do Oxyz. Khi do, ta Vi ét @ = (x;y;z) hodc @ (x;y;z).
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2. Hé toa do frong khdng gian “-

@ Nhdn xét.
~ 9 , _— < a 2 2 - —>
e Toa do cua véc-to OM cung la toa do cua diém M sao cho OM = a.

-
o Trong khong gian, cho hai véc-t6 @ = (x;y;z) va b = (¥';y/;7).
x=x
o PR 7z < 2 A /
Khi d6, @ = b néuvachincu< y=y
Z==.

Trong khong gian Oxyz, cho hai diém M (xps; ynpzy) va N (xy;yn:zy). Khi do

MN = (xy — XpM5YN — YM3ZN — 2M) -
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§3. BIEU THO'C TOA PO CUA CAC PHEP TOAN
VEC-TO

Biéu thiic toa d6 phép cong hai véc-to, phép trir hai véc-to,

phép nhan mot so voi mot véc-to
Trong khong gian Oxyz, cho hai vects @ = (x;y;z) va b = (¥;y/;2). Ta ¢6

o T+ b =(x+xsy+yi2+7):;

[ ]
8

— b =(x—x1y—yiz—7);

o kd = (kx;ky;kz) v6i k 1a mot sb thuc.

© Nhin xét. Vectd @ = (x;y;z) ciing phuong véi vectd b = (¥5y;7') # 0 khi va chi khi tdn tai 6

x=kx'
thuc k sao cho { y=ky
z=kZ.

Trong khong gian Oxyz, cho ba diém khong thing hang A (x43v4324), B (xg;ys;28) va C (xc;yc:ze). Khi
do:

o Toa do trung diém ctia doan thaalng AB la
(XA +XB _YATYB ZA +ZB)
2 7 2 72

b

o Toa do trong tam cua tam giac ABC la
<XA +Xp+XC YA+TYB+YC AT IB +Zc)
3 ’ 3 ’ 3 ’

m' Biéu thiic toa 6 tich v6 huéng

72

Trong khong gian Oxyz, tich vo hudng clia hai vectd @ = (x;y;z) va b= (x';y';7') duge xéc dinh
bdi cong thiic: N
a-b=xx+yy+z7.
@ Nhdn xét.

g A N . A
o Hai vecto @ va b vudng goc véi nhau néu va chi néu xx’ +yy' +z7 = 0.

o Néud = (x;;2) thi |@] =V @ @ = /x2+y>+ 2%

e Néu d = (x;y;z) va b= (x';y';7') 1a hai vecto khac 0 thi

cos(@, b) = ool B
7 @16 2+ 4224y 422

CHU Y

Néu A (xA;yA;zA) va B (xB;yB;zB) thi

AB = |AB| = \/(XB —x0) 2+ (—ya)* + (z8—20)%
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3. Biéu thurc foa do clia céc phép todn véc-to “-
L Dac biét, khi B trung O ta nhan dudc cong thic OA = \/xi + yf‘ + zf‘. \

Ung dung tich v6 huéng

e Dién tich hinh binh hanh ABCD:

S= H[@’,E} H .
e Dién tich tam giac ABC:
1 — —>
ST H[AB,AC] H .
2
e Bavéc-to @, V,w dong phang <

[, 7 =l

Thé tich khéi hop 6 ddy 1a hinh binh hanh ABCD va canh bén AA’:

V= ’[ﬂ;’,ﬂ)’] AA

Thé tich khéi tii dién S.ABC:

V=

—_— —> —>‘

-‘[AB,A ]-S

AN =
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§4. PHUONG TRINH MAT PHANG

Véc-to phap tuyén va cip véc-to chi phuong mit phing

— 2 o ) 2 A 78
Véc-t6 7 # 0 dugc goi 1a véc-td phap tuyén clia mit phang (&) néu n
gid clia 77 vudng gbéc v6i mit phang ().
/< :
[}
a |
A o M(it phing hoan toan xdc dinh khi biét mét diém va mét véc-to phdp tuyén ciia no.

o Néu 7 la véc-to phdp tuyén ciia mdt phing (&) thi k7 (vdi k # 0) ciing la mét véc-to phdp
tuyén ciia mdt phdng (o).

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ = (a;b;c) va V = (i, V]
(d';b';c'). Khi d6 vects ©@ = (bc’ —b'c;ca’ — c'a;ab’ — a'b) vuong

gbc vdi ca hai vectd W va Vv, dudc goi la tich ¢6 hudng clia @ va

— s 1A S [—> > G
Vv, ky hiéu 1a [&, V]. ﬁ/ v

A o [U,V]= O khi va chi khi @, V ciing phuong.

o Vdi bon s6 x,y,x',y, ta ky hiéu

va VvV = (d;b';c) la

;C, )):, = xy — x'y. Khi do, tich c6 hudng ciia ¥ = (a;b;c)

)

e Trong khong gian Oxyz, cho hai véc-t6 ©, V dugc goi la T [u,
cip véc-to chi phuong clia mit phang (P) néu ching khong
cung phucong va c6 gid nam trong hodc song song v6i mit ﬁ/ ‘
phang (P).

a b
a b

c a

cd d

b

- — c
[u’v]:(b/ ¢

— —>
u,v

o Néu 7, ¥ 1a cip véc-to chi phuong ctia (P) thi [, V] 1a £E
mot véc-to phap tuyén cla (P).

m' Phuong trinh tong quat cia méit phang

Trong khong gian Oxyz, méi mit phang déu cé phuong trinh dang Ax + By +Cz+ D = 0, trong d6
A, B,C khdng ddng thdi bing 0, dudc goi 1a phuong trinh téng quét clia mit phing do.

A\ Trong khéng gian Oxyz, méi phuong trinh Ax+ By +Cz+D = 0 (cdc hé 56 A,B,C,D khéong dong
thoi bang 0) xdc dinh mét mdt phdng nhdn @ = (A; B;C) lam mot véc-to phdp tuyén.
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4. Phuong trinh mat phéng ‘-

Lap phuong trinh tong quat cia mat phang

Trong khong gian Oxyz, néu mit phang (&) di qua diém My (xo;y0:20) Va c6 véc-td phap tuyén
7 = (A;B;C) thi c6 phuong trinh 1a

A(x—x0) +B(y—y0) +C(z—20) =0 Ax+By+Cz+D =0,
v6i D = —(AX()—I—By()—i—CZ()).

Trong khong gian Oxyz, bai toan viét phuong trinh mit phang di qua diém M va biét cip véc-to
chi phuong u, V ¢6 thé€ thuc hién theo cdc bude nhu sau

o Tim véc-to phdp tuyén 7 = [, V].

e Lap phuong trinh tong quat ctia mit phang di qua M va biét véc-to phap tuyén 7.
Trong khong gian Oxyz, bai toan viét phuong trinh mit phing di qua ba diém khong thang hang
A, B, C c6 thé thuc hién theo céc budc sau

e Tim cac cap véc-to chi phuong A_B), AC.

o Tim véc-to phap tuyén 7 = [AB, AC).

e Lap phuong trinh tong quat ctia mit phang di qua A va biét véc-to phap tuyén 7.

m' Diéu kién dé hai mit phing vudng géc véi nhau

Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phang s

(a): Ax+By+Cz+D=0, (B): Ax+By+Cz+D =0,

v6i hai véc-to phap tuyén 7 = (A,B,C), r_z7 = (A’; B';C’) tuong tng. n
Khi do N

(o) L(B)e 7 LneAA +BB +CC' =0.
CHU Y

Néu hai mit phang vudng géc véi nhau thi véc-to phap tuyén ctia mit phang nay c6 gid song song
hodc nam trong mit phang kia.

Piéu kién dé hai mat phzsmg song song vGi nhau

Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phing (o): Ax+ By + Tﬁ)
Cz+D=0,(B): Ax+B'y+C'z+D' =0, véi cdc vectd phap
tuyén 7 :A;B;C),r7 = (A";B';C") tuong ung.

W= kit
D/

Khi do (a) // (B) vGi k 12 s6 thyc.

/ﬁ( \
W
A( \
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CHU Y N

o Néu hai mit phing song song v6i nhau thi véc-td phdp tuyén cia mit phang nay ciing la
véc-to phap tuyén ctia mit phang kia.

o Hai mit phang (a) va (B) tring nhau khi va chi khi ton tai s6 k khac 0 sao cho

A =kA
B = kB,
C' =kC
D' =kD.

Khoang cach tif mdt diém dén mot mit phing

Trong khong gian Oxyz, khoang cach tit diém M (xo;y0;20) M
dén mit phing (P): Ax+By+Cz+D=01a [_7
n
|Axo + Byo +Czo+ D|
a(m, (p)) = RN vl
A“+B-+C

Mbt s6 dang toan thudng gap

DT |0| Viét phuong 'r,rinh mat phéng khi c6 vecto phdp tuyén vé moét diém
thuéc mat phang

Trong khong gian Oxyz, phuong trinh mit phang di qua diém e
Mo (x0;Y0;20) va c6 mdt vecto phép tuyén 77 = (A;B;C) la: W

A(x—x0) +B(y—y0) +C(z—20) =0 M

S Ax+By+Cz+D=0 v6i D= —Axy— Byy—Czp.

DT l9| Lap phuong trinh téng quét clia maét phéng di qua méot diém vé cé
mdt cdp vecto chi phuwong

D¢ lap phuong trinh tong quat ctia mit phang (o) di qua diém =
>

Mo (x0;y0;20) va c6 cap vectd chi phuong @, b, ta thyc hién

nhu sau:

, [ —— 5
Budc 1: Tim mot vecto phép tuyén
7 =[a, bl v %

()

Buge 2: Viét phuong trinh mit phang (a) di qua diém
Mo (x0;Y0;20) va c6 vecto phap tuyén 7

A(x—x0) +B(y—y0) +C(z—20) = 0.
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4. Phuong frinh mat phéng “-

DT Iel Lap phuong trinh tdng qudt ctia mat phéng di qua ba diém khéng
thang hang

D¢ lap phuong trinh tdng quét ctia mit phang (o) di qua ba
diém A, B, C khong thing hang thi ta thuc hién 1 nhu sau:
Buéc 1: Tim cip vecto chi phuong chang han AB, AC.

S|

Bude 2: Tim mot vecto phap tuyén

7 = [AB,AC].

A
Buéc 3: Viét phuong trinh mit phiang (&) di qua A va c6
vectd phap tuyén 77. (@) B

DT |°| Lap phuong trinh téng quat ca mat phéng theo doan chdn

Phuong trinh t6ng quit ctia mit phang (a) di z
qua ba di€m A(a;0;0), B(0;b;0), C(0;0;c¢) la:

Xy z
-+ +-=1.
a+b+c

B(0;b;0)
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§5. PHUONG TRINH PUONG THANG

Vecto chi phuong ctia duong thang

Vecto chi phwong cia dudng thing: Vects 7 # 0 dudc goi 1a vectd chi phuong ctia dudng thing A
néu gid ca ¥ song song hoic tring véi A.

Chu y:
o DPudng thang hoan toan xac dinh khi biét mot diém ma né di qua va mdt vecto chi phuong.

o Néu % 12 mot vectd chi phuong ctia A thi ku (v6i k 12 mot s6 khac 0) ciing 1a mot vecto chi phuong
cua A.

m' Phuong trinh tham s6 clia dudng thang

Pinh nghia: Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang A di qua diém A (xo; yo;20) va c6 vectd chi phuong
u = (a;b;c).

Hé phuong trinh
X =Xx9+at
y=yo+bt
z=2z0+ct

dudc goi 1a phuong trinh tham sb ctia dudng thang A (¢ 1a tham sb, ¢ € R).
Chii y: Cho mit phang (&) c6 phuong trinh tdng quét 13 Ax+ By + Cz+ D = 0. Khi d¢:

e Vdi céc s6 a, b, c khong dong thai bang 0 thi hé phuong trinh

X =Xx9+at
y =yo+ bt (reR)
z=zp+tct

xdc dinh mot dudng thang di qua M (xo;yo;z0) va c6 vecto chi phuong 1a @ = (a; b;c).

o Tir phuong trinh tham s6 ctia dudng thang, mdi gia tri ctia tham s6 tuong ng véi mot diém thudc
dudng thang d6 va ngudc lai.

Phuong trinh chinh tic ctia duwong thang

Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang A di qua diém A (xo;yo;z0) va ¢6 vecto chi phuong @ = (a; b;c)
V6i a, b, c 1a cac sb khac 0.

Hé phuong trinh:

a b <
dudc goi 1a phuong trinh chinh tic ctia dudng thang A.

m Lap phuong trinh dwong thang di qua hai diém

Trong khong gian Oxyz, cho hai diém phan biét A; (x1;y1;21) va Az (x2;v2;22).
Puong thang A1 A, c¢6 vectd chi phuong:

AlAy = (o —Xx13 Y2 — Y13 22— 21)-
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5. PHUONG TRINH BUONG THANG

o Dudng thang A1A; c6 phuong trinh tham sb:

x=x1+ (xp —x1)t

y=y1+ -yt (teR).
z=z21+ (2 —21)t
o Néu x| # x2, y1 # y2, 21 # 22 thi phuong trinh chinh tic:
X —X1 _ y—Yyi _ Z—Z1
X=X »—y1I 22—

\ \

Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thiang A, A, c6 vecto chi phuong 1an lugt 1a @y = (ay;by;cy),

Uy = (ax;by;cs).
Khi do:

Al LA <= U1 -U2=0 < ajar +b1by +cicy =0.

Vi tri twong ddi gitra hai dutng thang

Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thiang Ay, A 1an lugt di qua Aq(x1;y1321), Aa(x2;y2:22) va c6

vectd chi phuong @y = (ay;b1;c1), Uz = (az;by;cr).

o A/ Ay <— 7[1 CflIlg phu’(jng ?t)z vaAj ¢ As.
o Aj =A, <= | cing phuong ) vaA| € A,.

e A; va A, cit nhau

e A; va A, chéo nhau

Chu y:
Cho hai dudng thang c6 phuong trinh tham s6:

X =x1+ait X=Xxy+aps
Ap:qy=y1+bit Ap:Qy=yr+bas
7=21+cit Z=2+Cos

Xét hé:
x1+ait =x2+axs
yi+bit =yr2+bys
2 +cit =22+c2s

Ay /| Ay <= hé v0 nghi€ém.

A; = Ay <= hé c6 vd sd nghiém.

Aj cit Ay <= hé c6 nghiém duy nhét.

Aj va A chéo nhau <= khong cung phuong va hé vd nghiém.

GV: Nguyén Anh Tuén
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Géc

Goc giira hai duwong thang

Trong khong gian Oxyz, cho hai dutng thang A, A, tuong ting c6 @1 = (aj;biic1) va Wp = (az;by;co)
la hai vecto chi phuong. Khi do, ta co:

- - Al A/
IERRTE)
cos(A1,Ar) = [cos(Uy, U2)| = % N !
EfNRES 0 o
\a1a2+b1b2+c1cz|
V@G + 0+ G\ Jab+bE+ )
i Ay
o Ay

Goc gitva duong thang va mit phang

Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang A c6 vecto chi phuong @ = (a;b;c) va mit phang (P) c6 vecto
phép tuyén 77 = (A;B;C). Khi do, ta cé:

- —
u-n

sin(A, (P)) = |cos(#@, )| =

y =

Bk [7/
|aA + bB + cC|

Va2 +b2 2 VA2 + B2+ C?

Goc giira hai mit phang

va ny = (A2;B2;C,). Khi do, ta co:

7
> - |n1 n2|
cos ((P1),(P)) = |cos(m, mo)| =
((P).(72) LARE .
nj
_ |A1A2—|—Ble—|—C1C2’
VA B G\ A3+ B+ CF \/

GV: Nguyén Anh Tuén

Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phang (P;), (P>) c6 hai vecto phap tuyén lan luct 12 77 = (A1; B1;Cy)
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5. PHUONG TRINH BUONG THKNG ‘-
Dang bt ip

DT IGI Xéc dinh céc yéu t6 co ban clia dudng théng trong khéng gian. Vi
tri twong doi trong khong gian

Phuong phap: Trong khong gian Oxyz, vecto ©# = (a;b;c) # 0 1a vecto chi phuong ctia dutng
thang A thi vectd 71 = ki ciing la vecto chi phuong ciia duding thang A.
Phuong trinh tham s6 A:

X =Xxqo+at
y =yo+bt (t €R)
z=12z0tct

c6 vecto chi phuong @ = (a; b;c) (hé sb trudce 1).
Phuong trinh chinh tic A:

a b ¢
c6 vecto chi phuong @ = (a;b;c) (hé sb & méu).
Nhan xét:
e V6i phuong trinh tham s6 14y diing thi tu hé sb trudc tham s6 7.

e VG&i phuong trinh chinh tic 14y hé sb dudi mau.

o Néu gia thiét chua ding ciu triic, ta phai sap xép lai réi méi lay hé sd.

DT '9' Viét phuong tinh dudng théng di qua mét diém va c6 médt vecto chi
phuong

Trong khong gian Oxyz, phuong trinh dudng thang A di qua M va c6 vectd chi phuong @ = (a; b;c).
Khi d6 phuong trinh dudng thang A:

X =xo+at
X —X — — .
y=yo+bt hoac 0_7Y b)’o _ 1T neu {a;b;c} # 0.
a c
z=2z0tct

Chii y: Phuong trinh tim dudc khong nam trong cac phucng an, ta cé thé thay toa do di€ém ma dudng
thang di qua dé€ kiém tra.

DT lel Viét phuong trinh dudng théng di qua hai diém

Trong khong gian Oxyz, viét phuong trinh dudng thang A qua hai diém A va B.
o Chon A hoic B la di€ém ma A di qua.
o Nhin AB lam VTCP = # = AB.

Luu y: Phuong trinh tim dudc khong nam trong cac phuong an, ta c6 thé thay toa do diém ma dudng
thang di qua d€ kiém tra.
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DT lel Viét phuong trinh dudng thdng la giao tuyén ctia hai méat phéng

Trong khong gian Oxyz, viét phuong trinh dudng thang A.
Giao tuyén ctia hai mit phang () : Ax+By+Cz+D=0va (B) :Ax+By+C'z+D' =0

e Cho 1 trong 3 4n x;y;z = 0 d€ tim 2 4n con lai.

= M(0;7;?)

By+Cz+D=0 =?
sz—){y+ ot <:>{y

By+Cz+D' =0 z="?
e Vectd chi phuong i = [7q; 7 g|.

Luu y: Phuong trinh tim dugc khdng ndm trong cic phuong 4n, ta c6 thé thay toa do diém ma dudng
thang di qua d€ kiém tra.

DT 'e' Géc va khodng cdach trong khéng gian

o Trong khong gian véi hé truc toa dd Oxyz, hai dudng thang A;,A, tuong tng c6 U =
(ar;by1;c1) va i, = (az;ba;cz) 1a hai vectd chi phuong. Khi do:

e layaz +b1by + 12

cos(A1,Ar) = [cos( 1, U2)| = 5= = _
Dl A+ G \Jd+53+3

o Trong khong gian véi hé truc toa dd Oxyz, dudng thang A c6 vectd chi phuong % = (a;b;c)
v mit phang (P) c6 vectd phap tuyén 77 = (A; B;C). Khi dé:

w7 |aA + bB + ¢C)|
A7 Var+ 2+ 2 A2+ BT+

sin(A, (P)) = |cos(7, )| =

=

e Trong khong gian véi hé truc toa dd Oxyz, hai mit phang (P;), (P») c6 vecto phap tuyén lan
lugt 1a 71)1 = (Al;Bl;Cl) va 72 = (AQ;BQ;CQ). Khi do:

_ |71 - 72 _ |A1A2 + BBy +C1C|
Al ATy B2 2\ A+ B2+ C3

cos ((P1), (P)) = |cos(71, )]

e Trong khong gian véi hé truc toa dd Oxyz, hai mit phang (P;), (P>) c6 hai vecto phap tuyén
lan lugt 1a 7;1 = (Al;Bl;Cl) va 7{2 = (Az;Bz;Cz). Khi do:

_ |71 72 _ |A1A2 + BBy +C1 (|
Al ATy B2\ A+ BR 4+ C3

cos ((P1),(P)) = |cos(71, )]

o Khoang cich gitta hai diém A(xa,ya,z4) va B(xp,ys,zp) la:

AB =/ (xp —xa)+ (y8 —ya)? + (28— 24)%-

o Khoéng céch tir diém My (xo,y0,20) dén mit phang (a) : Ax+ By +Cz+D = 0:

_ |Axo+Byo+Czo+D|

VA% +B?+C?

d(Mo, (o))
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5. PHUONG TRINH BUONG THANG ‘-

o Khoang cach tir diém M| dén dudng thang A di qua My va cé vectd chi phuong

S

e Khoang cach giita hai duong thang chéo nhall) A va A, trong d6 A di qua My c6 vecto chi
phuong 0, A" di qua M{, ¢6 vecto chi phuong u':

d(A,A) =
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§6. PHUONG TRINH MAT CAU

LY THUYET CO BAN

1.1. 1. Pinh nghia mat cau

LI Tap hop cac diém M trong khong gian cach diém 7 ¢ dinh mot khoang khong d6i bang R (R > 0)
S(I;R) = {M | IM = R}

dugc goi 1a mit cau tdm I, ban kinh R. Ky hiéu 1a S(I;R).

1.2. 2. Phuong trinh chinh tic clia mat cau

(x—al’ +(y—b)+(z—c)* =R

{F Mit cau (S) ¢6 tam I(a;b;c) va ban kinh R ¢6 phuong trinh:
e Trudng hop dic biét: Mit cau c6 tam la gbc toa dd O(0;0;0) c¢6 phuong trinh:

PP+ =R

1.3. 3. Phuong trinh tdng quét clia mat cau

2 0202 e Dy _
3 Phuong trinh ¢6 dang: x4y +z7—2ax—2by—2cz+d =0

A+b*+ct—d>0

e Diéu kién d€ 1a phuong trinh mit cau:
e Khi d6, mit cau (S) cé:

hé soO cua x hé so cua y hé sO cuia z
—— T =T

-2
+ Bankinh: R = Va2 + b2+ 2 —d.

+ Tam: I(a;b;c) v6ia =

VI TRi TUONG DOI

2.1. Vi tri tuong déi giita mat cau (S) va mit phing (P)
Cho miit ciu (S) tdm 7, ban kinh R va mit phang (P). Pitd = d(I, (P)).
® d >R <= (P) va (S) khong c6 di€ém chung.

@ d =R <= (P)tiép xiic vdi (S) tai diém H (H 12 hinh chiéu vudng géc ctia I 1én (P)). Khi d6 (P)
dudc goi 1a mat phang tiep dién.

® d <R <= (P) cit (S) theo giao tuyén 1a mot duong tron (C):

e Tam cda (C) 12 hinh chiéu vudng géc H ctia I 1én mit phang (P).

VR — R 2
e Bin kinh ciia dudng tron giao tuyén: | VR —d = R A, (P))]

e Khid =0 (I € (P)), (P) cit (S) theo dudng tron 16n c6 ban kinh r = R.
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6. PHUONG TRINH MAT CAU \ \
2.2. Vi tri tuong déi gitra mat cau (S) va dudng thang A
Cho miit cau (S) tim I, ban kinh R va duong thang A. Dit d = d(I,A).
® d >R <= Akhong cit mit cau (S).
@ d =R <= Atiép xiic vdi (S) tai diém H (A la tiép tuyén ctia mit ciu).

® d <R <= Acit (S) tai hai diém phan biét A, B.

AB=2vVR2—d?=2\/R2—[d(I,A)]?

e D0 dai day cung AB:

2.3. Vi tri twong ddi gitta hai mit cau
Cho hai mit cau (S;) tim I, ban kinh Ry va (S,) tim I, ban kinh Ry (Ry > Ry). Pitd = I I,.

Vi tri twong d6i | Hé thirc khoang cach | S6 diém chung

O ngoai nhau d>R1+R Khong cé

Tiép xiic ngoai d=Ri+R> 1 diém chung

Cit nhau Ri—Ry <d <R;+R, | Giao tuyén la dudng tron
Tiép xiic trong d=R—R,>0 1 diém chung

Chua trong nhau d<Ri—R Khoéng c6

Dong tam d=01=Dh) Khong cé

2.4. Tap hop céc tiép diém ké tir mét diém ngoai mit cau

{3 Tir mot diém M nam ngoai mit cau (S(I;R)), ké céc tiép tuyén dén (S). Tap hop cic tiép diém

nam trén mot dudng tron nam trong mat phang vudng goéc vdi doan IM.
e Do dai doan tiép tuyén: MT = MI> — R2,

R-MT  RVMI*—R?
= =
MI MI

e Bin kinh dudng tron tap hop tiép diém:

PHUONG PHAP GIAI CAC DANG BAI TOAN THUONG GAP

DT 'a' Nhéan dang phuong trinh va tim tam, bén kinh clia mét cau

{3 Phudng phap:

e Dua phuong trinh vé dang chudn c6 hé s6 trudc x2,y?,z% bang 1.
e Xic dinh a, b, c,d bang cach chia hé s ctia x,y,z cho —2.
e Tinh gia tri biéu thitc a® + b> + > —d.
e Néua?+b*+c?—d>0
= La phuong trinh mit cau véi tim I(a;b;c) va R = vVa? +b* +c —d.
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86

DT Iel Viét phuong trinh mat céu biét tam 7 va di qua diém A

{3 Phuong phap: Bankinh R =1A = \/(xo —x1)2+ (ya — y1)> + (z4 — z7)2. Phuong trinh: (x —
x)+(y—y)+(z—2u) =R

DT Iel Viét phuong trinh mét cdu nhan doan théng AB 1dm dudng kinh

{3 Phuong phap:

e Tam / 1a trung diém ctia AB: I(XA+xB.yA+yB.ZA "‘ZB).

2 2 72

AB —x4)2 v, )2 —_\2
e Bankinh: R ="~ = v/ (8 —x4) +(y32 va)? + (28 —24)"

DT lol Viét phuong trinh mét céu di qua 4 diém khéng déng phéng (Ngoai
tiep t& dién ABCD)

{3 Phuong phép:

e Goi phuong trinh téng quét: x> +y? + 72 — 2ax — 2by — 2cz+d = 0 (x).
e Thay toa d 4 diém A, B,C,D vao (*), giai hé phuong trinh 4 4n bac nhét (a,b,c,d).

DT lel Viét phuong trinh mdt cdu cé tam 7 va tiép xic véi mat phéng (P)
hodc duong thang A

p . A B C D
{3 Tiép xiic véi mat phang (P): Bankinh R=d(I,(P)) = [Axi + By + Cz + |
VA?+B?+C?
1, )

{3 Tiép xiic véi dudng thing A (My € A, VTCP %): Bankinh R =d(I,A) = 7
u

DT 'e' Dang é: Viét phuong trinh mét céu cé tam 1 € d va théa man céc diéu
kién tiep xac/cat

3 Phuong phap:

e Tham sb héa toa d6 tim / theo phuong trinh dudng thang d (theo 1 4n 7).
e Thiét 1ap phuong trinh theo ¢ dua vao gia thiét:
R=d(I,(P)) =d(I,(Q)) hodc R? = d*(I, (P)) +r°.
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1O HOP - XAC SUAT
s1. DAISO TO HOP

QUY TAC PEM CO BAN

B8 ouvriccone

{3 Dinh nghia: Mot cong viéc c6 thé dudc thuc hién theo mot trong k phuong 4n doc 1ap véi nhau:
e Phuong 4n thu 1 c6 ny cach thuc hién;
e Phuong an thd 2 c6 ny céach thuc hién;
o ...

e Phuong an thud k c6 n; cach thuc hién.

Khi d6 sb cach thyc hién cong viée la: | N =M Fmt-+m

A Quy tdc céng thuc chdt la quy tdc dém sé phdn it cia hop cdc tdp hop hitu han khéong
giao nhau: Néu A va B la hai tdp hop hitu han khong giao nhau (AN B = 0) thi:
[AUB| = |A| +|B|

QUY TAC NHAN

{3 Dinh nghia: Mot cong viéc bao gdom k cong doan nbi tiép nhau dé hoan thanh:

e Cong doan thu 1 c6 ny cach thuc hién;
e Ung v6i mdi cach thuc hién cong doan 1, c6 ny cach thuc hién cong doan thi 2;
o ...

e Ung v6i mdi cach thuc hién cic cong doan trudc, c6 ny cach thuc hién cong doan thi k.

C i A N N N n 1s. IN=ny-ny---n
Khi d6 s cach hoan thanh cong viéc 1a: Lmr Tk

Y/ G

{3 Dinh nghia: Cho sb tu nhién n > 1. Tich ctia n s6 nguyén duong dau tién dudc goi 1a n-giai thira,
|nl=1-2-3-..n|

ky hiéu la n!. Nghia la:

e Quy udc: 0! = 1.

enl=n-n—1)!=n-(n—1)-(n—=2)!véin > 1.
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A, Chuong 9. TO HOP - XAC SUAT
HOAN VI - CHINH H(jP - T6 HQP

HOAN VI

{¥ Dinh nghia: Cho tap hop A gdm n phan ti (n > 1). Mdi két qua clia su sap xép thit tu n phan tir
ctia tip hop A dudc goi 1a mot hodn vi ctia n phan ti do.

{3 S hoan vi: Sb cac hoan vi ciia n phin ti dudc ky hiéu 1a P, va dudc tinh bdi cong thiic:

P,=n!l=nn—1)(n—2)---2-1

CHINH HQP

{3 Dinh nghia: Cho tap hop A gom n phan tif (n > 1). Két qua ctia viéc 1dy k (1 < k < n) phan ti
khéc nhau tu tap hgp A va sap xép theo mot thit tu dudc goi 1a mot chinh hop chép k clia n phan
tu.

{3 S6 chinh hop: S cdc chinh hop chip k clia # phan ti (1 < k < n) dude ky hiéu 1a AX va dugc
n!
" (n—k)!

=nn—1)(n—2)---(n—k+1)

tinh theo cong thuc:

e Hoan vi la trudng hgp dac biét ciia chinh hgp khi k = n: P, = A, = n!.

e Quy udc: AV = 1.

TO HOP

{3 Dinh nghia: Cho tip hop A gdm n phan tit (n > 1). Mbi tap con gdm k phan ti (0 < k < n) lay tir
tap hop A (khéng phan biét thit tw) dudc goi 12 mot t6 hop chap k ctia n phan ti.
{3 Sb t6 hap: S6 cac t6 hop chap k clia n phan ti (0 < k < n) dugc ky hiéu 1a C¥ va dugc xdc dinh

ck = ni‘_’iﬁ
ne k!(n—k)! k!

theo cong thic:

N cAcTiNH CHAT CUA SO TO HOP

Ck=cr* (0<k<n)

@ Tinh chit dbi xing:

Ck=Cc*1+C* |, (1<k<n)

@ Cong thiic Pascal (hé thiic cong t6 hop):

Cl=Ci=1; C=C'=

@ Quy udc va gia tri dac biét:
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2. XAC SUAT CUA BIEN CO \ \
§2. XAC SUAT CUA BIEN CO

CAC KHAI NIEM CO BAN

L3I Phép thir ngiu nhién va khong gian miu:

e Phép thii ngdu nhién (goi tat 1a phép thit) 12 mot hoat dong hay hanh dong ma két qua ctia n6
khong thé biét trudc, nhung ta biét truéc dudc tip hop tt ca cic két qua c6 thé c6. Ky hidu
laT.

e Khong gian miu ctia phép thit 12 tap hop tht ca cic két qua c6 thé xay ra, ky hiéu 1a Q. Sb
phan ti ciia khong gian mau ky hiéu 1a n(€) hoic |Q|.
{3} Bién cb:
e Bién cb A lién quan dén phép thit 7 12 mot tip con ctia khong gian miu: A C Q. S6 phan ti
clia bién ¢ ky hiéu 1a n(A) hoic |A|.
e Bién cb khong thé (khong bao gid xay ra): 0.
e Bién cb chic chan (ludn ludn xay ra): Q.
{3 Cac méi quan hé giira cac bién cé:
e Bién c6 dbi: Bién cb dbi ciia A ky hidu 1a A, xay ra khi va chi khi A khong xdy ra. Khi d6:
A=0\A.
e Bién ¢6 hop: Bién c6 "A hoic B xdy ra", ky hiéu 1a AUB.
e Bién cb giao: Bién cb "ca A va B cling xdy ra", ky hiéu 1a A N B hoic AB.

e Hai bién c6 xung Kkhiic: A va B xung khic khi va chi khi chiing khong dong thdi xay ra:
ANB=0.

e Hai bién co doc 1ap: Hai bién cd A va B dudc goi 1a doc 1ap néu viéc xdy ra hay khong xay
ra cua bién co nay khong lam anh hudng t6i xac suat xay ra cua bién co kia.

IEY/ PINHNGHIA CO BIEN CUA XAC SUAT

{3 Dinh nghia: Gia sit mot phép thit c6 khong gian mau Q goém hitu han cac két qua ddong kha ning
xuat hién. Néu A 12 mot bién cb lién quan dén phép thd, thi xdc suit cla bién cb A, ky hiéu 1a
=24 _ 4l
n(Q) Q|

P(A), dugc xac dinh bdi:

e n(A) 1a s6 két qua thuan 1gi cho bién cb A.

o n(Q) la s6 két qua c6 thé xay ra ctia phép thi.
A\ Tinh chdt co ban ciia xdc sudt:

e 0 < P(A) < 1vdi moi bién cé A.

o P(0)=0vaP(Q)=1.
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CAC CONG THU'C TINH XAC SUAT

1.1. 1. Cong thitc xdc suét ctia bién cb dbi

@ Xac suat ctia bién co doi A lién hé véi xac suat cua bién co A qua cong thic:

P(A)=1-P(A) < P(A)+P@A)=1

1.2. 2. Cong thiic cong x4c suat

® Truwdng hop tong quat (bién cb bAt ky): V6i hai bién c¢b A va B bit ky, ta cé:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

@ Trudng hgp hai bién cb xung khic (ANB = 0):

P(AUB) =P(A)+ P(B)

e M§ rong: Néu A, As, ..., A, doi mot xung khic thi:

P(A1UA2U---UAL) = P(A1) + P(A2) +- -+ P(Ag)

1.3. 3. Cong thic nhan xdc suat

® Ap dung cho hai bién cb doc 1ap: Néu A va B 1a hai bién c¢b doc 1ap v6i nhau thi:

P(ANB) =P(A-B) = P(A)-P(B)

e M&rong: Néu A, A, ... Ay 1a cdc bién cd doc 1ap toan phan thi:

P(Al ﬂAzﬂ-“ﬂAk) ZP(A )-P(A )---P(Ak)

e Néu A va B doc 1ap thi cac cip: (A va B), (A va B), (A va B) ciing doc 1ap.

1.4. 4. Cong thirc xdc suat c6 diéu kién va cong thitc nhan tong quat

@ Xac suat cé diéu kién: Cho hai bién cb A va B v6i P(B) > 0. Xdc suét ctia bién ¢ A khi bién
P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

cd B da xdy ra dugc ky hiéu 1a P(A|B) va dudc tinh béi:

P(ANB) = P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A)

@ Céng thitc nhan téng quat:

1.5. 5. Cong thiic xdc suit toan phan va cong thitc Bayes (Nang cao)

® Céng thifc xac suat toan phan: Gia st hé cc bién cb By, Bs,...,B, tao thanh mot hé day
di cac bién ¢b (BiNB;j =0 véi i # j va Ul B; = Q, P(B;) > 0). Khi d6 v6i moi bién ¢ A:
P(A) =Y}, P(Bi)- P(A|B;) = P(B1)P(A|B1) + -+ P(Bn)P(A|B)

P(BilA) = =

@ Cong thirc Bayes: V6i P(A) >0vake {1,2,...,n}:

P(By)-P(A|By) _  P(By)-P(A|By)
P(A) Yii P(Bi)- P(A|B))
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THONG KE

§1. CAC SO PAC TRUNG DO XU THE TRUNG TAM
VA PHAN TAN CHO MAU SO LIEU KHONG GHEP
NHOM
B8 BANG PHAN BO TAN SO TONG QUAT

{3 Bang phan bd tan s6: Cho mau sb liéu gdm k gia tri khac nhau x1,x2, ..., x; v6i cac tin s6 xuit
hién tuong ting 1a my,my, ..., my. Ta c6 bang phan bo tan s tong quat nhu sau:

Giatri(x) | x; | x» | ... | x Cong

< " k
Tanso(m) | my | my | ... | mp | n=Y m;
i=1

e k: S6 luong cic gid tri ddi mot khac nhau trong mau s6 liédu.

e m;: Tan so (sO lan xuat hién) cua gia tri x; (i = 1,2,... k).

o n=my+my+---+my: Kich thuéc miu (tng sb cic quan sat).

CAC KHAI NIEM CO BAN VE MAU SO LIEU

¥ MAu sb liéu: Mot mau sb lidu kich thudc n dude cho dudi dang day n gid tri: xq,X2, ..., Xp.

{3 Mau s6 lieu sap thi tu: Khi sap xép cdc gid tri theo thit ty khong giam, ta dudc miu sb lidu da
sap thif tu:

{3 MAu sb liéu theo bang tan s6: Néu miu sb liéu gdbm cac gid tri khac nhau xy,x2,. .., x; v6i tan
s6 tuong tng 1a my,mo, ..., my thi kich thuéc mau 1a n = my +mo + - -+ my.

CAC SO DAC TRUNG PO XU THE TRUNG TAM

3.1. 1. S6 trung binh
{3} Céng thitc tinh:

X1 +x2+--+x 1
= 1 +x+--+ n:_z?zlxi
n n

e V6i mau s6 liéu x1,x3,...,X,:
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WA/ cruong 10 THONG KE

5= mix1 +moxy 4o+ mypxe 1
e V6i miu s liéu cho du6i dang bang tan so: n n

Zil] mi;x;

¥ Y nghia: S6 trung binh 12 gid tri dai dién cho toan bd méu sb liéu khi cdc sb lidu trong mau khong
c6 su chénh 1éch qua 16n (khong c6 gi4 tri ngoai 1&/bat thudng).
3.2. 2. Trung vi

{3 Cach xac dinh: Sap xép mau s6 liéu kich thudc n theo thi tu khong gidm: x; <xp < --- < x,,.

e Néunlas61é (n=2k+1): M, = x4
M, = Y et

e Néu 7 12 s6 chan (n = 2k): 2

¥ Y nghia: Trung vi chia méu sb lidu thanh hai phin c6 s6 lugng phén ti bing nhau (50% sb liéu
nhd hon hoic biang M., 50% sb liéu 16n hon hoic bang M,). Trung vi khong bi anh hudng bdi cac
gi4 tri bt thudng (gid tri qua 16n hodc qua nhd).
3.3. 3. TG phan vi

{3 Cach xac dinh: T phan vi gdm ba gid tri Q1, 0>, 03 chia miu sb liéu da sip xép thanh 4 phan
c6 kich thuéc xap xi bang nhau:

e T\ phan vi thit hai: Q> = M, (Trung vi clia ca mau).

e T phén vi thi nhét (T phan vi dudi): Q; 13 trung vi cta nita s lidu bén trdi Q>
(khong bao gobm Q5 néu n 18).

e T phan vi thit ba (T& phan vi trén): Q3 1a trung vi ctia nia s6 liéu bén phai O,
(khong bao gom Q, néu n 18).

Y nghia:

e Q;: Khoang 25% s6 liéu nhd hon hoic bang Q.
e 0: Khoing 50% sb liéu nhd hon hoic bang Q».
e (Q3: Khoang 75% s6 liéu nhd hon hoic bang Q3.

3.4. 4. Mot
{3 Dinh nghia: Mbt ctia mau s6 lidu, ky hiéu 12 M,, 12 gid tri ¢ tan s6 xuit hién 16n nhit trong mau.

e Mot mau c¢6 thé c6 1 mdt, nhiéu mot hodc khong ¢ mdt (khi tat ca cac gid tri c6 tan
sO bang nhau).

¥ Y nghia: Thé hién gid tri c6 mic do phd bién nhit, hay x4y ra nhit trong tip dit liéu (thudng tGng
dung trong kh4o sat nhu cau thi trudng, cd giay, kich thuéc 4o,...).
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1. CAC SO DAC TRUNG PO XU THE TRUNG TAM VA PHAN TAN CHO MAU SO LIEU KHONG GHEP NHOM ‘-

N CAc SO PAC TRUNG DO MUC DO PHAN TAN

4.1. 1. Khoang bién thién

{3 Coéng thirc: Ky hiéu 1a R, dugc tinh bang hiéu gifta gid tri 16n nhét (xpax) va gid tri nhd nhit

R = Xmax — Xmin

(xmin) :

{3 Y nghia: Po d6 rong dai bién thién clia toan bo miu s6 liéu. R cang 16n thi mic do phan tin clia
mau cang cao.

4.2. 2. Khoang t& phan vi

Ag = 03— 0

{} Céng thirc: Ky hiéu la Ag:

{3 Y nghia: Po mic do phan tan ciia 50% sb liéu nam & chinh giita miu. Khong bi anh hudng béi
cdc gid tri bat thudng (ngoai 18).

4.3. 3. Phuong sai
{3 Cong thitc tinh: Ky hiéu la s2.

1 B 1 -
§2 = n P(a—%)?= ﬁzzr‘l:lxiz -(®?

e V6imau sb lidu x1,x2, ..., X,

_ 1 _
= ;Z;C:l m;(x; —x)2 = ;Zle mixiz - (X>2

e VGi mau s0 liéu cho theo bang tan so:

{3 Y nghia: Po mic do phan tan (do 1éch) ciia céc s liéu xung quanh gia tri trung binh X. Phucng
sai cang 16n thi dit liéu cang phan tan xa gia tri trung binh.

4.4. 4. D6 1éch chuan

o=/

{3 Céng thirc: Cin bac hai s6 hoc clia phuong sai, ky hiéu 1 s:

{3 Y nghia: C6 ciing y nghia véi phudng sai nhung c¢6 ciing don vi do véi s6 liéu ban dau (gitip viéc
so sanh va danh gia truc quan hon).

Bl PHAT HIEN GIA TRINGOAI LE (GIA TRI BAT THUONG)

{3 Dinh nghia: Gia tri ngoai I¢ (outlier) 12 gia tri qud 16n hodic qua nhd so véi da s6 cac gid tri trong
mau s lidu.

{3 Tiéu chi xac dinh: Mot gid tri x trong mau dudc coi 1a gia tri ngoai 1 néu:

X<Q1—1,5~AQ hodc X>Q3+1,5-AQ

A Khi mdu sé liéu cé gid tri ngoqi ¢, ta nén ding trung vi (M,) va khodng ti phan vi (Ap)
thay cho s0 trung binh (x) va do léch chudn (s) dé'dai dién cho mdu.

GV: Nguyén Anh Tuén 93



WA/ cruong 10 THONG KE
§2. CAC SO DAC TRUNG CHO MAU SO LIEU GHEP
NHOM
BANG TAN SO GHEP NHOM VA GIA TRI DAI DIEN

{3 Mau sb ligu ghép nhém: La mau s6 liéu dugc chia thanh cic nhém lién tiép dang [a;;a;, 1) v6i
ai<ajiy (i=1,2,...,k).

_aitaiy1
2

Ci

{3 Gia tri dai dién: Gid tri dai dién cda nhém [a;;a;11) 12 trung diém ctia nhém d6:

X:X D@ dai cia nhém: D@ dai cua nhom [ai;aiH) la l,' =daj+1 —4a;.

1.1. Bang phan bd tan s6 ghép nhém téng quat

Nhém lar;ap) [az;az) . [ar; agy1)
Tﬁn Sé (m) my moy . my,
Gi tri dai dién (¢) | ¢ = ;’“2 = “2;’“3 = “"J’%

CAC SO PAC TRUNG DO XU THE TRUNG TAM

2.1. S6 trung binh

{¥ S6 trung binh ctia mau sb liéu ghép nhom dudc tinh x4p xi bang cong thiic:

_ mci+mey+-+me 1,
X = n :Zzi:1mici

2.2. Trung vi
{3 Quy trinh xac dinh:

NS

e Budc 1: Tim nhém chia trung vi, 1a nhém [a,;a,+1) dau tién c6 tan s tich lay >

e Budc 2: Ap dung cong thic tinh trung vi:

n
5 —(mi+my+---+mp_1)
M, =a,+ (ap1—ap)

mp

Trong d6: m,, 1a tan s6 cia nhém chia trung vi; my + - - - +m,_1 1a tn 0 tich Iy ctia nhom trude
d6 (bang O néu p = 1).
2.3. T phan vi
{3 T phan vi th hai: 0, = M,.

L} Tit phan vi thit nhat (Q)):
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2. cAc 56 PAC TRUNG cHO MAU 56 LIEU GHEP NHOM . U UG

n

e Tim nhém [ap;a,1) chia Oy, 12 nhém dau tién théa: my + -+ +m, > 1

n
0 Z—(ml—i----—i-mp_l)
lzap+

m, '(ap—i-l _ap)

e Cong thuc:

{3 T phan vi thit ba (Q3):

, X N 5 3n
e Tim nhom [a,;a,1) chiia 03, 1a nhém dau tién thoa: my +--- +my > 7

3n
Z_(ml+"'+mq—1)

O3 =ay+ mg : (aq+1 - aq)

e Cong thuc:

2.4. Mot
X Quy trinh xac dinh:

e Budc 1: Nhém chita mbt [aj;a41) 1a nhém c6 tan sb m; 16n nhat trong bang (m; =
max{my,my,...,my}).

e Budc 2: Cong thiic tinh mbt:

mj—m;j_q

(mj—mj_1)+ (mj—mjs1)

Mo=aj+< )'(aj+1—aj)

A Quy wdc: Néu nhom chita mét la nhom dau tién (j = 1) thi coi my = 0; néu la nhom cudi
cung (j = k) thi coi my1 = 0.

CAC SO DAC TRUNG PO MUC PO PHAN TAN

3.1. 1. Khoang bién thién

{3 Céng thitc: Ky hiéu la R, bang hiéu giita ddu miit phai ctia nhém cubi va diu muit trdi cia nhém

R=ap1 —a

dau:

3.2. Khoang tit phan vi

£} Céng thic: Ky hiulaay: [22=9 =4

3.3. Phuong sai va Do léch chuan

1 1
s =~ Yl mi(ei—%)* =~ X mic} — (%)
{3 Phuong sai (s2): n n

1
s= Vi =\ L5 md - 3y

{3} Db léch chuan (s):
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MOT SO PHUONG PHAP TiNH
NHANH

§1. CONG THUC TINH NHANH HINH HOC PHANG
VA KHONG GIAN

CONG THU'C TINH NHANH HINH HOC PHANG

1.1. He thirc lwgng va Dién tich tam giac
a+b+c

Cho tam giac ABC c¢6 do dai cac canh a,b,c, nita chu vi p = , ban kinh dudng tron ngoai tiép

R, ndi tiep r.

1 1 . abc
§ = Saha = sabsinC = 22 = pr=/p(p—a)(p—b)(p—¢)

{3} Cac cong thic tinh dién tich tam giac S:

2D 4+ c2) — g2
mgz (b*+c*)—a

{3 D6 dai dudng trung tuyén (Cong thic Apollonius): 4
A
2bccos —
=
{2 D6 dai duang phan giac trong géc A (1,): bte
1.2. Cac truong hgp tam giac va ti giac dac biét
® Tam giac déu canh a:
R av'3 a*\/3
e Chiéu cao: h = %_; Dién tich: § = T\/_

. 3 ) 3
e Ban kinh duong tron ngoai tiép: R = 4; NOi tiep: r = %.

® Tam giac vudng tai A (dudng cao AH = h, trung tuyén AM = m):

S lb 1 I 1 1 . 1 I bc
[ ) = —DC = —A ; _— = — _— :> = 00—
2 2 h?  br 2 N
. . b+c—
e Ban kinh ngoai tiép: R = g =m; Ban kinh n0i tiép: r = +; 4
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1. CONG THUC TINH NHANH HINH HOC PHANG VA KHONG GIAN AT

1
S = §d1 “dp

@ T giac c6 hai dudng chéo vudng goéc (d; L d,):

CONG THU'C TINH NHANH KHOI DA DIEN VA THE TICH

2.1. Thé tich cdc khoi da dién co ban

, 1
{3 Khbi chép: V = gsdéy-h.

{3 Khbi lang tru: V = Sgsy - h.
{3 Khéi hép chir nhat (a,b,c): V =abc; Dudng chéo: d = Va2 + b + 2.

¥ Khbi lap phudng canh a: V =a3; Pudng chéo: d = av/3.

2.2. Cac khdi chép dic biét thuwong gip

@ Khéi tir dién déu canh a:

_AVE el NG a6

V= 12 3 Rngoai tigp — 4 "noi tigp 12

@ Khbi chép tam giac déu cé canh day bing a, canh bén bing b:

2 2 2
h= bz—a—- V:a\/§ bZ_a_
3’ 12 3

@ Khbi chép t& gidc déu cé canh ddy bing a, canh bén bing b:

2 2 2
_ i Z N
h b 7 Vv 3 b 5

@ Khbi ti dién gan déu (cac cap canh dbi bang nhau tirng d6i mét a,b,¢):

_ V2
12

v (@2 +b2—?)(B?+ 2 —a?)(c2+a? - b?)

® Khébi tir dién c6 ba canh déi mét vudng géc SA L SB | SC (SA=a,SB=b,SC = ¢):

1 1 1 1 1 Va2 +b? 4 c?
V= Zabe; i 2Tt Rgeiiee= 5

2.3. 3. Ti s6 thé tich (Cong thiic Simson - Khéi chép tam gidc)

Cho chép S.ABC. Trén céc doan SA, SB, SC lay lan lugt A’ B',C’. Vs.asc

SA SB SC
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WA cruong 11, MOT SO PHUONG PHAP TINH NHANH

CONG THU'C TINH BAN KINH MAT CAU NGOAI TIEP KHOI DA DIEN

3.1. Chop co6 canh bén vuong goc vai mat day (SA | (day), SA = h)

2
o ()
day 2

3.2. Chop déu (dinh S, chiéu cao h, canh bén b)

2 2
B b2 B h +Rdéy

R=_—_ —_ %
2h 2h

3.3. Chop c6 mat bén (SAB) vuong goc voi mat day

GT\?
_ 2 D) il
R= \/Rdéy+Rbén - ( 2 )

Trong d6: Rpe, 12 ban kinh ngoai tiép ASAB, GT = AB 1a do dai giao tuyén ctia mit bén va day.

3.4. Khéi lang tru di'ng co chiéu cao /

R=

h 2
2
Ry + (5)

I8 CONG THUC TINH NHANH KHOI TRON XOAY

Pai lugng Khéi nén Khdi tru Khdi cau
Hé thuic lién hé I=\r2+h? I=h —
Dién tich xung quanh Sxg = mrl Sxg =27rh S =4nR?
Dién tich toan phan | S,, = nrl +7r? | S, = 27wrh+27r? —
Thé tich V= %m»zh V =nr’h V= gmﬁ
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2. CAC PHUONG PHAP GIAI NHANH TOAN HAM HGOP (VD - VDC)

\ \

§2. CAC PHUONG PHAP GIAI NHANH TOAN HAM

HOP (VD - VDC)

PHUGNG PHAP GHEP TRUC

Co s6 1y thuyét va Thudt todn ghép truc

{3 Muc dich: Khéo sét sy bién thién va vé& bang bién thién (BBT) ctia ham hop y = f(u(x)) truc tiép

tt BBT ctia ham gbc y = f(u).

{3 Quy trinh 3 budc thuc hién:

gia tri tuong tng cla u(x).

tang/giam cua u.

Vi du minh hoa Ghép truc

e Budc 1 (Dong x va u): Tim tap xdc dinh va cic diém cuc tri ctia ham s6 16i u = u(x).
Dién cic gid tri cuc tri nay vao dong cia x. Tir d6 xac dinh cdc khoang ting giam va

e Budc 2 (Chen diém cuc tri ciia f(u)): Trén mdi khoang bién thién ciia u, quan sét
BBT ciia y = f(u) dé chén thém cac diém cuc tri ctia ham f(u) theo diing thi tu

e Budc 3 (Dong f(u)): Dién gid tri tuong dng f(u) tai cac diém mut va cac diém cuc
tri virta chén, sau d6 ndi cac mii tén thé hién chiéu bién thién.

Bai toan: Cho ham sb y = f(x) c6 bang bién thién nhu hinh dudi. Tim s6 nghiém thuc ctia phuong

trinh f(x*> —2x) = 1.

BBT ciia ham s6 y = f(x) gbe:

x| —o -1 1 oo
f(x) + 0 - 0 +
2 o0
o )
Lagi giai (Ghép truc):
o Pitu(x) =x>—2x = /(x)=2x—2=0 <= x=1 = u(l) = —1.

e Khix — Foothi u — +oo.
e Trén khoang (+o0; —1], u di qua diém cuc tri 1.

e Trén khoang [—1;+o0), u di qua diém cuc tri 1.

Bang ghép truc y = f(u(x)):
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WA cruong 11, MOT SO PHUONG PHAP TINH NHANH

X —oo 1 o0
u= . 1 R
X% —2x oo T > T
1 1
+oo 2 Foo
-2 -2

Dua vao bang ghép truc, dudng thang y = 1 (ndm gilta —2 va 2) cat d6 thi ham s6 y = f(x* — 2x) tai 4
diém phan biét. Vay phuong trinh c6 4 nghiém thue.

Y/ PHUGNGPHAPSG POV

Co s8Iy thuyét S o V

{3 Muc dich: Dung d€ giai nhanh bai toan tim sd diém cuc tri va sb nghiém ctia phuong trinh ham
hop y = f(u(x)) v6i u(x) 1a ham da thic bac 2, bac 3 hodc ham chia tri tuyét doi.

{3 Céac budc thuc hién:

e Budc 1: Vé khung so do dang chit V (hoidc W, N) mo phong hinh dang d6 thi ham 16i
u(x) vé6i cdc dinh 1a cdc di€m cuc tri ctia u(x).
e Budc 2: Xdc dinh cic diém cuc tri x1,x7, ..., x;, cia ham gdc f(u) ti gia thiét.

e Budc 3: K& cic duong nim ngang u = x; cat s6 do V.

Mbi giao diém (khong tinh diém tiép xic dinh) 1a mot diém cuc tri ctia ham
f(u(x)).

Téng s6 diém cuc tri ctia y = f(u(x)) = (S6 diém cuc tri ctia u(x)) + (S6 giao
diém don cla cac dudng u = x; v6i do thi u(x)).

Vi du minh hoa S¢ do V

Bai toan: Cho ham s6 y = f(x) ¢6 3 diém cuc tri lax = —2; x = 0; x = 3.
Hoi ham s6 g(x) = f(x* —4x+ 1) c6 bao nhiéu diém cuc tri?

Loi giai (S& dung sa do V):

o Ham 16i u(x) = x*> —4x+1 c6 dinh tai x =2 = u(2) = —3. Dd thi u(x) c6 dang chit V c6 ddy
tai —3.

e Céc duong cuc tri cia f(u) la:u= -2, u=0,u=3.
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2. CAC PHUONG PHAP GIAI NHANH TOAN HAM HGOP (VD - VDC)

~+o0 +o0

u=23>-3(2giao diém)

u=0> -3 (2 giao diém)

u=—2> -3 (2 giao di€m)

bay: u= -3

e S& diém cuc tri cta u(x): 1 diém (tai day x = 2).
o Sb giao diém cia cic duong u = —2,u = 0,u =3 v6is0 d6 V: 2 +2 42 = 6 diém.

e Vay t6ng s6 diém cuc tri clia g(x) 1a: 1 +6 = 7 diém cuc tri.

PHUGNG PHAP DPUGNG XOAN OC SEN (OC SEN LUGNG GIAC)

Co s6 Iy thuyét Phuong phap Oc sén

{3 Muc dich: P&m chinh x4c s6 nghiém ctia phuong trinh lugng gidc chita ham hop dang f(sinx) =
m hoic f(cosx) = m trén mot doan [a; B] c6 do dai 16n ban chit quét nhiéu vong tron lugng giac.

{3 Nguyén ly:

e Biéu dién cung goc lugng gidc x € [a; B] chay lién tuc quanh gbc toa do. PE cac vong
quét khong dé 1én nhau, ta mé rong ban kinh sau méi vong tao thanh mot dwong xoan
oc (spiral).

e V6i mdi gid tri u = ug € [—1;1] (vi du u = sinx hoic cosx), dung dudng thing tuong
ung vuong goc vdi truc lugng giac.

e S6 nghiém cia phuong trinh chinh la s6 giao diém cta dudng dong véi dudng xodn
Oc sén nam tron trong mién quét [a; B].

Vi du minh hoa Phuwong phap Ocsén

. T S5m )
Bai toan: Tim s0 nghiém cta phuong trinh f(sinx) = 0 trén doan [—5 7} , biet phuong trinh f(u) =

b

0 ¢6 hai nghiém la u; = —0,5 vaup, =0,7.
5 y % s T
Loi giai (Vé dudng oc sén trén truc sinx dirng): Cung quét lugng gidc xuat phat tu —5 di qua

T /4 5w
0— > — T — > — 21— > (quét tron 1,5 vong quanh tam):
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sinx
A

e .. om
biém cuor: >

Dém so giao diem:

e Pudng sinx = —0,5 cit bc sén tai 3 diém (mau do).
e Duong sinx = 0,7 cat 6c sén tai 3 diém (mau cam).

2 A . 5 N oA
— TOng so0 nghiém trén doan {—g; 7”} la: 343 = 6 nghiém.
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3. TONG HOP KY THUAT GIAI NHANH VA MEO BAM MAY TINH CASIO \ \

§3. TONG HOP KY THUAT GIAI NHANH VA MEO
BAM MAY TINH CASIO

CAC MEO GIAI NHANH VA THU THUAT HAM SO
n CONG THU'C GIAI NHANH CUC TRI VA TIEM CAN

1.1. Pao ham nhanh ham phan thitc httu ti

, , ax—+b ad — bc

Ham bac nhat / bic nhat: y= —— — y = —

{3 Ham bac nhat / bac n A——— Y (cx+d)?
2 2
N . . . . ax“+bx—+c , ad-x"+2ae-x+ (be—cd)
{3 Ham bac hai / bac nhit: y= “ditre ==y = (dxte)?
e Meo nhé hé sb tix s6: Dinh thic cdc ma tran cip 2: 3 242|% Cxgt Z ‘.
: : d e d 0 d e

(ax>+bx+c)  2ax+b

e Duong thezlng di qua 2 diém cuctricy = (dxte) T4
x+e

1.2. Cuc tri ham trung phuong y = ax* + bx? + ¢ (a # 0)

@ P thi c6 3 diém cuc tri <= ab < 0.
@ Db thi cé 1 diém cuc tri <= ab > 0.

@ Do thi ¢6 3 diém cuc tri tao thanh tam giac dic biét:

e Tam gidc vudng cin: b> 4 8a = 0.
e Tam gidc déu: b +24a = 0.

o
e Tam gidc c6 goc & dinh a: b + 8a - tan? (5> =0.

L g . b’
e Dién tich tam giac cyc tri: S =/ ——=—.
32a

1.3. Duong thang qua 2 diém cuc tri cia ham bacba y = ax® + bx> + cx+ d

= c—b—2 X+ (d—ﬁ)
a 3a 9a

KY THUAT CASIO HAM SO

{3 Tim tiém cén ditng /ngang bang lénh CALC:

e Tiém cin ngang: Nhap £(x) 25 x = 10'° (cho +0) hoic x = — 1010 (cho —oo).
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WA cruong 11, MOT SO PHUONG PHAP TINH NHANH
e Tiém can ditng: Xét nghiém mau x = xg CALC, = xo £ 1075, Néu ra vo cling 16n (d-c0) thi
x =xp la TCD.
{3 Thi cuc tri/dong bién/nghich bién bang TABLE [Menu 8]:

b b
e Diit Start = a, End = b, Step = 2—9“ hoic 44“.

e Quan sat cot f(x) xem tang (déng bién), giam (nghich bién) hodc ddi chiéu dé€ tim x¢7, xcp, max, min.

Y/  MEO GIAI TOAN MU VA LOGARIT
KY THUAT CHON SO VA CO LAP CASIO
{3 Rat gon biéu thic chia nhiéu bién a,b,c:
e Gan cac s6 nguyén t6 khong dic biét cho céc bién (tranh s6 0,1,2):

Gin:a=332%4 p=53%p =759

e Nhap: (Biéu thiic dé bai) — (Ting dap 4n) Bam =, DPép an nao ra 0 la ding.

{3 Tim mbi quan hé x,y tif phuong trinh ham dic trung bing SOLVE:

e Cho biéu thiic lién hé f(x,y) = 0.

e Budc 1: Gan y = 100 hodc y = 0,01 (vao bién ).

e Budc 2: BAm mdy giai phuong trinh theo X: SHIFT SOLVE — X.
e Budc 3: Dich sb tit két qua X theo Y = 100:

o X =201 = x=2y+1.
e X=9999 — x=y>—1.

_ _
e X=05—= x= 200"
CONG THUC GIAI NHANH VA CASIO NGUYEN HAM - TICH

PHAN
CONG THU'C TINH NHANH TiCH PHAN TUNG PHAN (MUA COT)

Cho tich phan I = [ f(x)g(x) dx. Ké bang 2 cot: Cot 1 Pao ham (D), Cot 2 Nguyén ham (7).

Diu | CotPao ham (1) | Cot Nguyén ham (dv)
(+) u(x) v(x)

() u'(x) N\ vi(x) = [v(x)dx
(+)

u'(x) N v2(x) = [vi(x)dx

Ju-vdx=(+)u-vi— (=)' vy + (+)u" vy —---
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3. TONG HOP KY THUAT GIAI NHANH VA MEO BAM MAY TINH CASIO \ \

THU THUAT CASIO TICH PHAN

2.1. Tim khang dinh nguyén ham F (x) ctia f(x)
{¥ Theo dinh nghia: F'(x) = f(x) <= F'(x) — f(x) =0.

., LA d Am = e R
{3 Thao tic bim: - (F(x)> ~ flxo) BM= 0 (v6i xo thude TXD).

X

X=XxQ

2.2. Tim hé $6 a,b,c trong tich phan: 7 = aln2 + b1n3 + ¢

e Budc 1: Bim tich phan d& bai cho va luu vao A: [B £(x)dx 222 A.
A—bIn3
In2

. . R A—xIn3
e Budc 3: Dung TABLE [Menu 8]: Nhap f(x) = % vGi x € [—10;10], Step = 1. Chon

e Budc 2: Biéu dién aln2+bIn3 =4 — a=

ciip sd nguyén dep.
Y/ CONG THUC GIAINHANH HINH HOC TOA DO Oxyz
B8 cAc cONG THGC TOA PO GIAI NHANH
{3} Hinh chiéu cta diém M (x05y0520):

e Lén cac truc toa do: Ox — (x0;0;0); Oy — (0;y0;0); Oz — (0;0;20).

e Lén cdc mit phang toa dd: (Oxy) — (x0:v0:0); (0yz) — (0:y0:20); (0Oxz) — (x0:0:20).

{3 Khoang cach giita hai duong thiang chéo nhau: Cho A; qua M;, VTCP | va Ay qua Ms,

‘[71, o) 'Mle‘

d(AlaAZ): > =
VTCP %5: 11, 2]
{3 Ban kinh mit cau ngoai tiép tit dién vudng dinh O (OA,0B,0C d6i mdt vudng géc):
r_ YOA’+0B>+0C
B 2

KY THUAT CASIO VECTOR TRONG Oxyz (MENU 5)

{3 Nhap Vector | — VctA, Vector i, — VetB, Vector M{M> — VctC.
{¥ Tich ¢6 hudng [, 1,]: BAm VctA x VctB.
¥ Tich v6 huéng @ - b: BAm VctA - VetB (chon Dot Product trong muc OPTN).

Abs((VctA x VetB) - VetC)
Abs(VctA x VctB)

3 Khoang cich chéo nhau truc tiép:

l GV: Nguydn AnhTudn 105



	LƯỢNG GIÁC
	MỘT SỐ LÝ THUYẾT QUAN TRỌNG
	Các công thức thường gặp
	HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ ĐỒ THỊ

	MỘT SỐ DẠNG BÀI TẬP THƯỜNG GẶP
	125 Dạng toán 1. Phương trình lượng giác sin x = a.
	125 Dạng toán 2. Phương trình lượng giác cos x = a
	125 Dạng toán 3. Phương trình lượng giác tan x = a 
	125 Dạng toán 4. Phương trình lượng giác cot x = a


	DÃY SỐ. CẤP SỐ CỘNG. CẤP SỐ NHÂN
	MỘT SỐ LÝ THUYẾT CƠ BẢN
	CẤP SỐ CỘNG
	CẤP SỐ NHÂN


	GIỚI HẠN HÀM SỐ
	GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ
	GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ
	HÀM SỐ LIÊN TỤC

	HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LOGARIT
	MỘT SỐ KIẾN THỨC QUAN TRỌNG
	Lũy thừa
	Hàm số mũ
	Logarit
	Phương trình mũ và phương trình logarit
	125 Dạng toán 1. Phương trình mũ và phương trình logarit cơ bản
	125 Dạng toán 2. Phương pháp đưa về cùng cơ số
	125 Dạng toán 3. Phương pháp đặt ẩn phụ
	125 Dạng toán 4. Phương pháp mũ hóa và logarit hóa
	125 Dạng toán 1. Bất phương trình mũ và bất phương trình logarit cơ bản
	125 Dạng toán 2. Đưa về cùng cơ số để giải bất phương trình
	125 Dạng toán 3. Đặt ẩn phụ
	Một số dạng toán thực tế hay gặp
	125 Dạng toán 1. Bài toán lãi đơn
	125 Dạng toán 2. Bài toán lãi kép
	125 Dạng toán 3. Tiền gửi vào hàng tháng
	125 Dạng toán 4. Gửi tiền vào ngân hàng và rút lãi hàng tháng
	125 Dạng toán 5. Vay vốn trả góp
	125 Dạng toán 6. Tăng lương
	125 Dạng toán 7. Lãi kép liên tục
	125 Dạng toán 1. Bài toán tăng trưởng dân số
	125 Dạng toán 2. Bài toán tăng trưởng quần thế, số lượng loài sinh vật


	ĐẠO HÀM
	MỘT SỐ KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ ĐẠO HÀM
	CÁC CÔNG THỨC QUAN TRỌNG

	ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ
	SỰ ĐỒNG BIẾN NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ
	125 Dạng toán 1. Tìm khoảng đơn điệu, cực trị của hàm số cho trước
	125 Dạng toán 2. Dạng 2: Tìm tham số m để hàm số đơn điệu trên một khoảng cho trước
	125 Dạng toán 3. Dạng toán hàm số bậc ba đơn điệu chứa tham số m

	CỰC TRỊ HÀM SỐ
	Một số khái niệm cơ bản
	Một số dạng bài liên quan đến cực trị
	125 Dạng toán 1. Tìm điều điện để hàm số có cực trị thỏa mãn đề bài
	125 Dạng toán 2. Tìm điều điện để hàm số có 2 cực trị cùng dấu, trái dấu
	125 Dạng toán 3. Tìm điều kiện đề hàm số có cực trị nằm cùng, khác phía so với đường thẳng cho trước
	125 Dạng toán 4. Bài toán liên quan phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị hoặc khoảng cách
	125 Dạng toán 5. Dạng dành cho các kì thi ĐGNL - Hàm bậc bốn trùng phương

	GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT - GIÁ TRỊ LỚN NHẤT
	Một số khái niệm cơ bản
	Phương pháp tìm GTLN - GTNN

	ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ
	Đường tiệm cận ngang
	Đường tiệm cận đứng
	Đường tiệm cận xiên
	125 Dạng toán 1. Bài toán tìm tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số
	125 Dạng toán 2. Bài toán tìm tiệm cận đứng và tiệm cận xiên của đồ thị hàm số

	Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số
	Sơ đồ khảo sát hàm số
	Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số đa thực bậc ba
	KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ PHÂN THỨC HỮU TỈ

	Ứng dụng đạo hàm để giải quyết một số vấn đề liên quan đến thực tiễn
	TỐC ĐỘ THAY ĐỔI CỦA MỘT ĐẠI LƯỢNG
	MỘT VÀI BÀI TOÁN TỐI ƯU HÓA ĐƠN GIẢN


	NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN
	Nguyên hàm
	Nguyên hàm của một hàm số
	Tính chất cơ bản của nguyên hàm
	Nguyên hàm của một số hàm số thường gặp
	125 Dạng toán 1. Tìm nguyên hàm của hàm số lũy thừa
	125 Dạng toán 2. Nguyên hàm của hàm số lượng giác
	125 Dạng toán 3. Nguyên hàm của hàm số mũ

	Tích phân
	Khái niệm tích phân
	Tính chất của tích phân
	125 Dạng toán 1. Tích phân của các hàm số cơ bản. Tính chất của tích phân
	125 Dạng toán 2. Tích phân của hàm số chứa dấu giá trị tuyệt đối
	125 Dạng toán 3. Tích phân của hàm số cho bởi nhiều công thức
	125 Dạng toán 4. Ứng dụng tích phân giải bài toán thực tế

	Ứng dụng hình học của tích phân
	Ứng dụng tích phân để tính diện tích hình phẳng
	Ứng dụng tích phân để tính thể tích vật thể
	125 Dạng toán 1. Ứng dụng tích phân để tính diện tích hình phẳng
	125 Dạng toán 2. Ứng dụng tích phân để tính thể tích khối tròn xoay


	VECTO VÀ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN
	Véc-tơ trong không gian
	Véc-tơ trong không gian
	Tổng và hiệu của véc-tơ trong không gian
	Tích của một số với một véc-tơ trong không gian
	Tích vô hướng của hai véc-tơ

	Hệ tọa độ trong không gian
	Hệ tọa độ trong không gian
	Tọa độ điểm và tọa độ véc-tơ trong không gian
	Hình thành khái niệm toạ độ của véc-tơ trong không gian

	Biểu thức toạ độ của các phép toán véc-tơ
	Biểu thức tọa độ phép cộng hai véc-tơ, phép trừ hai véc-tơ, phép nhân một số với một véc-tơ
	Biểu thức tọa độ tích vô hướng
	Ứng dụng tích vô hướng

	Phương trình mặt phẳng
	Véc-tơ pháp tuyến và cặp véc-tơ chỉ phương mặt phẳng
	Phương trình tổng quát của mặt phẳng
	Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng
	Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc với nhau
	Điều kiện để hai mặt phẳng song song với nhau
	Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng
	125 Dạng toán 1. Viết phương trình mặt phẳng khi có vecto pháp tuyến và một điểm thuộc mặt phẳng
	125 Dạng toán 2. Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua một điểm và có một cặp vectơ chỉ phương
	125 Dạng toán 3. Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng
	125 Dạng toán 4. Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng theo đoạn chắn

	PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG
	Vecto chỉ phương của đường thẳng
	Phương trình tham số của đường thẳng
	Phương trình chính tắc của đường thẳng
	Lập phương trình đường thẳng đi qua hai điểm
	Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng
	Góc
	Dạng bài tập
	125 Dạng toán 1. Xác định các yếu tố cơ bản của đường thẳng trong không gian. Vị trí tương đối trong không gian
	125 Dạng toán 2. Viết phương trình đường thẳng đi qua một điểm và có một vectơ chỉ phương
	125 Dạng toán 3. Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm
	125 Dạng toán 4. Viết phương trình đường thẳng là giao tuyến của hai mặt phẳng
	125 Dạng toán 5. Góc và khoảng cách trong không gian

	PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU
	125 Dạng toán 1. Nhận dạng phương trình và tìm tâm, bán kính của mặt cầu
	125 Dạng toán 2. Viết phương trình mặt cầu biết tâm I và đi qua điểm A
	125 Dạng toán 3. Viết phương trình mặt cầu nhận đoạn thẳng AB làm đường kính
	125 Dạng toán 4. Viết phương trình mặt cầu đi qua 4 điểm không đồng phẳng (Ngoại tiếp tứ diện ABCD)
	125 Dạng toán 5. Viết phương trình mặt cầu có tâm I và tiếp xúc với mặt phẳng (P) hoặc đường thẳng 
	125 Dạng toán 6. Dạng 6: Viết phương trình mặt cầu có tâm I d và thỏa mãn các điều kiện tiếp xúc/cắt


	TỔ HỢP - XÁC SUẤT
	ĐẠI SỐ TỔ HỢP
	QUY TẮC ĐẾM CƠ BẢN
	GIAI THỪA
	HOÁN VỊ - CHỈNH HỢP - TỔ HỢP

	XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ
	CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN
	ĐỊNH NGHĨA CỔ ĐIỂN CỦA XÁC SUẤT


	THỐNG KÊ
	CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO XU THẾ TRUNG TÂM VÀ PHÂN TÁN CHO MẪU SỐ LIỆU KHÔNG GHÉP NHÓM
	CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG CHO MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM

	MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÍNH NHANH
	CÔNG THỨC TÍNH NHANH HÌNH HỌC PHẲNG VÀ KHÔNG GIAN
	CÁC PHƯƠNG PHÁP GIẢI NHANH TOÁN HÀM HỢP (VD - VDC)
	PHƯƠNG PHÁP GHÉP TRỤC
	PHƯƠNG PHÁP SƠ ĐỒ V
	PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG XOẮN ỐC SÊN (ỐC SÊN LƯỢNG GIÁC)

	TỔNG HỢP KỸ THUẬT GIẢI NHANH VÀ MẸO BẤM MÁY TÍNH CASIO
	CÁC MẸO GIẢI NHANH VÀ THỦ THUẬT HÀM SỐ
	MẸO GIẢI TOÁN MŨ VÀ LOGARIT
	CÔNG THỨC GIẢI NHANH VÀ CASIO NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN
	CÔNG THỨC GIẢI NHANH HÌNH HỌC TỌA ĐỘ Oxyz



