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Luwu y: - Thi sinh lam MOI céiu trén MOT to gidy lam bai riéng biét va ghi ré SO CAU 6 dong diu tién
ciia trang thir nhat (ké ca cau khéng lam duoe, néu cd);
- Thi sinh khong dwoc su dung tai licu, Giam thi khong giai thich gi thém.

Céu 1. (4 diém)

B x ,+26x,  +16

] ol voimoi n>1.
X ,—x,,+34

Cho diy s (x,) xac dinh nhu sau: x, =34 va x

: 1 i 1 bt 1
x, +30 x +30 x, +30
han hiru han va tim giéi han do.

. Chitng minh rang day s6 ( »,) ¢o gioi

Véimdi n>0,dit y, =

Cau 2. (3 diém)
Ky hiéu R 1a tap cac s6 thuc. Tim tit ca cac ham sb f:R—>R saochovéimoi x,y R, tacod

SQx+fN+ () -y =,Bf(x).

Cau 3. (4 diém)

Xét s6 nguyén n>3. Ky hiéu 1= a<..<a,=n-11a tat ca cac s6 nguyén duong khong vuot
quéa 7 va nguyén t6 cung nhau v6i n. Pat f(n) 1a u6c chung 16n nhat cia cac s6 @ —1,...,a; —1.
Tim tt ca cac s6 nguyén n sao cho f(n)y=2.

Cau 4. (5 diém)

Cho tam giéc nhon khong can ABC ndi tiép duong tron (O). Céc tia 40, BO,CO theo thir tu
cit BC,CA,AB tai X,Y,Z.Puong thing XZ cit AC tai E; dudng thing XY cit AB tai F.
Cac duong thang BE, CF citnhau tai Q. Cac tiép tuyén tai B va C clia duong tron (O) cétnhau
tai P.

a) Chung minh rang cac diém 4,0,Q thang hang.

b) Gia sit PQ, EF cét nhau tai 7. Chirng minh rang 7' 1a trung diém cta EF .

Cau 5. (4 diem)

Mot chuyén gia 4m thuc can dua ra danh gia vé n nha hang trong thanh phd, trong d6 n 1a mot
5O nguyen duong. Mdi cip nha hang dugc vi chuyén gia so sanh v6i nhau theo hai tiéu chi: dg ngon
ciia mén an va chat heong phuc vu. Véi mot sd cip nha hang, vi chuyén gia khong thé quyét dinh
nha hang nao tot hon nha hang con lai trong mot ti€u ch1 nao d6, nhung diéu nay khong xay ra dong
thoi & ca hai tiéu chi. Ngoai ra, néu vi chuyén gia cho rang nha hang A4 t6t hon nha hang B & mot
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tiéu chi nao dé, va déng thoi cho rang nha hang B t6t hon nha hang C trong cung tiéu chi dé, thi
ong ta cting danh gid rang nha hang A t6t hon nha hang C trong ti€u chi ay.

Chung minh rang t6n tai mot nha hang R sao cho moi nha hang khac déu bi vi chuyén gia danh
gid kém hon nha hang R trong it nhat mdt tiéu chi.

---------------- HET -----------—----
Ho tén thi sinh: .....................cccooovveiiiiiiieeeiee e SBD: ...
TR trONG: .........cc.eooeeeieee e Tén tinh/TP: .................cccoeeeuevenn...
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SO GIAO DUC VA PAO TAO KY THI OLYMPIC TRUYEN THONG 30/4
THANH PHO HO CHI MINH LAN THU XXX - NAM 2026
TRUONG THPT CHUYEN o ] )

LE HONG PHONG PAP AN CHINH THUC

Moén: TOAN - Khéi: 11
Dap an gom 07 trang, 05 cdu

KY THI OLYMPIC
TRUYEN THONG 30/4

THPT GHUYEN LE HONG PHONG - TPHGH - 075

Caul

Noi dung

Piem

Dé bai

Cho day s6 (x,) xac dinh nhu sau: x, =34 va x, = =]
x ,—x, , +34

5 ! +— ! oot — ! .
x, +30 x +30 x, +30
Chirmg minh rang day s6 (y,) c6 gi6i han hitu han va tim gi¢i han d6.

moi n>1. Véi mdi n>0, dat y,=

3
X _ +26x _ +16 .
n-1 n—1 vOi

Chu ¥ rang cong thirc xac dinh x, cO thé duoc viét lai thanh
X —4= xizl +26x, ,+16 4 X —42le +30x, ,—120
x ,—x, , +34 x ,—x,, +34
_ (- 4)(x571 +30)
(x,f_l +30)—(x,, —4) .

Biang quy nap, ta co ngay x, >4 vo1mo1 n. Hon nira,
1 1 1

x -4 x_ —4 x, +30

n n—

1

>
x, ,—4 x -4

Tu d6, mot mat, ta co nén x, , <x, ,hay (x,) la day

tang. Hon nita ta phai c6 lim x, =+4o0. (N éu gi6i han cua diy nay 13 hitu

n—>+00

han thi chuyén hé thirc trén qua giéi han ta c6 ngay diéu vo 1y.)

Mait khac, cong thuc trén day dan dén
1 1

x,—4 x,—4

yn:

Tu do, ta suy ra ddy (y,) co gidi hanva lim y, = =—.
n—+0 x,—4 30
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Cau 2 NoOi dung Piém

Ky hiéu R la tap cac sb thuc. Tim tAt ca cac ham sd f:R >R sao cho
Pé bai | Voimoi x,y e R, taco ;

SCx+ f)+f(x) =y =fBf(x)).

Gia str ton tat ham s6 f: R — R théa man yéu cau bai toan.

Ky hiéu P(x,,,) 1a két qua thu dugc khi thay x = x,; y = y, trong diéu

kién da cho. 0.5
Giastr f(a)= f(b).Sosanh P(x,a) va P(x,b) tacé a=b,hay [ la

don anh.

P(x, f(x)): fCx+ f(f(x) = fBf(x),VxeR.

Ma f ladonanhnéntasuyra f(f(x))+2x=3f(x),VxeR, hay 1

JU())=3f(x)-2x,VxeR (¥

P(x,0): fQx+ f(0)+ f(x)=fBf(x).
So sanh vo1 P(x, y) ta dugc 1
SQx+f()-y=/Q2x+f(0),vVxeR  (*¥)

Thé x =0 vao (*¥),taco f(f(»)—y=/f(f(0)),VyeR.

Két hop diéu nay véi (¥), ta thu duge 3 £(v)—3y = £(f(0)),Vy eR.

Nhu vdy, f(y)=y+c,VyeR, trong d6 ¢ = f(f(0))/3. Thay vao

phuong trinh ham ban dau, ta thdy f(x) =x+c la mot nghiém ham khi

va chi khi 0.5
2x+y+c+c+x+c—y=3(x+c)+c,

v6i moi sb thue x,y, nghia 1a khi va chi khi ¢=0.

Viy, bai toan c6 nghiém ham duy nhat 13 7(x)=x voi moi x.

Ky thi Olympic truyén théng 30/4 1dan thae XXX nam 2026 Trang 2/7



Cau 3 NoOi dung Piém
Xét s6 nguyén n>3. Ky hiéu l=a<...<a,=n-1 1a tat ca cac sd nguyén
Pa bai | duong khong vuot qua » va nguyén t6 cung nhau véi n. Pat f(n) 1a wéc chung 4
16n nhét ctia cac s6 @’ —1,...,a; —1. Tim tit ca cdc sd nguyén n sao cho f(n) =2
Goi cac s dang a’ —1 1a 56 dic biét. Chii y rang néu n 1asd 1é thi 2° —1=7 la 0.5
dac bi¢tnén f(n)l 7, chung to f(n)=2. '
Véi n=4;n =6, thir tryc tiép ta thay khong thoa man
Xét n 1a sb chin >8. 05
Pit n=2m, véi m 1 va k>1. Chu y rang khi nay mdi a, 1a s6 1¢, kéo theo '
2] f(n).
e Xét m=1.Khindy k>3.Chuyrang 3’ —1=26va 5° —1=1241a cac sb dic 0.5
biét va ged(26,124)=2. Tuw dosuyra f(n) 2vadodd f(n)=2. '
e Xét m=3. Khi ndy k>2. Cha y ring 5 —1=124=4.31,
7°—1=342=2-9-19 1a cic sb dic biét va ged(124,342)=2. 0.5
Suyra f(n)=2.
e Xét m>5. D& thiy mdi s6 m—4,m—2,m+2,m+4 1a sd 1é va nguyén t6
cung nhau véi m nén chung nguyén t6 véi 2° m . Hon nita hién nhién ching
nho hon 2m <2“m.
Do d6 (m—4)° -1, (m=2) -1, (m+2)’ -1, (m+4)’ —1 1a cac s6 dic biét.
Vi f(n) 1a udc cua moi s nay nén
FM (m+4) -D+(m—-4) -1)—(m+2)’ -1)—(m—-2)’ -1)=T2m.
Dé y mot trong hai s6 m +2,m +4 khong chia 3 du 1, nén mot trong hai s6 !
(m+2)* =1, (m+4)’ —1 khong chia hét cho 3, ching t6 3t f(n). Tuong
ty, chi y ring (m+2)Y’=(m+4) =1 (mod4), kéo theo
(m+2) —1=(m+2)-1l=m+1,(m+4) > -1=m+4-1=m+3 (mod4) va
mot trong hai s6 m +1,m +3 khong chia hét cho 4 vithé 41 f(n).
T dosuyra f(n)l 2m.
Gia st f(n) c6 mot udc nguyén té p 1& nao do.
Khi d6 p| m. Khi nay tir pl m va pl f(n)l (m+2)’—1 taco pl 7, kéo theo
p=7.Tuong tu, tr pl m va pl (m—2) —1tacéd pl9, kéo theo p=3, mau 1

thuan.
Suy ra: f(n) khong thé c6 udc nguyén td 16. Vithé f(n)l 2 vado dé f(n)=2

Vay, cac s0 n can tim la tat ca cac sO chan >8§.
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Cau 4

NoOi dung

Piem

Cho tam gidc nhon ABC néi tiép dudng tron (0). Céc tia 40,B0,CO
theo th tu cit BC,CA, AB tai X,Y,Z . DPuong théng XZ cat AC tai E;
duong thang XY cat AB tai F. Cac duong thang BE, CF cat nhau tai
Q. Céc tiép tuyén tai B va C clia dudng tron (O) cét nhau tai P.

a) Chung minh rang cac diém A4,0,0Q thang hang.

b) Gia st PO, EF cit nhau tai 7. Ching minh ring 7 1a trung
diém cua EF .

Piat BENA0={0Q'}, CFNO={0"}.
Taco (4X,00") = B(4X,00')=(AC,YE)=—1.

1.5

Tuong tu (4AX,00") =-1.Vithé O'=0"=0. Viy Q nim trén AO.

0.5
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Cau 4

Noi dung

Piem

4.b

Goi AA', CC' 1a cac duong cao ké tir 4 va C cua tam giac ABC va H
la tryc tam. Cac duong tron duong kinh BH, CH cat lai (O) tuong ung
tai K, L.

Bang cach xét truc dang phuong cia cac dudng tron (BA'C'), (O),
(A4'C) ta ¢c6 BK, A'C', AC dong quy tai mot diém S. Suy ra
B(HK,AC)=-1.

0.5

Do B(OE,CA) =—1= B(HK, AC) va phép ddi xting qua phan giac /ABC
bao toan ti s6 kép nén ta thu dwoc BK , BE dang giac trong ZABC.

0.5

Chuy réng T 1a trung diém cta EF
& Spop =Spor < PO-EQ-sin ZPQE = PQ- FQ -sin ZPQF.
Vay ta chi can chitng minh
QF _ sin ZPQF . *)
OF sin ZPQE
Mot mat, ta c0 £LBKA=/BCE va Z/KBA=/ZEBC nén £KAB = /BEC
Tuong tw LLAC = ZBFC. Suyra
OF QFE QA sinZQAE sin ZQFA
OF QA4 QF sin/QEA sin ZQAF
_CosZLABC sm/ZLAC BH CL sinZLHC
 cos/ACB sin/KAB CH BK sin/KHB

Mit khéc, tiép tuyén tai C dang giac véi duong thiang qua C song song
vo1 AB nén LQCP = Z(CL,AB) = Z(HL,HC)= ZLHC . Tuong tu
ZQBP = /ZKHB.
C. sin ZQCP
sin ZPOF sinZCQP PO  sinZLHC
sin /PQE  sin ZBOP  ,p, SiNZOBP ~ sin /KHB'
PQ

Vay (*) duoc chimg minh va bai toan duoc giai quyét.

Do d6

PB
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Cau s NoOi dung Piém

Mot chuyén gia am thuc can dua ra danh gia vé »n nha hang trong thanh
phd, trong d6 n 1a mot s6 nguyén duong. Mdi cip nha hang dugce vi chuyén
gia so sanh v&i nhau theo hai tiéu chi: dé ngon ciia mén an va chdt lwong
phuc vu. Voi mot s cip nha hang, vi chuyén gia khong thé quyét dinh nha
hang nao t6t hon nha hang con lai trong mét tiéu chi ndo d6, nhung diéu
Pé bai | nay khong xay ra ddng thoi & ca hai tiéu chi. Ngoai ra, néu vi chuyén gia 4
cho rang nha hang 4 t6t hon nha hang B 6 mot tiéu chi nao do, va ddng
thoi cho rang nha hang B t6t hon nha hang C trong cung tiéu chi do, thi
ong ta ciing danh gid rang A t6t hon C trong tiéu chi dy.

Chtrng minh rang ton tai mot nha hang R sao cho moi nha hang khac déu
bi vi chuyén gia danh gid kém hon R trong it nhat mot ti€u chi.

Ta ndi nha hang A 1a néi tréi trong tap cac nha hang S néu A tt hon it
nhat mat ti€u chi so v&i moi nha hang khac trong S\ {A4}. Ta s€ chiing
minh bang quy nap theo s6 nha hang rﬁpg trong moi tap nha hang khong
rong ludn ton tai it nhat mot nha hang noi tréi.

Néu chi ¢c6 mot nha t{émg thi hién nhién no 1a ndi troi. Gia st ménh dé ding
vo1 moi tap khong rong ¢6 < n nha hang. Ta s€ chirng minh n6 dang véi
n nha hang.

Ky hi¢u tap n > 2 nha hang la R . Chon mot phé hang 4 e R tuy y 0.5
Theo gia thiét quy nap, trong tdp R\ {4} tOn tai mot nha hang ndi trdi,
goila B.

Ky hiéu O, la tap cac nha hang trong R\ {4} cé chat luong phuc vu
kém hon B, va P, 1a tap cac nha hang trong R \ {4} ¢6 mon an kém hon
B.

Hién nhién O, UP, = R\ {4,B}.

Gilta 4 va B c6 cac kha ning sau:

Truong heop 1:
B tot hon A trong mot tiéu chi nao d6. Khi nay B 13 nha hang ndi troi | 0.5
trong R .

Trwong hop 2:

4 t6t hon B trong ca hai tiéu chi. Khi nay A cing co chat luong phuc vu
t6t hon moi nha hang trong O, va c6 chét lugng moén an tot hon moi nha

hang trong 7,. Do d6 A 1a nha hang ndi tri trong R .

Trwong hop 3:

A téthon B trong dung mot tiéu chi. Khong mat tinh tong quat, gid su 4
co chat lu’O‘ng phuc vu tét hon B. Khi d6 4 ciing c6 chét lugng phuc vu
t6t hon moi nha hang trong O, .

Theo gia thiét quy nap, trong tap P, U {4} ton tai mot nha hang noi troi, 1
goila C.

Néu C=4 thi 4 co chat lwong phuc vu tét hon moi nha hang trong
O, U{B}, va A noi trdi trong P, u{A4}. Do d6 A ndi trdi trong
O, U{BlUP,U{4}=R.
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Cau s Noi dung Pi¢m

Gia st C# A. Khi d6 C t6t hon A trong mot tiéu chi nao d6. Néu C ¢o
chat lwong mén n tot hon A thi suy ra B ciling c6 chat lugng mon an tot
hon A, mau thuin voi gia thiét. Vi vy C phai c6 chat luong phuc vy tot
hon 4. Khi d6 C c6 chat lugng phuc vu tét hon moi nha hang trong | |
{4,B} UO,. Hon nira, theo gia thiét C ndi troi trong P, U {4}, nén C
noi troi trong {4, B} U O,UPB,=R. Diéu nay hoan tit budc quy nap, va

do d6 bai toan dugc giai quyét.
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