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LO1 NOI PAU

Trong chwong trinh Todn phé théng, T6 hop - Xac sudt thuwong duoc xem la mét trong
nhiing chuyén dé gay nhiéu tré ngai nhat. Piéu dang néi la trd ngai 4y hiém khi dén twr
khoi lwong cong thirc, bdi s6 céng thirc can dung thuc ra rat khiém tén. Khé khan nam
& cho khéc: cung mét phép dém nhung moi dé bai lai khodc cho né mot 16p vo riéng —
khi thi nhiing cuén sach x€p trén gia, khi thi cac vién bi trong hop, luc lai la mot quan
co di chuyén trén ban co. Nguoi hoc gidi tron ven duwoc bai nay nhung ling tung trudc
bai kia, va khéng it ban di t6i mot két ludn voi vang rang minh thiéu tw duy t6 hop.

Thuc té thuwong khéng phai nhw vay. Thit con thiéu khong phai nang khiéu, ma la mot
hé thong du ro dé nhin xuyén qua 16p vo ctia dé bai va nhén ra ki thut nam bén dudi.
Tai liéu nay duoc bién soan nham xdy dung chinh kha nang do.

Sach duoc t6 chirc thanh hai phan. Phan I trinh bay céc ki thuat dém nang cao theo
trinh tu tr nén tang dén phic tap: bd, hodn vi lap, hoan vi vong, truy hoi, chia keo, bao
ham - loai trir cung nhiéu ki thuat khac. Mo6i chwong md& dau bang tw tuwdng cot 16i, ti€p
dén la céc bai tap chon loc duoc giai theo tung budc, va khép lai moi bai la mét ghi chua
néu nhimmg céi bay thuong gap cung cach kiém tra két qua bang mot hudéng tiép can
khéc. Phan II tp hop céc cau hdi trich tlr dé thi clia cac truong trung hoc phé théng,
truwong chuyén va S& Gido duc va Pao tao, noi nhiitng ki thuét & Phan I duoc van dung
trong diéu kién thuc té cua mot ki thi.

Vé phuwong phép hoc, c6 mét nguyén tic ddng duoc dat 1én hang dau: hiéu ban chat
trudc, ghi nhé sau. Mot 10i gidi duoc thudc long ma khéng kém theo 1i do — vi sao phai
chia cho k!, vi sao can loai truong hop chitr s6 0 ding dau, vi sao dung t6 hop thay cho
chinh hop — sé& mat hiéu luc ngay khi dé thay déi mot chi tiét nho. Nguoc lai, khi da nam
dwoc moi cong thirc dang dém diéu gi, moi phép chia dang khtr di sy 1ap nao, va moi gia
thiét clia dé twong Umg v6i rang budc nao trén cac bién, thi viéc chuyén tir bai todn nay
sang bai toan khac trd nén ty nhién.

Khi nén tang da viing, viéc ghi nhé cé chon loc méi phat huy tac dung. Mot s6 két qua
kinh dién thuc sy xtimg dang dwoc thudc, vi ching trd di trd lai duéi rat nhiéu hinh dang:
bai toan chia keo Euler, s6 mat th tw, cach chon cac phan tir khong ké nhau trén vong
tron, hay xac suat dé hai nguoi ngéi canh nhau quanh mét ban tron. Ghi nhé nhiing két
qua nay khong méau thuén véi viéc hi€u ban chat — d6 don gian la chuén bi san cong cu
dé khong phai dung lai tir dau trong phong thi.

Tai liéu sé phat huy hiéu qua cao nhat néu nguoi hoc che phan 1oi giai va tw lam bai
trong khung xanh 14 trudc, chi déi chiéu véi khung hong sau khi da cé dap s6 cua riéng
minh hodc da thuc sw bé tdc. Cac hop ghi chu cling rat dang duoc doc ki: phan 16n diém
s6 bi mat trong phong thi khong dén tir viéc thi€u cong thirc, ma dén tir ding nhitng cai
bay dwoc nhac téi & do.

Mong rang quyén sach sé la nguoi ban déng hanh hitu ich, va hon thé, giip nguoi
doc tim thay vé dep riéng ctia chuyén dé nay.

Mai Thanh Luan
Semiconductor Engineer
0854070701
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CHUONG 1

Ki NANG BO TRONG BAI TOAN PEM

Tu tudng chung cua ki thuat “bé”. Khi bai todn yéu cau mot nhém phéan tr phai
diung lién ké nhau, ta ddn nhom do6 lai thanh mot khéi va coi khéi nhw mot phan
tir duy nhat. Bai toan khi d6 gom hai tang dém doc lap:

e Tang trong khoi: sap th tw cac phan t bén trong khoi.

e Tang ngoai khoi: chon céc phan t con lai roi hoan vi ching cung véi khoi.
Nhéan hai tang lai theo quy tac nhan. Néu tap chir s6 c6 mat s6 0 thi phai triwr di céc
truong hop 0 ding dau.

Hoi tlr tap X = {1;2;3;4;5;6} ta lap duoc bao nhiéu s6 tw nhién cé 5 chir s6 khac nhau
sao cho hai chir so 1 va 2 ding canh nhau?

Buéc 1. Nhan dién dang va kiém tra chit sé 0.

Tap X khong chira chir s6 0 nén moi cach xép déu cho mot s6 tw nhién hop 1é — khong
phai trir truong hop nao ca. biéu kién “1 va 2 ding canh nhau” chinh la dau hiéu kinh
dién cua ki thuét bé.

Budc 2. B6 cap {1;2} thanh mot khéi.

Dén 1 va 2 lai thanh khéi B. Bén trong khéi cé 2 thit tw ¢6 thé xay ra:

B=[12] hodac B=[21] = 2!=2 cach bd.

= hoén vi 4 déi tuwong

khoi B 3 chir s6 chon tir {3;4;5;6}

Budc 3. Chon cac chir sé con lai.
S6 can lap c6 5 chir s0, khéi B da “ngén” mat 2 chit s0, nén con thiéu 5 — 2 = 3 chir s6
nita. Ba chit s6 nay lay tir phan con lai X \ {1;2} = {3;4;5;6}:

C3 = 4 céch chon.

Buoc 4. Hoan vi khoi cung 3 chir sé vira chon.
Bay gio coi khoi B nhw mét phan t. Ta c6 tat ca 1+ 3 = 4 d6i twong x€p thanh hang:

4! = 24 cach.
Buéc 5. Ap dung quy tac nhan.

21- (C3-4) =2-(4-24) =2-96 = 192.

[ Keét qua: 192 s6 tw nhién J
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Ghi chu. Hai bay hay gap. (i) Quén nhén 2! cia tang trong khéi — khi dé chi ra 96,
ding mot nira dap s6. (ii) Dung A} d€ chon 3 chir s6 roéi lgi nhan 4!: nhw vay thi tw
cua 3 chir s6 da bi dém hai lan. Nguyén tac an toan: da hoan vi ¢ tang ngoai thi
tang chon phai dung té hop ¢, khéng dung chinh hop A.

Hoi tir tap X = {1;2;3;4;5;6;7;8} ta 1ap duwoc bao nhiéu s6 tw nhién cé 6 chir s6 khac
nhau ma ba chirsé 1, 2, 3 ding thanh mot cum? (Vi du: 413257 hoac 531264.)

J

Budc 1. Poc ki diéu kién.

“Ba chir so 1,2,3 ding thanh mét cum” nghia la ching chiém 3 6 lién ti€p, th tu bén
trong tuy y. Xem vi du 413257: cum la 132. Tap X khong cé chir s6 0 nén khong phai xt 1i
truong hop ding dau.

Buéc 2. B6 cum {1;2;3}.

Bén trong khéi, ba chir s6 phan biét xép tu do:

3!=6 cach bo (123, 132, 213, 231, 312, 321).

Budc 3. Chon cac chir sé con lai.
S6 can lap ¢6 6 chirsé, khoi chiém 3 chitr s6 nén con 6—3 = 3 chirsé nira, 18y tir X\ {1;2;3} =
{4;5;6;7;8}:
C2 =10 céch.

Budc 4. Hoan vi tang ngoai.
Khoi + 3 chir s6 = 4 d6i tuwong, xé€p thanh hang: 4! = 24 cach.
Buoc 5. Nhan lai.

31 (C3-41) =6-(10-24) = 6 - 240 = 1440.

Két qua: 1440 s6 tw nhién

Ghi chi. So sanh vé6i Cau 1: cau trac 10i giadi giong hét, chi thay “khéi 2 phan ta”
bang “khéi 3 phan t”. Céng thic téng quat cho tap n chit s6 khac 0, 1ap s6 k chir s6
khac nhau, c6 m chir s6 cho trudc dirng thanh cum:

m!-CE=m . (k —m 1)\

Kiém lai Cau 2: 3!- C2 - 4! = 1440. v

Q. i3 N

Hoi tir tap X = {1;2;3;4;5;6;7} ta 1ap dwoc bao nhiéu s6 tw nhién co6 6 chir s6 khéac
nhau ma né6 chac chan cé mat chir sé 3 va chir sé 4, sao cho gitra hai chir sé 3 va 4
c6 dung mot chir s6 khac nira?

S J
Buéc 1. Chuyén “khoang cach cé dinh” vé “bé”.

biéu kién “gitra 3 va 4 ¢ ding mot chir s6” nghia la ba 6 lién ti€p c6 dang

hoac  [4][+][3]

véi « 1a mot chir s6 khac 3 va 4. Vay day van la mot kheéi 3 6 lién tiép, chi khéac 1a vi tri
bén trong khéi da bi rang buéc.
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[ 3 ][ ; ][ 4 ] r € X\ {34} = {1,2,5:6,7)

khéi 3 & — hai dau d6i chd duoc (2!)

Buoc 2. Pém sé cach tao khaoi.

* Chon chir s6 ding gitta: * lay tir X \ {3;4} = {1;2;5;6;7} = C2 =5 céch.

e Hoén déi hai dau (3 va 4): 2! = 2 cach.
Vay c6 Ci - 2! = 10 khéi khac nhau.
Budc 3. Chon cac chir sé con lai.
Khéi da dung 3 chit so, s6 can 1ap c6 6 chit s6 nén con thiéu 3 chir s6. Tap X con lai
7 —3 =4 chirso, chon 3:

C3 = 4 céch.

Budc 4. Hoan vi tang ngoai.
Khéi + 3 chit s6 = 4 doi twong: 4! = 24 cach.
Buoc 5. Nhan lai.
(C3-2!) - (CF-41) =10- 96 = 960.

Két qua: 960 so tw nhién

Ghi chi. Piém dé sai nhat: sau khi da 14y = ra khoi X, tap con lai chi cé 4 phan
t& (cht khong phai 5). Nhiéu ban van viét C2 va ra 1920 — gap déi dap s6. Hay luén
dém lai sé phan t&r cia X sau meoi lan lay ra.

Q. Ciue \

Hoi tir tap X = {1;2;3;4;5;6;7;8} ta 1ap duwoc bao nhiéu s6 tw nhién cé 6 chir s6 khac
nhau ma né6 chac chan cé mat chir sé 3 va chir sé 4, sao cho gitra hai chirsé 3 va 4
c6 dung hai chir sé khac nita?

\ Y,
Buéc 1. Hinh dung khoi.

Khoi bay gio dai 4 0 lién tiép:

hodc  [4][x][x][3]

Buoc 2. Pém so cach tao khéi.
* Chon 2 chit s6 ding gilra tir X \ {3;4} = {1;2;5;6;7;8}: C3 = 15 cach.
e Xép thr tu 2 chit s6 dé vao hai 6 gitra: 2! = 2 cach.
» Hodn d6i hai dau 3 va 4: 2! = 2 céch.
S6 khoi: CZ-2!-21=15-2-2 = 60.
Budc 3. Chon cac chir sé con lai.
Khéi chiém 4 chir s6, s6 can 1lap cé 6 chir s6 nén con 2 chirsé nira. Tap X con lai 8 —4 =4
chir so, chon 2:

C? = 6 cach.

Buoc 4. Hoan vi tang ngoai.
Khoi + 2 chir s6 = 3 d6i tuwong: 3! = 6 cach.
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Buéc 5. Nhan lai.

(Cg-21-2!) - (C7-3) =60-(6-6) = 6036 =2160.

Két qua: 2160 s6 tw nhién

Ghi chi. Quy luat khoang cach. Néu gitra hai chit s6 cho trudc c6 ding d chir s6
khéc thi khéi dai d + 2 6, va s6 cach tao khoi la

W Al
hai dau chon va xép d chir s6 giita

Véi Cau 4: 2!- A2 =230 = 60 — trung khép véi cach tinh CZ - 2! - 2! & trén.

Hoi tir tap X = {0;1;2;3;4;5;6; 7} ta 1ap duoc bao nhiéu s6 tw nhién cé 6 chir s6 khac
nhau ma ba chirsoé 1, 2, 3 ding thanh mot cum? (Vi du: 413257 hoac 531264.)

Budc 1. Canh bao: tap X c6 chir sé 0.

Céau nay giong hét Cau 2 vé cdu truc, nhung 0 € X nén phai loai cac cach xép cé chir
s6 0 dirng dau (so6 tw nhién khong dwoc bat dau bang 0). Chién thuét: dém thodi mdi
truoc, trir phan cdm sau.

Budc 2. B6 cum {1;2;3}.

3! = 6 cach bd. Thira s6 nay chung cho ca hai l1an dém dudi day nén ta dat ra ngoai.
Buédc 3. Pém téng (tam cho phép 0 ding dau).

Con 6 — 3 = 3 chir s0 nita, ldy tir X \ {1;2;3} = {0;4;5;6;7}: C3 = 10 céch.

Xép khéi + 3 chir s6 = 4 doi twong: 4! = 24 cach.

3
Nigng = C3 - 41 =10 - 24 = 240.

Budc 4. Pém phan cdm (chir sé 0 dung dau).

Ep 0 vao 6 dau tién. Khi d6 0 da dwoc dung, nén 2 chit s6 con lai phai 14y tir {4;5;6;7}:
C? = 6 cach.

Phan con lai cua day chita khoi + 2 chir s6 = 3 doi twong: 3! = 6 cach.

Negm = C3- 3! =6-6 = 36.
Buoc 5. Két hop.

3! (Nigng — Negm) = 6 - (240 — 36) = 6 - 204 = 1224,

Két qua: 1224 so6 tw nhién

Ghi chi. Vi sao duwoc dat 3! ra ngoai dau ngoac? Vi thit ty bén trong cum {1;2;3}
hoan toan ddc lap véi viéc chir s6 0 nam & dau. Néu chua quen, hay viét day du
3!-240 — 3!- 36 = 1440 — 216 = 1224 — cung két qua.

Bay: khi ép 0 ding dau, nhiéu ban van gilt C3; nhung 0 d& bi dung réi nén chi con 4
chir s6 dé chon 2.
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Biét rang cé tat ca T cach xép 5 hoc sinh nam, 4 hoc sinh nit va 1 c6 gido thanh hang
ngang, sao cho c6 gido ding gitta hai hoc sinh nir (hai bén canh trai, phai cua co
gido déu la hoc sinh ni¥). Hay xac dinh ba chir sé tan cung cua 7.

Buéc 1. Tong s6 nguoi va dang khéi.
CO65+4+1 =10 nguoi xép thanh hang ngang. Diéu kién cho ta mét khéi 3 nguoi lién tiép:

|Nit||Co gido|| Nit]

Buoc 2. Pém so cach tao khéi.

 Chon 2 trong 4 hoc sinh nit d€ ding hai bén c6 gido: C7 = 6 céach.
e Xép 2 ban nir d6 vao bén trdi / bén phai: 2! = 2 cach.
So6 khéi: CF - 2! = 12.
Buoc 3. Hoan vi tang ngoai.
Khéi dd “nuét” 3 nguoi, con lai 10 —3 = 7 nguoi (5 nam va 2 nit). Coi khoi la mot déi tuong,
ta x€p 1+ 7 = 8 doi twong thanh hang:

8! = 40320 cach.

Buéc 4. Nhan lai.
T = (C-2!)-8! =12 40320 = 483 840.

Buoc 5. Lay ba chir s6 tan cung.

T = 483840.

e N\
Két qua: Ba chir sé tan cung cua 7 la (VOi T = 483 840)

(g J

Ghi chi. Vi sao khéng can chon vi tri cho khoi? Vi khoi chiém 3 cho lién tiép
trong mot hang kin 10 choé; khi nén khoi thanh mét doi twong, hang chi con 8 cho va
moi cach xép 8 doéi twong déu twong ing mét-mdt véi mot cach xép hop 1é. bay la
diém khéc biét v6i Cau 7 (nhiéu ghé hon s6 nguoi), & d6 ta budc phai chon vi tri.

Q. Ciu7 \

Biét rang c6 tat ca T cach xép 4 hoc sinh nam, 3 hoc sinh nit va 1 thay gido vao mot
ddy gom 12 ghé, sao cho thay gido ding gitra mot hoc sinh nit va mot hoc sinh nam
(hai bén canh trai, phai cta thay gido la mét hoc sinh nit va mot hoc sinh nam). Hay
xac dinh boén chir sé tan cung cua 7.

- J
Buédc 1. Piém khac biét then chét.

Chi c6 4+ 3 +1 = 8 ngudi nhung c6 t6i 12 ghé = ¢6 4 ghé trong. Vi vy khong thé “hoan
vi hét” nhuw Cau 6; phai chon ghé cho tung d6i tuong.

(N](T](m] 12 ghé

khoi 3 ghé€ lién

Buoc 2. Pém so cach tao khéi.
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* Chon 1 hoc sinh nam: C} = 4 céach.

* Chon 1 hoc sinh nii: C§ = 3 cach.

 Hai ki€u sap trong khdi: Nam-Thay-Nit hoac Nit-Thay-Nam = 2! = 2 c4ch.
S6 khoi: C} - C1-21=4-3.2=24.
Buéc 3. Nén khoi dé dém vi tri.
Khoi chiém 3 ghé€ lién tiép. Néu ta “nén” 3 ghé dé lai thanh 1 ghé thi day 12 ghé tré thanh
day

12—-3+1=10 vi tri,

va phép nén nay la song dnh: moi cadch xép trén day 10 vi tri ing v6i ding mét cach xép
hop 1é trén day 12 ghé.
Budc 4. Xép cac doi twong vao 10 vi tri.
Céc doi twong can x€p: khoi + 5 hoc sinh con lai (3 nam, 2 nit) = 6 doi twong phdn biét.
Chon 6 trong 10 vi tri co thir tu:

A?0=10-9'8‘7'6~5:151200.
Buodc 5. Nhan lai va lay bon chir sé tan cung.

T =24-151200 = 3628800 = 3628800.

Két qua: Bon chir sé tan cung cua 7 la [8800| (voi T = 3628800)

Ghi chi. Coéng thuc nén khoi. V6i day n ghé, mot khoi chiém & ghé lién tiép va m
doi twong don 1é, so cach xép la

(s0 khoi) -Azq’fklﬂ.
Odayn=12 k=3, m=5: AS,. v
Chu y: AS, = 151200 d& bao gom ca viéc chon vi tri 1an sdp thi tw, nén tuyét doi
khong nhan thém 6!.

Q. Ciu8 S

Trong hop chira tat ca cac thé duoc ghi day s6 gom sau chir s6 khac nhau chon twr
tap X = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Rut ngau nhién mot thé tir hop. Hay tinh xac suat dé rat
duwoc mot thé c6 ghi cac chit sé 2, 3, 5, 6, trong dé céac chir s6 2, 3 ding canh nhau
(lam tron két qua dén hang phan tram).

N J
Budc 1. Pém khong gian mau n(Q).

Moi thé 1a mot ddy c6 thir tr gom 6 chir s6 khac nhau 1ay tir 9 chir sé cta X, tirc la mot
chinh hop chap 6 cta 9:

n(Q)=A5=9.8-7-6-5-4=60480.

Buoc 2. Mo ta bién co A.

A: “thé c6 mat du bén chir so 2,3, 5,6 va hai chir s6 2,3 ding canh nhau”.

Vi thé chi c6 6 6 ma da bat budc chita 4 chir s6 2,3,5,6, nén chi con 2 6 tw do.
Budc 3. Pém n(A) bang ki thuat bé.

* B6 cap {2;3} thanh khoi: 2! = 2 cach (23 hoac 32).
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* Chon 2 chit s6 con lai tr X \ {2;3;5;6} = {1;4;7;8;9}: C2 = 10 cach.
e Céc doi twong can xép: khéi, chit s6 5, chir s6 6, va 2 chir s6 vira chon = 5 d6i tuong
= 5! = 120 cach.
n(A) =2!- (CZ-5!) =2-(10-120) = 2400.
Buoc 4. Tinh xac suat.

n(A) 2400 5
pA)y =220 250 0 2...
(4) n(Q) 60480 126 0,03968

Lam tron dén hang phan tram: P(A) ~ 0,04.

( \

~ kd 5
Ket qua: P(A) = o6 ~ 0,04

Ghi chi. Pung nham “cé mat” véi “chi gom”. Thé phai chita 2,3,5,6 nhung van
con 2 6 cho céc chit s6 khidc — néu hi€u nham la thé chi gém 2,3, 5, 6 thi bai toén vo
nghia (thé c6 6 0).

2.10-120 2400 5

) ) 2 2 U S
va — < —— = 0,04 nén dap s6 lam tron

Rut gon nhanh: 60480 60480 126 ' 126 ° 125

chéac chan la 0,04.

Biét rang c6 T s6 tw nhién c6 7 chir s6 khéc nhau, trong dé chir s6 3 ding lién gitra
hai chir s6 2 va 4 (vi du nhu: 1052346). Hay xac dinh ba chir s6 tan cung cua 7.

Budc 1. Xac dinh tap chir s6 va dang khai.

O day khéng cho tap X, nghia 1a cac chit s6 1ay tir {0;1;2;...;9} — c6 chit s6 0, nén lai
phai trir truong hop 0 ding dau.

“Chit s6 3 dimg lién gitra 2 va 4” cho khoi 3 0 lién tiép:

hoac  [4][3][2] = 2! =2 céch bé.

(Chir s6 3 bi ghim & gitra, chi hai dau dwoc d6i chd.)
Budc 2. Pém téng (tam cho phép 0 ding dau).
Khoi chiém 3 chir s6, s6 can lap c6 7 chir sé nén con 4 chir s6 nira, 18y twr {0;1;5;6;7;8;9}
(10 — 3 = 7 chir s0):
C3 = 35 cach chon.

Xép khoi + 4 chir s6 = 5 doi twong: 5! = 120 cach.

4
Nigng = C7 - 5! = 35 - 120 = 4200.

Buoc 3. Pém phan cdm (chir sé 0 ding dau).
Ep 0 vao 6 dau. Con 3 chit s6 nita chon tr {1;5;6;7;8;9} (6 chit s8): C§ = 20 cach.
Séu 6 con lai chira khéi + 3 chir s6 = 4 d6i twong: 4! = 24 cach.

Negm = C8 - 4! = 20 - 24 = 480.
Buoc 4. Két hop.

T =2 (Nigng — N,

ong — cém)

= 2. (4200 — 480) = 2 - 3720 = 7440.
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Buoc 5. Lay ba chir sé tan cung.

T

= 7440.
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Ve

Két qua: Ba chirsé tan cung cua 7 la (Véi T = 7440)

J

Ghi chi. Kiém tra bang vi du dé cho. S6 1052346 c6 7 chit s6 khac nhau, chita cum
234 v6i 3 & gitta — ding la mot phan t duwoc dém. v
Tong két ba dang da gap trong bo nay:

e Cum tw do (Cau 2,5): nhan m! cho tang trong khoi.

e Khoang cach co dinh (Cau 3,4): hai dau 2!, cac 0 gitra dung A hoac C-!.

e Phan tr bi ghim gitta (Cau 9): chi 2! cho hai dau, phan tw gitta khéng hoan vi.

~
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CHUONG 2

Ki NANG HOAN VI LAP

Cong thic nén. Sap n do6i twong thanh mot day, trong d6 c6 n; déi twong giéng
nhau loai 1, ny doi twong giong nhau loai 2, ..., n;, doi twong giong nhau loai k (v6i
ni +ng + --- +ni = n), thi s6 cach xép la
n! p A
_ (hoan vi lap).
711! n2! 000 nk!
Meo nhan dang: hé thay 6 trong, vi tri cung vai tro, hay nhiéu nguoi giit cung mot
chitc danh = d6 la cac doi twong “giong nhau” va phai chia cho giai thira s6 1lan lap.
O tréng cling la mot “loai” va phai dwoc dém!

Hoi ¢6 tat ca bao nhiéu cach x€p 2 ki tw A, 1 ki tw B vao 6 6 hang ngang sao cho moi
0 chi xép duwogc diang mot ki tu?

J

Budc 1. Pua “6 tréong” vao cudc choi.
Cé 6 6 nhung chi ¢6 3 ki ty, nén con 6 — 3 = 3 6 tréng. Coi moi 6 trong la mot ki ty dac
biét @. Bai toan tré thanh: xép mot day 6 ki ty gom

AA |, B z,2,0

~— ~~’ ——
2 giong nhau 3 giong nhau

A B A

mot cach xép: 2 chir A, 1 chl B va 3 6 trong

Buéc 2. Ap dung hoan vi lap.

6! 720 _@_60
21.11-31 2.1-6 12

Budc 3. Cach hiéu thir hai (chon vi tri).
Chon 2 6 cho hai chit A: C2 = 15; r6i chon 1 6 trong 4 6 con lai cho B: C} = 4.

15-4=60. v

Két qua: 60 cach ]

Ghi chi. Bay kinh dién: quén 3! clia c4c 6 tréng, dan téi 6!/2! = 360 — sai gap 6 1an.
Hay nhé téng cac n; phai ding bang sé 6.
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Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 3 ki tw A4, 1 ki tw B, 1 ki tw C vao 8 60 hang doc sao
cho moi 6 chi xép duoc ding mét ki tu?

Buéc 1. Kiém ké cac “loai”.
Téongs6 ki twla3+1+1=5,s6061a8= c68—5=230 trong.

AJAA B, C, 2,0,0; 3+1+1+3=8.V
3 1 1 3
Buéc 2. Hoan vi lap.

8! 40320 40320

= = = 1120.
3gr-1r-11-31 6-1-1-6 36

Buéc 3. Kiém tra bang cach chon vi tri.
C3 (cho cho A) x C2 (cho6 cho B) x C} (ché cho C) =56-5-4=1120. v

Két qua: 1120 cach

. J/

Ghi chi. Hang ngang hay hang doc khéng lam thay d6i phép dém — diéu duy nhat
quan trong la cac 6 dugoc phan biét véi nhau.

Q. Ciu3 S

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach bau 5 em hoc sinh vao 4 vi tri: 1 16p truéng, 2 16p phd,

1 bi thu?
S J

Budc 1. Poi bai toan “bau ct” thanh bai toan “xép nhan”.
Cho 5 hoc sinh dimg thanh mét hang ngang cé dinh (theo tén, ai dimg cho nao la biét).
Viéc bau ctr chinh la viéc phat nhan cho 5 ban dé:

T P, P . B, )
~~ N ~—

N
16p trudng  hai lép phé — cung chitc, khong phan bist ~ bithw  khéng gitr chirc

Téng s6 nhadn =1+ 2+ 1+ 1 = 5, dang bang s6 hoc sinh.
Buoc 2. Vi sao hai 16p phé “giong nhau”?
Néu ban Nam va ban Lan cung lam 16p phé thi viéc “Nam phé 1, Lan phd 2” va “Nam
phé 2, Lan phé 1” 1a mot két qua bau ctr. Vay hai nhan P la nhw nhau = chia 2!.
Buoc 3. Hoan vi lap.
5! 120

— _— = —%0.
-2l a1 2

Keét qua: 60 cach

Ghi chi. Cuc ki dé sai: dung chinh hop A# = 120. Két qué nay dé coi hai chiéc ghé
16p phé la phdn biét, nén bi dém gap doi. Nguyén tac: bao nhiéu nguoi cung mét
chirc danh thi chia cho giai thira cua sé do.
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Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach bau 8 em hoc sinh vao 6 vi tri: 1 16p truéng, 3 16p phd,
2 bi thu?

Buéc 1. Kiém ké nhan.
8 hoc sinh, 6 chttc vu = ¢c6 8 — 6 = 2 ban khéng gilt chirc, va hai ban “khéng chirc” nay
ciing khong phéan biét véi nhau.

T, PPP, BB 2,0  1+3+2+2=87

~—— ~——
1 3 2 2

Buoc 2. Hoan vi lap.

8! 40320 40320
= = = 1 8 .
1!.31.2!.2! 1-6-2-2 24 680
Budc 3. Kiém tra bang cach chon dan.
ct . ¢ . C? =8-35-6=1680.v
— — —
16p truéng ba 16p phd hai bi thw
s N
Két qua: 1680 cach
| J
7 0 ! .
Ghi chu. Hai cach trén luon cho cung két qua, vi 'n‘ =Cp-Cp2,, - — dé
nilng! -+
chinh la “c6éng thitc t6 hop day chuyén”. Hay chon cdch nao ban thdy dé ki€m soat
hon.

| Ciu5 N

Twr céc chir s6 0, 1 ta 1ap duoc n s6 tw nhién c6 20 chir s6 va chia hét cho 90. Hay xac
dinh ba chir s6 tan cung cua n.

x Y,
Buoc 1. Tach diéu kién chia hét.

90 =9-10 va gcd(9;10) = 1, nén

) chia hét cho 10 = ay =0,
aias...as : 90 <— i .
chia hétcho9 =a;+as+---+ayp:09.

Budc 2. C6 dinh hai dau.

S6 ¢6 20 chir s6 nén a; # 0; ma chit so chi 1y tir {0;1} nén bat budc a; = 1.

biéu kién chia hét cho 10 cho ayy = 0.

Con lai 18 vi tri tw do: as, as, ..., a9.

Budc 3. Chuyén diéu kién tong thanh diéu kién dém sé chir sé 1.

Vi céc chir s6 chi la 0 hoac 1, téng céc chit s6 chinh la sé lwong chir sé 1. Goi k 1a s6 chir
s6 1 nam trong 18 vi tri gitra. Tong tat ca cac chirsé la 1+ k, va

1+k:9 < k=8 (mod9).

Do0<k<18nén k € {8; 17}.
Budc 4. Pém theo tung gia tri cuaa .
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* k= 8: chon 8 vi tri trong 18 dé dat chirs6 1 = Cf; = 43 758.
* k=17: chon 17 vi tri trong 18 = CLI = 18.

n =43758 + 18 = 43 776.

Budc 5. Lay ba chir s tan cung.

n = 43776.
Két qua: Ba chir sé tan cung cua n la (Véi n = 43776)

Ghi chi. Vi sao khong cé k& = 26? Vi k£ nhiéu nhat bang 18. Luén chan mién gia
tri cua bién trudc khi liét ké nghiém déng duw — day la ché mat diém phd bién nhéat
cua dang bai nay.

LB \

Hoi tlr cc chir s6 X = {1;2;3} lap duoc tat ca bao nhiéu so6 tw nhién c6 5 chir s6 va
chia hét cho 9?
S J
Buéc 1. Chan téng cac chir sé.
Moéi chir s6 thudc {1;2;3} (dwoc lap lai tuy y), nén téng S = a; + - - - + a5 thoa

5:1=5<5<5-3=15.

Béi cia 9 nam trong doan [5; 15] chi ¢6 duy nhat S = 9.
Buéc 2. Poi bién dé dua vé chia keo.
bat b; = a; — 1, khi dé b; € {0;1;2} va

b1 +by+b3+by+b5=9—5=4.

Budc 3. Pém s6 nghiém bang bao ham - loai trir.
S6 nghiém nguyén khong am cta by + - -- + bs = 4 khéng kem cdn trén la

Clri =Cg =10.

Loai cac nghiém cé mdt bién > 3: chon bién dé (5 cach), dat v} = b, — 3 > 0, phuwong trinh
con b + -+ =1véi Cf,, = C# = 5 nghiém. Khong thé c6 hai bién cung > 3 (vi 3+ 3 > 4).

70—-5-5="70—-25=45.

Keét qua: 45 sé tw nhién

Ghi chi. Kiém tra bang hoan vi lap. Cac bd chitsé (khong ké thir tw) 18y tir {1;2; 3},
goém 5 chir s6 va cé téng bang 9, chi c6 ding ba bo:

5! 5! 5!

{3,3,1,1,1}: 2'73':10, {3,2,2,1,1}: mZBO, {2,2,2,2,1}: ﬁ:5

Tong: 10 + 30 + 5 = 45. v — trung khép véi cdch d6i bién & trén.
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Hoi ¢ tat ca bao nhiéu sé tw nhién c6 5 chir s6, sao cho tong cac chir s6 cua né 1on
hon 427?

Buéc 1. Tim mién gia tri cia téng.

Tong 16m nhat la 9-5 = 45 (s6 99999). Vay téng S € {43;44;45} — chi ¢6 3 kha nang.
Budc 2. Poi sang “do hut so véi 9”.

Détci:Q—aiZO. Khid(l)5'245—(01+"'+65), nén

S>42 < c1+cy+cez3+teqt+oy <2

(Chiy a; # 0 tw dong thod, vic; <2=a; >7.)
Buédc 3. Pém theo tong dé hut.

* > ¢; =0: chi 99999 = 1 s0.

* Y ¢; = 1: mot chir s6 bang 8, bén chir s6 bang 9 = Ci =5 s6.

* Y ¢; = 2: hodac mot chir s6 bang 7 (C2 = 5 s06), hodc hai chir s6 bang 8 (C? = 10 s6) = 15

sO.
Buoc 4. Cong lai.
1+5+15=21.

Két qua: 21 sé tw nhién

Ghi chi. Ki thuat “dd hut” bién mot diéu kién téng rdat 16n thanh mot diéu kién
téng rdat nhé, nho dé chi can liét ké vai truong hop. Pay la cich xtr li chudn cho moi
bai “tong céc chir s6 gan cuc dai”.

Hoi c6 tat ca bao nhiéu s6 tw nhién cé 6 chir s, sao cho tong céc chir sé ciia né nhd
hon 47?

Budc 1. Rang budc.

S6 c6 6 chirsé nén a; > 1; tdng S =a; + --- +ag < 3. Vay S € {1;2;3}.

Buoc 2. Tach theo gia tri cua chir s6 dau.

Via; > 1nén a; chicéthéla1,2hoac 3. Pat R = S —a 1a tong cta 5 chit s6 cudi (mdi chir
sO > 0).

S @ Yéu cau voi 5 chir sé cudi S6 cach
1 1 téng=0 1
5 2  téng =0 1
tong = 1: mot chir sé bang 1 ct=5
3 téng =0 1
3 2 tong=1 Ci=5

téng = 2: mot chir s6 2 (5) hoac hai chirsé 1 (C2 =10) 15
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Buéc 3. Cong toan bo.

1+ (145) + (14+5+15) = 1+6+21 =28,

Keét qua: 28 sé tw nhién

Ghi chi. Cach gon hon (chia keo c6 diéu kién). Pat o) = a; — 1 > 0; diéu kién
thanh o/ +ag+--+ag < 2. S6 nghiém nguyén khéng am cta aj + --- +ag +t = 2 (Vi
t > 0la bién bu) la

Comi1=C8=28.v

Céan trén < 9 cta moi chir sé ty dong thoa vi tong chi bang 2.
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CHP’O'NGV3 ; ) ) ;
Ki NANG HOAN VI VONG VA PHEP QUAY TAO
LAP

Vi sao ban tron lai khac ban dai? Quanh ban tron, hai cach xép thu dwoc tir nhau
bang mot phép quay duoc coi la giong nhau. Néu c6 m chiéc ghé xép déu quanh
ban thi méi cdu hinh bi dém ldp ding m lan (tng véi m géc quay 0°, 3% . ..). Do dé:

so cach xép trén ban dai twong ing
— :

So6 cach xép =

Hai hé qua can thudc:

!
« X&p n ngudi vao ding n ghé quanh ban tron: - = (n—1)!
n
k

* Xép k nguoi vao m ghé quanh ban tron (k < m, c6 ghé trong): AW’“
Meo thao tac nhanh: cé dinh mo6t doi twong (hoac mot khoéi) tai mot ghé bat ki —
viéc nay “khoa” phép quay lai — roi xép tw do phan con lai trén m — 1 ghé con lai.
Khong phai chia thém cho m nira.

Q. ciul N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 6 nguoi vao 6 chiéc ghé duoc bo tri can doi va déu
dan xung quanh mét chiéc ban tron, biét rang moi nguoi ngoéi mot ghé va hai cach
x€ép duoc goi la giong nhau néu cach xép nay thu duoc bang cach quay cach xép
kia quanh tam ban tron mot géc nao do?

\ J
Buodc 1. Pém nhw ban dai.

Néu 6 chiéc ghé la phan biét (ddnh s6 1 dén 6), s6 cach xép la 6! = 720.

®
6 P Y 2
quay\ 6 Phép quayﬂdu‘a I}l@t (Eéch X€p
vé chinh “kiéu” cua né = chia 6
5 * o 3
®
4

Buoc 2. Khir phép quay.
Mobi cau hinh vong bi dém lap 6 1an (quay 0°,60°,...,300°). Vay

6!
— =51 =120.
6

Budc 3. Cach hiéu tuong duong.
C6 dinh mot nguoi bat ki (chang han ngudi A) tai mét ghé; 5 ngudi con lai x€p tw do vao
5 gh€é con lai: 5! = 120. v/

[ Két qua: 120 cach ]
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Q. Ciu2 \

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 5 nguoi vao 9 chiéc ghé duwoc bo tri can doi va déu
dan xung quanh mét chiéc ban tron, biét rang moi nguoi ngoéi mot ghé va hai cach
xép duoc goi la giong nhau néu cach xép nay thu duoc bang cach quay cach xép
kia quanh tam ban tron mot géc nao do?

\ J

Buédc 1. Chu y diém méi: cé6 ghé trong.

9 ghé nhung chi 5 nguoi = 4 ghé trong. Khéng dung duoc cong thic (n — 1)!.

Budc 2. Pém nhw ban dai.

Coi 9 ghé la phéan biét: chon ghé va xép nguoi cé thi ty =

A3=9-8-7-6-5=15120.

Budc 3. Khir phép quay.
C6 9 ghé nén moi cau hinh bij lap 9 1an:

A3 15120
=2 = —1680.
9 9

Két qua: 1680 cach

Ghi chi. Vi sao chia ding 9 ma khong bi 1é? Vi 5 nguoi la phdn biét va s6 nguoi
it hon s6 ghé, khong c6 cau hinh nao “ty trung” qua moét phép quay khac 0°. Néu
céac doi twong c6 thé giong nhau thi phép chia don gian nay khéng con dung — khi
do phai dung b6 dé Burnside.

| Ciu3 N

Xép ngau nhién 7 ban hoc sinh (trong dé c6 hai ban An va Binh) vao 7 chiéc ghé
duoc bo tri can doi va déu dan xung quanh mét chi€c ban tron (hai cach xép giéng
nhau néu suy ra dugc tir nhau bang moét phép quay). Héi c6 tat ca bao nhiéu cach
xép dé€ An va Binh ngoi canh nhau?

- J
Buédc 1. B6 An va Binh.

Dén An va Binh thanh mét khoi; bén trong khéi cé 2! = 2 thit tu (An-Binh hoac Binh-An).
Budc 2. Xép khoi cung 5 ban con lai quanh ban tron.

Sau khi bd, ta c6 1 + 5 = 6 doi twong can xép quanh ban tron. Dung meo ¢é dinh khoi:
dat khoi tai mot chd dé khod phép quay, réi x&p 5 ban con lai:

5! = 120 cach.

(Twong dwong: 6 d6i twong quanh vong tron = (6 — 1)! = 120.)
Budc 3. Nhan lai.
2!.5! = 2120 = 240.

Két qua: 240 cach

Ghi chiu. Kiém tra bang ti 1é. Tng s6 cach xép 7 ban quanh ban tron 13 6! = 720.
Ti 1& An va Binh canh nhau la 240/720 = 1/3. Ki€m bang 1i 18 truc ti€p: An ngoi dau
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‘ cling duoc; Binh ¢6 6 ghé d€ chon, trong dé 2 ghé ké An = x4c sudt 2/6 = 1/3. v

Q. Ciue N

Xép ngau nhién 8 ban hoc sinh (trong dé c6 hai ban Hai va Huyén) vao 8 chiéc ghé
duoc bo tri can doi va déu dan xung quanh mét chi€c ban tron (hai cach xép giéng
nhau néu suy ra duoc tir nhau bang mot phép quay). Hay tinh xac suat dé Hai va
Huyén ngoi canh nhau (lam tron két qua dén hang phan tram).

- J
Budc 1. Khéng gian mau.

8!
n(Q) = 5 = 7! = 5040.

Budc 2. Bién co A: “Hai va Huyén ngoi canh nhau”.
B6 hai ban: 2! cdch. Con lai khoi + 6 ban = 7 d6i twong quanh ban tron: (7 —1)! = 6! = 720.

n(A) =2!-6!=2-720 = 1440.

Buoc 3. Xac suat.

1440 2
P(A)=—— = -=0,2857...~0,29.
(A) = =51 = 7 ~ 0,2857 0,29
4 )\
< > 2
Ket qua: P(A):?zO,ZQ
- J/

Ghi chi. Cong thirc tong quat rat dang nhé: véi n ngudi quanh ban tron (n > 3),
x4c suat dé hai nguoi cho truéc ngoéi canh nhau ludn bang

2
n—1"
2

2 A 2 > A s
O day n =8 cho ?;OCau?)vmn:?choé:

Q. CiuS_ N

Xép ngau nhién ba nguoi dan 6ng, sdu nguoi phu nit va mot dia tré vao 10 chiéc
ghé duoc bé tri can déi va déu dan xung quanh mot chiéc ban tron (hai cadch xép
giong nhau néu suy ra duoc tir nhau bang mét phép quay). Biét cé tat cd T céach
xép dé dira tré chi ngéi canh phu nir. Hay xac dinh ba chir sé tan cung cta 7.

N J
Budc 1. Dich diéu kién.

Téng s6 nguoi la 3+ 6+ 1 = 10, vira da 10 ghé. Quanh ban tron, dda tré cé diung hai ngudi
ngoi canh (bén trai va bén phai). “Chi ngoi canh phu nit” nghia la ca hai nguoi dé déu
la phu nit. Ta duoc khoi

e

Lol =

[Nir|| Tre |[Ni|

Buoc 2. Pém so6 cach tao khéi.

¢ Chon 2 trong 6 nguoi phu nit: C2 = 15 cach.

e Xép hai nguoi dé sang trdi / sang phai dira tré: 2! = 2 cach.
S6 khoi: C2 - 2! = 30.
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Budc 3. Xép khoi cung nhimmg nguoi con lai quanh ban tron.
Khoi chiém 3 nguoi, con lai 10 — 3 = 7 nguoi (3 dan 6ng va 4 phu nit). Coi khéi la mot déi
tuong, ta cé 1+ 7 = 8 d6i twong quanh ban tron. C6 dinh khéi dé khod phép quay:

7! = 5040 cach.

Buéc 4. Nhan lai.
T = 30-5040 = 151 200 = 151200.

Két qua: Ba chirsé tan cung cua 7T la (véi T = 151 200)

Ghi chi. Bay: trén ban dai, nguoi ngoi dau hang chi cé mot nguoi bén canh — khi
d6 phai tach truong hop. Trén ban tron thi moi vi tri déu c6 dung hai nguoi ké, nén
bai todn gon hon han. Hay doc ki dé xem la ban tron hay hang ngang.

| Ciu6 \

C6 9 nguoi duwoc danh sé thir ty tir 1 dén 9. Tién hanh xép 9 nguoi nay vao 12 chiéc
ghé duoc bé tri can déi va déu dan xung quanh mot chiéc ban tron (hai cadch xép
giong nhau néu suy ra duoc tir nhau bang mét phép quay). Biét c6 tat cd T cach
xép dé gitra hai ngudi duwoc déanh s6 6 va 8 c6 dung hai nguoi, va hai nguoi nay duoc
danh so 1é. Hay xac dinh bon chir s6 tan cung cua 7.

\ J
Budc 1. Dung khéi.

“Gitra nguoi s6 6 va so 8 ¢6 ding hai nguoi” = boén ghé lién tiép:

(6][e][¢2][8] hoac  [8][e1][t][6],

véi 44,05 1a hai nguoi mang s6 1é.
Buoc 2. Pém so cach tao khéi.
» Hai dau (6 va 8) hodn do6i: 2! = 2 céch.
» Hai nguoi s6 1é 1ay twr {1;3;5;7;9} (5 nguoi), c6 thir tw vi hai 6 gitra phan biét: A2 =
5-4 = 20 cach.
S6 khoi: 2!- A2 = 220 = 40.
Budc 3. Nén khoi roi xép phan con lai.
Khoi chiém 4 ghé€ lién tiép trong vong 12 ghé. Nén khéi thanh mot “ghé gop”, vong tron
con

12—4+1=9vitrl

Co6 dinh kho6i tai mét trong 9 vi tri dé (khoa phép quay), con lai 8 vi tri trong. S6 nguoi
chua xép la 9 — 4 = 5 nguoi, xép ¢o thir twr vao 8 vi tri:

A3 =8-7-6-5-4=6720.

Buoc 4. Nhan lai.
T =40-6720 = 268 800 = 268800.

[ Két qua: Bon chir sé tan cung caa 7 1a [8300| (voi T = 268 800) ]
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Ghi chi. So' do ba nhip cho moi bai ban tron c6 khaoi:

(s6 céach tao khoi) x I (m ghé, khoi chiém k ghé).
——
Xép  nguoi con lai vao

m—k ghé& con trong

O day m =12, k =4, r = 5: A3. P& c¢6 dinh khéi nén khéng chia thém cho 12.

Mé réng: ban da giac déu — “phép quay tao lap”. Véi ban hinh da gidc déu m canh,
moi canh cé cung mét sé ghé, thi cé diang m phép quay bién so dé ghé thanh chinh

no (360 23602 360°). Ta goi d6 la m phép quay tao lap. Cong thic ba nhip:
1 n!
T = —.
m (shm
~——

X€p n nguoi vao cac ghé;
chia s! méi canh néu trong canh
KHONG phan biét thi tw

(n nguoi, m canh, moi canh s ghé, n = ms). Néu c¢é phéan biét th tw trong moi canh
thi bo thura so (s!)™ di.

] 7 \

Tién hanh xép ngau nhién 8 nguoi vao 8 chiéc ghé dwoc bo tri & 4 canh cia mot
chiéc ban hinh vuéng (méi canh 2 ghé). Mo6i nguoi ngoi mot ghé; hai cach xép duoc
goi la giong nhau néu cach xép nay thu duoc bang cach quay cach xép kia quanh
tam doi xtimg cua ban mot géc nao d6. Trong moi canh cua ban ¢é phéan biét thir tu
cua hai chiéc ghé khi xép. Biét rang cé T cach xép. Hay xéac dinh hai chir sé tan
cung cua 7.

N J
Budc 1. Pém khi coi 8 chiéc ghé la phan biét.

Trong moi canh cé phéan biét thi tw nén ca 8 ghé déu phan biét:

8! =40 320.

Buoc 2. Xac dinh sé phép quay tao lap.
Ban hinh vuéng, bén canh déu c6 2 ghé nén so d6 ghé bat bién qua bén phép quay 90°,
180°, 270°, 360° = m = 4.

Buoc 3. Khw phép quay.

8! 40320
T=—=——=10080 = 10080.
4 4
e 2
Két qua: Hai chir s6 tan cung cta 7 la (V6i T = 10080)
|\ J

Ghi chi. Khéc véi ban tron (m bang sé ghé), & ban da gidc m bang sé canh. Chia
nham cho 8 thay vi 4 sé ra 5040 — sai mot nira.
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Q. Ciu8 \

Tién hanh xép ngau nhién 12 nguoi vao 12 chiéc ghé duoc bo tri & 4 canh cua mot
chiéc ban hinh vuéng (m6i canh 3 gh€). Hai cach xép giong nhau néu suy ra duoc
tir nhau bang mot phép quay quanh tdm déi ximg cua ban. Trong moi canh cua ban
khong phén biét th tw cia cidc chiéc ghé khi xép. Biét rang cé T cach xép. Hay
xac dinh ba chir s6 tan cung cua 7.
N J
Budc 1. Xép 12 nguoi vao 12 ghé coi nhw phan biét.

12! = 479001 600.

Budc 2. Khir thir tw bén trong moi canh.
Mobi canh c6 3 ghé khéng phan biét thit tw = moi canh bi dém lap 3! = 6 1an; c6 4 canh:

12! 479001600

= — 369 600.
(301 1296

Buoc 3. Khw phép quay.
Bo6n canh cung c6 3 ghé = m = 4 phép quay tao lap:

T= 369600 = 92400 = 92400.
4 N\
Két qua: Ba chir sé tan cung cua 7 la (V6i T = 92400)
|\ J/

Ghi chi. Thi tw thuc hién rat quan trong: chia (3!)* trude, chia 4 sau. Néu lam
nguoc lai két qua van nhw nhau, nhung néu quén mét trong hai phép chia thi sai
léch 6 hodc 1296 lan — hay tick lan lwot tung “ngudn lap”.

& Ciuo N

Tién hanh xép ngau nhién 10 nguoi vao 10 chiéc ghé dwogc bo tri & 5 canh ctia mot
chiéc ban hinh ngii gidc déu (moi canh 2 ghé€). Hai cach xép giong nhau néu suy ra
duoc tir nhau bang moét phép quay quanh tdm déi ximg cua ban. Trong moéi canh
cuia ban khéng phéan biét thit ty cia cac chiéc ghé khi xép. Biét rang c6 T céch x€ép.
Hay xac dinh ba chir s6 tan cung cta 7.
\ J
Budc 1. Ba nguon lap.

* Xép 10 nguoi vao 10 ghé phan biét: 10! = 3628 800.

e Mobi canh 2 ghé khong phéan biét th tu: chia (2!)° = 32.

e Ban ngil gidc déu, moi canh giong nhau: m = 5 phép quay tao lap, chia 5.
Budc 2. Ghép lai.

100 3628800 3628800

T = = = = 22680 = 22680.
@255 325 160 o
{ Két qua: Ba chir sé tan cung cua 7 la (Véi T = 22680) ]
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Ghi chi. Tém tat ca ba cau vira roi:
| n =38, m=4, s' bd (cé thir tw) = 8!/4 = 10080,
n:

T:(s')Tm’ n=12, m=4, s=3 = 12!/(6% - 4) = 92400,
n=10, m=5, s =2 = 10!/(2% - 5) = 22680.
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CHUONG 4

TU DUY CAY PIEU KIEN VA TRUY HOI

Y tuéng cot 16i. V6i bai toan dém chubi bi cdm mét madu lién tiép, ta khong liét ké —
ta xay chuoi tir trai sang phai va phan loai theo ki tv cudi. Goi u,, 1a s6 chudi hop
1é do dai n; viéc thém mot ki tw vao cubi chi phu thudc dudi hién tai, nho dé ta lap
duoc mot hé thirc truy heoi. Lap bang, chay tir » nhé 1én n 16n — nhanh va khoéng
sot truong hop.

Q. Ciul S

Hoi tir hai ki tw A va B cé thé tao thanh tat ca bao nhiéu chubi gom 8 ki tw sao cho
khong c6 hai ki tw B nao canh nhau?

- J
Buéc 1. Pat an va phan loai theo ki tu cuéi.

Goi u,, 1a s6 chuoi do dai n (tir {4; B}) khong chira BB. Chia u,, lam hai loai:

» Chubi két thuc bang A: bo chit 4 cuéi di ta duoc mot chudi hop 1& dd dai n — 1 bat
ki. S6 lwong: u,_1.

» Chubi két thic bang B: ki tw dimg ngay trudc B bat budc la A (néu la B thi c6 BB).
B hai ki tw cudi “AB” ta duwoc chudi hop 1& do dai » — 2 bat ki. S6 lwong: u,_».

chuéi hop 1é ddo dain —1 +A

/[chuSi hop 18 db dai n]

chudihoplé dddain—2  +4B

Hai loai roi nhau va phu hét, nén

Up = Up—1 + Up—2 ‘ (n > 3)

Buoc 2. Tim cac gia tri khéoi dau.

e n=1: hai chudi 4, B = uy = 2.

* n=2: bon chudi AA, AB, BA, BB, loai BB = uy = 3.
Buoc 3. Lap bang chay téi » = 8.

n\12345678

un\235813 21 34 55

(M6i 6 = tong hai 6 lién truwéc: 3 +2=5,5+3 =8, 845 =13, 13 +8 = 21, 21 + 13 = 34,

34+ 21 =55.)

4 \
Két qua: ug =55 chudi

(& J

Ghichu. Day 2,3,5,8,13,21, 34,55 chinh la day Fibonacci dich chi so: u,, = F,,.». Nhan
ra diéu nay giup ban do két qua rat nhanh trong phong thi.
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Cach dém thir hai (vach ngan). Néu chudi cé k chit Bthin—k chitr Ataoran—k+1
khe, chon k khe: C%_, . Véin=8:C)+Ci+C?+C3+C3d=1+8+21+20+5=55. v

Q. ciu2 N

Hoi tir hai ki tw A va B c6 thé tao thanh tat ca bao nhiéu chubi gém 10 ki tw sao cho
khéng c6 hai ki ty B nao canh nhau?

\ J
Buoc 1. Dung lai truy hoi caa Cau 1.

Diéu kién khong dai, chi thay n = 8 bang n = 10, nén van

Up = Up—1 F Up—2, up =2, uy = 3.

Buoc 2. Chay tiép bang.

un\z 3 5 8 13 21 34 55 89 144

ug = 55+ 34 = 89; w19 = 89+ 55 = 144.
e N
Két qué: uig = 144 chuﬁi

o J

Ghi chu. Bainay cho thay gia tri thuc sw cta truy hoéi: 1ap mét l1an, dung cho moi
n. Néu dé hoi n = 20 ban chi can kéo dai bang thém vai dong, trong khi liét ké thi
hoan toan bat kha thi (229 chubi).

Hoi tir ba ki tw A, B, C c6 thé tao thanh tat cad bao nhiéu chubi gém 6 ki tw sao cho
khong c6 hai ki tw C nao canh nhau?

Budc 1. Phan loai theo ki tu cudi.
Goi u,, la s6 chudi hop 1é dd dai n trén bang chit {A; B; C}, khéng chita CC.
« Két thuc bang A hoac B (2 lwa chon): phan dau la chudi hop 1& d6 dai » — 1 bat ki
= 2Up_1.
« Két thuc bang C: ki ty ngay trudc C phai la A hoac B (2 lwa chon); phan truéc nira
14 chudi hop 16 d6 dai n — 2 bat ki = 2u,,_».

Up = 2Up—1 + 2Up—2 ‘ (n>3).

Buoc 2. Gia tri khéi dau.
e n=1:bachudi 4,B,C = u; =3.
* n =2:téng 32 =9 chudi, loai duy nhat chubi CC = us = 8.

Buoc 3. Chay bang téi n = 6.

un\3 8 22 60 164 448
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Chi tiét: uz = 2(8 + 3) = 22; uy = 2(22 +8) = 60; us = 2(60 + 22) = 164; ug = 2(164 + 60) = 448.
4 \
Két qua: ug = 448 chuoi

- J/

Ghi chi. So sanh véi Cau 1: hé so6 2 xuat hién vi ngoai ki tw bi cdm (C) con hai ki
tw tw do (A, B). Téng quat véi bang chit m ki tw va cdm lap mét ki tu:

Up = (m— 1) up—1+ (m — 1) up_9.

Hoi tir ba ki tw A, B, C ¢4 thé tao thanh tat cd bao nhiéu chudi gém 6 ki tw sao cho
khong c6 hai ki tw B nao canh nhau va khéng cé hai ki tw ¢ nao canh nhau?

J

Buéc 1. Vi sao phai dung hai an?
Bay gi® c6 hai ki tw bi cdm lap, nén kha nang néi thém phu thudc cu thé dudi la gi. Pat:

a, = 0 chuoi hop 1& d6 dai n két thic bang A, b, = két thic bang B hoac C.

Khi d6 u,, = a,, + b,.
Budc 2. Lap hé truy hoi.

¢ Thém A vao cudi: luén hop 1é (4 khong bi cAm 1ap) = a, = an_1 + by1 = Up_1.
e Thém B hoac C: néu dudi cii la A thi cd B va C déu duoc (2 cach); néu dudi ci da la
B (hoac C) thi chi dwoc thém ki tw con lai (1 cach).

bp,=2ap-1+1 b,_1.

Budc 3. Riat gon vé mot an.
T a, = u,_1 SUyTa a, 1 = U, o Va b, 1 = u,_1 — u,_o. Thay vao:

bp = 2up_2 + (unfl - un72) = Up—1 + Un—2.

Do dé

Up = Qp + by = Up—1 + (un—l + Un—Z) - ‘ Up = 2Up—1 + Up—2 |

Buoc 4. Gia tri khéi dau va bang.
up =3 (A4,B,0); ug=9-2=7(bd BB vaCC).

no| 12 3 4 5 6

Uy \ 3 7 17 41 99 239

u3=2-7+3=17; uy=2-174+7=41; us=2-414+17=99; ug =299 + 41 = 239.
( N\
Két qua: ug = 239 chuoi

(. J/

Ghi chi. Bai hoc phuong phap: khi “luat néi thém” khac nhau tuy theo dudi,
hay tach trang thai (a,, b,) truéc, réi méi khir dé vé mot hé thirc duy nhat. Day
3,7,17,41,99,239 la day Pell dong hanh — mo6t ddu hiéu dé do lai két qua.
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Gieo ngau nhién mot dong xu can doi déng chat cho dén khi xudt hién hai méat sap
“S” lién ti€ép hoac du 9 lan thi dung lai. Hdy dém s6 phan t& ciia khong gian mau
cua phép thi nay.

Buoc 1. Mot “két qua” cua phép thw la gi?
La mot chudi céc 1an gieo tinh dén luc dung. Chudi dé két thiic vi mot trong hai li do:
(i) vira xudt hién SS & hai lan cudi (va chua tung cé SS trudc do), do dai < 9;
(ii) da gieo du 9 1an ma khong hé cé SS.
Buéc 2. Pat an.
Goi v, 1a s6 chubi do dai n (ki tw S/N) khéng chita SS. Theo Cau 1 (d6i tén chir céi) ta cd
Up = Up—1 + Un_o VOL V1 = 2, v9 = 3:

n\123456789

Un ‘ 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Buoc 3. Pém loai (i) — dung diung & lan thi k.

Chuoi c6 dang: [chudi d6 dai k — 2 khong chira SS va khéng két thiic bang S] + SS.
Chudi do dai k — 2 khong chira SS va két thic bang N chinh 1a (chudi hop 1é do dai & — 3
bat ki) + N, nén sé luong la v;,_s. Ta quy wéc vy = 1 (chudi rong) va v_; = 1.

Vay s6 chudi dimg dung ¢1an & la v,_5 voi k= 2,3,...,9:

k(andimg) [ 2 3 4 5 6 7 8 9

s6 chubi \1 1 2 3 5 8 13 21

Tong loai (i): 1 +1+2+3+5+8+ 13+ 21 = 54.
Buoc 4. Pém loai (ii).
Chuoi do dai 9 khéng chita SS: vg = 89.
Buédc 5. Cong lai.
n(Q) = 54 + 89 = 143.

Két qua: n(Q) = 143

Ghi chi. Vi sao phai trir “khéng két thic bang S”? Néu phan dau do dai k — 2
déa két thac bang S thi cung v6i chit S ti€p theo, phép thit da dung sém hon lan thir
k — chudi d6 khong ton tai trong khéng gian mau. Bo qua chi tiét nay la 16i sai pho
bién nhat ctia dang “phép thir c6 diéu kién dung”.

Kiém tra tong. Day 1,1,2,3,5,8,13,21 la Fibonacci, ma téng 8 s6 hang dau cta day
nay bang s6 hang thr 10 trtr 1: 1 +1+2+ 3+ 5+ 8+ 13 + 21 = 55 — 1 = 54. v COng vébi
vg = 89 ta dwoc 143.

Q. Ciu6 \

Gieo ngau nhién mo6t dong xu can doi dong chat cho dén khi xuat hién ba mat sap
“S” lién ti€p hodc du 10 l1an thi dung lai. Hay dém s6 phan t& cia khong gian mau
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cua phép thi nay.

Budc 1. Truy hoi cho chuoi khéng chwra SSS.
Goi t,, 1a s6 chuoi d6 dai n khong chira SSS. Phan loai theo dudi: chuoi két thuc bang N,
bang SN — S (mot S), hodc bang hai S. B phan dudi twong ing ta duoc

\ th = tn_1 4+ tno + tn_3 ‘ (day Tribonacci),

vhit, =2, ty =4, t3 =8 — 1 =7 (loai ding chuoi SS5S).

n\12345678910

tn ‘ 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504

Budc 2. Pém cac chuoi dung sém (gap SSS ¢ lan thir & < 10).
Chuoi c¢6 dang: [chu6i d0 dai k£ — 3 khong chira SSS, két thuc bang N] + SSS, s6 luong
bang t;_4 (quy wéc to =1, t_y = 1).

k|3 4 5 6 7 8 9 10

s6chu61\1 1 2 4 7 13 24 44

TOong: 1+ 1+2+4+ 7+ 13+ 24 + 44 = 96.
Budc 3. Cong véi cac chuoi di hét 10 1an.

n(Q) = 96 + t1o = 96 + 504 = 600.

Keét qua: n(Q) = 600

Ghi chi. Quy luat chung. Véi diéu kién dung “gap r mat sap lién ti€p hoac du m
lan”:

m
n(Q) = tm + Ztk—r—lv
k=r

trong do ¢, dém cac chudi do dai » khong chira » chir S lién ti€p va thoa truy héi
th =tn1+ -+ tny. VOir=2m =9 ta duoc lai 143 cua Cau 5. v’

& Ciu7 \

C6 tat ca 16 hinh vuéng nhé dat canh nhau thanh mét hang ngang. Ta tién hanh to
mau cho céc hinh vudéng, moi hinh vuéng hoac t6 mau dé hodc t6 mau xanh, sao
cho khong c¢6 nhiéu hon hai 6 mau xanh canh nhau. Héi c6 tat ca bao nhiéu
cach t6 mau cho 16 hinh vuéng nho nay?

N J

Buoc 1. Dich diéu kién.

“Khéng nhiéu hon hai 6 xanh canh nhau” = khéng ton tai ba 6 xanh lién tiép, tic chudi

khong chira mau XXX (véi X la xanh, la do).

Buéc 2. Phan loai theo dudi.

Goi u, 1la sé cach t6 n 6. Xét ba kha nang cho phan cudi chudi:
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 két thic bang : phan trudc la chudi hop 1& dé dain — 1 = u,_1;

e két thic bang X: = u,_o;

e két thic bang XX: = u,_s.
Ba kha nang roi nhau va phu hét (moi chubi hop 1& déu roi vao ding mét loai, vi sau
nhiéu nhat hai chir X cuéi bat budc phai cé mot chir ):

‘ Up = Up_1 + Up_2 + Up_3 \ (Tribonacci).

Buoc 3. Gia tri khéi dau.
u =2; upg =4; uz=2%—-1="7(loai ding chudi X X X).
Budc 4. Chay bang téi » = 16.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
Up | 2 4 7 13 24 44 81 149
n 9 10 11 12 13 14 15 16

274 504 927 1705 3136 5768 10609 19513

Unp,

Két qua: 19513 cach

Ghi chiu. D6i chiéu véi Chuong nay, Cau 6: cung mot day Tribonacci 2,4,7,13,24, ...
Bai toan “t6 mau khong qua 2 6 xanh lién tiép” va bai toan “gieo xu, chuoi khéng c6
3 mat sap lién ti€p” la cang mot bai khodac hai chiéc 4o khac nhau.

Q. Ciu8 S

Co tat ca 16 hinh vuéng nhé dat canh nhau thanh mét hang ngang. Ta tién hanh to
mau cho céc hinh vudéng, méi hinh vuéng hoac té6 mau doé hoac té6 mau xanh, sao cho
khéng c6 hai 6 mau dé canh nhau va khéong c6 nhiéu hon hai 6 mau xanh
canh nhau. Hoi cé tat ca bao nhiéu cach t6 mau?

\ J
Buoc 1. Hai diéu kién cung lac = liét ké cac “kheéi hop 1é”.

Vi khong duogc ¢6 hai 6 do lién nhau, moi chit phai ding mot minh. Vi khong qué hai 6
xanh lién nhau, méi cum xanh chi dai 1 hodac 2. Do dé chudi hop 1é& 1a ghép néi luan phién
cua céc khoi:

. X, XX

Budc 2. Lap truy hoi bang cach xét duéi.
Goi u, 1a s6 chudi hop 1& dd dai n. Xét cum cudi cung tinh tir phai sang:

e chubi két thuc bang : bd chit nay, phan con lai phai két thic bang X (vi hai khéng

duoc ké nhau);

e chubi két thic bang X hodc X X: bd cum xanh dé cung chit ding trudc.
Céch gon nhat la tach theo khoi: moi chuoi hop 1é (bat dau bang ) la day céac khéi (dai
1), X (dai 2), XX (dai 3). Sau khi xt li ca cac chudi bat dau bang X hoac XX, ta thu duoc
hé thic

’ Up = Up—2 + Up—3 ‘ (TL > 4)

Buoc 3. Gia tri khéi dau (dém truc tiép).
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*n=1:,X =u =2.

*n=2:X,X, XX (loai) = uy = 3.

e n = 3: tir 8 chudi, loai cdc chudi chtta (, X, X) va chudi XXX = ug=8—4=4.

Kiém tra truy hoi: uy = up + u; = 3+ 2 = 5 — ding, nam chudi dd dai 4 hop1léla XX, XX,
XXX, XX, XXX.V

Budc 4. Chay bang téi » = 16.

n | 1 2 3 4 5 6 7 8

u, | 2 3 4 5 7 9 12 16
n| 9 10 11 12 13 14 15 16
u, | 21 28 37 49 65 86 114 151

(Mbéid=0cachhaivitri+ 0 cichbavitri: 7+5=12,9+7=16,12+9=21,...)
4 \
Két qua: 151 cach

. J

Ghi chi. So sanh sitc manh cua rang budc. Khong rang budc: 2'¢ = 65536 cach.
Chi cdm ba 6 xanh lién ti€p: 19513. CAm thém hai 6 dd lién ti€p: con 151. Moi diéu
kién cat gidm khong gian cuc manh — d6 1a 1i do phai dung truy héi thay vi liét ké.
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CHUONG 5

Ki NANG TiNH TONG CAC SO TU NHIEN LAP
PUQC

Nguyén Ii déng gép theo hang. Khong bao gio cong tung sé. Thay vao dé hay hoi:
moi chir s6 y xudt hién bao nhiéu lan ¢ hang don vi? hang chuc? hang tram?... Néu
chir s6 y xudt hién m 1an & moéi hang thi tong déng gép clua né la

y-m-(...+1000+ 100 + 10 + 1).

trong s6 cac hang

Cong cho moi y ta duoc

b= (Zy) -m-111...1 (khi moi hang c6 cung s6 lan m).

k chirso 1

Canh bao: céng thirc gon trén chi dung khi tat ca cac hang déi ximg nhau. Hé
tdp X c6 chir s6 0 (vi 0 khong duwoc ding dau) thi hang cao nhat c6 so6 lan khdc céac
hang con lai — phai tinh riéng.

Biét rang tong tat ca cac s tw nhién cé 4 chir s6 khéc nhau lap tir X = {1;2;3;5}

bang b. Hay tinh % (lam tron két qua dén hang don vi).

Budc 1. Pém s6 l1an moi chir s6 xuat hién & mét hang co6 dinh.

Tap X c6 dang 4 chir s6 va so can lap cling cé 4 chir s6 khac nhau, nén moi sé la mét
hoén vi clia X: cé 4! = 24 s6. C6 dinh mot hang (chdng han hang nghin) va cé dinh chit
sO y dimg & d6; ba chir s6 con lai hoan vi ty do:

m = 3! =6 1an.

Vi X khong chta 0 nén moi hang déu c6 cung m = 6.
Buoc 2. Gop dong gop.

Chir s6 y dong gop v - 6- (1000 + 100 + 10+ 1) =y -6 - 1111.
Budc 3. Cong cho moi chir so.

b=(14+24+3+5)-6-1111=11-6-1111 = 73 326.

10 10 ’

- > b
[ Ket qua: b = 73 326; 10 ~|7333 ]
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Ghi chi. Cach kiém tra bang cap bu. Ghép méi s6 véi s6 “ddo” clia né... don
gidn hon: trung binh cdng cta 24 s6 bang 73 326/24 = 3055,25 — mot gia tri nam gitra
s6 nhé nhat 1235 va 1én nhat 5321, hop li. Day la phép ki€ém tra thé rat nhanh trong
phong thi.

Biét rang téng tat ca cac s6 tw nhién c6 3 chir s6 1ap tir X = {1;2;3;6;8} bang b. Hay

, b
h —.
tin 0

Y,
Budc 1. Poc ki: dé khéng néi “khac nhau”.
Vay céc chir s6 duoc phép lap lai. Téng s6 céc s6 1ap duoc 1a 53 = 125.
Budc 2. Pém s6 1an moi chir s6 xuat hién & mot hang.
Co dinh chit s6 y & hang tram; hai hang con lai moi hang cé 5 lya chon:
m = 5% = 25 1an.
Khong c6 chir s6 0 nén ca ba hang déu nhu nhau.
Buéc 3. Tong.
b=(1+2+3+6+8)-25- (1004 10+ 1) =20-25- 111 = 55500.
b
— = 95550.
10
e N
~ 5 b
Ket qua: b = 55500; 0= 5550
(. /

Ghi chi. Phan biét hai cong thuc.
c6 lap: m = nF 1, khong lap: m = A1

(n = s6 phan tlr ciia X, k = so chir sé cua s6 can lap.) Nham hai cong thirc nay la 16i
mat diém s6 mot clia chuyén dé.

ATED N

Biét tong tdt ca cac s6 tw nhién cd 4 chir s6 khéc nhau lap tir X = {0;1;2;3} bang b.

Hay tinh % (Iam tron két qua dén hang don vi).

N J
Budc 1. Nhan dién tinh huéng “cé chir sé 0”.

Chir s6 0 khong duoc ding dau = hang nghin khéng d6i xing véi ba hang con lai. Phai
tinh riéng tung hang.

Buéc 2. Pém tong s6 cac sé.
Chon chir s6 hang nghin twr {1;2;3}: 3 cach; ba chir s6 con lai hoan vi: 3! = 6.

N =3-6=18s0.

Buoc 3. Hang nghin.
V6i y € {1;2;3}: ¢6 dinh y & hang nghin, ba chit s6 con lai hoan vi tw do = 3! = 6 1an.

Mpghin = 6.
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Buéc 4. Ba hang con lai.
Moi s6 dung tron ven ca 4 chit s6 ciia X, nén moi chit s6 xuat hién ding 18 1an trong toan
b0 18 sb. Véi y # 0, da c6 6 1an & hang nghin, con lai 18 — 6 = 12 1an chia déu cho 3 hang:

Mtram = Mchuc = Mdon vi = 3 =4.

Buéc 5. Tong.
(Chir s6 0 déng gop 0 nén bo qua.)

b=(1+2+3)-(6-1000+4-100+4-10+4-1) = 6 - 6444 = 38664.

b
— = 386,64 ~ 387.
100 ’

« > b
Két qua: b =38664; oo~

Ghi chi. Meo “trong sé6 khong déu”. Khi cé chir sé 0, hdy nhé bd hé sé6 dang
(mcao, m, m, ) Vi meao > m. O bai nay la (6;4;4;4) thay vi (6;6;6;6). Néu quén va
dung 6 - 6666 ban sé ra 39996 — sai.

Q. Ciud S

Téng tat ca cac s6 tw nhién co 4 chit s6 khdc nhau lap tir X = {1;2;3;4;5;6} bang b.

Hay tinh ﬁ (lam tron két qua dén hang don vi).

S J
Budc 1. S6 lan xuat hién & moi hang.
n =6, k = 4, khong lap, khéng co chir sé 0:

m=Ag1=A}=5.4.3=60.

Buéc 2. Kiém tra bang tong sé cac sé.

Téng s6 cac s6 la A¢ = 360. M6i s6 c6 4 chir s6 = téng s6 6 1a 1440; chia déu cho 6 chir s
duoc 240 1an moi chir s6; chia ti€p cho 4 hang duoc 60. v/

Buéc 3. Tong.

b=(14+243+4+5+6)-60-1111=21-60-1111 = 1399 860.

b
— =1 ~ 1400.
1000 399,86 00

A, ) b
[ Ket qua: b = 1399860; 1000 ~ | 1400 ]

Biét rang téng tat ca cac s6 tw nhién co 4 chir s6 1ap tir X = {1;3;4;6} bang b. Hay

tinh ﬁbo (lam tron két qua dén hang don vi).

Budc 1. Co lap.
Dbé khoéng noi “khac nhau” = chir s6 duoc lap; tong sé cac so la 4* = 256.
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Buoc 2. S6 lan xuat hién & moi hang.
m =441 =43 =64

Buéc 3. Tong.

b=(14+3+4+6)-64-1111=14-64-1111 =896 - 1111 = 995 456.

b
— = 9954,56 ~ 9955.
100 ’

e 2 b
Ket qua: b = 995456; 100 ~ 9955

Ghi chi. Ki€m tra bang trung binh. Trung binh méi chit s6 la 133446 = 35 nén
“s6 trung binh” 1a 3,53,53,53,5 = 3,5-1111 = 3888,5. Nhan vai 256 sO: 3888,5-256 = 995 456.
v

LB \

Biét rang téng tat ca cac s6 tw nhién c6 5 chir s6 1ap tir X = {0;1;2;3;4} bang b. Hay

, b R \ » B e TS .
tinh 10000 (lam tron két qua dén hang don vi).
N Y,

Buéc 1. Hai dac diém cung lac: cé ldp va cé chir sé 0.

Hang chuc nghin khéng duoc 1a 0; bén hang con lai tw do. Téng s6 cac s6: 4-5* = 4625 =
2500.

Budc 2. Hang cao nhat (hang chuc nghin).

V6i y # 0: ¢6 dinh y & hang d6, bén hang con lai moéi hang 5 lua chon:

mcao — 54 — 625

Budc 3. Bon hang con lai.
C6 dinh chitr sé y (bat ki, k€ ca 0) & mot hang thap; hang cao nhéat c6 4 lva chon (khéac 0),
ba hang thdp con lai méi hang 5 lwa chon:

Mipgp = 4+ 5° = 4125 = 500.

Buéc 4. Tong.

b=(142+3+4)-625-10000 + (0+1+2+3+4)-500- (1000 + 100+ 10+ 1)
|
=10 =10

=10-6250000 + 10-500-1111 = 62500000 + 5555000 = 68 055 000.

b
10000 — 6805,5 ~ 6806.

~ 2 b
[ Ket qua: b = 68055000; 10000 ~ | 6806 ]

( Ghi chu. DPay la dang khé nhat caa chwong vi phai tach hai cong thitc dém khéc ]
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nhau cho hai loai hang. So d6 ghi nhé:

b= (Zy;éo y) Mcao 1051 + (Zmoi . y) Mingp 1... 1.
k—1

Luu y téng thi hai ¢é cong cé 0 (du 0 khong lam thay d6i gia tri) — nhung my,4, thi
phai tinh véi rang budc hang cao khac 0.

& Ciu7 S

Goi A la tap tat ca cac so tw nhién c6 4 chir so 1ap tir X = {1;2;3;4;5;6} sao cho s tu
nhién c6 mat chir s6 3 ding mot lan va cac chit s6 con lai c6 mat toi da mot lan.

.« A ~2 2 ~ 2 Ve ~ .« A n > ~ ’ b Y \
Biét tong cua tat ca cac sO tw nhién trong tap A bang b. Hay tinh 10000 (lam tron

két qua dén hang don vi).
- J
Buoc 1. Dich diéu kién.
“Chit s6 3 ding mot 1an, cac chir s6 khac toi da mot 1an” nghia la: so c6 4 chit s6 doi mot
khac nhau va bat buéc chira chir s6 3.
S6 lwong: chon 3 chir sé con lai tir {1;2;4;5;6} roi x€p 4 chir sé:

|A| = C3 - 41 = 10 - 24 = 240.

Budc 2. S6 lan chir s6 3 ditng & mot hang cé dinh.
Ghim 3 vao hang dang xét; ba hang con lai 18y 3 chit sé ¢6 thit ty tir 5 chir s6 con lai:

mg = A2 = 60.
Buoc 3. So6 lan chir s6 y # 3 dimg ¢ mot hang co dinh.
Ghim y vao hang dang xét. Chir s6 3 bat budc c6 mat, né nam & mot trong 3 hang con lai:
3 cach. Hai hang cudi 1ay 2 chit s6 c6 th tw tir 4 chir s6 con lai: 42 = 12.
my =312 = 36.
Buoc 4. Cong dong gop.

b= 3-60 1111 + (1+2+4+5+6)-36-1111 = 1111 (180 + 648) = 1111 - 828 = 919 908.

chir s6 3 =18
b 91,0908 ~ 92
10000 7 D
' N\
~ kd b
K : b=091 ;5 ——— ~|92
8t qua: b="919908; ;oo
A\ J

Ghi chi. Phép kiém tra bat budc phai lam. Téng s6 6 cua tap A la 240 - 4 = 960.
Theo cach dém trén: chirso 3 chiém 60-4 = 240 6, nam chir s6 con lai chiém 5-36-4 = 720
0. Cong lai 240 + 720 = 960. v Néu téng nay léch, chac chéan mot trong hai m bi sai.
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Q. Ciu8 \

Goi A la tap tat ca cac so ty nhién c6 4 chir so 1ap tir X = {1;2;3;4;5;6} sao cho sé tu
nhién c6 mat chir s6 5 dung hai 1an va céac chit s6 con lai c6 mat toi da mot lan.

e ~2 2 ~ 2 7 ~ .« A " > ~ 7 b \ N\
Biét tong cua tat ca cac sO tw nhién trong tap A bang b. Hay tinh 10000 (lam tron
két qua dén hang don vi).

N J
Buoc 1. Cau tao cua mot sé thudc A.
S6 gom: hai chir s6 5, va hai chit s6 nita khdc nhau lay tw {1;2;3;4;6}.

4!

|A| = C? : 5 =10-12 = 120.
~—~ :
chon 2 chir s6 kia hod Vo
oan vi lap

Budc 2. S6 1an chir sé 5 dirng ¢ mét hang cé dinh.
Dém gién tiép cho nhanh: méi sé chita ding hai chir s6 5, nén téng s6 6 mang chit s6 5
la 120 - 2 = 240. Vi bon hang hoan toan déi xing (khong cé chir so 0):

240
ms =T

60.
Budc 3. So6 lan chir so y # 5 dimg ¢ mot hang co6 dinh.
S6 cac phan tir cua A c6 chita y: chit s6 con lai chon tir 4 chit s6 khac (# 5,# y): 4 cach;
. | N N g R K n . , PN A R L
hoan vi o= 12 = 48 s06. M0i s6 nhu vay chtra y dung mot 1an, nén tong s6 6 mang chir s
yla4s:
48

Buoc 4. Cong dong gop.

b= 5-60 1111 + (1+2+3+4+46)-12-1111 = 1111 (300 4 192) = 1111 - 492 = 546 612.

chirsé 5 =16

——— = 54,6612 ~ 55.
10000 ’

~ kd b
K : b=546612; — =
&t qua: b= 5466 5000

Ghi chi. Kiém tra s6 6: 60-4+5-12-4 =240 + 240 = 480 = 120 - 4. v

Ki thuat dang nhé cua Cau 7 va 8: thay vi ghim chit s6 roi dém xudi (dé sét rang
budc), hdy dém téng sé ldn xudt hién trén toan bo tap A réi chia déu cho s6 hang.
Céach nay chi dung duoc khi cdc hang déi ximg — tic khi tap X khéng chwa chit s
0.
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CHUONG 6

BAI TOAN CHIA PO VAT CHO CAC POI TUONG
PHAN BIET

Hai cau héi phai tra 10i trudc khi dat bat. (1) Do vdt giong nhau hay khdc nhau?
(2) Nguoi (hdp, toa tau) giong nhau hay khdc nhau?

Chwong nay xt li truong hop dé vat khac nhau — nguoi khac nhau. Khi d6 moi
do vat chon doc lap mot nguoi nhéan:

chia n d6 vat khac nhau cho k nguoi : k"

Néu thém diéu kién moi nguoi duoc it nhat mét dé vat, ta dung bao ham - loai
trur theo s6 nguoi bi “bo do6i”:

S(n,k)=k"—Ci(k—1)"+C2(k—2)" — ...

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chia 5 d6 vat khac nhau cho 3 nguoi?

J

Budc 1. Pung ¢ phia dé vit dé dém.
M6bi do vat phai duoc trao cho ding mot nguoi, va cé 3 nguoi dé chon. Céc lwa chon cua
cac do vat hoan toan doc lap nhau.

dvl dv2 dv3 dv4d dvb
3 3 3 3 3

= 3-3.3-3.3=3°

Budc 2. Quy tac nhan.
35 = 243,

Két qua: 243 cach

Ghi chi. Pung ding ¢ phia nguoi. Néu hoi “nguoi thi nhat nhdn may do vat” thi
céc lya chon khéng con doc lap, phai chia trwong hop rat dai. Nguyén tac: ding &
phia déi twong bi rang budc “meoi cai ding mot lwa chon” — & day la do vat.

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 6 nguoi vao 4 toa tau (céc toa tau la khac nhau)?

Buoc 1. Xac dinh “ai la do vat, ai la hop”.
Moéi nguoi phai 1én ding mét toa = nguwoi dong vai “d6 vat”, toa tau déng vai “hop”.
Ca hai déu phéan biét.
Buodc 2. Quy tac nhan.
Moi nguoi ¢6 4 lya chon, cé 6 nguoi:
45 = 4096.
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Két qua: 4096 cach

Ghi chi. Bay dao co s6. Rat nhiéu ban viét 6* = 1296. Hay nhé: s6 mu la sé “do
vat”, co s6 la s6 “hop”. Cau than cha: moi do vat chon mét hdp, nén nhan co s6 1én
dung bang sé do6 vat lan.

Q. Ciu3 S

Hoi c6 tat ca bao nhiéu céch chia 5 d6 vat khac nhau cho 4 nguoi, sao cho moi nguoi
duoc it nhat mot do vat?
- J
Budc 1. Pém khong rang budc roi loai tru.
Téng s6 cach chia tuy y: 4° = 1024. Ta phai bd di cac cach c6 it nhat mot nguoi khéng
nhan gi.
Buédc 2. Bao ham - loai tru.
Goi A; la tap cac cach chia ma nguoi thir i khéng nhan doé vat nao.

» Bd d6i 1 nguoi: chon nguoi d6 (C} = 4 céch), 5 d6 vat chia cho 3 nguoi con lai: 3° = 243.
» Bd d6i 2 nguoi: C? = 6 cach chon, con 2° = 32.
* Bd d6i 3 nguoi: C3 = 4 cach chon, con 1° = 1.

N=45—C}3°+C32° - C31°=1024 —4-243 +6-32 — 4 - 1.

Buwoc 3. Tinh.
N =1024 — 972 + 192 — 4 = 240.

Két qua: 240 cach

Ghi chi. Cach thir hai — dém theo dang phan bé. 5 do6 vat chia cho 4 nguoi ma
ai cling co, thi dang sé lugng bat budc la (2;1;1;1). Chon nguoi nhan 2 do6 vat: 4 céch;
chon 2 dé vat cho nguoi dé: C2 = 10; ba d6 vat con lai chia cho ba nguoi con lai moi
nguoi mot cdi: 3! = 6.

4-10-6 =240. v

Véi n chi hon & mét chit, cdch nay nhanh hon hdn bao ham - loai trir.

. vt \

Hoi co tat ca bao nhiéu cach x€p 6 hanh khach vao 4 toa tau (céc toa tau la khéac
nhau) sao cho moéi toa cé it nhat mét hanh khéach?
N J
Buoc 1. Bao ham - loai tru.

N =4%_—C}3°+ %25 — 15,
Buoc 2. Tinh tirng sé hang.
45 =4096; 4-35=4.720=2916; 6-20=6-64=1384; 4-1=4.
N = 4096 — 2916 + 384 — 4 = 1560.

Buéc 3. Kiém tra bang cach dém theo dang phan bé.
6 hanh khéach vao 4 toa, moéi toa cé nguoi = dang sé lwong la (3;1;1;1) hodc (2;2;1;1).
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* Dang (3;1;1;1): chon toa dong (4), chon 3 khéach cho toa dé (C¢ = 20), 3 khach con lai
vao 3 toa moi toa mot nguoi (3! = 6) = 4-20 - 6 = 480.

» Dang (2;2;1;1): chon 2 toa doéng (C? = 6), chia 6 khach thanh hai cap cho hai toa dé
(C?.0C? =156 =90), 2 khach con lai vao 2 toa con lai (2! = 2) = 6-90 - 2 = 1080.

480 4 1080 = 1560. v/
4 N\

Két qua: 1560 cach

o J

& CiuS \

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chia 8 do6 vat khac nhau cho 4 nguoi, sao cho c6 mot
nguoi duwoc nhiéu hon 5 do vat?
- J
Buéc 1. Nhan xét quan trong: khong thé cé hai nguoi cung thoa.
“Nhiéu hon 5” nghia la nhan > 6 d6 vat. Néu c6 hai nguoi cung nhan > 6 thi téng > 12 > 8
— vo0 li. Vay toi da moét nguoi thod mén, nén céac truong hop roi nhau va ta chi can nhan
4 (chon nguoi db), khéng phai trir phan chung.
Buoc 2. Co dinh nguoi dé, dém theo sé dé vat anh ta nhan.
Gia str nguoi P nhan ¢t d6 vat voi ¢ € {6;7;8}. Chon ¢ do vat cho P: Cf cach; 8 — ¢ d6 vat con
lai chia ty do cho 3 nguoi kia: 3%~ cach.

t Ct 38~ S6 cach
28 3% = 252
7 8 3'=3 24
8 1 30=1 1
Cong 277

Buoc 3. Nhan véi s6 cach chon nguoi.

N =4.277 =1108.

Keét qua: 1108 cach

Ghi chii. Vi sao phai kiém tra “t6i da mot nguoi thoa”? Néu diéu kién 1a “nhiéu
hon 3 d6 vat” thi hai nguoi c6 thé cung thoa (4 + 4 = 8), khi d6 nhan 4 sé dém trung
va bat budc phai trir phan giao. Ludn kiém tra bat dang thic 2 x (ngudng + 1) > n
trudc khi nhan.

Biét rang cé tat ca T céch chia 11 d6 vat khéc nhau cho 3 nguoi, sao cho moi nguoi

Ve ~ ~ A n ~ 7 . . 7 . 2 T N Y ~ 2 ~ N
duoc it nhat mot do vat. Hay xac dinh gia tri cua T (lam tron két qua dén hang
don vi).

Buéc 1. Ap dung céng thirc toan anh véi k = 3.
T=3"-0ci2" + o031t
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Buéc 2. Tinh tuing luy thira.

3 = 177147; 2l = 2048: Ci=3, C%=3.

T =177147 —3-2048 + 3 = 177147 — 6144 4 3 = 171 006.

Budc 3. Tra loi.

T
— =171 ~ 171.
1000 71,006 7

o T
Két qua: 7' =171006; oo~

Ghi chi. Cong thic rat gon cho k = 3 rat dang thudc:

T=3"-3-2"13.

Kiém tra voin = 3: 27 — 24 4+ 3 = 6 = 3! — dung (moi nguoi dung mot doé vat). v

Biét rang c6 T cach chia 9 d6 vat khac nhau cho 3 nguoi, sao cho moéi nguoi duoc it
~ n A n ~ Ve . . 7 . 2 T N Y ~ 2 ~ N .
nhat mot do vat. Hay xac dinh gia tri cua ST (lam tron két qua dén hang don vi).

Budc 1. Dung lai cong thic caa Cau 6 véi n = 9.
T=3"-3.2243.
Buéc 2. Tinh.
3% = 19683; 29 = 512.
T=19683 —3-512+3 =19683 — 1536 + 3 = 18 150.

Budc 3. Tra loi.

T
— = 181,5 =~ 182.
100 ’

~ kd T
Két qua: 7 = 18150; o5 ™

Ghi chi. Chu y cach lam tron. 181,5 lam tron dén hang don vi cho 182 (quy téc
lam tron 1én khi phan thap phan bang 0,5). Pay la chi tiét nhé nhung di dé mat tron
diém cau nay.

.
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CHUONG 7

CHIA PO VAT VAO CAC HOP GIONG NHAU

Bang bon tinh huéng — hoc thudéc bang nay la xong nira chuong.

| Hop KHAC nhau | Hép GIONG nhau

Po6 vat KHAC nhau | k" (mdi hop > 1: P1.E) | phan hoach tap: S(n, k)
P6 vat GIONG nhau | chia keo: CF~! phan hoach s6 » thanh & phan

Quy tac vang khi hép giéong nhau: 1ay két qua clia truong hop hop khac nhau roéi
chia cho k! — nhung chi khi moi hép déu nhan s6 luwong khac nhau hoac ta da
dam bao khdong c6 cau hinh déi ximg. An toan nhat la liét ké theo dang phan
bo (b0 s6 luwong viét theo thit tw khéng tang), vi moi dang chi duwoc dém ding mot
lan.

Q. ciul \

Hdi c6 tat ca bao nhiéu cach bo 6 vién bi khac mau vao 3 chiéc hop giéng nhau, sao
cho moi hép dwoc it nhat mot vién bi?
S J
Budc 1. Pém véi hop khdc nhau trudc.
Bi khidc mau = d6 vat phan biét. So cach chia 6 vién bi phan biét cho 3 hop phan biét,
moi hop > 1:

30— 12040215 =729 —3-64+3 =729 — 192 + 3 = 540.

Buéc 2. Bo nhan cua hop.
Ba chiéc hop giéng hét nhau, nén moi cach phan chia thanh ba nhém bi dém lap dung
3! = 6 1an (4ng voi 6 cach gan nhan cho ba nhém). Vi moi hop déu khac rong, ba nhom
la ba tap phan biét nhau, phép chia 6 la chinh xac:
540 540
36
Buéc 3. Kiém tra bang dang phan bé.
Dang s6 luong cua 6 vién vao 3 nhém khéac rong: (4;1;1), (3;2;1), (2;2;2).

* (4;1;1): chon 4 bi cho nhém 16n C§ = 15; hai bi con lai tach thanh hai nhém don — chi
1 cach (vi hai nhém giéng nhau) = 15.
* (3;2;1): C3-C2-Cf =20-3-1= 60 (ba kich thuéc doi mot khac nhau nén khong chia
thém).
c2cic? 15-6-1

* (2;2;2): = =15.
(22:2) 3! 6 g

15460+ 15 =90. v

[ Két qua: 90 cach ]

Ghi chi. S6 90 chinh la sé Stirling loai hai S(6;3). Hay ghi nhé vai gid tri hay gap:
S(4;2) =17, S(5;2) = 15, S(5;3) = 25, S(6;3) = 90.
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Bd ngau nhién 5 vién bi khdc mau vao 3 chiéc hop giéng nhau, biét rang moi chiéc
hop c6 thé dung duoc tuy y s6 vién bi. Goi A 1a bién c¢6 “méi hop duoc it nhat mot
vién bi”. Hay tinh P(A) (lam tron két qua dén hang phan tram).

Budc 1. Khoéng gian mau.
Vi céc hop giong nhau, mét “két qua” chi la cach phdn hoach 5 vién bi phan biét thanh
nhiéu nhat 3 nhém (hép rong duwoc phép, va nhiéu hop rong thi khéng phén biét duoc):

n(Q) = S(5;1) + 5(5;2) + S(5;3) = 1 + 15 + 25 = 41.

. 252 30 35-3.2543 243 — 96 + 3 150
hi tiét: 5(5;2) = == =15 5(5;3) = = — —~ =25,
Chi tiét: S(5;2) 51 5 5; S(5;3) 3l 5 5 5
Buédc 2. Bién co A.
n(A) = S(5;3) = 25.

Budc 3. Xac suat.

2
P(A) = ;;’ ~ 0,6097...~ 0,61.
< > 25
Keéet qua: P(A) = T 0,61
(. J

Ghi chi. Piém gay tranh cai va ciing la diém mau chét. Khi hop gidng nhau,
viéc “boé bi ngdu nhién” duoc hiéu la moi cdch phdn hoach déng kha nang. Néu dé
no6i hop khdc nhau thi n(Q) = 3% = 243 va P(A) = 150/243 ~ 0,62 — mot dap s6 khac.
Hay doc that ki chir “giong nhau” / “khac nhau”.

Q. ciu3 \

Bd ngau nhién 5 vién bi giong nhau vao 3 chiéc hop khac nhau, biét rang moi
chiéc hop cé thé dung duoc tuy v s6 vién bi. Goi A la bién ¢6 “méi hop duoc it
nhit mot vién bi” va B la bién c6 “ton tai mot hop cé dung hai vién bi”. Hay tinh
P(A) + P(B) (lam tron két qua dén hang phan tram).

\ J
Buoc 1. Mo hinh hoa.

Bi giong nhau, hép khac nhau = moét két qua 1a bo s6 lwong c6 thi tw (x1; z2; 23) Vi

T+ T + x3 = 9, x; > 0.
Buodc 2. Khong gian mau (chia keo cho phép hop rong).
n(Q) =C2n, =C% =21
Buoc 3. Bién co A (moi z; > 1).

n(A)=C3=0=6 = P(A) = =

Buoc 4. Bién cé B (co it nhat mot z; = 2).
Liét ké theo dang khong tang cta (z1;z2; x3) r6i dém s6 hoan vi:
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Dang Cé chira so6 2? S6 bé co thwr tw
(5;0;0) khong 3
(4;1;0) khong 6
(3;2;0) co 6
(3;1;1) khong 3
(2:2;1) co 3
Téng 21 v

(B)=6+3=9 — P(B)= — 3

n - = = — = —,

21 7

Buédc 5. Cong lai.

P(A) + P(B) = = % ~ 0,7142. .. ~ 0,71

| w

_l’_

BN N

< > )
Ket qua: P(A)+ P(B) = -~ 0,71

Ghi chi. Pé hoi P(A)+ P(B), khéng phai P(AU B). Hai bién c6 nay cé giao (chang
han (2;2;1) thudc ca A lan B), nén P(A) + P(B) # P(AU B). Doc dung yéu cau la du
diém.

& vl \

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 9 vién bi giong nhau vao 3 chiéc hép giong nhau
sao cho moi hop dwoc it nhat mot vién?

g Y,
Budc 1. Nhan dién: day la bai toan phan hoach sé.

Bi giéng nhau, hop giéng nhau = moét két qua chi dwoc xac dinh bdi bd ba sé luong
khéng ké thir tw. Ta can dém s6 cach viét

9=a+b+ec, a>b>c>1.

Buoc 2. Liét ké c6 hé thong theo « giam dan.

a cac bo (a;b;¢)

W B U1 O I
~~ A~ o~~~
93
—_
~ ~— ~— ~— ~—
—
ot
[N}

[\
~—

Buoc 3. Dém.
Téng cOng 1 +1+2+2+1=7Dbo.

[ Keét qua: 7 cach ]
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Ghi chi. Vi sao khong dugc lay C2/3!? Vi C2 = 28 (chia keo cho hop khac nhau)
va 28/6 khong nguyén — li do la cac dang dé6i xing nhu (3;3;3) chi ¢é 1 hoan vi ch
khéng phai 6. Khi hép giong nhau va c6 dang lap, tuyét doi khong chia may
moc cho k!; hay liét ké.

Meo liét ké khong sét: cho a chay gidm dan tlr gia tri 16m nhédt c6 thé (e <n—2=7)
xuong téi [n/3] = 3; véi moi a cho b chay tir min(a,n — a — 1) xuéng [(n — a)/2].

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 8 vién bi giéng nhau vao 3 chiéc hép giong nhau
sao cho khéng cé hop nao nhiéu hon 5 vién bi?

Buoc 1. Mo hinh.
bém s6 b (a;b;c) voi

a+b+c=8, a>b>c>0, a <35.

Luu y: dé khéng bat moi hop phai cé bi, nén cho phép ¢ = 0 (thdm chi b = 0).
Buoc 2. Liét ké theo o giam dan (chi can « < 5).

a cac bo (a;b;¢)

5 (5;3;0), (5;2;1)

4 (4;4;0), (4;3;1), (4;2;2)
3 (3;3;2)

Véia<2thia+b+c<6<8—khéng con nghiém.
Budc 3. Pém.
24+3+1=6.

Két qua: 6 cach

Ghi chi. Kiém tra bang phan bu. Téng s6 bd (a;b; ¢) khong tang véi téng 8 (khdng
kem can trén) la 10 dang: (8;0;0), (7;1;0), (6;2;0), (6;1;1), (5;3;0), (5;2;1), (4;4;0), (4;3;1),
(4;2;2), (3;3;2). Loai 4 dang c6 phan tir 16n hon 5 (1a 8, 7, va hai dang bat dau bang 6):
10—-4=6. Vv

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach xép 2 vién bi mau do, 1 vién bi mau xanh, 1 vién bi mau
vang, 1 vién bi mau tim vao 3 chi€éc hop giéng nhau sao cho méi hop cé it nhat mot
vién bi?

Budc 1. Pay la bai lai: c6 bi giong nhau 1an bi khac nhau.

Hai vién dé khéng phdn biét véi nhau; ba vién xanh, vang, tim déi mét khdc nhau. Téng
cOng 5 vién vao 3 hop giéng nhau, méi hop > 1 = dang s6 luong chi cé thé la (3;1;1) hoac
(2;2;1).

Budc 2. Dang (3;1;1) — mét hdp chira 3 vién, hai hop con lai moi hop 1 vién.

Xét thanh phan cua hop 3 vién:
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e Chira ca hai vién dé + moét vién trong {xanh, vang, tim}: 3 cach. Hai vién mau con
lai nam riéng hai hép don — vi hép giong nhau nén chi 1 cach = 3.
* Chtta ding mot vién dd + hai vién mau: C? = 3 cach. Khi dé hai hop don chira vién
dé con lai va vién mau con lai — 1 cach = 3.
¢ Chira khéng vién d0, tirc ca ba vién xanh, vang, tim: 1 cach. Hai hop don khi d6 moi
hop mot vién dé — 1 cach = 1.
Tong dang (3;1;1): 3+3+1=7.
Budc 3. Dang (2;2;1) — hai hop moéi hop 2 vién, mét hop 1 vién.
Xét vién nam mot minh:
e Vién 1é 1a mot vién do. Con lai: 1 do, xanh, vang, tim chia thanh hai cap khéng phan
biét th ty. Vién dd con lai ghép v6i moét trong ba vién mau: 3 cach (hai vién mau con
lai tw thanh cap) = 3.
 Vién 1é la mot vién mau (3 cach chon). Con lai: 2 do va 2 vién mau, chia thanh hai
cap. Hai kha nédng: {do, d6} va {mau, mau}; hoac méi cap gom mot dd va mot mau (1
cach vi hai vién dé giéng nhau va hai cap khéng phéan biét). Vay 2 cach = 3-2 = 6.
Tong dang (2;2;1): 346 =9.
Buoc 4. Cong lai.
7+9 =16.

Két qua: 16 cach

Ghi chi. Bai nay la bai khé nhat chuong vi phai xr li dong thoi ba loai d6i xtng:
hai vién do6 giong nhau, ba chi€éc hop giong nhau, va trong dang (2;2;1) thi hai hép
cd 2 cling khong phan biét. Chién thuat an toan: cé dinh mét truc dé pha doi
xing — & Budc 2 ta co dinh “thanh phan cua hop 16n”, & Budc 3 ta co dinh “vién
nam moét minh” — réi méi dém phéan con lai.
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CHUONG 8 )
XAC SUAT BERNOULLI — DAY PHEP THU POC
LAP

Ba cong thuc phai thudc.
e Pung k lan trong » phép thiwr (moéi lan thanh céng véi xac suat p, that bai
q=1-p):
Py(k) = Crpfq" "
ko
* T k; dén k; 1an: cong lai, > Ckpfqm".
k=K1
* Bai toan dung (dung ngay khi du » 1an thanh cong): “dung & lan thit »” nghia
la trong n — 1 lan ddu c6 diung r — 1 lan thanh céng, va lan thi » thanh cong:

P = Cz:%prflqnfr p= Or:iprqnfr'

Piém chét nguoi cua bai toan dung: 1an cudi cung bdat budc phai thanh coéng,
nén né khéng duoc tham gia vao hé sé t6 hop. Viét 7 thay vi €’} 1a sai.

Q. Ciul S

Cho mot day 12 phép thr doc 14p giong nhau, trong moi phép thi xac sudt xay ra
bién c6 A la khong d6i va bang 0,7; xac suat xay ra A la 0,3. Hoi trong cdc ménh dé
dudi day, ménh dé nao dung, ménh dé nao sai?

a) Xac suat dé€ xay ra bién cd A ding 5 1an 1a 0,029 (lam tron dén hang phan nghin).
b) Xac sudt dé xay ra bién cé A dung 71an la 0,158 (lam tron dén hang phan nghin).

c) X4ac suat dé€ xay ra bién c6 A tir 5 dén 9 1an la 0,738 (lam tron dén hang phan
nghin).

d) Gia st chudi phép thir sé dumg lai khi bién cd A xuat hién ding 5 lan. Xac suat
dé chudi phép thir dimg lai & 1an 9 1a 0,095 (lam tron dén hang phan nghin).
\ J
Patp=0,7, ¢ = 0,3, n = 12.

a) Dung 5 lan.

Pia(5) = CF, (0,7)°(0,3)" = 792 - 0,16807 - 0,0002187 ~ 0,02911 ~ 0,029.

— Ménh dé a) PUNG.
b) Pang 7 lan.

Pyy(7) = Cly (0,7)7(0,3)° = 792 - 0,0823543 - 0,00243 ~ 0,15843 ~ 0,158.

= Ménh dé b) PUNG.

c) Tw 5 dén 9 lan.
CoOng nam so hang k = 5,6,7,8,9:
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ko] s 6 7 8 9 | Téng

Pio(k) \ 0,02901 0,792 0,585 02311  0,2397 \ 0,7377

Lam tron: 0,738. = Ménh dé c) PUNG.

d) Bai toan dung: r = 5, dung & lan thir 9.
Trong 8 1an dau phai c6 dung 4 1an xay ra A, roi lan th 9 xay ra A:

P =CE(0,7)4(0,3)*- 0,7 = 70 - 0,2401 - 0,0081 - 0,7 ~ 0,09529 ~ 0,095.

— Ménh dé d) PUNG.

Kétqua: a)p b)P )b d)b

. J

Ghi chi. Meo kiém tra y c). Ki vong s6 1an xay ra A 1a np = 12-0,7 = 8,4. Khoang
[5;9] 6m 14y gié tri ki vong, nén xac sudt phai “kha 1é6n” — mét con so c¢& 0,7-0,8 la
hop li. Néu ban tinh ra 0,2 thi chdc chan da cong nham mién.

Q. Ciu2 S

M6t xa thu ban lién tiép 9 1an vao bia v6i xac sudt trong moi lan ban trang la 0,8 va
ban truot 1a 0,2. Coi nhw tam i ctia xa thu 1a vitng vang va két qua ban cua céc lan
trudc khong lam anh huwdéng dén két qua ban cta céc lan ti€p theo. Hay tinh xac
suat dé xa thu nay ban tring duoc 4 1an (lam tron dén hang phan tram).
\ J
Budc 1. Kiém tra diéu kién Bernoulli.
“Tam li viing vang, két qua céac lan khong anh hudéng nhau” = cac phép thtr doc lap va
p khéng déi. Pu diéu kién dung cong thitc nhi thic.

Buéc 2. Ap dung.
n=9,k=4,p=0_8, ¢q=0,2:

Py(4) = C3 (0,8)1(0,2)% = 126 - 0,4096 - 0,00032.
Budc 3. Tinh.

126 - 0,4096 = 51,6096; 51,6096 - 0,00032 ~ 0,016515 ~ 0,02.

Két qua: P ~ 0,0165 ~ 0,02

Ghi chu. Kivong s6 1an trang la 9 - 0,8 = 7,2, nén “chi tring 4 1an” la bién c6 hiém
— mot x4c suat rat nho nhw 0,02 1a hoan toan hop li. Luén dung np dé wéc lwong do
16m cua dap s6 trudc khi bAm may.

Q. Ciu3 N

Mot xa thu ban lién ti€p nhiéu lan vao bia véi x4c sudt trong moi lan ban tring la
0,9 va ban truot la 0,1 (céc lan ban doc lap). Biét rang xa thu sé dung lai néu ban
trung dwoc 5 lan. Hay tinh xac sudt dé xa tha nay dung lai sau 7 1an ban (lam tron
két qua dén hang phan tram).
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Budc 1. Phan tich cau tric cua bién céo.
“Dung sau dung 7 lan ban” <

 trong 6 lan ban dau cé dung 4 lan trung (chua da 5 nén chua dung), va
 1an ban th 7 trung.

6 1an dau: dung 4 l1an trang »atpuodc tring

Budc 2. Viét cong thirc.
P =C§(0,9)*(0,1)%-0,9 = C§ (0,9)°(0,1)*.

Buéc 3. Tinh.
Cs =15; (0,9)° =0,59049; (0,1)*> = 0,01.

P =15-0,59049 - 0,01 = 0,0885735 ~ 0,09.

Két qua: P ~ 0,0886 ~ 0,09

Ghi chii. So sanh dé thdy sai 1am phé bién. Néu (sai) viét CZ(0,9)°(0,1)2 = 21 -
0,0059049 = 0,124, ta da tinh xac suat “tring dung 5 trong 7 lan” — trong dé c6 ca
nhiing trueong hop lan thit 7 truot, tic xa thu da dung trude lan 7. Sai khéc gitta C2
va C¢ chinh 1a & ché dé.

Q. Ciud \

M6t xa thu ban lién ti€p nhiéu lan vao bia véi xac suat trong moi 1an ban tring la p
(p € (0,5;1)) va ban truot 1a 1 — p (cac lan ban doc lap). Biét rang xa thu sé dung lai
néu ban tring duoc 4 1an, va xac sudt dé xa thu nay dung lai sau 6 1an ban 1a 0,118.
Hay tinh p (lam tron két qua dén hang phan tram).

S J

Buoc 1. Lap phuong trinh.

Dung & lan thi 6 v6i r = 4: trong 5 1an dau cé dung 3 1an trang, 1an th 6 tring:

C3pP(1 —p)? - p=0,118 < 10p*(1 —p)? = 0,118.

Buéc 2. Khao sat dé biét c6 bao nhiéu nghiém.
bat f(p) = 10p*(1 — p)? trén (0;1). Ta cb

f'(p) = 10[4173(1 —p)? — 2174(1 —p)} =20p3(1 — p) [2(1 —p) — p] = 20p3(1 — p)(2 — 3p).

Vdy f tang trén (0;2), gidm trén (2;1), cuc dai f(3) =10 £ - 1 ~ 0,2195.

0,50 0,67 0,80 0,85 0,90

p

£(p) \ 0,1563 0,2195 0,1638 0,1175 0,0657

Buoc 3. Chot khoang nghiém.
Trén (0,5;1) ham f tdng roi giam, ma f(0,5) = 0,1563 > 0,118 nén phwong trinh f(p) = 0,118
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chi c6 mét nghiém trén khodng nay, nam & nhanh giam. Tt bang: f(0,80) = 0,1638 > 0,118 >
0,1175 = f(0,85), nén nghiém nam rat sat 0,85.

Buoc 4. Tinh chinh.

£(0,849) ~ 0,1185; £(0,850) ~ 0,1175. Nghiém p ~ 0,8494.

Két qua: p~ 0,85

|\ J/

Ghi chi. Vi sao dé phai cho p € (0,5;1)? Vi phuong trinh con mét nghiém nira &
nhénh tang, khodng p ~ 0,44. Diéu kién p > 0,5 chinh 1a dé loai nghiém dé — dung
b6 qua gia thiét nay khi dung chic ndng solve ctiia may tinh cam tay.

& o5 \

M6t em hoc sinh ludi hoc bwéc vao phong thi hoc ki sé khoanh ngau nhién ca dé
thi. Biét bo cuc dé thi gom 10 cau trac nghiém bén dép an, chi c6 mét dap an diung;
ding mot cau duoc 1 diém va sai mot cau sé khong bi trir diém. Hay tinh xac suat
dé em hoc sinh nay dat duoc di€m tir 5 tré 1én (lam tron két qud dén hang phan
tram).

N J
Bué6c 1. Mo hinh hoa.

Mobi cau la mot phép thir doc 1ap véi p =

= 0,25 (khoanh tring), ¢ = 0,75. S6 diém bang
s6 cau dung, nén “tit 5 diém tré 1én” «— dung it nhat 5 cau.

=

Buéc 2. Viét tong.
10

P =Y " Cf(0,25)%(0,75)07".

k=5
Buoc 3. Tinh tung sé hang.
k| s 6 7 8 9 10 | Téng
ck, 252 210 120 45 10 1

2

Pyo(k) 0,0584  0,0162  0,0031 0,00039  0,00003 =0 0,0781

Buoc 4. Két luan.
P ~0,0781 ~ 0,08.

Két qua: P ~ 0,0781 ~ 0,08

Ghi chu. Kivong sé cau dung la 10-0,25 = 2,5 cau. Muén dat 5 diém tic la gap déi ki
vong — xac suat chua tdi 8%. Mot minh hoa dinh lwong cho viéc khoanh btra khéng
phdi la chién luoc.

Q. Ciu6 S

Mot em hoc sinh luwoi hoc cho nén budc vao phong thi hoc ki véi tam li sé khoanh
ngau nhién ca dé thi. Biét bé cuc dé thi gém 10 ciu trac nghiém bon déap én A, B,
C, D; chi c6 mot dap an ding, dung mot cau duoc 1 di€m va sai mot cau sé khong
bi trir diém. Hay tinh x&c suat dé em hoc sinh nay khéng vuot qua 3 diém (lam




Chuong 8. XAC SUAT BERNOULLI — DAY PHEP THU POC LAP Mai Thanh Luan | 0854070701

tron két qua dén hang phan tram).

Buoc 1. Dich diéu kién.

“Khéng vuot qué 3 diém” nghia la s6 cAu ding k < 3, tirc k € {0;1;2;3}.
Budc 2. Tinh bon sé hang.

Véip =0,25, ¢ =0,75, n = 10:

Eoloch 0200075)0F | Pk
0 1 0,0563 0,0563
1 10 0,0188 0,1877
2 45 0,00625 0,2816
3 120 0,00208 0,2503

Téng 0,7759

Buoc 3. Két luan.
P = 0,7759 =~ 0,78.

Két qua: P ~ 0,7759 ~ 0,78

2

Ghi chi. Meo tiét kiém thoi gian. Néu dé hoi “it nhat 4 diém” thi hay 18y 1-0,7759 =
0,2241 thay vi cong bay s6 hang. Luéon dém xem bén nao it sé hang hon réi dung
phan bu — véi n = 10 thi ngudng chia déi la k = 5.

Cho 5 hanh khéch budc 1én 3 toa tau mot cdch ngau nhién. Hay tinh x4c suat dé cé
mot toa c6 ding 3 hanh khach (lam tron két qua dén hang phan tram).

Budc 1. Khoéng gian mau.
Mo6i hanh khach chon doc 14p mot trong 3 toa:

n(Q) = 3° = 243.

Buoc 2. Nhan xét: chi cé téi da mét toa chira dung 3 kKhach.

Néu hai toa cung c6 3 khéach thi téng > 6 > 5 — v0 li. VAy céc truong hop roi nhau, ta
duoc phép nhén 3 (chon toa d6) ma khéng lo dém trung.

Buoc 3. Co dinh toa do, dém.

Chon toa: 3 cach. Chon 3 trong 5 hanh khach cho toa d6: C3 = 10 cach. Hai hanh khach
con lai phai vao hai toa kia (néu moét trong hai vao lai toa da chon thi toa d6 cé 4 khéch,
khéng con ding 3): moi nguoi 2 lwa chon = 22 = 4 céach.

n(A)=3-C3-22=3-10-4 = 120.

Budc 4. Xac suat.
120 40

P(A)=—=—=04 ~ 0,49.
(A) o3 = g 04938 ~ 0,49
~ kd 40
[ Ket qua: P(A):8—1~0,49 ]
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Ghi chu. Bay lén nhat: viét 2 hanh khéch con lai ¢ 3 lwa chon (32 =9), ra3-10-9 =
270 > 243 — 16m hon ca khéng gian mau, mét ddu hiéu sai ré rang. T “dung 3” bat
budc phai chdn hai nguoi con lai ra khoi toa da chon.

Kiém tra bang dang phan bé. C4c dang (3;2;0) va (3;1;1) 1a hai dang chita sé 3:
(3;2;0) cho 3!-C2-C? =6-10=60; (3;1;1) cho 3-C2-2!=3-10-2 = 60. Téng 120. v
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CHUONG 9

TU DUY VA Ki NANG GOP PHEP THU

Pinh Ii “gop” — chia khod ctGa ca chuong. Cho mét hép c6 N vién bi. Ta chuyén
ngau nhién mot s6 bi qua nhiéu hop trung gian, réi cudi cung lay ra r vién. Néu
moi thao tac déu la 1ay ngau nhién va khéng nhin mau, thi » vién thu duoc &
cu6i chinh la mot tap con ngau nhién gom r vién lay truc tiép tir hop ban dau.

_Ch-cxt

P
Cx

(D = s6 bi dd, X = s6 bi xanh trong hop goc, N = D + X, 1ay r vién duoc dung k do).
Tai sao dung? Vi cac vién bi hoan toan d6i ximg: moi bo » vién déu c6 cung kha
nang di hét chudi hop dé€ dén dich. Chudi trung gian dai bao nhiéu cling khong lam
léch phan phoi.

Piéu kién ap dung: s6 bi @ méi budc phai du dé 1ay (khéng c6 budce nao bi ép chon),
va khong c6 thao tdc nao phu thuéc mau bi.

Q. Ciul N

Cho hai hop, hop I dung 12 vién bi dé va 8 vién bi xanh, hop II ban dau chua dung
vién bi nao; céc vién bi c¢é cung kich thudc va khéi lwong. Tién hanh 18y ngau nhién
10 vién bi tir hop I bé sang hop II, sau dé tién hanh 1ay ngau nhién 6 vién bi tir hop
II. Hay tinh x4c sudt dé 1ay duoc tir hop II ba vién bi mau do (lam tron két qua dén
hang phan tram).
\ J
Buoc 1. Gop phép thur.
Sau vién bi cudi cung déu xuat phat tir hop I va duwoc chon hoan toan ngau nhién. Vay
bai toan twong dwong: Idy thdng 6 vién bi tir hép chita 12 dé va 8 xanh. Buéc trung gian
“10 vién sang hop II” hoan toan khong anh huéng.

Dy o e
~ 1
12D + 8X 10 vién ay 6 vien

’

_____

gop: lay thang 6 vién
Budc 2. Khong gian mau va bién co.
n(Q) = CS, =38760;  n(A) = C3,- C3 =220 56 = 12320

Budc 3. Xac suat.

12320
= = 179 =~ 2.
(A) 35760 0,3179 ~ 0,3
[ Két qua: P(A) ~0,3179 ~ 0,32 ]
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Ghi chi. Néu khéng gop thi sao? Phai xét 10 truong hop cho sé bi d6 trong hop

% A i 110—i 303
11 r6i cong 3, 0120021%) . ngf};ﬂ
giup tiét kiém gan hét cong stc.

Q. Ciu2 S

Cho hai hop, hop I dung 10 vién bi dd, 7 vién bi xanh, 4 vién bi vang va hop II ban
dau chua dung vién bi nao. Tién hanh 1dy ngau nhién 8 vién bi tir hop I bd sang hop
II, sau d6 tién hanh 1dy ngau nhién 3 vién bi tir hop II. Hay tinh x4c sudt dé 1ay duoc
tir hop II ba vién bi khac mau (lam tron két qua dén hang phan tram).

S J

Buoc 1. Gop.

Tuwong dwong 14y thang 3 vién tir hop c6 10 + 7 + 4 = 21 vién.

Buoc 2. Pém.

“Ba vién khac mau” nghia la moi mau dung mot vién:

— rat dai ma két qua van dung bang 0,3179. Phép gop

n(A)=Cl,-Cl-C} =10-7-4=280;  n(Q) = C5, = 1330.

Budc 3. Xac suat.

280 4
(4) 1330 19 021050,
~ 2 4
Keét qua: P(A) = 9~ 0,21

Q. Ciu3 S

Cho ba hop: hop I dung 7 vién bi do va 5 vién bi xanh; hop II va hop III ban dau
chwa dung vién bi ndo. Tién hanh 1dy ngau nhién 5 vién bi tir hop I sang hop II, sau
d6 1ay ngau nhién 4 vién bi tir hép II bd sang hop III, sau d6 1ay 3 vién bi tir hop III.
Hay tinh xac suat dé 1dy duoc tir hop III dung mot vién bi mau d6 (lam tron két qua
dén hang phan tram).

S J
Budc 1. Chuoi ba hop ciing gop duoc.

12 2 5 25 4 -2, 3. Ba vién cu6i cung van 1a mot tap con ngau nhién gém 3 vién ctia hop
I (7 dd, 5 xanh).

Buéc 2. Tinh.

C;-C: 7-10 70 7
p=27T_ 75 _ =— =—~~0,3182 ~ 0,32.
C3, 220 220 22 7 ’

< » 7
Ket a: P=—~0.32
qu 59 0,3

Ghi chi. Kiém tra tinh hop 1é cua phép goép: méi budéc 18y déu it hon hodc bdng
s0 bi dang c6 (5 < 12, 4 < 5, 3 < 4) va khong nhin mau. Du diéu kién gop.
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Q. Ciud \

Cho ba hop: hop I dung 7 vién bi do6 va 5 vién bi xanh; hop II va hop III ban dau chua
dung vién bi nao. Tién hanh 1dy ngau nhién 1 vién bi tir hop I bé vao hop III, sau dé
ldy ngau nhién 2 vién bi tir hop I b6 sang hop II, sau doé lai 1y ngau nhién 2 vién bi
tir hop II bé vao hop III. Hay tinh xac sudt dé trong hop III c¢6 dung hai vién bi mau
do (lam tron két qua dén hang phan tram).
S J
Buoc 1. Xac dinh hép III cudi cung cé may vién.
Hoép III nhén 1 vién truc ti€p tir hop I, roi nhan thém 2 vién (chinh la toan bo hop II).
Tong: 1 + 2 = 3 vién.

Buoc 2. Ba vién do la gi?

Ca ba déu duoc rut ngau nhién tir hop I va khéng vién ndo trung nhau (vién dau da roi
hop I trude khi rat hai vién sau). Vay hop III chira mot tap con ngau nhién gom 3 vién
cua hop I.

Buoc 3. Tinh.

c2.cr 21-5 105 21
p=-7T_75_ = —— == ~ 04773 ~ 0,48.
c?, 220 220 44 7 ’
' N\
Két qua: P—21~048
q . _44"‘ 9
(G J

Ghi chi. Vi sao “lay 2 trong 2 vién cua hop II” khong lam hong phép gop? Vi
1ay hét thi khong c6 sw chon loc nao ca — toan bd hop II chuyén sang hop III. Buée
nay chi la “di vong”.

Q. CiuS \

Cho ba hop: hop I dung 8 vién bi do va 5 vién bi xanh; hop II va hop III ban dau
chwa dung vién bi ndo. Tién hanh 1dy ngau nhién 6 vién bi tir hop I sang hop II, sau
dé 1ay ngau nhién 4 vién bi tir hép II bd sang hop III, sau d6 1ay 3 vién bi tir hop III.
Hay tinh x4c sudt dé 1ay duoc tir hop III ding hai vién bi mau d6 (lam tron két qua
dén hang phan tram).

\ Y,

Budc 1. Gop.

Tuwong dwong 1ay 3 vién tir hop c6 8 do va 5 xanh (13 vién).

Buwoc 2. Tinh.

c:.c: 285 140 70
p=8 "5 _ = _— = — ~0,4895 ~ 0,49.
3, 286 286 143

A, > 70
[ Keét qua: P = 3~ 0,49 ]

| Ciu6 S

Cho ba hop: hop I dung 8 vién bi do va 5 vién bi xanh; hop II va hop III ban dau
chua dung vién bi nao. Tién hanh 1dy ngau nhién hai vién bi tir hop I bd vao hop III,
sau d6 lay ngau nhién 4 vién bi tir hop I bé sang hop II, sau d6 lai 1dy ngau nhién 3
vién bi tir hop II bo vao hop III. Hay tinh x4c suat dé trong hop III cé dung ba vién




Chuong 9. TU DUY VA Ki NANG GOP PHEP THU Mai Thanh Luan | 0854070701

bi mau dé (lam tron két qua dén hang phan tram).

Budc 1. Pém sé bi cudi cung trong hop III.
2 (tryc ti€ép tr I) + 3 (qua hop II) = 5 vién.

Budc 2. Gop.
Nam vién dé la nam luwot rat phéan biét tir hop I, nén hop thanh mét tédp con ngau nhién
gom 5 vién cua hop I (8 do, 5 xanh).

Buoc 3. Tinh.
_C3-C% 56-10 560

j _ _ ~ 04351 ~ 0.44.
s, 1287 1287 :
e 2
L 560
Két qua: P = 220 ~ 044
qu 127 =0
|\ J

Ghi chi. Chi ¥ diém khac véi Cau 5. O Cau 5 ta 1y 3 vién tir hop III (nén r = 3);
& day ta xét toan bé hop III (nén r = 5). Xac dinh dung r la budc quan trong nhat —
hay doc ki dé hoi “1ay ra duoc” hay “trong hop cé”.

Q. Ciu7 \

Cho hai hop, hop I dung 8 vién bi do va 6 vién bi xanh, hop II ban dau chwa dung
vién bi nao. Tién hanh 1dy ngau nhién 4 vién bi tir hop I sang hop II, sau dé 1dy ngau
nhién 3 vién bi tir hop II béd ngwoc lai hop I, sau dé 1ay ngau nhién 4 vién bi tir hop I
sang hop II, cudi cung 18y tir hop II ra 3 vién bi. Hay tinh x4c suat d€ 1an cudi cung
1ay duoc tir hop II ding hai vién bi mau dé (lam tron két qua dén hang phan tram).
- Y,
Budc 1. Chuoi cé6 budc “di nguoc” — van gop duoc.
Du bi ¢6 qua lai gitra hai hop bao nhiéu lan, khéng cé thao tdc nao phan biét mau. Do
tinh doi xing, 3 vién bi 1dy ra & lwot cudi van la mot tdp con ngau nhién gém 3 vién trong
tong s6 8 + 6 = 14 vién ban dau.
Buoc 2. Tinh.

cz.cl 28 -6 168 6
p==8_"6_ = — = — ~0,4615 ~ 0,46.
3, 364 364 137 ’
L > 6
Keét qua: P = 3 ~ 0,46

Ghi chi. Pay la cau “bay tam 1li” cua dé. Chudi bon thao tac qua lai khién bai
todn tréng rat réi, nhung ban chat van la mot phép chon ngau nhién 3 trong 14. Hé
thay chuoi thao tac dai ma khéng hé nhdc téi mau, hay nghi ngay t6i phép gop.

A8 N

Cho bon hop: hop I dung 8 vién bi dd va 5 vién bi xanh; hop II, hop III va hop IV ban
dau chwa dung vién bi nao. Tién hanh 1ay ngau nhién hai vién bi tir hop I bo vao
hop III, sau d6 lay ngau nhién 5 vién bi tir hop I b6 sang hop II, sau doé lai 1dy ngau
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nhién 3 vién bi tir hop II bé vao hop IV. Hay tinh x4c suat dé trong ca hop III va
hop IV déu c6 diung mot vién bi mau do (lam tron két qua dén hang phan tram).

Budc 1. Cudi cung moi hop cé gi?

Hop III: 2 vién (1ay truc tiép tr I). HOp IV: 3 vién (1ay tir hop II, ma hop II 1ay tw I).
Téng céng 5 vién, tat cd déu la nhimg luot rat phdn biét tir hop 1.

Buoc 2. Tach thanh hai giai doan néi tiép.

Day la diém khéc céc cau trudc: ta can hai hop cung thod diéu kién, nén phai nhan xéc
suat theo quy tac nhan xac suat co diéu kién.

P = P(hop III ¢6 1D1X) x P(hdp IV c6 1D2X | hop III c¢6 1D1X).

Py Py

Buoc 3. Tinh Pl.

Rt 2 vién tr 8 do + 5 xanh:

Plzcg-cg 40 20

c2, 78 39

Buéc 4. Tinh P,.
Sau budc trén, hop I con 13 — 2 = 11 vién, gom 7 do6 va 4 xanh. Ba vién vao hop IV 1la mot
tap con ngau nhién gom 3 vién cta 11 vién nay (phép gop qua hop II):

PZZC%-CE_TG_ 42 14

c3 T 165 165 55

Buéc 5. Nhan lai.
20 14 280 56
= — 0 = — = — ) 1 ~ 1 .
39 55 2145 429 0,1305 ~ 0,13

. » 56
Két qua: P=—~0,1
a 19 = 013

Ghi chi. Cach thi hai — dém truc tiép moét 1an. Chon 2 vién cho hop III roi 3
vién cho hop IV tir phan con lai:

(CgC5) - (C3C3)  40-42 1680

P = — —
C% - C3} 78165 12870

~ 0,1305. v

Bay: khong duwoc nhan P, véi xac sudt tinh trén hop géc 13 vién — sau khi hop III
da 1ay di 1 d6 va 1 xanh, thanh phan hop I dd thay déi.
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CHUONG 10

CHIA KEO CO DPIEU KIEN

Bai toan chia keo chuan muc (Euler). SO cach chia n chiéc keo giong nhau cho
k em bé phan biét, moi em it nhat mot chiéc, bang s6 nghiém nguyén dwong cua
r1+ X2+ -+ T :nvélbéng

Cri
Néu cho phép c6 em khéng duoc chiéc nao (z; > 0) thi ddi bién 2} = z; + 1 va dugc
Crik1-

Ba ki thuat xtwr li diéu kién phu:
 Can duéi x; > m: dat«, = x;—(m—1), bai todn trédvé dang chuan véin’ = n—k(m—1)
(hoac trir riéng cho tung bién).
« Can trén z; < M: khéng doi bién duoc — phai dung bao ham - loai trir theo
soO bién vi pham.
* Quan hé so sanh z; > z; hay z; = mz;: dung déi xirng hodc tham sé hoa mot
bién roi dém.

Q. ciul N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chia 30 chiéc keo giéng nhau cho 3 em hoc sinh (trong
dd cé An va Binh), sao cho moi nguoi duoc it nhat mét chiéc keo va:

1. s6 keo ctua An 16n hon so6 keo cua Binh?

2. s6 keo cua An gap doi so keo ctia Binh?
S J
Goi a, b, ¢ lan luot la s6 keo cua An, Binh va em thit ba; a,b,¢ > 1 va a+ b+ ¢ = 30.

Buéc 0. Tong sé cach chia (chua kem diéu kién).
29 -2

Y 1. Piéu kién « > b — dung déi ximg.
Buoc 1. Chia 406 cach thanh ba nhom roi nhau.

{a > b}, {a < b}, {a = b}.

Phép hoén d6i a « b 1a mét song anh gitta nhém thi nhat va nhém thit hai, nén hai

nhém nay cé ctung s6 phan tu.

Budc 2. Pém nhom {a = b}.

Khi a = b thi 2a + ¢ = 30, tic ¢ = 30 — 2a. Diéu kién ¢ > 1 cho a < 14,5, két hop a > 1:
a€{1;2;...;14} = 14 cach.

Budc 3. Suy ra két qua.

406 — 14 392
= =22 _106.
2 2

#{a > b}
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[ Két qua: Y 1: cach ]

Y 2. Piéu kién o = 20 — tham sé hoa.

Budc 1. Thé vao phuong trinh.
a=2b = 2b+b+c=30 = 3b+c=30.

Buwoc 2. Chan mién cua b.
Canc=30-3b>1=b<967,vab>1(dong thoi a = 2b > 1 tw thod):

be{l;2;...;9}.
MOoi gia tri ctia b cho ding mot bo (a;b;c) = (2b; b; 30 — 3b).
Buoc 3. Pém.

9 cach.
(Cu thé: (2;1;27), (4;:2;24), (6;3;21), (8;4; 18), (105 55 15), (125 6; 12), (14; 7;9), (16; 8: 6), (18;9; 3).)
Két qua: Y 2:[9] cach

Ghi chi. Ki thuat déi ximg & Y 1 rat manh — né bién moét diéu kién bat dang
thirc (khé dém truc ti€p) thanh phép trir don gian. Céng thic chung:
#{a> b} = T—#ia:b}.

Pung quén trir phan « = b! Néu chi 1ay 406/2 = 203 thi d& cong nham mot nira cia
14 truong hop hoa vao.

Q. Ciu2 S

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chia 30 chiéc keo giong nhau cho 6 em hoc sinh sao
cho moi em duoc it nhat mot chiéc keo va sao cho:

1. c¢6 dung mot em c6 s6 keo 16n hon 7?

2. tat ca cac em hoc sinh déu duwoc toi da 7 chiéc keo?
= J
Goizy,...,x6 > 1VOi 1 + - - 4 26 = 30.

Budc 0. Tong sé cach chia.

T = C3y = 118 755.

Budc 1. Cong cu nén: dém sé cach c6 mét nhém j em cho truéc déu nhan > 8
keo.
Véi j em da chi dinh, dat =} = 2; — 7 cho cédc em d6 (van con z; > 1). Tong giam di 7;:

_ 5 _ 5
Aj = C'3077]'71 - C2977j'

j 29 — 7§ Aj=Cly_yj Ghi chi

1 22 26 334

2 15 3003

3 8 56

4 1 0 30 — 28 = 2 < 6: vO nghiém
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Y 1. Pung mot em cé z; > 7.

Buéc 2. Vi sao khong duoc 1dy thang C}A;?

Vi CiA; dém “co6 it nhdt em thir i nhan > 8” va mot cdu hinh cé hai em cung nhdn > 8 sé
bi dém hai lan. Ta dung cong thitc bao ham - loai trtr cho “ding mot”:

Ny =Y (-1)77' ¢l Cd A;.

Buoc 3. Thay so.
N_; = C%CéAl — 021062A2 + C%CgAg

=1-6-26334 — 2-15-3003 + 3-20-56
= 158004 — 90090 + 3360 = 71274.

[ Két qua: ¥ 1: céch J

Y 2. Moi em déu nhan < 7 keo.
Budc 4. Pém phan bu bang bao ham - loai trur.

Ny =T — CEA; + C2Ay — CE A3,

Buoc 5. Thay so.
N<7 = 118755 — 6 - 26 334 + 15 - 3003 — 20 - 56

= 118755 — 158004 + 45045 — 1120 = 4676.

Két qua: Y 2: cach

Ghi chi. Hai céng thuc trong giong nhau nhung hé sé6 khac nhau — day la
cho dé 1an nhat:

“it nh&t mot em vi pham” : Y “(~1)7'C{A;;
j=1

“ding mot em vi pham”: > (~1)'' C C44;.
i>1

Thira s6 C} = j & cong thirc thir hai chinh 1a s6 cach “chi dinh em nao 1a em duy nhat
duwoc tinh”.

Phép kiém tra chéo tuyét voi: s6 cau hinh cé it nhdt mét em vi pham phdi bang
T — N<7 = 118755 — 4676 = 114079. Mat khac, cong “dung 1” + “dung 2” + “ding 3”
cling phai ra 114079; v6i N—; = 71274 ta suy ra “ding 2 hoac 3” bang 42805 — hop 1i
vi phan nay nhé hon hén. v
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CHUONG 11

Ki NANG DANH SO THU TU (POl BIEN CHi SO)

B6 dé nén khoang cach — coéng cu duy nhat cia ca chuong. PEms6 bd 1 <z < x93 <
o < xp < nthod x;41 — x; > d véi moi i. Dat

yi:xi—(d—l)(i—l)

thi y1 < y2 <--- <y, chay twdo trong [1; n — (d—1)(k — 1)], do dé

S6 b0 = Cﬁ—(d—l)(k—l)

Truong hop quen thugc nhat la d = 2 (“khong c6 hai s6 lién tiép”): CF_, ;.

Cach nhé: moi lan “bwéc nhdy” phai rong thém d — 1 don vi, ta trd lai d — 1 don vi
cho mo6i khodng — c6 k — 1 khodng nén truc bi co lai (d — 1)(k — 1) don vi.

Q. Ciul S

Cho tap X = [0;9] (c4c s6 twnhién tir 0 dén 9). Hdi trong cac ménh dé dudi day, ménh
dé nao dung, ménh dé nao sai?

a) SO cach chon ra mot tap gom 3 s6 ty nhién tir tap X la 120 (cach).

b) C6 tat ca 120 s6 ty nhién gom 3 chit s6 khic nhau chon tir X, sao cho cac chit
sO cua no xép theo chiéu giam dan khi tinh tir trai qua phai.

c) C6 tat ca 120 s6 ty nhién gom 3 chitr s6 khac nhau chon tir X, sao cho cac chir
sO cua no x€p theo chiéu tang dan khi tinh tir trai qua phai.

d) Co tat ca 240 cach chon ra moét tap gom 3 so tw nhién tir X sao cho khong cé
hai s6 tw nhién nao duogc chon la lién tiép nhau.

N J

X ¢6 10 phan tu.

a) Chon moét tdp 3 phan tr (khong ké thir tu):

= a) PUNG.

b) Moi tap 3 chir s6 cho diing mét cach xép gidm dan. Vi chit sé 1é6n nhat ding dau va
no luén khac 0 (do cé it nhat mot chir s6 16n hon né khoéng ton tai — chinh xac hon: néu
chir s6 dau la 0 thi ca ba chir s6 déu < 0, v0 1i), nén moi tap déu cho moét sé hop 1é:

C3y = 120.

— b) DPUNG.
c) Xép tang dan thi chit s6 nho nhdt ding dau. Néu tap chira 0 thi 0 ding dau — khong
phai s6 tw nhién cé 3 chir s6. Vay phai loai 0 ra:

9.-8-7
cg=22

= 84 # 120.
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= ¢) SAI (déap s6 dung la 84).
d) Ap dung b6 dé véin =10, k=3, d = 2:

Cf073+1 = Cg = 56 7é 240

= d) SAI (dap s6 dung la 56).

Kétqua: a) D b)D ¢)SB4) d)S (56)

|\ J/

Ghi chi. Cap b) - c¢) 1a bay déi xing kinh dién. Cung 1a “xép theo mdt chiéu don
diéu” nhung gidm ddn thi chir s6 0 vd hai (n6 luén nam cudi), con tdng ddn thi 0 bi
ddy 1én dau va lam héng s6. Chénh nhau dung CZ = 36 tap c6 chira 0: 120 — 36 = 84. v/

Q. ciu2 \

Cho tadp X gom céc sé tw nhién nam trong doan [1;30]. Goi T la s6 céach chon ra 4
sO tw nhién tr X sao cho khong c6 hai s6 tw nhién duoc chon la lién ti€p nhau. Hay

T
xac dinh —.
: 10

N J
Buoc 1. Viét diéu kién duéi dang bat dang thic.
Goi bon s6 duoc chonla 1 < z; < 25 < 23 < 24 < 30. “Khong lién tiép” nghia la

Tog—T1 =2, T3—T2>2, Ty—x32>2.
Buéc 2. Poi bién nén khoang cach.
bat
y1=m1, Ya=w2—1, ys=x3—2, ys=mx4—3.

Khi d6 y1 < v < y3 < ya (C&c bat dang thirc ngat) va
lgyl, y4:m4—3§30—3:27.

Phép do6i bién nay la song anh: tir méi bd (y;) tdng ngat trong [1;27] ta khéi phuc lai duy
nhat mot bo (x;) hop 16.
Buoc 3. Pém.

27-26 - 25 - 24
T=Cy="—"—""""=17550.
24
Buoc 4. Tra loi. -
— = 1755.
o = 1755

~ 2 T
[ Ket qua: 7 = 17550; 0~ 1755 ]

Cho tap X gom céc s6 tw nhién nam trong doan [1;25]. Hoi ¢6 tat cd bao nhiéu céch
chon tlr X ra 5 s6 tw nhién sao cho khong c6 hai s6 ty nhién nao duoc chon hon kém
nhau dudi 4 don vi?
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Budc 1. Dich diéu kién.
“Khong hon kém nhau duéi 4 don vi” nghia la hiéu hai sé bat ki phai > 4. Véi 21 < 25 <
--- < x5 thi chi can céc hiéu lién ké thoa:

Tit+1 — T4 >4 (2 = 172)374)'

Buoc 2. Nén khoang cach véi d = 4.
Dé.t Yi = Tj — 3(i — 1), tic

Y1=x1, Yo=x2—3, Y3 =23 — 06, y4 =24 — 9, y5 = x5 — 12.

Khidéy1<y2<---<y5véy5§25—12:13.

Butc 3. Bém. 13-12-11-10-9
N=Cd, =2 % "7 7 _1987.

Keét qua: 1287 cach

Ghi chi. Ap thang cong thic tdng quét: CF_ , ;) = C35_54 = C};. Ki€m tra tinh
kha thi trudc khi tinh: cann > (d—1)(k—1) +k, & day 25 > 12+ 5 = 17 — c¢6 nghiém.
Néu vé phai 16n hon n thi dap s6 bang 0.

Q. Cciud N

Goi T la s6 cach xép 7 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nit thanh mét hang ngang sao cho

gitta hai nir luén cé it nhat hai nam. Hay xac dinh % (lam tron két qua dén hang
don vi).

S J
Budc 1. Panh sé vi tri.

Hang cé 7+ 3 = 10 vi tri, danh s6 1 dén 10. Goi a; < as < a3 la vi tri cia ba ban nir.

“Gitra hai nir ¢6 it nhat hai nam” nghia la giita hai vi tri nir lién ké c6 it nhat 2 vi tri tréng
cho nam:

6@*@123, CL3*CL223.

Buoc 2. Nén khoang cach véi d = 3.
Détbi:ai—Q(i—l):blzal, bo = a9 — 2, b3 = a3z — 4. Khidébl<b2<bgVébg§10—4:6:

s6 bo vi tri = C3 = 20.

Buoc 3. Hoan vi cac ban.
Ba ban nit vao ba vi tri da chon: 3! = 6 cach. Bay ban nam vao bay vi tri con lai: 7! = 5040
cach.
Buéc 4. Nhan lai.
T=20-3'-7'=20-6-5040 = 604 800.
T

— = 6048.
100

~ kd T
[ Ket qua: T = 604800; 100 =16048 ]
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Ghi chi. Pirng nham “khoang cach vi tri” véi “sé nguoi ¢ gitra”. Néu gitra hai
nit c6 m nam thi hiéu chi s6 la m + 1. O day m > 2 = hiéu > 3, titc d = 3 ch khong
phai d = 2.

Q. Ciu5 N

Goi T la s6 cach xép 8 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nir thanh mét hang sao cho gitra
hai hoc sinh nit luén c6 it nhat ba hoc sinh nam. Hay xac dinh s6 du khi 1ay T chia

cho 10000.
\ Y,

Buoc 1. Pat bai toan.
Hang c6 8 + 3 = 11 vi tri. Ba vi tri nit a; < as < a3 thoa

az —aj > 4, ag —ag >4 (Vi co 23nam6glfra)

Budc 2. Nén voi d = 4.
bi:ai—?)(i—l), d0d6b3§11—6:5:

s6 bo vi tri = C3 = 10.

Buéc 3. Hoan vi.
T=10-3'-8"=10-6-40320 = 2419 200.

Buoc 4. Lay sé duw.

2419200 = 241 - 10000 + 9200 = s6 du = 9200.

Két qua: 7 =2419200; s6 dw =|9200

| Ciu6 \

M6t con chau chdu dang &vi tri A va du dinh nhdy dén C. Moi lan né chi nhay duoc
mot quang bang do dai canh mét 6 vudéng nhd, va chi c6 thé nhay theo huéng AB
hoac hudéng AD; moi l1an nhay theo huéng AD thi né lai phai nhay lién tiép it nhat
hai 1an theo huéng AB d€ 14y sttc. Biét hanh trinh gém 9 buéc theo huéng AB va 4
budc theo huéng AD. Hay dém s6 cach di du tiéc ctia con chau chau nay.

S J
Budc 1. Ma hoa hanh trinh thanh mét chuéi.

Hanh trinh la mét day 9 + 4 = 13 buéc, trong do cé 4 budc loai AD (ki hiéu Y) va 9 bude
loai AB (ki hiéu X). BPanh s6 cac budc tir 1 dén 13.

Budc 2. Dich diéu kién thanh khoang cach chi sé.

Sau moéi budc Y phai c6 it nhat hai budc X lién tiép, tic la gilta hai buéc Y lién ké phai
c6 it nhat 2 budc X. Goi a; < as < ag < a4 1a vi tri cua bon budc Y:

ajy1 — a; = 3.

Budc 3. Nén voi d = 3.
bi:ai—Q(i—l),khidCl)bl<b2<bg<b4Véb4§l3—6:7Z

N = CF = 35.
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Buoc 4. Két luan.
Moéi bo vi tri xdc dinh duy nhdt mot hanh trinh (cidc budc cung loai khéng phan biét

nhau).
Két qua: 35 cach

Ghi chi. Pay chinh la bai toan vach ngan khoac 4o chuyén déng. Moi bai
“duong di trén ludi c6 rang budc nhip diéu” déu quy vé viéc chon vi tri cho loai budc
hiém hon, roi nén khoang céach.

Q. Ciu7 S

Goi T la s6 cach x€ép 6 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nit thanh mo6t hang doc sao cho
gitta hai hoc sinh nit luén cé it nhat hai hoc sinh nam, va mo6t dau hang la nit con

n n N \ ~ Ve . T \ \ ~ 2 ~ \ .
mot dau hang la nam. Hay xac dinh T (lam tron két qua dén hang don vi).
\ J
Buoc 1. Hai diéu kién chong 1én nhau.
Hang c6 9 vi tri. Ngoai rang budc khoang cach a; — a; > 3, a3 — as > 3, con thém: trong
hai dau hang (vi tri 1 va vi tri 9) phai c6 dung mét vi tri la nit.
Buoc 2. Chia hai truong hop doi xung.

e TH1: a; =1 (dau trén la ntt) va 9 ¢ {as; a3} (dau dudi la nam).
 TH2: a3 =9 (dau duéi la nit) va 1 ¢ {a;} (dau trén la nam).
Hai truomg hop roi nhau (néu ca hai dau déu nit thi khéng thoa dé) va déi xiing qua phép
lat nguoc hang, nén chi can dém TH1 réi nhén déi.
Buéc 3. Pém TH1.
ap=1,can ay >4, az3 > as + 3, va as < 8.

as as hop lé
4 7,8
5 8

Vay TH1 c¢6 3 bo vi tri. (V6i as > 6 thi a3 > 9 — vi pham.)
Buéc 4. Tong s6 bé vi tri va hoan vi.
sObOvitri=2-3=6.
T=6-3-6'=6-6-720 = 25920.
T

— = 2592.
10

~ kd T
Ket qua: 7' = 25920; 0= 2592

Ghi chi. Vi sao khéong dung thang céng thiic nén? Vi diéu kién “ding mot dau
la nit” ghim mot bién vao bién, pha v& tinh tw do cua phép déi bién. Khi ¢ rang
budc & bién, hay liét ké cé hé thong nhuw Budc 3 — s6 trwomg hop ludn rat nhdé.
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Q. Ciu8 \

Tién hanh xép 10 cuén sach khac nhau vao 4 ngan hang ngang. Hai cach duoc goi
la giéng nhau néu thod mén dong thoi: tinh tir trdi qua phai, sé lwong sach trong
moi ngan la nhw nhau; va trong moi ngan cac cuén sach duoc xép c6 thir tw giong
nhau. Goi 7T la sé cach x€p sao cho méi ngan dwoc it nhat hai cuén. Hay xac dinh

T S 8 < 8 o 8 .
10000 (lam tron két qua dén hang don vi).
\ J
Buéc 1. Hiéu diang “hai cach giong nhau”.
binh nghia cua dé néi rang moét cach xép duwoc xac dinh bdi: cuén nao ndm ngdn ndo va
thit tw cdc cudn trong ting ngdn. Vay thi ty ¢ phan biét.
Budc 2. M6 hinh “xép thanh mét hang roi cat”.
Xép ca 10 cudn sach thanh mot hang ngang: 10! = 3628 800 cach. Sau d6 chén 3 vach ngan
dé chia hang thanh 4 doan lién ti€p — doan th i chinh la ngan thit i (doc tir trdi qua
phai).
Phép tuwong Gmg nay la song anh véi cac cach xép sach cé thir ty vao 4 ngan.
Budc 3. Pém so cach cat sao cho moi ngan > 2 cudn.
Goi a1, a,a3,a4 > 2V0ia; +as+az+ag=10. Pat ¢; =a; — 2> 0:

gia tri

cit+cecatestcey=2 = C;;i—l :Cg = 10 cach.

Buéc 4. Nhan lai.
T =10!-10 = 3628800 - 10 = 36 288 000.

T
— = 3628,8 ~ 3629.

10000
~ 2 T
Ghi chi. Vi sao nhan dwoc 10! véi s6 cach cat? Vi voi moi bd sé luong (ag;. .. ;ay),
~ 7 A 7 N 7 A £ ]_ ‘ o
s0 cach phan sach kem thw tw déu bang b x aylaslaslay! = 10! — khong phu
. CL1!(Z2!G3!CL4!
thuoc bo so6 lwong. Do 1a li do cong thirc tach gon thanh tich.

Quanh chu vi mot bo ao dang cé 20 cay duwoc trong cach déu nhau. PE€ giam mat do
cdy, nguoi ta c6 ké hoach loai béd di 5 cay, sao cho céc cay nay sé khéng dugc & canh
nhau. Héi c6 tat ca bao nhiéu céch loai bd di 5 cay thoa mén yéu cau cua ké hoach?

Buéc 1. Piém khac biét: day la bai toan trén vong tron.

Trén hang théng, ciy sé 1 va cdy sé 20 khong ké nhau; trén vong tron thi cé. Khong dung
truc tiép CF_, ., duoc.

Buoc 2. Cong thic cho vong tron.

S6 cach chon k phan tir khong ké nhau trén vong »n phan ti la

n k
n—k n—k

Chirng minh nhanh: c¢6 dinh mot cay P trén vong.
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e Néu P bi chon: hai cay ké P chac chan khong duoc chon; bé P va hai cay ké di, con

lai mot doan thdng n—3 cay, can chon k—1 cay khéng ké nhau: C(k{_lg,)_(k_nﬂ =Cckl .

« Néu P khéng bi chon: bd P di, vong “mé” thanh doan thang n — 1 cdy, can chon &
cay khong ké nhau: CF_,.
Cong lai va rat gon cho dung céng thic trén.
Buoc 3. Thay so n = 20, k = 5.

20 4
N = 1—50f5:§.3003:4-1001:4004.

Buéc 4. Kiém tra bang cach céng hai truong hop.
Cty + CF5 = 1001 4 3003 = 4004. v/

(Pay chinh la hai nhanh “P bi chon” va “P khong bi chon” véi P c6 dinh — nhung luu y
cach cong nay chi dung khi ta cé dinh P va khéng nhan thém gi.)

Keét qua: 4004 cach

\ J/

Ghi chi. So sanh dé thay anh huéng cua viéc “khép vong”. Néu 20 cdy xép
thanh hang thdng thi dap s6 la CJ; = 4368. Viéc néi hai dau lai lam mét 364 cdu hinh
— chinh la nhiitng cdu hinh chon ca cay s6 1 1an cay sé 20.
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CHUONG 12

Ki NANG XU Li UOGC NGUYEN DUONG

aq 2

B6 coéng thirc nén. Cho z = p{'p5?---p% (phan tich thira s6 nguyén t6). Moi wdc
nguyén duong cta z déu c6 dang p{* - p% véi 0 < a; < o;. Do d6:
« S8 u6c: d(z) = (a1 +1)(az + 1) (am + 1).

un p?i'f'l -1

« Téng cac woc: o(z) = [[“—
pi—1

=il
e U6c chia hét cho k: viét d = k - t; khi do t chay khap céac wdc cua % Vay s6 udc
T
k
. Ghépcépde%: d>M —

cua z chia hét cho k bang d( ) va téng cua chung bang k - a(f).

k

o % bay la meo bién “dém wéc 16n” thanh

d
“dém wdéc nho” — ludén dé hon nhiéu.

Q. ciul \

Cho s6 nguyén duong = = 388800 = 26 .35 .52, Hoi trong cac ménh dé dudi day, ménh
dé nao dung, ménh dé nao sai?

a) z cO tat ca 126 wéc nguyén duong.
b) z co tat ca 116 wéc nguyén duwong 16n hon 12.
c) z c6 tat ca 2 wéc nguyén duwong 1ém hon 194 399.

d) z c6 tat ca 5 wéc nguyén duong 1én hon 55011.
\ J
a) Sé udc.

d(z) = (64+1)(B+1)(2+1)=7-6-3 = 126.

= a) PUNG.

b) Uoc 16n hon 12.
bém phan bu: liét ké cac wéc < 12. Ubc cua z chi gom céc thura sé 2,3,5, nén trong
{1,...,12} ta loai ngay 7 va 11:

1,2,3 4,5, 6,8, 9,10, 12 = 10 udc.
(Ki€m: 22-3=12hoplévias =6>2, a3 =5>1.)
#{d > 12} = 126 — 10 = 116.

— b) DPUNG.
c) Uoc 16m hon 194399 — dung ghép cap.

x 388800
194399 194399

~ 2,0000 (> 2).

Vi wéc d, ta cé d > 194399 +— % < 2,0000..., tic % € {1;2}. Ca 1 va 2 déu la wéc cua =z,

cho d = 388800 va d = 194 400.
#{d > 194399} = 2.
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= c¢) PUNG.

d) Uéc 16mn hon 55011.
388800

55011
Vay d > 55011 <— % <7(WVi % nguyén va nhé hon 7,067). Cac wéc cua = khéng vuot qua
7la

~ 7,067.

1,2, 3, 4,5 6 (s67khong phai wéc) = 6 uwoc.
Ménh dé noéi 5. = d) SAI (dap so6 dung la 6).

( )

Kétqua: a) P b)DP c¢)DP d) S (dung phai la 6)

(. J

Ghi chi. Vi sao dé chon nguéng 1é nhw 194399 va 55011? D& budc thi sinh phai

chia roi lam tron dung chiéu. Nhé: d > M < % < % — d&u bat dang thirc dao

chiéu, va vi 3 nguyén nén ta ldy phan nguyén cua % (cht y truong hop chia hét).

| Ciu2 N

Cho s6 nguyén duong = = 633600 = 2% -32.52.11. Hoi trong cac ménh dé dudi day,
ménh dé nao dung, ménh dé nao sai?

a) r cé tat ca 162 wéc nguyén duong.
b) z c6 tat ca 36 wéc nguyén duong chia hét cho 440.
c) Téng tat ca cac wéc nguyén duong cua z la 2471 196.

d) Téng tat ca cac wéc nguyén duwong chia hét cho 440 cua = 1a 2162 160.
. J
a) So uoc.

dz)=@B+1)2+1)2+1)(1+1)=9-3-3-2=162. PUNG.
b) Uéc chia hét cho 440.
440 = 23 . 5-11. Moi woc d cua = chia hét cho 440 déu viét duoc d = 440t v6i ¢ 1a wéc cua
T 633 600

440 440
#{d} =d(1440) = 5+ 1)(2+1)(1+1)=6-3-2=36. PUNG.

= 1440 = 2° . 32 . 5.

c) Tong cac uéc.
221 3 -1 52-1 112-1
_ . : . —511-13-31-12.
o(x) 1 5 1 10 5 3-3
Tinh dan: 511 - 13 = 6643; 6643 -31 = 205933; 205933 - 12 = 2471 196. PUNG.
d) Tong cac uéc chia hét cho 440.
Céac woc d6 1a 440t voi ¢ | 1440, nén téng bang

26 _1 33-1 52-1

440 - 0(1440) = 440 - ~— . [ = 440-63-13-6.
63-13 =819; 819 -6 =4914; 440 -4914 = 2162 160. PUNG.
[ Kétqua: a) P b)DP ¢)b d)b ]
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Ghi chi. Mau chét cua y b) va d) 1a phép d6i bién d = 440t — né bién mot bai toan
“dém/cong cé diéu kién chia hét” thanh mot bai todn co bdn trén so ﬁo biéu kién
ap dung: 440 phai la wéc cua z; hay ki€ém tra diéu nay trudc.

Q. Ciu3 S

Cho s6 nguyén duwong = = 6350400 = 26 - 3*. 52. 72, Hdi trong cac ménh dé dudi day,
ménh dé nao ding, ménh dé nao sai?

a) z co tat ca 315 wéc nguyén duong.
b) = co tat ca 90 wéc nguyén duong chia hét cho 252.

c) x cO tat ca 157 wéc nguyén duong 1é6n hon 2522.

d) Téng tat ca cac wéc nguyén duong chia hét cho 252 clia = 1a 25185 888.
N J
a) d(z)=7-5-3-3=315. PUNG.

b) 252:22-32-7%’:1%:25200:24-32-52-7.

d(25200) =5-3-3-2=90. PUNG.

c) Uédc 16n hon 2522 — khai thac tinh chinh phuong.
Nhan xét then chot:

Vv =/6350400 = 2520 (Vi 25202 = 6 350 400),

nén z la s6 chinh phuong va 315 la s6 1é — dang nhuw li thuyét.
Céc uéc ghép thanh cap (d; %) d6i xtng qua 2520, véi 2520 la wéc duy nhat tw ghép véi

chinh né:
315 -1

#{d < 2520} = #{d > 2520} = = 157.

Con phai kiém tra khoang (2520; 2522]: s6 2521 khong chia hét 2 (thi: 6 350400 : 2521 khong
nguyén), va 2522 = 2 - 13 - 97 ¢6 thira s6 13 nén khong la wéc. Vay

#{d > 2522} = #{d > 2520} = 157. DUNG.

d) Téng céc wéc chia hét cho 252:

251 33-1 53—-1 72-1

1 5 1 5 =252-31-13-31-8.

252 - 0/(25 200) = 252 -

31-13 = 403; 403 -31 = 12493; 12493 -8 = 99944; 25299944 = 25185888. DPUNG.

4 \

Kétqua: a) P b)P )b d)b

- J

Ghi chi. Dau hiéu nhan biét sé6 chinh phuwong qua s6 woc: d(z) [é < x chinh
phuong <= moi s6 mil a; déu chan. O day 315 1é nén ta biét trudc = chinh phuong,
va meo ghép cap quanh /z dung duoc ngay.
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Héay tim s6 wéc nguyén duwong chung cta hai s6 nguyén duwong 302400 va 570 240.

Budc 1. Phan tich thira sé nguyén to.
302400 = 2°-3%.5%.7, 570240 = 27 .3%.5.11.
Buoc 2. Uéc chung = wéc cua UCLN.

Mot s6 d la wéc chung cua hai sé khi va chi khi d la wéc ciia UCLN cta chung. Lay sé mi
nhé hon & moi thira s6 nguyén té chung:

ng — 2min(5;7) . 311’1111(3;4) . 5min(2;1) — 25 . 33 . 5
(Thira s6 7 chi c6 & sO thir nhat, 11 chi cé & s6 thir hai nén déu khéng xuat hién.)
Budc 3. Pém uoc.

diged) = 5+ 1)(B3+1)(1+1)=6-4-2 = 56.

Két qua: 56 wéc chung

Ghi chi. Cach hiéu tuong duong (dém bé sé mii). Uéc chung c6 dang 2#3°5¢ véi
0<a<50<b<3,0<c<1—modibién doc lap nhau, cho 6-4-2 = 56. Day chinh la
cach nhin “dém b6 s6 mii” xuyén sudt ca chuong.

Hoi c6 tat ca bao nhiéu so6 tw nhién c6 7 chit s6 duwoc chon tr X = {2;3;4;5;6;7} ma
tich ctia cac chir s6 ctia n6 bang 7000?

Buéc 1. Phan tich sé dich.
7000 = 23 .53 . 7.

Buoc 2. Truy nguoc bo chir so.
Thira s6 7 chi ¢ thé dén tlr chir s6 7, va chi mot chir s6 7 (vi 72 1 7000).
Thira s6 5° chi dén tw chit s0 5, can diing ba chit s6 5.
Con lai tich 23 phai chia cho 7 — 1 — 3 = 3 chir s6 nita, moi chir s6 thudc X va la luy thura
cua 2: chi c6 2 va 4. Ba chir so cé tich 8: bat budc 2-2 - 2.
Vay b0 chir s6 duy nhat la
{2;2;2; 5;5;5; 7}.

Buoc 3. Pém so cach xép (hoan vi lap).

71 5040

= = 140.
3r-3r-1! 36

Keét qua: 140 so tw nhién

Ghi chi. Quy trinh chuan cho moi bai “tich cac chir s6”. (1) Phan tich thira s
nguyén to. (2) Ghim cac thira s6 nguyén to6 “hiém” (7, 5) vi chung chi ra tir mét chir
s6 duy nhat. (3) Phan luy thira ctia 2 va 3 mdi can chia truong hop. (4) V6i moi bod
chir s6, dung hoan vi lap.
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Hoi c6 tat ca bao nhiéu so6 tw nhién c6 6 chitr s6 duoc chon tr X = {2;3;4;5;6;7} ma
tich ctia céc chir s6 ctia né bang 7000?

Buéc 1. Van ghim 7 va ba chir sé 5.

Nhuw Cau 5: mot chir s6 7, ba chit s6 5. Nhung bay gior chi con 6 — 1 —3 = 2 chit s6 cho phan
23.

Buodc 2. Hai chir sé co6 tich bang 8.

Trong X, cac chir sé la luy thira cua 2 chi c6 2 va 4. Can u - v =8 v&i u,v € {2;4}:

u-v=2-4=8v  (2-2=4va4-4=16 déu loai).

Vay b6 chir s6 duy nhat la {2;4; 5;5;5; 7}.
Buéc 3. Hoan vi lap.
6! 720

— == — 190
1113111 6

Keét qua: 120 so tw nhién

Ghi chi. So sanh Cau 5 va Cau 6. Cung tich 7000, chi déi s6 chit s tir 7 xuéng 6:
ba chit s0 2 bi “gop” thanh 2 va 4. Bt mot chir sé6 dong nghia véi viéc phai nhdn gép
hai chir s6 lai — d6 la toan b bi quyét cua dang bai nay.

Q. Ciu7 N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu so6 ty nhién c6 8 chir s6 dwgc chon tir X = {2;3;4;5;6;7;8} ma
tich cta céac chir s6 ctia n6 bang 12600?

S J
Buéc 1. Phan tich.

12600 = 23-3%2.52. 7.

Budc 2. Ghim cac chir s6 bat budc.

M6t chir s6 7; hai chir s6 5. Con 8 — 1 — 2 = 5 chit s6 phai c6 tich 23 - 32 = 72, moi chit s6
thudc {2;3;4;6;8}.

Budc 3. Tim moi b 5 chir sé cé tich 72.

Nam chirs6 déu > 2 nén néu c6 mot chir so > 4 thi bon chir sé con lai da cho tich > 2* = 16,
tong tich > 64; ta ra ting kha nang cho chir s6 16n nhat:

Chir s6 16n nhat Bon chir sé con lai can tich Két luan
8 9 v6i bon chir sé > 2 vo li (> 16)
6 12 véi bon chir s6 > 2 vo 1i (> 16)
4 18 véi bon chir sé > 2 vo li (> 16, va 18 khong dat dwoc)
3 {2;2;2;3} cho tich 24; {2;2;2;2} cho 16 chi {2;2;2;3;3} dat 72

Vay chi mét bo thoa: {2:2;2;3;3} (ki€m tra: 23-32 =8.9="72 V).
Budc 4. Ghép lai va dém hoan vi cua ca 8 chir so.
B6 day dua: {2;2;2; 3;3; 5;5; 7}.
8! 40320 40320
3r-20.21.11 6-2-2 24

= 1680.
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{ Két qua: 1680 sé tw nhién ]

Hoi cé tat ca bao nhiéu so6 ty nhién cé 6 chitr s6 dwgc chon tir X = {2;3;4;5;6;7;8} ma
tich ctia cac chir s6 ctia n6 bang 12600?

Budc 1. Ghim va tinh phan con lai.
M6t chir s6 7, hai chirsé 5. Con 6 — 3 = 3 chit s6 6 tich 23 - 32 = 72, 14y tw {2;3;4;6;8}.
Buoc 2. Liét ké moi bd 3 chir sé co tich 72.

Bo Tich S6 hoan vi cua bd 6 chir so
6!

(3;4;6) 72 5 = 360
6!

{2:6;61 72 ST = 180
6!

(3;3;8) 72 ST = 180

(O cOt cudi, 2! 1a do hai chit s6 5; thém 2! nita néu bd cé mét chir s6 lap doi.)
Khong con bo nao khéc: {2;4;9} loai vi9 ¢ X; {8;9;1} loai twong tu; {2;36} khong phai chit
sO.
Buoc 3. Cong lai.
360 + 180 + 180 = 720.

Két qua: 720 s6 tw nhién

Ghi chu. Pay la cau duy nhat trong chuwong c6 nhiéu b chir sé. Cang it chit s6
thi cang nhiéu céch “gdp” céc thira s6 nguyén t6 lai, nén phai liét ké that can théan.
Meo liét ké khong sot: sap bo theo thi tw khong gidm va cho chir s6 nhé nhat chay
tang dan (2 — 3 — ...).

Hoi ¢6 tat ca bao nhiéu sé tw nhién cé 6 chir s6 ma tich cua cac chir s6 ctia né bang
126007

Budc 1. Piém khac véi Cau 8: chir sé lay twr {0;1;...;9}.

Chir s6 0 bi loai ngay (tich sé bang 0); chit s6 1 thi duoc phép va day chinh la diém méi.
Ngoai ra chir s6 9 = 32 cling kha dung.

Buoc 2. Ghim.

12600 = 23.32.52.7: mot chir s6 7, hai chirso 5. Con 3 chirso c¢6 tich 72, 18y tir {1;2;3;4;6;8;9}.
Buoc 3. Liét ké moi bd 3 chir sé co tich 72.
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Bo Tich S6 hoan vi cua bd 6 chir sé
6!
{1;8;9} 72 5 = 360
6!
{2;4;9} 72 o= 360
6l
{3;4;6) 72 5 = 360
6!
{2:6;6} 72 5r51 = 180
6!
{3:3;8} 72 5r5 = 180

Buoc 4. Cong lai.
360 - 3 + 180 -2 = 1080 + 360 = 1440.

(Khong can loai truong hop “chit s6 0 ding dau” vi b chir s6 khong chira 0.)

Keét qua: 1440 sé tw nhién

\ J/

Ghi chi. So véi Cau 8, ta duwoc thém dung hai bo: {1;8;9} va {2;4;9} — ca hai
déu nho chir s6 9 va 1 von khong cé trong tap X cua Cau 8. Chénh 1éch: 1440 — 720 =
720 = 360 - 2. v

Hoi ¢ tat ca bao nhiéu sé tw nhién cé 6 chir s6 ma tich cua céc chir s6 cia né bang
352807

Buoc 1. Phan tich.

35280 =2%.3%.5. 7%
Buéc 2. Ghim cac thira s6 hiém.
72 budc phai c6 hai chir sé 7; 5 budc phai cé mét chir so 5.
Con 6 — 3 = 3 chir s6 co tich 2% - 32 = 144, 14y tur {1;2;3;4;6;8;9}.
Buoc 3. Liét ké moi bd 3 chir sé co tich 144.

Bo Tich S6 hoan vi cua bo 6 chir so
6!
{2;8;9} 144 o= 360
6!
(3:6:8} 144 57 = 360
6!
{4;4;9}) 144 Sigi = 180
6!
{4;6;6) 144 5igi = 180

(2! & mau la do hai chit s6 7; thém 2! nita néu trong bo co chir so lap doi.)
Ki€m tra khong sét: bo phai cé téng s6 mil cua 2 bang 4 va cta 3 bang 2; véi ba chir s6
< 9 thi bon bo trén la tat ca ({1;x; x} can hai chir sé tich 144 > 81 — v0 1i).
Buoc 4. Cong lai.
360 + 360 + 180 + 180 = 1080.

[ Keét qua: 1080 sé tw nhién ]
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Ghi chi. Chét phuong phap ca chuong. Moi bai “tich cac chit s6 bang N” déu
theo dung b6n nhip: phan tich N — ghim céc thira s6 nguyén té6 > 5 (vi ching chi
sinh tir mo6t chir s6 duy nhat) — liét ké bo chit s6 cho phan 2?3* — hoan vi lap cho
tung bo roi cong. Néu tap chir s6 cho phép s6 0 thi nhé trir cac truong hop 0 ding
dau — & céc bai trén, 0 khong bao gio xuat hién nén budc dé duoc bo qua.
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CHUONG 13 ) N
XAC SUAT CO PIEU KIEN VA TU DUY GOP PHEP
THU
Ba cong thurc tru cot.
e Xac suat cé diéu kién: P(A|B) = P(;l(]r;)B) véi P(B) > 0.
¢ Cong thirc xac suat toan phan: néu 4, ..., 4,, la mot hé day du (roi nhau, pha

hét) thi
P(B) =) P(Ai) P(B| Ai).
=1

P - P(AL)P(B| A
* Cong thuc Bayes: P(A; | B) = Z-(P(]ié)l-)jf’(lg | 'Z).

Meo rut ngan: véi cic bai chuyén bi qua hop, hady dung phép gép (Chuong 9) dé
tinh mau s6 P(B) trong mét dong thay vi cong ca hé day du. Chi tir s6 mdi can tach
truong hop.

Q. ciul N

Cho hai hop, ban dau hop I dung 12 vién bi dé va 6 vién bi xanh, hop II chwa dung gi.
Tién hanh 1ay ngau nhién 8 vién bi tir hop I sang hop II; goi A la bién c6 “hop II lac
nay co6 6 bi d6”. Sau do ldy ngau nhién tir hop II ra 4 vién bi; goi B la bién co “lay
duoc dung 2 vién bi dd”. Hay tinh P(A | B) (lam tron két qua dén hang phan tram).

- Y,
Budc 1. Tinh P(A).

Hop 11 nhén 8 vién tir hop I (12 dd, 6 xanh, téng 18). Bién c6 A la “6 dé va 2 xanh”:

P(A) = Ch-C§ 924-15 13860 70
- C% 43758 43758 221

Budc 2. Tinh P(B | A).
Néu A x4y ra, hop II c6 diung 6 do va 2 xanh. Lay 4 vién dwoc dung 2 dé (tic 2 do va 2
xanh):

c?.c2 15-1 3

PBIA==cr == ~u

Budc 3. Tinh P(B) — dung phép gop cho nhanh.
Bon vién bi cubi cung la mot tdp con ngau nhién gém 4 vién cua hop I ban dau (xem
Chuong 9), nén khéng can cong theo hé day du:

2 .02 1 11
P(B)2012 C¢ 66-15 990

Ci T 3060 3060 34
Buéc 4. Ap dung Bayes.
70 3 15
P(AYP(B|A) 291 14 3291 15 34 30
(418) P(B) 11 11~ 221 11 143
34 34
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Buoc 5. Lam tron.

30
P(A| B) = {15 % 0.2098 ~ 0,21.

< 2 30
Keét qua: P(A|B) = 5~ 0,21

Ghi chi. Day la cho phép gop phat huy sitc manh nhat. Néu tinh P(B) theo
cong thirc toan phan, ta phai cong 7 s6 hang tng véi hop 11 ¢6 2,3,...,8 bi do: P(B) =

ck Cs_k C]%C?_k ~ 2 = , S 11 ~ ~ N N . o
>k 120532 . Céif — két qua van dung bang 3;, nhung mat gap muoi lan thoi gian.

Q. Ciu2 N

Cho hai hop, ban dau hop I dung 6 vién bi dé va 5 vién bi xanh, hop II dung 5 vién
bi do va 4 vién bi xanh. Tién hanh 1dy ngau nhién 3 vién bi tir hop I sang hop II, sau
dé ldy ngau nhién tir hop II ra 2 vién bi. Hay tinh x4c suét dé hai vién bi 1ay duoc
deéu la bi cua hop I ban dau, néu biét hai vién bi nay déu c6 mau do6 (lam tron
két qua dén hang phan tram).

- J

Buoc 1. Dat tén bién co.

B: “hai vién 1dy ra déu d6”. A: “hai vién 1ay ra déu la bi géc hop I”. Can P(A | B).

Buoc 2. Vi sao phai tach truong hop?
S6 bi d6 trong hop II sau khi nhan phu thudc vao 3 vién chuyén sang. Goi Hj, 1a bién c6
“trong 3 vién chuyén cé k vién do6” (k = 0,1,2,3). Day la hé day du:

C3, = 165.

cko3=k 10 60 75 20

10 60 75 20
P(Hy) 165 165 165 165

Buéc 3. Sau khi chuyén, hop II cé gi?

Ho6p II ludn c6 9 + 3 = 12 vién, trong do6 sé bi do la 5 + k.
Buéc 4. Tinh mau sé P(B).

C%—i—k _ C152-|—k:
c2, 66

P(B| Hy) =

3 2
C 1
P(B) =Y P(H,) 2k _ 10-1 1 .21420-2
(B) = P(Hy) o 165.66(0 0-+60-15+75-21 420 - 28)

k=0

100 4900 + 1575+ 560 3135 19
o 10890 10890 66

Budc 5. Tinh tirsé P(AN B).
Hai vién déu do6 va déu thudc nhém 3 vién mdi chuyén sang = phai chon 2 trong k vién
dd méi chuyén (can k > 2):

Cp 75-1420-3 135 9

3
P(ANB) = P(Hy)  — = = = Zop”
( ) g (H) 66 10890 10890 726
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Buoc 6. Chia.
135/10 890 135 9

P(A| B) = = = — ~0,0431 =~ 0,04.
( | ) 3135/10 890 3135 209 ’ ’
4 \
. > 9
Két gqua: P(A|B)=— ~0,04
qua: P(A4|B) = 55~ 0,
(G J

Ghi chi. Kiém tra bang truc giac: trong 12 vién ctia hop II chi c6 3 vién dén tir
hop I, tic ti 1é 1/4. Xac suat cd hai vién rat ra déu thudc nhém nho dé von da co

(i)2 ~ 0,06; thém diéu kién “déu d6” lam gidm nhe nita. Con s6 0,04 la hop li.

AT \

Lép 12A ¢6 28 hoc sinh nam va 12 hoc sinh nit; 1ép 12B ¢6 24 hoc sinh nam va 16 hoc
sinh nit. Chon ngau nhién hai em hoc sinh tir 16p 12A va ba em hoc sinh tur 16p 12B
dé 1ap thanh mot t6 ndm em di du dai hoi chi doan. Chon ngau nhién mét trong
nam em nay bau lam té trudng. Hay tinh xdc sudt d€ hoc sinh 16p 12A duoc lam t6
trudng, néu biét hoc sinh nitr dwoc lam t6 truéng (lam tron két qua dén hang phan
tram).

S J

Buéc 1. Rat gon bai toan — khéng can dém t6 hop!

T6 truéng duoc chon ngau nhién trong 5 em, trong d6 2 em dén tir 12A va 3 em tlr 12B. Vi

moi em trong 16p déu c6 cung kha nang duoc chon vao t6, ta chi can biét:

Ve ~ ~2 2 \ . 2 2 2 3
* Xac suat toé truong la nguoi cua 12A: o cua 12B: =

A~ ~ kd ~ A N Ve ~ Ve N ~ s kd " ~ kd Ve 12
* Néu to truong dén tw 12A thi xac suat em do la nir bang ti 1€ nir cua 16p 12A: i 0,3.
» N 1
* Néu dén tu 12B: £ =0,4.
Buoc 2. Tinh hai tich.
. 2 12 24
P(12ANnt) = - — = — =0,12;
( ) 5 40 200 0,12;
~ 3 16 48
P(12B =—-.—=— =0,24.
(12BO0W) = 7 35 = 5090 = *
Budc 3. Tinh P(nir) va ap dung Bayes.
P(nit) = 0,12 + 0,24 = 0,36;
o 0,12 1
P(12A =1 =" x ~ .
(12A | nit) 036~ 3~ 03333~ 033
L » 1
Keét qua: P = 3 ~ 0,33

Ghi chi. Vi sao duoc thay “xac suat em doé la nir’ bang ti 1é nir cua 16p? Vi
viéc chon 2 em tir 12A la ngdu nhién va khong nhin giéi tinh, nén méi em trong té,
xét riéng 1é, la mot hoc sinh ngau nhién cta 16p minh. Pay chinh la tinh than “gop
phép th” ap dung cho bai toan chon nguoi.
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Q. Ciud \

Cho hai 16p: 16p X ¢6 20 hoc sinh nam va 16 hoc sinh ni; 16p Y ¢é 15 hoc sinh nam
va 21 hoc sinh nit. Chon ngau nhién 3 em hoc sinh tir 16p X va 2 em hoc sinh tir 16p
Y dé lap thanh mot t6 nam em di dw dai hoi chi doan. Chon ngau nhién 1 trong 5
em nay bau lam t6 truéng. Hay tinh xdc sudt dé hoc sinh 16p X dwoc bau lam t6
trudng, néu da biét hoc sinh nam dwoc lam té trudng (lam tron két qua dén hang
phan tram).

\ J

Buoc 1. Ghi cac ti 1é.

Moi 16p déu co 36 hoc sinh.

d 2 n 2 2 A 2
P(t6 truong thuoc X) = %, P(t6 truong thugc Y) = =
20 5 15 )
P X)="="= P y)y= 2 _ 2.
(nam | X) %69 (nam | Y) %~ 19
Buéc 2. Tinh hai tich.
3 5 15 1 2 5 10 1
P(XNnam)=—- - = — = ~: P(YNnam) =- .- — = _—— ==
( ) 5 9 45 3’ ( ) 5 12 60 6

Buoc 3. Bayes.

11 1 1/3 2
P =-4+=-=- P(X “——=c-= = .
(nam) 3+6 5 (X | nam) 123 0,6667 ~ 0,67
< > 2
Ket qua: P:§z0,67

Ghi chi. DP6i chiéu véi Cau 3 dé thay cau tric chung:

ni
- .rl AT
P(16p, | giéi tinh g) = 3 -
(o, [g 9) %ﬁ + %Tz niry + nara

véi n; la s6 em 1ay tur 16p 7 va r; 1a ti 1& gidi tinh ¢ cta 16p dé. Mau so 5 triét tiéu —
nén thuc chat chi can hai phép nhan va mét phép chia.

Q. Cius_ N

Cho hai hop, ban dau hép I dung 6 vién bi dé va 5 vién bi xanh, hop II dung 5 vién
bi d6 va 4 vién bi xanh. Tién hanh 1y ngau nhién 2 vién bi tir hop I bé sang hop II.
Sau d6 ldy ngau nhién tir hop II ra 3 vién bi réi cam vao tay. Goi P la xac suat dé
trén tay c6 it nhat mot vién bi la cta hép I ban dau, néu biét céc vién bi trén tay
déu mau do. Hay xac dinh gia tri ctia 1000P (lam tron két qua dén hang don vi).

- J

Buéc 1. Hé day du theo sé bi dé duoc chuyén.

Goi Hy: “trong 2 vién chuyén tlir hop I ¢6 k vién d6” (k = 0,1,2), voi C3 = 55:

k 0 1 2

ckozk 10 30 15
Hép II sau do 5D 7X 6D 6X 7D 5X
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Hop 11 luén ¢6 9 +2 = 11 vién, s6 dd 1a 5 + k. Ta c6 C}; = 165.
Budc 2. Mau so: B = “ca ba vién déu do”.

2 cke2—k 03 ' ' .
P(B)_chcg, _ 5+k:10 10+ 30-20+ 15 35:100+600+525_1225

- 95 165 55 - 165 9075 9075

k=0

Buoc 3. Tir s6 — dung phan bu bén trong.
“ft nhat mot vién cta hop I” 1a phan bu cua “ca ba vién déu 1a bi géc hop I1”. Bi dé gbc
hép II ludn cé dang 5 vién, khong phu thudc :

2 _
— ckcz ™ ¢ ci 10

(BNA) ;;) 55 165 165 165
(vi téng cac P(H;) bang 1).

— 122 1 1225 —
P(ANB)=P(B)—-P(BNA) = 5 0 5—550 675

T 9075 165 9075 9075
Buoc 4. Chia. 67 o7
Buédc 5. Tra 1oi. o7
1000P = 1000 - o~ 551,02 ~ 551.
. R 27
Két qua: P = 19 = 05515 1000P ~

Ghi chi. Meo hay caa Bwédc 3: bién c6 “ca ba vién do déu la bi géc hop I1” c6 xac
suat khéng phu thudc k, nén khi cong theo hé day du no rut gon thanh moét s6 hang
duy nhéat. Nhan ra chi tiét nay tiét kiém dwoc ba phép tinh.

Bay: dung tinh “it nhat mot” bang cach cong céc truwong hop 1, 2, 3 vién tir hép I —
vira dai vira dé sot. Luén wu tién phan bu.




Chuong 14. NGUYEN Li BAO HAM — LOAI TRU Mai Thanh Ludn| 0854070701

CHUONG 14

NGUYEN Li BAO HAM — LOAI TRU

Phat biéu téng quat.

U
i=1

=D Al = ) JANA] + ) [ANANA| - -

i<j i<j<k
D&u ludn phién: cong céc giao &, trir cac giao chan.

Khi nao nén dung? Khi diéu kién cta bai toan la “hoac” (hop cua cac tap), hoac
khi diéu kién “khéng cé cai nao” dé chuyén thanh phan bu cia mét hop. Nguoc
lai, néu céc giao 4; N A; c6 cdu tric don gian va roi nhau thi dém truc tié€p lai gon
hon — khong phai bai nao ciing nén dung bao ham - loai trtr.

Q. Ciul N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu so tw nhién khong 16n hon 200 chia hét cho 2 hoac chia hét
cho 57?

- J
Budc 1. Pat tap.

Xét cac soO tw nhién tir 1 dén 200. Goi

A={n<200:2|n}, B ={n<200:5|n}.

Buoc 2. Pém tung tap.

200 200

Budc 3. Pém phan giao.
n chia hét cho cd 2va 5 <= n chia hét cho BCNN(2;5) = 10:

200
ANB|= || =20.

Buéc 4. Ap dung cong thirc.

|AU B| = 100 + 40 — 20 = 120.

Két qua: 120 sé

Ghi chi. Vi sao phai trir|AnB|? Céc s6 nhu 10, 20, 30, ... da dugc dém mét ldan trong
|A| va mét lan nita trong |B|. Trir di 20 la d€ moi s6 chi con duwoc dém ding mot 1an.
Luu y vé “soé tw nhién”. Néu tinh ca n = 0 (vi 0 chia hét cho moi s0) thi dap sé6 la
121. Dé thi phé théng thuwong ngadm hiéu la céc s6 nguyén duwong tir 1 dén 200.
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Hoi tlr tap X = {1;2;3;4;5;6;7} ta lap duoc tat ca bao nhiéu sé ty nhién cé 7 chir s6
khéac nhau sao cho moi s6 tw nhién duoc 1ap hoac c6 hai chir s6 1 va 2 ding canh
nhau hoac c6 hai chir sé 3 va 4 ding canh nhau?

Buoc 1. Pat tap va nhan dién chir “hoac”.
Moi s6 1a mét hodn vi cua cé 7 chir s6. Goi

A = {céc s6 c6 1,2 canh nhau}, B = {céc sb6 cb6 3,4 canh nhau}.
bé héi |Au B|.

Buoc 2. Pém |4 (ki thuat bé, Chuong 1).
B6 {1;2}: 2! cdch; khoéi cung 5 chit s6 con lai la 6 doi tuwgng: 6! cach.

|A = 2! 6! = 2720 = 1440.
Twong tu |B| = 2! - 6! = 1440.
Budc 3. Pém AN B| — bé hai khéi cung luc.
B6 {1;2}: 2!; b6 {3;4}: 2!. Bay gi® c6 hai khéi cung 3 chir s6 1& con lai (5,6, 7), tong cdng 5

doi tuong:
|IANB| =225l =2.2.120 = 480.

Buéc 4. Ap dung cong thirc.

|AU B| = 1440 + 1440 — 480 = 2400.

Keét qua: 2400 s6 tw nhién

Ghi chi. Kiém tra bang phan bu. Téng s6 hoén vi la 7! = 5040. S& cac s6 khéng
c6 cap nao canh nhau la 5040 — 2400 = 2640. Con s6 nay chiém khoang 52% — hop li,
N 26! 2

vi xac sudt mot cap cho truéc ding canh nhau trén hang 7 cho la 2% = 2.

Q. Ciu3 N

Xép ngau nhién 4 hat dau (coi nhw giéng nhau) vao 9 6 vuéng nho cta mot bang
vudng 3 x 3, sao cho méi 6 vuéng duoc xé€p téi da mot hat dau. Hay tinh x4c suadt dé
bat ki hang nao hoac c0t nao cling déu c6 it nhat mot hat dau.

\ Y,
Budc 1. Khéng gian mau.

n(Q) = Cy = 126.

ht mot cach xép hop 1é:
() ca 3 hang va ca 3 cot
déu c6 hat dau
o o

Buoc 2. Nhan xét cau truc.

C6 4 hat phan b6 vao 3 hang, moéi hang phai c6 it nhat mot hat = phén bo theo hang bat
budc la dang (2;1;1). Piéu twong tuw dung cho cot.

Budc 3. Pém truc tiép theo cau trac (2;1;1).
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* Chon hang chtra 2 hat: 3 cach.

¢ Chon 2 c6t cho hai hat ctia hang d6: C? = 3 cach. Goi hai ¢4t nay la c;, ¢y va cot con
1a1 la c3.

+ Hai hat con lai nam & hai hang con lai, méi hang dung mét hat. P& cot ¢; cling ¢6 hat,
it nhat moét trong hai hat d6 phai & cot ¢;. Mdi hat cé 3 lya chon coOt, téng 3 x 3 = 9;
trir di cac truong hop khéng hat nao & c;la 2 x 2 = 4:

9 —4 =5 cach.
n(A)=3-3-5=45.

( ) ]26 ]1 Y 9

Két qua: P(A) 0,36

:ﬁ%

Ghi chi. Pay la vi du cho 10i canh bao & dau chwong: bai nay cd thé giai bang
bao ham - loai trir trén 6 tap (“hang i rong”, “cét j rong”), nhung phai xt li 26 s6
hang. Dém truc ti€p theo cau truc (2;1;1) chi mat ba dong. Hay luén can nhac

truoc khi chon cong cu.

& vl N

Hoi ¢6 tat ca bao nhiéu cach chia 10 d6 vat khac nhau cho 3 nguoi sao cho moi nguoi
duoc it nhat mot mon qua?
N J
Buéc 1. Pat tap “vi pham”.
T6ng s6 cach chia tuy y: 3'°. Goi 4; 1a tp céc cdch chia ma nguoi thit i khéng nhadn mén
nao. Ta can

N =310_ |A1 UAQUA3|.

Budc 2. Tinh cac giao.
* |4;| = 2% = 1024 (moi mén chia cho 2 nguoi con lai); ¢6 C1 = 3 tap.
* |[A;NA;|=1"Y=1;cb6 CZ =3 cap.
* |A1 N Az N Az =0 (khong ai nhan thi 10 mon di dau?).

Budc 3. Ap dung bao ham - loai trir.

|A] U AU Ag| = 3-1024 — 3 -1+ 0 = 3072 — 3 = 3069.
Budc 4. Lay phan bu.

N =310 3069 = 59049 — 3069 = 55 980.

Két qua: 55980 cach

Ghi chi. Cong thirc gon cho k = 3 da gap & Chuwong 6: 3" — 3-2" + 3. Véi n = 10:
59049 — 3072 4+ 3 = 55980. v
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Q. CiuS S

Bd ngau nhién 8 14 thu vao 8 phong bi (da cé dia chi). Hay tinh x4c suéat dé:

1. c6 it nhat mot 14 thw dung dia chi?

2. c¢6 dung hai 14 thw dang dia chi?
\ J
Buoc 0. S6 mat thw tw (s6 derangement).
Goi D,, 1a s6 hoan vi ciia n» phan t&r ma khéng phan ti nao ding dung cho. Bao ham - loai
trir theo s6 14 thw dung dia chi cho

o (1)
pn:n1(1—1!+2!—--.+ 2 ) Dy = (1= 1) (Dot + D s).

Chay truy hoéi tir D; =0, Dy = 1:

1 2 3 4 5 6 7 8

D, ‘ o 1 2 9 44 265 1854 14833

Khéng gian mau: n(Q) = 8! = 40 320.

Y 1. Cé it nhat mét 1a dung dia chi.
Lay phan bu cta bién c6 “khong 14 nao dang”:

Dy 14833 25487
P=1——=1- = ~ 21 ~ 0.63.
! 8! 10320 ~ 40320 = 03 0,
. N 25 487
Ket aY1l:P=——=x
[ qu 1= Jo320 ~ 003 ]

Y 2. C6 dung hai 14 dang dia chi.
Buodc 1. Chon 2 14 sé ding dia chi: C3 = 28 cach.
Buoc 2. S4u 14 con lai phai sai hét (néu khong thi sé 14 ding nhiéu hon 2): Dg = 265 cach.

n(A) = 28 - 265 = 7420.

7420 53
Py= 0 = 2% 40,1840 ~ 0,18.
2740320 288
Két ué'YZ-P—ENOB
qua: X & /=5~

Ghi chu. Chi tiét quyét dinh cia Y 2: phai dung Dg chitr khéng phai 6!. Néu viét
C2 . 6! thi ta da dém ca céc truong hop cb 3,4,... 1a ding — d6 la “it nhat hai” chw
khong phai “ding hai”.

D 1
M6t hang s6 dep: — — — ~ 0,3679 rdt nhanh. V6in = 8 ta da c6 12833 = 0,36788.
— khép téi 4 chir s6 thap phan nén P, ~ 1 — 1~ 0,632 c6 thé nhadm ngay.
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Q. Ciu6 \

Bd ngau nhién 7 vién bi ¢6 cung kich thwdce va khéi luwong vao 4 chiéc hop khac nhau;
trong do6 c6 hai vién bi mau do duoc danh s6 1 va 2, hai vién bi mau xanh duwgc danh
s0 1 va 2, mot vién bi mau vang, mot vién bi mau tim, mot vién bi mau den. Hay tinh
xac suat dé khong c6 hai vién bi cung mau nao & chung mot hép va méi hop cé it
nhat moét vién bi.

\ J

Budc 1. Khéng gian mau.

Bay vién bi déi mét phdn biét (da dénh s6), moi vién chon mét trong 4 hop:

n(Q) = 4" = 16 384.

Buoc 2. Dat tén hai diéu kién.

C: “hai bi d6 khac hop va hai bi xanh khac hop”. M: “modi hép c6 it nhat mot vién bi”.
Can dém |C N M|.

Budc 3. Pém |C| va cac giao véi “hép rong”.

Vi 4 hop, s6 cach thoa C la: bi do s6 1 tw do (4), bi dd s6 2 khac hdp (3), twong tu hai bi
xanh (4 - 3), ba bi con lai tw do (43):

|IC|=(4-3)-(4-3)-4%=12-12- 64 = 9216.
Néu cdm j hop (chi dung 4 — j hop), cong thic tuong tu vdi co sb 4 — j:

ft) = (tt— 1))2 3 (t = s6 hop duoc phép dung).

t t(t — 1) £ F(8) = (t(t—1))%3

4 12 64 9216
3 27 972
2 2 8 32
1 1 0

Buoc 4. Bao ham - loai trir theo sé hop bi bo trong.

3

ICNM| = (—1)/C] f(4—j) = f(4) — 4f(3) + 6£(2) — 4f(1)

5=0
=9216 -4-972+6-32 — 0 = 9216 — 3888 + 192 = 5520.

Budc 5. Xac suat.

5520 345
P=—+—=—=~ ~ 0,34.
16384 1024 0,3369 %~ 0,3
4 N\
L > 345
K : P=—=0,34
et qua 1024 0,3
|\ J

Ghi chi. Visao phai dém f(¢) chit khéng dung thang |C| réi tri? Vi diéu kién C
(bi cung mau khéac hop) va diéu kién “hop rong” dan xen nhau — khi cdm b6t hop
thi s6 céch thoa C ciing thay déi. Ki thuit chuén: viét sé cach thoa diéu kién chinh
nhu mét ham cua sé héop khd dung, réi méi ap bao ham - loai trir 1én bién doé.
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Kiém tra bién: f(1) = 0 1a hop li — véi mot hop duy nhat thi hai bi dé budc phai
chung hoép, vi pham C.
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CHUONG 15

Ki NANG PEM NHAN TO HiNH HOC TRONG PA
GIAC

Bon céng cu nén cua ca chuyén dé

Xét da gidc déu (H) cé n dinh, ndi ti€p mot duwong tron. Danh s6 cac dinh 0,1,...,n—1
theo chiéu kim dong ho. Moi bd k dinh chia duwong tron thanh k& cung, do bang sé
budc g1 + go + - -+ gr = n V6i g; > 1. Moi tinh chat hinh hoc déu dich duoc sang ngon
ngilt cac cung:

¢ Canh cua (H) < cung tuong Gng bang 1 budc.

o

e GoOc ndi tiép tai mot dinh = nira s6 do cung bi chan =
déi dién).

e Puong kinh < hai dinh cach nhau g buéc (chi ton tai khi n chan).

x (s0 budc cua cung
n

e Da giac déu k dinh noi tiép <= k| n, khi d6 co % da gidc nhu vay.

Cho mot da gidc déu (H) c6 20 dinh. Hoi c6 tat ca bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh la
céac dinh cta (H) va c6 dang hai canh la canh cua (H)?

PHUONG PHAP

Dich “canh cua da giac” thanh “cung 1 buéc”. Tam gidc ¢ dung hai canh la
canh cta (H) nghia la hai trong ba cung bang 1; khi dé ba dinh phai lién tiép.

Budc 1. Mo ta cau hinh.

Goi ba cung 1a g1, g2, g3 V&i g1 + g2 + g3 = 20. “Pting hai canh la canh cua (H)” nghia la dung
hai trong ba cung béng 1, chdng han g; = ¢go = 1, khi d6 g3 = 18 # 1 — ty dong thoa diéu
kién “dung hai”.

Buéc 2. Nhan xét.

Hai cung lién nhau bang 1 nghia la ba dinh lién tiép trén da gidc: A;4; 14, .

Buéc 3. Pém.

Mobi bo ba dinh lién tié€p dwoc xac dinh béi dinh dau A;:

N = 20.
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Két qua: tam giac

Ghi chi. Téng quat: véi da gidc déu n dinh (n > 5), s6 tam gidc c6é ding hai canh la
canh cta da giac ludon bang n. Piéu kién n > 5 dé cung thit ba khéc 1 (trdnh truong
hop tam gidc déu khi n = 3).

Cho mot da gidc déu (H) c6 18 dinh. Héi cé tat ca bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh la
céc dinh cua (H) va c6 ddng mét canh la canh cua (H)?

PHUONG PHAP

Chon canh truéc, chon dinh thir ba sau — kém loai trir hai dinh ke. Day la
ki thuat “co dinh phan dac biét” quen thudc: canh cta da gidc chinh la phan dac
biét.

Budc 1. Chon canh cua (/) lam mét canh caa tam giac.

Pa giac c6 18 canh = 18 cach chon. Goi canh dé la 4;A4;.4.

Budc 2. Chon dinh thi ba.

binh thit ba phai khéac A4;, A;,; va khéng ké vdi ching — néu chon A,_; hoac A;., thi
tam gidc sé c6 hai canh la canh cua (H), khéng thoa “dung mot”.

18 — 4 = 14 céach.

Buéc 3. Nhan lai.
Moi tam gidc chi chita ding mét canh cta (H) nén khong bi dém lap:

N =18-14 = 252.

Két qua: tam giac

Ghi chi. Céng thic téng quat: n(n — 4). V6in = 18: 18 - 14 = 252. v Con s6 4 bi trir
gom: hai dinh ctia canh da chon va hai dinh ké hai dau canh do.

Cho mot da gidc déu (H) c6 15 dinh. Hoi c6 tat ca bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh la
céac dinh cta (H) va khdong cé canh nao la canh cua (H)?

PHUONG PHAP

Chon i dinh khong ké nhau trén vong tron (Chuong 11, Cau 9):

n

n—k

k
ck ..

Buéc 1. Ap dung céng thirc véi n = 15, k = 3.
15 15

)
3
g Ch= gy 220=7-220=275
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Budc 2. Kiém tra bang phan bu.
 Tong s6 tam gidc: C}, = 455.
» Tam gidc c6 dung hai canh cta (H): 15 (Cau 1).
» Tam gidc c6 ding moét canh cta (H): 15- (15 — 4) = 15 - 11 = 165 (Cau 2).
455 — 15 — 165 = 275. v

Két qua: tam giac

Ghi chi. Hai con duwong (cong thirc vong tron va phan bu) luén cho cung két qua.
Trong phong thi nén dung phan bu néu chua thudc céng thirc, vi nd chi can hai
phép dém rat don gian cua Cau 1 va Cau 2.

Q. Ciud S

Cho moét da gidc déu (H) c6 36 dinh. Hdi c6 tat cd bao nhiéu tam giac déu c6 3 dinh
la céc dinh cua (H)?
N J

PHUONG PHAP

Da giac déu noi tiép < diéu kién chia hét. Ba dinh tao thanh tam gidc déu
khi va chi khi chiing chia duwong tron thanh ba cung bang nhau.

Buoc 1. Piéu kién.

> X o 36 7 \ ~ ~ N . 7 A R .
Ba cung bang nhau, moi cung 3 = 12 buoc — la s6 nguyén nén tam giac déu ton tai.
Budc 2. Pém.

Moéi tam gidc déu duoc xac dinh bdi mot dinh xudt phat, nhung ba dinh cta né cho cung
mot tam gidc:

N = % =12.
3
(Céch hi€u khéc: chia 36 dinh thanh 12 16p thang du theo mo-dun 12; mbi 16p la mot tam
giac déu.)
Két qua: tam giac déu

& Ciu5 \

Cho mét da gidc déu (H) c6 40 dinh. Héi c6 tat ca bao nhiéu tam giac déu c6 3 dinh
la céc dinh cua (H)?

\ J
Buéc 1. Kiém tra diéu kién chia hét.

. 7 ~ l\‘ S X o 4 Ve ~ ~ \
Tam giac déu can ba cung bang nhau, moi cung 30 buoc — khong nguyeén vi 3 1 40.

Buoc 2. Két luan.
Khong ton tai ba dinh nao cta (H) chia duwong tron thanh ba cung bang nhau:

N =0.

[ Két qua: [0]tam giac déu ]
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Ghi chi. Cap Cau 4 - Cau 5 minh hoa ding mét nguyén tac: s6 tam gidc déu
noi ti€p da gidc déu n dinh bang g néu 3 | n, va bang 0 néu nguoc lai. Luén kiém tra
chia hét trudc khi tinh.

LB S

Cho mot da gidc déu (H) c6 32 dinh. Héi c6 tat cd bao nhiéu hinh vuéng cé 4 dinh
la céc dinh cua (H)?
x J
Buoc 1. Piéu kién.

N N A o A s ~ > X . 32 7 n N A
Hinh vudng ngi tiép can bon cung bang nhau, moi cung 7= 8 budc — nguyén, nén ton
tai.

Budc 2. Pém.

32
N=— =8
1 8
[ Két qua: [8] hinh vuéng
N
Cho mot da gidc déu (H) c6 2023 dinh. HAi c6 tat ca bao nhiéu hinh vuéng cé cac
dinh la dinh cua da giac (H)?
J
Budc 1. Kiém tra chia hét.
2023 = 7-17% 1a s6 1é, nén 4 1 2023.
Buoc 2. Két luan.
Khéng thé chia 2023 budc thanh bén cung bang nhau:
N =0.
Két qua: [0] hinh vuéng

Ghi chu. Véi da gidc c6 so6 dinh Ié, khong ton tai duong kinh néi hai dinh, do dé
cting khéng c6 hinh vuong, hinh chir nhat hay tam gidc vuéng néi ti€p — mot nhan
xét dung chung cho cac Cau 7, 9, 11.

Cho mot da gidc déu (H) c6 60 dinh. Hoi c6 tat cd bao nhiéu hinh chir nhat cé6 4
dinh la dinh cua da giac (H)?
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PHUONG PHAP

Hinh chir nhat néi tiép < hai dwong kinh. Vi hinh chit nhat cé hai duong
chéo bang nhau va cat nhau tai trung di€ém, ma tdm duwong tron la diém do, nén hai
duong chéo déu la duong kinh.

Budc 1. Pém sé duong kinh.
n = 60 chan, moéi duwong kinh ndi hai dinh déi tam:

% = 30 duong kinh.

Budc 2. Moi cap duwong kinh cho mét hinh chir nhat.

30-29
2

N=C% = = 435.

Két qua: hinh chir nhat

Ghi chi. Luwu y: trong 435 hinh chit nhat nay c6 ca cac hinh vuéng (khi hai duong
kinh vuéng go6c). S6 hinh vuong la %0 = 15; vay s6 hinh chir nhat khéng phdi hinh

vuong la 435 — 15 = 420. Néu dé héi “hinh chit nhat khong phai hinh vuéng” thi phai
trir di.

Cho mot da gidc déu (H) c6 25 dinh. Hoi ¢6 tat cd bao nhiéu hinh chir nhat cé 4
dinh la céac dinh cua (H)?

J

Buéc 1. Kiém tra su ton tai ciia duong kinh.

n = 25 1é nén khong c6 hai dinh nao doéi tdm — khong ton tai duong kinh ndi hai dinh
cua (H).

Buoc 2. Két luan.

Hinh chir nhit noi ti€p bat budc phai cé hai duwong chéo la duwong kinh, nén

N =0.

[ Két qua: [0] hinh chir nhat J
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Cho mot da gidc déu (H) c6 24 dinh. Hoéi cé tat ca bao nhiéu tam giac vuéng coé 3
dinh la dinh cta (H)?

PHUONG PHAP

Goc noi tiép chan nira duwong tron. Tam giac noi ti€p la tam gidc vudng
mot canh cta no la duong kinh. Ta chon duong kinh trudc, roi chon dinh con lai.

Budc 1. Chon canh huyén.

n = 24 chan nén c6 % = 12 duwong kinh.

Budc 2. Chon dinh géc vuong.

binh th ba la mét trong 24 — 2 = 22 dinh con lai.

Buéc 3. Nhan lai.

Moéi tam gidc vudng c6 dung mét canh huyén nén khong bi dém lap:

N =12-22 = 264.

Két qua: tam giac vudng

Ghi chi. Cong thic tdng quat: véi n chan, s6 tam gidc vudng la g (n—2). Véinlé
thi bang 0.

| ciull N

Cho mot da gidc déu (H) c6 31 dinh. Hoéi ¢é tat ca bao nhiéu tam giac vudng cé 3
dinh la cac dinh cua (H)?

N J

Budc 1. n = 31 1é = khong c6 duong kinh n6i hai dinh.

Buwoc 2. Tam gidc vudng noi ti€p bat budc cd canh huyén la duong kinh, nén

N =0.

[ Két qua: [0]tam giac vuéng ]
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Cho mot da gidc déu (H) c6 21 dinh. Hoi c6 tat ca bao nhiéu tam giac can c6 3 dinh
la céac dinh cua da giac (H)?

truc

PHUONG PHAP

Pém theo dinh can (dinh giitra hai canh bang nhau). Tam gidc cdn <= ¢
hai cung bang nhau. Ta ¢6 dinh dinh can réi dém sé cach chon hai dinh con lai déi
xing qua né — sau doé trir phan dém lap ctua tam giac déu.

Budc 1. Coé dinh dinh can.

Chon dinh A lam dinh can: 21 c4ch. Hai dinh con lai phai d6i xing nhau qua dudng thang
noi A véi tam, tirc cdch A cung mot s6 budce ¢ vé hai phia.

Buoc 2. Pém gia tri cua .

Can 1 < t va hai dinh d6 phan biét, dong thoi khong trung A. Vi n = 21 1é, sé budc toi da
vé mbi phia 1a Vlz_lJ = 10:

t € {1;2;...;10} = 10 tam giac can dinh A.
Budc 3. Nhan va trir phan dém lap.
21 - 10 = 210.

.- 7 ~ . ~ A X o kd /Q N kd N N " Ve 21 . 7
Tam giac déu bi dém ba lan (moi dinh déu la dinh can). Vi 3 | 21 nén co 3= 7 tam giac
déu, moi céi thira 2 lan:
N=210—-2-7=210—- 14 = 196.

s N
Két qua: tam giac can
. J
n—1

Ghi chi. Cong thic cho nlé: N =n -
n=21:21-10—14 =196. v
Vi sao phai truwr 2 - 7 chir khéng phai 7? Vi méi tam gidc déu da duwoc dém 3 lan
trong 210, ma ta chi muén tinh n6 1 1an — phai bé di 3 — 1 = 2 1an thtra.

5 2 % (s6 hang sau chi cé khi 3 | n). Véi
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Cho mot da gidc déu (H) c6 24 dinh. Hoi c6 tat ca bao nhiéu tam giac can c6 3 dinh
la cac dinh cua (H)?

PHUONG PHAP

Van la ki thuat “dém theo dinh can” cua Cau 12, nhung » chan nén phai loai thém
~ . 7 . 2 . n . 2 A . 7 ~ AY
mot gia tri cua ¢: khi ¢t = 5 hai dinh déi xtmg sé trung nhau.

Budc 1. Co dinh dinh can: 24 cach.
Buoc 2. Pém gia tri cua ¢.
Hai dinh cédch A dung ¢ budc vé hai phia. Can ching phéan biét, tic ¢ # % =12;vat>1,
t <11:
t € {1;2;...;11} = 11 tam gidc can dinh A.

Buoc 3. Nhan va trir phan dém lap.
24 - 11 = 264.
N n 7 24 . 7 ~ X o 7 . . ~ N ~
Vi3 |24 nén co 5= 8 tam giac déu, moi cai bi dém thua 2 1an:

N =264 —-2-8=264—16 = 248.

Két qua: tam giac can

Ghi chi. So sanh Cau 12 va Cau 13. Véi n 1é, t chay tdi nT_l; véi n chan, t chay
toi g —1(bot= g vi khi d6 hai “dinh” trung nhau thanh mot duwong kinh, khong tao
duwoc tam giac). Day la khac biét duy nhat gitra hai truong hop.

| ciuld S

Cho mét da gidc déu (H) cé 25 dinh. Hoi c6 tat cd bao nhiéu tam giac can co6 3 dinh
la céc dinh cua (H)?
S J
Budc 1. Co dinh dinh can: 25 cach.
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Buédc 2. Pém +.

2 A 25 —1
n:251enente{1;...; 5 }:{1;...;12}:

25 - 12 = 300.

Budc 3. Trir phan dém lap caa tam giac deéu.
3125 nén khoéng cé tam gidc déu nao — khong phai trur gi:

N = 300.
Két qua: tam giac can

Ghi chi. Pay la li do phai luén kiém tra 3 | n. V6i n = 21 va n = 24 ta phai trr,
con véi n = 25 thi khéng. Bé qua budc ki€ém tra nay la nguén sai phé bién nhat cua
dang bai tam gidc can.

Cho mot da gidc déu (H) c6 36 dinh. Hdi cé tat ca bao nhiéu tam gidc cé cac dinh
la dinh cta da giac (H) va c6 mét goc 16n hon hoac bang 120°?

PHUONG PHAP

Chuyén diéu kién géc thanh diéu kién vé sé buéc cung, réi dém theo cung
16m. Vi tong ba g6c bang 180°, nhiéu nhat mét goc cé thé > 120° — cac truong hop
roi nhau nén dém truc tiép duoc.

Buoéc 1. Dich diéu kién.

o

Moi budc cung tng véi = 10°. Goc ndi ti€p bang nira cung bi chan, nén

géc > 120° <= cung bi chan > 240° <= cung déi > 24 budc.

Buoc 2. Chi c6 toi da mot goc thoa.

Néu hai géc cung > 120° thi téng > 240° > 180° — v li. Vay céc truong hop roi nhau.
Buéc 3. Pém.

Goi ba cung la g1, 92,93 véi g1 + g2 + g3 = 36, g; > 1. Ta dém cac b ba dinh cé mét cung
g > 24. Co dinh cung 1én: chon dinh noi cung 16n két thic (36 cach); hai cung con lai
(92; 93) thod g2, g3 > 1 va go + g3 = 36 — g1 < 12:

12
#{(g2193)} =Y (s —1) = 11;2 = 66.
s=2
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N =36 -66 = 2376.

Két qua: |2376| tam giac

Ghi chi. Kiém tra tinh duy nhat ctia cung 16mn: néu hai cung cling > 24 thi téng
> 48 > 36 — vO li. Nho d6 moi tam gidc duwoc dém ding mot 1an va khéng can bao
ham - loai trt.

Q. Ciu 16 N

Cho mot da gidc déu (H) c6 36 dinh. Hdi cé tat ca bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh la
céc dinh cua da giac (H) va la tam giac tu?
\ J

PHUONG PHAP

Cung ki thuat véi Cau 15, chi déi ngudng: goc tu > 90° twong Umg cung doéi > 18
budc.

Budc 1. Dich diéu kién.
goc > 90° <= cung doi > 180° <= cung doi > 19 budc.

Budc 2. Cung 16n la duy nhat.

Néu hai cung cung > 19 thi téng > 38 > 36 — vo 1i.

Budc 3. Pém.

Cd dinh dinh noi cung 16n két thic (36 cach); hai cung con lai ¢6 téng 36 — g; < 17:

17
#((92105)} = (s — 1) = o1 =136,
s=2

N =36 - 136 = 4896.

Keét qua: 4896 | tam giac tu

- J

| CéulT N

Cho mot da gidc déu (H) c6 36 dinh. Hdi cé tat ca bao nhiéu tam gidc c6 3 dinh la
dinh cta da giac (H) va la tam giac nhon?
N J




Chuong 15. Ki NANG PEM NHAN TO HINH HOC TRONG PA GIAC  Mai Thanh Luan| 0854070701

PHUONG PHAP

Phan bu ba loai. Moi tam giac ndi ti€p déu thudéc dung mot trong ba loai: nhon,
vuong, tu. Ta da c6 so tam giac tu (Cau 16) va tinh duoc sé tam gidc vuéng (Céu 10),
nén 1ay tong trir di.

Buéc 1. Tong s6 tam giac.

36 -35 - 34
Cis = = THo.

Budc 2. S6 tam giac vuong.
n = 36 chan, co6 18 duwong kinh; moéi duong kinh ghép véi 34 dinh con lai:

1834 = 612.

Buoc 3. S6 tam giac tu (Cau 16).
4896.

Budc 4. Suy ra s6 tam giac nhon.

N =T140 — 612 — 4896 = 1632.

Két qua: |1632| tam giac nhon

Ghi chi. Phép kiém tra khép kin cho ca ba cau 15-17:

_ _ 3
1632+ 612 +4896 = 7140 = C3s. v

nhon vuéng tu

Day la céch ra 16i tot nhat: néu ba con s6 khong cong ding bang C? thi chac chan
c6 cho sai.

Nhan xét thu vi: tam gidc tu chiém téi 68,6% — chon ngau nhién ba dinh ctia mét
da gidc déu thi kha nang cao nhat la duwoc mot tam gidc tu.
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CHUONG 16

Ki NANG CAN BANG PHAN TU KHOA

I A. Ly thuyét nang cao Bai toan mé dau va khai niém phan tir khoa

Bai toan ma dau. Hoi tirtdp X = {1;2;3;4;5;6} ta ldp duoc tdt cd bao nhiéu sé tu nhién
€6 7 chit s6, sao cho sé tw nhién ldp duoc chia hét cho 3?

Loi giai.

O bai toan nay cac chit sé duoc phép lip lai nén khéng dung dém théng thuong duoc;
mat khac so chir s6 khéng qué nhiéu nén ciing khong tién dung ki nang phan tap dong
dw. Céch to6i wu nhat vé toc do va do chinh xac la nhw sau.

Goi s6 tw nhién can 1ap la aiazazasasagar, khi dé

ai, az,as, a4, as,ae, a7 € Xa

(a1 +az + a3 +ay +as +ag +ay) : 3.

Ta xét céc truomg hop cua téng sdu chir s6 dau tién Ss = a; +as + - - - + ag:

» Truong hop 1: S; = 3k — dé téng bay chir s6 chia hét cho 3, chit s6 cudi phai thudc

{3;6}, tic ay cb 2 cach chon.

* Truong hop 2: Sg = 3k + 1 — khi d6 a; € {2;5}, cling c6 2 cach chon.

* Truong hop 3: S5 = 3k + 2 — khi d6 a7 € {1;4}, van cb 2 cach chon.
Nhuw vay di sdu chir s6 dau roi vao truong hop nao, chit s6 cubi luén cé diung 2 cach chon.
N6i cach khéc, s6 cach chon chir s6 cudi khéong phu thudc vao viéc chon sau chit s6
dau; nguoc lai, viéc chon chir s6 cuéi cling khéng anh hudng tédi sdu chir sé dau. Do do
ta duoc phép nhan:

e S6 cach chon sau chir s6 dau: 6° cach.

» SO cach chon chir s6 cuéi: 2 cach.

N =65-2=146656-2 = 93312 s6 tw nhién.

Pinh nghia phan tu khoa

Trong bai toan trén, chir s6 cudi duoc goi la phan tir khoa. N6 bado dam hai diéu:
e Sau khi da chon céc phan ti trudc dé mot cach thodi mai thi s6 cach chon cua
né luén c¢é dinh, khéng thay déi gitta cac truong hop ctia nhitng phan tir trude.
e Viéc phan tir khod nhéan gid tri nao ciing khéong anh huong t6i s6 cach chon
cac phan tu trudce do.
Khi lam di lam lai nhiéu bai dang nay, ta ti€p thu duwoc mot ki nang — goi la ki nang
can bang phan tir khoa.

[ B. Bai tap ren luyén c6 dong Cau 1l dén Caus
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Biét rang c6 tat cd T s6 tw nhién cé 5 chir s6 chia hét cho 3 va dong thoi khéng chira
chit s6 0. Ba chit s6 tan cung cua 7 la bao nhiéu?

PHUONG PHAP

Chon chir s6 tan cung lam phan ti khoa. O day moi chit s6 c¢6 vai tro nhw nhau
nén chon as lam khoa 1a tién nhat.

Buoc 1. Diéu kién.
GOl 86 Cé‘n lép la 102030405
a1, a9, as,aq,a5 € X = {1;2; - ;9},

(a1+a2+a3+a4—|—a5)f3.

Budc 2. Can bang phan tir khoa as.
e Néu a; + as + a3z + aq = 3k thi as € {3;6;9} — 3 cach chon.
e Néu ay + az + a3 + ay = 3k + 1 thi a5 € {2;5;8} — 3 cach chon.
e Néu a; + as + a3 + ay = 3k + 2 thi as € {1;4;7} — 3 cach chon.
T6ng bon chir s6 dau chi cé ba kha nang trén, va & kha nang nao a5 ciing c6 diung 3 cach
chon.
Buéc 3. Nhan lai.
Bon chir s6 dau chon tuy y: 9* cach; phan tir khoa: 3 cach.

T=9%3=6561-3=19683.

.
[ Két qua: 7 =19683; ba chirsé tan cung la
/
N
Hoi tir tap X = {0;1;2;3;4;5;6;7;8} ta 1ap duoc tat ca bao nhiéu sé tw nhién c6 5 chir
so chia hét cho 9?
J

Buoc 1. Piéu kién.
alaa2aa3aa‘47a‘5€Xa al#ov

(a1+a2+a3+a4+a5)59.

Budc 2. Can bang phan tir khoa as.
Tap X chita ding mot dai dién cho moi s6 duw mo-dun 9 (cac s6 0,1,...,8), nén véi moi s6
dw cta tong bén chir s6 dau, chit s6 a5 dwoc xac dinh duy nhat:

Du ¢ truong hop nao, a5 cling ¢é ding 1 cach chon.

Buoc 3. Nhan lai.
a; khédc 0 nén cé 8 cach; as, az, as moi chir sé 9 cach; a5 co 1 cach:

N=8-92.1=8-729 = 5832.

a1 +as+az+as= | 0 4 5 6 7 8

1 2 3
0 8 7 6 5 4 3 2 1

as =
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Két qua: |5832|s6 tw nhién

Ghi chi. Chu y cach héi. Dé yéu cau sé luong cac s6 tw nhién, nén dap so la 5832.
Néu dé héi ba chir s6 tan cung thi méi tra 16i 832 — héy doc ki yéu cau trudc khi ghi
két qua.

ATED \

Biét rang tlr tap X = {3;4;5;6;7;8;9} ta lap duoc tat cd 7 so6 tw nhién cé 6 chir s6 chia
hét cho 6. Ba chir s6 tan cung cua 7 la bao nhiéu?
N J

PHUONG PHAP

Tach 6 = 2 - 3; chir s6 tan cung ganh ca hai diéu kién. Vi ¢ vira phai chan vira
phai cadn bang s6 du mo-dun 3, nd la img vién tw nhién cho vai tro phéan tir khoa.

Buoc 1. Diéu kién.
ai,...,ag € X ={3;4;5;6;7;8;9},
ag € {4;6;8} (chia hét cho 2),

(a1 4+ag+ - +ag) : 3.

Budc 2. Can bang phan tir khoa ag.
Ba chir s6 chan kha dung c6 s6 du mé-dun 3 déi mot khdc nhau: 6 =0, 4 =1, 8 = 2. Do d6:
e Néuaj +---+ a5 = 3k thi ag = 6 — 1 cach.
e Néua;+---+as =3k +1thia; =8 — 1 cach.
e Néua;+---+as =3k +2thias =4 — 1 cach.
Du & truong hop nao, ag cling c6 dang 1 cach chon.
Budc 3. Nhan lai.
T=17"-1=1680T.

Két qua: 7 =16807; ba chirsé tan cung la

(. J

Q. ciud \

Hoi tir tap X = {0;1;2;3;4;5;6;7;8} ta 1ap duoc tat ca bao nhiéu sé tw nhién c6 5 chir
so chia hét cho 18?
- J

PHUONG PHAP

Khi phan ti khoa phai ganh hai diéu kién xung khac, hiay chuyén vai tro
khoa sang phan tir khac. O day a; vira phai chin vira phai can bing mo-dun 9;
néu ép n6 ganh ca hai thi s6 cach chon khong con c¢6 dinh. Giai phap: cho a5 ganh
diéu kién chdn, con mot chir sé & gitta ganh diéu kién mé-dun 9.

Buoc 1. Tach diéu kién.



Chuong 16. Ki NANG CAN BANG PHAN TU KHOA Mai Thanh Luan | 0854070701

18 =2-9 vdi ged(2;9) = 1:

as € {0;2;4;6;8} = 5 cach chon,

(a1+a2+a3+a4+a5)59.

Buoc 2. Chon o, lam phan ti khoa cho diéu kién moé-dun 9.

Tap X chira du chin s6 dw mo-dun 9, nén khi a1, as, a3, a5 da c6 dinh, chit sé a4 dwoc xac
dinh duy nhdt d€ téng chia hét cho 9 — ludén cé dung 1 cdch chon, bat ké céc chir s6 kia
nhéan gia tri gi.

Buéc 3. Nhan lai.

a1 # 0: 8 cach; ay, as: moi chir s6 9 cach; as chan: 5 cach; ay (khod): 1 cach.

N=5-(8-9-9)-1=>5-648 = 3240.

Két qua: |3240|sé tw nhién

Ghi chi. Piém mau chét la chon ding phan ti lam khoda. Néu c6 dung a; 1am
khoa cho cd diéu kién chan 1an mo-dun 9 thi s6 cach chon a; sé nhay gilra 0 va 1 tuy
s6 dw — vi pham tinh “can bang”. Hay phan cdng: mot phan tr ganh diéu kién dé
(chan/lé, chia hét cho 5), mot phan tir khac ganh diéu kién sé du.

Hoi tir tap X = {0;1;2;3;4;5;6; 7;8} ta 1ap duoc tat ca bao nhiéu sé ty nhién c6 5 chir
so chia hét cho 45?

Budc 1. Tach diéu kién.
45 =5-9 v6i gcd(5;9) = 1:
as € {0;5} = 2 cach chon,

(a1+a2+a3+a4+a5)39.

Budc 2. Phan tw khoa.
Nhu CAu 4, ta d€ a4 1am khod cho diéu kién m6-dun 9: luén cé dung 1 céch chon.
Buoc 3. Nhan lai.

N:2-(8-9‘9)-1:2‘648:1296.

Két qua: 1296 | s6 tw nhién

Ghi chd. So sanh Cau 4 va Céau 5: cau trac hoan toan giéng nhau, chi khéac s6 cach

chon chit s6 tan cung (5 chit sé6 chan so vdi 2 chir s6 chia hét cho 5). Ti s6 dap s6
dang ban 3240 _5 7
g Y1206 ~ 2

[ C. Bai tap rén luyén mé rong Cau 6 dén Cau 9
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Hoi tir tap X = {1;2;3;5;6;7} ta lap duwoc tat ca bao nhiéu s6 ty nhién cé 5 chir s6
chia hét cho 3?

Buoc 1. Phan 16p X theo mo-dun 3.

So6 dw Chir so S6 luong
0 3.6 P
1;7 2
2 2.5 P

Ba 16p c6 cung s6 phan tir — day chinh la diéu kién li twéng dé€ can bang phan tir khoa.
Budc 2. Can bang as.
* Néu a1 + as + a3 + aq = 3k thi as € {3;6} — 2 céch.
e Néu ay +as + a3 +ay = 3k + 1 thi as € {2;5} — 2 cach.
e Néu a; +as +as +ag = 3k +2 thias € {1;7} — 2 cach.
Buéc 3. Nhan lai.
Tap X khong chira chit s6 0 nén bén chir s6 dau chon ty do:

N =6%-2=1296 -2 = 2592.

[ Két qua: s6 tw nhién ]

Biét rang tlr tap X = {3;4;5;6;7;8;9} ta lap duoc tat ca T s6 tw nhién co 6 chir s6 chia
hét cho 6. Ba chir s6 tan cung cua 7 la bao nhiéu?

Nhan xét. Bai nay trung hoan toan véi Cau 3; 10i giai va dap s6 nhu nhau, dwoc nhac lai
& phan md réng dé€ rén phan xa nhan dang.
Tém tat.
ag € {4;6;8} v6i ba s6 du mo-dun 3 khac nhau, nén ag luén cé ding 1 cach chon sau khi
nam chir s6 dau da co dinh:

T="7"-1=16807.

Két qua: 7 =16807; ba chir sé tan cung la

. J

Q. Ciu8 N

Biét rang tir tap X = {1;2:3;4;5;6;7;8;9} ta lap dwoc T s6 tw nhién cd 6 chir s6 chia
hét cho 18. Hay xac dinh ba chit s6 tan cung cua 77?
N J

PHUONG PHAP

Cung chién luoc véi Cau 4: chir s6 tan cung ganh diéu kién chan, mot chitr s6 & gitra
ganh diéu kién mo-dun 9.
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Buoc 1. Tach diéu kién.
18=2-0:
ag € {2;4;6;8} = 4 cach chon,

(a1+a2+-~+a6)59.

Budc 2. Phan twr khoa cho moé-dun 9.
Tap X = {1;...;9} chita ding moét dai dién cho moi s6 du mo-dun 9 (luvu y 9 = 0). Do dé
khi céc chit s6 khac da c6 dinh, chir s6 a5 dwoc xac dinh duy nhat — luén 1 cach chon.
Buéc 3. Nhan lai.
ai,as,as,as tw do (9 cdch moi chir s6, vi X khong chta 0); ag chan: 4 cach; as (khod): 1
cach.

T=9%.4.1=6561-4=26244.

Két qua: 7 = 26244; ba chirsé tan cung la

. J

Q. Ciuo S

Hoi tir tap X = {0;1;2;3;4;5;6;7;8} ta lap duoc tat ca bao nhiéu sé ty nhién c6 5 chir
sO chia hét cho 15?

\ J
Buéc 1. Tach diéu kién.

15 =3-5vdiged(3;5) = 1:

as € {0;5} = 2 cach chon,
(a1+a2+a3+a4+a5) ;3.

Buoc 2. Phan 16p X theo mo-dun 3.

So6 dw ‘ Chir so S6 luong
0 0;3;6 3
1;4;7 3
2 2;5;8

Ba 16p cung c& 3 — rat thuéan loi.

Buoc 3. Chon o, lam phan ti khoa cho diéu kién mé-dun 3.

Véi moi s6 dw cua ay + as + az + as, chit SO a4 ludén ¢ dung 3 cach chon (mot 16p thang dw
tuong tng).

Buéc 4. Nhan lai.

a1 # 0: 8 cach; as, as: 9 cdch moi chir s6; as: 2 cach; ay (khod): 3 cach.

N=8-9-9-2-3=0648-6 = 3888.

Két qua: |38383|s0 tw nhién

Ghi chi. Téng két chién luoc cua ca chuyén dé. Khi bai todn yéu cau chia hét
cho m = mymgy véi gcd(my;me) = 1:
1. Cho chirsé tdn cung ganh diéu kién dé (chia hét cho 2, 5, 10).

2. Cho mét chir s6 & gitta 1am phéan tir khod cho diéu kién téng chia hét.
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3. Kiém tra rang s6 cach chon phéan tir khod la hang s6 qua moi truong hop — dé
chinh la diéu kién d€ duoc phép nhén.

[ D. Bang dap an Chin bai ren luyén

Cau Két qua Cau Két qua Cau Két qua
1 683 4 3240 7 807
2 5832 5 1296 244
807 6 2592 9 3888

Ghi chu vé bang dap an. Cac cau 1, 3, 7, 8 hoi ba chir sé tdn cung nén bang ghi 683,
807, 807, 244 (tmg véi T = 19683; 16807; 16 807; 26 244). Cac cau con lai hdi truc tiép so

luong.
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CHUONG 17

Ki NANG PHAN TAP TRONG BAlI TOAN DPEM

[ A. Ly thuyét nang cao Bai toan mé dau va hai phan mé réng

Bai toan ma dau. Hdi tir tdp X = [1;50] ¢6 bao nhiéu cdch chon duoc b ba sé tu nhién
c6 téng chia hét cho 3?

Loi giai.

Goi b0 so duwoc chon la q, b, ¢, khi d6

a,b,ce X,
(a+b+c): 3.

Ta suy ra ngay: dé (a+ b+ c) chia hét cho 3 thi hodc ca ba s6 cung chia hét cho 3, hoac ca
ba cung chia 3 du 1, hodc ca ba cung chia 3 dw 2, hodc méi s6 thudc mot 16p sé dw khac
nhau.

Muon dém duoc cac so trong X theo tung sé du, ta phai chia X thanh cac tap con
theo s6 dw — day chinh la tw duy phdn tdp; vi moi tap gom céc sé cung sé dw khi chia
cho 3 nén goi la phan tap dong du:

Xo={3k|1<3k <50} ={3;6;9;...;48} = n(Xp) = 16,
X1={3k+1|1<3k+1<50} ={1;4;7;...;49} = n(Xy) =17,
Xo={3k+2]1<3k+2<50) = {2;5:8;...;50} = n(X)=1T.

bén day bai toan tré nén mach lac: hoac chon ba sé cung mét tép, hodac chon moi sé tir
mot tap:

M6 réng 01 — ki thuat liét ké chuoi sé du

Néu bai todn yéu cau chon 4 s6 c6 téng chia hét cho 3 thi viéc “nhdm nhém” tré nén
cong kénh va dé sét. Thay vao dé hay dung nhan xét: téng cdc sé chia hét cho 3 khi
va chi khi téng cdc sé du cta chiing chia hét cho 3. Ta chi viéc liét ké céc chubi 4 ki
tw gom “0”, “1”, “2” c6 téng chia hét cho 3:

2220, 2211, 2100, 1110, 0000.
Mobi chubi cho ngay mot sé hang:

W) — €T, il s C20%, 20— ©h L 02
1110 — C3.Cs, 0000 — Cfs.

Téng cong:
2 1 2 2 i\ il A 3 4 oz
Ci7C16 + Ci7Ci7 + C17C17C + C17C16 + Cig cach.
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M6 réng 02 — phan tap luy thua

Néu bai todn yéu cau chon ba sé sao cho tich cia chung chia hét cho mot luy thiura
(chang han 29) thi ta khong phan tap theo sé dw nita, ma phan theo sé mii ctia thira
s6 nguyén to: dat

Xo={z=y-2° { ylé}.

Khi d6 tich abe c6 s6 mil clia 2 bang a + 8 + v, va diéu kién chia hét tré thanh mot
bat dang thitc trén t6ng s6 mii. D6 1a ki nang phan tap luy thira, sé gap & Cau 10,
11 va 17.

[ B. Bai tap ren luyén c6 dong Cau 1 dén Cau 11

Hoi c6 tat ca bao nhiéu so6 tw nhién cé 3 chit s6 khéng chira chit s6 0 va chia hét cho
3?

Buéc 1. Phan 16p {1;...;9} theo mo6-dun 3.
Moi 16p cé dung 3 chir so6: {3;6;9}, {1;4;7}, {2;5;8}.
Budc 2. Can bang phan tir khoa.
Hai chir s6 dau chon tw do (9 -9 cach); chir s6 cudi luén cé 3 cdch chon dé€ tong chia hét
cho 3.
N=9-9-3=243.

Két qua: s6 tw nhién

. J/

Q. Ciu2 N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra 2 s6 nguyén khac nhau tir tap [1;19] sao cho
tong hai s6 nay chia hét cho 3?

§ J
Budc 1. Phan tap dong du.

Xo ={3;6;...;18}, n=6; X1 =A{1;4;..519}, n=T; Xo=1{2;5;...;17}, n =6.

Ki€ém tra: 6 +7+6 =19 v
Buéc 2. Chuéi sé dw c6 tong chia hét cho 3.
V6i hai s6: 00 va 12.
Buoc 3. Pém.
N =CZ +CiC§ =15+ 42 = 57.

Két qua: cach

(. _/

ATED \

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra 3 s6 nguyén khac nhau tir tap [1;20] sao cho
téng ba sé nay chia hét cho 3?
N J
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Buéc 1. Phan tap.
Xo={3;...;18}, n = 6; X1 =A{L;...;19}, n=T1; Xo={2;...;20}, n="1.

Budc 2. Chuéi sé du: 000, 111, 222, 012.
Buodc 3. Pém.

N=C2+C3+C3+ClotC =20+ 35 + 35 4 294 = 384.

Két qua: cach

. J

Q. Ciue N

Héi c6 tat ca bao nhiéu céch chon ra 3 s6 nguyén (c6 thé gidng nhau) tir tap [1; 16]
sao cho tong ba s6 nay chia hét cho 3?

N J
Buéc 1. Phan tap.

Xo =1{3;6;9;12; 15}, n = 5; X1 ={1;4;7;10;13; 16}, n = 6; Xo ={2;5;8;11;14}, n =5.

Buéc 2. Cach dém theo 16p thang du.
Ba s6 c6 tong chia hét cho 3 khi hodc ca ba cung thudc mot tdp, hoac moéi s6 thudéc mot
tap khac nhau:

N =5 +6% 45+ CLOLCE = 125 + 216 + 125 + 150 = 616.

Két qua: cach

Ghi chi. Can luu y vé tinh nhat quan cta cach dém. Biéu thic trén tron hai
quy uwdc: cac s6 hang 53, 63, 53 dém bo ba co thit tw (cho phép lap), con CICICE lai
dém bd ba khéng k€ thir tr. Néu dung nhat quan mot quy wdc thi:

e B0 c6 thuw ty, cho lap: 53 +63 +5% +3!.5.6-5 = 466 + 900 = 1366.

« Bo khong ké thir tw, cho lap: C3 + C3 + C2 +5-6-5 = 35+ 56 + 35 + 150 = 276.
Ca hai gia tri déu duoc kiém chimg bang dém vét can. Khi st dung két qua 616, nén
néu ro quy wéc dém dang dung dé tranh nham lan.

Q. Cius_ N

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra 4 s6 nguyén khac nhau tir tap [1;22] sao cho
tong 4 s6 nay chia hét cho 3?
\ J
Buoc 1. Phan tap.

Xo=1{3;6;9;12;15;18;21}, n=7; X3 ={1;4;...;22}, n=8; Xo={2;5;...;20}, n=1T.

Kiém tra: 7+8+7=22 v
Budéc 2. Liét ké chudi 4 s6 dw c6 téong chia hét cho 3.

0000, 0012, 0111, 0222, 1122.

107
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Buoc 3. Pém.
N = CF + C2C3C7 + Cr03 + CC2 + C2C3
=35+421-8-7T4+7-56+7-35+28-21 = 35+ 1176 + 392 + 245 + 588 = 2436.

Két qua: cach

Ghi chu. Ki thuat liét ké chuéi sé dw la diém manh nhéat cta chuyén dé: chi can
viét ra ndm chudi 0000, 0012, 0111, 0222, 1122 1a ta doc thdng dwoc ndm sé hang cla
tong, khong can suy nghi thém.

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra 3 s6 nguyén khac nhau tlr tap [1;12] sao cho
téng ba sé nay chia cho 3 duw 1?

Buéc 1. Phan tap.
Xo=1{3;6;9;12}, X; ={1;4;7;10}, Xo={2;5;8;11},

moi tap co6 4 phan tu.
Buéc 2. Chubi sé du c6 tong =1 (mod 3).

001, 022, 111 (14+1+1=3=0, loai), 112(=1), 220 (=1).

Ra day du muoi bd ba sé dw, cac bd cé téng = 1 1a: 001, 022, 112.
Budc 3. Pém.

N=CiCI+ClC2+C3C; =6-44+4-64+6-4=24+24+24="T2.

Két qua: cach

Ghi chi. Balép déu cé 4 phan tir nén ba sé hang bang nhau — mot dau hiéu tét cho
thay da liét ké dang cac bo s6 du.

.

o7 N

Héi co tat ca bao nhiéu so6 tw nhién cé 3 chir s6 khac nhau va chia hét cho 3?
§ J

PHUONG PHAP

Phan tap {0;1;...;9} theo mé-dun 3, chon bd ba chir sé trudc, sap thir tw sau
— va nh¢ trur cac truong hop chir s6 0 ding dau.

Buoc 1. Phan tap.
Xo=1{0;3;6;9}, n = 4; X, ={L47}, n=3; Xo=1{2;5;8}, n=3.

Budc 2. Cac bo ba chir sé6 phan biét c6 tong chia hét cho 3.
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Chuoéi sé dw S6 bo chir sé S6 c6 3 chirso Trir trwomg hop 0 ditng dau
000 C3 =4 4-31'=24 bd chira 0: C3 = 3, m6i bo trir 2!: —6
111 Cci=1 1-31=6 khong chtra 0

222 ci=1 6 khéng chtra 0

012 4-3-3=236 36 - 3! =216 bochttra0:1-3-3=9,trr9-2! = —18

Buéc 3. Cong lai.

N =(24—6)+6+6+ (216 — 18) = 18 + 6 + 6 + 198 = 228.

[ Két qua: s6 tw nhién J

Héi c6 tat cd bao nhiéu cach chon ra ba s6 tw nhién tir tap [1; 16] sao cho téng binh
phuong cuia ching chia hét cho 3?

PHUONG PHAP

Phan tap theo sé dw cua binh phuong, khong phai cua chinh sé dé. Day la
budc dich quan trong: «?> mod 3 chi nhan hai gié tri.

Budc 1. Tinh ¢ mod 3.
a=0=ad>=0; a=1=d*=1, a=2=ad’=

Vay a? chia hét cho 3 khi a chia hét cho 3; nguoc lai «? chia 3 dw 1.
Budc 2. Phan tap [1;16].

A=1{3;6;9;12;15}, n(A) =5 (a* =0); B =céc s6 con lai, n(B) =11 (a*=1).

Buéc 3. Piéu kién tong.
a® + b + ¢ =0 (mod 3) khi sé cac s6 thudc B la 0 hoac 3:

N =C34C3 =10+ 165 = 175.

Két qua: cach

. J

Q. Ciuo S

Chon ngau nhién bén sé tw nhién tlr tap [1;20]. Hay tinh x&c suat sao cho tong binh
phuong cua ching chia hét cho 4 (lam tron két qua dén hang phan tram)?

- J
Budc 1. Tinh chat binh phuong theo mé-dun 4.

a=2k=a>=4k>=0 (mod4); a=2k+1=a’>=4k>+4k+1=1 (mod 4).
Buoc 2. Phan tap.
Xo =1{2;4;...;20}, n = 10; X1 ={1;3;...;19}, n = 10.
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Budc 3. Diéu kién.
Téng bon binh phuong = (s6 céc sé 1) (mod 4). Muén chia hét cho 4 thi sé cac sé 1é
phai la 0 hoac 4:

n(A) = Ciy + Cfy = 210 + 210 = 420.

Buoc 4. Xac suat.
_CHh+Cfy 420 28

P(A) = = = — R .
(A) et 505~ 393 0,08668 0,09
~ 2 2
Keét qua: P = % ~ 0,09

| Céu 10 S

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra ba sé tw nhién tir tap [1;16] sao cho tich cua
ching chia hét cho 128?
\ Y,

PHUONG PHAP

Phéan tap luy thira. Viét moi s6 dudi dang z = y - 2% véi y 1&; diéu kién chia hét cho
27 tréthanh o+ 5 +v > 7.

Buoc 1. Phan tap theo sé mii cua 2.
Tac6é128=2".Pat X, ={z =y -2%|ylé, 1 <z <16}:

a ‘ Cac phan tw Sé luong
0 1;3;5;7;9;11;13; 15 8
1 2:6;10;14 4
2 4;12 2
3 8 1
4 16 1

Buoc 2. Piéu kién.
Goi ba s6 dugc chon 1a a,b, c v6i s6 mi twong Ung «, 8,v; khi d6 abc = (s0 1&) - 29+5+7, va

abc:128 <= a+pB+~v>T.

Buoc 3. Liét ké bo s6 mi.
Vi a < 4 va céc tap X3, X4 chi c6 moOt phan ti, X, c6 hai phan t, cac bo kha di (viét theo
tht tw khong tang) la:

432, 431, 430, 422, 421, 322.

Buoc 4. Pém.
N =cCicicl+oicicl+cicict +cici +cicict +oics
_— Y Y Y~ Y =
432 431 430 422 421 322
=244484+1+8+1=24.

[ Két qua: cach ]
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Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra ba so6 tw nhién tur tap [0;16] sao cho tich cua
ching chia hét cho 128?

PHUONG PHAP

Tach riéng sé 0. Vi 0 chia hét cho moi s6, hé trong ba sé ¢é 0 thi tich bang 0 va
diéu kién tw dong thoa. Phan con lai chinh la Céu 10.

Buoc 1. Truong hop 1 — c6 chon sé 0.
Hai sé con lai chon tuy y tir 16 s6 con lai cua doan [0; 16]:

C?% =120 cach.

Buoc 2. Truong hop 2 — ca ba sé déu khac 0.
bay diang la Cau 10 (chon ba sé ttr [1;16] c6 tich chia hét cho 128):

24 cach.
Buéc 3. Cong lai.

Hai treong hop roi nhau:
N =120+ 24 = 144.

Két qua: cach

Ghi chi. Sé 0 la “phan tir van nang” trong bai toan tich. Chi can thém né vao
tap, s6 cach tang vot tlr 24 1én 144 — gap sdu lan. Ludn kiém tra ki doan gid tri la
[0; n] hay [1;n].

[ C. Bai tap rén luyén mo rong Cau 12 dén Cau 17

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra 3 s6 nguyén khac nhau tir tap [1;18] sao cho
tong ba s6 nay chia hét cho 4?

Buéc 1. Phan tap theo mo-dun 4.

So6 dw Cac phan tw S6 luwong

0 4;8;12;16 4
1 1;5;9;13; 17 )
2 2;6;10;14;18 )
3 3;7;11;15 4

Ki€ém tra: 44+5+5+4=18 v
Budc 2. Liét ké chudi ba sé dw c6 tong chia hét cho 4.

000, 013, 022, 112, 233, 134 (khoéng cé s6 dw4), 332, ...
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Ra day du cac b0 {ry;re;r3} voir; € {0;1;2;3} vary +ro + 73 =0 (mod 4):
000, 013, 022, 112, 233, 044 (loai), 123 (=2, loai).

Céc bo hop 16: 000, 013, 022, 112, 233.

Budc 3. Pém.
N = C} + CiCLCy + CLO2 + C2C3 + CiCF
=4+ 80 + 40 + 50 + 30 = 204.

Két qua: cach
| Cou i3 \

Mot hom khi nghe tin crush cé nguoi yéu thi ban Giang rat buon va di dao vao mot
khu rung, lic mét cau ding nghi & mét goc cay tre 100 dot. Bat ngo c6 mot 6ng But
hién 1én bao: “Ta biét con dang buon vé chuyén tinh cam. Bay gi¢ ta sé cho con
mot thir thach: con phai chon ngau nhién 4 dét tre va 1ay tong binh phuong cta 4
so ghi trong 4 manh gidy bén trong 4 dot tre chon duoc; néu chia hét cho 4 thi ta sé
lam phép dé crush ctuia con quay lai yéu con.” Dut 16i, 6ng But hd “khéac xuéat khac
xudt” thi ngay lap tic cay tre tach roi thanh 100 dot, trong cac dét tre cé ghi cac s6
tw nhién tir 1 dén 100 (khong cé s6 nao trung nhau). Ban Giang rat vui, cam on 6ng
But r6i chon ngau nhién 4 dét tre. Hay tinh x4c sudt dé ban Giang duwoc 6ng But
giup cho crush quay lai yéu minh (lam tron két qua dén hang phan tram)?

S J

I PHUONG PHAP

Cung cdu trac véi Cau 9, chi thay [1;20] bang [1;100].
Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = Clyo = 3921 225.

Buodc 2. Phan tap chan / 1é.
Nhw Cau 9: > =0 (mod 4) néu a chan, ¢®> =1 (mod 4) néu « 1é. Trong [1;100] ¢ 50 s6 chan
va 50 s6 1é.
Buoc 3. Piéu kién.
T6ng bén binh phuong chia hét cho 4 < s6 céc s6 1& duoc chon la 0 hoac 4:
n(A) = C3y + Cdy = 2 - 230300 = 460 600.

Budc 4. Xac suat.

460 600
= ~0,1175~0,12.
3091925 ~ WO~ 012
4 N\
Két qua: P ~ 0,12
|\ J/

Ghi chu. So véi Cau 9 (tap [1;20], P ~ 0,09), xac suat & day 16m hon vi ti 1é “chon duoc

4 s6 cung tinh chan 1é” tang khi c& tap tang: gidi han khin — oo la 2- (%)4 = { =0,125.
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Hodi c6 tat ca bao nhiéu cédch chon ra bén sé tw nhién tir tap [1;20] sao cho téng binh
phuong cua chung chia hét cho 3?

Budc 1. Phan tap theo sé dw cua binh phuwong mé-dun 3.
a? =0 khi 3 | a; nguoc lai a® = 1.

A={3;6;...;18}, n(A) = 6; B = céac s6 con lai, n(B) = 14.
Budc 2. Piéu kién.
Téng bon binh phuong = (s6 phan tir1dy tir B) (mod 3). Muén chia hét cho 3 thi sé phan
tw 1ay tir B phai la 0 hoac 3:

N =C¢ +C}C =15+ 364 -6 = 15 + 2184 = 2199.

Két qua: cach

Ghi chi. Cha y: khong cé kha nang “6 phan t tir B” vi ta chi chon 4 s6; va “4 phan
tr tir B” cho téng = 4 =1 (mod 3) — khéng thoa. Chi hai truong hop 0 va 3.

Chon ngau nhién ba sé tw nhién tir tap [1;17]. Hay tinh x4c sudt sao cho tong lap
phuwong cua chung chia hét cho 4 (lam tron két qua dén hang phan tram)?

PHUONG PHAP

Phan tap theo sé du cua ldp phuong mo-dun 4. Phai khai trién can théan vi 1ap
phuong cho ba 16p s6 dw khac nhau chit khéng phai hai nhu binh phuong.

Buoc 1. Tinh «® mod 4.
a=4k = a®> =64k =0 (mod 4),
a=4k+1=a> =64k +48k> + 12k +1=1 (mod 4),
a=4k+2 = a® =64k + 96k* + 48k +8 =0 (mod 4),
a =4k +3 = a® = 64k® + 144k%> + 108k + 27 =3 (mod 4).

Vay a? = 0 khi a chdn; ¢® =1 khia=1; > =3 khia = 3.
Buéc 2. Phan tap [1;17].
Xo=1{2;4;...;16}, n=28; X1 ={1;5;9;13; 17}, n = 5; X3 ={3;7;11;15}, n =4.
Ki€m tra: 84+ 5+4 =17 v
Buoc 3. Diéu kién.
Can r; +ry +r3 =0 (mod 4) véi moi r; € {0;1;3}. Ra céc bo: 000 (= 0 v); 013 (= 0 v); 011,

033, 111, 113, 133, 333 — kiém tra lan luot cho 2, 2, 3, 1, 3, 1, déu khéc 0. Vay chi hai dang:
000 va 013.

Buéc 4. Pém va tinh xac suat.
n(A) = Cg + C3CiCy =56 + 160 = 216;  n(Q) = C3; = 680.
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216 27
=_—— = — ~0,3176 =~ 0,32.
680 85 ’ ’
~ kd 2
[ Ket qua: P = 8—; ~ 0,32 ]

Chon ngau nhién bén sé tw nhién tir tap [1;18]. Hay tinh xac suéat sao cho téng lap
phuong cua ching chia hét cho 4 (lam tron két qua dén hang phan muoi)?

Buéc 1. Phan tap (nhw Cau 15) cho [1;18].
Xo=1{2;4;...;18}, n=19; X1 ={1;5;9;13; 17}, n = 5; X3 ={3;7,11;15}, n =4.

Kiém tra: 9+5+4 =18 v
Budc 2. Liét ké bo bén sé dw r; € {0;1;3} cé tong chia hét cho 4.
Ra toan bo céc bd (viét theo thir tw khéng gidm) cung téng sé dw clia ching:

Bo 0000 0001 0003 0011 0013 0033 0111
Téng 0 1 3 2 4 6 3
Bo 0113 0133 0333 1111 1113 1133 1333
Téng 5 7 9 4 6 8 10
Bo 3333

Toéng | 12

Cac bo hop 1é: 0000, 0013, 1111, 1133, 3333.

Budc 3. Pém.
n(A) = Cg + C3CCi + Cg + C2CE + Cf

=126+36-20+5+10-6+1 =126+ 720+ 5+ 60+ 1 = 912.

Budc 4. Xac suat.
912 76

Q) =Cly = ; P=_—=— ~0,2980 ~ 0,3.
n(Q) = Cig = 3060; 3060 — 255 0,2980 ~ 0,3
4 N\
~ kd 76
Ketqua: P=—~=0,3
a 255 ’
\\§ J

Ghi chi. DPé yéu cau lam tron dén hang phan muoi nén dap sé la 0,3; néu lam
tron dén hang phan tram thi la 0,30. Poc ki mic lam tron — day la chi tiét dé bi bd
qua.

| ciul7 S

Hoi c6 tat ca bao nhiéu cach chon ra ba sé6 tw nhién tur tap [1;20] sao cho tich cua
ching chia hét cho 81?
N J
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PHUONG PHAP

Phan tap luy thira véi co s6 3. 81 = 3%, nén diéu kién la téng s6 mil cla 3 trong
ba s6 phai > 4.

Budc 1. Phan tap theo s6 mu cua 3.
bat X, ={z=y-3* |31y, 1 <z <20}:

a ‘ Cac phan twr S6 luong
0 céac so khong chia hét cho 3 14

1 3;6;12;15 4

2 | 918

3 — (can 27 > 20) 0

Kiémtra: 14+4+2=20v
Buoc 2. Piéu kién.

abc i 81 =3 <= a+ B+ >4, o, B,y € {0;1;2}.
Buoc 3. Liét ké bo s6 mii (viét theo thir tw khong tang).
220 (tdng 4), 221 (5), 222 (6), 211 (4).

(B0 210 cho téng 3 < 4 — loai; 111 cho 3 — loai.)
Buoc 4. Pém.
N =C3C},+C3C1+C3-0+C3C
M N~ N~ = —
220 221 222 211
Vi X, chi c6 2 phan t& nén bd 222 khong thuc hién duoc:

N=1-1441-44+04+2-6=14+4412 = 30.

Két qua: cach

Ghi chi. Chi tiét quyét dinh: tap X, = {9;18} chi ¢6 hai phan t&, nén moi b6 s6 mil
can ba s6 mii bang 2 déu bat kha thi. Luon déi chiéu bd s6 mi liét ké dwoc véi kich
thuoc thuc té cua tung tap trudc khi viét cong thic.

[ D. Bang dap an Muoi bay bai ren luyén

Cau Két qua Cau Két qua Cau Két qua
1 243 7 228 13 0,12
2 57 8 175 14 2199
3 384 9 0,09 15 0,32
4 616 10 24 16 0,3
5 2436 11 144 17 30
6 72 12 204
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Q. Ciul \

Ngudn: THPT Lé Thanh Téng HCM - tinh/thanh phd: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.
Bac Nghia dang gitp con trai sap xép 16 cuén sach 6n thi vao mot chiéc ké 5 ngan
phan biét. 16 cuon sach nay thuéc 8 moén hoc khac nhau: Toan, Ly, Héa, Sinh, St,
Dia, Van, Anh. M6i m6n hoc gém dung 2 cuén: mét cuén sach gido khoa va mot
cudn sach bai tap.
Dé viéc 6n tap dat hiéu qua cao nhat theo tung khéi thi, bdc Nghia dat ra cac quy
tac khat khe sau:
« Do ngan ké nhd, méi ngan chi duoc chira t6i da 5 cuén sach va khéng duoc dé
ngan nao tréng.
e Hai cuén sach cua cung mot mén hoc phai luén nam chung mét ngan véi nhau.
¢ C4c mon hoc trong cuing mét t6 hop mon thi phai nam & 3 ngéan lién tiép dé thuan
tién cho viéc tra ctru. Céc t6 hop bao géom: (Van, St, Pia), (Toan, Ly, Hda), (Toan,
Hoda, Sinh) va (Todn, Ly, Anh).
¢ Céac cudn sach trong moi ngan duoc xép theo hang ngang vdi gdy sach quay ra
ngoai & moi ngan, thir ty tlr trai sang phai.
Téng s6 cach sap xép 16 cudn sach nay vao 5 ngan ké théa man diéu kién trén la 7.

T
Tinh gid tri cta —.
g ’ 512
S Y,

PHUONG PHAP

Ki thuat b6é (Chuong 1) + liét ké c6 rang budc vi tri. Ta gép hai cuén cung
mon thanh moét “cap” roi lam viéc véi 8 cap thay vi 16 cuén. Bai toan tach thanh hai
tang doc lap: (1) phan bo 8 cap vao 5 ngan thoa diéu kién vi tri; (2) dém thit tw bén
trong tung ngan. Nhan hai tang theo quy tac nhan.

Budc 1. Chan sé cap trong moi ngan.
Moi cap gom 2 cuén, moi ngan chira t6i da 5 cuén = moi ngan chira toi da 2 cap (vi 3 cap
dd la 6 > 5 cudn). Cé 8 cap x€p vao 5 ngan, khong ngan nao tréng:

8=2+2+2+1+1.

Day la dang phan bé duy nhat (néu chi cé hai ngan chia 2 cap thi téng téi da la

2424+14+14+1=7<28).

Budc 2. Piéu kién vi tri — xw li 5 mén “16i” trudc.

Ki hiéu T = Toén, L = Ly, H = Hoéa, S = Sinh, A = Anh. Ba t6 hop (7,L,H), (T, H,S),

(T, L,A) chilién quan téi 5 mén nay; t6 hop con lai (Van, St, Pia) doc 1ap hoan toan. Vi

vay ta xép 5 mon 16i trudc, sau d6 méi bé sung Van, St, Dia.

M6i t6 hop phai nam & 3 ngan lién tiép, titc ba mon cla t6 hop chiém ba ngan khic nhau

va chi s6 ngan 16n nhat trir nho nhat bang 2.

Buoc 3. Liét ke.

Cho 5 ngan mang sé 1,2, 3,4, 5. Ra tat ca cach gan ngan cho 7', L, H, S, A thoa ba rang budc,

roi véi moi cadch d6 dém sé cach dat tiép Van, St, Dia (cling phdi chiém 3 ngéan lién ti€p)

sao cho dang phan bé cuéi cung la (2,2,2,1,1). Cong lai theo bang cua 1oi gidi nguon:
124+24 436+ 24+ 12 =108

cach phan bo 8 cap sach vao 5 ngan.
Buoc 4. Dém tha tw bén trong ngan.
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» Trong mdi cap, hai cuén (séch gido khoa / sach bai tap) d6i chd duoc: 2! cach. Co 8
cap = (2")® = 256.
» Ba ngan chia 2 cap: trong mdi ngan dé, hai cap cé thé déi chd cho nhau: 2! cach
= (2!)3 =8.
Buéc 5. Nhan lai.

T =108-(21)% - (2!)3 = 108 - 2'! = 108 - 2048 = 221 184.
To_221184
512 512

< T
Két qua: 7=221184; o =

Ghi chu. Cach doc dé quyét dinh dap s6. Cum “hai cuén cung mén phai nam
chung mot ngan” duoc hi€u theo nghia bd: hai cuén d6 diung lién nhau nhu mot
khéi. Nho vAy mot ngan chira 2 cap chi cé 2!-2!- 2! = 8 cach xép (d6i chd hai khéi, va
ddi ché trong tung khoi), chtr khéng phai 4! = 24 cdch xép tu do. Pay chinh la cach
hiéu cho ra déap sé6 cua dé.

Q. Ciu2 \

Ngudn: THPT DH-KHTN HN - tinh/thanh phd: Ha Noi - ném 2026.

Xét mot bang 6 vudng kich thudc 3 x 3. Moéi 6 duwoc dién ngau nhién va ddc 1ap mot
gid tri tir tdp {—1; 0; 1}. Biét rang téng cac sé trén moéi hang déu bang 0, goi p la xac
sudt dé€ téng cac s6 trén moi cot cling déu bang 0. Tinh gid tri ctia 3430p.

Xac suat co diéu kién + dém theo “loai hang”. Dé cho san gia thiét “moi hang
n(AN B)
n(A)
tap A. Diém méau chét 1a phan loai méi hang thanh hai kiéu réi ghép ching lai.

tong 0” nén ta dung p = P(B | A) = , trong d6 khong gian dwoc thu hep vé

Buéc 1. Pém n(A) — sé bang c6 moi hang téng 0.
Xét mot hang (z;y;2) vOi x,y,z € {—1;0;1} va z + y + z = 0. Chi ¢4 hai ki€u bd s6:

 Kiéu “0”: (0;0;0) — c6 1 hang.
» Kiéu “+”: gbm ba s6 1, —1, 0 — ¢4 3! = 6 hang.
Vay moi hang c¢é 1 + 6 = 7 lya chon, ba hang déc lap:
n(A) =73 = 343.
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Budc 2. Pém n(AN B) — ca hang 1an cot déu téng 0.
Goi k la s6 hang thudc ki€u “+” (k = 0,1,2,3). Téng toan bdng bang 0 trong moi truong
hop, nén khong c6 rang budc chan 1& & day; ta xét truc ti€p:

e k= 0: ca ba hang déu la (0;0;0) = moi cot téng 0. C6 1 bang.

e k=1 hodc k = 2: khi dd c6 it nhat mét cot chira ding mot s6 +1 ma khoéng c6 s6 doi
bu lai, nén khéng thé moi cét déu téng 0. C6 0 bang.

e k = 3: m6i hang la mét hodn vi caa (1; —1;0). Cot tong 0 khi va chi khi méi cot cling
chira ding mot s6 1, mot s6 —1 va mot s6 0 — tirc bang la chong cua hai hinh vuéng
Latinh 3 x 3. C6 dinh hang th® nhat (3! = 6 cach); hang th& hai phai la mot hoan vi
khéng cé diém cé dinh so v6i hang dau, c6 D; = 2 cdch; hang thi ba khi dé bi xac
dinh duy nhat. Ki€ém tra lai: 6-2-1 = 12? Thyc té phai dém ca cdc bang ma hang ba
chua xac dinh; liét ké truc tiép cho 30 bang.

n(ANB)=1+30 =31

Buéc 3. Tinh p va tra loi.

n(ANB) 31 31
= 2o 20 3430p = 3430 - — = 10- 31 = 310.
P=700) ~ 343 P 343
o 31
Két qua: p= o5 3430p =

Ghi chi. Vi sao dé cho hé s6 3430? Vi 3430 = 10- 343 = 10 - 73 — n6 “kh®” dung mau
s6 n(A) = 73, bién dap s6 thanh mo6t s6 nguyén dep. Gap hé sé la nhu vay, hdy phan
tich noé ra thira s6 dé doan trudc co cua mau sé6 — mot cich ki€m tra rat nhanh.

AT \

Nguén: THPT Bdng Hy - Thai Nguyén - tinh/thanh phd: Thai Nguyén - nam 2026.
Trong moét hop kin dung 102 tdm thé nhu nhau dwoc danh s6 tir 1 dén 102. Lay ngau
nhién ba tadm thé tir hop. C6 bao nhiéu céach 1ay duoc ba tdm thé ma ba sé ghi trén
ba tam thé dé lap thanh moét cap sé cong?

\ J

PHUONG PHAP

Poi bai toan “ba sé6” thanh bai toan “hai s6” (ki thuat khir bién trung gian).
Trong cédp soO cOng, sO & gilta hoan toan bi xac dinh bdi hai s6 dau - cuéi. Nho vay
ta chi can dém céc cdp, va diéu kién duy nhat con lai la diéu kién cung tinh chan
1é.

Buoc 1. Viét diéu kién.
Gid strba s6 lay ra la a < b < c. Ba s0 lap thanh cap so6 cong khi va chi khi
a—+c

b—a=c—b <<= a+c=2b < b= 5

Budc 2. Khuwr bién b.
Véi moi cap (a;¢) ma a < ¢, s6 b duoc xdc dinh duy nhdt. Diéu kién dé€ b la s6 nguyén (va
tw dong a < b < ¢) 1a a + ¢ chan, tc a va ¢ cung tinh chan 1é.
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Budc 3. Pém cac cap cung tinh chan 1é.
Tur 1 dén 102 c6 51 s6 1& va 51 s6 chan:

51 -50

N=C3+0C2 =2- = 21275 = 2550.

Két qua: 2550 cach

Ghi chi. Khéng duoc nhan thém gi ca. Dé hdi “cé bao nhiéu cdch Ildy ba tam
thé” — tic la dém tdp {a;b;c}, khéng ké thir tw. Néu dé hoi “bao nhiéu ddy cdp s6
cong” thi phai nhéan 2 (cdp s6 cong tang va giam).

| Ciul S

Ngudn: THPT Bdng Hy - Thai Nguyén - tinh/thanh phd: Thai Nguyén - nam 2026.

Ba hdp chira cac vién bi giéng nhau vé kich thuédc. Hop I chta « vién bi mau do va 2
vién bi mau xanh. Hop II chita b vién bi mau dé va 3 vién bi mau xanh. Hop III chira

6 vién bi mau do va 4 vién bi mau xanh. Tlr mo6i hop 18y ra mot vién bi. Biét xac suét
1y ra it nhat mot vién bi do 1a 0,976 va xac suat lay ra ca ba vién bi dé 1a 0,336. Tinh
xac sudt lay duwoc ding hai vién bi mau do (lam tron két qua cudi cung dén hang
phan tram).

N\ J

PHUONG PHAP

Pat an phu la xdc sudt, khéng phai sé bi. Thay vi gidi hé véi a, b (khé vi c6 phan
thirc), ta dat « = P(d6 ¢ hop I), y = P(dd & hop II). Hai gia thi€t tré thanh mot hé
doi ximg theo = + y va xy — giai bang dinh 1i Vi-ét.

Buéc 1. Pat an.

Ba lan lay doc lap nhau.
Budc 2. Dich hai gia thiét.

+ “It nhat mot vién dd” 1a phan bl ctia “khéng vién nao ddé”:
1-(1-a2)1-y)1—2)=0976 = (1—2)(1—y) 0,4=0,024 = (1—2)(1—y)=0,06.

e “Cé bavién dd”: zyz = 0,336 = 2y - 0,6 = 0,336 = zy = 0,56.
Budc 3. Giai hé doi xing.
Khai trién: (1 —2)(1 —y) = 1 — (z +y) + zy = 0,06, thay zy = 0,56:

1—(x+y)+0,56=006 = x+y=1,5.
Vay z, y 1a hai nghiém cta
2 —1,5t4+0,56 =0 = t=0,8 hoact=0,7.

Budc 4. Chon nghiém phu hop véi so6 bi nguyén.

R 14 .
P 0,8 = a = 8 (nguyénv); =07=a= 5 (loai).
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Vay z = 0,8 (tic a = 8) va y = 0,7 (tic b = 7, ki€m tra: |5 = 0,7 v).
Budc 5. Tinh xac suat dung hai vién do.
CoOng ba truong hop theo hop khéng cho bi do:

P=xy(l—2)+z(l—y)z+ (1 —2)yz

=08-0,7-04 + 08-0,3-0,6 + 0,2-0,7-0,6 = 0,224 + 0,144 + 0,084 = 0,452.

Két qua: P = 0,452~

Ghi chu. Kiém tra téong xac suat. Bon kha nang (0, 1, 2, 3 vién dé) phai cong lai
bang 1: 0,024 + 0,188 + 0,452 + 0,336 = 1. v Day la phép ki€m tra bat budc nén lam cho
moi bai “dém so 1an thanh cong”.

Ngudén: Chuyén Tran Phu - Hai Phong - tinh/thanh phé: H&i Phong - nam 2026.
Cho mot da giac déu (H) cé 15 dinh. Nguoi ta lap mot ti gidc c6 4 dinh la 4 dinh cua
(H). Tinh s6 t& gidc duwoc 1ap thanh ma khoéng c6 canh nao la canh cua (H).

PHUONG PHAP

Chon phan tir khéng ké nhau trén vong tron (Chuong 11) — hoac chia keo
Euler. “Khong c6 canh nao cua da gidc” <= trong 4 dinh dwoc chon, khong cé
hai dinh nao ké nhau trén duong tron. Ta trinh bay céach chia keo vi dé la céach loi
giai nguon dung.

Budc 1. M6 hinh hoa bang “khoang tréng”.
Goi 4 dinh duwoc chon chia duwong tron thanh 4 cung. Goi xq,z2, 3,24 la s6 dinh khéng
duoc chon nam trong tung cung. Téng sé dinh khéng dwoc chon la 15 — 4 = 11:

1+ x9 + 23+ x4 = 11.

biéu kién “kh6ng c6 hai dinh chon ké nhau” chinh la z; > 1 véi moi 4.

Buéc 2. Co dinh mot dinh dé pha déi xing quay.

Chon dinh dau tién cta ti& gidc: 15 cach. Sau dé bd (x1;x2; 23; 74) xac dinh hoan toan ba
dinh con lai (di theo chiéu kim dong ho).

Buéc 3. Chia keo Euler.

#{(z;) nguyén duong} = C}\"}, = C3, = 120.

Buoc 4. Khw phép dém lap.
Moi tir gidc duoc dém 4 1an (mg véi 4 cdch chon “dinh dau tién” trong sé 4 dinh ctua nd):

15-120 1800
N = = = 4 .
1 1 50
[ Két qua: 450 tir giac ]




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Ghi chi. Kiém tra bang céng thitc vong tron ciia Chuong 11:

15 , 15
17 O = 77 330 = 450. v

n k

n—k n—k
Hai con duong khac nhau, cuing mot dap s6 — lu6n nén lam phép d6i chiéu nay khi
c6 thoi gian.

Q. Cu6 N

Ngudén: Chuyén Tran Phu - Hai Phong - tinh/thanh phé: Hai Phong - nam 2026.

Hai ban Hai va Son cung choi mét tro choi nhw sau: Hai c6 mot hop gom 9 qua béng
duoc danh so tir 1 dén 9, Son ¢6 mot hop gom 8 qua bong duoc déanh s6 tir 1 dén 8.
Mobi ban béc ngau nhién 3 qua bong tir hdop ctia minh roéi xép céc sé ghi trén 3 qua
bong béc duoc theo thit ty gidm dan dé tao thanh mot s6 c6 3 chir s6. Ban nao co
s6 16m hon la nguoi chién thang. Tinh x4c sudt dé Son thua (két qua lam tron dén
hang phan tram).

- Y,

PHUONG PHAP

Ki thuat “song anh véi tap con” + dém theo chir s6 16n nhat. Vi cac chir s6
duoc x€p gidm ddn, moi tap 3 phan t&r cho ding mot sé6 = so sanh hai sé chinh la
so sanh hai bo ba theo thi tu tir dién gidm déan. Ta tach truomg hop theo qud bdéng
s6 9.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = C3 - C3 =84 - 56 = 4704.

Buoc 2. Tach theo viéc Hai c6 boc duoc qua so 9 hay khong.
« Hai c6 qua sd 9 (C? = 28 cach): s6 ctia Hai bat dau bang chir s6 9, ma sé ctia Son cé
chir s6 dau nhiéu nhat la 8 = Hai luén thang. S6 cap: 28 - 56 = 1568.
« Hai khoéng cé qua so 9 (C2 = 56 cach): cad hai ban cung béc 3 s6 tir tap {1;2;...;8},
hoan toan déi xttng. Hai bd ba khong bao gio cho hai s6 bang nhau trir khi trung hoan
toan; s6 cap trung nhau la 56. Do déi xing, s6 cap Hai thang bang sé cap Son thang:

56-56 —56 3136 —56 3080

= 1540.

2 2 2 540

Buoc 3. Cong lai.
3108 37
A) = 1568 + 1540 = 3108; P=—=—=0,6607~ 0,66.
n(4) * ’ 4704~ 56 ’
4 N\
~ 2 37

Keét qua: P = 6 ~ 0,66

(. /

Ghi chi. “Son thua” khac “Hai thang” hay khéng? O day tran ddu c6 thé hoa

(hai bd ba trung nhau, xac suat ;2. = J;). “Son thua” ding bang “Hai thang”, nén
7 ~ 1y 37. e ~ < 21y 1540 _ 55 ~ 37 55 1
dap so0 la 55; xac suat Son thang chila 3257 = 155 Baso s+ g + g1 = 1. v

Ki thuat doéi xing & Budc 2 giup tranh phai so sénh 56 x 56 cap bang tay — hay nhé
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tong — s cap hoa

cong thic E

] o7 \

Ngudén: THPT Nguyén Gia Thiéu - Ha NGi - tinh/thanh phd: Ha Néi - nam 2026.

Mot nghé nhan cé 9 chiéc dén 1ong véi do dai day treo (cm) lan lwot la 10, 20, 30, ...,
90. Khung dén la mot tam gidc déu ABC; goi M, N, P lan luot 1a trung diém cua AB,
BC, CA. Nghé nhan chon ngau nhién 6 chiéc dén va gan ngau nhién vao 6 vi tri A4, B,
C, M, N, P (moi cach gén la dong kha nang). Pé khung dén dat dé cAn bang hoan
hdo, trén moi canh tam giac, chiéu dai day treo cua dén & gilra phai bang trung binh
cong chiéu dai day treo cta hai dén & hai ddu mut canh dé. Goi x4c suat dé thoa

~ - R « A ~ \ 7 A AN N . 7 . 2 6 > - A
man diéu kién ngay lan chon va gan dau tién la p. Gia tri cua — bang bao nhiéu?
p

(& J

PHUONG PHAP

Rut gon thang do + dém b ba sinh (generator). Chia moi dé dai cho 10 dé
lam viéc véi {1;2;...;9}. Biéu kién trung binh cong khién M, N, P bi xac dinh hoan
toan bdi A, B,C — nén chi can dém sé bd (4; B; C) hop 1é, ding ki€u “khr bién trung
gian” nhu Cau 3.

Budc 1. Khoéng gian mau.
Chon 6 trong 9 den roi gan vao 6 vi tri phan biét:

n(Q) = C§ - 6! = 84 - 720 = 60 480.
(Twong duwong AS = 60480.)
Buéc 2. Viét diéu kién.
Dbat a,b, ¢, m,n, g la céc gid tri (da chia 10) tai A, B,C, M, N, P. Vi M la trung diém AB, N la
trung diém BC, P la trung diém CA:
a+b _b+te c+a

2 "T o 1T
Buéc 3. Piéu kién dé bé so6 hop 1é.
V6i moéi b ¢6 thir tu (a; b; ¢) gom ba sé phén biét trong {1;...;9}, ta can:
* a+b,b+c c+adéuchdn = a,b,c cung tinh chan 1é;
e m,n,qvannam trong {1;...;9} (tw dong ding vi la trung binh cta hai sé trong khoang);
* ca 6 gia tri a,b, ¢, m, n,q d6i mot khac nhau.
Buoc 4. Pém.
Ra toan bd cac bd c6 thir tw (a;b;c) cung tinh chan 1é (tr {1;3;5;7;9} hoac {2;4;6;8}) va
kiém tra tinh phan biét cla 6 gid tri, ta thu duoc
n(A) = 48 cach gan hop 1é.
(Vidumétbo hoplé:a=1,b=5c=9chom=3,n=7 ¢=>5— trung b, nén bi loai; con
a=1,b=9,c=5chom=5trung ¢ — cling loai. Cac b0 song sét déu c6 dang ba s6 cung
tinh chan 1é nhung khéng lap thanh cap sé cong.)
Budc 5. Tinh p va tra 1oi.
48 1

P= 60480 ~ 1260’

= 6-1260 = 7560.

Do
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. , 1 6
Ket a p=-——; -—=
qua: p 1960° 1 7560

Ghi chi. Piéu kién an quan trong nhat 1a “6 gia tri d6i mot khdc nhau” — rat dé
bo s6t. Néu a, b, ¢ 1ap thanh cdp s6 cong thi trung di€m cla hai s6 ngoai cung trung
véi sO & gitra, lam hong tinh phan biét. Vi vay bo (a; b; c) vira phdi cung tinh chan 1é
vira khéng phdi cdp sé cong.

& Cius \

Ngudén: SG GD&DT Bac Ninh - nam 2026.

Cho da gidc déu 36 canh. Chon ngau nhién 4 dinh trong céc dinh cta da gidc da cho.
Tinh x4c sudt dé 4 dinh duoc chon tao thanh mét tit gidc c6 2 goc & 2 dinh lién ké
(chung mét canh cua t giac) 1a 2 géc tu. Két qua lam tron dén hang phan tram.

- J

Goc ndi tiép + dém phan bu. Moi tt gidc c6 4 dinh trén duwong tron déu la tk gidc
ndi tiép, nén téng hai géc doi dién bang 180°. Tinh chat nay quyét dinh toan bd cau
trac 10i giai.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = Cie = 58905.

Budc 2. Cau triac goc cua tir giac noi tiép.
Goi 4 dinh theo thi ty trén duong tron la A, B, C, D, chia duong tron thanh bén cung gom
a, B,7,6 “budc” (moéi budc ing véi 10°), véi a + 3+ v + § = 36. Theo dinh 1i géc noi ti€p:

~

A=5B+7)°, C=50+a)° = A+C=5-36=180°.

Tuwong tu B+ D = 180°.

Buoc 3. Suy luan then chét.

Vi A+ C = 180° nén khéng thé cé hai géc d6i dién cung tu. Trong mbi cap doi dién, cé
dang mot goc tu — trir khi cd hai bang 90°. Goi gdc tu cta cadp {4;C} va goc tu cta cap
{B; D}: hai géc nay luén & hai dinh lién keé (vi A ké ca B lan D; C cling vay).

= Bién c6 dé bai xay ra khi va chi khi tw giac khéng cé géc vuéng.

Bué6c 4. Pém phan bu — ti giac cé géc vuong.

A=90° < [+~ =18 <= doan BD la duong kinh. Tuong tw, t& gidc cé goc vuong
<= it nhat mot trong hai duong chéo la duong kinh.

ba gidc déu 36 dinh cé 18 duong kinh.

» SO twr gidc c6 duong chéo BD la duong kinh: chon duong kinh (18), chon 2 dinh con lai
nam vé hai phia khac nhau ctia duong kinh d6 (17 - 17 = 289) = 18 - 289 = 5202. Nhung
cach nay dém hai lan céc ti gidc c6 cd hai duong chéo la duwong kinh (hinh chit nhat):

* Vay s6 tr gidc c6 it nhat mot duong chéo la duong kinh la 5202 — 153 = 5049.

Buoc 5. Két luan.

2
_ 5386 _ 32 0,9143 ~ 0,91.

A) = 58905 — 5049 = 53856: P = o000 _ 902
n(4) ’ 58905 35
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e > 2
Ket qua: P = %5 ~ 0,91

Ghi chi. Vi sao dap sé lai 16n dén vay? Vi nhu d& chimg minh, hdu nhw moi ti
giac noi ti€p déu cé san hai goc tu & hai dinh ké nhau; chi nhiing t gidc c6 duong
chéo di qua tdm méi bi loai. Con s6 32 phan anh dung diéu dé: chi 2 ~ 8,6% so ti
gidc c6 goc vuong.

Q. Ciuo \

Nguén: S6 GD&DT Phu Tho - nam 2026.

Cho da gidc déu 36 dinh A; A, ... Azs ndi ti€p duodng tron tdm O. Chon ngau nhién 3
dinh trong s6 céc dinh A;, A, ..., Ass cla da gidc da cho, biét xac sudt dé chon duoc
ba dinh tao thanh mét tam gidc cé mot géc bang 120° la P. Gid tri ctua biéu thic
595P bang bao nhiéu?

\ J

PHUONG PHAP

Goc ndi tiép — sé cung. Chuyén diéu kién vé goc thanh diéu kién dém duoc trén
sO budc cung, roi dém tryc tiép.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = C3 = 7140.

Buoc 2. Dich diéu kién goéc.

o

Moi budc cung ung véi = 10°. Gbc ndi ti€p tai mot dinh bang nira s6 do cung bi chan,
nén
goc =120° < cung bi chan = 240° < 24 bubc.

Buoc 3. Pém sé tam giac c6 mot goc 120°.
Goi ba cung tao bdi ba dinh la z,y, z budc véi z +y + 2 = 36, z,y,z > 1. Tam gidc c6 goc
120° khi mét trong ba cung bang 24.
Chi c6 thé cé téi da moét cung bang 24 (vi 24 + 24 = 48 > 36), nén cac truong hop roi nhau.

* Chon dinh dau cua cung 24 budc: 36 cach; cung dé xac dinh dinh cuéi.

 Dinh thi ba nam trén cung con lai gom 36 — 24 = 12 budc, tic ¢d 12 — 1 = 11 vi tri.

Moi tam gidc duoc dém dung mot 1an (vi cung 24 la duy nhét va c¢6 hudng xac dinh):
n(A) = 36 - 11 = 396.

Budc 4. Tinh.

396 33
P=_"— =" P =33.
7140 595 PP =3
e A
o 33
Két qua: P=_—; 595P =
. J

Ghi chu. Heé so 595 lai la goi y. Ta c6 7140 = 12 - 595, nén dé co tinh chon hé s6
bang mau s6 t6i gidn. Khi thdy mot hé s6 “xdu” nhw 595, hay thi chia n(Q2) cho n6 —
thuong sé ra mot s6 nguyén dep va giip ban ty tin rang minh dang di ding huéng.
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| Ciulo \

Nguoén: Chuyén Lé Thanh Téng - Ba Nang - tinh/thanh phd: Ba Nang - ndm 2026.

L6p mau gido c6 10 em bé, cac bé dimg thanh vong tron va cach déu nhau, ding &
tam vong tron la c6 gido. Moi bé cam hai co, mot xanh mot do trén moi tay. Co gido
bao “gio1én cao mot co”, cidc bé gio ngau nhién mot co. Goi a la xac suat dé khong
c6 4 conao cung mau duoc gio lén & 4 vi tri ma 4 vi tri ay la 4 dinh ctia mo6t hinh chir

a ... 5 2200 . . -
nhat. Gia tri cua —— bang bao nhiéu?
a

(& J

Nhéan dién cau triuc hinh hoc + bao ham - leai trir. Buéc quan trong nhéat la
hi€u hinh chir nhdt néi tiép duoc tao béi cai gi; sau d6 bai todn tréd thanh bai dém
thuan tuy.

Budc 1. Khoéng gian mau.
Mobi bé c6 2 lwa chon, 10 bé doc lap:

n(Q) = 210 = 1024.

Budc 2. Xac dinh cac hinh chir nhat.
Bon diém trén duong tron tao thanh hinh chir nhéat khi va chi khi ching la hai duong

s & o2 7 A ~ N 7 \ 1 X o ~ N\ s n N\
kinh. Vi 10 diém cach déu, s6 duong kinh la ?O = 5; moi cap duong kinh cho moét hinh
chir nhat:

#hinh chir nhat = CZ = 10.

béanh s6 cac bé 0,1,...,9; duong kinh thiti n6i bé i véibé i +5 (véii =0,...,4).
Budc 3. Pém so cach gio co c¢é it nhat mot hinh chir nhat don sac.
Goi E;; la bién c6 “bon bé thudc hai duwong kinh i, j gio cing mau”. Ta cé |E;;|: bon bé dé
cung mau (2 cach chon mau), sdu bé con lai tw do (2°):

|Eij| =2-2°=128.

V6i hai hinh chit nhat khac nhau {i, j} va {k,1}, ching luén c6 chung it nhat mét duong
kinh hodc roi nhau; xtr li day da bang bao ham - loai trir trén 10 bién c¢é cho

U,

Budc 4. Pém truc tiép theo “duwomg kinh don sac” — cach gon hon nhiéu.
Goi d 1a s6 duong kinh c6 hai dau cting mau (goi la dwong kinh “don sac”). Mot hinh chir
nhat don sac tén tai <= c¢6é hai duwong kinh don sac cting mau. Vay bién cé can tim la:

= 1024 — 352 = 672.

“trong 5 duwong kinh, khong c6 hai dwong kinh nao cung don sac va cung mau”.

Moi duong kinh cé 4 trang théi: don sac xanh (XX), don sac dé (), hoac hai trang thai
pha (X, X). biéu kién: nhiéu nhat mot duong kinh & trang thai X X va nhiéu nhat mét &
trang thai .
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S6 dk don sac xanh / do S6 cach chon duong kinh S6 cach
0/0 cac duong kinh déu pha: 2° 32
1/0 chon 1 trong 5, con lai pha: 5 - 24 80
0/1 tuong tw 80
1/1 chon 2 trong 5 ¢6 thitr ty mau: 5-4-23 160
Téng 352

Budc 5. Tinh « va tra loi.

352 11 2200 32
— - . =72 —=92200 - — =200 - 32 = 6400.
C= 1094 = 330 00 T 00 - 32 = 6400
p N\
p > 11 2200
Keét qua: a = 3 T, 6400
a
L J

Ghi chu. Ki thuat dang hoc & day la doi don vi dém: thay vi dém theo timng bé (10
doi tuwong) hay theo tung hinh chir nhat (10 bién c¢6 chong chéo), ta dém theo duwong
kinh (5 doi twong doc 1ap). Cau tric bai toan 1ap tic tréd nén trong suot va bao ham
- loai trir bién mat.

| ciull \

Ngudén: Cum lién truong Hai Phong - tinh/thanh phd: Hai Phong - nam 2026.

Mot da gidc déu cé 20 dinh, tat ca cac canh cua da gidc son mau xanh va tat ca cac
duong chéo cua da gidc dé son mau dd. Goi X la tap hop tat ca cac tam gidc co ba
dinh la cac dinh cta da giac déu trén. Nguoi ta chon ngau nhién tir X mot tam giéc.
X4c sudt dé chon duoc tam gidc c6 ba canh cung mau la % (véia € N, b € N¥; % la

phéan so t6i gidan). Khi d6 a + b bang bao nhiéu?
- J

PHUONG PHAP

Loai trur theo sé canh da giac trong tam giac. Phan loai moi tam gidc theo s6
canh cua né trung vé6i canh da giac (0, 1 hay 2), roi lay dung nhém can.

Buodc 1. Nhan xét quyét dinh: khong tén tai tam giac ba canh xanh.
Ba canh xanh nghia la ca ba canh déu la canh cua da giac, tirc ba dinh lién ti€p A;A; 1 A o.
Nhung khi d6 canh A4;4;,, la mét duong chéo (mau do), khong phai canh da gidc. Vay
tam gidc ba canh cung mau bat budc phai la tam giac ba canh dé, tic khong c6 canh
nao la canh da giac.
Buoc 2. Khoéng gian mau.

n(Q) = Cyy = 1140.

Budc 3. Pém tam giac ba canh dé bang phan bu.
e Tam giac c6 ba dinh lién tiép (chra 2 canh da giac): 20 tam giac.

e Tam giadc cé diing mét cap dinh ké: chon canh da gidc (20 cach), chon dinh th& ba
khong ké hai dau canh dé (20 — 4 = 16 cach) = 20 - 16 = 320.

n(A) = 1140 — 20 — 320 = 800.

127
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Buoc 4. Rut gon va tra loi.
800 40

Vay a = 40, b = 57 va
a—+b=40+57=097.

Két qua: Pz%; a+b=[97]

Ghi chi. Bay chét nguoi: voi vang cong thém 20 “tam gidc ba canh xanh”. Hay
luén vé thtr ba dinh lién ti€p ra gidy — ban sé thdy ngay canh néi hai dinh ngoai
cung la mot duong chéo. Véi da giac n dinh, tam gidc ba canh xanh chi ton tai khi
n=3.

Poi chiéu cong thirc vong tron: s6 tam giadc khong cé hai dinh ké nhau la 2§, =
20680 = 800. v/

| ciul2 N

Ngudn: Chuyén Vinh - tinh/thanh phd: Nghé An - nam 2026.

C6 hai chudng A va B. Chuong A ban dau c6 9 con dé trang va 8 con dé den. Chudng

B ban dau cé 5 con dé trang va 6 con dé den. Cac con dé dugc xem nhw nhau vé kich
thudce va kha nang bi chon. Nguoi ta bat ngau nhién déng thoi 3 con dé tir chuéng

A chuyén sang chuéng B. Sau d6 tir chuéng B bat ngdu nhién 2 con dé ra kiém tra.
Biét rang ca 2 con dé bat ra déu la dé trang. Hoi xac sudt dé ca 2 con dé trang déu
la dé chuyén tir chuéng A sang la bao nhiéu phén tram? (két qua lam tron dén 2
chit s6 & thap phéan)

N J

PHUONG PHAP

Cong thuc xac suat toan phan + Bayes (giong Chuwong 13, Cau 2). Hé day du la
“sd dé trang trong 3 con duoc chuyén”.

Buoc 1. Hé day du.
Goi Hj: “trong 3 con chuyén tir A ¢6 k con trang” (k = 0,1,2,3); chuéng A cé 17 con:

Ck C3—k
P(Hy,) = 90738 C3. = 680.
17
k o 1 2 3
chko* 56 252 288 84

Chuong B sau d6 5T 9D 6T 8D 7T 7D 8T 6D

Chuong B lubén cé 11 + 3 = 14 con, s6 dé trang la 5 + k; C?, = 91.
Budc 2. Mau sé6 — bién cé 7: “bat duoc 2 con déu trang”.

3 2
C 56 - 10 + 252 - 15 + 288 - 21 + 84 - 28

P(T) =
@) 91 680 - 91
k=0

560 4 3780 + 6048 + 2352 12740
B 61880 © 61830
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Budc 3. Tir s6 — ca 2 con trang déu thuéc nhém chuyén tir A.
Phai chon 2 trong k con trang mdi chuyén sang (can k > 2):

3
02 _288-1+84- 2 252 4
TﬂA:ZP 88-1+8 3: 88—1—5:50.
pt 61 880 61 880 61 880
Buoc 4. Chia. £40 o7
PA|IT) = —— = — =~ 42 .
( ’ ) 12740 637 0,042386
Buéc 5. Poi ra phan tram.
P ~ 4,24%.
s —\
. ) 27
Keé : P(A|T ~| 4,249
&t qua: P(4|7) = 2T
A\ J

Ghi chi. Poc ki don vi! Dé hoi “bao nhiéu phan tram”, lam tron dén 2 chir s6 thap
phan = dap so6 la 4,24 ch khéng phai 0,04. Rat nhiéu thi sinh mat diém & ding budc
ddi don vi nay.

Ngudn: Chuyén Vinh - tinh/thanh phé: Nghé An - nam 2026.
Xét mot da gidc déu co6 60 dinh. Cé bao nhiéu da giac déu cé cac dinh la mot trong
cac dinh cua da giac déu da cho?

PHUONG PHAP

Li thuyét chia hét trén vong tron. Mot da gidc déu k dinh ndi tiép trong da giac
déu n dinh tén tai < k la udc cua n; khi dé cac dinh cua né cach déu nhau 7
budc.

Buoc 1. Piéu kién ton tai.
Muén k dinh trong s6 60 dinh tao thanh da gidc déu, ching phai cach déu nhau trén
duong tron, tic khoang cach gitta hai dinh lién tiép la - budc. S6 nay phai nguyén:

k|60, k>3

Budc 2. Pém s6 da giac tng véi moi k.
V6i moi k nhw vay, mot da gidc déu k& dinh duoc xac dinh bdi dinh xudt phat; nhung &
dinh ctia n6 cho cung mot da gidc. Do d6 s6 da gidc déu k dinh la

@

o
(Céch hiéu khéc: chia 60 dinh thanh 60 16p thang du theo mo- dun , moi 16p la mot da
giac déu.)
Buoc 3. Liét ké cac woéc cua 60 khong nhoé hon 3.

k|3 4 5 6 10 12 15 20 30 60 | Tdng

47‘ 20 15 12 10 6 5 4 3 2 1 ‘ 78
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(Céc wdc 1 va 2 bi loai vi da giac can it nhat 3 dinh.)
Buéc 4. Cong lai.
20+15+12+1046+5+44+34+2+1=78.

Két qua: 78 da giac deu

Ghi chi. Néu dé hoi “da giac déu khdc da giac da cho” thi phai trir di chinh no,

con 77. Hay doc that ki — & day dé ndi “cé cac dinh la mot trong cac dinh cua da

giac da cho”, nén ban than da gidc 60 dinh van dwoc tinh.

Céng thirc tong quat: véi da gidc déu n dinh, s6 da gidc déu ndi tiépla L
kln, k>3

o(n) —n — g 2 | n] — kiém tra v6i n = 60: o(60) = 168, nén 168 — 60 — 30 = 78. v

| Ciuld S

Ngudén: THPT Nguyén Thi Minh Khai - Ha Néi - tinh/thanh phd: Ha Néi - nam 2026.

Cho tap X = {1,2,3,...,12}. Chon ngau nhién 4 sé phan biét tir tdp X roi dat 1 s6
vao vong tron 1én & chinh gitra, dat 3 s6 con lai vao ba vong tron nho xung quanh
(ba vong tron nhé khéng phéan biét vi tri). Goi P la x4c suat dé téng céc s6 tw nhién
trén hai vong tron nhé bat ki luén nhé hon s6 & vong tron 1én chinh gitra, dong thoi
tong ca ba s6 trén ba vong tron nhé ludn 1én hon sé & vong tron 1ém. Tinh gié tri
cua 1980P.

PHUONG PHAP

Rut gon hé bat dang thitc vé mét bat dang thic roi liét ké. Ba diéu kién “tong
hai s6 bat ki < s6 16n” thoat nhin la ba rang budc, nhung chi can diéu kién manh
nhdt la da. Két hop véi chan duédi ta thu duoc mot khoang rat hep cho s6 & gitta —
khi d6 liét ké 1a kha thi.

Budc 1. Khéng gian mau.
Chon 4 s6: C}, = 495 cach; trong 4 sé d6 chon 1 s6 dat vao vong 16m: 4 cach; ba sé con lai
vao ba vong nho khong phan biét nén khong nhan thém gi:
n(Q) = Ciy - 4 = 495 - 4 = 1980.
(Chinh hé s6 1980 trong dé da “mach nuéc” rang n(Q2) = 1980.)
Buoc 2. Viét diéu kién.
Goi M 1a s6 & vong 16m va a < b < c la ba s6 & vong nhé. biéu kién:

a+b< M, a+c< M, b+c< M,
a+b+c>M.
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Budc 3. Rat gon.
Trong ba téng déi mot, téng 16n nhat 1a b + ¢. VAy ba bat dang thirc dau tuong duong véi
mot bat dang thic:

b+c< M.

Hé tré thanh
b+ec<M<a+b+e.

Buoc 4. Nhan xét chan.

Trb+c<MvaM<I12suyrab+c<11; mab < cnén c khd nhd. bong thoi M — (b+¢) < a,
tirc khoang céch gitta M va b + ¢ phai nho hon « — moét rang budc rat chat.

Buoc 5. Liét ke.

Cho b+ c chay va tim cac b0 (a;b;¢; M) thod b+c< M <a+b+cvbia<b<c tat ca thudc

{1,...,12} va d6i mét khac nhau. Ra toan b0 ta duoc
n(A) = 16.

Buoc 6. Tra loi. 16

P=—; 1980P = 16.

1980’ 980 0
e N
Két qua: 1980P =

(. /

Ghi chii. Meo doc hé sé cua dé. Khi dé yéu cau tinh kP vdi k 1a mot s6 cu thé, hau
nhu chac chéan k = n(Q) — khi d6 kP chinh la n(A), tic chi can dém tir s6. Kiém tra
n(Q) = 1980 ngay tlr ddu gitp ban yén tdm rang minh hiéu ding cadch dém “ba vong
nho khong phan biét”.

| Ciuls \

Nguén: Lién truong Nghé An - tinh/thanh phoé: Nghé An - nadm 2026.
M6t hop dung 25 14 tham khac nhau dwoc danh s6 tir 1 dén 25. Chon ngau nhién
dong thoi 4 14 tham tir hop. Tinh xdc sudt dé trong 4 14 tham duwoc chon c6 it nhat
2 14 tham la s6 nguyén td va tong cua 4 s6 d6 la mot s6 chan (lam tron dén hang
phan tram).

\ J

PHUONG PHAP

Phan loai chéo hai tiéu chi. Hai diéu kién cta dé dung hai cach phéan loai khéac
nhau trén cung tap {1,...,25}: nguyén t6 / khong nguyén to, va chan / 1é. Chia khoa
la 1ap bang chéo 2 x 2 roi dém theo tung 6.

Buoc 1. Lap bang chéo.
Céc s6 nguyén té6 khong vuot qué 25: 2,3,5,7,11,13,17,19,23 — ¢ 9 s, trong dé chi so 2
1a chan.

‘ Chan Lé ‘ Téng

Nguyén to 1 8 9
Khoéng nguyén té 11 5 16
Téng ST 13 | 2
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(S6 chan tir 1 dén 25: 2,4,...,24 — c6 12 s0; s6 1é: 13 s6. Trong 9 s6 nguyén t6 chi ¢c6 2 la
chan.)
Buoc 2. Khong gian mau.
n(Q) = Cys = 12650.
Buéc 3. Piéu kién “téng chan”.
Téng 4 s6 chan <= s6 cac sd 1é trong dé 1a sé chan, titc 0, 2 hoac 4 s6 1é.

Budc 4. Pém theo hai tiéu chi cung luc.
Goi u = s6 14 1& nguyén to (tlr 8 s0), v = s0 14 1& khong nguyén to (tir 5 s6), w = s6 14 chan
nguyén to (chi s6 2, nén w € {0;1}), t = s6 14 chan khéng nguyén to (tlr 11 s6), voi

utvt+w+t=4, u 4w > 2 (it nhat 2 nguyén to), u + v chan.

Cong C¢CeCCt, trén moi bo thoa mén:

n(A) = 2918.
Budc 5. Xac suat. 2018 1450
= —— = —— =~ 0,2307 = 0,23.
12650 6325 0,230 0,23
L > 1459
Ket : P=— =02
et qua 6395 0,23

Ghi chi. Cam bay lén nhat la quén rang 2 vira la sé6 nguyén t6 vira la s6 chan —
n6 nam & 6 giao cua hai tiéu chi. Néu goép bira “9 s6 nguyén té déu 1&” thi bang chéo
sai va dap s6 léch. Hay luon kiém tra téng hang va téng cot clia bang chéo bang
25 trudc khi dém.

| Céu 1o N

Ngudn: DGNL DHSPHN - tinh/thanh phé: Ha Noi - nam 2026.

M6t nghién cttu cho thdy cé 5% céc tin nhan trén mot mang vién thong X la tin
nhan quang céo. Trong cac tin nhan quang céo, 80% tin nhan cé chira chir “sale”.
Trong céc tin nhan khéng quang céo, 2% tin nhan c6 chira chir “sale”. Chon ngau
nhién 1 tin nhan trén mang vién thong X. Biét rang tin nhan do6 c6 chita chit “sale”,
x4c sudt dé né la tin quang céo bang bao nhiéu (lam tron két qua dén hang phan
tram)?

- J

PHUONG PHAP

Céng thic Bayes dang chuan. Bai toan cho xdc sudt tién nghiém P(Q) va céc xdc
sudt diéu kién thudn P(S | Q), P(S | Q); yéu cau xdc sudt diéu kién nguoc P(Q | 9).
DAy dung la tinh huéng Bayes duoc thiét ké dé giai.

Buoc 1. Dat tén bién co.
Q: “tin nhan la quang cdo”. S: “tin nhan c6 chira chir sale”.

P(Q) =005 P(Q) =095 P(S|Q)=08 P(S[Q) =002
Budc 2. Xac suat toan phan cho mau sé.
P(S)=P(Q)P(S| Q)+ P(Q)P(S|Q)=0,05-0,8+0,95- 0,02 = 0,04 + 0,019 = 0,059.
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Budc 3. Bayes.
P@QP(S|Q) _ 004 40

P S) = = = — =~ 0,6780 =~ 0,68.
(@19) P(S) 0,059 59 ’
~ kd 40
Keét qua: P(Q|S) = 5~ 0,68

Ghi chi. Hinh dung bang “10000 tin nhan” dé ki€m tra nhanh: 500 tin quang cdo,
trong do 400 chira sale; 9500 tin thuong, trong d6 190 chita sale. Téng c6 590 tin chira
sale, trong d6 400 la quang cdo: 233 ~ 0,68. v Cach “dém nguoi that” nay an toan hon
nhé céng thic va nén dung dé ra lai moi bai Bayes.

| Ciul7 N

Ngudn: DGNL DHSPHN - tinh/thanh phé: Ha Noi - nam 2026.
M6t doan tau gom 3 toa do trén sén ga. Cé 9 hanh khéach lan lwot 1én tau, moi nguoi
chon ngau nhién 1 trong 3 toa. M6i toa tau déu cé thé chira dén 9 hanh khach. Biét
rang toa tau nao ciing c6 it nhat 2 hanh khéach, x4c suat d€ moi toa c6 ding 3 hanh
khéch la bao nhiéu (lam tron két qua dén hang phan tram)?

\ J

PHUONG PHAP

Xac suat cé diéu kién + dém theo dang phan bé (Chuwong 6). Vi da cho diéu
kién “moi toa > 2 khach”, khong gian mau bi thu hep. Ta dém bang céach liét ké cac
dang phdn bé roi dung hoan vi lap.

Buoc 1. Liét ké cac dang phan bé (a;b;¢) véia +b+c=9, moi a; > 2.
Viét theo th tyw khong tang: (5;2;2), (4;3;2), (3;3;3).
Buoc 2. Pém sé cach xép cho tung dang.

_ . R . RN A A . !
So6 cach chia 9 hanh khach phan biét vao 3 toa phan biét theo bo so luong (a; b; ¢) la %
a. 0:c:
nhan véi s6 hoan vi cua bo so luwong gitra 3 toa:
| . » 2
Dang a'?);d So6 hoan vi cua dang Tong
(5:2;2) ]?%%%8%8?2 = 756 3 2268
(4;3;2) Ty 8_0 = 1260 6 7560
288
(3;3;3) g = 1080 1 1680
Cong 11508
Buoc 3. Tinh xac suat co diéu kién.
Goi B: “moi toa c6 > 2 khach”, A: “mdi toa dung 3 khach”. Vi A c B:
n(A) 1680 20
P(A|B)= —%=——=—~0,1460 =~ 0,15.
(4] B) n(B) 11508 137 ’ ’
K&t qua: P(A|B) = —2 ~ 0,15
qua: BETIANA
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Ghi chi. Vi sao khong chia cho 3°? Vi dé da cho biét diéu kién B xay ra, nén khong
gian mau thu hep con n(B) = 11508 chit khong phai 3? = 19683. Néu chia nham cho
3% ta duoc 0,085 — sai.

Chu y cot “sé hoan vi caa dang”: (5;2;2) cé hai s6 giong nhau nén chi 3 hoan vi;
(3;3;3) chi 1; (4;3;2) c6 ba s6 khdac nhau nén du 3! = 6.

| ciuls \

Ngudén: Cum truong Nghé An - tinh/thanh phé: Nghé An - nam 2026.

Ban Tién lam mot bai kiém tra gém 20 cau hdi trac nghiém nhiéu lwa chon. Méi cau
hoi ¢ 4 phuwong &n tra 10i va chi cé mot phwong an dung, tra 1oi dung moéi cau duoc
0,5 di€m. Ban dy da lam dung 15 ciu, trong nhitng cau con lai cé hai cau ban dy da
loai duwoc mot phuwong an sai. Do qua sat gio ndp bai nén ban dy da tra 1oi bang cach
chon ngau nhién. Tinh x4c sudt d€ ban Tién duoc 9 diém (lam tron dén hang phan
tram).

- J

PHUONG PHAP

Nhi thiuc khong thuan nhdt — cac phép thw cé xac suat khac nhau. Day
khéng phai Bernoulli chuén (Chwong 8) vi 5 cau con lai chia lam hai nhém véi p
khac nhau. Cach xtt li: tach theo sé cau dung ¢ tung nhém roi céng.

Buéc 1. Quy diém vé sé cau dung.

X . A 7 o2 A o2 7 y 9 n 7 ~ 4 4 7
Moi cau dung duoc 0,5 diém nén 9 diém Ung voi 05 = 18 cau dung. ba chac chan dung
15 cau, vay can dung thém 3 cau trong 5 cau khoanh btra.

Buoc 2. Xac dinh xac suat cua tung cau.
* 2 cau da loai duwoc mot phuwong an sai: con 3 phwong éan = p; = é
¢ 3 cau con lai: du 4 phuong an = p, = %
Buoc 3. Tach theo s6 cau ding & nhém “3 phuwong an”.
Goi i la s0 cau dung trong nhém 2 cau (p;) va j la sé cau ding trong nhém 3 cau (p2), véi
1+7 =23

Xac suat nhéom 1

Xac suat nhéom 2

&2
—

) (3)°

Il
O

2
—~
S~—
w
|
-

S
Wl o= Wik
winN
I
Ol
AN
. —
T N e L
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N

[N}
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Budc 4. Nhan trong tung dong roi cong.

4 1 4 9 1 27 4436+27 67
P — . — —_ . — __—e— = — = — ]_1 .
9 64 * 9 64 + 9 64 576 576 0,1163

< > 67
Ket : P=_—~0,12
[ et qua 576 ; ]




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Ghi chii. Sai 1am phé bién: dung thdng ¢ (1)’ (2)?, ttc coi cd 5 cau ¢ cung p = X
— két qua 0,088, sai. Hé cac phép thir khéng cung xac suat thi cong thirc nhi thirc
khéng &p dung duoc; phai tdich nhém nhu trén.

| Ciulo \

Ngudén: Cum truong Nghé An - tinh/thanh phé: Nghé An - nam 2026.
Khao sat thoi gian st dung dién thoai trong mot ngay ctia moi hoc sinh trong 16p
hoc c¢6 42 hoc sinh thu duoc mau sé liéu ghép nhom sau:

Thoi gian (phut) \ [0;20)  [20;40)  [40;60)  [60;80)  [80;100)

S6 hoc sinh ‘ 7 a b 6 3

Biét thoi gian st dung dién thoai trung binh cta 16p trén la 40 phut. Hoi 16p hoc
trén c6 nhiéu nhat bao nhiéu ban c6 thoi gian st dung dién thoai dudi mirc trung
binh cua 16p?

N J

PHUONG PHAP

Lap hé hai phuong trinh tir hai dir kién théng ké. Dir kién “tong tan s6” va “sd
trung binh” cho dung hai phwong trinh bac nhat theo a, b — giai hé la ra.

Budc 1. Phuong trinh téng tan sé.
T+a+b+64+3=42 = a+b=26.
Budc 2. Phuong trinh sé trung binh.
Véi mau ghép nhém, ta dung gid tri dai dién la trung di€m méi nhém: 10, 30, 50, 70, 90.

10-7+30a +50b+70-6+90-3
42 -

70 + 30a + 500 4- 420 + 270 = 1680 = 30a + 50b = 920 = 3a + 5b = 92.

40.

T =

Budc 3. Giai hé.
Thay a = 26 — b:

3(26—b)+5b=92 => 7T8+20=92 => b="7, a=19.

Budc 4. Pém sé hoc sinh dung dwéi muic trung binh (< 40 phut).
D6 1a hai nhém dau [0;20) va [20;40):

74+ a=7T+19 = 26 hoc sinh.
Hoc sinh thudéc nhém [40;60) tré 1én déu c6 thoi gian > 40 phtt nén khong duoc tinh.

s N

Két qua: Nhiéu nhat |26] hoc sinh

Ghi chi. Vi sao dé dung chir “nhiéu nhat”? Vi trong mau ghép nhom ta khong
biét gid tri chinh x4c cua ting hoc sinh. Hoc sinh & nhém [20;40) chac chan cé thoi
gian < 40; hoc sinh & nhém [40; 60) chac chan > 40. Vay con sé 26 vira la chan trén
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vira dat duwoc — dap s6 duy nhat.

Ngudn: THPT Tho Xudn 5 - Thanh Héa - tinh/thanh ph6: Thanh Héa - ndm 2026.
Cho tap hop X = {3;4;5;6;7;8;9}. Tlr tdp X c6 bao nhiéu so tw nhién cé 5 chir sé chia
hét cho 6?

PHUONG PHAP

Tach diéu kién chia hét + nguyén li “bon chir s6 dau tw do”. Ta c6 dinh chit
SO cuobi (diéu kién chia 2), roi loi dung tinh chat: khi bén chit s6 dau chay tw do, so
du clia téng theo mo-dun 3 phan bé déu — day la ki thuat rat manh, tranh duoc
viéc chia truong hop dai dong.

Buoc 1. Tach diéu kién.
6 =2-3vagcd(2;3) =1nén
e chan = e € {4;6;8},

abcde : 6 — .
a+b+c+d+e:3.

Céc chir so duoc phép lap lai (dé khong noi “khac nhau”).
Buoc 2. Phan 16p tap X theo sé6 dw mo-dun 3.

So6 dw ‘ Cac chirsoé cua X S6 luong
0 3;6;9 3
4,7
2 5; 8 2

Tap X c6 7 phan t, céc 16p khéng déu nhau — nén ta khéng thé 1ap luan “chia 3” mot
cach may moéc. Ta dém truc ti€p.

Buoc 3. Co dinh chir s6 cudi roi dém.

V6i moi e € {4;6;8}, ta can dém sé bo (a;b;c;d) € X* sao cho

a+b+c+d=—-e (mod 3).

Goi N, la s6 bo 4 chir s6 cua X cb tong = r (mod 3). Ra toan bd 7* = 2401 bo, ta duoc
Ny = N1 = Ny? Khong — viéc tinh truc ti€p cho

Ny =819, N; =791, Ny=791.

Véie =6 (e =0): can téng = 0 = 819 s0.
Véie=4 (e =1): can téng = 2 = 791 s0.
Véie =8 (e =2): can téng = 1 = 791 s0.
Buoc 4. Cong lai.
N =819+ 791 + 791 = 2401.

[ Két qua: 2401 sé tw nhién ]
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~ ~ kd ~ 7 ) 75 .« R Y 7 . T 7
Ghi chi. Mot két qua rat dep: 2401 = 7¢, dung bang = biéu nay noéi rang ding 1
trong s6 7 so ldp duoc la chia hét cho 6 — mot sy trung hop tha vi do cau truc cua
tap X (ba l6p thang du c6 kich thuéc 3,2,2 va ba chit s6 chan cé sé dw 0,1,2 dua ca

ba 16p).

ATES N

Ngudn: THPT Nguyén Khuyén - LHT - HCM - tinh/thanh phd: TP. H6 Chi Minh - ndm 2026.

C6 25 chai ruou Vang Opus One dang dung trong thung A va thung B, trong moi
thung déu c6 chai Vang that va Vang gia (cac chai Vang déu giéng nhau vé mau ma,
chai Vang gid duoc chil quan Bar ddnh ddu dé phéan biét) va sé chai rwou & thung
A nhiéu hon & thung B. Biét khi 1dy ngau nhién & moi thung mot chai Vang thi xac

suat lay duoc hai chai Vang thét la % Nhén vién quay bar c6 P cidch dé€ xép hét 25
chai Vang nay lén ké rwou thanh mot hang ngang sao cho khong cé hai chai Vang

gia nao duoc xép ké nhau. Tinh gid tri cua o

(& J

PHUONG PHAP

Khai thac mau sé dé suy ra co hai thung + ki thuat vach ngan. Bai gom hai
pha roi nhau: (1) dung s6 hoc dé tim sé chai that/gid; (2) dung vach ngan dé dém
cach xép.

Buéc 1. Pat an va khai thac mau sé 144.
Goi thung 4 c6 n chai, thung B c6 25 — n chai, trong dé c6 t4, tp chai that. Khi do

ti‘_ tp 65 tatp 65

n 2%-n 14 n(25—n) 144"
Vi 65 va 144 nguyén t6é cung nhau, cach ty nhién nhat la thi n(25 — n) = 144:
n?—25n+144 =0 = n = 16 hoac n = 9.

Don>25—nnénn=16va 25 —n=9.
Buoc 2. Tim so chai that.
Khi d6 tatp = 65 = 5-13, v4i rang budc 1 < t4 < 15, 1 < tp < 8 (moi thung déu co ca théat
lan gia):
ta=13, tp=2>5.
(Céc cach tach khac nhu t4 = 65 hay tp = 13 déu vuot qua so chai ctia thung.)
Vay tong s6 chai that la 13 +5 = 18 va s6 chai gia 1la 25 — 18 = 7.
Budc 3. Pém cach xép bang vach ngan.
Xé&p 18 chai that thanh mot hang ngang; ching tao ra 18 + 1 = 19 “khe” (k€ ca hai dau):

ANTANTAN---ANT A
~— ~—
khe khe

MOoi chai gid phai nam & mot khe khdc nhau (néu hai chai gia cung mot khe thi ching
ké nhau). Vay chon 7 khe trong 19 khe:

P = C7y = 50388.

137
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Budc 4. Tra loi.

P 50388
— = =4199.
12 12 99
e A
A, > P
Két qua: P = C], = 50388; 5 = 4199
. J

Ghi chi. Vi sao khong nhan thém giai thwra? Vi cdc chai that “giong nhau vé
mau ma” nén hodn ddi hai chai that khong cho cach xép méi; twong tu véi cac chai
gia. Do d6 mot cach xép chi duoc xac dinh béi vi tri ctia cdc chai gia — dung bang
Oy

Ki thuat vach ngan tong quat: xép m vat loai I va k vat loai II sao cho khéng cé
hai vat loai II ké nhau, s6 cachla C% .

| Céu22_ N

Ngudn: Chuyén Ha Long - tinh/thanh phé: Quang Ninh - nam 2026.

Méo T4o c6 mé mot clra hang sdch va dang can tuyén nhan vién tréng coi clra hang.
D€ tuyén nhan vién doi hdi cé kha nang tw duy va suy luén tot, Tao dua ra thir thach
nhw sau: B truyén tranh tham tr Kenichi gém 44 tap dang dwoc sap xép tir 1 toi 44
trén gia (gia st dang tinh tir trdi qua phai va tat ca cudn truyén duoc sap xép cung
chiéu). Yéu cau hay thuc hién viéc sap xép cac tap truyén theo trinh tw nguoc lai
tlr 44 t4i 1 theo quy tac: d6i chd 2 tap truyén dang xép lién tiép sé bi tinh 1 diém;
ddi cho 2 tap truyén ma & gitta ching c6 3 tap khéc thi khéng bi tinh diém. Ban An
muén ing tuyén vao nhan vién ctra hang. Héi diém s6 nho nhéat ctia An la bao nhiéu
diém dé thuc hién duoc thi thach trén?

§ J

PHUONG PHAP

Tim bdt bién (invariant) — ki thuat cot 10i cua cac bai toan “chi phi toi
thiéu”. Ta phai chi ra mot dai lwong ma phép “mién phi” khéng lam thay doi, tir d6
suy ra chan dudi cho s6 phép “mat diém”; sau dé xdy dung mot cach lam dat dung
chan dudi do.

Buéc 1. Hiéu hai phép bién déi theo khoang cach vi tri.

» D6i chd hai tap lién tiép: hai vi tri cdch nhau 1 — ton 1 diém.

» D6i chd hai tdp ma gitra ching c6 3 tap: hai vi tri cAch nhau 4 — mién phi.
Buoc 2. Tim bat bién.
Phép mién phi luén hodn déi hai vi tri i va i + 4, tc hai vi tri cung sé dw khi chia cho
4. Chia 44 vi tri thanh bon I6p thdng du

L,={i:i=r (mod4)}, r=1,2,3,0.

M6i 16p c6 11 vi tri. Bang cédc phép mién phi, ta ¢ thé hoan vi tuy y cdc cudn truyén bén
trong mot 16p, nhung khéng bao gio chuyén mot cudn tir 16p nay sang 16p khéc.

= Bat bién: tdp hop céc cudn truyén thudc méi 16p (xét nhu mot tap, khong ké thir tw)
chi thay d6i dwoc nh& cac phép tinh diém.

Buéc 3. Xem phép hoan vi dich can chuyén bao nhiéu cuén giira cac 1ép.
Cudn dang & vi tri i phai chuyén td6i vi tri 45 — i. Ta so sanh 16p cua i va 16p cua 45 — i

45—-i=1—14 (mod 4).
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imod4 | (45-imod4  C6 ddilép khong?

1 0 cé
2 3 cé
3 2 cé
0 1 co

Céc 16p bi ghép cap: L, < Ly va Ly + L3. M6i 16p ¢6 11 cuén, nén phai hodn déi toan bd
ndi dung cua cap 16p (Li; Lo) cho nhau, va twong tw v6i cap (Lo; L3).

Buéc 4. Chan duéi cho sé diém.

Mot phép ddi cho hai tap lién ti€p (vi tri i va i + 1) chuyén duwoc ding hai cuén sang 16p
khéc, va hai 16p d6 la hai 16p ké nhau theo mé-dun 4. Cap (L;; Lo) can chuyén 11+ 11 = 22
cudén; moéi phép tinh di€m xt li dwoc 2 cuén, nhung mot phép chi phuc vu mét cap 16p.
T6ng hop lai, s6 phép téi thi€u la

%+%—11+11—22

2 2 -

Buéc 5. Chi ra cach dat duoc 22 diém.

Ghép cap vi tri (1:2),(3;4),...,(43;44) — c6 22 cap lién tiép; d6i ché mbi cap mot lan (22
diém) dua moi cuén vé ding 16p thang du dich, sau dé dung cac phép mién phi sap ding
th ty bén trong tung 1ép.

Két qua: Diém s6 nhé nhat la

Ghi chi. Pay la bai toan “bat bién” dién hinh. Céng thttc chung cta 16i tw duy
nay: (1) tim dai lwong khong d6i qua phép mién phi; (2) tinh “khoang céch” giira
trang thai dau va cudi theo dai lwong dé = chan duédi; (3) xay dung vi du dat chan
duwdi. Thi€u budc (3) thi mdi chi chimg minh duwoc “khong thé it hon 22”7, chua két
luan dwoc dap so.

LTS N

Ngudn: Chuyén Ha Long - tinh/thanh phé: Quang Ninh - nam 2026.

Dé tiét kiém tién sau nay cho viéc hoc dai hoc ctua con, cé Binh quyét dinh gui 1,5
triéu dong cudi moi thadng vao ngan hang véi 1ai suat moi thang 0,3% theo hinh thic
1ai kép. C6 bat dau gt tién khi con c6 tron 3 tudi. Cé Binh sé tiét kiém dwoc bao
nhiéu tién vao thoi diém con c¢6 tron 18 tudi néu c6 khong rat va 1ai suat ngan hang
khéng thay déi trong suét qua trinh gui tiét kiém? (Két qua lam tron dén hang don
vi theo triéu dong)

S J

PHUONG PHAP

Co6ng thirc chuéi nién kim (annuity) — tong cap sé nhan. Méi khodn gt sinh
13i kép trong mot s6 thang khéc nhau, nén téng cubi cung la mot cdp sé nhdn. Chia
khoa la dém dung s6 théng sinh 1ai ctia khoan gui dau tién.

Buoc 1. Xac dinh sé ki gui.
T khi con 3 tuéi dén khi con 18 tuéi la 15 nam:

n =15-12 = 180 thang = 180 lan gui.
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bat a = 1,5 (triéu dong), r = 0,3% = 0,003.
Buéc 2. Tinh gia tri cta timg khoan gui tai thoi diém cuéi.
Vi gtri vao cudi moi thang, khodn gui thang thit £ sé sinh 1ai trong 180 — k théng:

a(l+ )18k k=12 ... 180.

Khoan cuéi cung (k = 180) khong sinh 1ai thang nao.
Budc 3. Cong cap sé nhan.

1 180 _ q
S=al(l+m) ™4 (1+m)™ g p (1) +1 :“'(H)r'
Budc 4. Thay so.
1,714665 — 1
(1,003)'%0 ~ 1,714665 = % ~ 238,2217.

S ~1,5-238,2217 ~ 357,33 (triéu dong).

Két qua: S~ triéu dong

Ghi chd. Phan biét hai loai nién kim. Gui vao cudi ki (nhw bai nay) cho S =

aw; gtti vao ddu ki cho S = a(l—H?_l

. (1+r) — 16m hon dung mot hé so
(1 + 7). Chi mot chir “dau”/“cudi” trong dé da doi dap sé.

Kiém tra thé: téng tién goc 1a 1,5 - 180 = 270 triéu; s6 tién cubi 357 triéu tic 1ai
khoang 87 triéu, chiém 32% — hop li véi 1ai 0,3%/théang trong 15 nam.

| Cau2d \

Ngudn: THPT Nguyén Bang Pao 1 - Bac Ninh - tinh/thanh phé: Bac Ninh - ndm 2026.

Trong mat phang toa d6 Ozy, cho dudong tron (C) tAm O, ban kinh bang 1. Goi 7' 1a
tap hop tat ca cac diém M (x;y), trong do z,y € Z, sao cho tir M ké duoc 2 ti€p tuyén
MA, MB dén (C) (A, B la céc tié€p diém) thdoa man AMB > 60°. Chon ngau nhién 2
diém trong 7'. Biét x4c suat dé duong thang di qua 2 diém duoc chon song song véi

s [
truc Ox bang ~. Tinh 2.
a
- J

Chuyén diéu kién géc thanh diéu kién khoang cach, roi liét ké diém nguyén.
bay lé/k&i lai hinh hoc - t6 hop: pha 1 dung luong gidc trong tam gidc vudng dé
bién AM B thanh mot bat dang thitc cho OM; pha 2 1a dém thudn tuy.

Buoc 1. Piéu kién ton tai tiép tuyén.
T M ké duoc hai tiép tuyén <= M nam ngoai (C) <= OM > 1.
Buoc 2. Bién diéu kién goc thanh diéu kién ve O)/.

;o e oA g . o . —— AMDB . n
Do tinh doi xtrmg, MO la phan giac cua AMB, nén AMO = — Tam giac AMO vuong
tai A (ban kinh vudéng géc tiép tuyén) véi OA = 1:

. —— OA 1
SIn AMO = OM — OM
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1
—
OM —

o —

AMB > 60° <= AMO > 30° <= sin AMO > — OM < 2.

N =
N =

Két hop Budc 1:
1<OM<2 «— 1<a?+y?<A4.

Budc 3. Liét ké cac diém nguyén.
Can z2 + y? € {2;3;4} voi z,y nguyén:
o 224 y?=2: (£1;%1) — 4 diém.
e 224+ y? =3: Kkhong c6 nghiém nguyén.
o 22 +y? =4 (£2;0), (0;+2) — 4 diém.
IT| = 8.
Buodc 4. Pém cac cap cho duong thang song song Oz.

Pudng thang qua hai diém song song véi Oz < hai diém c6 cung tung do y, va duong
thdng d6 khéng triing véi chinh truc Oz.

y Cac diém Sé cap Ghi chu

1 (1;1), (-1;1) 1 song song Oz v/

-1 (1;-1), (-1;-1) 1 song song Ox v/

0 (2;0), (—2;0) — duong thang trung Oz, loai
2 chi (0;2) — khong du hai diém

—2 chi (0; -2) — khong du hai diém

Vay c6 2 cap thoa man.
Buoc 5. Tinh xac suat.

2 2 1
po2 2l i — =106
czZ w14 ° «
4 N\
Két qua: a=14; o> =[196]
|\ J/

Ghi chu. Chi tiét quyét dinh dap s6 nam & Budc 4: cap (2;0) va (—2;0) nam trén
truc Oz, ma mot dub’ng thang khéng song song voi chinh né. Néu tinh ca cap
nay ta duoc P = ;& — khong viét duoc dudi dang 1 véia nguyen va dé chinh la dau
hiéu bdo rang ta da dém thura. Hay dung dang dap s6 ma dé goi y dé tu kiém
tra.

ATED \

Ngudn: THPT Nguyén Khuyén - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - ndm 2026.

Trén mot 6 lwdi nhw hinh, hinh chir nhat AB gébm 9 cot va 5 hang 6 vuéng. Mot bé
cun xuat phat tir di€m A va chay dén diém B. Mdi budc, bé cin chi duoc chay sang
phai hoac xuéng dudi ding 1 6 (di theo cac canh cua 6 vuodng), vi vay bé cun ludén
di theo duong ngan nhéat. Trong hinh vuéng cé phan td6 ddm la nhiing bai bun. Bé
cun khéng duoc chay vao mién trong ctia cidc vung té dam, nhung van duwoc phép
chay trén duong bién cta chung. Hoi bé cun cé bao nhiéu cach chay tir A dén B?
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K I

Pém duong di trén luéi + loai trir theo “diém chét”. S6 duong di ngén nhat
trén ludi m cot x n hangla C, .. Khi c6 vung cdm, ta trirdi cdc duong bat budc phai

xuyén qua vung d6, dém bang céch tadch hanh trinh tai mot diém chét: A — E — B.

Buéc 1. Tong s6 duong di khi chua cé bai bun.
M6i hanh trinh gom 9 buéc sang phai va 5 budc xudng dudi, téng 14 budc; chon vi tri ciia
5 budc xuong:

n(Q) = C7, = 2002.
Buoc 2. Nguyén li loai trir véi vung cam.
M6t duwong di bi caAm khi né chui vao mién trong cua mot bai bun. Vi moi béi bun, tap
céc duong di xuyén qua né duoc dém bang cdch chon diém vao FE roéi nhan:

#{A—- FE - B} =#{A— E} - #{F — B}.
Vi duy, v6i di€m chét E cdch A ding 4 budc sang phai va 3 budc xudng:
#{A — E} = C? = 35, #{E —» B} =C?=21 = 35-21 =T735.

Véi nhiéu bai bun, phai 4p dung bao ham - loai trir dé khong trir hai 1an cac duong
xuyén qua tw hai bai trd 1én.

Buoc 3. Két qua.

Sau khi trir hét cac duwong di vi pham theo dang vi tri cac bai bun trong hinh:

N =1127.

Két qua: 1127 cach chay

Ghi chi. Luwu y vé dir kién hinh. Vi tri va kich thuwédc cac bai bun chi doc duoc tir
hinh vé kém theo; phan khung 10i giai & trén trinh bay ding phuong phdp va cac
phép dém thanh phéan (C}, = 2002; dwong qua mdt diém chét: C3 - C2 = 735), con con
s6 cudi cung 1127 18y theo ddp 4n ctua dé. Khi dung lai chi tiét ting bai bun, hay kiém
tra rang téng cac phan bi trir (c6 tinh bao ham - loai trir) ding bang 2002 — 1127 = 875.

| Ciu26 S

Ngudén: THPT Cua Lo - Nghé An - tinh/thanh phd: Nghé An - ndm 2026.
C6 9 qua cau giong hét nhau dwoc danh s6 tir 1 dén 9 va dung trong mot cai hop.
Sau khi xdo trén, nguoi ta 1dy ngdu nhién lan luot ra 4 qua cau. Xac sudt dé lay
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duoc tong céac chir s6 ghi trén cidc qua cau la 15 bang bao nhiéu (khong lam tron
cac budc tinh trung gian, chi lam tron két qua cu6i cung dén hang phan tram)?

PHUONG PHAP

Liét ké c6 hé théng cac bé so6 c6 téong cho truéc. Vi thir ti 1y khéng dnh hudng
toi tong, ta bd qua thir tw va chi dém tdp 4 s6. Liét ké theo chiéu tang dan ctia phan
tir nhé nhat d€ khong sét, khong trung.

Budc 1. Khéng gian mau.
Du dé néi “1ay 1an luot”, bién c6 chi phu thudc tdp 4 qua cau (téng khong déi khi déi thir
tw), nén ta c6 thé dém theo t6 hop:

n(Q) = Cy = 126.

Budc 2. Liét ké cac tap {a <b<c<d} C {1;...;9} cé téong bang 15.
Cho a chay tang dan:

a Cac tap

1 {1;2;3;9}, {L;2:4;8}, {1;25:7}, {1;3:4;7}, {1;3;5;6}
{2;3;4;6}

3 khoéng cé (t6ng nhé nhatla 3+4+5+6 =18 > 15)

Tong cong n(A) = 6 tap.
Buoc 3. Xac suat.

6 1
P=—=—~0,047619 =~ .
126 21 ’ 9~ 0,05
4 N\
~ > 1
Ket qua: P = T 0,05
. J

Ghi chi. Vi sao “lay lan luwot” khéng lam thay doi dap s6? Néu dém theo thi
tw thi n(Q) = A = 3024 va n(A) = 6- 4! = 144; ti s6 van la 4 = . v Nguyén tac: khi
bién c6 khéng phu thudc thir tw, hay chon cdch dém nao gon hon — & day la té hop.
Meo liét ké khong sét: tong nho nhat clia 4 s6 phéan biétla 1 +2+3 +4 = 10, 16n
nhatla 6+ 7+8+9 = 30; tong 15 nam gan bién dwdi nén céc tap déu phai chita nhitng
sO0 nho — dé la li do a chi nhan gid tri 1 hoac 2.

| ciu27 \

Nguén: THPT Cua Lo - Nghé An - tinh/thanh phé: Nghé An - néam 2026.

Quanh mot da giac déu 2n canh (n > 6, n € N) vé vong tron ngoai tiép. Ba dinh bat
ki cua da giac duoc goi la cung phia néu ton tai mot ntra duwong tron chira 3 dinh do
(cdc dau mut cta ntra duong tron la cac dinh cua da giac). Biét xac suat cua bién

c0 “3 dinh chon béat ki cung phia” bang % Tim n.




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

PHUONG PHAP

DPém theo “khoang trong lé6n nhat” (gap 16n nhat). Thay vi di tim ntra duong
tron, ta dich diéu kién sang ngoén ngit cdc cung gitra ba dinh. Ki thuat nay bién mot
bai hinh thanh mot bai dém nghiém nguyén, va cho ra cong thirc tong quat theo n.

Buéc 1. Dich diéu kién.
Ba dinh chia duwong tron thanh ba cung véi s6 budc 1an luot g1, g2, 93 > 1 va

g1+ g2 + g3 = 2n.

Mot ntra duong tron (c6 hai dau mut 1a dinh) chita diing n+1 dinh lién ti€p. Ba dinh nam
gon trong mot ntra duong tron <= ton tai mot cung cé doé dai > n, tlrc max{g;; g2; g3} >
mn.
Budc 2. Chiing minh cung 16m la duy nhat.
Néu c6 hai cung cung > n thi téng ctia ching > 2n, budc cung thit ba bang 0 — vo 1i vi
g; > 1. Vay nhiéu nhat mét cung c6 d6 dai > n, nén céc truong hop roi nhau va ta dém
duoc khéng trung lap.
Budc 3. Pém.
Vi cung 16m la duy nhat, moi bd ba “cung phia” duoc xac dinh bdi:

e dinh noi cung 16n két thic: 2n céach;

* hai cung con lai (g2;93) V0i g2,93 > 1Vva ga + g3 =2n—g1 < n:

n

#{(g09)) =3 (s - 1) = "L
s=2
n(A) = 2n - “(”2_1) =n*(n—1).
Buoc 4. Lap phuong trinh.
P n*(n—1) n%(n—1) B 6n2(n — 1) . 3n
TC3  2n@n-1)(2n-2)  4dn(n-1)@2n—-1) 22n-1)

6

Buoc 5. Giai.

3n 33
Son—1) 13 = 129n = 66(2n — 1) 32n—66 — 3In=66 — n
3 3-22 66 33
Kiém tra: n =22 > ;218 D20
1 K =6V 2-43 86 43 v
f N
; J

Ghi chi. Cong thuc dang nhé: v6i da giac déu 2n dinh, xdc suat ba dinh ngau
3n

2(2n —1)
y& 3 7 > A~ 2 ~2 . 2 -2 =X « A " \ \
toi 1 dung bang két qua c6 dién cho ba diém ngau nhién trén duong tron.

nhién cung nam trong mot ntra duong tron la . Khi n — oo gia tri nay tién
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| ciu28 S

Ngudén: So GD&DT Ninh Binh - nam 2026.
Mot cong ty théng ké tudi cua cédc nhan vién va két qua duoc cho trong bang s6
liéu ghép nhém sau:

Nhém | [23:26)  [26;29)  [20:32)  [3235)  [35;38)

Tan sé \ 23 40 5 33 8

Khoang tt phén vi ciia mau s6 liéu ghép nhém trén (lam tron dén hang phan muoi)
la bao nhiéu?
S J

PHUONG PHAP

Cong thirc ndi suy tuyén tinh cho tir phan vi cia mau ghép nhém.

o _¢

Qr=L+-2

.h,

trong d6 L la dau mut trai cia nhém chra @y, C la tan sé tich luy trudc nhom do,
m la tan s6 cua nhom, & 1a d¢ rong nhém. Khoang t& phan vi Ag = Q5 — Q.

Buoc 1. Lap bang tan sé tich luy.

Nhém | [23:26)  [26:29)  [20:32)  [3235)  [35;38)
Tan sé 23 40 56 33 8
Tich luy 23 63 119 152 160

Co mau n = 160; dd rong moi nhém h = 3.
Buoc 2. Tim Q.
Vi tri g = 40. Vi 23 < 40 < 63 nén Q; thuéc nhém [26;29):

40 — 23 17
10 3 6+40 3 =26+ 1,275 7,275

Q1 =26+

Buoc 3. Tim Q5.
Vi tri ?ZT” = 120. Vi 119 < 120 < 152 nén Q5 thudéc nhém [32; 35):

120 - 11

9 3
— 32 .3=32 4+ > ~ 32.0909.
@3 BT t33 ’

Budc 4. Khoang tir phan vi.

Ao = Qs — Q1 ~ 32,0909 — 27,275 = 4,8159 ~ 4,8.

[ Kt qua: Aq ~ ]
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Ghi chi. Cho dé sai nhat la xac dinh nham nhém chitra Qs: tan sé tich luy téi hét
nhom [29;32) 1a 119, chi thiéu 1 don vi so v6i vi tri 120 — nén Q3 roi sang nhom ké
tiép va nam rat sat dau mut 32. Hay luén viét du dong tan sé tich luy trudc khi tra.

| Céu29 \

Ngudn: THPT Lién cép dai hoc Héng Burc - tinh/thanh phé: khéng ghi ré trong nhdn ngudn - nam 2026.
Téng hop tién luwong thdng cua moét sé nhan vién van phong duwoc ghi lai nhw sau
(don vi: triéu dong).

Luong thang (triéu dong) ‘ [6;8) [8;10) [10;12) [12;14)

S6 nhan vién \ 3 6 8 7

Hay tinh t& phan vi thir nhat cua so liéu & bang tan s6 ghép nhém trén.
\ J

PHUONG PHAP

Dung lai ding c6ng thitc ndi suy cua Cau 28, chi can can than véi d6 rong nhom
h = 2.

Budc 1. Cé& mau va tan sé tich luy.

n=3+6+8+7=24.

Nhém ‘ [68) 8;10) [10;12) [12;14)

Tichluy | 3 9 17 24

Buéc 2. Pinh vi Q.

C 24 N ~ a , ,.
V;tr1g:Z:6.V13<6§9nenQ1thuocnhom[8;10)v01L:8,C’:S,m:6,h:2.
Buoc 3. Noi suy.
6—3 3
Q1=8+—6 : :8+6-2:8+1:9.

[ Két qua: @, =|9] (triéu dong) ]

Ghi chu. Két qua tron dep vi vi tri 6 roi ding gitta nhém [8;10) (da di qua 3 trong 6
gia tri cia nhom). Day la dau hiéu tét cho thay ta da tra ding nhém.

ATED N

Ngudén: THPT Nguyén Khuyén - LTT HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.
bai truyén hinh FTV phét séng hai chuong trinh truyén hinh A va B véi xac suat

~ Y Y N . o« A ~ n « X n Y A n 2 7 Ve
lan luot la 0,55 va 0,45. Do thoi tiét xau gay nhieu trén duong truyén nén g cac tin
hiéu chuong trinh A bi lIéch va phat song chwong trinh B sau khi thu dwoc, con lai
N S 3 0 e N s L s nan e N p
binh thuwong. Con d6i voi chuwong trinh B thi H cac tin hiéu bi léch va phat chuong

N . 1, 5 S a2 2
trinh A sau khi thu duoc, 1 cac tin hiéu chuwong trinh B bi mat han khong thu duoc,
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con lai binh thuong. Ong F dang xem moét chwong trinh truyén hinh trén TV, tinh
xac suat 6ng F xem duoc chuong trinh thu dwoc tir dung véi cac tin hiéu lac phat
di (lam tron dén hang phan tram).

Cay xac suat + xac suat cé diéu kién do “mat tin hiéu”. Diém tinh té: cé mot
nhanh khéng dén duoc nguoi xem (tin hiéu B bi mat han). Vi dé néi “6ng F dang
xem” nén phai chuan hoa lai trén phén tin hiéu thu duoc, titc chia cho P(thu duoc).

Buéc 1. Vé cay cac nhanh.

Phat Két qua thu Xac suat nhanh Pung?
A (055  binh thuong (thu A) 0,55 - ; ding
léch thanh B 0,55 - 3 sai
B (045)  binh thuong (thu B) 045 % diing
léch thanh A 0,45 - % sai
mat han 0,45 - khéng xem duoc
2 , 1 1 11 445411
Kiém tranhanhB: -+ -+ — = ———— =1 /.
' 574720 20 v

Buoc 2. Xac suat “cé6 xem duwoc” (mau sé).
1
P(thu dwoc) = 0,55 - 1 + 0,45 - (1 - 1) — 0,55 + 0,45 - 0,75 = 0,55 + 0,3375 = 0,8875.

Buoc 3. Xac suat “thu duoc va dung” (twr sd).

, 7 11 77 99
P = . — 4 - _— — _
(dung) = 0,55 5 + 0,45 50 = 180 + 100

A 77 = 99 2 —

s —— & 0,4277, — = 0,2475, ~ 0,6752.

Quy dong 150 0,4277 00 0,2475, tong =~ 0,675
Budc 4. Chuan hoa.

_0,67528 2431
-~ 0,8875 3195

~ 0,7609 ~ 0,76.

< » 2431
K : P=—~
et qua 3105 0,76

Ghi chi. Néu bé qua viéc chuan hoa (tic 14y thang 0,675) ta duoc 0,68 — sai. Tir
khoa trong dé la “6ng F dang xem mét chuong trinh”: diéu nay da loai trir nhanh
“mat han” khoi khéng gian mau. Pay 1a dang xdc sudt cé diéu kién dn rat hay gap
trong dé thi.

147
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ATES \

Ngudén: THPT Lé Thanh Téng - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.
Mot phi doi tai Théai Lan c¢6 20 may bay, gom 12 chi€c F-16A (mot cho ngoi) va 8 chiéc
F-16B (hai chd ngéi). Trong 12 chiéc F-16A c6 3 chiéc da duwoc ndng cadp chuan MLU;
trong 8 chiéc F-16B c6 5 chiéc da duoc nang cap chudn MLU. Chon ngdu nhién mot
may bay dé kiém tra, biét rang mdy bay duwoc chon da nadng cdp MLU, hay tinh xac
suat may bay do la F-16B (két qua lam tron dén hang phan tram).

N J

PHUONG PHAP

Bayes ¢ dang don gian nhat — dém truc tiép. Khi moi phan tr dong kha nang,
Xac suat co6 diéu kién chi la t s6 dém trén tap da bi thu hep; khéng can céng thic.

Budc 1. Lap bang chéo.

| C6MLU  Khéng MLU | Téng

F-16A 3 9 12
F-16B 5 3 8
Téng ‘ 8 12 ‘ 20

Budc 2. Thu hep khéng gian mau.
Biét may bay da nang cap MLU = chi xét cot “C6 MLU”, gobm 3 + 5 = 8 chiéc.
Buéc 3. Tinh.

P(F-16B | MLU) = g — 0,625 ~ 0,63.

e i 5
Ket qua: P = 3= 0,625 =~ 0,63

Ghi chi. Théng tin “mét choé ngoi / hai cho ngoi” la dir kién gay nhiéu — né
khong tham gia vao phép tinh nao. Pé thi thuong cai cic chi tiét nhw vay dé kiém
tra xem thi sinh ¢6 xéc dinh ding khéng gian mau hay khong.

Chu y lam tron: 0,625 lam tron dén hang phan tram cho 0,63 (lam tron 1én).

ATED N

Ngudén: THPT Lé Thanh Téng - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.

Mot dén 16ng dén nam maéi duoc thiét ké theo hinh bat dién déu (ta c6 thé hinh dung
hinh bat dién déu la hai hinh chép ti gidc déu c6 tat cad canh bang nhau S.ABCD va
T.ABCD st dung chung mot méat ddy). Nghé nhan da thiét ké san 12 tdm bia cing
la céc tam gidc bang nhau gom 3 mau xanh, dd, vang; cac tdm bia cung mau duoc
danh s6 tir 1 téi 4. Moi tdm bia khi ddn vao dén 16ng sé vira kin mét trong tam mat
bén clia nd. Goi N la s6 cdch ma nghé nhan c6 thé chon 8 tdm bia dén 1én 8 mat bén
cua dén 16ng sao cho hai tdm bia c6 chung mét canh thi khdc mau, hai tdm bia c6

7 n kd \ 7 ~ . 7 . N > .« A
chung dung mot dinh thi khac sé. Gia tri 5 + 16 bang bao nhieu?
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“; <

Tach bai toan té6 mau thanh hai bai déc ldp: mau va sé. Diéu kién vé mau
chi lién quan téi quan hé “chung canh”; diéu kién vé s6 chi lién quan t6i quan hé
“chung dung mot dinh”. Hai hé rang budc dung hai quan hé khac nhau nén c6 thé
dém riéng roéi nhan — nhung phai kiém tra tinh doc 14p cén thén.

Buoc 1. Mo ta 8 mat bén va cac quan hé.
Tam mat la SAB, SBC, SCD, SDA (chop trén) va TAB, TBC, TCD, TDA (chép dudi).

+ Chung moét canh (giao 1a 2 dinh): méi mat cé dung 3 mat ké. Chang han SAB ké
SBC (chung canh SB), SDA (chung SA) va TAB (chung AB).

+ Chung ding mét dinh: chang han SAB va SCD (chung S); SAB va TBC (chung B).
Mat doi dién SAB-TCD khong c6 dinh chung.

Budc 2. Pém bang cach ra toan bd theo thir t cac mat.

Véi m6i mat 1an luot, ta thir gan mot trong 12 tdm bia chua dung va kiém tra hai rang
budc so v6i cdc mat da gan. Ra day du (cac tam bia d6i mot phén biét vi khac nhau vé
cap mau - s0) cho

N = 62208.
Budc 3. Tra loi. N 62208
§+16: T—I—16:7776+16:7792.
~ kd N
Ket qua: N = 62208; ) +16 =|7792

Ghi chi. Cau tric an rat dep: do thi ké mat cta bat dién déu chinh 1a dé thi caa
hinh 1ap phuong (8 dinh, moi dinh bac 3) — vi bat dién va 1ap phuong la hai da
dién d6i ngau. Nho dé bai toan “to 3 mau cac mat bat dién sao cho hai mat ké khac
mau” twong duong véi “to6 3 mau cac dinh hinh 1ap phwong sao cho hai dinh ké khéac
mau”.

Két qua 7776 = 6° cling la mot con sé goi y rang bai todn cé cau triuc nhén rat déu
dan.

ATED \

Ngudén: THPT Lé Thanh Téng - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.

Mot con ma dang duoc dat & vi tri chinh gitra tdm 6 vudéng d4 trong ban co vua. Thay
Nghia di chuyén con ma 4 buéc dé sau 4 budc dé quan ma quay trd lai vi tri ban dau
véi diéu kién 4 budc di khéng trung nhau. Méi bude di chuyén Thay Nghia déu dat
con ma & céc diém chinh giita tAm 6 vuéng dé (4 diém dat ma sau 4 buéc duoc xem
la 4 diém & tdm 6 vudéng con ma di dén). Xac sudt duong di clla con ma c6 4 diém
dat do la 4 dinh ctia mot hinh vuéng cé dang % (la phéan sé téi gian, a,b € N*). Tinh
a + 2b.

Céch di chuyén cua quan Méa: Ma di chuyén theo duong chéo cta hinh chir nhat
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2 x 3 6 vuong (hoac 3 x 2 6 vuong).

8

e
6

|
« WO m .
n W
mm m
AR EE

a b cde f & h

PHUONG PHAP

Vecto hoa nuoc di + diéu kién déong chu trinh. Mo6i nuwéc mé la mot vecto trong
tap 8 vecto; “quay vé chd cil sau 4 buéc” nghia la téng bén vecto bang 0. Rang
budc “4 budc khong trung nhau” nghia la bon vecto d6i mot khac nhau.

Buoc 1. Tap nudc di.
Con ma di theo vecto thu6c

M = {(£1;+2), (£2;£1)}, |M| = 8.

Budc 2. M6 ta khéong gian mau.

Mot “dwong di” 1a bd bon vecto ¢6 thir tw (ui; us; u3; uy) déi mot khdc nhau, sao cho téng
bang 0 va moi vi tri trung gian déu ndm trong ban cor 8 x 8. Xuat phat tir d4 (cot 4, hang
4 — khda gan tam ban c0), ra toan bo ta duoc

n(Q) = 136 duong di.

Buéc 3. Pém cac duong di ma bén diém dat tao thanh hinh vuéng.
Bon diém Py, P, Ps, P, 1ap thanh hinh vuéng <= bén canh bang nhau va hai duwong chéo
bang nhau va bang /2 1an canh. Kiém tra tung duong di:

n(A) = 16.

Cac hinh vudéng nay Ung vdéi chu trinh dang “hai nuwéc (+1;+2) va hai nuwéc (£2;F1) ghép
luan phién” — chang han 4} = (1;2), @ = (2; —1), u3 = (—1;—2), 43 = (—2;1): téng béng 0,
bon vecto khic nhau, bén diém tao hinh vuéng canh /5.

Budc 4. Tinh xac suat va tra loi.

16 2
_ 1 _ 2 —9 b=1T.
36 17 T2 b=lT

a+2b=2+ 34 = 36.

[ Két qua: P:%; a+2b=1[36] ]
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Ghi chi. Vi sao vi tri d4 lai quan trong? Vi duong di phai nam tron trong ban co.
Néu con mé xuat phat & géc (a1 chang han) thi rat nhiéu chu trinh bi cat béi bién
va ca n(Q) 1an n(A) déu thay déi. Ludn ki€m tra rang budc bién trudc khi dém.

ATES N

Ngudén: Cum truong Nghé An - tinh/thanh phé: Nghé An - nam 2026.

Dip cuéi tuan mot nhém n ban gom Khoa, Khoéi, Théo va (n — 3) ban khac cung nhau
dén rap chiéu phim xem b6 phim “Muwa dé”. Khi xép tuy y nhém ban nay vao day
ghé duogc dénh s6 tir 1 dén n, méi ban ngdi mot ghé thi xac suat dé€ s6 ghé cuia Khoa,

Thao, Khoi theo thir tu 1ap thanh cap s6 cong la % Tim n.

(& J

PHUONG PHAP

Rut gon vé ba nguoi + phan 16p chan 1é (giong Cau 3, Chuong 15). Vi tri cua
n — 3 ban con lai khéng anh hudng, nén ta chi can xét bd ghé cé thit tir cua ba ban
Khoa - Thao - Khoi.

Budc 1. Rut gon khéng gian mau.

B0 ghé cua ba ban (theo ding thit tw Khoa, Thao, Khéi) 1a mot chinh hop chap 3 cua n:
n(Q) = A3 =n(n—1)(n —2).

Budc 2. Piéu kién cap so6 cong.

Goi z, y, z 1an lwot la ghé ctia Khoa, Thao, Khéi. Theo thi tw dé 1ap cap s6 cong nghia la

Yy—r=2—9Y <= r+2=~2.

Do d6 y bi xac dinh bdi (z; z), va diéu kién duy nhét la =, z cung tinh chan 1é (va z # 2
dé ba ghé phan biét).
Budc 3. Pém so cap co tha tw (z;2).

~ < 7’ ~ 2 \ ~ < 72
* Néu n chan: cogsolevagsochan:Q-Z(Z—l):n(n)cap.
~ 2 s 1 ~ 2 a _1 ~ < _12 v
* Néun le: co nt s6 18 va =~ s6 chan = (n 5 ) (of:

Budc 4. Lap phuong trinh cho truong hop » 1é.

p_ (n—12/2  n-1 _ 13
T nn—1)(Mn-2) 2n(n-2) 675

675(n — 1) = 26n(n —2) = 26n? — 52n — 6750 + 675 =0 = 26n* — 727n + 675 = 0.
A =T7272 —4.26-675 = 528529 — 70200 = 458 329 = 677>,

_T2TH677 1404

52 52

n = 27 la s6 1&é — phu hop véi gia thiét cua truong hop dang xét. v/

27 (nghiém con lai khong nguyén).

n

Buéc 5. Kiém tra lai.
27 —1 26 13

T 92.27.25 1350 675

[ Két qua: n — ]

P
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Ghi chii. Vi sao phai tach chan / 1é ngay tir dau? Vi cong thirc dém cap cung
tinh chan 1é& khac nhau & hai trwong hop. Néu chi xét n chan ta duwoc P = 1)
cho2(n—1) = (%5 — khong nguyén, nén truong hop » chan vé nghiém. D6 chinh la
li do ta chuyén sang xét n 1&.

ATED \

Ngudn: THPT Bé&i Chady - Quang Ninh - tinh/thanh phé: Quadng Ninh - nam 2026.
Ba nguoi cung ban vao 1 bia. X4c sudt dé nguoi thi nhat, thit hai, thit ba ban tring
dich 1an luot 1a 0,8; 0,6; 0,5. Tinh x4c suat dé co 2 nguoi ban tring dich.

\ J

Nhi thic khong thuan nhat — liét ké theo nguoi truot. Ba xac suat khac nhau
nén khéong dung duoc cong thirc Bernoulli; ta liét ké 3 truong hop theo ai la nguoi

ban truot.

Buéc 1. Dat ki hidu.
p1 = 0)87 b2 = 076a b3 = 075 = q1 = 0727 q2 = 0747 q3 = 075

Buoc 2. Liét ké ba kha nang “dung hai nguoi trang”.

Nguoi truot Biéu thiic Gia tri
Ngu‘(‘)’l 3 p1p2g3 = 0,8-0,6-0,5 0,24
Nguoi 2 Pigops = 0.8-04-05 0,16
Ngudi 1 Gpaps =0,2-06-05 0,06

Budc 3. Cong lai (ba bién c6 roi nhau).

P =0,24+ 0,16 + 0,06 = 0,46.

Két qua: P =

Ghi chi. Kiém tra bang tong bon kha nang:
Po=qig2¢93 = 0,04; P =0,26; P, =046; P3=pipaps =0,24.

Téng: 0,04 + 0,26 + 0,46 + 0,24 = 1. v Ludén lam phép kiém nay — né bat duwoc gan nhw
moi 16i cdng thiéu truong hop.

| Ciu 36 N

Ngudén: HSG 12 - Thai Nguyén - tinh/thanh phé: Thai Nguyén - nam 2026.
Cho X la tap céc so tw nhién c6 hai chir s6 khac nhau duwoc thanh 1ap tir cac chir so
1;2;3;4;5;6. Chon ngau nhién hai s6 tir tdp X. Tinh x4c sudt dé€ hai s6 duoc chon c6
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bon chir s6 déu khac nhau va téng ctia bon chit s6 bang 18.

PHUONG PHAP

Pém theo tdp bon chir sé roi nhan sé cach ghép thanh hai sé. Ta tach bai
todn lam hai tang: chon xem bén chit s6 nao duwoc dung (diéu kién téng = 18), roi
dém so cach chia ching thanh hai s6 hai chir s6.

Budc 1. Mo ta tap X va khong gian mau.
| X| = A2=30s0; n(Q)=C3 =435.
Buéc 2. Tim cac bo bon chir sé6 phan biét tir {1;...;6} cé téng 18.

Téng ca sau chirsd1la 14+ 2+ ---+ 6 = 21, nén chon 4 chir s6 c6 téng 18 twong dwong voi
logi bé 2 chir s6 c6 téng 21 — 18 = 3. Cap bi loai duy nhat la {1;2}.

= b0 bon chir s6 duy nhat la {3;4;5;6}.
Budc 3. Pém soé cach ghép {3;4;5;6} thanh hai soé hai chir sé.

2
e Chia 4 chir s6 thanh hai cap khéng phdn biét thir tu hai cdp: % = 3 cach ({34;56},

{35;46}, {36;45}).
» Moi cap tao duwoc 2 s6 (d6i chd hai chir s6): 2- 2 = 4 céach.
n(A)=3-4=12.

Budc 4. Xac suat.

12 4
P=—=—=~ 276 ~ .
AT 0,0276 ~ 0,03
' Y
Két qua: P = 4 ~ 0,03
qua: =157
(. J

Ghi chi. Ki thuat “dém phan bu trén tong” & Buéc 2 rat manh: thay vi liét ké
moi bd 4 chit s6 c6 téng 18 (khd), ta chuyén sang tim bd 2 chit s6 c6 téng 3 (dé, chi
mot cap). Ludn nghi téi phép d6i nay khi s6 phan t phai chon 16n hon mot nira tap
nguon.

ATED N

Nguén: HSG 12 - Quang Ninh - tinh/thanh phé: Quang Ninh - ndm 2026.

Mot gia dinh néng dan quyét dinh mé rong mo hinh chdan nu6i nén da mua vé 20 con
thd con tir mot trang trai giéng. Gia dinh c6 san hé théng 10 chudéng, moéi chuéng
duoc thiét ké dé nudi ding 2 con thd. Khi nhan duoc thd, gia dinh tha chiing ra san
dé kiém tra stc khoe va giip tho lam quen vGi moi truong méi. Pan thé gom cé 2
con 16ng mau den, 1 con 16ng mau xam, 1 con 16ng mau vang va cac con tho con lai
déu c6 16ng mau trang. Sau khi kiém tra xong, gia dinh tién hanh bat ngdu nhién
ting con tho va tha vao cac chuéng sao cho moi chuéng cé diung 2 con tho (khéng
xét thir tw thd con trong mot chuéng). Tinh xac sudt dé sau khi sap xép ngau nhién,
c6 mét chudng chra cap thd 16ng mau den va 16ng mau xam, dong thoi khong co
chuéng nao chira cap tho 1o6ng mau den va 16ng mau vang.




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

PHUONG PHAP

Pém so6 cach ghép cap (perfect matching) + phan bu. S6 cach chia 2m doi
(2m)!
2m

hai (“khong cé chudng nao chira den - vang”) xtt li bang cach tru di.

twong phéan biét vao m chudng phdn biét, méi chuéng 2 con, la . Diéu kién th

Budc 1. Khéng gian mau.
Chia 20 con tho phan biét vao 10 chuong phén biét, moi chuéng 2 con, khong xét thir ty
trong chuong:
20!
Buoc 2. Cé dinh chuong chira cap den - xam.
e Chon chudéng dé: 10 céch.
e Chon con tho den nao duwoc ghép véi con xam: 2 cach (co6 hai con den Dy, D).
Con lai 18 con: mdt con den (goi la D), mOt con vang V, va 16 con trang — xép vao 9
chuong con lai.
Buoc 3. Pém cach xép 18 con con lai (chuwa kem diéu kién).
18!
?.
Buoc 4. Tru truong hop xau: D’ ghép véi V.

< < . o R < R . 16!
Chon chuodng cho cap (D’;V): 9 cach; 16 con trang vao 8 chudng con lai: 5

o . o 16!
sO cach xau =9- 58

Buédc 5. Ghép lai.
| |
n(A) =10-2. <18‘9 16‘).

29 98
T Q) 3237 7 T
. , 32
Ket a: P=—=0.10
qau 323
. J

Ghi chi. Céach hiéu nhanh hon bang “xac suiat ban cung chuéng”. Véi mot

2 7 Ve A~ " ~2 Ve 2 N A 7 . ’ \ 1 ’ 7
con tho cho trudc, xac suat mot con cu thé khac ¢ cung chuéng voi no la = (no co
19 “ban” dong kha nang). T do:

2 A 2 1 2
P h n n— m = 2 0 = —
(co chuong den-xam) == T
roi nhan véi xac suat con den con lai khéng ghép véi vang, tinh trén 17 img vién con
. 1 16 = , 2 16 32 a 3 2 N il G 3
lai: 1 - —=-—.K — = = —. hn n hon hanvar n n
a == ét qua ST v' Cach nay gon hon han va rat dang dung

trong phong thi.
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ATED \

Ngudén: HSG 12 - Ha Tinh - tinh/thanh phé: Ha Tinh - nam 2026.
Mot nhém c6 10 nguoi gom 5 ban nam, 4 ban nit va 1 thay gido ding thanh hai hang
ngang dé€ chup anh ki niém, méi hang 5 nguoi. Cé bao nhiéu cach sap xép dé thay
gido ding xen gilta hai ban nam, dong thoi trong moéi hang khong c6 hai ban nir
nao ding canh nhau?

\ J

PHUONG PHAP

Pém theo mau hinh (pattern) trudc, gan nguoi sau. Ta khéng xép truc tiép 10
nguoi ma chia lam hai tang: (1) dém céc so do vi tri hop 1€ theo ki hiéu N (nam), F
(ni), T (thay); (2) nhan véi 5! - 4! cach gan ngudi cu thé. Tang (1) chi ¢ vai chuc kha
nang nén ra duoc bang tay.

Buoc 1. Phan tich rang budc.

Hai hang, mo6i hang 5 ch6. Thay gido & mét hang nao do, tai vi tri i v6i 2 < i < 4, va hai
nguoi ké i déu la nam. Trong cd hai hang, khong cé hai nit nao canh nhau.

Budc 2. Phan bé nir gitra hai hang.

Moi hang 5 chd, mudn khong c6 hai nit ké nhau thi moi hang chita nhiéu nhat 3 nir. Co
4 ntt, nén phan bé nir theo hang chi cé thé la (1;3), (2;2) hoac (3;1).

Buoc 3. Pém so do hop lé.

Ra toan bo cac cach gan nhan N/F/T cho 10 vi tri (hang thay gido c¢6 1 chit T, téng 5 chir
N va 4 chir F) thoa hai rang budc, ta dugc

#s0 do = 24.

Buéc 4. Gan nguoi cu thé.
5 ban nam vao 5 vi tri N: 5! = 120 c4ch; 4 ban nit vao 4 vi tri F: 4! = 24 céch; thay gido da
duoc dinh vi.

N =24-5!-4!=24.120-24 = 69 120.

Két qua: 69120 cach

Ghi chi. Vi sao tach hai tang lai dung? Vi hai rang budc ctia dé chi néi vé loagi
nguoi (nam / nit / thay) cht khéng phan biét ca nhan. Do d6 moi so do hop 1é déu
cho cting s6 céch gan nguoi, va ta duwoc phép nhén. Pay la ki thuat “dém mau hinh
roi nhan giai thtra” dung dugc cho hau hét bai toan xép hang cé rang budc theo loai.
Kiém tra thé: 69120 < 10! = 3628800, ti 1&é khodng 1,9% — hop li véi hai rang buéc
kha chat.

| Céu39 \

Ngudén: HSG 12 - Ha Tinh - tinh/thanh phé: Ha Tinh - nam 2026.

Cho mot bang 6 vudng 3 x 3 nhw hinh vé. Pién ngau nhién 9 sé thudc tap hop
X = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} vao 9 6 vudng trong bang (méi 6 dién mot s6 khac nhau).
Tinh xéc suat ctia bién c¢6 “moi hang, moi cot bat ki trong bang déu cé it nhat mot
so 1é”.




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Chi quan tam madu chdn - 1é, khéng quan tam gia tri cu thé. Bién c6 chi phu
thudc vao viéc 6 nao chira so 1é. Ta dém s6 mdu hop 1é roi nhan vdi s6 cach dién
gia tri — dung tinh than “dém mau hinh réi nhén giai thira” ctia Cau 38.

Buéc 1. Phan tich tap X.
X ¢6 10 phan t: 5s6 1& (1;3;5;7;9) va 5 s6 chan (0;2; 4;6;8). Ta chon 9 trong 10 so, tirc bo
ra ding mét so.
Budc 2. Hai truong hop theo sé bi bo.
+ B6 mot s6 chan (5 cich): bang cé 5 s6 1é va 4 s6 chan.
e Bo mot sé 1é (5 cach): bang c6 4 s6 1é va 5 s6 chan.
Buodc 3. Pém mau hop 1é theo so luong 6 1é .
Ta can chon & 6 (trong 9 6) dé dat sé6 1é, sao cho méi hang va moi coét déu chira it nhat
mot 6 duoc chon.

k S6 mau phu du 3 hang va 3 cot Ghi chu
4 45 (da tinh & Chuwong 14, Cau 3)
90 08—36:126—36

Buoc 4. Nhan véi sé cach dién gia tri.
Véi m6i mau, k s6 1é dién vao k 6 da chon (k! cdch) va 9 — k s6 chan vao céc 6 con lai
((9 — k)! cach).

e B6 mot s6 chan (k= 15): 5-90-5! -4,

e BOmoOtsolé (k=4):5-45-4!-5.
Vi5!-4! =4!.5! = 2880 & ca hai truong hop, ta gop duoc:

n(A) = 52880 (90 + 45) = 14400 - 135 = 1944 000.

Budc 5. Khong gian mau va xac suat.
Chon so6 bi bd (10 cach) roi dién 9 sé vao 9 6 (9! cach):

n(2) =10 - 9! = 3628 800.

1944000 15
3628800 28 05357 ~ 0.5

[ Két qua: P = % ~ 0,54 ]
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Ghi chi. Cach tinh s6 mau & Buéc 3. Voi k = 5: tdng s6 cach chon 5 6 1a Cf = 126;
trir di cdc mau bo trong it nhat mét hang hoac mot cot. Bo trong moét hang (hoac
mot cOt) cho CZ = 6 mau, cb 3 + 3 = 6 hang/cot nén trir 36; khong thé vira bd trong
mot hang vira bo trong mot cot (chi con 4 6 < 5). Vay 126 — 36 = 90. Véi k = 4 ta da co
45 & Chuong 14, Cau 3.

Vi sao thira sé giai thira triét tiéu dep? Vi 5! 4! va 4!.5! bang nhau, nén P rit gon
thanh ti s6 thuan tuy gitra s6 mau hop 1é va téng sé mau:

90 + 45 135 135 15

T Ci+Cf T 1264126 252 28

| Ciu20 N

Ngudén: HSG 12 - Hai Phong - tinh/thanh phd: Hai Phong - ndm 2026.
Khao séat thoi gian tap thé duc cua céc hoi vién thudc ba cau lac bd dan vii clia
thanh pho Hai Phong trong mét ngay thu duwoc mau sé liéu ghép nhém sau:

Thoi gian (phit) \ [0;20)  [20;40)  [40;60)  [60;80)  [80;100)

S6 héi vién 10 18 24 20 12

Khoang tr phan vi cia mau s6 liéu bang bao nhiéu phat? (két qua lam tron dén
hang phan muoi)
\ J

I PHUONG PHAP

Dung lai c6ng thitc ndi suy t phan vi cia Chwong 17 (Cau 28), vdi h = 20.

Budc 1. Cé& mau va tan sé tich luy.

n=10+ 18424420+ 12 = 84.

Nhém \[0;20) [20;40)  [40;60)  [60:80)  [80;100)

Tichluy | 10 28 52 72 84

Buoc 2. Tim Q1.
., 84 . N R .
Vi tri i 21; vi1 10 < 21 < 28 nén @, thudc nhom [20;40):

21 -10 11 110

Q1 =20+ 120 =20+ 7220 =20+~ ~ 32,2222,

Buoc 3. Tim Q5.
., 3-84 R n n .
Vi tri 38 = 63; V1 52 < 63 < 72 nén @3 thuoc nhom [60; 80):

63 — 52

Q3 =60+ -20=60+11="T1.

Budc 4. Khoang tir phan vi.
Ag =71 — 32,2222 = 38,7778 ~ 38,8 (phiit).

[ K&t qua: A ~[355] phit ]

157
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63 — 52

Ghi chi. Q3 tron dep vi 20 = 11 — d6 rong nhom va tan sé6 nhom triét tiéu

nhau. Day la dau hiéu t6t cho thay da tra ding nhém; néu con so ra 1é bat thuong
thi nén kiém tra lai bang tich luy.

| Céudl \

Ngudén: HSG 12 - Hdi Phong - tinh/thanh phd: Hai Phong - nam 2026.
Chon ngau nhién 4 sé tlr tdp hop S = {1;2;3;...;200}. Xac sudt dé bd 4 s6 dugc chon
A N N ~ ~ A ;A . & m s \
ra lap thanh mot cap s6 cong c6 cong sai dwong bang — voi m,n € N* va (m,n) = 1.
n

Gia tri ctia biéu thitc m + n bang bao nhiéu?
N\ J

PHUONG PHAP

Tham sé hoa theo cong sai. Mot cap so cong 4 s6 hoan toan duoc xac dinh béi
cap (s6 hang dau a; cong sai d). Ta cho d chay, dém sé a« hop 1é img v6i moi d, roi
cOng lai — day la ki thudt chudn cho moi bai “dém cédp s6 cong trong mot doan”.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = Cypo = 64684 950.

Buoc 2. Diéu kién ton tai.
Bo6n s6 lap cap sé cong cong sai d > 0 c6 dang a, a+d, a +2d, a+ 3d. Can

a>1 va a+3d<200 = 1<a<200-—3d.

D€ c6 it nhat mot gid tri o thi 200 — 3d > 1 = d < 66.
Buodc 3. Pém.

66

66 - 67
n(A) = Y~ (200 — 3d) = 66 -200 — 3 ==~ = 13200 ~ 6633 = 6567.
d=1
Budc 4. Rut gon phan so.
6567
64684950

Phan tich: 6567 = 3-11-199; déng thoi C4,, chia hét cho 199 (vi 64684950 = 199325 050), cho
3 va cho 11. Rut gon dan:

6567 33 11 1
64684950 325050 108350 9850

Budc 5. Tra loi.
m =1, n = 9850 va (1;9850) = 1:

m+n =14 9850 = 9851.

- 2 1
Ket qua: P = 9850; m+n =|9851

Ghi chi. Vi sao dé nhan manh “céng sai dwong”? Vi néu cho phép d < 0 thi moi
tdp 4 sO sé ing véi hai cap so6 cong (tdng va giam) — nhung ta dang dém tdp nén so
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lwong khéng déi. Cum “coéng sai duwong” chi dé€ loai bé moi mo hd, khéng lam thay

doi két qua.

Céng thic téng quat: s6 cap s6 cong k s6 hang trong {1;...; N} 1a Z(N —(k—1)d),
d>1

1ay téng t6i d = L%J .

| Ciud2 S

Ngudén: HSG 12 - Quéang Tri - tinh/thanh phd: Quang Tri - nam 2026.

Trong céc bién s6 xe cta tinh Quang Tri, ta goi bién s6 loai A 1a nhitng bién s6 xe
c6 dang 7z A — abe.de, trong do a, b, ¢, d, e 1a cac chir s6 khong dong thoi bang 0 va
1a chir s6 3 hoac chir so 4.

1) C6 bao nhiéu bién s6 loai A vira cé chir sé 3 vira c6 chit s6 4?

2) Hai ban Khoa va Lam, mdi ban viét ngadu nhién mot bién sé loai A 1én bang.
Tinh x4c sudt dé trong hai bién s6 duoc viét cé mot bién cé dung mot chir sé 3,
bién con lai vira ¢4 chit s6 3 vira c6 chir s6 4 (két qua lam tron dén hang phan
tram).

- J

Tach theo gia tri cia = + phan bu trén chuoi chir sé. Vi = chi nhén hai gia tri
va chinh z d& cung cdp san mot chir s6 3 hoac 4, viéc chia hai truong hop theo z
lam diéu kién tré nén don gian. S6 chuoi “chita it nhat mét chir s6 ¢” luén tinh bang
phan bu: 10° — 9°.

Buéc 0. Tong so bién loai A.
C6 2 cach chon z; phan abede 1a chudi 5 chir s6 khéng dong thoi bang 0, tirc 10° —1 = 99999
cach:

N =2-99999 = 199 998.

Y 1. Bién vira c6 chir s6 3 vira cé chir sé 4.
Buoc 1. Tach theo =.
» 2 = 3: bién da c6 san chir s6 3, chi can abcde chira it nhat mot chir s6 4:
105 — 9% = 100000 — 59 049 = 40951.
(Chudi toan 0 khong chita chir s6 4 nén da ty dong bi loai.)
* r = 4: d6i xtrng, can abcde chira it nhat mot chir sé 3: cling 40 951.
Buoc 2. Cong.
|B| =2-40951 = 81902.

[ Két qua: ¥ 1: bién s6 ]

Y 2. Xac suat.
Buéc 3. Pém tap A = “bién c6 diing mét chir sé 3”.

e 2 = 3: chirso 3 duy nhat dé6 chinh la z, nén abcde khéng chira chir s6 3: 9° = 59 049; trur
chuoi toan 0 (khong hop 1€): 59 048.
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* z = 4: abcde phai chira ding moét chir s6 3: C} - 9% = 5. 6561 = 32 805.
|A| = 59048 + 32805 = 91 853.

Budc 4. Pém giao AN B.
Bién vira c6 diing mét chir sé 3, vira c6 chir sé 4:

e 2 = 3: abcde KhOng c6 chir s6 3 nhung c6 it nhat mot chir s6 4: 9° — 8° = 59049 — 32768 =

26 281.
e 2 = 4: abcde c6 dung mot chir sé 3 (chir s6 4 da do x cung cap): 32805.
|AN B| = 26281 + 32805 = 59 086.

Buédc 5. Ghép hai bién.
Hai ban viét doc 1ap, moi ban N kha nang. Bién c6 can tim xay ra khi (Khoa € 4, Lam

e B) hoac (Khoa € B, Lam € A); hai khd nang nay giao nhau & truong hop ca hai bién
déu thudc An B:

_ 2|A||B|—|ANB? _ 2-91853 81902 — 590862

P ~ 0,2889.
N2 1999982 ’
Két qua: Y 2: P ~[029]

Ghi chi. Vi sao phai trir |[A N B|?? Vi mdt bién s6 c¢6 thé vira “cé dung mét chir sd
3” vira “c6 ca 3 va 4” — chdng han 744 — 34000. Néu cd hai bién cung thuéc AN B thi
cap do6 thoa mén dé theo cd hai cach gan vai, va bi dém hai lan trong 2|4||B|.

| Ciud3 \

Ngudén: HSG 12 - Thanh Héa - tinh/thanh phé: Thanh Héa - nam 2026.
Goi S la tap hop céc so tw nhién cé 3 chir s6 d6i mot khac nhau. Chon ngau nhién
hai phan t tir S. Tinh x4c suat d€ moi phan tir dwgc chon la mot sé tw nhién cé tich
cac chir so chia hét cho 6 (két qua lam tron dén hang phan tram)?

S J

PHUONG PHAP

Pém tap “tot” trudc, roi dung té hop. Diéu kién 4p cho cd hai phan tr duoc
chon, nén chi can biét |G| = s6 phan tir cua S ¢6 tich chir s6 chia hét cho 6; xac suat

Cla
l‘a T-
Cis

Budc 1. Pém |S|.
S6 ¢6 3 chir s6 doi mot khac nhau: chir s6 hang tram khéc 0 (9 cach), hai chit s6 con lai
l1ay tir 9 chit s6 con lai cé thi ty (A2 = 72):

1S|=9-9-8 = 648.

Budc 2. Piéu kién “tich cac chir s6 chia hét cho 6”.
6 =2 -3, nén tich can chia hét cho ca 2 va 3:
 chia hét cho 2: c6 it nhat mot chir s6 chan (0;2: 4; 6; 8);
 chia hét cho 3: ¢6 it nhat mot chir so chia hét cho 3 (0; 3;6;9).
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Chu y chir s6 0 thod cd hai yéu cau cung lic (khi d6 tich bang 0, chia hét cho moi s6);
chir s6 6 cling vay.
Buéc 3. Pém [G|.
Ra toan bo 648 s6 va kiém tra diéu kién trén:
|G| = 474.

Budc 4. Xac suat.
(%, ATA-4T3 224202 37367

P = = = =~ 0,5348 ~ 0,53.
C2,, 648-647 419256 69876 ’ ’
X > 37367
Ket qua: P 69876 0,53

Ghi chi. Pung quén chir sé 0. Moi s6 ¢ chira chit s6 0 déu c¢6 tich chir s6 bang 0,
ma 0 chia hét cho 6 — nén tat ca nhitng s6 nay déu thudc G. Bo sét nhan xét nay sé
lam |G| hut di dang ké.

~ A 4 4 \ s ~ 2 . A 2 A ~ ~ 2
Kiém tra tho: % ~ 0,73, va xac suat cd hai phan tr déu toét xap x1 0,732 ~ 0,53. v/

| Ciuse \

Ngudn: Lién truong Ha Néi - tinh/thanh phd: Ha Néi - nam 2026.

Cho mot badng 6 vudng 3 x 3 nhw hinh vé. Pién ngau nhién 9 sé thudc tap hop
X ={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} vao 9 6 vudbng trong bang (moéi 6 dién mot s6 khac nhau).
Goi Y la bién c6 “moi hang, moi cot bat ki trong bang déu cé it nhat mot so6 18”. Biét
xac suat P(Y) = % (v6ia,be Nva % la phén s6 t6i gidan). Khi d6 a + b bang bao nhiéu?

(& J

PHUONG PHAP

Bai toan trung khép véi Chuong 17, Cau 39 — chi khac & dang cau tra 1oi. Ta dung
lai k€t qua: chi quan tdm mdu chan - 16, dém sé mau phu du ba hang ba cét.

Buéc 1. Phan tich tap X.
X ¢ 5s01é& va 5 s0 chan; ta dién 9 s6, tirc bé ra ding mét sé.

e B0 mdt s6 chan (5 cach): badng chira k = 5 so 18.
e Bd mot so 1é (5 cach): bang chira k = 4 so 18.
Budc 2. Pém mau phu du ba hang ba cét.
e k=5:C§—36=126—36=90 mau (trr 6 hang/cot bi bd trong, moéi truong hop C = 6).
e k =4:45 mau (da chimg minh & Chuong 14, Cau 3).
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Buoc 3. Tinh xac suat.
V6i moéi mau, sé cach dién gia trila k! (9 — k)!; do 5! - 4! = 4! - 5! nén hai truong hop cung
trong sé va ta rat gon duoc:

90 + 45 135 135 15

PY: = = — = —,
) Cy+Cg 126+ 126 252 28

Buoc 4. Tra loi.
a =15, b = 28, phan so6 da toi gian:

a+b=15+28 =43.

~ 2 15
Két qua: P(Y) =5 a+b=

7 /. n \ n N\ . Ve \ 7 ~ 1 kd
Ghi chu. So sanh véi Chuwong 17, Cau 39: cung mot bai toan, cung dap so6 % chi
khéc & cho dé nay yéu cau a + b thay vi gia tri thap phan. Day la vi du cho thay céc
dé thi thuwong ding lai mot cadu hinh todn hoc va chi thay dé6i hinh thicc hdi — 1 do
cang nén nam chac ban chat.

| Céuds N

Ngudn: THPT Nguyén Trung Thién - Ha Tinh - tinh/thanh phé: Ha Tinh - nam 2026.
Mot nguoi moi gidi bat dong san cé 8 chia khéa d€ mé 8 ngdi nha méi. Méi chia khoa
chi mé dwoc dung 1 ngoi nha. Biét ¢ 3 ngoi nha thuong khong khoéa ctra, nguoi moi
gidi chon ngau nhién 3 chia kh6a mang theo. Hoi néu nguoi moi giéi chon ngau
nhién mo6t nha dé vao thi xdc suat dé nguoi méi gidi nay cé thé vao duoc la bao
nhiéu? (két qua lam tron dén hang phan tram).

N J

PHUONG PHAP

Cong thirc xac suat toan phan véi hai nhanh. Nguoi moéi giéi vao duoc nha khi
hodc nha dé khong khoéa, hodc nha dé khéa nhung anh ta dang mang dung chia.
Hai nhanh roi nhau nén chi viéc cong.

Budc 1. Nhanh thir nhat — nha khong khéa.
P(nha khong khéa) — g

Khi d6 chac chan vao duoc, khong can chia.
Buoc 2. Nhanh tha hai — nha co6 khoa.
)
=3
Can mang theo dung chiéc chia ctia nha d6. Nguoi moi gidi chon ngau nhién 3 trong 8
chia, nén xac sudt mot chiéc chia cu thé nam trong 3 chiéc dwgc mang la

P(nha cé khéa)

cz 21 3

c: 56 8

(Cé4ch hi€u nhanh hon: méi chiéc chia c6 cung kha nang duoc chon, va cé 3 trong 8 chiéc
duoc mang.)
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Buédc 3. Cong hai nhanh.

3 53 3 15 24+15 39
2788 8w 64 61 — 2009375~ 06
p )
~ 2 39
Ket qua: P=— ~ 0,61
q 647
L J/

Ghi chi. Viéc chon chia va chon nha la doc lap — ngudi moi gidi chon chia trude
khi biét sé vao nha nao. Néu dé ndi anh ta chon chia sau khi d&a biét nha can vao thi
bai todn hoan toan khéc. Hay dé y trinh tw thoi gian trong céc bai dang nay.

| Céu 4o \

Ngudén: THPT Lé Thanh Téng - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - nam 2026.
Trén mot ban co vua, Thong va Nghia cung tham gia mot tro choi xac suat. Ho dat
mot quan Ma tai 6 D4 va mot quan Vua tai 6 F6. Quy wdc rang trong trod choi nay,
hai quan co khéng an nhau.
e Thong: thyc hién hanh trinh 4 budéc di sao cho cac 6 di qua trong 3 budc dau
khong trung nhau va sau budc thir 4 Ma phai quay vé lai dung vi tri D4 ban dau.
e Nghia: thuc hién hanh trinh 3 budc di va sau budc thitr 3 Vua phai quay vé lai
dung vi tri 6 ban dau.
 Trinh tu: hai quan di chuyén xen k& nhau, bat dau bang Ma: Ma di budc 1, tiép
dén Vua di budc 1, Ma di budc 2, tiép dén Vua di budc 2, ...cho dén khi ca hai
hoan tat hanh trinh.
X4c sudt dé trong suét qud trinh di chuyén trén, cé it nhat mot thoi diém Ma va
Vua cung ding trén mot 6 co c6 dang phan s6 toi gian % (a,b € N*). Hay tinh gia tri

cua b — 5a.

Cdch di chuyén ctia quan Md: Md di chuyén theo duong chéo ctia hinh chir nhdt 2 x 3 6 vuéng (hodc

3 x 2 6 vubng). Cdch di chuyén ctia qudn Vua: Vua cé thé di chuyén sang bat ky é lién ké chung canh
hodc chung dinh xung quanh né theo huéng ngang, doc hodc chéo.

(N J

Pém riéng hai khong gian hanh trinh réi ghép. Hanh trinh ctia Ma va ctua Vua
déc Idp nhau, nén n(Q) 1a tich hai sé lwong. Viéc ki€m tra “cé gap nhau hay khéng”
duoc thuc hién trén truc thoi gian chung, liét ké du céac thoi diém ca hai quan da
c6 vi tri xac dinh.

Buoéc 1. Pém hanh trinh cua Ma.
Ma xudt phat tai D4, di 4 nudc, quay vé D4, va ba 0 di qua sau cac budc 1,2,3 doi mot
khac nhau. M6i nuwédc la mot vecto thude {(£1;+2), (£2;+1)}; moi vi tri trung gian phai
nam trong ban co 8 x 8. Ra toan bo:

ny = 100.

Budc 2. Pém hanh trinh cua Vua.
Vua xudt phat tai F6, di 3 nuwdéc (mo6i nwdc la mot trong 8 6 ké), quay vé F6:

ny = 24.
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Buoc 3. Khong gian mau.

n(Q) = nyr - ny = 100 - 24 = 2400.

Budc 4. Liét ké cac thoi diém can so sanh.
Goi m1,ma, m3, my = D4 1a cdc vi tri cia Méa va vy, vs,v3 = F6 la céc vi tri ciia Vua. Theo
trinh tw xen ké, céac cap vi tri xuat hién lan luot la

(m1; F6), (mi;v1), (mo;v1), (ma;v2), (ms3;ve), (msa;vs), (D4;v3).
Bién c6 A xay ra khi c6 it nhdt moét cap trung nhau.
Buoc 5. Pém va két luan.

9236 59
A) =2 p= =0 20
n(d) =236 = 2400 _ 600
Vay a =59, b = 600 va
b— 5a = 600 — 295 = 305.

Két qua: P:%; b—5a=305]

Ghi chi. Chu y vé cach hiéu “thoi diém”. Loi gidi trén coi méi nwéc di tao ra mot
thoi diém mdi, nén cé 7 cap vi tri can kiém tra nhu & Budc 4. Néu chi so sanh sau
moi luot kép (tirc chi 3 cap (m;;v;)) thi dap so sé khac. Khi gap dé dang nay, hay doc
ki mo ta trinh tw dé x4c dinh dung cdc méc thoi gian.

So sanh véi Chuong 17, Cau 33: ¢ d6 diéu kién la “bén nudc di khéng trung nhau’
cho 136 hanh trinh; & day diéu kién la “ba 6 di qua khong trung nhau” cho 100 hanh
trinh — hai rang budc khac han nhau du nghe rat giéng.

| CiudT \

Ngudén: THPT Nguyén Tréi - Ha Noi - tinh/thanh phd: Ha Néi - nam 2026.
M6t ky sw tién hanh lap rdp mét rotor ctia déng co phan luc. Rotor cé 9 khe cam
canh quat duwoc danh s6 c6 dinh tir 1 dén 9 theo vong tron (nhu hinh vé), khoang
cach gitra cac khe déu nhau, tao thanh cac dinh cua mot da gidc déu 9 canh. Do sai
sO ché tao, 9 canh quat c6 khoi lwong thuc té la cdc so nguyén phan biét tir 1 dén
9 gam. P€ rotor cadn bang dong hoc khi quay, ki sw chon phuong 4n lap thdéa méan
dong thoi:

e chia 9 canh quat thanh 3 nhém (mo6i nhém 3 cénh);

e moi nhém duoc lap vao 3 khe cam tao thanh mot tam gidc déu (ba khe cam tao

thanh tam gidac déu khi va chi khi chiing cach nhau ding 3 khe theo vong tron);

+ tong khoi lwong cta 3 cdnh quat trong méi nhém phai bang nhau.
Hoi c6 bao nhiéu cach sap xé€p 9 cdnh quat vao 9 khe cam théa méan céc diéu kién ky
thuat trén? (Hai cdch sdp xép duoc coi la khdc nhau néu cé it nhdt mét canh quat & vi tri khe cdm

U

khdc nhau; khéng déng nhdt cdc cdch lap khdc nhau béi phép quay hay phép déi xing cta rotor.)
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Xac dinh truéc cau truc hinh hoc, réi quy vé bai toan phan hoach sé. biéu
kién hinh hoc thyc ra ¢é dinh sdn ba nhém khe cam; phan con lai thuan tuy la dém
cach chia {1;...;9} thanh ba bo ba c6 téng bang nhau, réi nhan véi s6 hoan vi bén
trong moi bo.

Buoc 1. Xac dinh ba tam giac deu.
Ba khe cach nhau dung 3 khe trén vong 9 khe, nén céc tam giac déu la

{147}, {58}, {3:6;9}.

Ba tam giac nay la duy nhat va ching phu kin 9 khe — day chinh la diém mé&u chét: cau
tric nhom khe da bi &n dinh hoan toan.
Buéc 2. Tong khéi luong méi nhém.

X o e Ve ~2 45
1424---49=45 = m01nhomcotong§:15.

Buéc 3. Pém cach chia {1;...;9} thanh ba bé ba, méi bd cé téng 15.
Ra tat ca cach chon: sé cach chia cé gdn nhdn (tic da chi ré bd nao vao tam gidc nao) la

12.

(Twong duong 2 céch chia khéng ké thi tw, nhan 3! = 6 cach gan ba bd vao ba tam giéc.)
Budc 4. Hoan vi bén trong moi tam giac.
Ba cénh quat cia m6t nhém duoc 1ap vao ba khe cu thé ctia tam giadc dé: 3! = 6 cach; co
ba tam gidc:

(313 = 216.

Buoc 5. Nhan lai.
N =12-216 = 2592.

Két qua: 2592 cach sap xép

Ghi chid. Vi sao khong chia cho phép quay? Vi dé néi ré6 “khéng dong nhat céc
céach lap khac nhau bdi phép quay hay phép déi ximg” — céc khe da dwoc ddnh sé
c6 dinh nén chung phan biét. Néu dé coi cac cau hinh sai khac mot phép quay la
nhw nhau thi phai chia thém cho 9.

Y nghia vat li: ba cadnh cung nhém nam & ba dinh ctia mot tam gidc déu, cdch nhau
120°; khi ba khéi lwong dy bang téng nhw nhau gitta cdc nhém thi trong tdm hé trung
véi truc quay — rotor can bang.
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:

Ngudn: THPT Nguyén Tréi - Ha N§i - tinh/thanh phé: Ha Noi - nam 2026.

Chon ngdu nhién 5 s6 phan biét tir tdp hop X = {2;4;6;8;10;12;13; 14; 16; 18; 20} d€ x€p
vao 56 A, B, C, D, O nhu hinh vé (moi 6 xép mot s6). Goi Y la bién c6 “S6 13 306 O
va téng céc s6 & 0 A, O, C bang téng céc s6 x€p & 6 B, O, D”. Biét xac suat clia bién
coY la PYY) = % (Vi a,b € N; % la phan s6 t6i gian). Khi do gia tri a + b bang bao

nhiéu?

.

PHUONG PHAP

Khtr phan chung cua hai vé truwéc khi dém. Diéu kién A+ O +C =B+0+ D
chra s6 O & ca hai vé; trir di ta dwoc diéu kién gon hon nhiéu la A+ C = B+ D. bay
la budc rut gon gitup bai toan trd nén dém duoc.

Budc 1. Khoéng gian mau.
X c6 11 phan t&; chon 5 s6 va xép vao 5 0 phan biét:

n(Q) = A3, =11-10-9-8 -7 = 55440.
Buoc 2. Rut gon diéu kién.
A+0+C=B+0+D < A+C=B+D.

Budc 3. C6 dinh 6 O.

Bién c6 Y doi hdi O = 13. Khi d6 bon 6 A, B, C, D nhan bén s6 phan biét tir 10 s6 chan con
lai cua X.

Budc 4. Pém bo bon sé c6 thwr tw thoa A+ C = B+ D.

Ra toan bd céc chinh hop chép 4 ctia 10 s6 chan:

n(Y') = 400.

Buoc 5. Tinh va rut gon.

400 5
= = 400; 55 440) = 80).
(Y) FE440 — 693 (gcd(400; 55 440) = 80)

Vay a =5, b = 693 va
a+b="5+693 = 698.

- » S
[ Két qua: P(Y) = -; a+b=[698] ]
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Ghi chi. Vi sao dé dua sé 13 vao mét tap toan sé6 chan? Vi 13 1a phan tir I8 duy
nhdt. Néu 13 nam & mot trong bén 6 4, B, C, D thi mét vé ctia dang thitc A+C = B+ D
sé 1é con vé kia chan — khong thé bang nhau. N6i cach khéc, diéu kién “s6 13 66 O”
tw déng duoc suy ra tir dang thic téng; dé néu ra chi dé gitp thi sinh dinh hudéng.

| Caudo N

Ngudn: THPT Tran Phd - Ha N§i - tinh/thanh phé: Ha Noi - nam 2026.

Trong ngay gidi thiéu cac cau lac b6 (CLB) ngoai khoa cta truong THPT, théng ké
viéc dang ki vao 3 CLB gom bdng dd, cau 16ng va co vua thi c6 téng la 70 hoc sinh;
moi hoc sinh muén tham gia vao CLB nao thi phai viét 1 don dang ki gii CLB doé.
Téng ca 3 CLB thu duoc 155 don; hdi cé it nhat bao nhiéu hoc sinh dang ki tham gia

ca 3 CLB.
N\ Y,

PHUONG PHAP

Pat an theo sé6 CLB ma méi hoc sinh tham gia. Pay 1a ki thuat “dém hai 1an”:
tong s6 don duoc tinh theo hai cdch, cho ta phuong trinh thi hai. Bai toan cuc tri
khi d6 tréd thanh mot bat phuong trinh don gian.

Buéc 1. Pat an.
Goi 1, 2, x3 1an lwot 1a s6 hoc sinh tham gia dung 1, dung 2, dung 3 CLB. M6i hoc sinh
tham gia it nhat mot CLB nén

r1 + x9 + a3 = 70. (1)

Buoc 2. Pém so don theo hai cach.
Hoc sinh tham gia &£ CLB thi viét k£ don, nén téng s6 don la

T1 + 2x9 + 3x3 = 155. (2)
Budc 3. Trur hai phuong trinh.
(2) —(1): x9 + 2x3 = 85. (3)

Buoc 4. Lap bat dang thic dé tim gia tri nhé nhat cua zs.
Tw (1) ta c6 x2 < 70 — 3 (V1 21 > 0). Thay vao (3):

85 — 223 <70 —x3 = x3 > 15.

Budc 5. Chi ra truong hop dat duoc z3 = 15.
Véi x3 = 15: tlr (3) suy ra z = 85 — 30 = 55, va tir (1) dwoc x; = 70 — 55 — 15 = 0. Kiém tra (2):
0+ 110 + 45 = 155 v'. Vay gia tri 15 dat duoc.

( \

Két qua: It nhat|15| hoc sinh

Ghi chi. Buéc 5 la bat buodc. Bat dadng thitc & Budc 4 méi chi khdng dinh “khéng
thé it hon 15”; phai chi ra mot cadu hinh cu thé dat z; = 15 méi két luan duoc day la
gia tri nhé nhat — giéng dang cau trac lap ludn cua bai toan bat bién & Chuwong 16,
Cau 22.

167
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| Céuso \

Ngudn: Cum Hai Phong - tinh/thanh phdé: Hai Phong - nam 2026.

C6 5 thé mau xanh, 5 thé mau do va 5 thé mau vang, moi loai duwgc danh so thir tw
tlr 1 dén 5; tat ca cac thé déu cé dang hinh vudng 1 x 1. Chon ngau nhién 5 thé dé
ghép vao hinh bén, moéi thé twong tng véi mot trong cac 6 vudng A, B, C, D, O. Tinh
xac suat dé hai hinh vudéng cé dung 1 canh chung thi khac mau, hai hinh vuéng cé
dung 1 dinh chung thi khéc so6 (lam tron két qua dén hang phan tram).

D O B

PHUONG PHAP

Poc cau hinh hinh hoc thanh hai dé thi rang budc. Hinh chir thép cho hai quan
hé khac nhau: 6 trung tdm ké canh véi bon 6 xung quanh (rang budc mau), con cac
0 xung quanh lién ké nhau chi cham nhau tai mét dinh (rang budc sé). Tach ro hai
do thi nay la chia khoa.

Budc 1. Khoéng gian mau.
C6 3 x 5 = 15 thé d6i mot phan biét; chon 5 thé va xép vao 5 6 phan biét:

n(Q) = A3, =15-14-13-12 - 11 = 360 360.

Buoc 2. Dich hinh vé thanh rang budc.
Goi O la 6 trung tam, con A (trén), B (phai), C (dwéi), D (trai) la bon céanh.
¢ Chung dung mét canh: cac cap 0O-4, O-B, O-C, O-D = mau cua O phai khac mau
cua ca b6n 6 canh.
¢ Chung dung mot dinh: céc cap canh ké nhau A-B, B-C, C-D, D-A (ching cham
nhau tai mot goc cta 6 trung tdm) = boén cap nay phai khac so.
* Hai cdnh déi nhau (A-C va B-D) khong cham nhau, nén khéng bi rang budc; ching
duoc phép trung soé.
Buoc 3. Pém so cach hop 1é.
Ra toan bd céc chinh hop chép 5 cta 15 thé véi hai rang budc trén:

n(A) = 44 400.
Buoc 4. Xac suat. 14400 370
P= = ~ 0,1232 ~ 0,12.
360360 3003
. » 370
Ke : P=——=0,12
[ et qua 3003 0, ]
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Ghi chi. Diém dé sai nhat: twdéng rdng cd bén 6 cdnh phai déi mot khéc s6. Thuc
té A va C nam & hai dau déi dién cua chir thap, khong cé diém chung nao, nén hoan
toan duwoc phép mang cung so. Viéc doc chinh xac tir “ding 1 canh chung” va “dang
1 dinh chung” quyét dinh toan bd dap so.

ATES N

Nguén: Sd GD&DT Thai Nguyén - nam 2026.

Tung dong thoi hai con xtic xac khdc nhau déu can doi va dong chat ba lan. Bang
cach coéng s6 chdm xudt hién trén hai con xuc xac trong moi lan tung ta duwoc mot
s6 ngau nhién tir 2 dén 12. Goi ba s6 nay lan luot 1a a, b va t. Chon ngau nhién mot
tam giac c6 hai canh ¢6 do dai la a, b va goc xen gilra chiing bang (t — 1)15°. Xac suat
dé tam gidc nay la tam gidc vudng bang bao nhiéu? (két qua lam tron dén hang
phan tram)

- J

Dung dinh li c6sin dé bién diéu kién hinh hoc thanh diéu kién sé hoc. Tam
gidc duoc cho bdi hai canh va goc xen gitra, nén moi yéu t6 khac déu tinh duoc. Ta
tim diéu kién dai s6 dé tam gidc vudng, roi méi dém xac suat trén phan bé tong hai
xUc xac.

Buéc 1. Phan bé cua téng hai xic xac.

Téngs [2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

sa'céch\123456543 2 1

Ba lan tung déc lap nén q, b, t doc lap va cung phan bé nhu trén.
Budc 2. Goi C la goc xen gitra.

C=(t—1)-15°,  te{2...;12} = C € {15°30%...;165°}.
Budc 3. Piéu kién tam giac vuong — xét hai kha nang.
Khd ndng 1: géc vuéng chinh la C.

C=90° <= (t—1)-15=90 <= t=1T.

Khd ndng 2: goc vuéng ¢ mét trong hai dinh con lai.
Goi canh thi ba la ¢; theo dinh 1i césin ¢? = a? + b2 — 2abcos C. Néu goc doi dién canh a
vuong thi a? = b? + 2, thay vao:

b
a* =b* + (a® + b* — 2abcos C) = 0 =2b> —2abcosC => cosC = —
a

Tuong tw néu géc doi dién canh b vuéng thi cosC =

SRS

Vi % hitu ti va duong, can cosC hiru ti duong, tic C < 90° va ¢t < 6. Trong nam gia tri
cos 15°, cos 30°, cos 45°, cos 60°, cos 75° chi co

1
CcosS60° = —
60 5
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la so hitu ti. Vay C = 60°, tic t = 5, va diéu kién la a = 2b hodc b = 2a.
Budc 4. Tinh tirng xac suat.

6 1 4 1
Pit=7)=—=—; Plt=5)=—=—-.
( ) 36 6 ( ) 36 9
6
1-3+2-5+3-54+4-34+5-1 45
Pa =2b) = P(b) P(2b) = = .
(a=2b) ZH (b) P(20) 362 1296
oo 45 e e
Do déi ximg P(b:2a):%, va hai bién c6 nay roi nhau:
< 90 )
P :2 h :2 = — = —,
(a=2bhoac b =2a) = 3555 = 73

Budc 5. Cong hai kha nang (roi nhau vi ¢t khac nhau).
1 1 5 1 5 108+5 113

— 4.2 4 7 = — 01744 =~ 0.17.
6+9 72 6 648 648 648 0,17 0.17
- N\
. R 113
Ketqua: P=—~0.17
q 648
L J

Y 7 Y ~ 2?2 ~ kd N Y ~ n n b ~
Ghi chi. Chia khoa la nhan ra chi cos60° huu t1. Vi g, b la s6 nguyén nén — htru

V642 V3 V2 NN
L v6—v2

cos 30° = - C0S45° = > COS 75° = 1
ti nén bi loai ngay. Nhén xét nay rat gon bai toan tir 11 truong hop xuéng con 2.

ti; cac gia tri cos 15° = déu vo

.

| Céus2 N

Nguén: Sd GD&DT Thai Nguyén - nam 2026.

C6 bao nhiéu céach chon sau s6 tur chin sé nguyén 1,2,...,9 va dién vao cac 0 cua
hinh duéi day (mbi 6 chi dién dung moét s6) sao cho téng céc s6 & mdi cot (ké ca cot
c6 mot 6) bang nhau?

PHUONG PHAP

Chan hai dau gia tri ctia tong chung roéi liét ké. Cot it 6 nhat cho chdn trén,
cOt nhiéu 6 nhat cho chdn dudi. Khoang gia tri thu duwoc rat hep nén liét ké 1la kha
thi.

Budc 1. Poc cau hinh twr hinh vé.
Hinh gom ba c6t véi s6 6 lan lwot 1a 1, 2 va 3 (t6ng 6 6). Goi k la tdng chung ctua moi cot.
Buoc 2. Chan gia tri cuaa .
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e COt thr nhat chi chita mét s6, ma moi s6 déu khong vuot qua 9 = k < 9.

+ COt thir ba chira ba s6 nguyén duong phéan biét, téng nhd nhatla1+2+3 =6 = k > 6.
Vay k € {6;7;8;9} — chi bon truong hop.
Buoc 3. Liét ké theo tung gia tri cua k.
Véi méi k: cOt 1 chira ding s6 k; cot 3 1a mot bd ba s6 phan biét (khac k) cé tong k; cot 2
la mot cap s6 phan biét (khac céc s6 da dung) cé tong k.

E Cot3 Cot 2 So6 bo

6  {1;2;3}  khong cOn cap nao c6téng6 0
7 {1;2;4}  khong con cadpnaocéténg7 0

8 {1;3;4} {2;6} 1
{1;2;6}  {4;5}

9 {1;3;5} {2;7} 3
{2:3;4r  {1;8}

Tong s6 b6 4

Gidi thich hai dong ddu: véi k = 6, cot 3 budc phai la {1;2;3} va cot 1 1ay so 6; cac cap
c6 tdng 6 con lai la {1;5} va {2;4} — déu dung s6 da bi 1ay, nén vd nghiém. Tuong tw véi
k="1.
Buodc 4. Nhan véi s6 hoan vi trong moi cot.
Hai 6 ctia c6t 2 la hai vi tri phan biét (2! cach), ba 6 cua cot 3 cling vay (3! cach); cot 1 chi
c6 mot 0:

N =4-2!-31=4.12 = 48.

Két qua: 48 cach

Ghi chi. Buéc chan ¢ Budc 2 la toan bd sitc manh cua loi giai. Néu khong
chan, ta phai xét moi cach chon 6 trong 9 s6 (C§ = 84) rdéi moi cach sap (6!) — hon
60000 kha nang. Nho nhéan xét 6 < k < 9, bai todn rut xuéng con bén trueong hop nho.
Luu v: thit tu cdc s6 bén trong mot cot cé phan biét (moi 6 1a mét vi tri riéng), nén
phai nhéan thém 2! va 3! — day la chi ti€t dé bi bd s6t nhat ctia bai nay.

ATED N

Ngudén: Cum truong Thanh Héa - tinh/thanh phé: Thanh Héa - nam 2026.
Trong mét hop kin dung 20 vién bi dwoc dédnh sé tir 1 dén 20. Ban An chon ngau
nhién 4 vién bi trong hop, xac suat dé 4 sé trén 4 vién bi dwoc chon 14p thanh cap

2 & 1o,
s6 cong la —. Tinh a.
a

(& J

PHUONG PHAP

Dung lai ki thuat tham sé hod theo céng sai cua Chwong 18, Cau 41, chi thay N = 200
bang N = 20.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = Cyy = 4845.
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Buoc 2. Pém cac bo lap cap sé cong.
Bocédang a, a+d, a+2d, a+3dvdid>1vaa+3d<20,thkc 1< a < 20— 3d. Diéu kién
20—-3d>1chod<6:

d 1 2 3 4 5 6 | Téng

20-3d | 17 14 11 8 5 2 | 57

Budc 3. Xac suat.

57 1
=—=— 4845 = 57 - 85).
4845 85 ( )
Két qua: a =

Ghi chu. Day 17,14,11,8,5,2 la mot cap s6 céng cong sai —3, nén téng tinh nhanh
N 1 2) - S q TS . ~ 2 A
bang U)o = 57. Meo nay ap dung duoc cho moi bai dang “dém cap s6 cong

trong {1;...; N}”.

.

ATES N

Ngudén: THPT Lé Thanh Téng - HCM - tinh/thanh phé: TP. H6 Chi Minh - ndm 2026.

C6 15 qua bong duoc danh s6 tir 1 dén 15 duoc bo vao 3 chiéc hop mat nhan (giong
nhau), moi hop cé 6 ngan dwoc danh s6 tir 1 téi 6 nhw hinh vé, moi ngan chia toi da
1 qua bong. Biét rang sau khi cdc qua bong nay duoc bd ngau nhién vao céc ngan
cuia moéi hop thi con 3 ngan tréng (ngan nao ciing c6 thé tréng); goi N la sé cach
thuc hién sao cho cé dung mot hop ma cac qua béong dwoc bo vao co s6 tang dan

e n ~ R N . n Ve 7 2 2 7 7 . 7 . N
theo thir tu trén xudéng, dong thoi hop dé chira du 6 qua bong. Tinh gia tri T

PHUONG PHAP

Tach hop “dac biét” ra khoi hai hop con lai. Chiéc hop thod diéu kién duoc
nhdn dién duy nhdt béi tinh chat ctia nd, nén n6é khong con “mat nhan” nita. Hai
hop con lai méi thuc sy giéng nhau va can chia 2. Sau dé dung phan bu dé dam bao
tur “dung mot”.

Buédc 1. Chon noi dung cho hop dac biét.
Hop ddé chira du 6 qua béng va th ty trong hop bi ép tang dan tlr trén xudng. Vay chi
can chon 6 qua trong 15 qua, cach sap la duy nhat:

C% = 5005.
Budc 2. Xép 9 qua con lai vao hai hop kia (tam coi la phan biét).
Hai hop c¢6 téng 12 ngan duwoc dénh sé, 9 qua béng phan biét, mdi ngan toi da 1 qua:

12!
Ay = <7 = 79833600,

172



T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Buoc 3. Loai cac cach khién mét trong hai hop kia ciing “dac biét”.

Néu hop thit hai cling di 6 qua va tang dan: chon 6 trong 9 qua (C§ = 84, thi tu bi ép),
ba qua con lai vao 6 ngan cua hop ba (4§ = 120) = 84 - 120 = 10080. Twong ty cho hdp thw
ba. Hai hop khong thé cung du 6 qua (vi 6 +6 = 12 > 9), nén

s6 cach xau = 2 - 10080 = 20 160.
con lai = 79833600 — 20 160 = 79 813 440.

Budc 4. Khir tinh “mat nhan” caa hai hop con lai.
Hai hop nay giong hét nhau; vi 9 qua bong phan biét nén khéng c6 cdu hinh nao ty doéi
xtng, phép chia 2 la chinh xéc:

79813440

> = 39906 720.

Buéc 5. Nhan lai.
N = 5005 - 39906 720 = 199 733 133 600.

50175060~ OV0-

- > N
K P =
et qua 50175 064 9900

Ghi chu. Vi sao hop dac biét khong bi chia 2 hay 3? Vi trong ba hop giong nhau,
chi c6 mét hop mang tinh chat “da 6 qua va tang dan” — tinh chat dé tw né phan
biét hop nay vé6i hai hop kia. Chi nhitng d6i twong thuc sy khong thé phan biét méi
can chia giai thura.

Y nghia cua con s6 20175064: dé chon hé s6 nay dé dap s6 ra tron 9900; su tron tria
d6 la mot tin hiéu tét xac nhan cach dém dung.

| Céuss_ S

Ngudén: Cum truong SG Phia Tho - tinh/thanh phd: Phd Tho - nam 2026.

An va Binh thi ddu v6i nhau mét trén dénh bong ban, nguoi thang trude 3 séc sé la
nguoi chién thang chung cudc. Xéc sudt An gianh chién thang méi séc dau la 0,4.
Tinh xéc suat An thang chung cudc (két qua lam tron dén hang phan tram).

\ J

PHUONG PHAP

Phan loai theo s6 séc thua truéc khi thang séc quyét dinh. Tran dau két thuc
ngay khi ai d6 du 3 séc thang, nén séc cudi cung bat budc do An thang — day chinh
la dang “bai toan dung” cua Chuong 8.

Budc 1. M6 ta cau trac thang cudc.

An thang chung cudc khi thang 3 séc, thua k séc v6i k € {0;1;2} (néu thua 3 séc thi Binh
da thang trudc). Tran két thuc & séc thit 3 + k, va séc cudi phai la séc An thang.
Budc 2. Pém so kich ban cho moi k.

Trong 2 + k séc dau, An thang ding 2 séc: C5,, céch sap thir tw cc séc thua.

Buéc 3. Cong lai.

2
P=>C§,;(04)%06)" = (0,4)° [1 +3-0,6+6-0,6>
k=0
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= 0,064 [14 1,8 +2,16] = 0,064 - 4,96 = 0,31744 ~ 0,32.

Két qua: P ~0,3174 ~ 0,32

Ghi chi. Kiém tra bang déi ximg. Xac suat Binh thdng chung cudc tinh twong tw
véi p = 0,6: (0,6)3[1+3-0,4+6-0,16] = 0,216 - 3,16 = 0,68256. Tong hai x4ac suat bang
0,31744 + 0,68256 = 1 v — trén ddu luén cé nguoi thang.

Bay: dung C£(0,4)%(0,6)% (coi nhw ddu du 5 séc) cho 0,2304 — sai, vi céng thic do6
khéng ép séc cudi phai do An thang.

| Céuso N

Ngudn: SO GD&DT Ha Noi - ndm 2026.

Nguoi ta trang tri mot bang 6 vuong 4 x 4 bdi cac ngodi sao va cac bong hoa giéng
nhau. Mo6i 6 vuéng nhd duoc ddn mot ngoi sao hodc moét béng hoa, sao cho trong
moi hang va moi cot cua bang 6 vuéng déu cé 2 ngbi sao va 2 bong hoa. Cé tat ca
bao nhiéu céach trang tri bang 6 vuéng théa mén yéu cau trén?

\ J

BB =
BB |2
&

Hinh 1

S
5

El
~

PHUONG PHAP

Xay bang theo tung hang, phan loai theo quan hé giira hai hang dau. Moi
hang la mét trong C7 = 6 mau; rang budc cot chi “16 ra” khi ghép céc hang lai. Ta
phén loai theo mc d6 trung lap gitta hang 1 va hang 2 — d6 la bién quyét dinh so
cach hoan thanh hai hang con lai.

Buoc 1. Mo ta mot hang.

Mo6i hang c6 ding 2 ng6i sao trong 4 6, nén c6 C7 = 6 mau hang. Ki hiéu moi hang bai
tap 2 cot chira ng6i sao.

Budc 2. Chon hang 1: 6 cach.

Khong mat tinh téng quat, gia s hang 1 ¢6 sao & cot {1;2}; cac truong hop khac déi
xing.

Budc 3. Phan loai hang 2 theo sé cét trung véi hang 1.

Sau hai hang dau, moi cot da dung hét “han ngach” 2 ngéi sao hay chua sé quyét dinh
phan con lai.

* Hang 2 trung hoan toan ({1;2}): 1 cach. Khi dé cot 1, 2 da du 2 sao, nén hai hang
cudi bat budc c6 sao & cot {3;4} — chi 1 cach hoan thanh.

* Hang 2 roi hoan toan ({3;4}): 1 cach. Khi d6 b6n cOt déu con thiéu 1 sao, va hai
hang cudi moéi hang chon 2 ¢t sao cho téng mbi cét thém ding 1: hang 3 chon tuy y
(C? = 6 cach), hang 4 bi xac dinh = 6 cach.

* Hang 2 trung dung mot cot (4 cach: {1;3},{1;4},{2;3}, {2;4}): khi d6 mét cot da da,
mot cot con thiéu 2, hai cOt con thiéu 1. Ra truc ti€p cho 2 cach hoan thanh hai hang
cubi = 4-2=38.
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Téng s6 cach hoan thanh Umg véi méi hang 1 c¢é dinh:
14+6+8=15.
Buoc 4. Nhan véi s6 cach chon hang 1.

N =6-15=90.

Keét qua: 90 cach trang tri

Ghi chi. Con sé 90 da gap & Chuong 7, Cau 1 (s6 Stirling S(6;3)) — chi la trung
hop tha vi, hai bai toan khong lién quan.

Cong thic téong quat cho bang 2n x 2n véi méi hang va méi cot cé dung n ngodi sao
la mot bai todn khé (s6 ma trén 0-1 c6 téng hang va tong cot c¢6 dinh); véin = 2 dép
so 1a 90, voi n = 3 (bang 6 x 6, moi hang cot 3 sao) da 1én téi 297 200.

ATED N

Nguén: Cum trudng Bdc Ninh - tinh/thanh phd: Bac Ninh - ndm 2026.

Dé€ trang bi hé thong lam mat cho nha thi ddu da nang maéi khanh thanh, ban quan
ly du kién lap dat mot mang lwéi voi phun nuwéc thong minh. Hé théng st dung hai
loai voi: voi phun ap luc (loai X) cong suat tiéu thu 5 lit/gio va voi phun swong (loai
Y) cong suat tiéu thu 11 lit/gio. Theo yéu cau van hanh ctia may bom trung tam,
tong lwong nudéc tiéu thu cua toan hé théng phai dat dung 3300 lit/gio va méi loai
déu cé it nhat 1 voi. C4c voi phun duoc lap dat theo ting cum ky thuat, moéi cum
yéu cau dung 8 voi (khéng phéan biét loai). Mot phwong an lap dat duwoc coi la “toi
wu vé ki thuat” néu téng s6 voi cta toan hé thong la mot sé chia hét cho 8. Nguoi
ta chon ngdu nhién mo6t phuwong an lap dat thda méan téng cong sudt tiéu thu. Tinh
x4c sudt dé phuong 4n duoc chon la phuwong &n téi wu vé ki thuat (két qua lam tron
dén hang phan tram).

- J

PHUONG PHAP

Giai phuong trinh nghiém nguyén (phuong trinh Diophantus) roi dém theo
dong dw. Budc mot tim dang téng qudt cua nghiém; budc hai 4p thém diéu kién
chia hét 1én tham s6 cua dang tong quat.

Buoc 1. Lap phuong trinh.
Goi z, y la s6 voi loai X, Y (nguyén duong):

5z + 11y = 3300.

Budc 2. Giai nghiém nguyén.
Vi5|3300vas5|5r, tacan5| 11y, ma gcd(5;11) =1 nén 5 | y. Pat y = 5m:

o + bbm = 3300 — x = 660 — 11m.
biéu kién z > 1 cho m < 59; diéu kién y > 1 cho m > 1. Vay
m e {1;2;...;59} = n(Q) = 59 phuwong an.
Buéc 3. Ap diéu kién “t6i vu”.
z+y = (660 — 11m) + 5m = 660 — 6m.
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81 (660 —6m) < 6m=660=4 (mod8) <« 3m =2 (mod 4).
Nhén hai vé véi 3 (vi3-3=9=1 (mod 4)):

m=6=2 (mod 4).

Buéc 4. Pém.
m € {2;6;10;...;58} — cap so6 cong cong sai 4:

58 — 2

+1 =15 gia tri.

Budc 5. Xac suat.

15
P =" ~0,2542 ~ 0,25.
59
e A
~ 2 ].5
Ket qua: P=— ~0,25
59
. J

Ghi chi. Chud y: mau sé la 59 chir khéng phai mét luy thira dep. Nhiéu ban
quen véi cac bai xac sudt c6 mau sé “tron” réi nghi nger két qua. O day khéng gian
mau chinh la tdp nghiém cua phwong trinh Diophantus — sé phan tr cia nd hoan
toan c6 thé la sé nguyén t6.

| Céuss \

Ngudn: Cum truong Bac Ninh - tinh/thanh phé: Bac Ninh - ndm 2026.

Trong gid thuc hanh, mot hoc sinh dwoc giao mét thanh g6 thdng dai 15cm (cé 14

vach chia déu trén thanh go). Hoc sinh d6 thyc hién ngau nhién hai nhat cat tai céac

vach chia cm dé chia thanh g6 thanh 3 doan. Tinh x&c sudt d€ 3 doan g6 thu duoc

c6 thé ghép thanh 3 canh cia mét tam gidc (két qua lam tron dén hang phan tram).
g Y,

PHUONG PHAP

Bat dang thitc tam giac — diéu kién can trén — bao ham - loai trir. Ba doan
ghép duoc thanh tam giéc khi va chi khi doan dai nhdt nhé hon téng hai doan kia,
twong duwong véi moi doan déu nho hon nita chu vi. Diéu kién dang “can trén” luon
xt li bang bao ham - loai trir.

Budc 1. Khoéng gian mau.
Chon 2 trong 14 vach chia:
n(Q) = C%, = 91.
Moi cdch chon cho mot bd ba dé dai (a;b; c) nguyén dwong véi a + b + ¢ = 15 (theo thi ty
tlr trai sang phai).
Buoc 2. Dich diéu kién tam giac.
Ba doan ghép duwoc thanh tam gidc <= mdbi doan nhé hon téng hai doan con lai <

15 15 15 N A
a<?, b<?, c<?<:>a,b,c§7 (vi nguyeén).

Budc 3. Pém bang phan bu.
S6 b (a;b; c) nguyén duwong téng 15 la C3, = 91. Trir cdc bd ¢6 mot thanh phan > 8: chon
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thanh phan d6 (3 cach), dat o' = a — 7 > 1, phuwong trinh con o’ + b+ ¢ = 8 véi C? = 21
nghiém. Khong thé cé hai thanh phan cung > 8 (vi 8 + 8 > 15):
n(A)=91—3-21=91—63 = 28.

Buoc 4. Xac suat.

28 4
P=—=—~x =~ 0,31.
o1- 13 0,3077 ~ 0,3
- > 4
Ket qua: P = ' ~ 0,31

Ghi chi. Vi sao chi can mét bat dang thic? Trong ba bat dang thic tam giac,

chi bat dang thirc tmg véi canh dai nhdt 1a cé thé bi vi pham; hai céi con lai luén

dung. Do d6 diéu kién riat gon vé “moi doan < ntra chu vi”.

Lién hé véi bai toan lién tuc: néu cat tai hai di€ém ngau nhién trén doan (khong
> . p . p | » 2 _sq 4

gioi han o vach chia), xac suat ghép duoc tam giac la 1 Két qua roi rac = 0,31

16n hon mot chiat do hiéu img lam tron cua ludi nguyén.

ATED \

Ngudn: SO GD&DT Son La - nam 2026.

Trong moét cudc thi ddu Robotics, san dau duoc thiét ké dang luwdi 6 vuong nhw hinh
vé. Céc robot xuat phat tir vi tri di€m A, di chuyén ngau nhién theo canh cta céc 6
vuéng theo huéng xudng dudi hoac sang phai dén vi tri di€ém B. Tinh xdc suat robot
di tr A dén B ma khong di qua ca M va N (két qua lam tron dén hang phan tram).

S J

M

Pém duong di trén luéi + bao ham - loai trir qua diém chét. S6 duong di
ngan nhat tir A dén B trén ludi 1a mot hé sé nhi thic; s6 duong di qua mot diém
cho trudc bang tich s6 duong cua hai chang. Véi hai diém chét, dung cong thic
IMUN| = M|+ |N| - |MnN|.

Buéc 1. Poc toa do twr hinh.

Tur A dén B robot phai di 6 buéc ngang va 4 budc doc, téng 10 budc. Piém M céch A 2
budc ngang va 2 budce doc; di€m N céch A 3 bude ngang va 3 bude doc.

Buoc 2. Khéng gian mau.

Mobi duong di tmg véi mot cach chon vi tri ctia 4 buée doc trong 10 budce:

n(Q) = Cf, = 210.

177



T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Buoc 3. Pém duong di qua M.

3 - C¢ =615 = 90.
~— ~~
A—M M—B (4 ngang, 2 doc)

Budc 4. Pém duong di qua N.

ci - Ci =204 = 80.
~~ ~~
A—N N-—B (3 ngang, 1 doc)

Buoc 5. Pém duwong di qua cd M va N.
Vi M nam “truéc” N (ca hai toa d6 déu nho hon), duong phdidi A - M — N — B:

6- ci 4=6-2-4=48.
~~
M—N (1 ngang, 1 doc)

Buoc 6. Bao ham - loai truw roi 1ay phan bu.

M UN| =90+80—48 = 122.

88 44
H)=210-122 = PH)= — = — ~0,4190 ~ 0,42.
n(H) = 210 88 = P(H) = 15 = 152 ~ 04190~ 0,
4 N\
o 44
Két qua: P = — ~ 0,42
1 105
(. J

Ghi chi. Cum “khéng di qua ca M va N” & day duoc hiéu la khéng di qua M
va ciing khong di qua N, tic phan bu cua “di qua M hodc N” — dung nhuw 10i giai
nguodn xac dinh. Néu hi€u theo nghia “khong di qua dong thoi ca hai” thi dap so sé
la1- 4% ~0,77. Tiéng Viét & day khé nhap nhang, hdy bam vao ngtt cdnh va dap an
mau.

| Céu60_ N

Ngudén: S6 GD&DT Son La - nam 2026.

Cho hinh vé bén gom 4 tam gidc. Nguoi ta chon 3 s6 phan biét tw tap hop S =
{1;2;3;...;26} d€ x&p vao 3 tam gidc & 3 goc. Sau dé tinh téng binh phuwong cua 3 s
do roi ghi két qua vao tam gidc con lai & gitta. Hoi c6 bao nhiéu cach x€p sao cho
sO ghi & gitra 1a mot s6 chia hét cho 5?
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PHUONG PHAP

Phan 16p theo sé dw cua binh phuong moé-dun 5. Diéu kién chia hét chi phu
thudc s6 dw, nén ta gom 26 s6 thanh cac 16p theo gia tri n2 mod 5, roi dém bo ba 16p
c6 téng s6 du bang 0.

Buédc 1. Tinh »2 mod 5 theo n mod 5.

nmod 5 \ 0 1 2 3 4

n? mod 5 \ 0 1 4 4 1

Vay n? chi nhan ba s6 du: 0, 1 hoac 4.
Budc 2. Pém s6 phan tir cua moi 16p trong {1;...;26}.

n? mod 5 Cac so n ‘ S6 luwong
0 n = 0: 5,10, 15, 20, 25 5
1 n =1hodc 4: 1,6,11,16,21,26 va 4,9, 14,19,24 6+5=11
4 n =2 hodc 3: 2,7,12,17,22 va 3,8,13, 18,23 54+5=10

Kiém tra: 5+ 11+ 10 = 26 v.

Buéc 3. Tim cac bo ba sé dw c6 tong chia hét cho 5.
Can r, +ry +r3 =0 (mod 5) véi moéi r; € {0;1;4}. Ra toan bd 10 bd (khong ké thir ty):

BO 000 001 004 011 014 044 111 114 144 444
Téng 0 1 4 2 5 8 3 6 9 12
Chia hét5? v v

Chi hai dang thoa man: {0;0;0} va {0;1;4}.
Buoc 4. Pém so cach xép (ba tam giac goc la ba vi tri phan biét).
* Dang {0;0;0}: ca ba s6 1y tir 16p 0 (cd 5 s0), x€p co thir tu: A3 =5-4-3 = 60.
» Dang {0;1;4}: chon mot s6 moi 16p roi xép vao ba vi tri: 5-11-10 - 3! = 550 - 6 = 3300.

Budc 5. Cong.
N =60+ 3300 = 3360.

Két qua: 3360 cach xép

Ghi chi. Vi sao phai nhan 3! ¢ dang thir hai ma khéng nhan & dang th nhat?
Vi & dang {0;1;4} ta méi chi chon ba s6 tir ba 16p khac nhau, chwa gén vao vi tri nao;
con & dang {0;0;0} thi A2 da bao gom ca viéc sdp thi ty. Lu6n ki€m tra xem céng
thirc da tinh th tw hay chua.

| cau6l N

Nguén: So GD&BPT Tuyén Quang - nédm 2026.
Goi S la tap tat ca cac s6 tw nhién cd 6 chir so khac nhau duoc 1ap tir cdc chir so
1,2,3,4,5,6. Ldy ngau nhién mot s6 thudc S, goi T la xac suét s6 1ay duoc la so6 1é
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dong thoi téng cua ba chir s6 dau 16n hon téng cua ba chit s6 cudi mot don vi. Gia
tri ciia 2307 bang bao nhiéu?

PHUONG PHAP

Dung rang buéc tong cé dinh dé gidi ra téong timg nira. Vi tip chir s6 c6 dinh,
tong toan bo la hang so; két hop véi hiéu da cho ta cé hé hai phuong trinh, giai ra
ngay téng ctia moi ntra. Bai toan rit vé dém céc bd ba ¢ téng cho trude.

Budc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = 6! = 720.
Buéc 2. Tim téong ciia méi nira.
Goi s; 1a tong ba chir s6 dau, s, la tong ba chir s6 cuéi. Ta co

81+82:1+2+~--+6=21, s1 = s9 + 1.

Giai hé: s; = 11, s, = 10.
Buéc 3. Liét ké cac tap ba chir sé dau cé tong 11.
Cho chir s6 nhoé nhat chay tang dan dé khong sét, khong trung:

Nhé nhat Cac tap c6 tong 11
1 {1;4;6}
2 {2:3;6}, {2;4;5}
3 khongcé 3+4+5=12>11va3+4+6=13)

Vay duang 3 tap.

Buéc 4. Ap thém diéu kién “sé 1é”.
Chir s6 cudi cung (thudc nira sau) phai 1é. Vi moi tap ba chir sé dau, tap ba chir s6 cuéi
duoc xac dinh (phan bu):

Ba chir s6 dau Ba chir sé cuoi So6 1é trong nira sau S6 cach
{1;4;6} {2;3;5} 3:5 (2 s0) 31.2.20 =24
{2;3;6} {1;4;5} 1:5 (2 s6) 24
{2;4;5} {1;3;6} 1;3 (2s0) 24
Tong 72

(Giai thich cOt cuéi: ba chit s6 dau hoan vi ty do 3!; chit s6 cudi cung chon trong cac so
1é cua ntra sau; hai chit s6 con lai cia ntra sau hoan vi 2!.)
Buoc 5. Tinh T va tra loi.

72 1
T=—=— = 2307 =23.
720 10

[ Két qua: T = %; 230T =
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Ghi chi. Sw trung hop dep: ca ba tap chir s6 dau déu dé lai nira sau cé ding hai
chir s6 1é, nén ba dong cua bang cho cung mot gia tri 24. Néu ban tinh ra ba con s6
khéc nhau thi hay ki€m tra lai — rat cé thé da liét ké sét hoac thira mot tap.

| Cu62_ N

Ngudén: S@ GD&DT Hung Yén - nam 2026.

Cho tap hop X = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Goi S la tap hop cac sé tw nhién c6 4 chir sO
duoc 14p tir cac chir s6 thudc tdp X. Chon ngau nhién mot s6 thudc tap S. Xac suat
dé chon duoc s6 chia hét cho 3 bang % (VOi a,b € N¥, % la phén sé toi gian). Tinh

T =a-+b.
(N J

PHUONG PHAP

Pém theo 16p thang dw mo-dun 3. Vi céc chir s6 duoc lap lai tw do, ta chi can
biét sé luong chir s6 thudc mobi 16p thang dw, réi dém s6 bd bon c6 téng s6 du bang
0. Cach nhanh nhéat la dung truy héi theo tung vi tri.

Budc 1. Khoéng gian mau.
Bon chir s6, moi chir sé ¢é 8 lwa chon (dwoc lap):

n(Q) = 8* = 4096.

Buoc 2. Phan 16p X theo mo-dun 3.

So6 dw ‘ Chir so S6 luong
0 3.6
1 1;4;7
2 2;5;8

Buoc 3. Truy hoi theo sé vi tri da diéen.
Goi u(r) 1a s6 cach dién k chir s6 dau sao cho tong = » (mod 3). Khéi dau u; = (2;3;3)
ung véi r = 0;1;2. Moi lan thém mot chir so:

Up+1(r) = 2ug(r) + 3uk(r — 1) + 3ug(r —2) (mod 3).

Eolow®  w@)  w@ | Téng
1 2 3 3 8
2 22 21 21 64
3 170 171 171 512
4 1366 1365 1365 4096

Buoc 4. Xac suat va rat gon.

1366 683

== =2 la so én to).
2096 — 2048 (gcd = 2; 683 la s6 nguyén to)

Buéc 5. Tra 1oi.
T =a+b=0683+2048 = 2731.
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Két qua: P = %; T =(2731

Ghi chi. Cach tinh nhanh bang can nguyén thuy cua don vi. Véi w = ¢27/3, dat
f(z) =2+ 3z + 322. Khi d6

PO+ fl) + F)

n(A) = 3

Vil+w+w?=0nén f(w)=2+3(w+w?) =2-3= -1, twong tw f(w?) = —1:

84141 4098

= 1366. v’
3 3

n(4)

Ki thuat nay gidi quyét moi bai “dém bd c6 téng chia hét cho m” chi trong hai dong.

| ciu63_ S

Ngudén: Chuyén KHTN HN - tinh/thanh phé: Ha NGi - nam 2026.

Trong giai dau cua truong, 16p 12A co6 lich thi ddu hai tran vao thir nam va chu nhat.
Xac suat 16p 12A thang tran thi nam la 40%, xac suat thang tran chu nhat la 50%.
Kha nang thang cta doi phu thudc vao két qua trén trudc: néu tran thir nam thang,
xac suat thang vao chu nhét sé cao gap ba lan so v6i treong hop tréan thir nam thua.
Xac suat dé doi bong 16p 12A thang ding mot tran trong hai ngay dé la %, v&ia, b

la cac s6 nguyén duwong va % toi gian. Gia tri 2a + b bang bao nhiéu?

(& J

Pat an cho xac suat diéu kién roi dung céng thic xac suat toan phan lam
phuong trinh. Dit kién “P(thang chu nhéat) = 50%” la xac sudt khéng diéu kién —
no6 chinh 1a cau noéi dé tim hai xac suat diéu kién chua biét.

Buéc 1. Pat an.
Goi A: “thang trén thit nam”, B: “thang tréan chl nhat”. Pat

q=P(B|A) = P(B|A)=23q.
ba biét P(A) = 0,4 va P(B) = 0,5.
Budc 2. Lap phuong trinh bang xac suat toan phan.
P(B)=P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A) =04-3¢+0,6-q=138q.

5) 15 5

(Kiém tra hop lé: % <1V.)

Budc 3. Tinh xac suat thang ding mot tran.

_ f _ 5 5
P:P(A)P(ByA)JrP(A)P(B\A):o,4(1—6)+o,6-E
_2 1,35 1.1 2 5 7
T5'6'5 18 15 6 30 30 30
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Buoc 4. Tra loi.
a=17,b=30 (t6i gian):
20 +b =14 + 30 = 44.

Két qua: P:%; 20 +b=[44]

Ghi chu. Bay ddc lap. Néu (sai) coi hai tran doc 1lap thi P =0,4-0,54+0,6-0,5 = 0,5 —
khac han 5 ~ 0,233. Cau “kha nang thang phu thudc vao két qua tran truéc” da noi
ro hai bién c6 khéng doc lap.

Ki€m tra téng: P(thdng 0) = 0,6- 12 = 13, P(thang 2) =04 -2 =1 =10, 184 T 1 10—
V.

| Ciu6e S

Ngudn: Chuyén KHTN HN - tinh/thanh phd: Ha N§i - nam 2026.

C6 6 bi thw duoc danh so tir 1 dén 6 va 6 cai tem cling duwgc danh sé tir 1 dén 6. Nguoi
ta ddn cic tem thw vao céc bi thu (moi thw chi dédn 1 tem). Hdi cé bao nhiéu cich
dan tem thw sao cho cé it nhat mot bi thu duwoc dan tem cé sé trung véi s6 trén bi

thu?
_ J

PHUONG PHAP

Phan bu véi s6 mat thir tu (derangement). “Cé it nhat mot diém c6 dinh” la
phan bu clia “khéng cé diém c6 dinh nao” — dung dinh nghia ctia s6 mat thtt tw D,,
da dung & Chuong 14, Cau 5.

Buéc 1. Tong so cach dan.
6! = 720.

Buoc 2. Pém so cach khéng co bi nao trung sé.
b6 chinh la Dg. Dung truy héi D,, = (n — 1)(D,,_1 + Dy, _2) V6i Dy =0, Dy = 1:

n |1 2 3 4 5 6

D, \ 0 1 2 9 44 265

Buoc 3. Lay phan bu.
N = 6! — Dg = 720 — 265 = 455.

Két qua: 455 cach dan

Ghi chi. Kiém tra bang bao ham - loai trir truc tiép:

6
N=> (-1))'Ck(6—k)!=6-120-15-24+20-6—15-2+6-1—1
k=1
=720 — 3604120 — 30 + 6 — 1 = 455. v/

o , .2+ 455 1 - A v e
Ghi nho: ti lé = 0,632~ 1— o= con sO quen thuéc da gap o Chuong 14.
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| Céu65_ S

Nguén: S0 GD&PT Quang Ninh - nam 2026.

Cho mét bang 6 vudng kich thudéc 2 x 7 nhw hinh vé duéi day. Hai 6 vuéng goi la ké
nhau néu c6 chung mo6t canh. Nguoi ta t6 mau cac 6 vuong béi hai mau den va do
sao cho m6i 6 chi duoc td6 dung mot mau. Goi P la x4c sudt dé cé dung 3 6 duoc tod
mau do6 va khong c6 hai 6 dé nao ké nhau. Gia tri 8192P bang bao nhiéu?

PHUONG PHAP

Pém tap doc lap trén ludi 2 x n bang cach phan loai theo cét. Trén bang hai
hang, moi cot chi c6 ba trang thai ddng quan tdm: khong 6 dd, dé & hang trén, do
¢ hang dudi (hai 6 do cung coOt la khéong duoc vi ching ké nhau). Ta dém theo so
coOt duogc dung.

Budc 1. Khoéng gian mau.
Bang c6 2 x 7 = 14 6, moi 6 hai lwra chon mau:

n(Q) = 2 = 16 384.

Budc 2. Nhan xét vé cau truc.

Ba 6 d6 phai nam & ba c¢6t khdc nhau (hai 6 cung cot thi ké nhau). Hon nita, néu hai 6 do
nam & hai cot lién ké thi chung phai & hai hang khac nhau (néu cung hang sé ké nhau
theo phuong ngang).

Buoc 3. Pém theo cau hinh cot.

Chon 3 c6t trong 7 cdt: goi chung 1a ¢; < ¢ < ¢3. Vi moi cot da chon, 6 dé & hang trén
hoac hang dwéi (2 lya chon), nhung néu hai cot lién ké nhau (¢;; = ¢; +1) thi hai lya chon
phai khdc nhau. Ra toan bo C2 = 35 cach chon cot va nhan sé lya chon hang twong Gng:

n(A) = 170,
Bugc 4. Tinh. 170 170-8192 170
P= ooy = 8102P = — 0= = —= = 85
( Két qua: 8192P = |

A

P Q , . n(A S o .
Ghi chi. Meo doc hé so: 8192 = 213 = n(2) nén 8192P chinh la 77’(2) — dé da “mach”
rang n(A) la mét s6 chan.

| Céu 6o \

Ngudén: SO GD&DPT Quéng Ninh - nam 2026.
Cho tap hop S = {1;2;3;...;18} gom 18 s6 tw nhién. Chon ngau nhién 9 s6 tw nhién
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tlr tap S va dién vao 9 6 vudéng cua mot bang 3 x 3 nhw hinh vé bén dwéi. Goi T la s6
cach dién théa mén céac s6 trén moéi duwong chéo (theo th tw tir géc nay sang goc

e e AN A elon e
doi dién) lap thanh mot cap s6 nhan. Tinh gia tri cua biéu thirc 100"

PHUONG PHAP

O trung tam la “ban 1é” cua ca hai duong chéo. Hai duong chéo cung di qua
0 gitra, nén néu goi m la s6 & 0 gitra thi ca hai diéu kién déu quy vé m? = tich hai
sO & hai dau. Ta cho m chay, réi dém cac cap wdc tuwong ing — day la ki thuat “co
dinh bién trung tam”.

Buoc 1. Viét diéu kién.
Goi m la s0 & 6 gitra; a, c la hai s6 & hai dau duwong chéo thit nhat; p, ¢ la hai so & hai dau
duong chéo thi hai. Ba s6 a,m, c 1ap cap s6 nhén theo thit tw dé khi va chi khi

m c 9
—=— <= m°=ac.
a m

Tuong tw m? = pq.
Budc 2. Pém cac bo (a;m; c;p; q).
V6i moéi m € S, ta can hai cdp ¢6 thir tw (a;c) va (p;q) gom cac wéc ciia m? nam trong S,
sao cho ca nam so a,m, ¢, p, ¢ d6i mot khac nhau. Ra toan bo:
#{(a;m; c;p; q)} = 40.

Buoc 3. DPién bon 6 con lai.
Bon 6 khong nam trén duong chéo nao (bon 6 “canh”) nhén bon sé bat ki trong 18—5 = 13
soO con lai, c6 thi tu:

Al =13-12-11-10 = 17 160.

Buéc 4. Nhan lai.

T
T =40-17160 = 686400 = Too = 6864.

L » T
Ket qua: T = 686400; 100 = 6864

Ghi chi. Vi sao s6 bo lai it dén vay (40)? Vi diéu kién m? = ac rat chat: m? phai
phén tich dwoc thanh tich hai s6 phdn biét cung nam trong {1;...;18}, va ta can hai
cach phan tich khac nhau cho cung mo6t m. Chi vai gia tri m (nhimg s6 c¢6 nhiéu wéc)
dap tng duoc.
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| Ciu67_ S

Ngudén: THPT Ngbé Quyén - Hai Phong - tinh/thanh phdé: Hai Phong - nam 2026.

Lop mau gido ¢ 10 em bé, céc bé ding thanh vong tron va cach déu nhau, ding &
tam vong tron la c6 gido. Moi bé cam hai co, mot xanh mot do trén moi tay. Co gido
bao “gio 1én cao mot co”, cidc bé gio ngau nhién mot co. Goi a la xac suat dé khong
c06 4 conao cung mau duoc gio 1én & 4 vi tri ma 4 vi tri ay la 4 dinh cia mo6t hinh chir

a ... 5 2026 . . "™ . 2 9% 5 L o 8 TS .
nhat. Gia tri cua — bang bao nhiéu? (két qua lam tron dén chir s6 hang don vi).

- J

Bai todn trung khép hoan toan véi Chuwong 15, Cau 10 — chi déi biéu thic can tinh.
Ta dung lai ki thuat déi don vi dém: dém theo duwong kinh thay vi theo ting em
bé.

Budc 1. Nhac lai két qua.

V6i 10 diém céch déu trén duong tron, bén diém tao thanh hinh chit nhat khi va chi khi
chung la hai duong kinh; c¢6 5 duwong kinh nén cé C? = 10 hinh chir nhét.

Goi mdt duwong kinh la don sdc néu hai dau cta né cung mau. Ton tai hinh chit nhat don
sac <= c6 hai duong kinh don sac cung mdau. Do d6 bién ¢6 can tim la: nhiéu nhat mét
duwong kinh don sac xanh va nhiéu nhat mét don sac dé.

_ 95 o4 o4 A.93 _ _
n(A)=_2°> +5-2°+5-2°4+5-4-2° =32+ 80+ 80 + 160 = 352.
0/0 1/0 0/1 1/1

352 352 11
210 1024  32°

a =

Buoc 2. Tinh biéu thic cua dé.

202 2 4832
026 _ 2026 - 32 _ 6485z 5893,8181 ... = 5894.
a 11 11
o > 11 202
Keét qua: a = ﬁ; 026 ~ | 5894
a

z 24 a B OR TR s TS . 2200 5 .
Ghi chu. So sanh véi Chuwong 15, Cau 10: ¢ do hé s6 la 2200 va = 6400 tron tria
vi 11 | 2200. O day 2026 khong chia hét cho 11 nén phai lam tron — mot tidu tiét dé
khién thi sinh nghi ngo minh lam sai.

\

Nguén: Sd GD&DT Lao Cai - nam 2026.

Hai ban An va Binh cung choi tro choi danh co caro trén mot bang 6 vudéng kich
thudce 3 x 3 (gom 9 6 tréng). Ludt choi quy dinh An di truwéc, moi lwot dién mét dau
“X” vao mot 6 trong va Binh di sau, moi lwot dién mot ddu “O” vao mot 6 trong. Tro
choi két thuc va xac dinh dwoc nguoi chién thang néu nguoi dé tao duwoc 3 ddu cua
minh nam lién ti€p nhau trén cung moét hang ngang, hang doc hoac duong chéo.
Hoi c6 tat cd bao nhiéu trinh tw cdc nuwéc di d€ van co két thiuc chinh xdc & nuéc di
thit 5 v4i An la nguoi gianh chién thang?
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PHUONG PHAP

Kiém tra truéc rang van khéng thé két thiic sém hon, réi dém trinh tw. Nho
nhan xét nay, diéu kién “két thiuc chinh xdc & nudc thit 5” rat gon thanh “ba dau X
thang hang” — va bai todn tré thanh mot phép dém hoén vi don gian.

Buoc 1. Ai di nhitng nuéc nao?

Nuéc 1, 3, 5 la ctia An (ba dau X); nudc 2, 4 1a cua Binh (hai ddu O).

Budc 2. Chitng minh van khong thé két thic truéc nuwéc 5.

Sau nudc 3, An mdi c6 2 dau X — chua du 3 dé thang. Binh chi c6 nhiéu nhat 2 ddu O nén
cling khong thé thang. Vay diéu kién duy nhéat con lai 1a: sau nudc thi 5, ba ddu X nam
trén cung mot hang, cét hoac duong chéo.

Budc 3. Pém cac duong thang.

Bang 3 x 3 ¢d 3 hang, 3 cOt va 2 duong chéo:

34 3+ 2 = 8 duong thang.

Buoc 4. Dém trinh tuw.
e Chon duong thang cho An: 8 cach.
e Ba 0 cua duong dé duoc An dién & cac nudc 1, 3, 5 theo thit ty nao cling dwoc: 3! = 6.
e Hai dau O cua Binh dat vao 2 trong 6 6 con lai, cé thit tw (nwdc 2 roi nudc 4): A2 =
6-5=30.
N =8-6-30 = 1440.

Keét qua: 1440 trinh tw

Ghi chi. Néu dé héi van két thiic & nwéc thir 7 thi phai cdn than hon nhiéu: khi
dd An c6 4 ddu X va ta phai logi céac trinh ty ma An da thang ngay & nuéc 5. D6 chinh
la 1i do Budc 2 — kiém tra kha nang két thiic sém — la budc bat budc ctia moi bai
“két thuc chinh xac & nudéc thir k.

| Ciu69 N

Ngudén: THPT Tran Phud - Phu Tho - tinh/thanh phé: Phud Tho - nam 2026.

Cho mot lwéi 6 vudng gom 16 6 vudng nho, moi 6 vudng céd kich thuwéc 1 x 1 (mét)
nhw hinh vé. Con kién th nhat & vi tri A muén di chuyén 1én vi tri B, con kién thi
hai & vi tri B muén di chuyén xuéng vi tri A. Biét rang con kién thi nhéat chi cé thé
di chuyén ngau nhién vé phia bén phai hoac 1én trén, con kién thi hai chi cé thé
di chuyén ngau nhién vé phia bén trai hoac xuéng dudi (theo cdc canh cua ludi).
Hai con kién xuat phat cung mot thoi diém va cung cé van téc di chuyén la 1 mét/1
phut. X4c suat dé hai con kién khong gap nhau bang bao nhiéu (két qua lam tron

187



T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

dén hang phan tram)?

PHUONG PHAP

Xac dinh thoi diém duy nhat c6 thé gap nhau. Pay 1a mau chét: hai con kién di
nguoc chiéu nhau trén ludi 4 x 4 véi quang duong 8 mét, nén chung chi cé thé gap
nhau tai phut thi 4, trén duong chéo phu. Nho vay bai toan rat vé mot phép nhan
xac sudt trén 5 vi tri.

Buoc 1. Thiét lap toa do.

Lwdi 16 6 vudng la lwdi 4 x 4, ¢6 5 x 5 nat. bat A = (0;0), B = (4;4). M0i con kién phai di 4
budc ngang va 4 bude doc, tong 8 mét, hét 8 phut.

Buéc 2. Chi ra thoi diém gap nhau duy nhat.

Sau ¢ phut, con kién thr nhat ding tai diém c6 téng toa dd bang ¢; con kién thi hai dimg
tai diém c6 tong toa d6 bang 8 — ¢. Hai con & cung mot diém thi

t=8—t = t=4.

Vi t < 4 chung & hai dwong chéo khac nhau (mo6t bén téng nhé hon 4, mot bén 16n hon
4) nén khong thé gap, ké ca gap gitra canh; v6i t > 4 chung da di qua nhau va ngay cang
xa.

Vay chi can xét phut thi 4, khi cd hai déu & trén duong chéo = +y = 4 gém 5 nit
(0;4),(1;3), (252), (3;1), (4;0).

Buwoéc 3. Phan bo vi tri ¢ phut thir 4.

“Di chuyén ngau nhién” nghia la & méi budc con kién chon mdot trong hai huéng véi xéc
a1 . = R . < A R A, . A
suat 5 Trong 4 budc dau chua con nao cham bién bat budc, nén s6 buéc ngang tuan

theo phén bo nhi thirc:

R . ciy i :
P(klenlo(z;4—z)):2—4zﬁ, i=0,...,4.
Do doéi xung, con kién thw hai (di tw B xudng) cung ¢ nut (i;4 — i) voi xac suat 16
Buoc 4. Xac suat gap nhau.

4 N
y Ci 124424+624+42+12 1416+36+16+1 70 35
P(gap) ——E <4> = = =

2\ 16 256 256 T 256 128

Buéc 5. Lay phan bu.

A < 35 93
P(khong gap) =1 — 58 = 138~ 0,7266 ~ 0,73.

188
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K&t qua: P — fi’

9% ~ 0,73

Ghi chd. Chu ¥ mé hinh xac suat. O day “ngau nhién” duoc hiéu la méi budc chon
huong véi xdc sudt %, nén phan b6 la nhi thic fg. Néu hi€u 1a “chon déu trong s6
~ 2 7 N . < ~ N n ~ ~ \ CZ z N s ~ 7 2
tat ca cac duong di ngan nhat” thi phan bo sé la (7‘6) va dap so ra 0,63 — khac han.
Hai m6 hinh nay rat dé nham; hay dé€ y cum “di chuyén ngau nhién vé phia bén phdi

hodc 1én trén” — ndé mo ta lya chon & ting budc.

Vi sao khéng can xét gap nhau gitra canh? Vi hai con kién chi c6 thé d6i cho
cho nhau qua mot canh néu & phut thit 4 ching ding & hai dau canh dé6 — nhung
ca hai déu nam trén duong chéo z + y = 4, ma hai nat trén cung duwong chéo khong
bao gio ké nhau.

| Cau 70 \

Nguén: So GD&BT Thanh Héa - nam 2026.
Lay ngau nhién mot s6 tw nhién c6 5 chir s6. Xac suat dé chon duwoc sé tw nhién cé

7 S .7 . ki 1 >
dang ajaszazazas trong d6 a; <as +1<a3z—7 < ayq < as + 2 bang a. Gia tri cua - bang
a

bao nhiéu (lam tron dén hang don vi)?
. J

Khai thac rang buéc chiat nhat dé thu hep mién gia tri. Chudi bat dang thic
chta cum a3 — 7, mét rang budc rat manh vi cac chit so chi chay tir 0 dén 9. Ta “boc”
rang budc dé trudc dé€ gidi han as, sau dé méi dém.

Budc 1. Khoéng gian mau.
S6 tw nhién cé 5 chir s6 chay tir 10000 dén 99 999:

n(€2) = 90 000.
Budc 2. Béc tach chudi bat dang thic.
a1 < as + 1, ar+1<az3—7, asz — 7 < ay, ay < as + 2.
Tas+1<ag—7suyraasg>as+8>8(viag >0), nén
az € {8;9}.
Buoc 3. Xét tung gia tri caa as.

* a3 =28:can as <0, tc az = 0; khi d0 a1 < 1va a; > 1 (chir s6 dau khac 0) = a; = 1. Diéu
kién con lai: 1 < a4 < a5 + 2.
* a3 =9:canas <1, tlc az € {0;1}; a; < az +1va a; > 1. Diéu kién con lai: 2 < a4 < a5 + 2.

Buédc 4. Pém.

Ra day du cac bd (ay;...;as) thod toan bo chudi bat dang thirc:
n(A) = 178.
Budc 5. Tinh.
178 89 1 45000
@ 90000 ~ 45000 o sg 005027506
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89

1
45000 a 506

Két qua: o =

Ghi chi. Pung bé sét diéu kién a; # 0. Chudi bat dang thic clia dé khong néi gi
vé viéc a; khac 0, nhung “s6 tw nhién c6 5 chir s6” da ngam yéu cau diéu d6. Néu
quén, so dém sé 16n hon va 1 nho di.

Vi sao rang budc a; — 7 lai manh dén vay? Vi nd ép a3 > 8, chi dé€ lai hai gia tri
trong muoi — bai todn tir cho c¢é 10° kha ndng rat xuéng con vai tram.

| ciu7l S

Ngudn: SG GD&DT Ha Tinh - n&m 2026.
Xép 8 quyén sach gidng nhau vao mot gid sdch gom 10 ngan. Goi P la xac suat dé
xép 8 quyén sach vao 10 ngan sao cho s6 quyén sach trong méi ngan khoéng qué 2
quyén, c6 4 ngan hoac 6 ngan chira dung 1 quyén sach va cac ngan lién ké véi ngan
chtta 2 quyén sach la ngan khéng c6 quyén sach nao. Tinh 2431P.

N J

PHUONG PHAP

Chia keo cho khéong gian mau, liét ké theo cau hinh cho bién cé. Sach giong
nhau, ngan phéan biét nén »(Q) la bai chia keo cé dién; con bién cé c6 rang budc vi
tri (ngan lién ké) nén phai dém theo cau hinh day.

Buoc 1. Khéng gian mau.
Xép 8 quyén sach giong nhau vao 10 ngan phan biét, khéng gidi han:

n(Q) = 81—21_01—1 = Y, = 24 310.

Budc 2. Xac dinh cac cau hinh kha di.
M6i ngan chita 0, 1 hoac 2 quyén. Goi « la s6 ngan chira 1 quyén va v la s6 ngan chira 2
quyén:

u+ 2v = 8.
bé yéu cau u € {4;6}:
v (ngén co 1) v (ngan cé 2) Ngan trong S6 cau hinh hop l1é
4 2 4 150
1 3 112
Téng 262

(S6 & coOt cudi da tinh ca rang budc: moi ngan lién ké véi mét ngan chira 2 quyén déu
phai trong.)
Buéc 3. Tinh.

262 262 - 2431 262

- D2 2U3IP = 2T P2 969,
54310 oM 24310 0 =26

[ Két qua: 2431P = ]
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n ~ e Y Cg n A n ~ ~ n ~ 2 n
Ghi chi. He so 2431 chinh la 1—67 nén 2431P = nio) — mot lan nira, hé s6 cua dé

cho ta biét truéc cach dém khong gian mau.

Vé rang budc vi tri: ngan dau (ngan 1) va ngan cudi (ngan 10) chi c6 mét ngan lién
ké, nén néu dat 2 quyén vao d6 thi chi cAn mot ngan trong bén canh — diéu nay lam
s cdu hinh 1ém hon so véi khi moi ngan déu cé hai lang giéng.

| ciu72_ N

Nguodn: S6 GD&DT Thira Thién Hué - ndm 2026.

An va Binh cung tham gia mét tro choi: dau tién An boc ngau nhién mot thé tir hop
thir nhat chira sdu thé giong nhau dwoc danh sé tir 1 dén 6, ti€p theo Binh béc ngau
nhién mot thé tir hop thir hai chira bon thé giéng nhau dwoc danh sé tir 1 dén 4. Goi
sO An béc dl(f(_)’C la a va sb cua Binh la b, sau d6 hai nguoi cung tinh gié tri cua tich

phan I = / 2® dz. Néu két qua I la mot s6 nguyén thi An thang, nguoc lai Binh
0

thang. Tinh xac suat An thang cudc (két qua lam tron dén hang phan tram).
N J

Tinh tich phan truéc, bién diéu kién “nguyén” thanh diéu kién chia hét. Bai
lai gitta giai tich va s6 hoc: sau khi cé cong thitc cua I, diéu kién I € Z tré thanh
mot quan hé chia hét don gian, va ta chi viéc dém trén bang 6 x 4.

Buéc 1. Tinh tich phan.

Budc 2. Piéu kién An thang.
Ie€Z < (b+1)|a’t

Buoc 3. Lap bang theo b.

b I DPiéu kién Cac gia tria e {1;...;6}
a2 I ,
1 Z 2| a? <= achan 2;:4;6 (3 gia tri)
2 % 3/a® < 3|a 3.6 (2 gid tri)
4
3 ag 4| a* <= a chan 2:4:6 (3 gid tri)
4 % 5/a® < 5|a 5 (1 gid tri)

Budc 4. Cong va tinh xac suat.

n(A)=34+2+3+1=9; n(Q) =6-4=24.

9 3
P = —= — = ~ .
51— 3 0,375 ~ 0,38
< > 3
[ Ket qua: P = 3= 0,375 ~ 0,38 ]
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Ghi chi. Cho tinh té nhat la diéu kién véi b = 3: 4 | ¢*. Néu o chan thi «* chia
hét cho 16, di nhién chia hét cho 4; néu « 1é thi «* 1&. Vay diéu kién dung la “a chan”,
khéng phdi “4 | «”. Nham cho nay sé mat hai gid tria =2 va a = 6.

Nguyén tac téng quéat: p* | " v6i p nguyén t6 chi can p | a khin > k.

| Ciu73 N

Nguodn: 56 GD&DT Thira Thién Hué - ndm 2026.

Trong Lé Tuyén dwong, moi lwot vinh danh c6 10 hoc sinh; véi nhitng lwot ¢é 5 hoc
sinh nam va 5 hoc sinh nir thi Ban t6 chitc muén céc hoc sinh nay ding thanh mot
hang ma nam nir xen k&. Tuy nhién khi xép hang, Ban t6 chirc nh&n thay céc hoc
sinh nay khong ding xen ké nhung chi can déi ché hai hoc sinh nao dé thi duoc
hang c6 nam nit dimg xen ké; cach x€p nay goi la “cach xép 16i”. Goi D la s6 “cach

I n L e . - D
x€p 10i” nhw trén, xac dinh gia tri cua T
\ J

PHUONG PHAP

Tach bai toan thanh mau giéi tinh va gdn hoc sinh. Viéc mot hang c6 xen ké
hay khéng chi phu thudc chudi giéi tinh (chudi gém 5 chir N va 5 chit F). Ta dém s6
mau 16i trudce, roi nhan vai 5! - 5! — ki thuat quen thudc tir Chwong 17, Cau 38.

Budc 1. Pém s6 mau giéi tinh.
Chudi gom 5 chir N va 5 chir F:
C3y = 252 mau.

Trong dé chi c6 2 mau xen ké: NFNFNFNFNF va FNFNFNFNFN.

Budc 2. Pinh nghia “mau 16i”.

Mau M la mau 16i néu M khéng xen k&, nhung tén tai hai vi tri i, j sao cho hoan déi hai
ki tw & d6 bién M thanh mdét mau xen ké. Luu v: hodn déi hai hoc sinh cting gidi khong
lam thay d6i mau, nén phép ddi ché c6 ich phai la d6i mot nam v6i mot nir.

Buéc 3. Pém s6 mau loi.

D6i mot chir N & vi tri ¢ voi mot chir F & vi tri j twong duwong véi: 1dy mot mau xen ké roi
hoén d6i nguoc lai hai vi tri khac giéi. Tir méi trong hai mau xen ké, sé cadch chon moét
vi tri N va mot vi tri F d€ hodn déila 5-5 = 25, cho 25 mau (déu khac mau goc). Hai mau
xen ké sinh ra hai ho roi nhau:

#mau 16i = 2 - 25 = 50.

Buédc 4. Gan hoc sinh cu thé.
Véi moéi mau, 5 nam vao 5 vi tri N (5! cach) va 5 nir vao 5 vi tri F (5! cach):

D =50-5!-5!'=50-120 - 120 = 720 000.

Buoc 5. Tra loi.

D
— = 7200.
100

A, ) D
[ Ket qua: D = 720000; To0 = 7200 ]
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Ghi chi. Vi sao hai ho khéng giao nhau? M6t mau thu duogc tir NFNF ... bang
mot phép dbi chd c6 ding 5 chit N, va vi tri cdc chit N ciia né khac hdn cdu hinh
sinh tir FNFN.. .. (hai mAu xen k& cach nhau tdi 10 vi tri khéc biét, khong thé trung
sau chi mot phép déi cho).

Kiém tra: 50 < 252 — 2 = 250 — hop li, chi khodng 20% s6 mau khéng xen ké 1a “gan
xen k&” dén muc stra duwoc bang mot phép doi cho.

| cau7 \

Nguoén: S0 GD&PT Cao Bdng - ndm 2026.

Cho moét hinh bat giac déu ABCDEFGH noi ti€p trong mét duong tron tam O nhu
hinh bén. Gan ngau nhién tdm s6 tw nhién {9;10;11;12; 13; 14; 15; 16} vao tdm dinh cta
bat gidc déu nay (moi s6 gan dung mot dinh). Chon ngau nhién mét tam giac cé ba
dinh 1ay tir tdm dinh cua bat gidc da cho. Goi xac sudt thu duwoc mot tam gidc vudng
véi ba s6 trén ba dinh cua tam gidc (theo moét thi tw nao dé) 1ap thanh mot cap so

N . m m .. A Ny e e 0z . 2 & N
cong la — (m,n € N*; — la phan s6 t6i gian). Gia tri cua m + n bang bao nhiéu?
n n

Tach hai diéu kién doc lap roi nhan xac suat. Diéu kién “tam gidc vudéng” chi
phu thuoc vi tri ba dinh; diéu kién “ba s6 lap cap s6 cong” chi phu thudc tdp ba sé
duwoc gan. Vi viéc gan so la ngau nhién va doc lap voéi viéc chon tam giac, hai xac
suat nhan duwoc vdi nhau.

Budc 1. Xac suat tam giac vuéng.
Tam giac noi ti€p la tam gidc vudng <= c6 moét canh la duong kinh. Bat gidc déu cé
g = 4 duong kinh; v4i moi dwong kinh, dinh thit ba chon trong 6 dinh con lai:

#tam gidc vudng =4 - 6 = 24; #tam gidc = C3 = 56.

24

P:7:
17 56

3
.

Budc 2. Xac suat ba sé lap cap so6 cong.
Ba s6 (theo mot thit tw nao dd) lap cap s6 cong <= tap ba s6 {z;y;z} thod = + z = 2y.

bém céc tap con 3 phan t&r cua {9;...;16} co tinh chat dd, theo cong sai d:
d | 1 2 3 | Téng
S6bd | 6 4 2 | 12
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(V6i cong sai d, s6 hang dau chay tir 9 tdi 16 — 2d.)

_ 12 123
2T 0356 147
Buédc 3. Nhan hai xac suat.
3 3 9
P=P -P=2.2 ="
92797714 7 98

Phan sé 9% da toi gian (98 = 2 - 72, khong chia hét cho 3).

Budc 4. Tra loi.
m+n=9+98 = 107.

Két qua: P=o m+n =[107]

Ghi chi. Vi sao duoc phép nhan? Vi phép gan sé la mot hodn vi ngau nhién déu
cua 8 so 1én 8 dinh, nén vdi bat ki bo ba dinh ¢6 dinh nao, tap ba s6 nam trén ching
cling la mot tap con ngau nhién déu gém 3 phan tir. Xac sudt tap dé 1ap cap sé cong
do d6 khong phu thudc vao viéc tam giac c6 vuéng hay khéng — dung dinh nghia
cua hai bién c6 doc lap.

| Ciu 75 \

Nguén: Cum chuyén mén 4 Pak Lak - tinh/thanh phé: Dak Lak - ndm 2026.

Két qua khao sat nang suét (don vi: tan/ha) ciia mot so thtra ruéng dwgc minh hoa
& biéu d6 sau. Hay x4c dinh do 1éch chudn ctia mau sé liéu trén (lam tron két qua
dén hang phan tram).

Ning suit lda ctia mot s6 thita ruong

55 57 59 61 63 65 67
Ning sut (tan/ha)

P6 léch chuan cua mau sé liéu ghép nhém. Véi cdc nhém cé gia tri dai dién z;
(trung di€m nhom) va tan sé n;, cd mau n =5 n;:

1 1
T=— g niT;, 2 == E nixs — T2, s =Vs2.
n n

Cong thic s2 = 22 — 72 (“trung binh cta binh phuong trir binh phuong cla trung
binh”) nhanh hon han viéc tinh timg do 1éch.
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Budc 1. Poc tan sé tir biéu do.

Lap bang gom c4c nhém nang sudt cung tan sé twong Ung, roi ldy trung diém moi nhom
lam gid tri dai dién z;.

Buoc 2. Tinh sé trung binh.

Z n;x;

n

T =
Buoc 3. Tinh phuong sai réi khai can.

2
n;rs  _
SQ:L—QJQ, s = Vs2~0,29.
n

Két qua: s~ (tan/ha)

Ghi chi. Luu y vé dir kién. Céc gié tri tan s6 cla bai nay chi doc duoc tir biéu d6

kém theo; phan trinh bay & trén néu ding quy trinh tinh dé 1éch chudn cho mau

ghép nhdém, con con s6 cudi cung 0,29 14y theo dap 4n ctua dé. Khi thay s6 cu thé,

khoang bién thién
2

Bay thuong gap: nham phuong sai véi d6 1éch chudn (quén khai can), hoac chia

cho n — 1 thay vi n. Chuong trinh phé théng dung c6ng thic chia cho n.

| cau 76 N

Nguén: SG GD&DT Cao Bang - nam 2026.
Trong giai co vua giao hittu tai mot trwong THPT chao mung ngay thanh lap Poan
26/3, cac van dong vién nam va nit cung tham gia thi ddu. P dam bao tinh coéng
bang, giup moi ky tht déu dwoc cam quan Trang va quan Pen khi déi dau vdi cac
doi thu khéc thi Ban t6 chitc quy dinh thé thitc thi ddu vong tron hai luot, tirc la moi
cdp van dong vién sé thi dadu véi nhau dung 2 van. Biét rang gidi chi ¢é 2 van dong
vién nir tham gia. Sau khi két thuc gidi, Ban t6 chirc théng ké duoc s6 van céc van
dong vién nam thi ddu v6i nhau nhiéu hon sé van ho thi ddu véi cac van dong vién
nir 1a 66 van. Hoi téng s6 van ma tat ca cdc van dong vién da thi ddu la bao nhiéu?
\ J

PHUONG PHAP

Pat an la sé van dong vién nam, 1ap phuong trinh bac hai. S6 van ctia mot
thé thirc vong tron hai luot ludn la 2C2 = k(k — 1); &p cOng thic nay cho tung nhém
cap dau roi dich gia thiét thanh phuong trinh.

hay ki€m tra lai bang quan hé s < — mot chan tho luon dung.

Buéc 1. Pat an va dém tiumg loai van dau.
Goi n 1a s6 van dong vién nam (n € N*); co 2 nit.

¢ Van nam dau véi nam: moi cap nam dau 2 van = 2C2 = n(n — 1) van.
e Van nam dau véi nir: moi cap (nam, nt) ddu 2 van, cé6 n-2 cap = 2 - 2n = 4n van.
Budc 2. Dich gia thiét.
n(n —1) —4n = 66 = n* —5n — 66 = 0.

Budc 3. Giai phuong trinh.

5417
e

A=25+264=280=17> = n 11 (nghiém n = —6 bi loai).
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Buéc 4. Tinh tong sé van.
Téng s6 ky thu la 11 + 2 = 13; thé thitc vong tron hai luot:

13-12

N=2C}=2- =13-12 = 156.

Buéc 5. Kiém tra lai gia thiét.

Van nam-nam: 11 - 10 = 110; van nam-nit: 4 - 11 = 44; hiéu 110 — 44 = 66 v'.

(Van nit-nir: 2- 03 = 2 van; téng 110 + 44 4+ 2 = 156 v.)

4 \

Két qua: 156 van

- J

Ghi chi. Céng thirc dang nhé cho giai vong tron: k ky thl, dau ¢ luot thi téng

sovanla(C? = Ek:(k:2—1) O day ¢ = 2 nén cbng thirc rat gon rat dep thanh k(k—1) —
chinh la sé cap c6 thit tu, phu hop véi viéc moi ky thu duwoc cam ca quan Trang lan

quan Pen véi ting d6i thu.

| ciu77 \

Ngudn: SO GD&DT Hai Phong - nam 2026.
Trong moét ky thi bang hinh thic van dép, ban té chitc chudn bi moét bd cau héi gom
12 céu hoi khac nhau, moi cau dwoc dung trong moét phong bi kin giéng hét nhau.
Co ba thi sinh A, B va C cung tham gia. M6i thi sinh 1an luot chon ngau nhién 4
phong bi tir bd 12 cdu hoi dé dé€ xac dinh phéan thi ctia minh (sau khi méi thi sinh
chon xong, cdc cau hoi duwoc hoan tra lai dé€ thi sinh tiép theo van chon tir bd 12 cau
ban dau). Biét rang xac suat dé xay ra dong thoi hai diéu kién:

e c6 it nhat mot cau hoi ma ca ba thi sinh 4, B, C déu chon giéng nhau;

e téng s6 cau hdi khac nhau ma ca ba thi sinh da chon duoc la dung 9 cau

duoc viét dudi dang phan sé toi gian % (véi a, b la cac s6 nguyén duong). Tinh gia

tri cua bi€u thitc S = a + b.
N J

PHUONG PHAP

Phan loai cau hoi theo “chir ki” — ki thuiat manh nhat cho bai ba tap hop.
Moi cau héi duoc dac trung béi tdp cdc thi sinh dd chon né. Pém theo so lwong cau
ung voi ting chit ki bién bai todn tap hop thanh mot bai hoan vi lap.

Buéc 1. Khéng gian mau.
Ba thi sinh chon doc 14p, moi nguoi Cf, = 495 céch:

n(Q) = 495% = 121287 375.

Buéc 2. Pat an theo chir ki.

V6i moi cau héi, goi chir ki ctia no la tép céc thi sinh da chon: mét trong 8 kha nang o,
(A}, {B}, {C}, {AB}, {AC}, {BC}, {ABC}. Goi ng 1a s6 cau c6 chir ki S.

Buoc 3. Dich cac diéu kién.

batt=napcvap=|AnB|+|BNC|+|CNA| Theo bao ham - loai tru:

JAUBUC|=444+4-p+t=9 — p=3+1
=12
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Mat khac moi giao déi mot déu chita AN BN C nén p > 3t:
34+4¢>3t = t<15.

Két hop t > 1 (diéu kién thir nhat) ta duwoc t =1 va p = 4.
Budc 4. Suy ra cau hinh duy nhat.
Tep=4vat=1:

naB +nac +npc =p—3t=1.

Vay ding mét chir ki déi cé mot cau héi; gia st d6 la {AB} (c6 3 cach chon cap). Khi d6
Al =ng+nap+nac+napc=na+1+0+1=4 = ny =2,

twong twnp =2vanc =4-0—-0—1=3; s0 cau khong ai chonla 12— (1 +1+2+2+3) = 3.
Budc 5. Pém.

S6 cach gan chir ki cho 12 cau hoéi phéan biét theo b s6 lwong (napc;nag; na;ne;ne;ny) =
(1;1;2;2;3;3) la mot hoan vi lap:

12! ~ 479001600

= = 3326 400.
1111212131 3l 144

Nhan véi 3 cach chon cap thi sinh:
n(E) =3 -3326400 = 9979 200.

Buoc 6. Tinh va rut gon.

~ 9979200 448
121287375 5445

S =a+ b= 448 + 5445 = 5893.

< > 44
Keét qua: P = ﬁ; S =15893

(5445 = 3% .5 112, 448 =2°.7).

Ghi chi. Vé dep cua 10i giai nam ¢ Buéc 3: hai diéu kién twéng chung roi rac
lai ép chdt cau hinh t6i mtc chi con duy nhat mot khad nang. Bat dang thic p > 3t 1a
chia khod — né néi rang phan giao ba nam trong ca ba phan giao doi.

| Ciu7s N

Ngudn: SO GD&DT Thanh Héa - nam 2026.

MOt cong ty t6 chic swkién téng két cudi nam. Trong budi du tiéc ¢ 4320 nguoi tham
gia. Nguoi ta tao ra cac la tham ghi cac sé tw nhién géom 6 chir s6 khac nhau c6 dang
G1aa3a1a5a5 duoc 1ap tlr cac chir so 0; 1;2; 3; 4; 5; 6. M0Oi nguoi tham gia du tiéc sé chon
cho minh 1 14 thdm va tat ca céc 14 tham duoc boc hét. Gan cuéi budi tiéc, ban t6
chitc cong bé nhitng nguoi chon duoc s6 thdéa man diéu kién a; +as = az +ay = a5 +ag
sé duoc nhan phan thudng dac biét. Anh Huy la nhan vién cong ty c6 tham gia dw
tiéc va boc tham. Héi anh Huy cé xac sudt triang thudng la bao nhiéu? (két qua lam
tron dén hang phan tram)

197
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PHUONG PHAP

Chia b6 chir sé thanh ba cap cé tong bang nhau. Piéu kién clia dé 1a mot phan
hoach: sdu chir s6 duoc chon phai tdch duwoc thanh ba cap cung téng. Ta khai théc
téng toan phdn dé tim gia tri chung cua ba tong cap.

Buéc 1. Kiém tra khéng gian mau.
S6 ty nhién 6 chit s6 khac nhau lap ttr {0;1;...;6}: chit s6 dau khac 0 (6 cach), nam chir
s0 sau la chinh hop cta 6 chit s6 con lai (A7 = 720):

n(Q) = 6 - 720 = 4320.

bung bang s6 nguoi dw tiéc — moi nguodi mot 1a tham, khong thira khong thiéu.

Buéc 2. Tim gia tri chung % ctiia ba téng cap.

S4u chir s6 duwoc dung la {0;1;...;6} bd di ding mot chir s6 m. Téng sdu chir s6 1a 21 — m,
ma toéng d6 bang 3k:

3k=21—-m = m=0 (mod3) = m € {0;3;6}.

m (chit s6 bo) k Ba cap c6 tong k
0 7 {1;6},{2;5}, {3;4}
3 6 {056}, {1;5},{2;4}
6 5 {0;5}, {1;4},{2;3}

Moi truong hop cho ding mét cach chia thanh ba cap.
Buoc 3. Pém so6 la tham hop 1é.
V6i moi truomg hop: xé€p ba cap vao ba vi tri (cap 1-2, cap 3-4, cap 5-6): 3! cach; trong
moi cap hai chir s6 d6i chdé duoc: 23 cadch. Tong 3! - 2% = 48 s6, nhung phai loai c4c s6 co
a] = 0.
e m = 0: bd chit s6 khong chita 0 nén khong phai loai gi: 48 s0.
e m=3vam=6: bd chit s6 c6 chita 0. S6 cach ma 0 ding dau: cap chira 0 phai & vi tri
dau (1 cach chon cap dé cho hai 6 dau, nhung 2 cap con lai hoan vi 2!), 0 ding 6 thi
nhat (1 cich), hai cap kia méi cap 2 cdch d6i chd: 2!-1-22 = 8 s6. Con lai 48 — 8 = 40 s6.

n(A) = 48 + 40 4 40 = 128.

Budc 4. Xac suat.

_ 128 400296 ~ 0.03.
4320 135 ’ ’
' Y
K&t qua: P = —— ~ 0,03
\ 135 )

Ghi chi. Buéc 2 la diém sang cta bai. Thay vi thir moi cach chia cép, ta dung
diéu kién chia hét cho 3 dé chi ra ngay rang chit s6 bi loai phai la 0, 3 hoac 6. Tir chd
c6 C¢ = 7 kha nang rat xuong chi con 3.
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| Ciu7o S

Ngudén: THPT Lang Chénh - Thanh Héa - tinh/thanh phé: Thanh Héa - nam 2026.

M6t b6 loc duoc st dung dé€ chan thw rac trong céc tai khoan thw dién t. Tuy nhién,
vi b0 loc khéng tuyét d6i hoan hdo nén mot thu rdc bi chan véi xac suat 0,95 va mot
thw dang (khong phai la thw rac) bi chan véi xac suat 0,01. Thong ké cho thay tilé
thw rac la 3%. Chon ngau nhién mot thw bi chan, xac suat dé€ dé la thu rac bang bao
nhiéu? (lam tron két qua dén hang phan tram)

N J

PHUONG PHAP

Cong thic Bayes c6 dién cho bai toan “xét nghiém”. Cau tric giéng hét
Chuong 16, Cau 16: biét ti 1é nén va hai ti 1é duwong tinh (dtng / gia), tim xac suat
hau nghiém.

Buoc 1. Dat tén bién co.
R: “thu la thw rac”; C: “thuw bi chan”.

P(R)=0,03; P(R)=097; P(C|R)=0,95 P(C|R)=0,1.
Budc 2. Xac suat toan phan.

P(C)=0,03-0,95+ 0,97 - 0,01 = 0,0285 + 0,0097 = 0,0382.

Budc 3. Bayes.

0,0285 285
P = = — ~0,7461 ~ )
(B]C) 0,0382 382 0,746 0,75
. » 285
Ket a: P(R|C)=—=0,75
qua: P(R|C)= 2 ~0,

Ghi chi. Kiém tra bang “10000 1a thu”. C6 300 thw rac, trong dé 285 bi chan;
9700 thw sach, trong dé 97 bi chan nham. Téng bi chan 382, trong d6 285 la thw rac:
285 0,75 v

Bai hoc thuc té: du bo loc bat duwoc 95% thw réc, van co téi 25% so thw bi chan
la thw sach — hé qua cua viéc thu rdc chi chiém 3% tong luwong thw. Pay chinh la
“nghich li ti 1é nén” néi tiéng.

:

Ngudén: THPT Tran Phd - Ha Néi - tinh/thanh phé: Ha NGi - nam 2026.

Hai nguoi tham gia mot tro choi di chuyén theo canh clia céc 6 hinh chir nhat nhw
trong hinh, hinh ¢ 15 x 8 hinh chit nhat nhd. Nguoi th nhat di tir diém A dén diém
B, nguoi thit hai di tir diém E dén diém F. Biét rang nguoi thir nhat chi duoc di
xuong va di sang phai, nguoi thit hai chi dwoc di 1én va di sang phai. Tinh xac suat
dé ca hai nguoi cung di qua di€ém I. Két qua lam tron dén hang phan tram.
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PHUONG PHAP

Xac suat di qua mot diém chét trén lwéi, réi nhan hai bién cé doc lap. Voi
nguoi di tir X dén Y theo hai huéng c6 dinh, x4c suat di qua diém I la

:#{X—>I}-#{I—>Y}

P FX Y]

trong d6 moi s6 dém la mot hé sé nhi thirc C7, .. Hai nguoi di doc 1ap nén xac sudt

m-+n-*
ca hai cung qua I bang tich hai xac suat.

Budc 1. Nguoi thwr nhat.
Goi I cach A ding m; budc sang phai va n; budc xudng, va cach B ding m} budéc sang
phai va n} budc xuong. Khi dé

cm, o™

mi1+n1 mi+n)

P =
Clis

Buoc 2. Nguoi thir hai.

Tuwong tw véi cdc chang E — I va I — F, mau so6 la téng s6 duong di tir £ dén F:
 #{E-1}-#{] - F}

N #{F — F} '

Py

Budc 3. Nhan hai xac suat.
Hai nguoi di chuyén doc 1ap nén
P=DP-P.

Ghi chi. Luu y vé dir kién. Vi tri cu thé cua bén diém A, B, E, F va diém chét I
trén ludi 15 x 8 chi doc duoc tir hinh vé kém theo. Phan trinh bay & trén néu day du
cong thirc va quy trinh; khi thay toa do doc tir hinh vao, chi can tinh bén hé sé nhi
thirc & tir va hai hé sé6 & mau.

Phép kiém tra bat buéc: phai c6 m; + m) = 15 va n; +n) = 8; néu khong thi da doc
sai toa do cua I.

| ciusl N

Ngudn: THPT Hoang Héa 3 - Thanh Hda - tinh/thanh phd: Thanh Héa - ndm 2026.

C6 mot kho chira bia kém chat lwgng chira cac thung giéng nhau (24 lon/thung) gom
2 loai: loai I d€ 14An méi thung 5 lon qua han st dung, loai 77 dé 1An méi thung 3 lon
qué han. Biét s6 luwong thung loai I gap 2 lan sé lwong thung loai /7. Chon ngau
nhién 1 thung tur trong kho, tir thung dé chon ngau nhién 10 lon thi thay trong 10
lon dé co hai lon qué han st dung. Tinh xac suat 10 lon duoc 1dy la bia loai I (lam
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tron két qua dén hang phan tram).

PHUONG PHAP

Bayes véi hai gia thiét cé ti 1é nén khac nhau. Piém mdi so vdi cac bai Bayes
trudce: xac suat diéu kién duoc tinh bang phdn phdi siéu béi (1ay khéng hoan lai tir
thung 24 lon).

Buéc 1. Ti 1é nén.
S6 thung loai I gap d6i loai 17 nén

P =2, PUD=3.

Budc 2. Xac suat lay duwoc ding 2 lon qua han tir moi loai thung.
Goi H: “trong 10 lon 1dy ra c6 dung 2 lon qua han”.

(Loai I: 5 lon qua han va 19 lon tot; loai I1: 3 va 21.)
Buoc 3. Bayes.

Mau s6 C4) xuat hién & ca hai vé€ nén triét tiéu:

g CQCS

00 saa,
C2C2C%, + C2CS,

P(I| H) = 5

1
3 C3C% + 3 C3C8,

Buoc 4. Thay so.

C2 =10, C% =75582, C2=3, C8§ =203490.

PO H) = 2-10- 75582 B 1511640 1511640 52
- 2.10-75582+3-203490 1511640 +610470 2122110 73"
P ~0,7123 ~ 0,71.
4 N\
~ kd 52
Ket qua: P(I | H) = o & 0,71
|\ J

Ghi chd. Vi sao xac suat lai tang so véi ti 1é nén : ~ 0,67? Vi thung loai I c6
nhiéu lon qua han hon, nén viéc quan sat thay 2 lon qua han la bang ching ting hé
gia thiét “thung loai /”. Bayes da cap nhat niém tin twr 0,67 1én 0,71 — dung chiéu
truc giac.

| Cius2 S

Ngudén: THPT Muong Léat - Thanh Héa - tinh/thanh phé: Thanh Héa - nam 2026.

Trung binh cdng va phuong sai ctia bay s6 liéu lan luot la 8 va 16. Néu 5 trong bay
sO liéu la 2;4;10;12; 14 thi tich cua hai so liéu con lai la bao nhiéu?

- J




T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

PHUONG PHAP

Dung hai dai luong thong ké lam hai phuong trinh déi xirng. Trung binh cho
z+y; phuong sai cho 22+y2. Tir d6 suy ra zy bang hang dang thtc (z+y)? = 22442 +2zy
— khéng cdn giai ra tung sé.

Buoc 1. Tu trung binh cOng suy ra = + y.

244410+ 12+ 14424y
7

=8 = 424+zr+y=56 = z+y=14.

Buoc 2. Tir phuong sai suy ra 22 + 2.
2

Dung cong thic s? = LT z2:
n

2
16227%—82 — Y a? =780 = 560.

Téng binh phuong clla nam s6 da biét:
22 4+ 42 4+ 10% +12% 4+ 14% = 4 + 16 4 100 + 144 + 196 = 460.
2% + y% = 560 — 460 = 100.
Buoc 3. Suy ra tich.
(z+y)? =2°4+9°+ 20y = 196 = 100 + 22y — zy = 48.

Buéc 4. Kiém tra tinh tén tai.
z, y la nghiém cua t> — 14t 4+ 48 = 0, titc t = 6 hoac t = 8 — hai s6 thuc hop 1é. v/

e )

Két qua: zy =

Ghi chi. Céng thic phuong sai can nhé dung dang: s2 = 22 — 72, véi mau sé
la n (khéng phai n — 1) theo chwong trinh phé thong. Néu dung »n — 1 ta sé duoc
S a2 =6-164 7-64 = 544 va zy = 90 — mot dap s6 khac han.

| Cius3 S

Ngudén: THPT Muong Léat - Thanh Héa - tinh/thanh phé: Thanh Héa - nam 2026.
Ldop 10G trong mét truong THPT ¢6 21 nam va 24 nit. Qua théng ké hang nam, ti 1&
hoc sinh nit va ti 1é hoc sinh nam ctua khéi 10 tham gia céu lac bd Toan hoc trong
nha truong lan luwot 1a 11% va 14%. Chon ngau nhién mot hoc sinh cta 16p 10G. Tinh
xac suat hoc sinh d6 la nam, biét rang hoc sinh d6 ¢6 tham gia cau lac b6 Toan hoc
cua truong (lam tron két qua dén hang phan tram).

x Y,

PHUONG PHAP

Bayes véi “s6 nguoi” thay cho “xac suat”. Khi ti 1é nén duwoc cho bang sé luong
cu thé, cadch nhanh nhat la tinh sé hoc sinh ki vong & méi nhanh réi 1dy ti s6 — mau
sO chung tw triét tiéu.

Buéc 1. Pat tén.

N: “hoc sinh la nam”; T: “hoc sinh tham gia cau lac bo Toan”.

21 — 24 _

P =73 PT[N)=014, P(T|N)=01L

P(N) = =
202
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Buoc 2. Tinh hai tich (b6 qua mau sé chung 45).
21-0,14 =2,94 (nam tham gia), 24-0,11 =2,64 (n& tham gia).

Buoc 3. Bayes.

2,94 294 49
PIN|T)= —"—— = — = — ~0,5269 =~ 0,53.
(N1T) 294 +264 558 93 ’
A, ) 49
Ket qua: P(N |T) = 03~ 0,53
. J

N ~ 2 Vd 21 n kd A . n A ki
Ghi chu. Vi sao két qua 1on hon T ~ 0,47? Vi ti le tham gia cau lac bo cua nam
(14%) cao hon cua nit (11%), nén biét rang hoc sinh c6 tham gia la mét bang ching
nghiéng vé phia nam. Lép tuy it nam hon nhung “méat d6” nam trong cau lac bo lai
cao hon.

.

Ngudén: THPT Phu Duc - Hung Yén - tinh/thanh phé: Hung Yén - nam 2026.
Thay gido c6 ngan hang dé gom 20 cdu. Trong mét budi giao bai tap vé nha cho doi
tuyén hoc sinh gidi gém 5 ban, thay d€ Al lua chon ngadu nhién mot s6 cau hdi tir
ngan hang dé trén cho tung ban. Goi A la bién c6 xdy ra dong thoi cac diéu kién
sau:

 s6 cau hdi chung cua ca 5 ban la 2;

* s0 cau hédi chung cua nhém gom 4 ban bat ki trong déi la 3;

* s0 cau hdi chung cia nhém gom 3 ban bat ki trong doi la 4.
Gia st xac suat xay ra bién cod A la p. Tinh 1010 p, lam tron két qua dén hang don vi.

\ J

PHUONG PHAP

Lai la ki thuat “chir ki” caa Cau 1, nhwng véi 5 tap hop. V6i moi cau héi, chir
ki la tap cac ban nhan duwoc né. Ba diéu kién cua dé lan luot xac dinh s6 cau ung
voi chir ki ¢ 5, & 4 va ¢ 3 — va ta sé thay ching bi ép hoan toan.

Buoc 1. Chir ki co 5.
“S6 cau chung cta ca 5 ban la 2” nghia la c6 ding 2 cau mang chir ki day dua {1;2;3;4;5}.
Budc 2. Chir ki ¢ 4.
Véi mot nhom 4 ban ¢6 dinh, cdc cau chung cua nhém d6 la nhitng cau cé chit ki chita
nhém &y, tic chir ki bang dung nhém d6 hodc bang ca 5 ban:

3 = (s6 cau c6 chir ki ding bang nhém 4) + 2 — mobi nhém 4 ¢6 ding 1 ciu riéng.

C6 C2 = 5 nhém bon ban nén cd 5 cau mang chit ki ¢ 4.
Buoc 3. Chir ki co 3.
V6i mot nhém 3 ban ¢é dinh, cac cdu chung gom: chit ki ding bang nhém dé (= cu), chir
ki 1a mot trong hai nhém 4 chra né (1 + 1 = 2 cau), va chir ki day du (2 cau):
d=x+2+2 = x=0.

Vay khong c6 cau nao mang chit ki c& dung 3.
Buéc 4. Tong két cau hinh.
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Co chir ki S6 chir ki cé thé S6 cau
5 1 2
4 5 5 (moi chir ki dung 1 cau)
3 10 0
<2 1+54+10=16 20 — 7 =13 (tw do)

Budc 5. Pém va tinh xac suat.
M6 hinh: méi cdu héi duwoc giao doc 1ap cho ting ban, tirc moi cdu nhan mot chir ki bat
ki trong 2° chir ki, déng kha nang = n(Q) = (2°)* = 2100,
_ 2 _ 5 ‘ 13
n(A) = 020 AIS 16

chon 2 cau c&5 gan 5 cAu cho 5 nhém bén 13 cau con lai, chir ki c&<2

=190 - 1028160 - 2°2.

190 - 1028 160
p= g ~ 694 1077 = 1010 p ~ 0,0007.

Két qua: Cau hinh: 2 cau chung ca 5 ban, 5 cau chung theo tirng nhém 4, 0
cau chung co'3

Ghi chi. Phan cét 16i cua bai la Buwéc 1-4 — ba diéu kién cta dé ép hoan toan
cau truc chir ki, dac biét két luan bat ngo “khéng c6 cau nao chung dung 3 ban”.
Veé gia tri 1010p: dé khéng néi ré Al chon cho moi ban bao nhiéu cdu, nén mo hinh
xac suat chuwa duoc xac dinh duy nhat. Véi mé hinh tw nhién nhat (moi cadu duoc giao
doc lap cho tung ban véi xac sudt 1) ta thu duoc 1010p ~ 0,0007 — mdt con s6 qua
nhd so véi dang cau héi “lam tron dén hang don vi”. Diéu nay goi y dé ngam dung
mo6t mo hinh khéc, chdng han méi ban nhan ding mot s6 cau cé dinh. Khi c6 thém
dir kién dé, chi can thay n(Q) twong ing; toan b phan tich cau hinh & trén van gitr
nguyén.

| Céuss N

Ngudén: THPT Yén Hoa - Ha Ni - tinh/thanh phé: Ha N6i - nam 2026.
Cho mot hinh bat gidc déu c6 tdm dinh A, B, C, D, E, F, G, H. Nguoi ta gan ngau
nhién vao 8 dinh nay 8 s6 tw nhién 1;2;3;4;5;6;7;8, moi dinh gan mo6t s6. Chon ngau
nhién mot tam gidc cé 3 dinh 14y tir 8 dinh cta bat giac da cho. Goi P la xac suat
dé thu dwoc mot tam gidc vudng véi 3 s6 trén 3 dinh cta tam gidc dé 14p thanh mot
cap s6 cong. Biét P = % phén sé t6i gian. Tinh m + 3n.

N J

PHUONG PHAP

Bai todn trung cdu truc véi Chuong 20, Cau 74 (chi déi bd s6 tir {9;...;16} sang
{1;...;8}). Ta lai tach hai diéu kién doc lap roi nhan xac suat.

Budc 1. Xac suat tam giac vuéng.
Tam giac noi ti€p vudng <= moét canh la duwong kinh. Bat gidc déu co 4 duong kinh, moi
duong kinh ghép véi 6 dinh con lai:
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Budc 2. Xac suat ba so lap cap sé cong.
bém céc tap con 3 phan tur cua {1;...;8} c6 dang {a;a + d;a + 2d}:

d 1 2 3 | Tong
a chay t&i ‘ 6 4 2 ‘ 12
©_3
756 14
Budc 3. Nhan va tra 1oi.
3 3 9
P=- —=— = = 98.
7 11 98:>m 9, n=98
m+ 3n =9+ 294 = 303.
~ > 9
Két qua: P = ; m + 3n =|303]

Ghi chi. Pang chu y: dap so 5 giong hét Chuong 20, Cau 74 du b s6 khac
nhau. Li do 1a {9;10;...;16} va {1;2;...;8} déu la tdm s6 nguyén lién tiép, nén s6é bd
ba 1ap cdp s6 cong nhw nhau. Ban chat bai todn khong phu thudc vao gia tri cu thé
cua céac so.

\

Ngudén: THPT Nguyén Thi Minh Khai - Khdnh Hoa - tinh/thanh phd: Khdnh Hoa - nam 2026.

Ban t6 chitc chudn bi mo6t hop chita 9 tdm thé duwoc ghi cédc sé tir tap
{1;2:3;4;5;6;7;8;9}. M6t nguoi choi rat ngau nhién 5 tdm thé khac nhau tir hop. Sau
do céac so duoc sap x€p theo thir ty tang dan thanh a < b < ¢ < d < e. Nguoi choi
duoc coi la giai dwgc mat ma néu trong nam so nay ton tai bén so lién ti€p tao thanh

S . T A R ) 8 a 2 T8 0z g L oo
mot cap sO cOng. Biét xac suat dé nguoi choi giai duwoc mat ma la A. Gia tri 1 la
bao nhiéu?

N J

PHUONG PHAP

Poc ki “bon sé lién tiép” = bon sé lién ké trong day da sap. Chi cé hai vi tri
kha di: (a;b; c;d) hoac (b;c;d;e). Ta dém tung loai roi loai trir phan giao (truong hop
ca nam so cung lap cap so cong).

Buoc 1. Khéng gian mau.
n(Q) = Cg = 126.

Budc 2. Pém bo ¢o (a;b;c;d) 1ap cap soé cong.
Bon s6 a,a +t,a+ 2t,a + 3t nam trong {1;...;9} véi a + 3t <9, roi e la mot sé bat ki 16n hon
d:
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t (a;b;¢;d)  Cacgiatrie>d So bo

1,2,3,4  5,6,7,8,9 5
2,3,4,5  6,7,8,9 4

. 3456 789 3
4,5,6,7 8,9 2
56,7,8 9 1
6,7,8,9 — 0
1,3,5,7 8,9 2

2 2,468 9
3,5,7,9 — 0

Tong: (54+4+3+2+1+0)+(2+1+0)=15+3=18.
Budc 3. Pém bo cé (b;¢; d; e) 1ap cap sé cong.
b6i xtng v6i Bude 2 (thay “e 16nm hon d” bang “a nhé hon b”): cling 18 bd.
Buoc 4. Trir phan giao.
Néu ca hai bo bon déu la cap sé cong thi cad nam sé a,b,c,d,e 1ap cap so cong. Dém:
a+4t<9,t>1:
=1l:a€{l;...;5} = 5 b0; t=2:a=1=1Dbo0.
Téng 6 bo.
Buéc 5. Bao ham - loai tru.

n(A) =18 4+ 18 — 6 = 30.

30 5 1 21
A=~ T A5
Két qua: A= >; - —[12]

q ° _211 A_ Y

Ghi chi. Cam bay 1én nhat 1a hiéu sai tir “lién tiép”. O day né chi vi tri lién
ké trong ddy dd sap xép (a,b, c,d hoac b, ¢, d, e), khéng c6 nghia la bén sé nguyén lién
tiép. Néu hiéu theo nghia sau thi chi con céc bo dang {k; k + 1; k + 2; k + 3} va dap s6
khéac han.

| CiusT \

Ngudn: THPT Nguyén Thj Minh Khai - Khdnh Hoa - tinh/thanh phd: Khdnh Hoa - nam 2026.

Gido vién chuén bi mot bd 8 vién bi kim loai khéc nhau va dat truéc mat hoc sinh
4 khay thi nghiém dwoc danh s6 1, 2, 3, 4. Cac vién bi duwgc dat vao cac khay theo
nhiing quy tac sau: moi khay phai cé it nhat mot vién bi; cac vién bi trong cing mot
khay duoc xép thanh mot hang tlr tréi sang phai; thi tw cac vién bi trong moi khay
la quan trong. Hai cach sap xép duoc xem la giéng nhau néu moi khay c6 cung s6
vién bi va th ty cac vién bi tir trdi sang phai trong ting khay hoan toan giong nhau.

N T R AN A
Goi T la s6 cach sap xép khac nhau. Gia tri 200 bang bao nhiéu?
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PHUONG PHAP

Mo hinh “xép thanh mét hang réi cat” (da dung ¢ Chuong 17, Cau 38). Vi
th tw trong moi khay la quan trong, mét cach sap xép tuwong dwong vdi: xép ca 8
vién bi thanh mot hang, réi chén 3 vadch ngan dé chia thanh 4 doan lién ti€p khong
rong.

Budc 1. Xép 8 vién bi thanh mgt hang.
8! = 40320 cach.

Budc 2. Chia hang thanh 4 doan khéng rong.
Giira 8 vién bi c6 7 khe; chon 3 khe dé dat vach ngan:

C% = 35 cach.
M0oi cach cat tmg v6i mot bd s6 lwong (ai; az; as; as) nguyén dwong c6 téng 8, va doan thi
i di vao khay so i.
Buoc 3. Vi sao phép tuong ung la song anh?
Tuir mét cach x€p bi vao khay, doc 1an lwot khay 1, 2, 3, 4 (mo6i khay theo thi ty trai sang
phai) ta khéi phuc dwoc duy nhat hang 8 vién va vi tri ba vach ngan — va nguoc lai.
Buéc 4. Nhan lai.

T =8!-C3 =40320- 35 = 1411 200.

T 1411200
200- 200 7056.
~ kd T
Ket qua: 7 = 1411200; 200 = 7056

Ghi chi. So sanh véi bai “chia do vat” cua Chuong 6. Néu tht tu trong khay
khéng quan trong thi dap sé sé la s6 toan anh 4% — C13% + C%2% — C3 = 40824 — nhd
hon nhiéu. Chi tiét “th tw cac vién bi trong moi khay la quan trong” lam dép s6
tang vot, nén phai doc that ki.

Cong thirc tong quat: xép »n vat phan biét vao k khay phan biét, c6 thit ty trong
khay va méi khay khac rong: n! C*~1.

\

Ngudn: THPT Nguyén Van Tréi - Ha Tinh - tinh/thanh phd: Ha Tinh - nam 2026.
C6 mot céi tai dung bon thé ghi cac so 1, 2, 3, 4 va hai cai hop A, B. Hop A chira
8 qua béng trang va 8 qua bong den, hop B rong. Ban An 1ay ngau nhién mot thé
trong tdi, kiém tra sé ghi trén thé réi bo lai thé vao tui:
« néu so ghi trén thé la 1, 1dy mot qua béng trang tir hop A cho vao hop B;
e néu so ghi trén thé la 2 hoac 3, 1dy mot qua bong trang va mét qua béng den tir
hop A cho vao hop B;
e néu so6 ghi trén thé 1a 4, 1dy hai qua bdéng trang va mot qua béng den tir hop A
cho vao hop B.
Sau khi thuc hién phép thir trén 4 1an, khi s6 bdng trong hoép B la 8 thi xac suat dé
c6 2 qua béng den trong hop B bang %, véi a, b nguyén va % toi gian. Khi dé a + b

bang bao nhiéu?

207
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PHUONG PHAP

Quy vé bo dém ba loai lwot rit, roi dung xac suat c6 dieéu kién. Moi luot chi
c6 ba “ki€u” két qua; s6 béng va s6 bong den déu la ham clia bd dém ba kiéu dé.
Diéu kién “téng 8 b6ng” thu hep khéng gian méau.

Buéc 1. Phan loai luot rat.

Theé Xac suat S6 bong thém S6 bong den thém Ki hiéu
1

2 hoac 3 % 2 1 no luot

4 i 3 1 ns lwot

Budc 2. Rang budc.
ny + ng + ng = 4, ni + 2ng + 3nz = 8.

Trir vé theo vé: ny + 2n3 = 4, cho ba nghiém:

(n1;m2;n3) So6 bong den = n, + n3 So hoan vi Xac suat
" nda_ 1 _ 8
(0:4:0) 4 ! (12) 1*116 128 o1
(1;2;1) 3 12 12 1 1= 16 = 128
1N\ 3

(2;0;2) 2 6 G- (4) = 5

Buoc 3. Xac suat cua diéu kién.
2 ; 8+24+3 35
P(tbng 8 bong) = ——— = —.
( gs g) 128 128
Buoc 4. Xac suat co dieu kién.
C6 dung 2 bong den twong tng duy nhat véi bo (2;0;2):
_ 3/128 3
-~ 35/128 35
Budc 5. Tra loi.
a+b=3+35=38.
e N
L > 3
Két qua: P = _; a+b=38]

(. J

Ghi chi. Piém hay cua bai: s6 bong den bi xdc dinh hodan toan béi bd (ny;no; n3),
va moi bo cho mot s6 béng den khéc nhau (4, 3, 2). Nho vay diéu kién “cé 2 bong
den” chi img v6i mot bo duy nhat — khoéng can cong nhiéu truong hop.

Chu y: hop A c6 t6i 8 bong trang va 8 béng den, di dé€ moi kich ban trén xay ra
(nhiéu nhét can 2-2 + ... < 8 bong trang); néu hop A it béng hon thi phai kiém tra
tinh kha thi cta tung bo.
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:

Ngudn: THPT Nguyén Van Trdi - Ha Tinh - tinh/thanh phé: Ha Tinh - nam 2026.

Tl tap hop s6 tw nhién {1;2;3;...;25;26}, can chon ra 10 s6 phéan biét dé gan vao 10 6
vuong don vi nhw hinh vé. Goi 7' 1a s6 cach chon s6 sao cho moi s6 & hang trén luén
nhé hon moi s6 & hang dudi, moi s6 bén trai lué6n nho hon moi s6 bén phai cung
hang, dong thoi cac s6 thudc cac 6 A, B, C, D theo thi ty 1ap thanh cap sé cong.

AP AN R
Gia tri 1 bang bao nhiéu?

D

PHUONG PHAP

Rang budc thir tw lam “déng cieng” cach xép. Khi moi s6 & hang trén déu nho
hon moi s6 & hang dwdi, va trong moéi hang céc sé tang tu trai sang phai, thi moét
tdp 10 sé6 dd chon chi cho ding mét cdch gan. Do d6 bai toan rat vé viéc dém cac
tdp thoa thém diéu kién cdp so cong.

Buéc 1. Rat gon nho rang budc thir tu.

Gia s hang trén cé « 6 va hang dudi c6 10 — v 6. Khi dé véi moi tap 10 sé6 dwoc chon:
* u s0 nhé nhat bat budc nam & hang trén, theo th ty tang dan tir tri sang phai;
* 10 — v s6 16n nhat nam & hang dudi, cling theo tha ty tang dan.

Vay cach gan la duy nhat, va
T = #{tap 10 s6 thoad diéu kién cdp sé cong d bén 6 A, B,C, D}.

Budc 2. Chuyén diéu kién cap sé cong thanh rang budc trén tap.
Bén 6 A, B, C, D nam & nhiing vi tri xac dinh trong bang, nén ching twong tng véi bén
phan tr cé thit hang ¢é dinh trong tap 10 s6 da sap xép tang dan. Goi cac thir hang dé la
i1 <9 < i3 < i4; diéu kién cua dé la
Tiyg — Tjy = mig — Tjy = Tyy — .1?1‘3,
VOl 21 < x5 < -+ < 219 1a 10 s6 d& chon x€p tang dan.
Buoc 3. Pém.
Cho cbng sai d chay, chon z;,, r6i dém s6 cach chon cac phan tr con lai xen vao gitra

theo ding s6 lwong ma cac thit hang quy dinh — méi khodng gitta hai méc lién ti€p la
mot bai todn “chon k sé trong mot doan”.
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Ghi chi. Luuy vé dirkién. S6 6 & moéi hang va vi tri bén 6 A, B, C, D chi doc duoc
tir hinh vé kém theo. Phan trinh bay & trén néu day du y tuong then chét — rang
budc thir tw khién moi tap s6 chi cho mot cach gan, nén T chinh la s6 tap hop thoa
diéu kién — cung khung dém theo cong sai d. Khi thay cac thi hang i1, s, i3, i4 doc
tir hinh vao, bai toan tré thanh mét phép dém hitu han hoan toan co ban.

Phép kiém tra: T phai chia hét cho 4 (vi 48 héi %).

| Céu90_ \

Ngudén: S0 GD&DPT Doéng Nai - nam 2026.

Hé théng gom céc vat sau duoc goi la mdng n: mot méang nghiéng cé n 16 doc theo
day; tinh tlr trén cao xudng, céc 16 lan luwot c6 duong kinh 1a 1,2,3,...,n. Cac qua
bong c6 duong kinh la céc s6 nguyén duwong khéng 16n hon n, trong dé co thé co
nhiéu qua béng cung duong kinh. Xét mang n, tha lan luwot » qua béng tir dinh méng
xuéng, tung qua mot. D6i véi moi qua bong, khi 1an dén 16 ¢é6 duong kinh 1é6m hon
hoac bang duwong kinh ctia né thi né sé lot vao, dong thoi déng 16 nay lai. Poi véi
mot thir tw cdc qua béng sau khi tha, néu cac qua bong déu lot vao 16 thi thi tw
cac qua béng ay dwoc goi la ddy dep. Hai day dep giong nhau khi va chi khi thi tw
duong kinh ctia béng lot 16 1a nhw nhau. Cé thé tao duwoc bao nhiéu day dep khéac
nhau déi v6i mang 5, biét rang cé mot qua duong kinh 1a 4 va mot qua duwong kinh
la 5?

PHUONG PHAP

Mo phong quy tac roéi tim diéu kién twong duwong. Trudc hét can hiéu chinh
xac co ché: qua bong lan tir trén xudng va roi vao 16 mé ddu tién cé6 duong kinh >
duong kinh béng. Tir dé suy ra mot tiéu chudn ki€ém tra day dep ma khong can mo
phéng tung qua.

Buéc 1. Hiéu co ché.
Mang 5 c6 cac 16 dwong kinh 1,2, 3, 4,5 theo thi tw tir trén xuéng. M6t qua bong duong
kinh d di qua lan luot cidc 16 1,2,...; n6 dung & 16 mé dau tién cé duong kinh > d.
Buéc 2. Piéu kién dé ca 5 qua déu lot.
Vi cé 516 va 5 qua bdong, “tat ca déu lot” twong dwong v4i “méi 16 nhén ding mot qua”.
Qua c6 duong kinh d chi ¢ thé vao 16 d,d + 1,...,5. Theo dinh 1i Hall, diéu kién can va
du la: véi moi k, s6 qua bong c6 duong kinh > k£ khéng vuot quéa s6 16 ¢6 duong kinh > £,
tic la

#{i:d; >k} <5—k+1 v&imoik.

A n

Nhung thi ty tha cling quan trong: quy tac “16 md& dau tién” la mét thuat toan tham lam,
nén phai kiém tra theo ding thi tu.



T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

Buoc 3. Pém.
Ra toan b0 cac day c6 thi tw (dy;...;ds) v6i d; € {1;...;5}, c it nhat mot d; = 4 va mot
d; = 5, r6i m6 phdng quy tac tha:

T = 320.

Keét qua: 320 day dep

Ghi chi. Vi sao thit tw tha lai quan trong? Vi quy tac tham lam cé thé “lang phi”
mot 16 16n cho mdt qua béng nhé. Chang han néu tha qua duong kinh 1 dau tién, né
roi vao 10 1 — hop li; nhung néu 16 1 da bi chiém, qua duwong kinh 1 sé chiém 16 2,
khién qua duong kinh 2 sau d6 phai dung 16 3, va day chuyén nay c6 thé lam hdong
ca day.

Hai diéu kién cua dé (c6 qua 4 va cé qua 5) thu hep dédng ké khong gian: qua
duwong kinh 5 chi vira ding 16 cudi, con qua duwong kinh 4 chi c¢6 hai lya chon.

| Céuol \

Ngudén: Cum céc truong Hung Yén - tinh/thanh phé: Hung Yén - nam 2026.

Phong thi nghiém A dwoc giao lam hai thi nghiém doc lap. Xac suat thanh cong
trong tung thi nghiém la 0,8. Phong thanh cong it nhat mét thi nghiém dwoc coi la
hoan thanh nhiém vu. Tinh x4c suat dé phong thi nghiém A hoan thanh nhiém vu.

. J

PHUONG PHAP

Phan bu. “it nhat mo6t” ludn nén tinh qua bién cé déi “khéng cé cai ndo” — mot
phép nhan duy nhat thay vi cong nhiéu truong hop.

Buoc 1. Bién co doi.
Goi H: “hoan thanh nhiém vu” = “thanh c6ng it nhat mét thi nghiém”. Khi dé

H = “ca hai thi nghiém déu that bai”.

Buoc 2. Tinh.
Hai thi nghiém doc 1ap, moi thi nghiém that bai v6i xéc suat 1 — 0,8 = 0,2:

P(H) =0,2-0,2 = 0,04.

P(H) =1 — 0,04 = 0,96.
Két qua: P =

Ghi chi. Kiém tra bang cach cong truc tiép: P(ding 1)+P(ca 2) = 2:0,8-0,24+0,82 =
0,32 + 0,64 = 0,96. v~ Cach phan bu chi mat mot dong — dé la li do ludén nén uwu tién
né voi tir khod “it nhat mot”.

| Ciu92_ S

Ngudén: Cum céac truong Hung Yén - tinh/thanh phé: Hung Yén - nam 2026.
Mot khoi lap phuwong c6 do dai canh la 2 cm duoc chia thanh 8 khoi 1ap phuong canh
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1 cm. Héi c6 bao nhiéu tam gidc tao thanh tir cac dinh cta cac khoi lap phuwong canh
lcm?

PHUONG PHAP

Pém tong roi trir b ba thang hang. Ba diém tao thanh tam gidc khi va chi khi
ching khéng thdng hang. Véi luéi diém déu, viéc dém cac bd thang hang dé hon
nhiéu so véi dém truc ti€p tam giac.

Budc 1. Pém sé dinh.
Chia khéi 1ap phwong canh 2 thanh 8 khéi canh 1 tao ra lwéi di€ém 3 x 3 x 3:

27 dinh.
Buéc 2. Tong s6 bo ba diém.
O3, = 2925.

Buoc 3. Pém cac bo ba thang hang.

Trong luéi 3 x 3 x 3, ba diém thang hang phai 1a ba diém céch déu nhau trén mot dudng
thang, tirc gém hai diém & hai dau va mot diém chinh gitra. Ra toan bo theo huéng cla
duong thang (cac truc, cdc duong chéo mat, cdc duong chéo khong gian):

#{bd ba thang hang} = 49.

Buoc 4. Két luan.
N = 2925 — 49 = 2876.

Két qua: 2876 tam giac

Ghi chi. Cach liét ké 49 duong thang cho khéi sét. Véi ludi 3 x 3 x 3, méi duong
chita 3 diém duwoc x4c dinh bdi diém gitta va mot vecto huéng. Chia theo huéng:
9+9+9 = 27 duwdng song song véi cac truc; 18 dudong chéo mat (mdi bo ba mat phang
song song déng gop 6); 4 duong chéo khong gian di qua tdm. Téng: 27 + 18 + 4 = 49.
v

| Céu93 \

Ngudén: SO GD&DT Nghé An - nam 2026.

Trong mot tro choi, cé 22 chiéc dén duoc bé tri cich déu nhau trén moét vong tron
16m. Khi nguoi choi bam nuat, hé théng chon ngau nhién 3 chi€éc dén dé thap sang
dong thoi. Néu tdm cua vong tron nam hoan toan bén trong tam giac tao bdi 3 bong
dén duoc thap sang dé thi nguoi choi dwoc nhan mét phan qua. Moéi nguoi choi thuc
hién 5 1an bam nut. Tinh xdc suat dé mot nguoi choi gianh dwogc it nhat 2 phan qua.
Khong lam tron két qua & cac phép tinh trung gian, chi lam tron két qua cudi cung
dén hang phan tram.
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PHUONG PHAP

Hai tang: xac suat hinh hoc réi nhi thirc. Tang moét dung tiéu chudn “tam giéc
chita tdm <= moi cung déu nhoé hon nira dwong tron” (chinh la phu dinh cua diéu
kién & Chuwong 17, Cau 27). Tang hai la Bernoulli véi n = 5.

Buoc 1. Xac suat mét lan bam duoc qua.
Ba dén chia vong tron thanh ba cung g1, g2, g3 VOi g1 + g2 + g3 = 22. TaAm nam trong tam
gidc <= khong cung nao 16n hon hodc bang nira vong, tirc maxg; < 11.

. A o 1 s vy e R . A 3
Nguoc lai, theo Chuwong 17 Cau 27 ta da biét xac suat “ton tai mot cung > 11” la 2(27n1)
/”L [e—

véi 2n =22, ttc n = 11:

N , A 3-11 33 11

P(khong chtra tam) = YT TR TR
;A 11 3
= P(chtratam)=1- — = —.
p = P(chtra tam) 1= 14
Buwoc 2. Nhi thic voi » = 5 1an bam.
. 1 -, - , . = N
batg=1-p= 7 Xac suat duoc it nhat 2 phan qua:
P=1- ¢ —5pg*.
~ =~
Oqua 1qua
Buoc 3. Tinh.
5 11\°> 161051 4 3 14641 219615
== = pq =95 — - = :
14 537824 14 38416 537824
1
p_1_ 61051 + 219615 - 380666 _ 157158 ~ 0.2922.
537 824 537824 537824

4 B \

Két qua: P =~ 0,2922 ~ 0,29
. J/

Ghi chi. Coéng thirc dang nhé: véi da gidc déu 2n dinh, xdc sudt ba dinh ngau
nhién tao thanh tam giac chtta tadm la
3n n—2

2@n—1) 2@2n-1)

2c p . OV | , N o
Voi 2n = 22, trc n = 11: 4% = % v Khi n — oo gia tri nay tién toi 10 dung bang két
qua c6 dién cho ba diém ngdu nhién trén duong tron.

Vi sao dung phan bu ¢ Bwoc 2? Vi “it nhat 2” chi ¢é 2 s6 hang can trir (0 qua va 1

qua), trong khi tinh truc ti€p phai cong 4 s6 hang.

| Cau9d \

Ngudén: SO GD&DT Thai Nguyén - nam 2026.

Nguoi ta muodn 1at kin mot bang 6 vuong kich thwéce 2 x 13 (2 hang, 13 cot) bang céc
tam bia kich thudc 1 x 2 va 1 x 3 sao cho cac tdm bia khong dwgc chong 1én nhau
hay phu ra ngoai bang. Cé bao nhiéu cach lat néu ta duwoc phép xoay cac tam bia
nhung canh dai cta tat ca cdc tdm bia déu phai song song v6i nhau (s6 lwong moi
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loai tdm bia khong han ché)?

PHUONG PHAP

Rang budc “tat ca canh dai song song” chia bai toan thanh hai truong hop
16n. Pay la diém mau chét: hodac moi tdm nam doc, hoac moi tdm nam ngang. Moi
truong hop tré thanh mot bai 1at moét chiéu, giai bang truy hoi.

Budc 1. Truong hop moi tam nam doc (canh dai vuéng goc véi hang).
Bang chi ¢6 2 hang, nén tdm 1 x 3 dat doc sé can 3 hang — khong thé. Vay chi dung tam
1 x 2 dat doc, moi tdm phu tron mot cét. C6 13 cot, moi cot dung mot tam:

1 céach.

Budc 2. Truong hop moi tam nam ngang.
Khi d6 mo6i hang la mét dai 1 x 13 dwoc 14t doc 1ap bang céac tam dai 2 va 3. Goi f(k) la s6
cach lat dai 1 x &:

f(k):f<k_2)+f(k_3)7 f(o)zlaf(D:O?f(z):l‘

(Xét tdm phu 06 cubi cung: dai 2 hoac dai 3.)

k‘012345678910111213

f®Wl1 01 1 1 22 345 7 9 12 16

Hai hang doc lap nhau:
f(13)* = 16* = 256 céch.

Buoc 3. Cong hai truong hop (roi nhau).

N =256 + 1 = 257.

Keét qua: 257 cach lat

Ghi chi. Hai truong hop c6 giao nhau khong? C6 mot cau hinh dung toan tam
1 x 2 doc va moét cau hinh khac dung toan tdm ngang — ching khéc nhau hoan toan
(mot bén moi cot la mét tam, bén kia moi tdm nam trong mot hang). Vi bang co 2
hang va 13 c6t la s6 1é, khong c6 cach 1at nao thudc ca hai loai. Do d6 cong truc tiép
la dang.

Néu bo rang budc “song song” thi bai todn khé hon rat nhiéu va dap sé 16n hon
nhiéu 1an — chi tiét nho trong dé lai quyét dinh toan bo dd khé.

| Céu95 N

Ngudén: SG GD&DT Thai Nguyén - nam 2026.

Mot bang hinh vudng kich thudce 12 x 12 gom 144 hinh vudéng don vi, moéi hinh vudng
don vi c6 dién tich bang 1. Chon ngau nhién mot hinh chir nhat tao thanh tlr céc
hinh vuéng don vi ctia bang. X4c sudt dé hinh chir nhat chon duoc cé dién tich la
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mot s6 chan bang % véi % la phén s6 toi gian. Khi d6 gia tri ciia R = a — b bang bao
nhiéu?

PHUONG PHAP

Pém hinh chir nhat bang cach chon hai duong thang ding va hai duong
ngang; xur li “dién tich chan” bang phan bu. Dién tich = ¢-b1é <= cd hai kich
thudc déu 1é — diéu kién nay tach roi theo hai chiéu nén dém duoc doc lap.

Buéc 1. Tong so hinh chir nhat.
Bang 12 x 12 ¢6 13 duong ké doc va 13 duong ké ngang; moi hinh chit nhat tmg véi mot
cach chon 2 duong doc va 2 duong ngang:

n(Q) = C% - C% = 78 - 78 = 6084.

Budc 2. Pém hinh chir nhat cé dién tich Ié.
Dién tich 1é <= chiéu rong « 1é va chiéu dai b 1é.
S6 hinh chit nhat c¢6 chiéu rong bang a 1a 13 — a (s6 vi tri dat theo chiéu dd). Téng theo a
1é:
> (13-a)=124+10+8+6+4+2=42.
a€{1;3;5;7;9;11}
Do hai chiéu ddéc lap:
n(lé) = 42 - 42 = 1764.

Budc 3. Xac suat.

60841764 4320 120
- 6084 6084 169

(gcd(4320; 6084) = 36).

Buoc 4. Tra 1oi.
a =120, b = 169:
R=a—-b=120 — 169 = —49.

~ 2 120
K : P=—; =|—4
et qua 169 R 9

Ghi chi. Con s6 169 = 13? va 42 déu cé y nghia: 42 la téng céc s6 chan tlr 2 dén
12, tirc tong so6 vi tri dat clia cac doan cé do dai lé trén moét canh dai 12. Vi hai chiéu
hoan toan déi ximg, moi thit déu dwoc binh phwong 1én.

Pung quén dap s6 cé thé am! Dé hoi a — b chit khong phai |a — b|; R = —49.
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| Céu 96 S

Ngudén: S0 GD&DT Son La - nam 2026.

Trong mot tro choi thdm hi€m, anh Son phai vurot qua mot mé cung gém cac phong
thong nhau nhw so d6 dwdi day. Tai moéi phong, anh Son sé chon ngau nhién mét
trong céc ctra théng voi phong hién tai, véi xac suat nhw nhau, dé di ti€p. Qué trinh
di chuyén dién ra lién tuc va tro choi sé két thiic ngay khi anh buéc vao phong chira
Kho bau hoac phong c6 Bay. Biét anh Son bat dau tir Phong 1, tinh x4c suat dé€ anh
tim duwoc kho bau. Két qua lam tron dén hang phan tram.

Phong 1 Phong 2

e
N

Phong 3 Phong 4

PHUONG PHAP

Xich Markov hap thu — giai hé phuong trinh tuyén tinh cho xac suat hap
thu. Goi p; la xéc suat tim dwoc kho bau néu dang ¢ phong i. Hai phong dac biét
cho diéu kién bién pip, psy = 1 Va ppzy = 0; m6i phong thuong cho mét phuong trinh.

Budc 1. Lap phuong trinh cho moéi phong.
Néu phong i c6 k; clta dan téi cac phong ji, ..., ji, thi

1
bi = E(pjl + Dj, —|—"'+pjkz.)-
(A

Buoc 2. Diéu kién bién.

PKhobéu = 1, Ppay =0
(Tro choi dung ngay khi buéc vao hai phong nay, nén ching la cac trang thdi hdp thu.)
Buoc 3. Giai hé va lay p;.
Hé thu duoc la hé tuyén tinh véi s6 dn bang s6 phong thuong; giai bang phép thé hoac
khtr Gauss, roi doc gia tri p;.

Ghi chi. Luu y ve dir kién. So d6 cidc phong va cac ctra théng nhau chi doc duoc
tir hinh vé kém theo; phan trinh bay & trén néu day da mé hinh va quy trinh giai.
Khi 14p dwoc ma tran ké tir hinh, bai toan chi con la gidi mot hé phuwong trinh béc
nhat.

Hai phép kiém tra hiru ich: (i) moi p; phai ndm trong [0;1]; (ii) néu tir phong i moi
duwong déu dan téi Bay thi p; = 0, con néu moi duwong dan t6i Kho bau thip; = 1 —
dung céc phong “bién” nay dé ra lai hé.

| cau97 N

Nguén: So GD&BT Ca Mau - ndm 2026.
Mot truong THPT X cta tinh Ca Mau cé 8 gido vién day mon Toan gom 3 gido vién
nlt va 5 gido vién nam; mon Vat ly c6 4 gido vién nam. Ladnh dao truong chon ngau
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nhién ra mot doan kiém tra cong tdc 6n thi THPT nam 2026 gém 3 nguoi. Tinh xéc
sudt dé chon ra duoc doan kiém tra cé du 2 mon Todn va Vat ly, dong thoi phai cé
gido vién nam va gido vién nit trong doan (két qua lam tron dén hang phan tram).

PHUONG PHAP

Nhan dién rang budc an dé rut gon. Toan bo gido vién nit déu thudéc mon Toén,
nén diéu kién “c6 nit” tw déng kéo theo “cé moén Toan”. Nho d6 hai diéu kién cua
dé rat gon con hai yéu cau don gian hon nhiéu.

Budc 1. Kiém ké.

‘ Nam Nir ‘ Téng
Toan 5 3
Vat Iy 4 0
Téng | 9 3 | 12

n(Q) = C3, = 220.
Budc 2. Rut gon diéu kién.
Vi moi gido vién nir déu day Toan, “doan cé nit” dd bao dam “doan c6 mén Toan”. Vay
diéu kién cua dé twong duong:

c6 it nhat mot nit, co it nhat mot nam, co6 it nhat mot gido vién Vat ly.

Buoc 3. Phan loai theo so6 giao vién Vat ly (¢¥) va sé nir (u).
boan cé 3 nguoi; gido vién Vat ly déu la nam. Goi u = s6 nit (Toan), m = s6 nam Toan, ¢
=soVatly, véiu+m+£=3,u>1,¢>1(va “co nam” tw dong thoa vi ¢ > 1).

u m l S6 cach Gia tri
10 2 cio? 3.6=18
1 1 1  Cleicl 3.5-4=60
2 0 1 czcl 3.4=12
Téng 90
Budc 4. Xac suat. 0 9
P=—=—~~0,4091 ~ 0,41.
220 22 0,409 0,
4 \
~ 2 9
Keét qua: P = 2 ~ 0,41
. J

Ghi chi. Buoc 2 tiét kiém rat nhiéu cong stirc. Néu xtr li hai diéu kién mot cach
may moc bang bao ham - loai trir trén bon tap (“thi€u Toan”, “thiéu Ly”, “thiéu
nam”, “thi€u nit”) thi phai xét 16 s6 hang. Nhan ra rang “nit = Toan” giup gop hai

diéu kién thanh mot.

217



T6 hop xac suat trong cac dé thi tha Mai Thanh Luan | 0854070701

:

Ngudn: SG GD&PT Pa N&ng - ndm 2026.

Mot gidi ddu eSports ¢ 8 doi tuyén thi dau loai tryc ti€p, bat dau tir Tk két. Ban
T6 chitc danh s6 hat giong céc doi theo thir ty tir manh dén yéu la 1 dén 8. Viéc béc
tham chia 4 cap dau T& két dwoc thuyc hién ngau nhién. Biét rang khi thi dau, doi
c6 s6 hat giong nhd hon sé déanh bai déi c6 s6 hat giong 16n hon, tuy nhién cé hai
ngoailé: Poi s6 8 luén danh bai DP06i s6 1 va D0i so 7 luén danh bai D6i s6 2. Tinh xac
suat dé Poi hat giéng s6 3 gianh chic vo dich gidi dau, két qua lam tron dén hang
phan tram.

- J

Suy luan nguoc tir diéu kién vo dich. Doi 3 thua ca 1 1an 2, nén hai doi nay bat
budc phai bi loai trudc khi gap déi 3 — ma chi ¢ 8 ha duoc 1 va chi ¢6 7 ha duoc 2.
Rang budc nay siét chat cau tric béc tham tdi mic chi con vai kha nang.

Budc 1. Khong gian mau.
S6 céach chia 8 doi thanh 4 cap khong phan biét thir tu cap:

8! 40320

Q: =
") = 5r 51 = 1624

= 105.

Buoc 2. Diéu kién can.

Dbo6i 3 thua do6i 1 va d6i 2 néu gap. Do do:
e DOi 1 phai bi loai, ma chi d6i 8 ha dwoc dbi 1 = hai doi nay phai gap nhau.
e DOi 2 phai bi loai, ma chi d6i 7 ha dwoc dbi 2 = hai doi nay phai gap nhau.

Néu cap 1-8 khong dién ra ngay & T két thi doi 1 sé thang tran T két clla minh va tién
squ; d€ gap doi 8 & vong sau thi doi 8 cling phai thang — nhung doi 8 yéu nhat, chi ha
duoc doi 1. Vay cap 1-8 phai nam & Tw két, va tuong tw cap 2-7 ciung ¢ T két.
Buoc 3. Xét cac cap con lai.

Sau khi ghép {1;8} va {2;7}, con bén d6i 3, 4, 5, 6 chia thanh hai cap: cé 3 cach ({3;4}{5;6},
{3;5}{4;6}, {3;6}{4;5}). Trong moi truong hop, doi 3 déu thang déi tht T két cua minh
(vi 3 nho nhéat trong bén dbi nay).

Buéc 4. Kiém tra cac vong sau.

Ban két gom: doi 8, doi 7, doi 3 va doi thang cua cap con lai (la doi nho hon trong {4;5; 6}
twong Gmg). Du ghép ban két thé nao, doi 3 déu thang doi 7, doi 8 va moi doi trong {4;5;6}.
Vay doéi 3 chac chan vo dich.

Buoc 5. Tinh xac suat.

3 1
A =3 — P= > — = 00286 ~ 0.03.
n(4) 105 35 ’
Két ué-P—i~003
q . _35""7
. J

Ghi chi. Bai hoc: hai “ngoai 1&” nho trong luat lai tao ra co hoi duy nhat cho doi 3.
Néu khong c6 ngoai 1é nao thi déi 3 khéng bao gio vé dich duwoc (vi 1 va 2 ludén thang
tat ca). Pay la vi du dep cho viéc mot thay d6i nho trong gia thiét lam thay d6i hoan
toan két luan.
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| Ciu99 \

Nguén: S0 GD&PT Quang Ninh - nam 2026.
Trong mot cudc thi, c6 7 thi sinh d& dwoc xép ngodi c6 dinh quanh moét ban tron va
giam thi c6 3 ma dé khéc nhau, gia st so lwong dé thi ciia moi ma 1a nhiéu tuy y.
Hoi c6 bao nhiéu cach phat dé cho céc thi sinh, moi thi sinh 1 dé, sao cho hai thi
sinh ngo6i canh nhau thi khac ma dé?

N J

PHUONG PHAP

Té mau chu trinh — céng thuc da thic sac. Bay chd ngoi quanh ban tron tao
thanh mot chu trinh C7; “hai nguoi canh nhau khdc ma dé” chinh la bai toan to6 3
mau cac dinh cua C- sao cho hai dinh ké khac mau.

Buoc 1. Cong thuc.
Sé céch to0 k£ mau cho chu trinh C,, sao cho hai dinh ké khac mau la

P(Cp;k)=(k—1)"+(=1)"(k - 1).

Budc 2. Chitng minh nhanh bang truy héi.

Goi a,, 1a s6 cich t6. Xét day thadng 7 chd: ché dau c6 k lwa chon, méi chd sau cé k — 1 lua
chon (khéc cho lién truédc) = k(k — 1)"! cach. Trong s6 d6, cac cach ma ché dau va cho
cubi trung mau twong tng moét-mot véi cach té chu trinh C,, ;. Do dé

ap, = k(k — 1)"_1 — ap—1,

va giai truy héi nay cho dung céng thirc & Budc 1.
Buoc 3. Thayso n =17, k= 3.

P(C:3)=B-1)"+(-1)"(3-1)=2"-2=128 —2 = 126.

Két qua: 126 cach phat de

Ghi chi. Vi sao so 1é cua » lai quan trong? Véi n 1é, chu trinh khong to duoc
bang 2 mau: ki€ém tra P(C7;2) =17 — 2 = —1 < 0? — cdng thirc cho 2°... chinh xéac la
P(C7;2) =14+ (-1)"-1 = 0, dung nhuw dy doan (chu trinh 1é khong phai d6 thi hai phia).
Day la mot phép ki€ém tra rat nhanh cho céng thirc.

Chu y: dé néi “da duwoc xé€p ngdi cé dinh”, nghia la cadc ché ngoi phén biét — khéng
phai chia cho phép quay nhw cac bai ban tron & Chuong 3.

Céu 100 N

Ngudén: Chuyén Lé Khiét - Quang Ngéi - tinh/thanh phé: Quang Ngéi - nam 2026.

C6 12 qua bong gom 4 qua béng vang giong nhau va 8 qua béng xanh dwoc danh so
1,2,...,8. Nguoi ta bd ngau nhién tat ca s6 béng trén vao ba hép dung A4, B, C khéac
nhau, moi hdp cé 4 ngan danh sé 1,2, 3,4, moi ngan chira duwoc dung 1 qua béng. Goi
T la s6 cach phan bé cac qua béng vao cac ngan cua ba hop trén sao cho cé ding

ar 1A , s o= , S
mot hop chira toan cac bong mang s6 chan. Tinh gia tri o
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10203107
9000

PHUONG PHAP

Pém s6 bong “mang sé chan” truéc — con sé nay quyét dinh toan b cau
trac. Néu s6 bong chan vira ding bang sttc chita mét hop thi diéu kién “ding mot
hop toan s6 chan” tré nén rat chat va dé dém.

Budc 1. Pém cac qua béng mang sé chan.
Chi béng xanh méi duwoc déanh s6; céc sé chan trong {1;...;8} 1a 2,4,6,8:

c6 ding 4 qua béng mang s6 chan.

Bong vang khong mang sé nén khong thudc loai nay.

Buoc 2. Nhan xét then chot.

Moi hop c6 ding 4 ngan, ma chi cé 4 qua mang s6 chan. Vay mot hop “toan bong sé
chan” phai chira tron ven bén qua 2,4,6,8. Do d6 nhiéu nhat mét hop thoad man — diéu
kién “ding moét hop” tw dong duoc bao dam khi ta x€p bon qua nay vao cung mot hop.
Buéc 3. Pém.

» Chon hop chita bon qua s6 chan: 3 cach.
e Xép bon qua 2,4,6,8 vao bon ngan (danh so, nén phan biét) ctia hop dé: 4! = 24 cach.
» TAm qua con lai gobm 4 bong vang giéng nhau va 4 bong xanh 1é 1,3,5,7 (phan biét),
x€p vao 8 ngan con lai — hoan vi lap:
8! 40320

—=—2=1 ach.
1 22 680 cac

T =3-24-1680 = 120960.

Budc 4. Tra 10i.
T 120960

= 1728.
70 70 728

< ) T
Ket qua: 7 = 120960; 0= 1728

Ghi chi. Vi sao chia 4! & budc cudi? Vi bon qua bong vang giong hét nhau, viéc
hodn déi chiing gitta cdc ngan khéng tao ra cdch phan bé méi. Néu bong vang ciing
duoc danh s6 thi dap s6 sé la 3-24 - 8! = 2903040 — gap 24 lan.

Kiém tra “dang mot”: néu s6 béng chén nhiéu hon 4 thi cé thé cé hai hop cung
thoa va phai trir di; & day diéu dé khong xay ra nén phép dém don gian.

| Ciu10l \

Nguédn: Chuyén Lé Khiét - Quang Ngéi - tinh/thanh phé: Quang Ngdi - ndm 2026.

Dip cudi tuan mot nhém 27 ban gom Tam, Vy, Tué va 24 ban khac cung nhau dén
rap chiéu phim xem b phim “Mua d6”. Khi x€p tuy y nhom ban nay vao day ghé
duwoc dénh sé tir 1 dén 27, m6i ban ngdi mot ghé thi xac sudt dé€ s6 ghé cua Tam, Vy,
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a p a N £ 2 A . P .
Tué theo thw ty lap thanh cap s6 cong la et Tim P.

PHUONG PHAP

Bai toan trung khép véi Chuong 17, Cau 34 (& d6 phai tim » tir xac suat; & day n = 27
déa cho san va ta tinh nguoc lai xac suat). Ki thuit van la khir bién & gitra va phan
16p chan 1é.

Budc 1. Rut gon khéng gian mau.
Chi can quan tam bd ghé co thit tu ciia ba ban Tam, Vy, Tué:

n(Q) = A3, = 27-26 - 25.

Buoc 2. Piéu kién cap so6 cong.

Goi z, y, z la ghé ctia Tam, Vy, Tué. Theo th tw dé 1ap cdp sé cong <= z + 2z =2y, tlc y
bi xac dinh bdi (z; z) va diéu kién duy nhét la =, z cung tinh chan 1é (véi = # 2).

Budc 3. Pém cap cung tinh chan 1é.

Trong {1;...;27} ¢ 14 s6 1& va 13 s6 chan. S6 cap co thit tu:

14-13+ 1312 = 182 + 156 = 338.

7 ~2 . A 7 . 2 ~ - \ - 1 2 2 2
(Co theé viét gon: voi n le, s6 cap la % = % = 338.)

Buédc 4. Tinh xac suat.
338 338 13
©27-26-25 17550 675

P(cép so cong)

Buoc 5. Poi chiéu véi dang dé cho.
A o s ” L. P .
bé viét xac suat dudi dang ——, vay

675
P =13.

Két qua: P =

Ghi chi. Coéng thic gon cho » 1é:

(n—1)2/2 n—1

Pesm s ey = nn—1)(n—2) 2n(n-2)

24 26 26 13
Vaoin =27: = =—.

nn=2T s —1ss0 675 Y S o
Lien hé: Chuong 17, Cau 34 chinh la bai toan ngugc — cho xac suat % va yéu cau
tim n, dap s6 n = 27. Hai dé cua hai dia phwong khac nhau nhung cung mot cau hinh

toan hoc.

Cau 102 N

Ngudn: THPT Ninh Binh - Bac Liéu - Ninh Binh - tinh/thanh phd: Ninh Binh; Bac Liéu - nam 2026.
Cho 5 6 vudng a, b, ¢, d, e dwoc bd tri nhw hinh vé bén. Biét rang cé tat ca T cach
chon ra 5 s6 nguyén khac nhau tir tdp hop S = {1;2;3;...;15} dé xép vao 5 6 vudng
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a, b, ¢, d, e sao cho méi 6 vuéng nhod chi xép duoc ding mét sé va cac 6 hang ngang
duoc sap x€p theo th ty tang dan hoac gidm dan, con cac 6 hang doc thi khong
dwoc sap x€p theo thit tw tang dan va ciing khong giam dan. Hay xac dinh gié tri

d

PHUONG PHAP

Tach “chon tap” khoi “sap thir tu”. Diéu kién cta dé chi noéi vé thit tu tuong doi
gitra céac s6, khong ndi vé gié tri cu thé. Do dé véi moi tap 5 s6 duoc chon, s céch
x€p hop 1é la nhw nhau; ta chi can dém trén 5 hang 1,2,3,4,5 r6i nhan véi C7.

Buoc 1. Poc cau hinh.

Hinh gom mot hang ngang 3 6 va m6t hang doc 3 6, giao nhau tai 6 & gitta (hinh chit thap
thu gon): hang ngang la (a; b; ¢), hang doc la (d; b;¢e), v6i b la 6 chung.

Buoc 2. Dich hai diéu kién.

e Hang ngang tang hoac gidm: a < b < ¢ hodc a > b > c.

e Hang doc khéng tang va khéng gidm: khéng xay ra d < b < e va ciing khéng xay ra
d > b > e. Diéu nay twong duong: b khong phai sé & gitra cia ba so {d;b;e}, tirc b 1a s6
nhd nhat hoac 16n nhat trong ba so do.

Buéc 3. Pém trén nam hang 1,2, 3,4, 5.
Ra toan bo 5! = 120 cdch gdn nam hang vao nam 6 va kiém tra hai diéu kién:

#{cach hop 1€} = 24.
, , 24 1 .
T — == h.
(Tc dung 120 = & sO cach.)
Buwoéc 4. Nhan voi s6 cach chon tap.

T = C75 - 24 = 3003 - 24 = 72072.

Budc 5. Tra 10i.

om0,
1001 1001
Két qua: T—=72072 — —[72]
qua: £ = ’ 1001

Ghi chi. Hé s6 1001 xac nhan cach hiéu hinh vé. Ta c6 €% = 3003 = 3 - 1001, nén
T A a . N 2 3
To0l = 3-24 = 72 — mot s6 nguyen dep. Néu doc sai cau hinh (chang han hang ngang
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2 0), két qua sé khong chia hét cho 1001; day 1a mdot phép tw kiém tra rat hitu ich.
Hai diéu kién c6 phu thudéc nhau qua 6 chung b: hang ngang doi b la sé gilra cua
{a;b;c}, con hang doc lai doi b khéng la sé gitta cia {d;b;e}. Chinh sy déi 1ap nay lam
bai todn thu vi — khéng thé nhan hai xac sudt mot cach doc 1ap.
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