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1 NGUYEN HAM

I. KHAI NIEM NGUYEN HAM

Cho ham s6 f(z) xac dinh trén khodng K. Ham s6 F(x) dugc goi 1a nguyén

ham ctia ham s6 f(x) tréen K néu F'(x) = f(z) v6i moi x thuoc K.

SV wtrr e

Chting minh:
a) Ham s6 F(z) = 2* 13 mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) = 423 trén R ;

b) Ham s6 F(z) = tanx 13 mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) = tren khodng

(53

[ DZQ“L LGl

a) Ham s6 F(z) = 2* 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) = 422 tréen R vi (2*) = 423

cos? x

v6i moi x € R, nghia la F'(z) = f(z) v6i moi z € R.

b) Ham s6 F(z) = tanz 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) =

1
< > vi (tanz) = v6l moi = € (—g,z> nghia la F'(z) = f(x) v6i moi
2

cos? x
T
376( —,5

1 . .
7, trén khoang

@ (1) Chitng minh réng ham s6 F(r) = x + cosz la mot nguyén ham ciia ham s6
f(z) =1—sinz tréen R.

Cho F(r) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) tren K. Khi d6

¢ V6i mdi hiang s6 C, ham s6 F(z)+ C cling 1a mot nguyén ham ctia f(x) trén
K.

© Néu G(z) 1a mot nguyen ham clia ham s6 f(z) tréen K thi ton tai hang s6
C sao cho G(x) = F(z) + C v6i moi z € K.

& Nhu vay, moi nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K déu c6 dang F(z) + C,
v6i C 1a hang s6. Ta goi F(x) + C,C € R 1a ho tat ci cdc nguyén ham clia
f(z) trén K, ki hi¢u /f(m)dx va /f(x)dx =F(z)+C.
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1= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

I

pe
&
_|_
Q

& T dinh nghia ta c6 /f’(x)dx

L Luu Y. e Biéu thiic f(z)dx goi la vi phan ctia nguyen ham F(z) ctia f(z), ki hieu
la dF(z). Vay dF(x) = f(z)dz.

e Moi ham s6 f(z) lién tuc tren K déu c6 nguyen ham trén K. Bai toan tim nguyén
ham clia mot ham s6 ma khong chi 16 khoang K thi dugc hiéu la tim nguyén ham

trén ting khoang xac dinh ctia ham s6 do.

EVidw2)) hrrvr v

Biét /f(x)dx =23 — ¥+ C. Tim f(x).

N Hong din gidi, V6i moi C € R, ta co $3—62x+0/:fﬂ3 = f(x) = 3% — 2e%7.
J T

E @Cho/f(x)dx:sinx—l—cosx—i-C. Tinh f(r).

Il. NGUYEN HAM CUA MOT sO HAM SO SO CAP

Q/OdSU:C. @/xadx:a +C (a # —1).
©

/1dx=x+C’.

L Luu Y. Ngusi ta thuong viét / dx thay cho / 1dz.

EViaws)) xrrvrnn

Tim:
a) /x4dm. b) /igdx c) /\/de,x > 0.
T

[ Mfér/j J@%ZQL

4+1 5
4 x x
d = = — .
a) /:c T= 7 1+C’ 5+C
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

Nguyén ham cla ham sé y =

/idx:lnm—l—C.

Cho ham s6 f(z) = —,z # 0. Tim nguyén ham F(z) ctia f(z) théa man F(e) = 0.

1
lﬁ/‘lmm(jﬁfan lai.  Taco F(x /f dx—/;dx:1n|x|+0.
Mt khac, F(e) =0=1Inle|+C=0=C = —1.

Vay F(z) =In|z| — 1 v6i z # 0.

Nguyén haim ctia mét s ham sé lwong gidc

1
‘ /cosxdx—smx+0 @/ > dx =tanz + C.
cos? T

1
/s1n$d$——cosx+0 <>/ ——dr = —cotz + C.

Sin- T

Tim nguyén ham F(z) cia ham s6 f(z) = cosz thoa F(0) + F (g) =0.

[} Hwo‘% din gidi. Ta c6 F(z / f(z)dz = / coszdz = sinz + C.

TacéF(O)—l—F(g) :O:>81n0+0+81n§+020:>202—1:>C:——

1
Vay F(x) =sinz — 3"
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

’
(4) Cho G(z) 1a nguyén ham ctia ham s6 g(z) = — 12 thoa man G (g) = 0. Tinh

o (%)

Nguyén ham cla hém sé mii

‘ /xda:—e + C.

EVide)) x vt

Tim:
a) / 3dx.
[ 7&[0‘% Ji/yzkél.

3&7
a) Tacé:/?)xdx—m—f—C

b) /ezmdm:/(ez)"”dx: (2)°

In e2

/ e

b) [ e,

ST X

xX
@/axdx:li—a+0,0<a7é1.

b) /e2xdx.

o [ L.

’
Z A 1
@ Tim nguyén ham H(z) ctia ham so6 h(z) = 7%, biet H(0) = 7 + 2.

Zr ./dezc

r /sina:dx = —cosz+C

O /dx:x—irC’

’r /cosxdx =sinxz +C

& o
« — 1
/x dz a+1+C,a7é

1
lf?/ 5 der =tanz + C
cos? x

P /ldx:1n|x|+C
x

1
r / ——dr = —cotx +C
J sin“z

P /e‘”dxzew—i—C

x
< /a”dxzﬁl—a+0,0<a7é1
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

1. TINH CHAT CG BAN CUA NGUYEN HAM

Nguyén ham cua tich mét sd véi mét ham sb

£ /k:f(x)dx:k/f(a:)dx voi k € R va k # 0.

Tim:
a) /(_cozx) dz. b) /22x+1dx.

[ 7&[0/’/(;/( ‘/‘2’27””

1 1
a) /(_Cozx) dx:—z/cosxdxzzsinx—f—a

2x+1 2x 2x T 2.47 4"
b) [ 2% de= [ 22¥dz =2 | 2*de =2 [ 4"dx = +C=—+C.
In4 In2

a) / 32%dx. c) / 2oy, e) / 3(1 + cot? z)dz.
b) / S d) / =g, H /

Nguyén ham cla téng, hiéu hai ham sé

l / z)+ g(x dx—/f dx+/g(m)dx

dx—/f /g(x)dx
Tim:

2 3 1 20+ 1
’ — . C dax.
) /( vV x3> de b) /(coszx sin2x> do )/ z
@Hao//gﬁa/d/z(fmz
2 3 3x 5
3 3 _3
a =3 a:d:E—I—Z/a: sde = \/_+C
) / Va3 /
1 1 1
b) /< 32 ~ T3 )dﬂﬁ:?)/ 3 dx—/ ——dz = 3tanx +cotz + C'.
Cos“T  sin~x COS“ ¥ sin® ¢

4 sin z cos de.
2 2
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

/ dx—/(2+l>dx:/2dx+/ldx:2x+ln|x|+0.
T T

Mot may bay di chuyén ra dén duong bang va bat dau chay da dé cat canh. Gia st van

toc clia may bay khi chay da duge cho béi v(t) = 5+ 3t (m/s), véi t 1a thoi gian (tinh béng
giay) ké tit khi may bay bat dau chay da. Sau 30 giay thi may bay cat canh roi dudng
bing. Quang dudng may bay da di chuyén ké tit khi bit dau chay da dén khi roi dudng

biang 1a bao nhiéu mét?

[ Hao}(f a/(z/z giai.  Goi S(t) (0 <t <30) la quang dudng méy bay di chuyén duge sau ¢
giay ké tir lac bat dau chay da.
Ta c6 v(t) = S'(t). Do do, S(t) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 van toc v(t). Stt dung tinh

chat ctia nguyén ham ta dudc:

S(t):/v(t)dt:/(5+3t)dt:5/dt+3/tdt:5t+;t2+0

Theo gia thiét, S(0) = 0 nén C = 0 va ta duge S(t) = ;tz + 5t (m).
May bay rdi duong bang khi ¢t = 30 (giay) nén:
S = 5(30) = g -30% 4+ 5-30 = 1500 (m).
Vay quang dudng may bay da di chuyén tit khi bat dau chay da dén khi roi duong bang 1a
= 1500 m.

' Tim ho nguyén ham ctia cdc ham s6 sau:
/(2:1: — 3z + 5)dz. c) /(Qx—l)d e)/(l— 42 )dx.
T  sin“x

b) /(3x2—cosm)dx. d) /( i \%) dz.  f) /%dx.

& 2 D 2 2
' (9) Toc do tang trudng clia mot dan gau meo tai thoi diem ¢ thang ke tu khi
ngudi ta tha 100 ca thé dau tien vao mot khu ritng duge ude lugng bdi cong thite

P'(t) = 8t + 30 (con/thang), v6i P(t) 1a s6 lugng ca thé trong dan tai thoi diém
t thang tuong tng (nguon: Chris Kirkpatrick, Barbara Alldred, Crystal Chilvers,
Beverly Farahani, Kristina Farentino, Angelo Lillo, lan Macpherson, John Rodger,
Susanne Trew, Advanced Function, Nelson 2012). Dua vao toc do tang trudng da
cho, hay udc tinh s6 ca thé ctia dan gau meo nay tai thoi diem 3 thang ké tit khi

chiing dugc tha vao ring.
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

Doanh thu ban hang clia mot cong ty khi ban mot loai san phan 1a s6 tien R(z)
(trieu dong) thu duge khi = don vi san pham duge ban ra. Téc do bién dong (thay
ddi) ctia doanh thu khi # don vi san pham da duge ban 1a ham s6 Mp(z) = R'(z).
Mot cong ty cong nghé cho biét, téc do bién ddi ciia doanh thu khi ban mot loai
con chip ctia hang dugce cho béi Mg(x) = 300 — 0, 1z; & d6 z 1a s6 lugng chip da
ban. Tim doanh thu ctia cong ty khi da ban 1000 con chip.

W 521 Tér
Tréc nghiém

$> Cau 1. Cho hai ham s6 f(x), g(x) lien tuc trén R . Khing dinh nao duéi day sai?

/ ) —g(x dx_/f dx—/ z)dz.
./fx. xdx:/fxdac./ (z)dx
@/ ) + g(x dx_/f dx+/()d

kf(x)dz = k/f(x)da:,k eREH#O0.

$© Cau 2. /xzdx biang

3
@) 22+ C. ‘%+c. © % +C. ©) 323 + C.
¢S Cau 3. Cho ham s6 f(z) xac dinh tréen K va F(x) dugc goi 1a nguyén ham ctia f(z) véi

moi z € K néu

@ F(z) = f(x). F(z) = f'(z).

©) F'(z) = f(x). D) F'(z) = f'(2).
$> Cau 4. Ho nguyén ham ctia ham s6 f(z) = 322 +1 1a

3

@) =3+ C. %—l—x—i—(]. © 6z +C. D 23 +z+C.
¢ Cau 5. Ho nguyén ham ctia ham s6 f(z) = 2* + 22 1a

@%x5+éx3+0. ® 2t + 2%+ C.

© 2°+ 23+ C. D) 42® + 22+ C.

) 1
$® Cau 6. Ho nguyén ham ciia ham s6 f(x) = - la
1

@—E+C’. ® —z+C. © z+C. @;

|
+
Q
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

$> Cau 7. Ham s6 nao trong cac ham sé6 dudi day khong 1a nguyén ham ciia ham s

y = 120259
I2026 I2026 5094 .CL’2026
1. . 2025.22024, 1.
@ S T 2026 © v © 53

$> Cau 8. Trén khoang (0; +00), cho ham s6 f(z) = V#3. Ménh dé nao dudi day diang?
@ /f(x)dm:2x+0. /f(x)dngxg+0,
© /f(x)dx—%a:;—i—(?. @/f(:c)da:—:cg—l—C.

> Cau 9. Ham s6 F(x) = cotx 1a mot nguyén ham cia ham s6 duéi day tréen khoang

(3

1 1
@ folz) = ——. ® filz)=———.
sin”z sin®
© filw) = cos?x’ © fol) = =
$® Cau 10. Ho nguyén ham cua f(z) = cosx + 6z la
@) sinz + 322 + C. —sinz + 322 + C.
(© sinz + 622 + C. (D) —sinx + C.
$¢> Cau 11. Tim nguyén ham ciia ham s6 2sinz + 3z 1a
@—2cosx+;x2+0. B) 2cosx + 322 + C.
@Sian’-i-gl’-i-C. @sin?x—l—gxz—l—(j.
D 1
> Céu 12. Ho nguyén ham ctia ham s0 f(r) = — la
x
1 1
@ ——-+C. B —z+C. © z+C. D -+C
x T
¢> Cau 13. Ho nguyén ham ciia ham s6 f(x) = e 1a
41
@A) e+ C . ‘ +C. ©) ze® +C. D) Inz + C.
r+1
) 1
$® Cau 14. Ho nguyén ham cia ham s6 f(x) = - +sinz 1a
1
A) Inz —cosz + C . —P—cosijC.
(© Inl|z|+cosz + C. (D) In|z| — cosz + C.

$> Cau 15. Cho ham sb f(z) = e® + 2z. Khang dinh nao dudi day ding?
@/f(x)dx:ex+x2+0. /f(x)dm:e”hl—C’.
@/f(a:)dx:em—x2+0. @/f(x)dx:ex+2x2+0.
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3 Chuyén dé 1. Nguyén ham

¢ Cau 16. Khang dinh nao dudi day dang?

@/de:?mmwo. ./7wdx:7x+1+0.
7ac—|—1
@/7mdx——+0 @/Tcdx— 1 +C.
$> Cau 17. Ho nguyén ham clia ham s6 f(z) = 22 — 2 1a
@/f(x)dx:2x+0. ./f :——2x—i—C’
@/f(x)dx:x2—2$+0. @/fa:dx::r —2z+C.

$» Cau 18. Ho tat ci nguyén ham ctia ham s6 f(z) = 2z + 4 1a

@A) 222 + 4z + C . ®) 22 +42+C.
© 2%+ C. D) 222+ C.
$> Cau 19. Cho ham s6 f(2) = 322 4 2z. Trong cdc ham s6 sau, ham s6 nao 1a mot nguyéen

ham cua f(z) trén R?

3 2
@) Fi(z) =23 +22 -4, FQQ;:§+%
© F3(z) =2% — 22 + 1. (D) Fy(z) = 323 + 22.

¢ Cau 20. Biét F(r) 1a mot nguyen ham ctia ham s6 f(x) = e va F(0) = 0. Tinh
F(In3).

@) 2. ®) 6. © 8. D) 4.

¢ Cau 21. Tim mot nguyén ham ctia ham s6 f(r) = sinx + cosx thoa F (g) = 2.

(A) F(z) = —cosz +sinx +3 . B) F(z) = —cosx +sinz + 1.
(© F(x) = —cosz +sinz — 1. (D) F(x) = —cosx +sinz — 3.

. 3

$© Cau 22. Cho F(z) 1a mot nguyén ham ctia ham so f(z) = e* + 2z thdéa man F(0) = 7

Tinh F(1).

||
®©
=
(e

© F(0)
$> Cau 23. Ho cac nguyén ham ctia ham s6 2e* 1a

@A) 2ze® + C. B —2¢*+C . ©) 2¢° . D) 2¢* +C .
¢ Cau 24. Ho nguyén ham ctia ham s6 f(z) = sinz 1a

(A) —sinx + C. B) —cosz +C .
© cosz+C . (D) sinz + C .
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

3
4> Cau 25. Biét ham s6 f(z) = (z — 1)? ¢6 nguyén ham dang F(z) = T ba? + cx+ C v
a

a,b,c € R. Gia tri biéu thic T =a+b+c la

™ 1. ® 3. © 5. (D) 10.
$> Cau 26. Tim nguyén ham ctia ham s6 f(z) = 2 — 2 thda man F(2) = g
3 3
® Fa)=20- 2 41 ® Fla)=20— 2 4+
3 3 3 3
3 3
@F(m)zQx—g—I—?). @F(m)sz—?—i—l.

$> Cau 27. Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham 1a f/(z) = 1222 + 2, Ve € R va f(1) = 3. Biét
F(z) 14 mot nguyen ham cta f(x) thoa man F(0) = 2, khi d6 F(1) bang

@ -3. ® 1 © 2. O 7.

¢ Cau 28. Cho ham sb f(x) thoa man f'(x) =3 — 5sinz va f(0) = 10. Menh dé nao dudi

day ding?
@) f(r) =3z —5cosz+5 . f(z) =3x —5cosx + 2.
© f(z) =3z +5cosx + 15. (D) f(x) =32 +5cosx + 2.

¢ Cau 29. Biét F(z) 1a mot nguyén ham cta ham s6 f(r) = sinz va do thi ham sb6
y = F(x) di qua diém M(0;1). Tinh F <g>

@ 2. —1. © o. D) 1.
¢ Cau 30. Ham s6 F(x) duge goi 1a nguyén ham ciia ham s6 f(z) trén khodng K néu

@ f(x) (x),Vr € K. F’a:z x)VmGK.
© F'(z) = —f(z),Vr € K . (D) F(x) ), Ve e K .

¢ Cau 31. Cho ham s6 f(z) = 2% + cosz. Mot nguyen ham ctia f(x) tréen R 1a
21’

@F(m)zf—smm B) F(r) =2%In2+sinz .

©) F(x)=2% +sinx . @F@):%jtsmx.

¢S Cau 32. Tim nguyén ham /(21‘2 + 5z + 3)dz.

@Qi 5%+3x+0 — T—i—llx—i—C’
@2i %Tx—i-?)x-i-c ®4x+5+0.

¢ Cau 33. Nguyén ham ciia ham s6 f(z) = 7 1a

@%SJrC. %+c. @?H}. ©®) tz +C.
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

$® Cau 34. Tren khoang (0; +00) thi ham s6 F(z) = xInz 13 mot nguyén ham ctia ham s6

nao dudi day?

@ f(z) =z +1. ®) f(r)=xlnx+1.
© f(z)=lnz—1. D®) f(z)=2Inz .
$¢> Céu 35. Néu /f(x)dx — —cosz + C. Khing dinh nao duéi day ding?
@ f(z) = —sinz. ®) f(z) = —cosw .
© f(x) =sinz . (D) f(z) =cosw .

¢ Cau 36. Khing dinh nao dusi day ding?
/
® ([ o) = i (
/
© ([ s =-r). o (
¢ Cau 37. Nguyén ham ctia ham s6 f(z) =7
@%5+C. ”%#C. @%H}. ©) 7tz + C.
¢S Cau 38. Tim nguyén ham /(u4 + 3u)du.

4 3

@uz+§u2+c. ®) 4ud +3+C .
5 5 2
© % a0 ©L+%+o

> Cau 39. Cho ham s f(r) 1a mot nguyeén ham ctia ham s6 g(z) = 322 — 42 + 5. Tinh
f'(2).

@) 8. 9. © 10. D) 4.
$> Cau 40. Biét ring /f(ac)da: = —2¢% + 2% — 42+ C. Tinh f(1) + f'(1).

@A) —18. -9. © —12. (D) —13.
$> Cau 41. Biét rang / @dx = 42° — 32% + C. Tinh f(2).

@ 72. ® 8. © 16 . (D) 40.

¢ Cau 42. Tim nguyén ham F(z) ctia ham s6 f(r).g(z), biét F(2) = 5 va /f(x)dx =

33'2
a:—l—C,/g(x)dx: —+C.

4
562 :13’3
@F(z)zz+5. F(:L'):I—l—i%.
$2 JJS
@F(:U):Z+4. @F(m)zz—l—S
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

¢ Cau 43. Biét ring /x(mx2 +nx + p)dr = 2 — 223 + 32% + C, (m,n,p € R). Tinh gia
tri cia m +n + p.

@) 4. ® 0,7. © 2. D) 0,9.
¢ Cau 44. Cho ham s6 y = f(x) lién tuc tréen R théa man

/ [2]"(93) +x2}dx = f(z) +42® — 2+ C.

Hé s6 goc ciia tiép tuyén do thi ham sé y = f(x) tai dicm z =1 1a

@) 6. 8. © 5. D) 9.
$> Cau 45. Sau mot tran dong dat, mot ho chita nude bi ro 1i. Gid st lugng nude that

thoét ké tit khi ho bi ro ri dén thai diém ¢ (phut) 1a s(t) (1it), biét rang s'(t) = (t+1)2. Tinh

lugng nuée that thoat sau 2 gio ké tit khi hd bi ro ri.

(A) 590520 it . 1590520 it .
(©) 11590520lit . (D) 890121 lit .
$® Cau 46. Tim nguyén ham /LHd .
72 3 2?
@?+x—2ln|x]+0. g—l—?—% Injz|+C .
2 9 2
©x—;— +C. @x——21n|a:|+0.
x 2
$© Cau 47. Tim nguyén ham / jz_+93dx.
2
@gzc\/f—i-?)xth’. Z:E\/E—l—?)x—i-C.
2
@%x\/_—?)x—i—C. @533\/_—33:—1—0.
¢ Cau 48. Mot nguyén ham ciia ham s6 f(x) = sin 2z 13
Q) F(x) =2cos2z . ®B) F(xr) = —cos2x .
1 1
©F<$):§COS2£L'. @F(m):—icosmﬂ
1 <
<> Cau 49. dz ban
/(cos2 smzx) Dans
() 3tanz +cotx + C . —3tanx +cotx + C .
(©) tanz +3cotx + C . (D) 3tanz — cotx + C' .
<$® Cau 50. /—dx bang
1+c
1 1
@ﬁcotw+0. Z—lcotx—i—C.
1
©) tanz + C . ®§tanx+0.
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

Tréc nghiém ding sai. Trong méi y a), b), ), d) hoc sinh dién ding
hodc sai.

¢S Cau 1. Xét tinh dang sai cAc ménh dé sau:

Ph4t bidu D|S

(A) Néu /f(x)dx:3x2+2x+6'thi flz)=a3+22.

B) Néu F(a:)+C’:/(a:2+3x)da: thi F/(1) =4 .

£ / R r—1

(D) Néu /f(m)dx:xex—I—C'th\l flz)=(z+1)e" .

¢ Cau 2. Xét tinh dung sai cac ménh dé sau:

Ph4t bidu D|S

(A) Ham s6 F(z) = cosz 1A mot nguyen ham ctia ham s6 f(z) = sinw .

. 3 .
Ham s6 F(z) = Z]’A 12 mot nguyén ham ciia ham s6 f(z) = 322 .

(C) Ham s6 F(x) = ¢” + 3 1a mot nguyén ham ciia ham s6 f(r) = ” .

(D) Ham s6 F(z) = — 1a mot nguyen ham ctia ham s6 f(x) = cotx .

sin? z

$¢> Cau 3. Xét tinh dung sai cAc ménh dé sau:

Ph4t bidu DI|S

(A) Ham s6 F(z) = cosz 1A mot nguyen ham ctia ham s6 f(z) = sinw .

) 3 )
Ham s6 F(x) = Zm‘l 13 mot nguyén ham ciia ham s6 f(z) = 322 .

(C) Ham 86 F(x) = € + 3 1a mot nguyen ham clia ham s6 f(z) = e® .

(D) Ham $6 F(z) = ——— 14 mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) = cotx .
SIN~ r

¢S Cau 4. Cac meénh dé sau dang hay sai?

4
3de =
@_/de—4+0.

xn+1

2" dx =

Cn+1

+C (YneN).

@)
|
——

3z 4 2)dz =23+ 2%+ C .

sin x

5 +C .

sin® zdz =

6 Dite Tei - B 0889 9771 004

» Bién soan:

® ©
|
=~



7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

$® Cau 5. Biét ham s6 f(z) thoa man cac diéu kien f/(x) = 2z+3 va do thi ham s6 y = f(x)
di qua diém M (0;1). Khi do:

Ph4t bidu DI|S

(A) Ham s6 f(x) dong bién trén (—oo;00) .

Phuong trinh tiép tuyén ctia do thi ham s6 f(z) tai diem M lay =3z 41 .

(©) Gia tri f(2) = 11.

D) /f(x)dx:%x3+§x2—x+0.

> Cau 6. Cho ham s f(x) = 23 + 1.

Ph4t bidu D|S

(A) Néu F(z) 1a mot nguyen ham ctia ham s6 f(z) v F(0) =0 thi F(2) =4 .

) 1 )
Ham s0 G(x) = Zx‘l + 1 la mot nguyén ham ctia ham so f(z) .

(©) Ham s6 H(x) = 322 12 mot nguyen ham ctia ham s6 f(x) .
D) /f = —a: +2+4+C .

$> Cau 7. Cho ham s6 f(x) = 22% —3x+ 1. Goi F(z) 1a mot nguyén ham clia ham s6 f(x).

Phat biéu D|S
(A) F'(z) =223 — 30+ 1.
/f(x)dx:x;—%x?+x+0.
(C) Néu G(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) thi F(z) = G(z) .

(D) Néu F(1) =2 thi F(2) =6 .

¢ Cau 8. Cho ham s6 F(r) = 23 — 2z + 1,Vx € R 14 mot nguyén ham clia ham s6 f(x).
Xét tinh ding sai cac khing dinh sau:
)
. / flx)de =" —2* 42+ C .
~ Néu ham sb6 G( ) ciing 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) va G(—1) = 3 thi

G(ac) =F(z)—1.

(D)  Néu ham s6 H(z) ciing 1a mot nguyen ham ciia ham s6 f(z) v H(1) = —3 thi
H(z)=F(x)—3.
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(& Chuyen dé 1. Neuyén ham

¢ Cau 9. Xét tinh ding sai cac ménh dé sau:

@ _/cos:vdx:sina:+0.

/ de=Inz?+C .

/=

D)  Néu /f(x)dx:cosx—l—lnh:\ + C thi f(z) :sinaz:—i-l .
T
¢ Cau 10. Cho ham s6 y = f(x). Xét tinh dung sai cac ménh dé sau:
(A)  Néu /f(:z:)dx: l+C’thi flz)=In|z| .
x
~ Néu /f(x)dx =cos2x + C thi f(z) = —sin2z .

. 1
(€ Néu f'(z) =2% —4cosz va f(0) =3 thi f(z) = §$3+4Sinaz+3.

dx:x+ln|x|+0.

p 1
D)  Néu f/(z) =2cosx — 3sinz va f (%) = 7 thi f(z) = 2sinz + 3cosz — 2v/2 .
$> Cau 11. Mot vuon wom cay canh ban mot cay sau 6 nam trong va uodn tao dang. Toc
do tang trudng clia cay do trong sudt 6 nam duge tinh xap xi bdi cong thite A/ (t) = 1,5t +5,

trong d6 h(t) (cm) la chiéu cao clia cay sau ¢ (ndm). Cay con khi dugc trong cao 12 cm.

Ph4t bidu D|S

(A) h(t) 1a mot nguyen ham ctia ham s6 &' (t) = 1,5t + 5.

B) h(t ——t2—|—5t—|—C’V61Clam0t hing s0.

(C) Chiéu cao ciia cay do khong ddi trong 6 nim dugc trong.

(D) Chidu cao ctia cay do khi duge ban 1a 70 cm.

> Cau 12. Tai mot 1& hoi dan gian, toc do thay doi luong khach tham du duge biéu dién
bang ham sb B'(t) = 20t3 — 300¢? 4 1000t, trong d6 ¢ tinh bing gio (0 < ¢t < 15), B'(t) tinh

bang khéach/gio. Sau mot gio, 500 nguoi da c6 mat tai 1& hoi.

Ph4t bidu DI|S

(A) B(t) = 5t* — 100£3 + 500¢% + 95 v6i 0 < t < 15 .

Sau 3 git sé c6 1300 khach tham dy 18 hoi.

(C) S6 lugng khach tham dy 18 hoi 16n nhat 28 220 ngudi .

(D) Téc do thay ddi lugng khéach tham du 18 hoi 16n nhét tai thoi diém 15 gio .
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$> Cau 13. D6i v6i cac dir an xay dung, chi phi nhan cong lao dong dugc tinh theo s6
ngay cong. Goi m(t) 1a s6 lugng cong nhan duge st dung & ngay thi ¢ (ké tit khi khdi
cong dit an). Goi M(t) 1a sd ngay cong dude tinh dén hét ngay thit ¢ (ké tit khi khdi cong
dy an). Trong kinh té xay dung, ngudi ta da biét rang M’(t) = m(t). Mot cong trinh xay
dung du kién hoan thanh trong 400 ngay. S6 lugng cong nhan dudge sit dung cho bdi ham
s6 m(t) = 800 — 2t, trong d6 ¢ tinh theo ngay (0 < t < 400), m(t) tinh theo ngusi. Don gia
cho mot ngay cong lao dong 1a 400 000 dong.

(A)  M(t) 1a mot nguyen ham ctia ham s6 m(t) = 800 — 2t.

~ M(t) =800t — t2 + C v6i 0 < t < 400 va C 1a mot hing sb.

(©  S6 ngay cong duge tinh dén hét ngay thit 400 1a 160 000.

(D) Chi phi nhan cong lao dong ciia cong trinh d6 (cho dén lic hoan thanh) la
640 000 000 dong.
$> Cau 14. Cay ca chua khi trong c6 chiéu cao 5 em. Téc do tang chiéu cao clia cay ca
chua sau khi trong duge cho bdi ham s6 v(t) = —0,1t3 + 2, trong d6 ¢ tinh theo tuan, v(t)
tinh bang cm/tuan. Goi h(t) (tinh bang cm) 1a do cao clia cay ca chua ¢ tuan thi ¢ (¢t > 0).

(A) _h(t)——%+t3+5,t>o.

~ Giai doan tang trudng ctia cay ca chua d6 kéo dai trong 10 tuan .

(C)  Chiéu cao tdi da ciia cay ca chua d6 1a 83,3 (cm) (lam tron két qua dén hang
phan muoi).

@ ~ Vao thai diém cay ci chua dé phat trién nhanh nhat thi cay ca chua cao 53,4
(cm) (Iam tron két qua dén hang phan mudi).
¢ Cau 15. Mot quan thé vi khuan ban dau gdm 500 vi khuan, sau dé bat dau tang trudng.
Goi P(t) 1a 6 lugng vi khuan ctia quan thé d6 tai thoi diém ¢, trong d6 ¢ tinh theo ngay
(0 <t < 10). Toéc do tang trudng ctia quan thé vi khuan d6 cho bdi ham s6 P'(t) = kv/1,
trong d6 k 1a hing s6. Sau 1 ngay, s6 luong vi khuan ciia quan thé dé da tang lén thanh
600 vi khuan.

(A)  P(t) la mot nguyén ham ctia ham sb f(t) = kv/1.

B) _P(t):%\/t_?’—l—CvéiOgtg 10 va k, C' 1a hang so.

(©  P(t) =100V# + 500 véi 0 < t < 10.

(D) S6 luong vi khudn ctia quan thé d6 sau 7 ngay 14 3352 con.
¢ Cau 16. Trong day chuyén san xuat sita chua hién dai cia mot nha may thyc pham,

timg giot sita chua am tham chuyén minh duéi tac dong ctia hang trieu vi khuan Latic,
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3 Chuyén dé 1. Nguyén ham

nhitng “nghé nhan ti hon” kién tao vi chua thanh dac trung. Mat do vi khuan (so tricu té
bao trén mdi ml sita chua) tai thoi diém ¢ gio duge ki higu 1a N(¢). Ban dau (¢t = 0), mat
do vi khuan do duge 1a N(0) = 12 (triéu té bao/ml). Do sut thay doi vé nguon dinh duéng
(dudng lactose giam) va do pH (axit lactic tang) nén tdc do thay doi mat do vi khuan N'(t)
(don vi: triéu té bao/ml mdi gio) dugc mo hinh héa béi cong thic N'(t) = 18t — 3t v6i t
tinh bang gio, 0 <t < 7.

(A)  N'(1) =15

B  N(t)=9t2 -1

(©  So véi lic ban dau, tai thoi diém ¢ = 5 gi, mat do vi khuan da tang them 112
triéu té bao/ml.

(D)  Mat do vi khudn trong 1 ml sita chua 16n nhat la 120 (trigu té bao/ml).
¢S Cau 17. Mot cong ty A s hitu mot khu khai thac dau, bat dau khai théac tai thoi
diém ¢ = 0. Dua trén udc tinh trit lugng dau, gid st téc do khai thac du kién duge cho béi
Q'(t) = 3t2(40 — t)2, 0 <t < 40, trong d6 Q dugc do bang trieu thiing, ¢ tinh theo nam.

(A)  Q"(t) = 6L(40 — t)(40 — 2t).

~Q(t) = 24003 — 60t* + gt?

(C)  Tai thoi diém ¢ = 30 nam thi téc do khai théc 16n nhat.

(D)  Luong dau dugde khai théc trong 30 nam dau tien 1a Q(30) = 9180000 thing.
$> Cau 18. Mot quan thé vi khuan (A) c6 s6 lugng ca thé 1a P(t) sau ¢ phit quan sat duge
phat hién thay ddi vé6i toc do 1a P'(t) = ae®! 4 150e=%03 (vi khuan/phit) (a € R). Biét
rang lic bat dau quan sat, quan thé c6 200000 vi khuan va dat téc do tang trudng 14 350
vi khuan /phiit.

(A)  Gid tri ctia a = 200.

~ P(t) =2000e™* — 5000e~%93¢ + 200 000.

(©)  Sau 12 phiit s6 luong vi khuan trong quan thé 1a 206 152 con (lam tron két qua
dén hang don vi).

(D) Sau 12 phiit, mot quan thé vi khuan (B) c¢6 toc do tang trudng 1a G’ (¢) = 500e:2*
(vi khuan/phiit) bat dau canh tranh ngudn thiic an trie tiép véi quan thé (A), mot ca thé
tai quan thé (B) triet ticu mot ca thé tai quan thé (A). Sau 5 phiit canh tranh quan thé
(A) bi triét tieu hoan toan. S6 lugng vi khuan clia quan thé (B) § thoi diém bat dau canh

tranh 1a 191967 con (lam tron két qua dén hang don vi).

> Biin soan: Noé Die Tai - B 0889 971 004
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

Tu luén

& Bai 1. Trong mdi truong hop sau, ham s6 F(x) ¢6 phai 1a mot nguyen ham ctia ham s

f(z) trén khoang tuong tng khong?Vi sao?

a) F(z) =xze® va f(x) = (x+ 1)e” trén R.

b) F(x) = e va f(z) = e*57 trén R.

& Bai 2. Tim:

1
a) / —du.
2

& Bai 3. Tim:

a) / (22° 4 3)dz.

b) /(x —1)(3z + 1)dz.
c) /(5 cosx — 3sinz)dz.
& Bai 4. Tim:
x —x\2
a) /(e —e ") da.
& Bai 5. Tim:
cos® x
————dz.
a) /1—sin2x ¢
b) /4$in2 ;dx.

) /(1+3sm2§) dz.

& Bai 6.

b) 2—mdm.

a) /(Qx—i)de.

b) /x2+7x+12dx
x+3 ’

d) / (sing — cos 5)2 dz.

e) /(:c + tan? z)dz.
f) /(2 + cot? z)dz.

c) / 3%y,

i) / 2o~ 52y,

T 4T
) /3+—+dx.

517

g) /20083$+3dx.

cos? x

h) / (cos4 g — sin® g) dz.

i) /(2 tan x + cot z)2dz.

a) Tim nguyen ham F(z) ctia ham s6 f(z) = 322 — 2z thda man F (1) = 5.

b) Tim nguyén ham F(z) ctia ham s6 f(z) =

sin“ x

& Bai 7. Tim ham s f(x) biét rang:

a) fl(x) =223 —4o+1,f(1) =

b) f'(x) =5cosx —sinz, f (g

(e

1 ) -
5 thoa man F (E) =1.

0. c) f’(x):3\/5+3i,x>0,f(l):1.

):1.

Iz

) L 1
& Bai 8. Cho ham s0 f(z) xdc dinh trén khodng (0; +00). Biet rang, f'(z) = 2z + — Vi
x

moi = € (0;400) va f(1) = 1. Tinh gia tri f(4).
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3 Chuyén dé 1. Nguyén ham

& Bai 9. Cho ham s6 y = f(z) c6 do thi la (C). Xét diem M (x; f(x)) thay doi (C). Biét
rang, hé sé géc clia tiép tuyén ctia do thi (C) tai M 1a kyy = (z — 1)? va diém M trung véi

gbc toa do khi né nam trén truc tung. Tim biéu thic f(z).

P 1
& Bai 10. Tinh dao ham ctia ham s6 F(z) = In (V2?2 + 4 — z). Tu d6, tim /—dx.
(2) =In (VT - 2) —

& Bai 11. Trong mot dich ctim, téc do tang so truong hop mac bénh ctia mot thanh phd
duge u6e lugng béi N'(t) = 10-e%? (truong hop/ngay), trong dé N(t) 1a s6 trusng hop mic
bénh sau thoi gian t ngay, ké tit khi bat dau dich. Biét rang thsi diém bit dau dich c¢6 5
truong hop méic beénh.

a) Xac dinh ham s6 N(t).

b) Udc lugng s6 truong hop mic bénh ciia thanh phd sau 10 ngay dich bat dau.
& Bai 12. Ki hi¢u h(z) 1a chiéu cao clia mot cay (tinh theo mét) sau khi trong z nam.
Biét ring sau nam dau tien cay cao 2 m. Trong 10 nam tiép theo, cay phat trién véi téc do

1
h'(z) = — (m/nam).
x

a) Xac dinh chiéu cao clia cay sau # nam (1 < x < 11).

b) Sau bao nhiéu nadm cay cao 3 m?
& Bai 13. D6i v6i cac duy 4n xay dung, chi phi nhan cong lao dong dugce tinh theo s6 ngay
cong. Goi m(t) la s lugng cong nhan dude st dung & ngay thit ¢ (ké tit khi khéi cong du
an). Goi M(t) 1a s6 ngay cong duge tinh dén hét ngay thit ¢ (ké tit khi khdi cong du an).
Trong kinh té xay dung, nguoi ta da biét rang M’'(t) = m(t). Mot cong trinh xay dung
dit kién hoan thanh trong 400 ngay. S6 luong cong nhan duge st dung cho bdi ham sb
m(t) = 800 — 2t, trong do ¢ tinh theo ngay (0 < ¢ < 400),m(¢) tinh theo ngusi. Don gia cho
mot ngay cong lao dong 1a 400 000 dong. Tinh chi phi nhan cong lao dong ctia cong trinh
d6 (cho dén lac hoan thanh).
& Bai 14. Mot quan thé vi sinh vat c6 toc do tang s6 luong ca thé duge uée lugng béi

P'(t) = 150/t ( c& thé /ngay véi 0 < t < 10),

trong d6 P(t) 1a s6 lugng ca thé vi sinh vat tai thoi diém t ngay ké tit thoi diém ban dau.
Biét ring ban dau quan thé c6 1 000 cé thé.

a) Xéac dinh ham s6 P(t).

b) Uéc lugng s6 cé thé ciia quan thé sau 5 ngay ké tir thoi diém ban dau (két qua lam

tron dén hang tram).
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& Bai 15. Mot quan thé vi khuan ban dau gom 500 vi khuan, sau dé bt dau tang trudng.
Goi P(t) 1a s6 lugng vi khuan ctia quan thé dé tai thoi diém ¢, trong d6 ¢ tinh theo ngay
(0 <t < 10). Téc do tang trudng clia quan thé vi khuan d6 cho bdi ham sé P'(t) = kv/t,
trong d6 k 1a hing s6. Sau 1 ngay, sé luong vi khuan ciia quan thé dé da tang lén thanh
600 vi khuan (Nguon: R. Larson and B. Edwards, Calculus 10e, Cengage 2014). Tinh sb

lugng vi khuan ctia quan thé dé sau 7 ngay (lam tron két qua dén hang don vi).

& Bai 16. Cay ca chua khi trong c6 chiéu cao 5 cm. Toc do tang chiéu cao clia cay ca chua

sau khi trong dugc cho béi ham s6
v(t) = —0, 1% + 12,
trong d6 ¢ tinh theo tuan, v(t) tinh bang centimét/tuan. Goi h(t) (tinh bang centimét) 1a

do cao cia cay ca chua & tuan thi ¢t (Nguon: A. Bigalke et aL, Mathematik, Grundkurs
ma-1, Cornelsen 2016).
a) Viét cong thitc xac dinh ham s6 h(t)(t > 0).
b) Giai doan ting truéng ctia cay ca chua do kéo dai bao lau?
c¢) Chieu cao t6i da ctia cay ca chua d6 1a bao nhiéu centimét?
d) Vao thoi diém cay ca chua dé phat trien nhanh nhat thi cay ca chua cao bao nhiéu

centimét?
& Bai 17. Mot chiée xe dang chuyén dong véi tde do vg = 10 m/s thi tang toc véi gia tdc
khong doi a = 2m/s?. Tinh quang dudng xe dé di dude trong 3 giay ké tit khi bat dau ting
toc.
& Bai 18. Biét F(z) = e” + 22 13 mot nguyen ham ctia ham s6 f(x) trén R va ham s6 f/(z)
lien tuc tréen R. Tim /f'(x)dx.
& Bai 19. Tai mot nha méy, goi C(x) 1a tong chi phi (tinh theo triéu dong) dé san xuat x
tan san pham A trong mot thang. Khi d6, dao ham C’(x), goi 1a chi phi can bién, cho biét
toc do gia tang tong chi phi theo lugng gia tang sin pham san xuat. Gia st chi phi can
bién (tinh theo tricu dong/tan) ctia nha may wéc lugng bdi cong thiic

C’'(z) = 5 — 0,06z + 0,00072x>

v6i 0 < o < 150. Biét rang C(0) = 30 tricu dong, goi 1 chi phi ¢6 dinh. Téng chi phi khi

nha may san xuat 100 tan san pham A trong thang 1a bao nhiéu trieu dong?
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& Bai 20. Mot vien dan dugce ban thing ding len trén tit mit dat. Gid st tai thoi diém ¢ giay
(coi t = 0 1a thai diém vién dan duge ban lén), van tdc clia né duge cho béi v(t) = 160 —9, 8t

(m/s). Tim do cao clia vién dan (tinh tit mat dat):
a) Sau t =5 giay.
b) Khi n6 dat do cao 16n nhéat (lam tron két qué dén chit s6 thap phan thit nhat).

& Bai 21. Xét dao dong diéu hoa ctia mot chat diém c6 van toc tic thoi tai thoi diém ¢
la: v(t) = —0, 2w sin(nt), trong do, ¢ tinh bang giay, v(t) tinh bang m/s. Tim phuong trinh
li do x(t), biét v(¢) 1a dao ham cta z(t) va z(0) = 0,2 m.

& Bai 22. Mot chiéc coc chita nude 6 95°C duge dat trong phong c6 nhiet do 20°C. Theo
dinh luat lam mat ctia Newton, nhiét do clia nude trong coc sau t phit (xem ¢ = 0 1a thoi
diém nuée & 95°C ) 1a mot ham s6 T'(t). Toc do gidm nhiet do clia nude trong coc tai thoi
diém t phit duge xac dinh béi 77 = —;e_sto (°C/phit). Tinh nhiét do cta nude tai thoi
diém t = 30 phit.

) 2r+5 mnéur>1
& Bai 23. Cho ham so f(z) = . Gia st F(x) 1a mot nguyén ham cia

372 4+4 néuwr<l1
ham s6 f(x) trén R thoa man F(0) = 2. Tinh gia tri biéu thitc F(—1) + 2F(2).

& Bai 24. Cho ham s6 f(x) # 0 lién tuc trén doan [1;2], théa man f(1) = 3 vy

2 f'(2) = f2(2),Va € [1;2]
Tinh f(2).

& Bai 25. Mot bac thg xay bom nude vao bé chiia nude. Goi V(¢) 1a thé tich nuée bom
dugc sau t giay. Biét rang V/(t) = at® + bt, (a,b € R) va ban dau bé khong c6 nude. Sau 5
giay, thé tich nudc trong bé 13 15m?3, sau 10 giay, thi thé tich trong bé 13 110m3. Thé tich

nuée trong bé sau khi bom duge 20 giay bing bao nhiéu m3?

& Bai 26. Theo mo hinh diéu tra dan s6 vé sy tang trudng ciia dan s6 thé gidi, toc do tang
trudng ctia dan s6 thé gisi tit nam 1950 1a P'(t) = —0, 012t + 48t — 47925, v6i ¢ 1a nam theo
lich, P'(t) (trieu nguoi/nam). Theo két qua dieu tra thi dan s6 thé giéi nam 2000 1a 6144
triéu nguoi. Dya vao ham tong dan sé P(t) hay du doan tong dan s6 thé gidi nam 2030

(lam tron dén hang don vi theo don vi tri¢u nguoi).

& Bai 27. Cho r(z), k(z) 14 cdc ham s6 c6 dao ham trén R va f(z) 1a mot nguyén ham cla

ham s6 f'(z)k(z) +7r(x).k'(r) thoa man f(4) = 8,7(4).k(4) = 6 va r(3).k(3) = 10. Tinh f(3).

> Bién soan: Nod D Tei - ) 0889 971 004
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rg'(x) — g(x)

& Bai 28. Biét f(r) la mot nguyeén ham ctia ham s6 5
T

va ¢(2) = 8. Tinh gia tri ctia f(2).

théa man 3f(3) = ¢(3)—6

& Bai 29. Biét F(z) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z), tiép tuyén ciia do thi ham s
y = F(z) tai diém A(—2;4) c6 he s6 goc 1a 4 va f'(x) = 122 — 8. Tinh gia tri ctia F(2).

& Bai 30. Tim a,b,c dé F(x) = (az® + bz + ¢)v/22 — 3 1a mot nguyén ham clia ham s
202 — 30z 4 7
fz) = :

2 — 3
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2 TICH PHAN

I. DIEN TiCH HINH THANG CONG

Cho ham s6 y = f(z) lien tuc va khong am trén [a;b]. Hinh
phéng giéi han bdi dd thi ham s6 y = f(z), truc hoanh va hai

duong thang = = a, z = b dugc goi 1a hinh thang cong.

ol

Néu ham s6 y = f(x) lién tuc va khong am trén doan [a;b] thi dién tich S cta
hinh thang cong gidi han béi do thi ham sb y = f(x), truc hoanh va hai duong
thing z = a,z = b dugc tinh béi

S = F(b) — Fla),

trong d6 F(z) 1a mot nguyén ham cia f(z) trén doan [a; b].

EVawi)) xrrren

Tinh dién tich hinh thang cong gi6i han bdi do thi ham s6 v
y = f(z) = €% truc hoanh, truc tung va dudng thang = = 1
(hinh vé).

7

15) 1 z

[} Hwo% Jéﬂﬁmb Ta ¢6 ham s6 y = €* lien tuc, duong trén doan [0; 1].

Ta c6 /emda: = ¢” + C. Suy ra mot nguyén ham ctia ham s6 y = €% 1a F(z) = 7.
Do d6 dién tich hinh thang cong can tinh la: S = F(1) — F(0) = e — 1.

L

Tinh dién tich hinh phéng giéi han bdéi do thi ham Yy
s6 f(z) = 2% + 1 truc hoanh va céc dudng thing » =

—1,2 = 2 (Hinh vé).

N W = Ot

> Biin souns Nys Die [ - B 058997/ 004



7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

1. KHAI NIEM TiCH PHAN

Cho ham s6 f(x) lien tuc trén doan [a;b]. Néu F(z) 1a mot nguyén ham ctia f(x)

trén doan [a; b] thi hieu s6 F(b) — F(a) dudc goi 1a tich phan ti a dén b clia ham

b
s6 f(z), ki hieu /f(x)dx.

b
Hiéu s6 F(b) — F(a) con duge ki hieu 1a F(x)| . Nhu vay:
5 b
/f(x)dx = F(x)| =F()— F(a)|
a
a

b
Ta goi /f(:c)dm la ddu tich phan, a va b la can tich phan, a la can dudi, b la

a

can trén, f(z)dz la biéu thic dudi dau tich phan va f(z) la ham s6 dudi dau tich

phan.

L Luuy.

a) Trong trudng hop a = b hodc a > b, ta quy uée

/af(a;)dg;:o va /bf(x)dx:—/af(x)da:.

b

n 8

b) Tich phéan chi phu thudc vao ham s6 f va cédc can ma khong phu thude vao

|
\
~
=~
~—
oW
~

b
bién s6 z hay t, nghia la /f(x)dx

¢) Y nghia hinh hoc ciia tich phan:

Néu ham s6 y = f(x) lien tuc va khong am trén doan

b
[a; 0] thi / f(z)dz la dién tich S cta hinh thang

1

HORE

HRAE
a

cong gidi han béi do thi ham s6 y = f(x), truchoanh ;7

b
va hai dudng thdng = a,z = b. Vay S = /f(a:)dx.
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Tinh cac tich phan sau:

In2

2
a) /etdt. c) /Qxdx.
1

b) [ costdt.

O\ (e}
ol

[ Hav/’fgﬁ (/{f}zjmt

In2

a) /etdt =é

b)

2 2
2$
2%dx = —
c) / dz 05
1 1

In2
In2 60 -1

0

1
costdt = Sint’6 = sinZ —sin0 = —.
0 6 2

O\ e
[SNE]

922 2l 2

"2 2 2

St dung ¥ nghia hinh hoc, tinh tich phan / 1 — 22dz.

-1

[} den(/() a/(fi)z(yi(ézl Ta ¢6 y = V1 — 22 la phuong
trinh nita phia trén truc hoanh ctia duong tron tam

2 N y=V1—ua?
tai goc toa do O va ban kinh 1. Do do, tich phan can /\

tinh la dién tich mia phia trén truc hoanh ctia hinh 9 1 O 1 2
1

tron tuong ting. Vay / 1—a2dr = g

wld

3 F 3
1 [ d
a) /e%dx. b) /de c) /sinxdx. d)/ f :
/ J / sin® x

o3

(<

2
@ St dung ¥ nghia hinh hoc, tinh tich phan / V4 — z2dzx.
-2
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L Luuy.
a) Néu ham s6 y = f(z) c6 dao ham f/(z) va f'(x) lien tuc trén [a;b] thi

b
£(6) — fla) = / f(@)dz.

b) Ta da biét ring, dao ham clia quang dudng di chuyén clia vat theo thoi gian
bing téc do clia chuyén dong tai méi thai diem v(t) = §'(t). Do d6, néu biét
téc do v(t) tai moi thoi diém ¢ € [a;b] thi tinh duge quang dudng di chuyén

trong khoadng thoi gian tit @ dén b theo cong thiic

b

1
— /f(:v)dx dudc

a

@ Nhan xét: Cho ham s6 f(z) lien tuc trén doan [a;b]. Khi d6

goi 1a gia tri trung binh ctia ham s6 f(z) trén doan [a; b].
1. TINH CHAT CUA TiCH PHAN

Tinh chét 1

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén [a;b], k 14 s6 thuc. khi do:

/b kf(z)dw = k /b f(z)da.

Tinh cac tich phan sau:

1 7 —1_3 2 oot 4
a) /4&0 dz. b) m—xdm. c) / 5 dz. d) /Sﬁdx.
1 -2 0 1
[} Hwo/‘% J[lejldb
1
1 1
a) /4x7d1‘ = —xg‘ =-18—-2(-1)®¥=0
-1 2
el
-3 3 - 3 3
S T ‘ — 2 (n|—1—-In|—2)) = = In2.
b) | 109 = gl = g (Il =1 = Inf=2) = 75n
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2 2

SR 1, 1 5%12 1 (5 5 12
C>/ 2 dx—/ro“x—ro-mo—ﬁ(ﬁ—ﬁ = 55

0 0

4 4

1 2 3|4 3

d) [ 3vadz =3 x2:3§x21:2-(42—1):14.

1 1
Tinh chét 2

Cho ham s6 y = f(z),y = g(=) lien tuc trén doan [a;b]. Khi do:
b b b

. / [f() + g(z)]do = / F@)de + / o(z)dz

. /[f(l‘)—g(x)]dCEZ/f(fv)dx—/bg(x)dx

Tinh cac tich phan sau:

2
/a:
1

J / 1-|-281n — dz.
0

1

c) K = /1(93 —2)%dz + /(41: — 2?)du.

-2 -2

(e Hao//czi a/afzzéfzkié.

2 2
1 1 1 12 1 1
a)]z/(;—ﬁ)dx—/ /—2 x—ln|x|‘ E‘lzln2—|—§—1:1n2—§.
1

1

™ T ™ 7T

b) J:/(1+1—cosx)dx:/(2—cosx)dx:/2dx—/cosxdx:2x|g—sinx‘g=27r.
0

0 0

I
—

0
) 1
c) K:/[(x—2)2+4x—x2}dx (x2—4x+4+43:—x2)dx:/4dx:4x|1_2:
) 2

—2

Gia st nhiet do (tinh bing °C) tai thoi diém ¢ gio trong khodng thai gian tit 6 gid sang
dén 12 gio trua 6 mot dia phuong vao mot ngay ndo dé dude mo hinh héa bdi ham s6
T(t) =20+1,5(t—6),6 <t < 12. Tim nhiét do trung binh vao ngay dé trong khoang thoi

gian tit 6 gio sang dén 12 gio trua.
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() Ha’o‘g (/d,i/“m Nhiét do trung binh vao ngay doé la:

12 12

1 1
—— [ [204+1,5(t —6)|dt == [ (1,5¢+11)dt
g o Lo =g st
6 6
1/3, 12
= | -t*+11¢ ’ =24,5°C
6(4 * )6

Vay nhiét do trung binh ngay dé trong thoi gian tit 6 gio sang dén 12 gio trua 1a 24,5°C.

Tai mot nha may san xuat mot loai phan boén, goi P(x) 1a lgi nhuan (tinh theo trieu dong)

thu dugc tit viec ban x tan sin pham trong mot tuan. Khi d6, dao ham P’'(z), goi 1a 1gi
nhuan can bién, cho biét téc do tang loi nhuan theo luong san phan ban duge. Gia sit
lgi nhuan can bién (tinh theo triéu dong trén tan) ctia nha may duge uée lugng bdi cong
thic P/(x) = 16 — 0,02z v6i 0 < o < 100. Tinh 1gi nhuan nha may thu duge khi ban 90
tan san pham trong tuan. Biét ring nha may 16 25 tricu dong néu khong ban duge lugng

san pham nao trong tuan.

[ HLIO/‘% [/zz/z(fz(zz. Ta co:

90 90 90
P(90) — P(0) :/(16 —0,022)dx = / 16dz — /O,OQ:I;d:L'
0 0 0

=16z, — 0,01z%|) = 1440 — 81 = 1350.
Ma P(0) = —25 suy ra P(90) = 1319 + P(0) = 1359 — 25 = 1334.
i Cach khac: Loi nhuan nha may thu duge khi ban z sdn pham trong tuan la:
P(z) = /(16 —0,02z) dz = 162 — 0,012% + C
Vi P(0) = —251én 16-0—0,01-02+C = —25 = C' = —25. Do d6 P(x) = —0,0122 + 162 — 25.

Lgi nhuan nha may thu dugc khi ban 90 tan san pham trong tuan la:

P(90) = —0,01 - 90% + 16 - 90 — 25 = 1334 tricu dong.

Sau khi xuat phat, 6 to di chuyén vé6i téc do v(t) = 2t — 0,032 (0 < t < 10), trong d6 v(t)

tinh theo m/s, thdi gian ¢ tinh theo giay v6i ¢ = 0 1a thai diém xe xuat phat.

a) Tinh quang duong xe di dugc sau 5 gidy, sau 10 giay.

b) Tinh téc do trung binh ctia xe trong khoang thoi gian t = 0 dén t = 10.
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

[ Hmféy (/{Slz(jzféz'.

a) Quang dudng xe di duge sau 5 giay la:

5 5
s(t) = /v(t) dt = / (2t — 0,0312) dt = (2 — 0,01£%) ‘z —23.75m.
0 0
Quang duong xe di duge sau 10 giay la:
10 10
s(t) = /v(t) dt = / (2t — 0,03t%) dt = (t* — 0,01¢%) ‘(1)0 = 90m.
0 0

b) Téc do trung binh clia xe trong khodng thoi gian t = 0 dén ¢ = 10 la:

10 10
b 1 0022 dr — L (2 0013 ’10
v(t) dt (2t —0,03t%) dt = o (t* —0,01¢%) .

=1 =9m/s.

»

Ning luong gi6 trén dat lien 13 mot trong nhitng cong nghé ning luong tai tao
dang dugc phat trién ¢ quy mo toan cau. Nang luong gié khong truc tiép phat thai
khi nha kinh, khong thai ra moi truong cac chat 6 nhiém khéc, ciing nhu khong
tieu thy nudc dé lam mat cho cac nhid may. Cac turbine gié thudng c6 ba canh
quay trén mot truc ngang, lay dong nang tit qué trinh di chuyén dong khong khi
(gi6) dé chuyén ddi thanh dién niang thong qua mot may phéat dien duge két ndi
véi ludi dien. Hinh thang cong (t6 mau vang) trong hinh bén mo t4 mot phan mat

cit ding ctia canh turbine, dugc giéi han béi cac duong thing = = 2, z = 25, truc

Ox va do thi ham s6 y = f(z) = —%(1‘3 — 3322 + 1202 — 400).
y(m)
[ y=ff ‘
m
0,355 4--- | S
2 5 10 15 20 25 a(m)

Hay tinh dién tich hinh thang cong dé6.
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C (6) Biét rang do thi ham s6 y = f(z) di qua diém (0;2) va tiép tuyén ctia do thi

nay tai mdi diem (z; f(x)) c6 hé s6 goc 1a 22 — 3. Tim f(4).

Tinh chét 3

Cho ham s6 y = f(z),y = g(z) lien tuc trén doan [a;b],c € (a;b). Khi do,

/f dm—/f dx+/()d

Tinh cac tich phan sau:

1 2
2
a)f:/4x— /433 —5)d C)K=/|$2—w}dw-
) 0
s
/‘x—l‘dx d) H:/|cos:v|da:.
0

o HMU/’Z? J(’E)z(izfézl

1

1 1
a) I = [ (423 —5)dz + /(4x3 —5)dz = /(4x3 —5)dz = (a* — 5:10)‘_1 = —10.
1 1

—

-1

b) Tacox—1=0 < = 1. Bang xét dau ctia x — 1 tren [0;3].

T ‘ 0 1 3
x—l‘ B 0 *
Suy ra
3
/|a:—1]da:+/]:c—1|dx—/1—xda:+/x—1
1
72 35
—(x‘ﬂ o+(7‘9‘f)\1—5
x=0
c) Dat f(z) =2 —2. Xét 22 —2 =0 &
r=1
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Ta c¢6 bang xét dau f(z) trén [0;2] nhu sau:

. ‘ 0 1 2
— 0 +
f(z) ‘
Do dé6
2
K= )xQ—x‘dqu/‘a:Q—x’da:

(2
3
T T
d) Trén {0; 2] ta c6 cosz > 0 va trén bm] ta co6 cosz < 0. Do do:
K:/ cosx’d:v—i—/
0

us
s

= /cos zdx — /cosxd:z;

cos x‘dx

I

0 3
=cosz E—cosxj =1-(-1)=2.
. 2 khiz <1 /

Cho ham so y = f(z) = . Biet f(z) lién tuc trén R. Tinh /f(x)dx

20 —1 khiz>1 0
[ Hao/g c/[z‘?)zyiéz} Ta co

3 3
/f(ac)da: = [ f(z)dz + / f(z)dx
0 1

31 3
_r 2 _
=3 +(:1: :c)

0 1

1 19

3jL 3
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Cho cac ham s6 f(x), g(z) lién tuc trén doan [1;3] va

2 3 3
/f(a:)dx:%, /f(a:)dx:;, /g(w)dx:—l
1 2 1
Tinh:

3 3
a) / 2f(2) + 9(a)] de | b) / 5f(z)
1 1

o Hao/g c&fnyié&

a) Ta co:
/ / / 1 3
/f(x)dQU:/f(x)da:—l-/f =3 5:2
1 1 9
3
2f(2) +g(x)]de =2 [ flz)de+ [ g(r)dr=2-2+(-1) =3.
-
b)

3

3
3
/[5f( )—4]dx—5/f dx—1/4dx—5 2 493‘ —10-8=2.

Biét ring toc do v (km/phit) clia mot ca no cao toc thay doi theo thoi gian ¢ (phit)
(

0, 5t, 0<t<2

nhu sau: v(t) = 1 1, 2 <t <15 . Tinh quang dudng ca no6 di chuyén dugc trong

4—-0,2t, 15<t<20
\
khoang thai gian tit 0 dén 20 phit.

[ Hwo‘g f/a!‘}z(fz'(éz; Quang dudng ca no di chuyén dudge trong khoang thoi gian tit 0 dén
20 phat la:

20 2 15 20
/v(t)dt:/O,Stdt+/1dt+/(4—0,2t)dt
0 0 2 15

2 15 2
:O,25t2‘ —l—t‘ +(4t—0,1t2)’ 0
0 2 15

—1+15—2+440— 37,5 = 16,5.

Vay quang duong ca no di chuyén trong khoang thoi gian tit 0 dén 20 phit 1a 16,5 km.
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>
Tinh cac tich phan sau:
o 3 2
a) /\sinx\dx : b) /|a:—2]d:v. c) /]1—:E2|d:v.
0 2 -3

5
a) Cho ham s6 f(x) lien tuc tréen doan [—1;5] va /[2:(; — 3f(x)]dz = 12. Tinh
-1

3 +2 khiz> -1

b) Biét ham s6 f(x) = lien tuc trén R. Tinh /f(x) dz.

20 +3 khirx < -1 9
(<,
©O)

Hinh ben la do thi van toc v(t) o (m/s)

1

clia mot vat (¢t = 0 1a thoi diém 3

vat bt dau chuyén dong).
a) Viét cong thitc ciia ham s6

v(t) v6i v(t) € [0;6].

b) Tinh quang dudng vat di 0 9
chuyén dudc trong 6 giay
dau tien.

B 521 Tér

Tréc nghiém

¢S Cau 1. Cho ham s6 f (z) lién tuc tréen R. Biét ham s6 F (z) & mot nguyeén ham clia

3
f(x) tréen R va F'(3) =5, F'(1) = 1. Tich phan /f (r) dr bang
1

@A) —4. 5. © 6. D) 4.

3 3
¢ Céu 2. Biét/ f(x)dx = 3. Gia tri cﬁa/ 2f(r)dz bang
1 1
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@) 5. ® 9. © 6. D) 4.

¢ Cau 3. Tich phan /ar:3 dz bang
9

) _% ®) 117. ©) 17. ) —125.

¢S Cau 4. Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén doan [a' b], ¢ € (a;b). Ménh dé nao sai?

® /bkdx:k(a—b),VkeR. ® /f /f(x)dx.

@/bf(x)dxz/bf(t)dt- @/f d:r—/f dx+/ () da.
2

$® Cau 5. Tich phan / z? — 33: dx bang
0

) 1—??. B _—10 © g D) 12.
2018
¢S Cau 6. Tich phan / 2% do bang
0
® 2 92018 _ 1. © 22018' ®) 208
In2 In2
¢ Cau 7. Cho ham sb6 f(z) c6 dao ham trén doan [1;2], f(1) = 1 va f(2) = 2. Khi d6
2
:/f'(:v) dz bang
1
@A) I=-1. ® I=1. @1:;. D) I =3.

¢ Cau 8. Cho ham s6 f(z) lien tuc trén [a;b], F(z) 1a mot nguyén ham cta f(x) trén [a; b].

Meénh dé nao dang?

b
® / F(@)dz = F(b) - Fla). [ e = Feyra)
© / fla b) + Fla) . ® [ fa)ds=Fla) - Flb).

0
¢S Cau 9. Tinh [ = /(2x+3)2daz.
-1

@1_? I:? @I:—? @I:?
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3 3
¢S Cau 10. Biét/f(x)dlevé,/g( Jdx = 4. Khi do/
2 2 2
@) 5. ® 3. © -3.
¢ Cau 11. Tim a biét / Pdr =
0
@) a=2. B a=1. © a=3.

2 1
¢ Cau 12. Néu /f(x)dx =2 thi /f )dz bing
1 2

@) 2. ® 0. © -2.

4 4
¢ Cau 13. Cho /f(x)d:v =1va /f )dx = 3. Gia tri cia /f
1 2

1
@) 2. 4, © —2.
3
¢ Cau 14. Cho I = / |2:v — 4‘dm. Chon khing dinh diing.
—1

2

@1—/23:— /3295—

2

I:—/(Qx—4)dx+/(2x—4)dx.

-1
2

©I=- /23:— /3233—

2

@I:/2x—4)dx+/(2x—4)dx.

-1 2

dx bang

D) 4 .

D) 4.

)dz bang

D) —4 .

2 2
¢S Cau 15. Biét /f Jdox = 4. Gia tri [ —/ 33: —2f(x d:v bang
0 0

@) I=-2. ® [=12. © I=14.

D I=22.

$¢> Cau 16. Cho ham s6 f(r) théa man dieu kien f(1) = 12, f/(x) lien tuc trén R va

4
/f'(x)dx = 17. Khi d6 f(4) bang
1

@ 5. ®) 29. © 19.

D 9.
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¢ Cau 17. Cho hai ham s6 y = f(x),y = g(z) lién tuc trén [a;b] va s6 thuc k tuy §. Trong

cac khang dinh sau, khang dinh nao sai?

@ /bf(w)'g(l’)dfv:/bf(fv)dx/bg(fv)dx

/bkf(x)dm = k/bf(x)dx
b

@/ )~ g(a da;_/f dx_/
@/ z) + g(x dx_/bf dx+/b

$® Cau 18. Blet/f )dx = 3, tich phan]—/[?f( )—1]dx bang
—2

@) -9 . ® 3. © 5. D) 3.

1
¢ Cau 19. Biét /f($)dx = 2,/g(m)dx = 5. Khi d6 J = [f(x) - 2g(x)}dx bang
0

o _

@A) -8. ® -3. © 1. D) 12.

¢S Cau 20. Cho ham s6 f(x) lien tuc va ¢6 dao ham trén [2;3] dong thoi thoa méan

3
f(2) =2, f(3) = 5, khi d6 tich phan I = /f’ )dz béng
2

@) 3. ® -3. © 10. D 7.
$© Cau 21. Tich phan]:/ 5— bing
sin“ x
@ 1. ® 2. © 3. D) 4 .

¢S Céu 22. Tich phan / |2 — 2| dz bang

@%. ®) 0. © 1. D)

DO | W

11

17
@1_5. ®1_7.

2 2
¢ Cau 23. Biét /f(x)dx = 2,/g(az)dx =—1. Tinh I = / [z +2f(x) — 3g(x)]dx.
1 —1
5 7
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

8 10
> Cau 24. Neu/ 17,/f dz = 8, khi d6 /f(:c)d:c bang
0 0

@A) 5. ®) 9. © -5 . D) 15 .

¢S Cau 25. Biét F(x) 1a mot nguyen ham ciia ham s6 f(x) trén [a;b] va 2F (a) — 1 = 2F(b)
b

Tinh I = /f(x)dx

A I=1. ® I=-1. © I1=0,5. D) I =-0,5
¢S Cau 26. Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén [1;2], f(1) = —1 va f(2) = 3. Tinh tich
2
phan / 22 + f'(z)] d=
1
A I=5. ® I =4. @I:12—1 D I=7
2 2
. 1 N
¢S Cau 27. Néu /f )dz =4 thi / bf(m)—l—Z] dz bang
0 0
@) 6 . 8. © 4. D 2.
¢S Cau 28. Tich phan /33” dr bang
4b_4a 3b_3a
@ 4 In3
© 3¢ — 3b 3b+17_ ga+1
n3 r+1
¢S Cau 29. Tich phan /sinxdm bang
singﬁ—sin%. sin%—sin%r.
@cosE—cos?. @(3057—0055.
b
1
$® Cau 30. Tich phan / 5— dx, véi a,b € ( ) bang
sin” z
(A) tana — tanb . B) cotb — cota.
tano — tana . cota — coto .
© tanb ® b
. 2
¢S Cau 31. Tim so thuc m sao cho [ / r* =2z +5)d 33 )
1
m=3. m = 4. m=>5. m
®
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

2

¢ Cau 32. Tich phan /e3x1da: bang
1

Lis_ o Ls o

®§<6_6>‘ 56—6.

©) e —e?.

$> Cau 33. Mot chat diém chuyén dong véi téc do thay doi theo thoi gian t 1a v = f(t)

(m/s). Goi F(t) va g(t) lan lugt 1a nguyen ham va dao ham cta f(t). Quang duong vat di

dugc tit thoi diém ¢ = a (s) dén t = b (s) bang

g(a) —g(b).

@A) F(a) — F(b) .
© g(b) —g(a) . © F(b) - F(a) .
¢ Cau 34. Dién tich hinh thang cong dugc t6 dam trong Ya
hinh vé bén bang
® % - . ©3. O
y=a24+1
0 1 22
$® Cau 35. Dién tich hinh thang cong duge t6 dam trong hinh y
vé bén bang
@ 2. ® 8. (© In3. D) In2 . 1
@)
¢ Cau 36. Cho ntra duong tron ban kinh bang 2 (xem hinh g

vé). Dién tich phan t6 dam dugc tinh bang cong thiic

2 2
@/ 4—22dx . / 2 —z2dz.
0 0 -2 O 2 T

@/Qﬂdx. @/Qde.

¢S Cau 37. Cho ham s6 y = f(x) c6 do thi la mot parabol nhu
3

y
hinh bén. Tinh/(:v—l)f(x)dfc 0O \ 2 /
/ N /3 @

® 3 2 e -
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

Tréc nghiém ding sai. Trong méi y a), b), ), d) hoc sinh dién ding
hodc sai.

¢ Cau 1. Cho hai ham s6 y = f(z),y = g(x) lién tuc trén R va cac s6 thuc a, b, ¢ (a < b < ¢).

@/bf(:r) /f

B /3f dm—x/f()dx.

/f d:c+/f d:c—/f

b b
(D) Cho biét / [f(z)+4g(z)] dz = 14 va/ [2f(z) —3g(z)] dz = 6 khi d6 / [f(z)+

g(z)] dz =38.

$> Cau 2. Cho ham s6 f(z) = ar® +bxr +1 (a,b € R) thoa man /f(x)dx = 4 va

4
l/ f(w)de =

Phat biéu b|S Ph4t bidu D|S

f(z)de = —-14 . ©a+b=6.

®

@/3f<x>dw=
0

n)
B)

flz)dz =18 .

S —

> Cau 3. Cac phép bién doi tich phan dudi day ding hay sai?

2 2
4 4

. ; x 24 1 15
A de=2] =2 _-_2
& /x Ty 4 4 4

1 1

2025 RE 2025 32025 30 32025
B Fdr="| = A .
® __ / T m3 2025 In3

0 0
© /cosmdx = —(sinz)|] =-— [sm (%) — sin g] =2

3

/ = —/ (cot x)
3sin? 33 sin? :1:
y
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

> Cau 4. Cac phép bién doi tich phan dudi day ding hay sai?

4 4
) x 22 1 15
@ [fe=T =F-1=7
1
208 25 2025 0 2025
X
B g dpo S| -3 _ 3 37
= In3 In3 2025 In3
0
(© /cosxda: = —(sinz)| =-— [sin (%ﬂ) — sin g] =2.
-5

s
2

_2( t7T tw>_2
—3(:02 004_ .

sin“

—2 —2 1 2
D) / 5 dx:?/ 5 dx:—g(cot:c)
T

ENE]

. 2?2 —3r+m khizx<1
$® Cau 5. Cho ham so f(z) = (m,n € R) lién tuc trén R va

-2z +n khiz>1

2
thoa man /f(x) dr = 0. Cac ménh deé sau day ding hay sai?
1

Phat biéu D|S Ph4t bidu D[S
An=3 © f(-1)=7
2
) _
B)m=1 @/f(x)dx:%.
0
¢ Cau 6. Cho ham s6 y = f(z) ¢6 bang bién thien nhu hinh vé.
T |—o0 1 2 4 “+00
f(x) -0 4+ 0 - 0 +
0 f(4)
f(z) / \ e \
1
— — 00
Phat biéu b|S Ph4t bidu D|S
2 2
@ / f(a)de =1 © / fl@)de = (1) - £(2)
1 1
4 4
B) /[3 + f(x)]de = f(4) + 3 (D) Néu / f'(r)dz =5thi f(4) =3
1 1
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

Tu luén

4
& Bai 1. Biét F(z) = /= 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z). Tinh / 2+ f(z)] da.
1

10
& Bai 2. Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén doan [0;10] va théa man /f(a:) de =7 va
0

6 2 10
f(z)de =3. Tinh P = [ f(z)dz+ [ f(z)dz.
/ [ro]

2 3
& Bai 3. Cho cdc ham s6 f(x), g(x) lién tuc trén [—1; 3] thoa man / f(x)dz = 2, /f(a:) dz =
-1

~1
2
6 va /g(x) dz = —1. Tinh:
—1 2
K= /f(:z:) dz; b) I = / [z +2f(z) — 3g(x)] dz.
2 -1
& Bai 4. Tinh dién tich hinh thang cong gidi han bdi:
a) DO thi ham s6 y = 22, truc hoanh va hai dudng thang » = 0, z = 2.

N . 1 Coa 2
b) Do thi ham s6 y = —, truc hoanh va hai duong thang x =1, z = 3.
T

AN

O 2 xr

& Bai 5. Tinh céc tich phan sau:

/ 5 1%— x xr X, 2 xr L i x
a) 0/(3x—2)(3x+2)dx, c) _/1( N(z®+2z+4)dz;  e) 1/(\/_+\/§) dz;
2 2 4
b) 1/152(5152—2)dt; d) /#dx; f) 1/55_;12 dz.
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

& Bai 6. Tinh cac tich phan sau:

™

a) /(2cosa:+1) dz;

)
sin“ x

—— dux;

1+ cosx g)

=
O\w\ﬁ

b)

c)

costz
1 LY ' .
o2z snZz) &P f) (1 + cot ) sin z dz; i)

& Bai 7. Tinh céc tich phan sau:

g
0
i
(3cosx + 2sinx) dx; /QCOS r—3 h) /taandm;
0 0
/g
g

Uﬁ\ﬂ\ O\ o
NP N
o\

e ¥ dux; f)

& Bai 8. Tinh cac tich phan sau:

1 4
a) /\2x+2ldxs c) /\x2—4|dx; ) /Iex—lld:c;
9 :
4 2
b) /\5—3x|dx; d) /|x2+x—2|dx; f) /|sinx|dx.
1 -1

& Bai 9. Tinh dao ham ctia ham s6 F(x) = 4z + 1. Tt d6, tinh tich phan

o\H
I
K| —
j”
—_

) 2?2 khiz <1
& Bai 10. Cho ham so f(z) = ] :
— khiz>1
x

a) Chig t6 rdng ham s6 f(z) lién tuc trén R.
2

b) Tinh / f(z)dz.

—1

L&

) —1
& Bai 11. Cho ham s6 f(x) ¢6 dao ham f/(x) = Y~—— x > 0. Tinh gia tri ctia f(4)— f(1).
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

. . 2> +ar+1 khiz>?2 :
& Bai 12. Biet ham s0 f(z) = lién tuc trén R. Tinh /f(x)da:.
0

202 —x+1 khiz <2

3
& Bai 13. Cho ham s6 y = f(x) lién tuc tréen R théa man / [x2f'(x) + 2z f(z)] do = 18.

0
Tinh f(3).

& Hudng dan: Ham dudi dau tich phan c¢6 dang (uv)’.
1
& Bai 14. Cho ham s6 y = f(z) liéen tuc tren R thoa man f(z) = = + /:cf(:c) dz. Tinh
0
f(2).
1
& Hudng dan: Dat /xf(x) dr = a v6i a € R. Suy ra f(z) =z +a.

0
2
+ 3
v dx
T

4
& Bai 15. Biét / = % +cIn2, véi (a,b,c € Z). Tinh a + b — 2c.

1
& Bai 16. Mzt cit ngang clia mot éng dan khi néng 13
hinh vanh khuyén nhu hinh bén. Khi bén trong 6ng dudc
duy tri ¢ 150°C. Biét rang nhiét do 7' (°C) tai diém A trén
thanh 6ng la ham s6 ctia khoang cach z (cm) tit A dén
tam ctia mat cat va T'(z) = —3; (6 <z < 8). (Nguon:
Y.A.Cengel, A.I.Gahjar, Heat and Mass Transfer, McGraw
Hill, 2015) . Tim nhiét do m&t ngoai ctia éng.

& Bai 17. Mot vat dang ¢ nhiét do 100°C thi duge diat vao moi truong cé nhiét do 30°C.
Ké tit d6, nhiet do ctia vat gidm dan theo téc do
T'(t) = —140e~2*  (°C/phit),
trong d6 T(t) 1a nhiét do tinh theo °C tai thoi diém ¢ phut ké tit khi dugce dat vao moi
truong. Xac dinh nhiét do cla vat ¢ thoi diem 3 phat ké tit khi duge dit vao méi truong
(két qué lam tron dén hang phan mudi cia °C).
& Bai 18. Gia sit Igi nhuan bién (tinh bang triéu dong) clia mot san pham duge mo hinh
hoa béi P'(x) = —0,0005x + 12,2. Trong d6 P(z) 1a lgi nhuan (trieu dong) khi ban duge x
don vi san pham. Sy thay doi ctia lgi nhuan khi doanh s6 tang tit 100 lén 101 san pham 1a

bao nhiéu trieu dong?
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

& Bai 19. Tim chi phi trung binh trén mdi don vi san pham trong khoang thdi gian hai
nam néu chi phi cho mdi don vi duge tinh béi c(t) = 0,005¢% + 0,02t + 12,5 (0 < t < 24),

trong do t tinh theo thang.

& Bai 20. Gia st tong chi phi mua va bao tri mot thiét bi trong 2 nam c6 thé duge mo
hinh héa béi cong thic
x
1
C = 5000 25+3/t‘_1dt

0
Tinh tong chi phi sau:

a) 1 nam; b) 5 nam; c¢) 10 nam.
& Bai 21. O 45°C, phan ting hoa hoc phan huy NoOs xay ra theo phuong trinh héa hoc
1 N 2
N2O5 — 2NO9 + 502 v6i nong do c(t) (mol/L) ctia NoOs (c(t) > 0) tai thoi diem ¢ giay
(t > 0) thod man ¢/(t) = —0,0005¢(¢) (nguon: James Stewart, Calculus, Cengage Learning).
Biét khi t = 0, nong do ban dau ctia NoOj5 1a 0,05 mol/L.
a) Xét ham s6 y(t) = Inc(t) v6i t > 0. Tinh ¢/(¢), tu d6 tim y(t).

b) Biét ring ndng do trung binh ctia NoOs (mol/L) tit thai diém a giay dén thoi diém
b

b gidy (a < b) dugc cho béi cong thiic 7 L /c(t)dt. Tinh nong do trung binh cta
N2Oj5 tit thoi diém 10 giay dén thsi diem 20 g(;ay.

& Bai 22. Sau khi dude ban lén tit mat dat theo phuong thang ding, mot vat chuyén dong
v6i van toc v(t) =20 — 10t(m/s ), 0<t <4

a) Xac dinh do cao ctia vat (tinh theo mét) tai thoi diém ¢ = 3.

b) Tinh quang duong vat di duge trong 3 giay dau.
& Bai 23. Gi4 st toc do v (m/s) ciia mot thang may di ((:huyén tir tang 1 len tang cao
¢, 0<t<2,

nhat theo thoi gian ¢ (giay) dugc cho béi cong thiic: v(t) = < 2, 2 <t <20, - Tinh

12— 0,5, 20 <t < 24.

\
quang duong chuyen dong va tdc do trung binh ctia thang may.

& Bai 24. Mot 6 to dang chay véi van téc 18 m/s thi nguoi 1ai 6 to dap phanh, tir thoi
diém do, o to chuyén dong cham dan déu véi van toéc v(t) = —6t + 18 (m/s), trong dé ¢
1 thoi gian tinh bing giay. Héi tit ldc dap phanh dén khi dimmg hén, 6 t6 di chuyén dugc

quang duong bang bao nhiéu mét?
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3 Chuyén dé 2. Tich phan

& Bai 25. Mot vat chuyén dong v6i van toc v(t) = 5 —2cost (m/s). Tinh quing dusng vat
m

> )

& Bai 26. Mot 10 xo ¢6 chiéu dai ty nhién 1a [y = 10 cm (Hinh a). Dé kéo gian 16 xo z (m)

chuyén dong trong khoadng thai gian tit lic ¢t = 0 (s) dén t =

can mot Iyc ¢6 do 16n f(z) = kx (N), trong d6 k 1a do ciing ctia 10 xo va ¢6 gia tri khong

ddi (Hinh b).

flx) =kx
| ——
—\\V\VVVVV— —“VWWWWWWWW—

a) Tim k, biét dudi tac dung clia mot Iyc 40 N, 1o xo bi gidn va chiéu dai ciia 10 xo khi

ay 1a I3 = 15cm.

b) Néu mot lyc ¢6 do 16n f(z) (N) lam bién dang 10 xo tit do gian a (m) dén b (m) thi
b
cong cua luc d6 duge cho bdi cong thic A = /f(x) dz (J). Tinh cong ctia mot luc
lam 10 xo bién dang tit chiéu dai 15 cm dén 18 cm.

& Bai 27. Hiéu suat clia tim 1a luu lugng mau dude bom béi tim trén mot don vi thoi
gian (luu lugng mau chay vao dong mach chii). Dé do hiéu suat ctia tim, ngudi ta bom A
(mg) chat chi thi mau vao tam nhi phai, chdy qua tim r6i vao dong mach chii va do nong
do chat chi thi mau con lai ¢ tim dén thoi diém T (s) khi chat chi thi mau tan sach. Goi
c(t) 1a ndng do (mg/1) chat chi thi mau tai thoi diém ¢ (s) thi hidu sudt ciia tim duge xAc
dinh bdi

F= TL (1/s).

/ c(t) dt

0
Tinh hiéu suat cia tim khi bom 8 mg chat chi thi mau vao tam nhi phai, cho biét rang

1
ot) = Jt12—1) v 0 < ¢ < 12,

& Bai 28. Mat do khoi lugng ctia mot thanh kim loai c6 chiéu dai 4 mét duge cho béi cong
thitc p(z) = 1000 + = — /z ( kg/m?), trong d6 = la khoang cach bang mét tinh tit mot dau
ctia thanh. Mat do khdi luong trung binh ( kg/ m3) trén toan bo chieu dai ciia thanh 1a bao

nhiéu? (lam tron dén hang don vi).
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& Bai 29. Cho hinh thang cong (H) gi6i han béi cac duong y =
e®,y = 0,2 = 0,z = In4. Duong thang » = k (0 < k < In4) chia (H)
thanh hai phan c6 dién tich S; va Se nhu hinh bén. Tim k dé S; = 25,.

& Bai 30. Biét dién tich hinh thang cong dudc to Yy
dam bang 6a v6i a > 0. Tim gi4 tri ctia a®.
y=a>+2
—a a
& Bai 31. Cho ham s6 y = f(x) Yy
c6 do thi trén [0;7] nhu hinh vé y= /()
X T T R
(mot phan 1a mia dudng tron, mot | | l
phan 13 duong gap khic). Tinh i i i
7 l l l
tich phan /f(a:) dz. ; 1 ; ;
0 0 2 4 6 7 7
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3 UNG DUNG HINH HOC CUA TiCH PHAN

I. TINH DIEN TiCH HINH PHANG

1) Hinh phing gidi han béi d6 thi cia mét ham s6, truc hoanh va hai dudng thang

r=a,x=>0

Cho ham 86 y = f(z) lién tuc trén doan [a;b]. Khi d6, dién tich S ctia hinh phang
gi6i han bdi do thi ctia ham s6 y = f(z), truc hoanh va hai dudng thang = = a,

x = b dugc tinh bdi cong thic:
b

s= [ 1@ a

a

L Luu Y. Gia sit ham s6 y = f(z) lien tuc trén [a;b]. Néu f(x) khong ddi dau trén

[a; b] thi
b b

/|f(a:)|dx: /f(x)dx .

a a

EVidwi))) kvt

Tinh dién tich hinh phang gi6i han bdi do thi ctia ham sb6 y = 2z — 22, truc hoanh va hai

dudng thang z =0, z = 3.
cﬁo@%@ Ta ¢6 2z — 2% = 0 < = 0 hodc x = 2.
Béang bién thién ctia f(r) = 2z — 22 trén [0; 3].

Dita vao bang bién thién ta c¢6 f(z) = 2z — 22 > 0,Vx € [0;2] va f(z) < 0,Vz € [2;3].

Do d6, dién tich can tim 13
3 2 3 2

3
S:/|2:c—x2|da::/|2x—x2|dx+/|2x—x2|dx=/2:17—95 dx—l—/x —2zr)d
2

0 0 2 0
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

Tinh dién tich hinh phang gi6i han béi dd thi ctia ham s6 y = cosz — 2, truc hoanh va hai

duong thang = = 0,z = 7.
[ Loz(fzaz Taco —1<cosr <1 —2<cosz—2< —1. Do dob cosx—2 < 0,Vz € [0; 7).
Vay dién tich can tim 1

ﬂ'
™

s
S:/|cosx—2|dx:/(2—cosx)dx:(2x—sinx)0:27r.

0

Cira vom lay anh sang ctia mot toa nha duge thiét ké vai kich thude nhu hinh a). Ciia c6

0

hinh dang mot parabol c6 dinh I va di qua hai diém A, B nhu hinh b). Ngusi ta du dinh
1ap kinh cho ctta nay. Tinh dién tich kinh can 1ap, biét ring ngudi ta chi sit dung mot 16p

kinh va bo qua dién tich khung cia.

| ©
=

3m

[ 0@1(17[&1; Ctta c¢6 hinh dang mot parabol (P) véi phuong trinh y = az? + bz + c.

9 9 9
Parabol (P) ¢6 dinh I | 0;~ | nén ¢ = 7 Swra (P):y=ax®+br+=.

4 4
: Lz 3 3 R
Vi parabol (P) di qua cac diem A —5 0),B 3 0 ) nén
9 3 9 ~
e b - b=0.
4a+ 2b+4 0
Do dé (P):yz—ﬁ—l—%

Goi S (m?) 1a dién tich kinh can 1ap. Ta c6 S bang dién tich hinh phang (H) gi6i han béi

2 3 3
parabol, truc hoanh va cac duong thang x = —53T=5
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74 Chuyén dé 3. Ung dung hinh hoc ciia tich phan

Vay dién tich kinh can 1ap 1a

L

a) Tinh dién tich hinh phang gidi han béi parabol y = 22 — 4, truc hoanh va hai
dudng thang = = 0,z = 3.

b) Tinh dién tich hinh phang gisi y
han béi do thi ham s6 y = I D LG EEE L EELLEE LS

sin z, truc hoanh va hai duong

thdng z = 0,z = 27.

@ @ Mot cai cong c6 kich thude nhu hinh 1. Vom céng c¢6 hinh dang mot parabol
c6 dinh I(0;2) va di qua diém B (g, g) nhu Hinh 2. Tinh dién tich hai canh cita

cong.

(\CHRCL
3
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

2) Hinh phéang gidi han béi hai dd thi cia hai ham sb va hai dudng thang . = a,2 = b

Cho hai ham s6 y = fi(z), y = f2(z) lién tuc tren
doan [a;b]. Khi d6, dién tich S ctia hinh phéang
gi6i han bdi do thi ctia hai ham s6 y = fi(x),

y = fo(x) va hai duong thing z = a, = b duge

tinh béi cong thic

b
S:/‘fl(x)—fg(:):)‘dx.

Tinh dién tich hinh phang giéi han bdi do thi ctia hai ham s6 y = 2> -2z — 1,y =2z — 1

va hai duong thang = = 1,z = 4.
(e} o@zcjaa Dién tich can tinh I

4 4

S:/‘x2—2x—1—(x—1)|dx:/|x2—3x‘ dz.
1 1
Ta c6 22 —3r =0 & 2 =0 hodc x = 3. Ta c6 bang xét dau f(r) = 22 — 3z trén [1;4]
r | 3 4
- 0+
o
Do do6
3 4
S:/(3m—x2)dx+/(x2—3x)dx
1 3
3 4
_ 3x2_x3 n x3_3a:2 31
\2 3 302 6
1 3
31
Vay S = —.
ay 6

Tinh dién tich hinh phing giéi han béi do thi ham s6 y = 22 — 2z va y = —22 + .

T =
[ O@ymz Phuong trinh hoanh do giao diem 22—2z = —2?4+1z < 222—3z =0 <

ojlw O

xr =
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|

0| ©

S = |2x2—3x‘dx:

o\
ol

2
(22% — 3z)dz| = (§x3 - gﬁ) ‘ =

o\
ol

Tinh dién tich hinh phing dugc t6 dam nhu hinh

bén.

[} D@‘z’(ydz’zﬁ Hinh phing dugc to dam trong hinh giéi han bdi dd thi ctia hai ham s
y =1,y =x>—2 va hai dudng thing z = -1,z = 2.
Ta c6 x> 22 — 2 véi x € [1;2].

Dién tich hinh phang da cho la:
2 2

S:/‘xQ—Q—x}dx:/(—x2+x+2)dx: _x_3+x_2+2x 2
3 2

—1 -1

Trén mot ctta so c6 dang hinh chit vt

nhat, hoa si thiét ké logo hinh con ca
= f(x) 2 dm

cho mdét doanh nghiép kinh doanh g

hai san. Logo la hinh phing giéi han

2. . 2,0 e s 2, 3 d
bdi hai parabol véi cac kich thuée A < 9(z) o

duge cho trong hinh bén (don vi

trén moi truc la decimét).

1 dm 4 dm 4 dm
a) Lap cac phuong trinh parabol y = f(z),y = g(z).
b) Tinh dién tich cta logo.

¢) Logo chi cho phép 50% lugng &nh séng di qua. Lugng anh sang di qua toan bo cira

s0 sé& giam bao nhiéu phan tram (Iam tron két qua dén hang phan mudi)?

> Biin souns Nys Diie [ - B 058997/ 004
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

(&) Q)zjzm

a)

Gia sit parabol y = f(z) cho béi f(z) = az? + bz + ¢ (a # 0). Do parabol y = f(z) di
qua diém D(0;2) nén ¢ = 2, suy ra f(z) = ax® +bx + 2 (a # 0). Vi parabol y = f(z)
di qua cac diém C(—4;0), E(4;0) nén ta co:

160 —4b+2 =0

16a+4b+2 = 0.

1
Hé phuong trinh trén c6 nghiém la a = —g b=0.

Vay f(x) = —%xz + 2.
Gia st parabol y = g(x) cho bdi g(x) = a12? + b1z +¢1 (a1 # 0). Do parabol y = g(z)
di qua diém G(0; —3) nén ¢; = —3, suy ra g(z) = a12> + bz — 3 (a1 # 0). Vi parabol
y = g(z) di qua cac diem C(—4;0), E(4;0) nén ta co:

16a; —4by —3 =10

16a; +4by — 3 = 0.

3
Hé phuong trinh trén c6 nghiém la a; = 6 b = 0.

_ 3
Vay g(x) = 1—6952 — 3.

Dién tich ctia logo la: S = S1 + Sa, trong d6 S; 1a dién tich hinh phéng gii han bai

1 3 ) 5
cac parabol f(x) = —gxz +2, g(x) = Eﬁ — 3 va hai duong thang r = —5,x = —4.

. 1 3
Sy la dién tich hinh phang giéi han bdéi cac parabol f(z) = —§x2 +2, g(x) = ExQ -3

va hai dudng thang = = —4,z = 4.

Do do, ta co:

—4 4
S=[|f(x)—g(w)| dw+{|f(x)—g(ar)| da
—4

4

~ [ s - ] a+ [ [1(0) - g(o)] o

-5 —4
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—4
5 5 4 4 305 640 1345
B N ‘ S S T il
<48“T x) 5+<48‘” * x) 4 48 s 18
~ 1345 9
Vay S = 13 (dm?).
¢) Goi t 1a lugng anh sang di qua mdi dm? cita logo. Suy ra lugng anh sang di qua logo

134 ,
1a i—85t.. Mit khéc, dién tich ciia 88 1a (8 + 1) - (2 + 3) = 45 (dm?) va lugng &nh

sang di qua mdi dm? cfia phan cita s6 n¥m ngoai logo 1a 2t. Suy ra, luong anh sang
di qua ctta so trude khi lam logo 1a 45 - 2t = 90t va luong anh sang di qua phan ctia
sO nam ngoai logo la: | 45 — 1315 2t = 8151&
soat 100 T 8 )T
Do d6, tong luong anh séang di qua ctta s6 sau khi lam logo la:
1345 . 815, 2975
43 24 48

Ti s6 phan tram ctia luong anh sang di qua cita s6 sau khi lam logo so véi lugng 4nh

sang di qua clta so trude khi lam logo la:

2975 297500
— 90t | -1 = ~ .
( 18T 90 ) 00% 1320 % ~ 68,9%

Vay luong anh sang khi di qua toan bo ctia s6 sau khi lam logo sé gidm di xap xi la:

a) Tinh dién tich hinh phéng gi6i han béi do thi hai ham s6 y = sz —22,y = 22—z

100% — 68,9% = 31,1%.

va hai duong thing z = 0,z = 2.

b) Tinh dién tich hinh phing gidi han bdi do thi hai ham s6 y = /2,y = 2 — 2

va hai dudng thang z = 1,z = 4.

@

Tinh dién tich hinh phang dudc t6 mau trong Yy
hinh vé bén. 1 y==z
—1 1 z
e 3
y==zx 1
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(<
(5)
Mit cat ctia mot cita ham c6 dang 13 hinh
phang giéi han bsi mot parabol va duong

thing ndm ngang nhu Hinh bén. Tinh dien

tich ctia ctta ham.

(£
®
Ta biét rang ham cau lien
quan dén gia p clia mot san
pham vé6i nhu cau ciia ngusi

titu dung, ham cung lién

Ham cau

Thang du

uan dén gia p clia san pham tieu dung 2
q stap P Diém can bang
v6l muc do san sang cung PO -----ocomoooo-ooo-- (0, o)
cAp san pham ciia nha san Thang du

xuat. Diém cit nhau (xg; po)
ctia do thi ham cau p = D(x)
va do thi ham cung p = S(x)

dugc goi la diém can bang.

@)

san xuat

Ham cung

Y
8

o

Cac nha kinh té goi dién tich ctia hinh gi6i han béi do thi ham cau, dudng ngang

p = po va duong thang ding z = 0 1 thing du tieu dung. Tuong tu, dien tich ctia

hinh giéi han bdi do thi cia ham cung, duong nim ngang p = py va dudng thing

ding z = 0 duge goi 1a thang du san xuat, nhu trong Hinh bén. (Theo R. Larson,

Brief Calculus: An Applied Approach, 8th edition, Cengage Learning, 2009).

Gia st ham cung va ham cau cia mot loai san pham duge moé hinh héa béi: Ham

cau: p = —0, 36z + 9 vi ham cung: p = 0, 142 + 2 trong dé x 1a s6 don vi san pham.

Tim thing du tieu ding va thing du sdn xuat cho san pham nay.

56
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74 Chuyén dé 3. Ung dung hinh hoc ciia tich phan

Il. TINH THE TiCH HINH KHOI

1) Thé tich vat thé

Cho mot vat thé trong khong gian Ozyz.
Goi B la phan vat thé gigi han bdi hai
mat phing vuong goc véi truc Oz tai cac

diém a va b.

i)
=
Q)
=
(@)
=
=
=

[0}

.
o]
<
S

’99(
-+

o)
=
QO
=

OS]
S

=
-+
—+
=
D
Q
(@)
&

-
=
=k
O\
=
N

—
8

~
a2
Qv
n
:‘ﬁ
W

—~

=
&
QD/
B
n
On

EVids)) arrvrnn

St dung tich phan,tinh thé tich ctia khoi tru cé chiéu cao la A va ban kinh déy r.

(&) olg‘%fzéz; Chon truc Oz tring véi truc clia khéi try, hai day nim trong hai mat phéng

vuong goc véi Oz tai x = 0 va z = h (hinh veé).
T

Khi cat khéi tru bsi mat phang vuong goc véi truc Oz tai diém 2 (0 < 2 < h) thi
phan chung gitta hai mit phing va khéi tru 1a 1a mot hinh tron ban kinh 7 c¢6 dién tich
S(z) = mr2.
Vay thé tich khéi tru la:
h h
V= /S(x) doe = /7r7’2 dz = (7rz) Z = 7r2h.
0 0
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

Tinh thé tich ctia khéi lang tru c6 dien tich day bing S va chiéu cao bing h.

[ @zjmz

Chon truc Ox song song v6i dudng cao ctia khoi lang tru
va hai day nam trén hai mit phang vuéng géc véi truc
Oz tai diém c6 hoanh do bing = (0 < = < h) cat khdi
ling tru theo mat cit co dién tich khong doéi la S(z) = S.

Do d6, thé tich ctia khoi lang tru la:
h

h
— [ S@x)dv = [ Sde = Sz| = Sh.
VO/ /dx x‘ h

Mot khéi bé tong cao 2 m duge dat trén mat

dat phang. Néu cit khéi bé tong nay biang mét
phang nim ngang, cit mat dat 2 (m) (0 < x <
2) thi duge mit cat 1a hinh chit nhat c¢6 chiéu

dai 5 m, chiéu rong (0,5)* (m). Tinh thé tich

clia khoi be tong (két qua lam tron dén hang

phan tram ctia mét khoi).

[} 0@"1(7[0712.

Chon truc Oz thang ding, gbc O nam trén mit day
clia khoi bé tong, chicu duong huéng len trén (hinh
vé). Khi d6, khdi bé tong ndm trong khoang khong
gian gitta hai mit phing vuong goéc véi Ox lan Iugt

tai cdc diém 2 = 0 vi 2 = 2. Mit phang vudng goc véi

O tai diém c6 hoanh do z (0 < z < 2) cat khdi be

tong theo mat cat c6 dien tich 1a S(z) = 5-(0,5)*(m?).

Do dé, thé tich ctia khéi bé tong la

2

2
1\"* 5 1" 5 (1 15 5
0 0 n
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(& Chuyen dé 3. Ung dung hinh hoc ciia tich phan

)
' (7) Tinh thé tich V ctia phan vat thé giéi han bdi hai mat phang = 2 va z = 4,

biét rang khi cit vat thé béi mat phang vuong géc véi truc Oz tai diem c6 hoanh

do = (2 < z < 4) thi phan chung gitta mit phang va vat thé 1a mot hinh vuong c6

do dai canh bang Va2 — 2.

(<
Tinh thé tich ctia khdi chop z
cut déu c6 dien tich hai day 13

So, S1 va chiéu cao bang h (hinh

vé). T do suy ra cong thitc tinh

thé tich khéi chép déu co dien
tich day bang S va chiéu cao
bang h.
)
£ 9)

Mot binh chita nuée ¢6 hinh dang nhu
hinh vé& bén. Biét rang khi nuéc trong
binh c¢6 chiéu cao z (dm) (0 < = < 4)
thi mat nuéc la hinh vudng c6 canh

2
v/ 2+‘7”Z (dm). Tinh dung tich ctia

binh.
2) Thé tich khéi tron xoay

Cho y = f(x) 1a ham s6 lien tuc va khong am trén doan [a; b].
Goi D la hinh phang gidi han bdi do thi ham s6 y = f(z),
truc hoanh va hai dudng thing z = a, z = b.

Quay D quanh truc Oz tao thanh mot hinh khéi goi 1a khoi
tron xoay.

C&t khdi tron xoay trén bdi mit phing vuong goc véi truc Ox
tai diém c6 hoanh do x v6i = € [a;b], ta duge mat cat 1a hinh

tron c¢6 ban kinh bang f(r) va dién tich 1a S(x) = 7 f?(z).

Vay khéi tron xoay c6 thé tich Ia

1 dm

@)
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

V= 7T/f2(x) dz.

a

B * < v o

Tinh thé tich ctia khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang giéi han bdi cac dudng
sau quanh truc hoanh:

x
a) yzcosg,y:(), r=0, z=m;

b) y=2%2 -2z, y=0 0=0, z=2.
@@%m’a

a) Thé tich vat thé tron xoay tao thanh la:

s s
1 T g2
V:W/COSQde :W/dez g(x+sinx) 0 % (dvtt).
0 0
b) Thé tich khéi tron xoay tao thanh la:
2 2 2
> 16w

4
V=nrm /(x2—2x)2 de == /(x4—4x3—|—4x2) de = (% —zt 4 §I3) (dvtt).
0

0

Hinh bén du6i mo phéng phan bén trong clia mot chau cay c6 dang khdi tron xoay tao

15
0

. N S 3. .
thanh khi quay mot phan ctia do thi ham s6 y = /x + 5 v6i 0 < z < 4 quanh truc hoanh.
Tinh thé tich phan bén trong (dung tich) ctia chau cay, biét don vi trén cac truc Oz, Oy

la decimét.

a)
N Jor giéi. Thé tich phan trong cia chau cay la:

4 9 4 4
3 9 x? 3.9
V=mn \/E+5 de =7 x+3\/5+Z de = 7+23[,-2+Z:c
0 0

0

= 337 (dm?).
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St dung tich phan, tinh thé tich khdi nén c6 ban kinh déy

r va chiéu cao h.

[} {g‘%[ézﬂ

Chon truc Ox va Oy nhu hinh vé.

Khi quay hinh phédng D giéi han bdi tam giac OAH quanh truc Oz, ta dugc mot khoi
noén c6 ban kinh day r va chiéu cao h.

Hinh phéng D dudc gidi han béi dudng thang OA c¢6 phuong trinh y = f(2) = az + b, truc
hoanh va hai dudng thang = =0, z = h.

Duong thiang OA di qua O(0,0) va A(h,r) nén phuong trinh dudng thang OA la y = %x

Thé tich khéi non 1a

h h
2 2 2.3
V:W/(%x) dxsz—/xde:W%%
0 0

L

a) Goi D la hinh phang gi6i han bdi do thi ham s6 y = 1+ i, truc hoanh va hai
duong thang z = 1, = 2. Tinh thé tich khdi tron xoay tao thanh khi quay
D quanh truc Oz.

b) Tinh thé tich khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang giéi han béi cac
duong y =+v/r — 1,y =0, x =1, z = 4 quanh truc Oz.
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

'
¥ (11) Sit dung tich phan, tinh thé tich khéi cau c6 ban kinh R.

’
C @ Mot thing rugu vang c6 dang khdi tron xoay véi ban kinh mat day va mat trén

12 33 cm, ban kinh mit cat & chinh gitta thiing 1& 43 cm. Chiéu cao toan bo thing
rugu 1a 112 cm, trong d6 bao gom phan than thung, hai dé dd (mdi dé cao 3 cm)
va thiing rugu duge ghép tir cac thanh gob soi 6 do day mdi thanh 14 3 cm (Hinh a,
b). Hinh ¢ mo phéng phan bén trong thiung rugu c¢6 dang mot khoi tron xoay tao

thanh khi quay mot phan ctia parabol (P) : y = az? + bx + ¢ quanh truc hoanh.

B6 day cha
.:.-,.m | cicthanh gd
I

(- |
-50 40 -30 —20 10 10 20 30 40| 50| x
| -10 | |

Phan chiia rugu

a) b) c)

a) Tim cac he sb a, b, c.
b) Hoéi thung rugu chita duge t6i da bao nhieu lit rugu? (Lam tron két qua dén
hang phan tram).

B 52 Tér

Trdc nghiém nhiéu phuong én lwa chon

> Cau 1. Goi S la dien tich hinh phang gidi han béi cac dusng y = 3%, y =0, =0, z = 2.

Meénh dé nao dudi day dung?
2 2

@S:/Bxdx. S:W/S%dx.
0 0
2 2
@S:/B%dx. @S:w/gfﬂdx.
0 0

$® Cau 2. Tinh dién tich S clia hinh phéng giéi han béi do thi ham sé y = e*, 2 = 0,2 = 2

va truc hoanh

@A) S=e?+1. B S=m(e2—1).
© S=e¢2. D S=e?-1.
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74 Chuyen dé 3. Ung dung hinh hoc ctia tich phan

¢ Cau 3. Dieén tich hinh phang giéi han bdi do thi cac ham s6 y = sina;y = 0;2 = 0 va

r=2r1a

@) 4. 1. © 2. D) 0.
$> Cau 4. Cho hinh phéng (H) gidi han bdi do thi ham s6 y = v/1 — 22, truc hoanh va hai
dudng thang © = —1,z = 1. Thé tich ctia khoi tron xoay sinh ra khi quay (H) quanh truc
Ozx la

3T 2m 3T AT
> Cau 5. Cong thiic tinh thé tich V' ciia khéi tron xoay dudc tao ra khi quay hinh thang

cong gidi han bdi do thi ham s6 y = f(x), truc Ox vA hai dudng thang z = a,z = b (a < b)

xung quanh truc Ox la

@ V:/b|f(x)|dm. V:W/bf(a:)dx.

© V:W/be(x)dx. D) V:7T2/bf(x)dx.

$» Cau 6. Tinh dién tich S ctia hinh phing gi6i han bdi do thi cac ham s6 y = 322,
y=2r+5zrz=—-1vaxr=2
256 269

@A) S =27 S:2—7. @S:2—7. D) S=0.
> Cau 7. Tinh dién tich (S) ctia hinh phang gi6i han bdi cac do thi ham s6 y = 22 — z,
y = 2z + 4 va cac duong thang thang = = 1, = = 4.
1539 125

27 81

® 5=—5 ® 5= © 5= ©§=7-
> Cau 8. Goi (H) 1a hinh phang gi6i han bdi cac do thi ham s6 y = tanx, truc hoanh va
cac dudng thing z = 0, = = % Quay (H) xung quanh truc Oz ta duge khoi tron xoay c6

thé tich bang
2

® . ® T +m ©1-= ®n-T.
$> Cau 9. Cho vat thé (T) ndm gitta hai mit phang z = 0, = 1. Tinh thé tich V clia
(T) biét rang khi cit (T) bsi mat phang vudng géc truc Oz tai diém c6 hoanh do bing
z,(0 <2 <1) ta duge thiét dien 1a mot tam gidc déu c¢6 canh bang /1 + z.

@V:%. V:ggw. @V:g. @V:gw.

¢ Cau 10. Tinh thé tich V ctia phan vat thé giéi han bdéi hai mit phing 2 = 0 va z = 3,
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

biét rang thiét dién ctia vat thé bi cit bdi mit phang vuong géc véi truc Oz tai diém co
hoanh do x (0 < z < 3) 14 mot hinh tron ¢6 dudng kinh bang v/36 — 3x22.
81w

1
® V== vz%. © V =8l D V =8l
> Cau 11. Goi D la hinh phing giéi han bdi do thi ham s6 y = 22 — 4z + 3, truc hoanh
v6i hai duong thang « = 1,z = 3. Thé tich clia khéi tron xoay tao thanh khi quay D quanh
truc hoanh bang

167 16

47 4
O % ® T 5 O3
$© Cau 12. Vat thé B giéi han bdi mat phing c6 phuong trinh = = 0 va = = 2. C4t vat thé
B v6i mit phang vuong goc véi truc Oz tai diém c6 hoanh do bang z, (0 < z < 2) ta duge
thiét dien c6 dien tich bing 2?(2 — x). Thé tich ctia vat thé B 1a
2 2 4
¢> Cau 13. Do thi trong hinh bén duéi 1a ctia ham s6 y = f(z). y
Goi S 1a dién tich hinh phang (phan gach chéo trong hinh), chon
khéng dinh ding.
0

1 0 1
) S:/f(x)dx—i—/f(x)dx S:/f(x)dx—/f(x)dx b
—2 0 -2 0
—2 1 1
© S:/f(:l:)dx+/f(:v)dx @S:/f(:v)dx
0 0 -2
¢ Cau 14. Dién tich hinh phang gach soc trong hinh vé bén Y y=2°
8
bang
1 3
) /dex. /237 dz.
3 1 2
1 3 —
@/(2$—2)dx. @/(2@’—2)@. ol 1 3 @
3 1

$> Cau 15. Dién tich phan hinh phang gach chéo trong hinh

vé bén dugc tinh theo cong thic nao dudi day?

2 2
@ (2x2 — 2z —4) dz . (—2z+2) dz .
J J

y=a2%—-2r -1

xT

2 2

© [ (2z—2)dz. © [ (—22°+2z+4) da.
| J

y=—-22+3
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$> Cau 16. Tinh dién tich S ctia hinh phang giéi han béi cac dusng y = 2% —z, y = z+3.
32 8 16 2

w3 ® 3 ©3 O3
¢ Cau 17. Dien tich hinh phang giéi han béi cac dudng cong y = sinz,y = cosz v cac
dudng thang « = 0,z = 7 bang

@) 3v2. V2. © 2v2. D) —2v2.
¢ Cau 18. Tinh dién tich S ctia hinh phéng giéi han béi do thi ham s6 y = —2% 4+ 322 — 4
va truc hoanh.

27 27
®s=7. SZTW' © S =4. ©) S =

$> Cau 19. Cho ham s6 y = sinx ¢6 do thi nhu y

hinh bén. Toéng dién tich clia cdc phan gach chéo

bang

@) 1. ®) 4. © 3. D) 2.

¢ Cau 20. Dieén tich phan t6 dam trong hinh vé Yy
bén du’Oc tinh bang cong thiic nao? 2 2y
@/(\/ —mQ—l—a:—Q)d:v. \
2
T
@)
(\/4—1:2—3:+2)d:v. y=2—-ux

(Q—x— —352) dzx.

®

o\ o\o
o N &

©

@/(2—x+ 4—:1:2)d:v.

¢S Cau 21. Dien tich phan t6 dam trong hinh vé bén Yy

dugc tinh bang cong thiic nao? g g2 = 8
/(4/ —$2+2 d.fU ./ ‘/ _x2_'_2> /
T
2 O
© / )dx. @/(\/8—x2—2>dx. \ /

0 y=—2
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&> Cau 22. Goi S la dién tich hinh phang giéi han bdi cac dudsng y = €%, y = 0, x = 0,
r = 2. Ménh dé nao duéi day ding?

2 2
@) S:/We%dx. S:/ﬂexdx.
0 0
2 2
@S:/e%dm. @S:/exdx
0 0

¢ Cau 23. Dién tich hinh phing gi6i han bdi hai dudng y = 22, y = = bing

@ /($3—$)d$ : /1(x3—x)dx
1 21

© /l(m—xg)dm- @/l(x—x3)dx
e .

9 Cau 24. Dieén tich hinh phang giéi han béi parabol y = 22 — 4z +3 va truc hoanh bang

3 -1
@/|x2—4$+3|dx. /]m2—4x+3|dx.
1

3

1
©/|x2—4x+3\dx. @/(x2—4a:+3)dx.
0

0

Trdc nghiém ding sai. Trong méi y a), b), ¢), d) hoc sinh chon diing
hodc sai
> Cau 1. Cho ham s6 y = f(x) = 22 — 22. Cac ménh dé sau ding hay sai?

(A) _/f(x)dx: %az?’—xQ—i-C’.

~ Goi F(x) 1a mot nguyen ham ctia ham s6 f(z) thda man F(0) = 2 thi F(3) = 20.

(©  Dien tich hinh phing gii han bdi cac dudng r = —1,2 = 3,y = 0,y = f(z) bing
(D) Dién tich hinh phing giéi han bdi do thi ham s6 y = f(z) va truc hoanh biing

) 1
$® Cau 2. Cho hinh phang (H) gi6i han béi duong cong y = f(x) = gxg‘ — 22 vA truc hoanh.

 Hamsby=f ( ) cat truc hoanh tai hai diém phan biét.

3
. [rma=5-%c

3
(C)  Diéen tich hinh phing (H) bing g

@ ~ Thé tich khdi tron xoay khi quay hinh phang (H) quanh truc Oz bing 2,3.
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74 Chuyen dé 3. Ung dung hinh hoc ctia tich phan

$> Cau 3. Cho hinh phang (S) gidi han béi do thi ham s6 y = f(x) = v/25 — 22, truc hoanh

va hai duong thang z = —5,2 = 5. Cac ménh dé sau ding hay sai?

Ph4t bidu D|S

) . x
(A) Dao ham clia ham 6 f(z) bing ———.
' V25 — 22

Dién tich hinh phang (S) biang 257.

(C) Thé tich ctia khéi tron xoay khi quay (S) quanh Oz la ?w.

(D) Dien tich hinh phing gidi han bdi dd thi ham 86 y = f(z) v dudng thang
4

yszéﬂngZ/\/%—xde—lQ.
0

$> Cau 4. Cho ham 6 f(x) = 3z — 2. Goi (H) la hinh phéng gi6i han bdi d6 thi ham s6

y = f(z) va truc hoanh. Cac ménh dé sau ding hay sai?

Ph4t bidu D|S

) 3 1 )
(A) Ham s6 F(z) = —§m2 + §w3 la mot nguyén ham ciia ham so f(x).

Dién tich hinh phang (H) béang g

(C) Dién tich hinh phéng gi6i han bsi do thi ham s6 y = f(z) vA dudng thang

N 13
= 2 bang —.
Yy bang 5
@ Thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang (H) quanh truc hoanh
ban slm
& 10
2x r<1
$> Cau 5. Cho ham sb f(x) = . Goi (H) la hinh phang gi6i han bdi

22 —8r+8 r>1

do thi ham s6 f(x) va truc hoanh. Cac ménh dé sau ding hay sai?

Ph4t bidu DI|S

(A) D6 thi ham s6 cit truc Oz tai 2 diém phan bigt.

2
flx)dx = —Z.
/ ;

@ Dién tich hinh phéng (H) bing §

2
(D) Thé tich khéi tron xoay thu duge khi quay hinh phang (H) quanh truc Oz
bling 2T
ng —.
3
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Tu luén

& Bai 1. Tinh dién tich hinh phang gigi han béi

a) Do thi ham s6 y = €, truc hoanh va hai dudng thang r = —1, z = 1.
N P 1 . .
b) Do thi ham s6 y =  + —, truc hoanh va hai duong thang x =1, x = 2.
x
& Bai 2. Tinh dién tich hinh phéng giéi han bdi dd thi ctia ham s6 y = 2 — z, truc hoanh

va hai duong thang z =0, = = 2.
22 +1

& Bai 3. Tinh dién tich hinh phang gi6i han béi dd thi clia hai ham s6 y =
va hai duong thang z =1, = = 4.
& Bai 4. Tinh dién tich hinh phéng gi6i han bdi do thi ctia hai ham s6 y = 22 + 1, y = 2
va hai duong thang z = —1, = = 2.
& Bai 5. Tinh diéen tich hinh phing giéi han béi cac dudng sau:

a

y=a3 4222 —3x,y =2>+ 32,0 =32 =0;

b) y=e*,y=2>—1l,x=1,0=—1;

>]

2
Y= _'x2ay:2x27x:_ 3,.%:\/§,

=Vz,y=2%r=02=1.

o

)
)
¢) y=sinz,y=z,0= ~,¢ =
)
)y

e

& Bai 6. Tinh thé tich khéi tron xoay sinh ra khi quay hinh phéng giéi han béi cac dudng

sau xung quanh truc Oz.

a) y=2r—22y=0,1=0,1=2 c) y=4dz,y=2°,2=0,x=2;
x T
b) y=2yr,y=0,2 =12 = 4; d) y=cos§,a::(),x:§.
& Bai 7. Tinh dién tich Yy

hinh phéng dugc to dam
trong hinh bén.

1
— ]
V2

2

y =sinx
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74 Chuyén dé 3. Ung dung hinh hoc ciia tich phan

& Bai 8. Tinh thé tich khdi tron xoay sinh ra khi quay quanh truc Oz hinh phang gidi
han bdi do thi ham s6 y = 1/, truc hoanh va hai duong thang z = 0,z = 1.

Y

Y Y=z

y =T
O 1|7
NG
[
O T 1 x
2 x2
& Bai 9. Xét hinh phang gi6i han béi cac dusng y = /z,y = = 0,z = 4.

a) Tinh dién tich hinh phang.

b) Tinh thé tich khéi tron xoay sinh ra khi quay hinh phang quanh truc Oz.
& Bai 10. Tinh thé tich V ctia phan vat thé giéi han béi hai mat phing x = 1 va & = 3,
biét rang khi cat vat thé bdi mit phang vuéng goc véi truc Oz tai diém c6 hoanh do
x (1 < x < 3) thi phan chung gitta ching 1a mot hinh chit nhat ¢6 do dai hai canh 1a 3z va
3 —2x.

& Bai 11. Nguai ta du dinh 1ap kinh cho clta ctia mot mai vom c¢6 dang hinh parabol. Hay

tinh dién tich mat kinh can 1ap vao, biét ring vom ciia cao 21 m va rong 70 m.

& Bai 12. Hinh bén minh hoa mit cat ding Yy
A B
cua mot con kénh dat trong hé truc toa do Oxy. : 5 P
Day ctia con kénh la mot duong cong cho bdi E
phuong trinh E
B 3 1, -5 19) 10 =
y=f(x)= 100 ( 3% —|—5x).

Hay tinh dién tich hinh phing t6 mau xanh trong Hinh beén, biét don vi trén mdi truc toa

do 1a mét.
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

& Bai 13. Cho tam giac vuong OPM
c6 canh OP nam trén truc Oz. Gia su

POM = a,OM = | (ogagg;bo).

Goi N 1a khdi tron xoay thu duge khi quay
tam gidc d6 xung quanh truc Oz (Hinh

bén). Tinh thé tich ctia A theo o va [.

& Bai 14. Sau khi do kich thuée ctia thung rugu vang (Hinh

bén ), ban Quan xac dinh thung rugu vang c¢6 dang hinh tron —

xoay dugc tao thanh khi cho hinh phang gii han béi do thi

r = —35, x = 35 quay quanh truc Oz. Biét don vi trén méi truc

ham s6 y = —0,0112% — 0,071z + 40, truc Ox va hai dudng thing I l

toa do la xentimét. Hay tinh thé tich V' ctia thiing rugu vang

6. -
—

& Bai 15. Céac nha kinh té st dung dudng cong Lorenz dé minh hoa sy phan phdi thu
nhap trong mot quoce gia. Goi o 1a dai dién cho phan tram sb gia dinh trong mot quoc gia
va y la phan tram téng thu nhap, moé hinh y = z sé dai dién cho mot quéc gia ma cac gia
dinh c6 thu nhap nhu nhau. Duong cong Lorenz y = f(z), biéu thi sy phan phdi thu nhap
thuc té. Dien tich gitta hai mo6 hinh nay, véi 0 < z < 100, biéu thi "su bat binh déng vé thu
nhap" ctia mot quoc gia. Nam 2009, dudsng cong Lorenz ctia Hoa Ky c¢6 thé duge mo hinh
héa bdi ham s
y = (0,000612 +0,0224z + 1,666)”,0 < = < 100

Trong d6 x dudc tinh tit cac gia dinh ngheo nhat dén gidu c6 nhat. Sy bat binh ding veé
thu nhap ctia Hoa Ki vao nam 2009 c6 gia tri gan nhat véi gia tri 1a bao nhiéu (két qua

lam tron dén hang don vi)?

& Bai 16. Chi phi nhién lieu dy kién C (tinh bang trieu do la méi nam) khi st dung
mot loai xe tai clla mot cong ty van tai ti nam 2020 dén nam 2030 la C; = 5,6 + 2,2t,
0 <t <10, trong d6 t = 0 tuong tng véi nam 2020. Néu cong ty st dung mot loai xe tai
khac c6 dong co hiéu qua hon thi chi phi nhién licu dy kién sé gidm va tuan theo ham mo
hinh Cy = 4,7+ 2,04¢, 0 < ¢t < 10. Hdi cong ty c6 thé tiét kiem duge bao nhieu khi st dung

loai xe tai véi dong co hiéu qua hon?
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74 Chuyen dé 3. Ung dung hinh hoc ctia tich phan

& Bai 17. Khi cit mot vat thé hinh chiéc néem bdi
mat phang vuong géc véi truc Oz tai diem c6 hoanh
do z (=2 <z < 2), mit cit 1a tam giac vuong c6 mot
géc 45° va do dai mot canh géc vuong 1a v4 — 22 (dm)
(Hinh v&). Tinh thé tich V ctia vat the.

& Bai 18. Ki hiéu S(a) la dién tich hinh phang giéi han béi do thi
ctia ham s6 y = %, truc hoanh va hai dudng thing z = 1, z = a

v6i @ > 1 (Hinh bén). Tinh giéi han lim S(a).

a——+00

& Bai 19. Mot binh chita nuéc dang nhu Hinh bén ¢ chiéu cao
la 37% dm. Néu lugng nuée trong binh ¢6 chiéu cao 1a z (dm) thi
mat nude 1a hinh tron ¢6 ban kinh v/2 — sinz (dm) v6i 0 < o < 377
Tinh dung tich ctia binh (két qua lam tron dén hang phan tram

clia déximét khoi).

V2 —sinx

& Bai 20. Ngudi ta tao ra mo hinh mot qua tring ngdng bing céch quay hinh phang gidi
N ) 1
han bdéi do thi ham s6 y = —+/7569 — 40022 va truc hoanh véi —4,35 < x < 4,35 quanh

30

truc hoanh. Tinh thé tich qua tring, biét thé tich mo6 hinh nay xem nhu bang thé tich qua

tring ngong va x, y tinh theo centimét.

& Bai 21. Cho D la hinh phing gi6i han bdi do thi Y
ham s6 y = V4 —x (2 < 4), truc tung va truc hoanh 2 1
(Hinh v&). Tinh thé tich khéi tron xoay tao thanh khi ,"l '.
quay D quanh truc Ozx. ;: II
O

’
A
A}

& Bai 22. Trong mit phing toa do Oxy, cho hinh thang OABC
c6 A(0;1), B(2;2) va C(2;0) (Hinh vé&). Tinh thé tich khéi tron xoay
tao thanh khi quay hinh thang OABC quanh truc Oz.

Y

N N
SN N
RN DAY

P Sy LSS
NN INNNNS
e -

VAT
FOANIY
<o
\
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& Bai 23. St dung tich phan, tinh thé tich ctia hinh chép tit gidc

déu c6 canh day bang a va chiéu cao bang h.

& Bai 24. Khoi chdom cau c¢6 ban kinh R va chiéu cao h (0 < h < R) sinh ra khi quay
hinh phang giéi han bdi cung tron c6 phuong trinh y = vR2 — 22, truc hoanh va hai duong
thing + = R — h, + = R xung quanh truc Oz (Hinh vé& bén dudi). Tinh thé tich ctia khéi
chém cau nay.

Y1

& Bai 25. Cho ham s6 y = 22 — 2z ¢6 do thi 1a (C). Ki hieu A Yy
I3 hinh phing gii han bdi (C), truc hoanh v& hai dudng thing
x = 0,2 = 2, B 13 hinh phang giéi han béi (C), truc hoanh va

hai duong thang » = 2,2 = a (a > 2). Tim gi4 tri clia a dé A

va B c6 dién tich bang nhau.

0 T
& Bai 26. Co Hanh dé bé tong mot con dudng di B

trong vuon (phan duge t6 mau) véi kich thuée duge

cho nhu hinh bén. Biét rang duong cong AB dudgc 6m| [* c
cho bdi do thi clia mot ham s6 lién tuc va duong :iZm
cong DC nhan dugc tit duong cong AB bang cach < 10m >D

tinh tién theo phuong thing ding lén phia trén 2 m.

Ngoai ra, co Hanh quyét dinh dé 16p bé tong day 15cm va gia tien 1m? bé tong 1a
1 080 000 dong. Tinh s6 tién ¢ Hanh can dung dé do bé tong con duong do.
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& Bai 27. Mot bé ca c6 dang 1a mot phan hinh cau dude tao o

thanh khi cit hinh cau ban kinh 2 dm bing mit phing cach

tam ctia hinh cau 1 dm (Hinh bén). Tinh dung tich ctia bé ca

(két qué lam tron dén hang phan mudi ctia déximét khoi).

& Bai 28. Mot tran dich lay lan dén mic sau khi bung phéat ¢ tuan s6 ngudi nhiém bénh
1a Ni(t) = 0,1t2 + 0,5t + 150, 0 <t < 50. Hai muoi lam tuan sau dich sé bung phat, mot
loai vic xin da dugc phat trién va tiem cho cong ching. Khi dé, s6 ngusi nhiém bénh duge

diéu chinh theo mo6 hinh Ny(t) = —0,2t2 + 6t +200, 25 <t < 50.
a) Tim thoi diém ¢ dé sau khi tiém vic xin thi dich bénh két thic, titc 1a s6 ngusi nhidm
bénh Ng(t) = 0.
b) Udc tinh gan ding s6 ngusi ma vac xin da ngan ngita khoi dich bénh trong thoi gian
xay ra dich bénh.

& Bai 29. Mot chiéc cong c6 hinh dang 14 mot Parabol /\
c6 khoang cach gitta hai chan cong la AB = 8 m. Ngudi ta M

treo mot tAm phong hinh chit nhat c¢6 hai dinh M, N nam
trén Parabol va hai dinh P, Q ndm trén mat dat (nhu hinh

vé). O phan phfa ngoai phong (phan khong to den) ngudi

ta mua hoa dé trang tri v6i chi phi 1 m? can so tién mua 0 p
hoa 13 200.000 dong, biét MN = 4 m, MQ = 6 m. Hdi s6

tién mua hoa trang tri chiéc cong gan véi s6 tien nao sau

day?

& Bai 30. Mot thing dyng rugu lam bang g¢b 1a mot hinh tron

xoay (tham khéo hinh bén). Ban kinh céc day 1a 30 cm, khoéng

cach gitta hai day 1& 1 m, thiét dién qua truc vuong goéc véi truc

va cach déu hai day c6 chu vi 1a 807 cm. Biét rang mit phang qua

truc cit mit xung quanh ciia binh 1a cédc dudng parabol. Tinh thé

tich ctia thung dyng rugu.

3
& Bai 31. Biét F(x) va G(x) 1a hai nguyén ham ctia ham s6 f(z) trén R va /f(ac) de =
0

F(3) —G(0) + a (a > 0). Goi S la dién tich hinh phéng gidi han béi cic dudng y = F(x),
y=G(z),z=0vaz=3. KhiS=15tim a.
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& Bai 32. Dé chuan bi cho hoi trai do Doan trudng to
chiic, 16p 12A dy dinh dyng mot cai léu trai c6 dang hinh
parabol nhu hinh vé. Nén cta léu trai 13 mot hinh chi
nhat c6 kich thude bé ngang 3 mét, chieu dai 6 mét, dinh

trai cach nén 3 mét. Tinh thé tich phan khong gian bén

trong léu trai.

& Bai 33. Dé tham gia Ié hoi héa trang, ban An du dinh lam mot chiéc mat na niia miit

bing chat lieu gidy cing. Hinh dang ctia chiéc mat na duge ban thiét ké trén mit phing

toa do Ozy, 14 phan hinh phiang gi6i han bdi hai dudng parabol (Py), (P) lan lugt c6 dinh

la goc toa do O va diém cé toa do (0;4), cing nhan truc Oy lam tryc déi xiing va ciing di

qua diém M (5;6). Mdi don vi trén cac truc toa do c6 do dai 3cem. Sau d6, ban vé hai hinh

thoi bang nhau c6 do dai cac dudng chéo la 2v/2cm va 4v/2 cm dé khoét lam mét.

O o T

Ban An muén trang tri thém cho chiéc mat na nén dia mua son vé6i chi phi 1a 28 000

dong/ cm?. Tinh s6 tién son ma ban An phai chi trd dé hoan thanh chiéc mit na trén.

& Bai 34. Goi V 1a thé tich khoi tron xoay
tao thanh khi quay hinh phéng giéi han béi
cac duong y = o, y =0 va x =4
quanh truc Oz. Dudng thing x = a (0 < a <
4) cat do thi ham s6 y = \/z tai M nhu hinh
vé ben dudi. Goi V; 1a thé tich khéi tron xoay
tao thanh khi quay tam giac OMH quanh

truc Oz. Biét rang V = 2V4. Tim a.

YA

_V‘—\J"X

P~
I
v x
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& Bai 35. Cho ham s6 bac ba f(z) = az® + br? + yA

cx + d va dudng thing d : g(z) = mz +n c6 do thi

nhu hinh vé. Goi S, S2, 53 lan lugt 1a dién tich cta

cac phan gi6i han nhu hinh bén. Néu S; = 4 thi ty
S

2 P2 1y .
80 =~ bang bao nhiéu?

3 S

12 L

9|
& Bai 36. Mat san ctia mot thang may c¢6 dang hinh vuong Y
ABCD canh 2m dudc 14t gach mau trang va trang tri béi B T A
mot hinh 4 canh gidng nhau mau sam. Khi dat trong hé toa
do Ozy véi O la tam hinh vudng sao cho A(1;1) nhu hinh >
vé bén thi cac dudng cong OA c6 phuong trinh y = 22 va v
y = az® 4 bx. Tinh gia tri ab biét rang dién tich trang tri (' | D

< ox DU S SN
mau sam chiem 3 dién tich mat san.

& Bai 37. Mot bién quang cao c6 dang hinh elip v6i bon dinh Ay, Ao, By, Bo nhu hinh vé bén.
Biét chi phi dé son phan t6 dam 1a 200.000 dong/m? va phan con lai 1& 100.000 dong/m?.

Héi s6 tién dé son theo cach trén gan nhat véi s6 tién nao dudi day, biét AjA; = 8m,

B1By = 6m va tit giac M N PQ 1a hinh ch® nhat ¢c6 MQ = 3m?

B,

& Bai 38. Nguoi ta cat hai hinh cau c¢6 ban kinh 1an lugt 1a R = 13
cm va r = v/41 cm dé lam ho 16 dung rugu nhu hinh vé sau. Biét duong
tron giao ctia hai hinh cau c6 ban kinh 7/ = 5 cm va nit uéng rugu 1a
mot hinh tru ¢6 ban kinh diy bang 5 cm, chiéu cao bang 4 cm. Gia
stt do day vo hod 16 khong dang ké. Héi ho 16 dung duge bao nhieu lit

rugu? (Két qua lam tron dén hang phan chuc).

([ 1>
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& Bai 39. Ngudi ta lam mot chiéec phao boi nhu hinh vé (véi bé mit c6 duge bang cach
quay dudng tron C quanh truc d). Biét raing O = 30cm, R = 5cm. Tinh thé tich V cia

chiéc phao.

d 0]

& Bai 40. Mot hoa van trang tri dude tao ra tit mot miéng bia

mong hinh vuong canh bang 10cm bang cach khoét di bén phan
bang nhau c6 hinh dang parabol nhu hinh bén. Biét AB = 5 cm,
OH = 4 cm. Tinh dién tich bé mit hoa van d6.

& Bai 41. Mot khuon vién dang nita hinh tron c¢6 duong
kinh bang 4v/5m. Trén d6 ngudi thiét ké hai phan dé trong

hoa va trong ¢ Nhat Ban.

Phan trong hoa c6 dang ctia mot canh hoa hinh parabol c6 dinh tring véi tam nita
hinh tron va hai dau mit ctia canh hoa nam trén nita dudng tron (phan t6 mau) cach nhau
mot khodng bing 4 m, phan con lai ctia khuon vién (phan khong t6 mau) danh dé trong cé
Nhat Ban. Biét cac kich thuéc cho nhu hinh vé va kinh phi dé trong ¢é Nhat Ban 1a 200 000
dong/m?2. Hdi can bao nhiéu nghin dong dé trong c6 Nhat Ban trén phan dat d6? Két qua

lam tron dén hang don vi clia nghin dong.

& Bai 42. Dé trang tri tdoa nha, ngudi ta vé lén tuong mot

hinh nhu sau: trén méi canh ctia hinh luc gidc déu c6 canh

2dm la mot canh hoa hinh parabol ma dinh parabol (P)
cach cac canh luc gidc 3dm va nam phia ngoai luc giac;

hai dau mit ctia canh ciing 1a hai diém giéi han ctia dudng

(P) d6. Hay tinh dién tich hinh trén (ké ca luc giac).
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& Bai 43. Ong Tuin lam mot logo bing tam nhya phing, c6 4
hinh dang 14 mot hinh c6 truc déi xting. Biét duong vien hai
bén 1a hai nhanh ctia mot parabol va phan 16m phia dudi day
ciing 1a mot parabol, hai nhanh phia trén la hai doan théng skt

nhu hinh bén dudi. Cho biét AC = 6 dm, AB = 3v/2 dm,
EF = 2 dm va khoang cach AC va EF ban 8 dm. Dién tich

clia logo d6 bang bao nhiéu? Viét két qua dudi dang s6 thap
phan va lam tron két qui dén hang phan tram.

& Bai 44. Ong An xay dyng mot san béng da e A

mini hinh chi nhat c6 chiéu rong 30 m va chicu dai

ur e

50m. Dé giam b6t chi phi cho viéc trong c6 nhan

30 m

tao, ong An chia san béng ra lam hai phan (t6 den

va khong t6 den) nhu hinh vé.

B

Phan t6 den gdom hai phan dién tich bang nhau va dudng cong AIB 13 mot parabol dinh
I duge trong c6 nhan tao véi gia 130000 dong/m? va phan con lai duge trong vé6i gia 90 000
dong/m?2. Héi ong An phai trd bao nhiéu tién (triéu dong) dé trong c¢é nhan tao cho san
bong da.
& Bai 45. Mot manh vuon hoa dang hinh tron
c6 ban kinh bang 5m. Phan dat trong hoa 13 phan
t6 trong hinh vé bén. Kinh phi trong hoa la 50000
dong/m?. Biét hai hinh chit nhat ABCD va M N PQ
c6 AB = MQ = 5m. Hoéi s6 tién can dé trong hoa
trén dién tich phan dat d6 la bao nhieu?
& Bai 46. Tu hinh chit nhat ABCD c6 chieu dai
AB = 8cm va chiéu rong BC = 4cm, ngudi ta cat

b6 mién (R) duge giéi han bdi canh C'D ctia hinh chit

nhat va hai nita dudng parabol ¢6 chung dinh la trung
diém canh AB, ching lan lugt di qua hai dau muat C, D

ctia hinh chi nhat d6 (phan to dam nhu hinh vé).

Phan con lai cho quay quanh truc AB dé tao nén mot do vat lam trang tri, thé tich clia

vat trang tri d6 bang bao nhiéu cm3? Viét két qua lam tron dén hang don vi.
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& Bai 47. San truong c¢6 mot bon hoa hinh tron tam O. Mot
nhém hoc sinh 16p 12 dugce giao thiét ké bon hoa thanh bén
phan béi hai duong parabol c6 cting dinh O va dbi xing
nhau qua O (nhu hinh vé). Hai duong parabol cit duong

tron tai bon diem A, B, C, D tao thanh mot hinh vuéng cé

canh bing 4m. Phan dién tich S, Se dung dé trong hoa,
phan dién tich S3, Sy diing dé trong cé. Biét kinh phi trong
hoa 13 150000 dong/1m?, kinh phi dé trong c6 1a 100000
dong/m?. Héi nha trudng can bao nhiéu tién dé trong bon

hoa d6? (S6 tién lam tron dén hang chuc nghin).

& Bai 48 (THPTQG-2025-CT). Dé dit mot vat trang trf trén mat ban, ngudi ta thiét
ké mot chan dé nhu sau. Lay mot khoi go ¢6 dang khéi chép cut it giac déu véi do dai hai
canh day lan lugt bang 7,4 cm va 10,4 cm, bé day ctia khéi gb bang 1,5 cm. Sau d6 khoét
bdé mot phan ciia khoi gb sao cho phan dé c6 dang vat thé H, é d6 H nhan dudc bang cach

cit khoi cau ban kinh 5,5 cm bdi mot mat phing ciat ma mit cat 1a hinh tron ¢6 ban kinh

3,5 cm (xem hinh duéi).

7
Y N\,
odem " H<—"

Thé tich ctia khéi chan dé biang bao nhiéu centimét khéi (khong lam tron két qua cac phép

tinh trung gian, chi lam tron két qua cudi cing dén hang phan muoi)?
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B 52 Tér

Tréc nghiém nhiéu phuong dn luva chon

¢ Cau 1. Ménh deé nao dudi day sai?

(x)dz = f (z) + C v6i moi ham f (z) c6 dao ham trén R.
./ r)+g(x ]dx—/f dx—l—/g(x)dmv(jimoif(x),g(x) c6 dao ham trén R.
kf(z)de =k r) dx v6i moi k € R va véi moi ham s6 f (z) c6 dao ham trén R.

@/[f( dx—/f dx—/ (x)dz v6i moi f (), g (z) c6 dao ham trén R.
¢ Cau 2. Nguyén ham ctia ham s6 f (z) = cosx 1

(A) —sinx + C. sinz + C. (© cosx +C. (D) —cosx + C.

¢ Cau 3. Tim ho nguyen ham ctia ham s6 f (z) = 57.

@/f(:c)dx:5“'+0. /f<x>dx:5w1n5+o.
x x+1
©/f(x)d:v=1i—5+0. @/f(x)dx:$5+1-|—0.

¢S Cau 4. Cho ham sb f (x) xac dinh trén K va F (z) 1a mot nguyeén ham cta f (z) trén
K. Khéng dinh nao duéi day dang?

@) f'(x)=F (z),Vz € K. ® F'(z) = f(z), Vz € K.
@Fx: (z), Vo € K. ®) F'(z) = f'(z), Vo € K.

¢S Cau 5. Tim /—dx

1 1
1 _ 1 1 _ 9

¢ Cau 6. Cho F (r) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f (). Khi d6 F(0) — F(1) bang

@/lf(x)dx. /IF(:c)dx. @/OF(x)dx. @/Of(:v)dx
0 0 1 1

¢ Cau 7. Cho F(z) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) = g, biét F(1) = 2. Khi d6 gia
T
tri F(3) bang

@A) 2+2In3. B 2+1In3. © 2—2In3. D) 2 —1In3.
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$> Cau 8. Cho ham s6 y = f () lién tuc trén [a,b]. Dien tich hinh phang (H) gidi han bdi
dd thi ham s6 y = f (2), truc hoanh va hai duong thang » = a; 2 = b (a < b) dugc tinh theo

cong thitc nao?
b

@szﬁ/[f(x)]de. S:/bf(:n)dx.

a

b b
© s=r [ 17 @)]d. ® 5= [ @l

, 1
¢ Cau 9. Ho cac nguyén ham ctia ham s f (z) = 22 — 32 + — 1a:
x

1 3
@F(m)sz—iﬁ—;—FC. F(x):%—§x2+ln|x|+0.
b3 3
@F(m):%+§:p2+ln:p+0. @F(z):%—§2+lnx+0.

¢S Cau 10. Cho ham s6 y = f (z) lién tuc trén khodng K va a,b,c € K. Ménh dé nao sau

day sai?

@/bfmdxz—/am)dx
a b

¢ Cau 11. Cho ham s6 f (z) c6 dao ham lien tuc trén doan [1;3] théa man f(1) = 2 va

3
f(3)=9.Tinh I = [ f'(z)dx.
/

@A) I=11. ® I=T. © I=2. D) I =18.

) ) 42% +1
$> Cau 12. Ho tat ca cac nguyén ham cia ham so f(x) = I ;_ trén (0;+o00) la

x
, 1 , 1

@A) 222 -~ +C. ® 22%+ -+ C.
x x
2 2

©4_F+C' @4+F+C‘

$9 Cau 13. Tinh dién tich hinh phéng giéi han béi do thi hai ham s6 y = 2% — 2,y = 23 — 22
va cac duong thang =z = —2,z = 1.

@% g%. @%. ®) o.
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> Cau 14. Cong thiic tinh thé tich V ctia phan vat thé giéi han béi hai mit phang vuong
gbc véi truc Oz tai cac diem 2 = a, = b (a < b) c6 dién tich thiét dien bi cit bsi mat

phang vuong goc véi truc Oz tai diém c6 hoanh do z (a <z < b) 1a S (2) 1a

@vz/as<x)dx. V:W/I)S(:c)dx
b a
@V:ﬂ/bsz(x)dx. @V:/bS(az)dw.

2

¢ Cau 15. Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén doan [1;2] v / 4f(x) — 21:} dz = 1. Khi do6
1

2
/ f(r)dx bang
1

@A) —1. -3. © 1. D) 3.
$> Cau 16. Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén R. Goi S la dién tich hinh phéng gidi han
béi cac dusng y = f(z),y = 0,2 = —1,2z =5 (hinh vé).

y
I
=V,

0 1%},{/}-’; yﬁ’///s X
Q)

A

Meénh dé nao dudi day dung?

@) S:—/lf(x)dx—/f($)dx. S:/lf(:t)dx—/sf(x)dx
-1 1 -1 1
1 5 1 5
——_/1f(x)dx+1/f(x)dx. (D) S:_/lf(:c)d:c—l—l/f(x)d:c

2
¢ Cau 17. Biét rang /f(m) dr = —4. Gia tri cla /[3x — 2f(z)] dz bang
0

0
@) —2. 12. © 14. (D) 22.
2
O Cau 18. Gia tri clia / |22 — z| dz bing
0
2 1
) 3 1. © 3 D) 2.
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¢ Cau 19. Khing dinh nao sau day ding?
@/(cosx—?sinm)dx:Sinx—i—Qcosm—i—C’.
/(cosx—2sinx)dx:—sinx—i—Qcosx—i—C.
@/(cosx—?sinx)dx:sinx—QCosx—f—C.
@/(Cosw—Qsinx)dx:—Sinx—QCosx—i—C’.

¢ Cau 20. Khiang dinh nao sau day ding?

@/(x—l)de—%g_zx_iJrC
© [ (r-2) =5 mepe
© [(-3) dx:%(“i)gw

o [ Yat (1) (1+4) e

¢ Cau 21. Ham s6 nao sau day la mot nguyén ham cltia ham s6 y = —7
x
1 1
®-L ©! o
$® Cau 22. Khing dinh nao sau day ding?

@/32xdx——+0 /32xdx:9x~ln9+C’.
T\ 2
@/32%;;;:(51—3) +C. @/32xdx:3x~ln3+0.

1
$© Cau 23. Gia tri cta / (4933 + 322 + 893) dz + / (4933 + 322 + 8:):) dz bang
-2 1

(A) 16. —16. ©) 52. D) 0.

> Cau 24. Cho D la hinh phang giéi han béi do thi ham sé y = v/ + 1, truc tung, truc

@®

x3

hoanh va dudng thing z = 2. Thé tich ctia khdi tron xoay tao thanh khi quay D quanh

truc hoanh bang
@A) 6. 2. © 3. (D) 4.
3
¢ Cau 25. Cho ham s6 f(z) ¢6 dao ham f/(z) lien tuc tren R, f(1) = 16 va /f’
1

Khi d6 gia tri ctia f(3) bang

@A) 20. 16. © 12. (D) 10.
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¢ Cau 26. Mot nguyén ham ciia ham s6 f(x) = sin 2z 1a:

(A) F(z) = 2cos 2. F(z) = — cos2x.
© F(x) = %cos 2z. (D) F(x) = —%cos 2z.
$» Cau 27. Nguyen ham F(z) ctia ham s6 f(z) = e¥ — 3% thoéa man F(0) = 4 1a
@A) F(z) =e" — 3e7". F(z) = e® + 3e 2.
© F(z) = e+ 3e7%. (D) F(z) =e* + 3¢ + 4.

$> Cau 28. Mot vat chuyén dong c6 gia toc 1a a(t) = 3t2 +t (m/s?). Biét rang van tdc ban

dau ctia vat 1a 2m/s. Van toc clia vat do sau 2 giay 1a

(A) 8m/s. 10m/s. © 12m/s. (D) 16m/s.
b .
$© Cau 29. /(x2 + 32%)dz ¢6 dang %xS + ZI4 + C, trong d6 a, b la hai s6 nguyén. Gia tri
clia a + b bang

@) 4. ® 2. © 5. D) 6.

5 5
< Cau 30. Cho/f(x) =3va /f )dx = 7. Gia tri cua/f )dx 1a
2 0

@) 10. 4. © —4. @ 3.

¢ Cau 31. Cho ham sb f(z) lién tuc trenRva/f )dx = 4. T1nh/2f( ) dx

@) 2. ® 4. © 8. @16

$& Cau 32. Gia tri trung binh ctia ham f(z) trén doan [a;b] duge tinh bdi cong thitc
b
1

b—a

m =

/f(:)s) dx. Khi d6, gia tri trung binh ctia ham s6 f(z) = 22 + 2z trén [0;3] 1a

3
@) 3 18. © 6. D) 5.
$> Cau 33. Ham 86 y = f(x) c6 do thi di qua diém (0;2) v& f/(z) = cosz — sinz. Gia tri
cia f(m) la
@) —1. 1. © 4. D) 0.

10
¢ Cau 34. Gia tri cla /dx bang

@) 10. 0. © 5. D) 1.
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$> Cau 35. Dien tich hinh phang gi6i han béi do thi ctia ham s6 y = e — 2, truc hoanh va
hai duong thing = 0, x = In4 la:

@ 1. ® 3. © 2In2 - 1. (D) 3—4In2.
$> Cau 36. Do thi ctia ham s6 y = f(2) di qua diém (1;1) va c6 he s6 goc ciia tiép tuyén
tai cac diém (z; f(z)) 1& 1 — 4z. Gia tri ctia f(3) 1a:

@A) —12. —13. © —15. (D) —30.

3
¢ Cau 37. Cho ham s6 f(z) lién tuc trén doan [1; 3] va thoa man / [322 = 2f'(z)] da = 4,

1
f(1) = —2. Gia tri f(3) la:

@) 9. 11. © —13. (D) 19.

¢ Cau 38. Cho do6 thi ham s6 y = f(x). Dién tich S ciia y

hinh phang (phan to dam ciia hinh vé dudi) 1a

3 /
@A) S = /f(x) dz. 2\ /0
) 10
0 3
S= [ fle)dz+ [ flz)dx
o]
—2 3
© S= [ f(x)de+ [ f(x)dx
[
0 0
® S= [ flx)dv + [ f(x)da
fre]
10 8 10
$> Cau 39. Néu [ f(t)dt=17va [ f(y)dy=12thi [ (=3)f(z)dz bing
oo frown]
() 15. 29. © —15. D) 5.

¢ Cau 40. Nguyén ham ciia ham s6 f (z) = 3cosx — 3% 1a

T

@ /f(x)deBSinx_i_g+C'

T

/f(x)d$——381nx+i—3+c_
) 3*
© [r@ar=ssme+ 2 vo

D) /f(x)dx:—Bsinx—li—B—FC.
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) 1
$& Cau 41. Biet F(z) 1a nguyén ham ctia ham s6 — va F(1) = 1. Tinh F(3).
T

1 3
@A) In3+ 1. 5 © In 7. (D) In3.
&> Cau 42. Goi S la dién tich clia hinh phang giéi han béi cac dusng y = 4%y = 0;2 =

—1; 2 = 2. Khang dinh nao sau day ding?
2 2

@S:/de. S:W/ledx.
-1 -1
-1 ~1

© S = /42xdx. D S = /4xdx.
0 2

¢ Cau 43. Cho hinh phang gisi han béi do thi ham s6 y = v/9z + 7, truc hoanh va cac
duong théang « = 2;2 = 7. Thé tich khéi tron xoay tao thanh khi cho hinh phang dé quay

quanh truc Oz la
475 531 475

@A) 3127, -5 © -5 D) -5
&> Cau 44. Goi V la thé tich ctia vat thé giéi han bdi hai mat phing z = 0 va z = 1,
biét ring khi cat vat thé béi mit phang tuy ¥ vudng géc véi truc Oz tai diém c6 hoanh do
2 (0 <z < 1) thi duge thiét dien 1a mot hinh tam gidc déu c6 canh la zv/8 — 22. Gia tri ciia

V bang

373 ® 37v3 373 39v/3
15 60 30 60

$> Cau 45. Cho hinh vuong OABC c6 canh bang 4 dugc
chia thanh hai phan bdi duong cong (C) c¢6 phuong trinh
y = 0,252%. Goi S1, So. lan lugt 1a dien tich ctia phan khong
bi gach va phan bi gach (nhu hinh vé bén). Ti s6 g—; bang

® 1. 2. © 15. ®

DN | —

¢ Cau 46. Cho do thi ham s6 y = f(z) nhu hinh vé Y
bén. Dién tich phan hinh phéng giéi han béi do thi ham

s6 y = f(x) v6i truc Ox nam phia trén va phia duéi truc

3
Ox lan lugt 1a 3 va 1. Khi do6 /f(x) dr bang

@) 2. —2. _(é) 3. D) 4.
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INE

¢S Cau 47. Tinh [ (22 —sinx + 4) dx.
0
72 4+ 167 + 82 — 16 72+ 16m +2v2 — 4

@ 16 ' 16
72 + 167 + 82 72+ 167 — 16

© 16 © 16

¢ Cau 48. Cho ham s6 y = f(x). Do thi cta y

dao ham f’(x) 1a duong cong trong hinh beén. Biét
rang dién tich ctia cac phan hinh phing A va B

lan luot 14 Sy = 2 va S = 3. Néu f(0) = 4 thi gia

tri ctia f(5) bang
@) 3. 5.
© 9. D) —1.

& Cau 49. Cho vat thé ¢6 mat day la hinh tron c6 ban

kinh bang 1 (hinh vé). Khi cit vat thé bdi mat phang vuong
gbc véi truc Oz tai diém c6 hoanh do 2 (-1 < z < 1) thi
dugc thiét dien la mot tam giac déu. Tinh thé tich V cia
vat thé do.

@A)V =+3. ® V =3V3.
43
3

@V:—. @V:ﬂ'.

¢ Cau 50. Cita vom lay anh sang clia mot toa nha duge thiét ké vé6i kich thude nhu hinh
(a). Ctta c6 hinh dang mot parabol c6 dinh I va di qua hai diém A, B nhu hinh (b). Ngusi
ta du dinh 1ap kinh cho ctta nay. Tinh dién tich kinh can Iap, biét rang nguoi ta chi sit dung

mot 16p kinh va bo qua dién tich khung cia.

2\~
N[}

—

11 9

m?2 g
©4m. @Qm.

®
=~ ©
Ew
®
|
Bm
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Tréc nghiém ding sai

0 0
$® Cau 1. Cho /f () dx = —2024 va /g (x)dz = —2025.
-3 -3

Ph4t bidu D|S

-3
(A) /f(a:) dz = 2024.

0

0

/(—S)g(x) dz = —6075.
-3

0

© [[f(x)—g(x)+1]de=4.
/

0
D) Cho m,n la cac hing sb6. Néu /[mf(x)—ng(x)]dx = 2026 va
=3

0
/ [—nf (x) + mg (z)] dz = 2023 thi m +n = —3.
—3

> Cau 2. Cho céc ham sb f(z) = 6 — 2z; g(x) = 222 — 4o + 2.

@ ~ Theé tich clia vat thé tron xoay dudc tao thanh khi quay hinh phang giéi han
3
béi cac duong y = f(x);x = 0;y =0 quanh truc Oz 1a V == / (6 — 2:(3)2 dx.

0
~ Phuong trinh f(z) = g(z) c6 cac nghiém la z = —1;2 = —2.

N

(©  Dién tich ctia hinh phing giéi han bdi cdc dudng y = f(z) va y = g(z) la
2

S = / (—2m2 +2x—|—4) dz.

~1
@ ~ Dién tich ctia hinh phéng gi6i han bdi cac duong y = f(2);y = g(z);y = 0 1a

S:/Zg(x)dx+/3f(x)dx.
1 2

> Cau 3. Cho ham s6 y = f () lien tuc va c6 dao ham trén [a; b], biét F (z) = 2* — 222 +1
12 mot nguyeén ham ctia ham s6 g (z) = f/ (x) — 42. V6i a,b, C 14 cic hing sob.

A f(x) =423,

o /g(x)dx:F(x)+C.

b

@_ g (x)dx = F (a) — F (b).

a
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D)  Hamsb y = f(x) c6 ding mot diém cue tri.
> Cau 4. Cho hinh phang (H) gidi han bdi do thi ham s6 y = f(z) = xTH, truc hoanh
va hai dudng thang x = 2,z = 6. Xét tinh ding sai ciia cac khang dinh sau:

(A)  Dien tich hinh phéng (H) 1a S =4 +1n3.

~ Dién tich hinh phéng giéi han béi do thi ham s6 y = f(z) — 1, truc hoanh va
hai dudng thing 2 = 2;2 =6 14 S = 2In 3.

@ o Thé tich vat thé tron xoay dudc tao thanh khi quay (H) quanh truc Oz la

v (13 + 61n3)7r'
3
@ ~ Theé tich vat thé tron xoay dudc tao thanh khi quay hinh phang gidi han bdi do
) . 1+6In3
thi ham s6 y = f(x) va cac duong thang y = 1,2 = 2,2 = 6 quanh truc Oz la V' = %

$> Cau 5. Cho ham 86 y = 22 — 2 ¢6 dd thi (C). Ki hieu A 1a y
hinh phéng giéi han béi (C), truc hoanh va hai dudng thang
¢ =0, = 2; B la hinh phang gi6i han béi (C), truc hoanh va
hai duong thang » = 2, z = a(a > 2). Goi Sy, Sp lan lugt 1a

dién tich ctia hinh phéng A, B. Khi dé:
2

A _SA:/(.TQ—Q.Q?) dz. o1

0
a

_SB:/(SC2—23:) .

2
(©  Véia=3th S(A) = S(B).

D) _/(Qx—xz) dr = S(A) + S(B).
0

2
) ) 1
¢S Cau 6. Bict F (x) 1a mot nguyén ham ctia ham so f (z) = v trén khoang (0; +00).
T

Ph4t bidu DI|S

(A) F (z) = ' (2),Yz € (0;+00).

F (x) + 2025 cling 13 mot nguyén ham ciia ham s6 f (z).

(©) F (z) = 2%+ Inz + 2025.

2 3 L e?
D) Biét F(1) = 5 khi d6 F'(e) = 5t 2.
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b b
> Cau 7. Cho ham s6 f (z) = 62° — 2¢. Goi [ = /6x5dx; J = /xedx.

Ph4t bidu D|S

b
(A) Goi A = /x5dx thi ta c6 A = 61.

a

b
/f(x)dx:]JrJ.

b
— be — g°
a

@J:xe
1

@/f(x)dl’:m——n .Khidom+n-+p=3.
e+p
0

¢ Cau 8. Tai mot nha may san xuat mot loai phan boén, goi P(z) 1a 1gi nhuan (tinh theo
trieu dong) thu dugc tit viec ban = (tan) san pham trong mot tuan. Khi dé dao ham P'(z)
goi 1a loi nhuan can bién, cho biét tdc do tang lgi nhuan theo lugng san pham ban dudc.
Gia st 1gi nhuan can bién (tinh theo trieu dong trén tan) ctia nha may duge uée lugng béi
cong thitc P’ (z) = 17 — 0,025z v6i 0 < z < 100. Biét nha may 16 24 trieu dong néu khong

ban dudc lugng san pham nao trong tuan.

Ph4t bidu DI|S

(A) Cong thtic lgi nhuan (tinh theo trigu dong) thu duge tit viec ban z (tan) san

pham trong mot tuan la P (z) = 172 — 0,012522 + C véi C 1a mot hing s6 bat k.

C6 thé tinh dudc 1gi nhuan ctia nha may thu duge khi ban 120 tan sdn pham

trong tuan.

(C) Loi nhuan nha méy thu dugde khi ban 80 tan san pham trong tuan 1a 1 ti 256

trieu dong.

@ Néu nha méy ban duge tit 1,3 tan san pham trén tuan tré lén thi nha may

ludén co 1ai.

¢S Cau 9. Cho ham s6 f (x) ¢6 dao ham f’ (x) lien tuc tréen R thoa man f' (r) =2 —5sinx
va f(0) = 10.

@A f(r)=2m

® /f’ (z)dr = 2z — 5cosx + C v6i C 1 hing s6.

(©  f(x)=22+5cosx+5.
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@ ~ Dién tich S ctia hinh phang (H) gidi han bdi cic duong cong y = f (z); y =
g(x) =5cosz +9 va truc tung bang 4.

) . 2z khi z <0
$® Cau 10. Cho so0 thuc a va ham s6 f (z) =

a(x—:vz) khia:>0‘

Ph4t bidu DI|S

0 0
@/f(a:)dx—/Qxdx.
—1

-1

i
f(x)dyc:—g.
/ ;

(D) Diéu kién can va da dé / f(z)dz >31aa> —6.

—1

> Cau 11. Mot vat chuyén dong déu véi van tde c6 phuong trinh v (t) = t2 — 2t + 1, trong
do6 t duge tinh bang giay, quang duong s (t) duge tinh bang mét.

Ph4t bidu D|S

(A) Quang dusng vat di dugc tit khi vat bit dau chuyén dong dén khi gia toc bi

1
triet tieu la 3 (m).

Quang duong vat di dugc trong 2 giday tinh dén thsi diem ma van toc dat

9 (m/s) la ? (m).

(©) Quang dudng di duge clia vat sau 2 giay ké tit khi vat bt dau chuyén dong
Ia 2 (m)
ac .

5 (m

(D) Quang dudng vat di dugc tit 0 giay dén thoi didm ma gia toc bing 10 (m/s?)
la 44 (m).

> Cau 12. Cho ham s6 f(z) xéc dinh tren R\ {0} tha man f(z) =z +5 — 2.
xXr

Ph4t bidu D|S

£ 6
(A) f(r) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 g(z) = 1 + +—.
x

/f(x)dx: %x2+5x—61n\xl+0.
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(©) Goi F(r) 1a mot nguyén ham ciia ham s6 f(x) va thdéa man F(1) =5 Khi d6

2
F(2):5+/f(3:)d:c.
1

(D) Goi G(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) théa man G(1) = 4 vh G(2) +
G(—1) = 5 Khi d6 G(—6) = —13 — 61n3.

$> Cau 13. Mot chat diém chuyén dong trén duong thing nim ngang (chiéu duong huéng
sang phai) véi gia toc phu thudc vao thoi gian ¢ 1a a(t) = 2t — 7 (m/s?). Biét van téc dau

bang 6 (m/s).

Ph4t bidu D|S

(A) Do dich chuyén ctia vat trong khodng thdi gian 1 < ¢ < 7 1a 18 m.

Trong 8 giay dau tién, thoi diem chat diém xa nhat vé phia bén phéi lat =7

(s)-

(C) Tai thai diém t = 7 (s), van toc clia chat diém 1a 6 (m/s).

(D) Van tbc tite thi ctia chat didm tai thai diém ¢ xac dinh béi v(t) = ¢2 — 7t +10.

> Cau 14. Cat mot chiée tréng dong c6 dang khéi tron xoay bdi mot mat phang di qua
tam clia day va vuong géc véi mit phing day duge mat cit 1a phan hinh phing duge to
dam trong hinh vé duéi day. Biét rang hai duong cong thanh bén lan lugt 1a mot phan clia

duong parabol y = f (z) vay = g (x).

Y

80 cm | 48 em

80 cm

Xét tinh dung, sai clia cac ménh dé sau.

A f(x)= —ﬁm2+40.
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N P 16640
Dién tich ciia phan mit cat bing cm?.
» . ) N N 293888
© The tich ctia chiec trong dong bang Tﬁcmg’.

D g(@)=f(~a).
> Cau 15. Téc do giao doi chat co ban ciia sinh vat c6 thé tang hodc gidm tuy thudc vao
hoat dong ctia sinh vat. Cu thé sau khi hap thu chat dinh dudng, sinh vat thuong trai qua
mot sy ting dot bién trong tdc do trao doi chat ctia né, sau dé dan dan trd lai mic co ban.
Linh vita két thic bita an t6i clia minh véi nang lugng nap vao 1a 5120 J va toéc do trao doi
chat ctia co6 da tang dot bién tit mtic co ban My. Sau d6 co da tieu hao hét nang lugng do
trong 12 gio tiép theo. Gia stt ¢ git sau bita #n Linh tiéu hao duge M(t) kJ, téc do trao doi
chit ctia ¢o dugc cho béi ham s6 M’ (t) = Mo + te= 01 (kJ/h), t € [0;12].

(A M(t) = Myt —5e~%" 4 C 1a ho nguyen ham ciia ham s6 M'(t).

My =0,01 (lam tron dén hang phan tram).

(C)  Nang lugng con lai sau 6 gio dau 1a 197 J (Iam tron dén hang don vi).

@ ~ Toc do tieu hao nang lugng trung binh trong khodng thoi gian tit a gio t6i b gio
dugce tinh bdi cong thic vy, = w. T6c do tiéu hao ning lugng trung binh tir 6
gio dén 12 gio ctia Linh 1a 32,76 J/h (lam tron két qua dén hang don vi).
¢ Cau 16. Mot miéng thit séng ducc lay ra khoéi ngan da ciia ti lanh va dé trén ban dé
ra dong. Nhiét do ctia miéng thi khi né dudge lay ra khéi ngan da 1a —4°C va sau t gio thi
nhiét do clia miéng thit tang véi toc do T7(t) = Te~93%°C /gio. Miéng thit nay dugc ra dong
khi nhiét do ctia n6 dat dén 10°C. Xét tinh ding sai clia cic ménh dé sau

(A)  Sau 2 git tdc do thay ddi nhigt do clia miéng thit bing 3,48°C/gi (lam tron
két qua dén hang phan tram).

~ Nhiet do ctia miéng thi bang 0°C sau 43 phat (lam tron két qua dén hang don
vi ctia phit).

(©)  Can mat 2,44 gio dé miéng thit duge ra dong (lam tron két qua dén hang phan
tram cua gio).

(D) Sau khi rd dong duge 2 tiéng, miéng thit duge dem di nudng trong 1o nudng.
Téc do thay doi nhiét do ctia miéng thit trong 10 nuéng sau ¢ gio duge xac dinh béi ham sé
L'(t) = 80e%%°C/gis. Miéng thit duge coi la chin déu néu nhiét do ciia n6 1a 77°C. Thoi
gian dé nuéng chin déu miéng thi 1a 48 phut (Iam tron két qua dén hang don vi clia pht).
$¢> Cau 17. Nam dang tham gia mot bai hoc tit méi tiéng Anh trong vong 60 phut. Biét

rang M(t) 1a s6 tit méi ma Nam c6 thé ghi nhé trong ¢ phit. Téc do ghi nhé tit méi ciia
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Nam dugc xac dinh béi ham sb M'(t) = at — bt? (v6i a,b € R) (tit/phit) va dat cao nhat
tai thoi diém 40 phit. Biét ring Nam ghi nhé duge 18 tit méi trong 10 phit dau tién ciia
bai hoc.

A a=04

~ Kha nang ghi nhé ctia Nam tai thoi diém 20 phut 14 6 tit/phiit.

(C)  Trong ca bai hoc Nam ghi nhé dude tong cong 427 tit mdi.

(D) Biét ring toc do hoc trung binh (tit/phit) tai thoi diém n dén thoi diém m

1

m—-n

dugc tinh bdi cong thiic

m
/M’(t) dt. Téc do hoc trung binh ciia Nam trong ca bai
n

hoc 1a 6 tiu/phut.
¢ Cau 18. Mot may bay di chuyén ra dén dudng bang va bat dau chay da dé cat canh.
Gia slt van toc clia may bay khi chay da duge cho béi v(t) = 5t + 3 (m/s), véi t 1a thoi gian
ké tit khi may bay bat dau chay da. Sau 35 giay thi méay bay cat canh trén duong bang.
Goi s(t) 1a quang dudng may bay di chuyén dudc sau ¢ gidy ké tit lic bat dau chay da. Mdi
ménh dé sau dang hay sai?

A o) =51

_s(t):?%?+5t+5.

@ ~ Quang duong may bay di chuyén dudc sau 6 giay ké tir khi bat dau chay da la
85 meét .

D)  Quang dudng may bay da di chuyén tit khi bit dau chay da dén khi rai duong
bang 1a 2013 mét (Két qua lam tron dén hang don vi) .
¢ Cau 19. Déi véi nganh nudi trong thiy san, viec kiém soat lugng thube ton du trong
nude la mot nhiem vu quan trong nhim dap tng cac tiéu chuan an toan vé méi trudng.
Khi nghién cttu mot loai thude tri bénh trong nuéi trong thiy san, ngudi ta st dung thube
d6 mot lan va theo doi ndng do thude ton du trong nuée ké tit lic st dung thude. Két qua
cho thay nong do thude y (t) (don vi: mg/lit) ton du trong nudc tai thoi diém ¢ ngay (t > 0)
ké tit Itic st dung thube, théa man y (t) > 0 va /' (t) = k.y (t) (t = 0), trong d6 k 13 hing
s6 khac khong. Do nong do thudc ton du trong nude tai cac thoi diem t = 6 (ngay); t = 12
(ngay) nhan dugce két qua lan lugt 1a 2 mg/lit; 1 mg/lit. Cho biét y (1) = e9® (t > 0).

(A g(t)=kt+C (t >0) véi C 1a mot hing s6 xac dinh.

k=

©  C=4h2
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(D)  Nong do thude ton du trong nude tai thoi diém ¢ = 21 (ngay) ké tit ltc st dung

thude 16n hon 0,4 mg/lit.

$> Cau 20. O nhiet do 37° C, mot phan tng héa hoc tit chat dau A, chuyén héa thanh

chat B theo phuong trinh A — B. Gia sit y(z) 1a nong do chat A (don vi mol L™!) tai thoi

diém z (giay), y(z) > 0 v6i x > 0, théa man hé thic y'(z) = —7- 1074y (x) véi = > 0. Biét

rang tai # = 0, nong do (dau) ctia A 14 0,05 mol L~1. Xét ham s6 f(x) = Iny(x) vé6i x > 0.

Cac phat biéu sau day ding hay sai?
A flle)=-T-107%
_ flz) = =7 10742 +1n(0,05).
© _ y(30) —y(15) = —6- 107",

(D)  Nong do trung binh ctia chat A tit thoi diém 15 giay dén thoi diém 30 giay gan

bang 0,05.

$> Cau 21. Biét (Hi), (H) la hinh phang
dugce gidi han béi cac duong nhu hinh vé bén.
Goi S, S lan lugt 1a dién tich cac hinh phang
(H1), (Hg). Khi do

9
@ o Sl - 5
19
o 52 = ?
(©  Quay (H) quanh truc Oz ta dudc
P ? N 1
khoi tron xoay c6 the tich bang 81—(;
@ ~ Quay (H2) quanh truc Oz ta dugc
1887

khoi tron xoay cé thé tich bang EER

(@]
w______________
/
<
I
|
8
[\
+
W
8

3

¢ Cau 22. Cho ham s6 y = f(z) xac dinh va lién tuc trén R biét / | f/(z)|dz = 32 va ham

sO ¢6 bang bién thién nhu hinh duéi

T |—00 —1

—1

3 +o00

f'(x) - 0 +

0 +

O —
11

/() \5/ \f(3)/
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b
A / F@)de = fla) - f(3) .

1
o |f’(:x)|d:v =16 .
/

©  f(3)=20.

(D) Dién tich hinh phing giéi han bdi do thi ham s6 y = f/(x), truc Oz hai duong
thang = = 1,2 = 3 bing 16 .
$® Cau 23. Cho ham s6 f(z) = 23 — 322 + 2 ¢6 do thi 1 duong cong (C). Dudng thing d
di qua tam ddi xtng ctia (C) va cit (C) tai hai diem A, B (nhu hinh vé). Biét diém A c6
hoanh do bang —1.

(A)  Toa do tam ddi xting ctia dd thi ham s6 f(z) 1a I(0;1) .

~ Diém A c6 tung do biang —2 .

(C)  Duong thing d c¢6 phuong trinh la y =z + 1 .

@ ~ Dién tich hinh phang gidi han béi dudng cong (C) va dudng théng d phan gach
chéo bing 8 .
& Cau 24. Trén quoc 16, mot mo t6 dang di chuyén tit Can Tho dén Séc Trang véi van
téc 50 km/h. Cung ltic d6 mot 6 t6 dang di chuyén tit Séc Trang dén Can Tho véi van toc
30 km/h, sau 6 phit di chuyén, thi 6 to bat dau tang toc véi van tdc v(t) = %t +b (m/s),
v6i ¢ 1a thoi gian ke tit ldc 6 to bat dau tang téc. Gia st khi dat dén téc do 60 km/h thi 6
t0 gitt nguyeén van toc.

@ ~ Quéang dudng xe mo to6 di duge sau 10 phit 1a 5 km .

~ Giatrictia bla 30 .

@ _ Thoi gian 6 t6 bat dau tang téc cho dén dat dén toc do 60 km/h 1a 3 giay .

(D)  Biét quiang dudng Séc Trang — Can Tho dai 60 km, sau khi 6 t6 gip mo to thi
0 to di chuyén thém 29 km thi dén Can Tho (lam tron két qua dén hang don vi) .
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$> Cau 25. Ap sudt P va thé tich V cfia khi trong mot xi-lanh ¢6 chiéu dai 0,8 m va béan
kinh 0,2 m v6i mot piston di dong, lien hé véi nhau béi cong thic PV = k, trong d6 k
13 mot hing s6. Khi pittong dude kéo ra hét cd, 4p suat khi 1a 2 - 106 N/m?. Biét thé tich

khéi tru V = 7r2h v6i r 1a ban kinh day va h 1a chiéu cao khéi tru.
T

Ph4t bidu D|S

@ Goi z 1a chidu dai cia cot khi. Khi d6 thé tich khi ctia xilanh 1a V =
0,027z% (m®).

Gi4 tri clia hing s6 k 1a 80214 (lam tron dén hang don vi).

(C) Biét luc day F dé day piston thoa F(x) = P-S véi S 1a dién tich mit cit ctia
pit-tong, khi d6 F(3) = 38450 (N) (lam tron dén hang don vi).

(D) Biét ring cong can thiét dé nén cot khi tit @ (m) dén b (m) duge tinh bing
b

cong thic A = — /F(x)dx (J). Cong can thiét dé nén co khi tir 0,8 m xudng 0,5

a
m 12 103967 J (lam tron két qué dén hang don vi).

¢ Cau 26. Mot nha ban 1é nhan duge mot 16 hang gao nang 10 000 kg, sé duge st dung
hét trong vong 5 thang vé6i toc do tieu thu déu dan 1a 2 000 kg mdi thang. Biét rang chi
phi luu trit 14 1 000 dong cho mdi kg moi thang.

(A) 86 kg gao con trong kho sau ¢ thang la 10 000 — 2 000¢ (0 < ¢ < 5).

~ Goi S(t) (don vi: nghin dong) 1a tong chi phi luu trit trong ¢ thang, khi d6
S(t) = 10 000t — 1 000#2.

(C)  Chi phi luu trit trong 5 thang 1a 25 tri¢u dong.

(D) Biét rang nha ban 1& mua gao véi gia 12 000 dong/kg va lic ban dau ban véi
gia 18 000 dong/kg, gia ban gao mdi thang duge mo phong theo ham G(t) (nghin dong/kg)
thi téc do thay doi gia ban gao dugc tinh theo cong thic G'(t) = 2t — 3 (nghin dong/thang)
(0 <t <5). Sau 5 thang nha ban 1¢ d6 c¢6 phat sinh 1gi nhuan la 43 tri¢u dong.
¢S Cau 27. Mot bac si tiem mot loai thude X ¢6 nong do 5 mg/L vao bap tay clia mot

bénh nhan v bang cach theo doi nong do thude X trong mau, ngudi ta xac dinh dude nong
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do thude c6 trong mau sau ¢ giay duge cho béi ham s6 C(t) = at? + bt (mg/L), (a,b € R).
Thudc X duge dao thai toan bo ra khoi mau sau 24 giay. Biét rang nong do thudc toi da
c6 trong mau biang 80,64% nong do thudce tiem vao co thé. Ki hiu Chax 13 nong do thube

cuc dai trong mau.

C (mg/L)
A
5 i
e}
i}
2 y=C(t)
2925
0 T, t (giay)

(A Crax = 4,032 (mg/L).
B

1
N

3)  Nong do thudce dat dinh Cpay sau 12 giay.
(©) __ Biét réing t; 5 dudc goi la thoi gian ban théi, tic la thoi gian tinh tir lic nong

p p . 1
do thuoc dat dinh Chax den khi nong do giam con §Cmax, khi do t; o = 8,5 giay (lam tron
dén hang phan muoi).

(D)  Nong do thude trung binh trong mau benh nhan tit thoi diém m giay dén thoi

m

/ C(t) dt. Trong thoi gian ban thai, lugng thubc

diém n giay dugc tinh béi cong thiic
m-—n
trung binh trong mau bénh nhan nay 1a 3,5n6 mg/L (lam tron dén hang phan tram).
$> Cau 28. Gia st Igi nhuan bién (tinh bang tri¢u dong) ctia mot san pham duge moé hinh
héa bing cong thite P'(z) = —0,0008z 4 b (b € R). O day P(z) 1a 1gi nhuan (tinh bing trieu
dong) khi ban dugce z don vi san pham. Biét 1gi nhuan khi ban duge 50 san pham dau tién
1a 519 trieu dong va ta coi rang khi chua ban duge don vi sdn pham nao thi lgi nhuan bing
0. Khi do
(A)  Loi nhuan khi ban duge = don vi san pham dudc tinh bing cong thitc P(r) =

—0,0008z% + bz (b € R).

B  b=104.
(€ Khi doanh s6 tang tit 50 lén 55 don vi sdn pham thi lgi nhuan tang 49,79 trieu

dong.
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(D) Biét riing khi doanh s6 tang tit 50 len dén a don vi san pham thi lgi nhuan tang
len mot lugng 16n hon 517 triéu dong, khi d6 gia tri nhé nhat ciia a 1a 100.
$> Cau 29. Muec nuée h(t) trong ho chita ctia nha may dién thiy triéu thay ddi trong subt

mot ngay do nude chdy ra (khi thiy triéu xudng) va nude chiy vao (khi thiy triéu len).

2. 2 2, X . ~ 2 [ N £ 1
Su thay doi ctia muc nuée trong ho chita duge moé phong béi ham so A/ (t) = %tQ +bt+c,
trong d6 ¢ tinh bang gis (0 < t < 24), A'(t) tinh bang mét/gio. Tai thoi diém ¢ = 0, myc
nude trong ho chita 1a 6 m va dang tang véi toc do 1,9 mét/gio. Muyc nude trong ho chita

16n nhat lac t = 5 gio.

BHdp

(A)  Giatrictaclac=6.

~ Gi4 tri ctia b= —0,48.

(©)  Muc nude trong hd chita gidm trong khoang thdi gian tit ¢ = 5 gis dén ¢ = 20
gio va tang trong cac khoang thai gian con lai.

(D) Muc nude trong ho chita thap nhat (lam tron két qua dén hang phan tram ctia
mét) 1a 1,19 mét.

3
¢ Cau 30. Cho ham s6 y = f (z) lien tuc trén R va thoa man /f (x)dz = 2.
1

Phat biéu D|S

3
(A) [ 3f(x)dr = 6.
[

3 2
Néu/f(:r)dx:—l thi/f(a:)darzl.
2 1

(C) Néu F (r) 1a mot nguyén ham ciia f () trén doan [1;3] théa man F(1) = 3
thi F(3) = 1.

3
2
—1
@/xf(x)l‘f” dz=a+bln3, (a€QbeQ). Tacatb=5
1
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$> Cau 31. Mot ngusi dang 14i xe 6 to thi bat ngd phat hien chuong ngai vat trén dudng
cach dau xe 25m, ngay lic do ngudi lai xe dap phanh khan cap. Ké tir thoi diém nay, 6 to
chuyén dong cham dan déu v6i van toc v (t) = —10t 4 20 (m/s), trong d6 ¢ 1a thoi gian tinh
bang giay ké tit lic dap phanh. Goi s (t) 1a quang dudng xe 6 to di dugdc trong ¢ (giay) ke
tur lac dap phanh.

(A)  Quang dudng s (t) ma xe 6 to di dude trong ¢ (gidy) la mot nguyen ham ciia
ham s6 v ().

B)  s(t) = -5t +20.

(C)  Thoi gian ké tit lic dap phanh dén khi xe 6 t6 dimg han 1a 20 giay.

@ ~ Xe 0 t0 d6 khong va vao chuéng ngai vat ¢ trén duong.
& Cau 32. Mot chat diém A xuat phat tit O, chuyén dong thing véi van toc bién thien
theo thoi gian béi quy luat va(t) = El()tQ + i—it (m/s), trong d6 t (gidy) la khodng thai gian
tinh tit lic A bat dau chuyén dong. Tit trang thai nghi, mot chat diem B cling xuat phat
tit O, chuyén dong thang ciing huéng véi A nhung cham hon 3 giay so véi A va c6 gia toc
bang a (m/s?) (a1 hing s6). Sau khi B xuat phat duge 15 giay thi dudi kip A.

(A)  Chat diém A di duge 12 giay thi bi B dudi kip.

~ Van t6c clia B tai thai diém ¢ cho bdi cong thitc vp(t) = at (m/s).

@ ~ Tai thai diém A va B gap nhau, A di dugc % m.

(D) Van téc B dat dudgc tai thoi diém A va B gap nhau la 30m/s.
$> Cau 33. Cho hinh phing (D) giéi han béi do thi

ar’ +br+c néux>?2

y=[flz) =

m ntul<z<?2

va truc hoanh (phan gach soc ¢ hinh bén). Xét tinh

ding sai cta cac khang dinh sau:

(A) _/zf(x)da::(i.
0

5
_/f(:c)d:c:%
3

N N 22
(©)  Dién tich ctia mién (D) bing 3

(D)  Xoay mién (D) quanh truc Oz tao thanh mot khéi tron xoay. Thé tich khdi tron
1087

xoay nay bang —

> Bién soan: Nod D Tei - ) 0889 971 004

99



7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

$> Cau 34. Mot vat chuyén dong trong 4 gi véi van toc v (km/h) v

phu thuoc thoi gian ¢ (h) ¢6 do thi ctia van téc nhu hinh bén. Trong

khodng thai gian 3 gio ké tit khi bat dau chuyén dong, do thi do la
mot phan ctia dudng parabol c¢6 dinh I véi truc déi xing song song
véi truc tung, khoang thoi gian con lai do thi 1a mot doan thing song

song vG4i truc hoanh.

(A)  Trong khodng 3 git ké tit khi bat dau chuyén dong, van

)
(V)
w
W
~

tdc 16n nhat ciia vat bang 9.

~ Gid stt van toc ctia vat 1a v(t) = at? +bt +c (don vi km/h).
Gié tri cua b= 1.

(C)  Néuco mot cot thu tin hieu duge dat cach vi tri xuit phét
4 km. Trong mot gio dau, cot thu duge tin hieu bao vat da vudt qua.

@ ~ Quang duong S ma vat di chuyén dugc trong 4 gio do
S =27 km.
¢S Cau 35. Mot cong trinh xay dung du kién hoan thanh trong 100 ngay. Goi M(t) 1a sb
ngay cong duge tinh dén hét ngay thit ¢ (ké tit khi khdi cong cong trinh). Trong kinh té xay
dung, ngudi ta da biét rang M'(t) = m(t) v6i m(t) 1a s6 luong cong nhan duge st dung tai
thoi diém ¢. Biét ring m(t) = 100 + 12yt — 2t (v6i 0 < ¢ < 100).

@ (€6 116 cong nhan duge st dung vao ngay thu 4.

~S6 cong nhan dugc st dung nhiéu nhat vao ngay thi 10.

(C)  Trong 16 ngay dau tién, cong trinh da can 1856 ngay cong.

D)  Gia st sb tien tra cho 1 ngay cong la 500.000 dong. Khi d6 tong s6 tién phai tra
cho nhan cong dé hoan thanh cong trinh xay dung dé theo thsi gian di kién 1a 4 t dong.

¢S Cau 36. Cac két qua sau ding hay sai?

%
1 1
—dz = dz +
@ / sin? x cos? x / sin?
™
6

dx .

cos? x

@I:}\wl:‘

SHE

1
~ Cho f(z), g(x) 1a cdc ham s6 c6 dao ham lien tuc trén [0; 1] va /g(x)f'(x) dr =1,
0

1 1
/g'(x)f(x) dr =2.Khido I = / [f(2)g(z)) dz =3 .
0 0
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rdx .

1
@_/|x!dx:/— )dx +
1

b
@ /cos —dx—/dx+/cosxdx

$® Cau 37. Mot tén lia phong thang ding tit mat dat véi van tdc ban dau vy = 50m/s.

o

Gia toc ctia tén Ita (do luc day va trong lyc) phu thudce vao thoi gian theo cong thitc
a(t)=10—2t (m/sz). Sau thoi gian 10s, tén lita hét nhién lieu va tiép tuc bay véi gia toc
a(t)=—9,8 (m/s?).

(A)  Van téc ciia tén lta dat duge tai thoi diém ¢ = 10s 14 50m/s.

Do cao cta tén lta dat dugce tai thoi diém t = 10s 1 660m.

(C)  Ten lta dat do cao 16n nhét tai thoi diém ¢ = 15s (Iam tron két qua dén hang
don vi).

(D) Do cao 16n nhat tén lita dat duge (Iam tron két qua dén hang don vi) 1a 766m.
¢ Cau 38. Vao mot budi sang, ban Quyét di xe dap tit nha téi trudng véi van toc
v(t) = 2t2 +t (mét/phit), v6i ¢ 1a thoi gian tinh bang phit ké tit ldc bat dau di.

(A)  Van tdc ctia Quyét tai thoi diém ¢ = 10 phit 14 210 mét/phiit.

~ Quang duong Quyét di duge trong 5 phat dau tién 14 97 m.

(©)  Biét quiang dudng tit nha t6i truong ctia Quyét 1a 4050 mét. Thai gian can dé
di chuyén téi truong ciia Quyét 1a 18 phit.

(D) Sau khi di chuyén dugc 12 phit (ké tit ltc bat dau di tit nha), Quyét nhin thay
phia trudc c6 cong trudng, nén da thay doi toc do va di chuyén cham dan déu véi gia toc
khong doi. Di duge them 15 giay thi Quyét t6i cong truong. Biét cong truong cach nha
Quyét 1274 mét. Van toc tiic thoi cia Quyét khi t6i cong truong 1a 100 mét/phut .
¢ Cau 39. Cho ham s6 f (x }x —|—2x‘

—224+2r  néu z € (—oo0; —2] U [0; +00)
(A)  Tacé f(v) = :

22 +2x  néuwx € (0;2)
0 0

| flr)de= (:E2 + 295) dz.
o]
2
© | f@)de= ?
0
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m
D)  C6 3 gia tri duong ctia m thoa man /f (x)dx = 2.
—1

> Cau 40. He thdéng loc nude bé boi vo ciing quan trong khi tién hanh xay dyng cong
trinh boi 16 dé nguon nude duge lam sach thuong xuyen va gitt vé sinh cho ngusi boi. Trong
qué trinh van hanh loc nuée thi lugng nude trong bé sé thay doi theo thoi gian. Luong nude
trong bé giam néu hé théng dang x4 nudc ban ra khéi bé va tang néu hé théng dang cap
them nudc sach cho bé. Biét rang 1 gallon gan bang 3,785 lit, dung tich ctia bé 1a 1000
gallon va thoi diém 6 gid sang bé chita 250 gallon nude. Ham s6 f(t) lien tuc trén [0; 12]
biéu thi cho téc do thay déi luong nudc trong bé t(heo thoi gian ¢ gi tit thoi diém 6 gio
100t khi 0 <t<3

sang dén 6 gio chiéu duge cho béi ham s6 f(z) = ¢ —200t+a khi3<t<6 (a€R)

100t — 900  khi 6 <t < 12
v6i mbc t = 0 tai thoi diem 6 gis sang. \
@ ~ Tai thoi diém 9 gio sdng, nudc trong bé dang tang véi toc do 600 gallon/gid .
~ Gia tri ctia a 12 900 .
(C)  Tbéc do thay ddi luong nude trong bé bang 0 ltc 11 gio trua va 15 gid chiéu .
@ ~ Lugng nudc trong bé 16n nhat trong khoang thoi gian tit 9 gio sang dén 18 giv
chiéu 1a 700 gallon nuéc .
¢ Cau 41. Hinh vé bén mo ta hieu suat lam viec ctia hai  Q'(¢)
cong nhan trong mot nha may trong thoi gian 6 gis. Cong

nhan A dang san xuat véi hieu suat Q) (t) = —2t2 +4¢ + 58

san pham mdi giv, trong khi cong nhan B dang san xuat Ny @a(t)
v6i hieu suat Q4(t) = 53 + at san pham méi gid (a € R). i ! @)
Biét ring ham Q1(¢) va Q2(t) mo phdng s6 lugng san pham o b0t
mdi lam dugce cta cong nhan A va cong nhan B sau t gio.

@ ~ Higu suat cyc dai ctia cong nhan A 1a 60 san pham mbi gio.

~ Phan dién tich t6 dam biéu dién cho tong s6 lugng san pham mdéi ma 2 cong
nhan lam dugc trong 6 gio.

@ ~ Sau 5 gio s6 lugng san pham méi ma cong nhan A hoan thanh nhiéu hon cong
nhan B 1a 54 san pham (két qua lam tron dén hang don vi).

@ ~ Sau 6 gio lam viéc tong s6 lugng san pham mdi ma 2 cong nhan hoan thanh 1a

502 san pham.
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&> Cau 42. Mot may bay bay thang qua mot tram radar tai thoi diém ¢ = 0. May bay
duy tri do cao 4 km va bay véi toc do thay doi theo thai gian duge mo phéng qua ham sé
v(t) = 120 — 0,0005(t — 4)? m/s (0 < t < 200). Goi d 1a khodng cach tit tram radar dén may
bay va s 1a khoang cach theo phuong ngang ma may bay da bay ké tit khi né bay qua tram
radar (tham khéo hinh vé).

Xét tinh dang sai cia cdc ménh dé sau
@ ~ Van tdc clia may bay tai thoi diém bat dau quan sit bang 120 m/s.
 Tai thoi diém ¢ = 6 thi khodng cach s = 720 mét.

(€ Khoéang cich d 1a ham phu thuoc thoi gian ¢ c6 cong thite i

t
d(t) = /vz(x) dz + 1,6 - 107 (m)
0

@ ~ Radar chi quan sat dugc may bay khi khoang cach ctia n6 dén may bay khong
vugt qua 20 km. Sau khi bay qua tram radar 3 phat thi may bay dé da ndm ngoai ving
quan sat cua radar.
¢ Cau 43. Hai chat diém chuyén dong nguge chiéu nhau thi xay ra va cham, hai chét
diém tiép tuc di chuyén theo chiéu ban dau them mot quang dusng nita thi ditng han. Biét
rang sau khi va cham, mot chat diém di chuyén tiép véi van tdc vy (t) = 6 — 3t (m/s), chét
diém con lai di chuyén vé6i van tdc va(t) = 12 — 4t (m/s). Xét tinh ding sai ctia cAc ménh
dé sau

(A)  Quéng duong chat diém tht nhat di chuyén sau khi va cham duge biéu dién bdi
ham s6 sq(t) = 6t — 3%2 + C (m).

~ Quang duong chat diém thit hai di chuyén sau khi va cham dugc biéu dién béi
ham s6 so(t) = 12t — 2t2 + C (m).

(C©)  Quéang dudng chat diém thit nhat di chuyén sau khi va cham 1a 18 (m).
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(D)  Khoang cach hai chat diém khi da dimg han 12 (m).
$> Cau 44. Mot binh nhién liéu trén ciAnh mAy bay phan hyc duge mo hinh héa bang cach
quay hinh phéang gi6i han béi do thi y = f(z) = gﬁ 2 — azx (a € R) va truc Oz quanh truc
hoanh, trong dé x va y duge do bang mét (nhu hinh vé). Biét rang chiéc may bay dé co 4
binh chita nhién liéu nhu nhau v dude do day trude khi bay. Gia st téc do tieu hao nhién
licu trén may bay dugc mo phéng bing ham s6 h'(t) = —3t2 4 120t + 2000 1it/gio (¢ tinh

theo gio, 0 <t < 6).

3
Y= g:vgx/2 —ax

(A)  Giatria=2

~ Thé tich ctia nhién lieu (lit) trén mdi canh may bay dugc xac dinh bdi cong
2
thic V = 7T/f2(l’) dz.
0

(©  Méy bay d6 c6 thé chita t6i da 9650 lit nhién lieu (Iam tron dén hang don vi).

(D) May bay dé tieu hao hét 90% nang lugng sau 3,91 gig (Iam tron dén hang phan
tram).
> Cau 45. Dé dam bao an toan khi Iwu thong trén duong, cic xe 6 t6 khi ding den do
phai cach nhau t6i thiéu 5 m. Mot 6 to A dang chay vé6i van toc 16 m/s thi gip 6 to B dang
ditng den dé nén 6 t6 A ham phanh va chuyén dong cham dan déu véi van téc dude biéu
thi bdi cong thitc v4(t) = 16 — 4¢ (don vi tinh bang m/s, thoi gian ¢ tinh bang giay).

(A)  Thoi diém xe 6 t6 A ding lai 1a 4 s.

~ Quang duong S(t) (don vi: mét) ma 6 to A di duge trong thoi gian ¢ giay
4

(0 <t < 4) ke tit khi ham phanh duge tinh theo cong thitc S(t) = /v(t) dt.
0
(C)  Tit khi bat dau ham phanh dén khi ding lai xe 6 t6 A di dudc quang dudng 32

(D)  Khoang cach an toan tdi thiéu gitta xe 6 t6 A va 6 to B 1a 37 m.
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¢ Cau 46. Cho hai hinh tru c¢6 ciing ban kinh bang 3 dude dat 1ong vao nhau sao cho truc
ctia hai hinh tru vuong géc véi nhau va cat nhau tai O (hinh 1). Goi (H) la phan giao clia
hai hinh tru (hinh 2). Chon truc Ox vuong géc véi hai truc ctia hinh tru nhu hinh vé. Cat
kho6i (H) bdi mit phang vuong géc véi truc Oz tai diém c¢é hoanh do (-3 <z <3), ta
duge thiét dien co dién tich 1a S(z).

Hinh 1 Hinh 2

Xét tinh dang sai clia cAc ménh dé sau

(A)  Hinh khéi (H) 1a mot khdi tron xoay.
3
~ Cong thitc tinh thé tich khéi (H)1aV =7 / S?(z) dz.
-3

(©)  Dien tich S(z) dugc xac dinh béi cong thitc S(z) = 2 (9 - 352).
(D) Thé tich ctia khéi (H) bang 144 (dvtt).
> Cau 47. Hai van dong vien A va B tham du mot cudc thi chay bo trén mot duong théng,

xuat phat cting mot thoi diém, ciing vach xuat phét va chay cting chiéu véi van toc lan lugt 1a
1 47 64
B0 asot Tapt (m/sk

vp = at? + bt (m/s) (v6i t > 0 1a thoi gian tinh bing giay). Ham s6 y = at? + bt c6 do thi 1a

v4 va vp. Trong khodng thoi gian 32 giay chay dau tién ta cé vy =

mot phan ctia parabol nhu hinh vé beén.

Yy
10 -

6 _______

Y
~

) 5 25 32
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(A)  Tbc do chay 16n nhit ciia van dong vien A trong khodng 20 giay tinh tit khi bt
dau xuét phat 1a 6m/s.
~ Sau 30 giay tinh tiur khi bat dau xuat phat, hai van dong vién cach nhau mot

khoang bang 120 m.
1

© a=—-.

— )

(D)  Quang dudng van dong vien B chay dude trong 30 giay tinh tit khi bat dau xuat
phét 1a 250 m (két qué lam tron dén hang don vi).

> Cau 48. Mot con su ti dang dudi theo mot con ngua vin. Con ngua van nhan ra con

sut ti khi con su tit cach xa né 40 m. T thai diém nay, con su ti dudi con ngya van véi

=01t 1 /s

téc do vi(t) = 15e=% m/s v& con nguya vin chay troén véi tde do va(t) = 20 — 20
trén cling mot duong thang (véi ¢ tinh theo giay va 0 < ¢ < 60). Xét tinh ding sai cia céc

ménh dé sau

@ ~ Tai thai diém ¢ = 0 van tbc cia con ngya van 1a 20 m/s.
e Tbc do cia su tit gidm dan theo thoi gian trong khi téc do clia ngya van tang

dan theo thoi gian.

(C©)  Sutitsé ¢ gan v6i ngya van nhat khi o] (1) = vh(t).

(D) Su tit s& khong bat dude con ngya viin va khodng cach ngan nhat giita chiing la
1,42 mét (két qua lam tron dén hang phan tram).
> Cau 49. Mot bé boi hinh tru c6 duong kinh 5 m va chiéu cao 1 m ; bé duge bom nuée
vao véi tde do vy khong doi. Sau khi nude duge bom day, bé boi bi thing mot 16 ¢ day va
nudc chdy ra ngoai; bé boi chay hét nudc trong 8 gis. Biét toc do giam chiéu cao ciia bé
bai khi nude chdy ra ngoai vao thoi diém gis (tinh tit lic nude day bé va ngitng bom) dugc

cho béi ham s6 b/ (t) = at + b, v6i a,b € R. Luc nuée chay hét ra ngoai thi toc do gidm chiéu

D

m

cao bang 0.

»
>

<
<%

(A)  Thé tich ctia bé boi sau khi nude duge lam day 1a 6,257m? .

 32a+1=0vad4b—1=0.

2 2 Z NS 75
(C©)  Sau 4 gid ke tit lac bé bi 10, lugng nude bi mat di bang 1—gm3 .
(D)  Luong nude bi 1o 1f ra ngoai mot nita sau 8 — 44/2 gio .
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$> Cau 50. Mot ngusi dang diéu khién xe may v6i van toc 1 36km/h thi phat hieén den tin
hiéu giao thong chuyén doé cach vi trf xe 80 m . Ba giay sau do, xe may bat dau giam toc
véi van toc duge cho béi vy (t) = at +b( m/s), (a,b € R,a < 0), trong d6 1a thoi gian (tinh
bing giay) ké tit khi xe bat dau giam téc. Khi xe may dén vi trf dén tin hiéu, dén van con
doé va xe dimg hén. Sau khi dén chuyén xanh, xe tiép tuc di chuyén véi van toc duge cho
bdi vy (t) = mt? +nt (m/s), (m,n € R,m < 0), trong dé6 14 thai gian (tinh bang giay) ke
tit lic den bat dau chuyén xanh. Cudi cling, xe may ding lai tai mot quan an trén dudng.
Biét riang thoi gian xe may di tit vi tri den tin hiéu dén quan an 1a 30 giay va van toc 16n
nhat trén doan duong nay 1a 54 km/h.

(A)  Quéng duong xe mdy di dugde tit lic bat dau gidm toc lan thit nhat dén khi
ditng hén tai vi tri den tin hieu la 80 m .

B)  Gid tri ctia he s6 b 14 10 .

(©  Xemay dimg hin tai vi trf den tin higu sau 10 giay ké tit khi bat dau gidm toc
lan thit nhat .

@ ~ Khodang cach tur vi tri den tin hiéu dén vi tri quan an 1a 200 m .
¢S Cau 51. Mot cai ho nuée uée tinh c¢6 hinh tron, duong kinh 400 dm. Bat dau ti tam,

do sau ctia ho nuée duge do moi 25 dm va ghi lai trong bang véi  c6 don vi dm.

T 0O |25 |50 1751100 200
0 | x(dm)
bosau | 2019|1917 | 15
a
T 125 | 150 | 175 | 200 8
Dosau | 14 10 6 0
20

Y y (dm)

Ngudi ta xay dyng mot ham sb bac hai f(z) = az? + bz + ¢ (a # 0) dé mo phéng tuong dbi
do sau clia cai ao theo sb lieu & bang 1, titc 1a trén hé truc toa do Oxy, do thi cia ham s6
d6 di qua cac diém A(0;20), B(100; 15), C(200;0) va don vi trén cac truc toa do 1a dm. Goi
Vo 1a thé tich ctia ho nude. Dia vio ham s6 f(z) tim duge, ta co:

Do sau 16n nhat ctia cai ao 1a 20 m.

®

200
(B)  Thé tich ctia hd nude duge xac dinh thong qua cong thite Vy = 7 / 3(x) d.
0

© Thé tich ctia hd nude 1a Vy = 8378 lit (Iam tron dén hang don vi ctia dm?) .
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(D)  Ho nude dang day thi nude bat dau boc hoi khéi hd véi toe do V(1) =
0,03Voe %03 (¢ tinh theo ngay). Vay sau 10 ngay khong mua, lugng nude con lai trong

ho 1a 465 lit (1am tron két qua dén hang don vi) .

¢S Cau 52. Mot ngudi nong dan ¢6 mot manh dat hinh YA

vuong ABCD canh bang 8 m. Ong ta dinh chia manh dét G ;m 7 |2

thanh ba phan, bdi cac parabol di qua cac dinh ciia hinh

vuong nhu hinh vé, biét rang dinh ctia parabol cach canh twdogod | N
-4 o 4 x

hinh vuong 2 m. Ong dy dinh trong hoa trén phan dien
tich gi6i han bdi cac parabol va canh hinh vuong (phan to B
frdnghoa [>T

dam), trong c6 trén phan dién tich con lai. Chon hé truc b S ~ g

Ozy sao cho A(—4;4), B(4;4),C(4; —4), D(—4; —4).

(A)  Dien tich manh vuon la 16 m? .
2
_ Phuong trinh duong Parabol nam phia trén truc Oz 1a y = 42,

8

(C)  Tisb cia dién tich dat trong hoa trén dién tich dat trong co bing %

(D) Chi phi trong hoa la 100000 dong/m?, chi phi trong c6 1a 70000 dong/m? thi
tong chi phi can thiét cho ca khu vuon 1a 4 900000 dong.
$> Cau 53. Mot ki su thiét ké mot mo hinh duong ham nhu bén dudi. Biét rang dudng
ham mo hinh c6 chidu dai 5 (m). Khi ciAt mo hinh nay bdi cdc mat phang vuong goc véi day
clia no, ta duge thiét dien 14 mot hinh parabol c6 do dai day gap doi chiéu cao clia parabol
(nhu hinh v&). Dién tich ctia thiét dign 1a S(x) va chiéu cao ctia mdi thiét dien parabol cho
béi cong thitc h = 3 — g:v v6i z (m) 1a khodng cach tinh tir 161 vao 16n hon ctia dudng ham

mo hinh dén mit phing chita thiét dien.

5
(A)  Thé tich ctia dudng ham dugc tinh theo cong thitc V = 7 / S?(z)dz (m3). .
0

2
~Parabol ¢6 chiéu cao h, do dai day bang 2h c6 phuong trinh 1a y = —% + h.
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2
(C)  Diéen tich thiét dién duge tinh bdi cong thitc S = 2/ (h - %) do .

(D) Thé tich ctia ham 14 29,89 m? (lam tron dén hang phan tram).
$> Cau 54. Hinh 1 sau thé hién mot vat rén (H) c6 day 1a hinh tron ban kinh bang 1.
Céc mit cit song song, vuong goc véi day la cac tam gidc déu. Trén mit phing day cla
vat rén, chon hé truc toa do Ozy sao cho O la tam dudng tron day. Mot mat phéng tuy
vuong goc véi Oz tai x (—1 < 2 < 1) cat vat thé d6 theo hinh phang 14 tam giac déu ABC
(Hinh 2) ¢6 dién tich 1a S(x).

1‘: ‘
il

@ ~ Phuong trinh dudng tron day 1a 22 + 52 = 1.

~ ABC la tam giac déu canh V1 — 22 .

(C)  Dién tich tam gidec ABC la S(z) = \/Tg(l —z?).

(D) Thé tich ctia vat ran (H) 1a V = %§ (dvtt) .
$® Cau 55. Cho mot vat thé bang gb c6 dang hinh tru véi chidu cao va ban kinh day ciing
bang 1. Cat khoi g d6 bdi mot mit phang di qua dudng kinh ctia mot mat day cia khéi
gb va tao véi mat phang day ciia khéi gd mot goc 30° ta thu duge khéi gb hinh ném (H)

va dit khéi (H) vao he truc toa do nhu hinh vé.

(A)  Nitia duong tron ddy ctia khéi gb hinh tru c6 phuong trinh 1a y = V1 + 22,
(—1<x<1).

Mot mat phang vuong goc véi truc Oz tai diem M c6 hoanh do x, cit hinh ném
theo thiét dien 1a AMNP vuong tai N va do dai MN = /1 — 22 .
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(C)  Diéen tich tam giac MNP bing 1 — 22 .

@ ~ Theé tich hinh ném (H) bing %

Ty ludn

& Bai 1. Tim:

2) / sin? L 0 / (33:— i)zdw; e) / (7x€/‘— V%) e
b) /(e% 225 4 5)du; d) /(3290 ~ )% f) / (sing — cos g)g dz.

& Bai 2. Cho ham s6 f(z) ¢6 f'(x) = 10x — €%, Vo € R. Biét f(0) = 1, tinh gia tri f(2).
2vr+3 khiz>1

& Bai 3. Cho ham s6 f(z) = . Gia st F(z) la nguyén ham cua f(z)
327 +2 khiz <1

trén R théa man F(0) = 2. Tinh gia tri F(—1) + 2F(2).

& Bai 4. Tinh céc tich phan sau:

2 2 g
4 2 .
1 2
/a: + 23 +x +x+ v C)/Qm-?)x_ldl‘; ) 1 +sin“z v
1 —cos?ux
1 1 g
4
: : ; cos 2x
re* +1 8" +1 £ / d:
b) / - da; d) /2x+1 ) sinzcos?x
1 0 3
3
& Bai 5. C6 bao nhiéu gia tri nguyén duong ctia tham s6 m dé /(10x —2m)dz > 07
0

& Bai 6. Tinh thé tich khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh phéng giéi han bdi do thi

ham s6 y = 1 + 22, truc hoanh va hai dudng thing z = —1,2 = 1 quanh truc Ox.

& Bai 7. Cho ham s6 y = f(z) ¢6 do thi nhu hinh bén. Biét ring y
1

w

dao ham f'(z) lién tuc trén R. Tinh /f’(m) dx

& Bai 8. Mot chat diém dang chuyén dong véi toc do vg = 1m/s thi tiang tdc véi gia toc
khong ddi a = 3m/s*. Héi tée do clia chat diém 1a bao nhiéu sau 10 giay ké tir khi bat dau

tang toc.
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& Bai 9. Mot 6 to dang chay v6i van téc 20 m/s thi ngudi lai dap phanh. Tt thoi diém
do, 6 to chuyén dong vé6i van toc v(t) = —5t +20 (m/s), trong d6 ¢ 14 khoang thdi gian tinh
bang gidy ké tit ltic bat dau dap phanh. Hoéi tit lic dap phanh dén khi ditng han, 6 t6 con

di chuyén them mot quang dudng dai bao nhiéu mét?

& Bai 10. Mot cot be tong hinh tru cé chidu cao 9 m. Néu cit cot bé tong bing mit phéng
NZ7

nam ngang cich chan cot x (m) thi mit cat 1a hinh tron c¢6 ban kinh 1 — e (m) v6i

0 <2 <9. Tinh thé tich ctia cot bé tong (két qua lam tron dén hang phan tram).

& Bai 11. Nghe thuat lam gém c6 lich sit phat trién lau doi va vAn con ton tai cho dén
ngay nay. Gid st mot binh gém c6 mat trong clia binh 13 mot mit tron xoay sinh ra khi
cho phan do thi ctia ham s6 y = %75902 + %x +5 (0 < x<30) (z,y tinh theo cm) quay
tron quanh bé gébm c6 truc tring véi truc Oxz. Hoi dé hoan thanh binh gbém dé ta can sit

dung bao nhiéu ecm? dat sét, biét rang binh gbm d6 c6 do day khong doi 1a 1 cm.
& Bai 12. Téc do tang dan s6 ciia mot thanh phé trong mot sé6 nam duge uée lugng bdi
cong thiic P'(t) = 20 - (1,106)! v6i 0 < ¢t < 7, trong d6 ¢ 1a thoi gian tinh theo nam va ¢t =0
ting véi dau nam 2015, P(t) 14 dan s6 ctia thanh phdé tinh theo nghin nguoi. Cho biét dan
s6 ctia thanh phd dau nam 2015 1a 1008 nghin nguoi.
a) Tinh dan s6 ciia thanh phd & thai diém dau nam 2020 (lam tron dén nghin ngusi).
b) Tinh tdc do tang dan s6 trung binh hing nam ciia thanh phd trong giai doan tit dau
nam 2015 dén dau nam 2020.
& Bai 13. Cho d6 thi (C) cia ham da thic bac ba va y ©)

parabol (P) c6 truc doi xiing vuong goc véi truc hoanh nhu

hinh vé bén. Biét phan hinh phang gii han bdi (C) va (P)

(phan to dam ctia hinh vé) ¢6 dien tich bang n (m, n € N;
n

™ 13 phan s6 t6i gidn). Tinh m + n.
n

& Bai 14. Néu cat chau nude c6 hinh dang

nhu hinh bén bing mit phang song song va

10 f'J; i

16 cm

céch mat ddy = (cm), 0 < = < 16, thi mat ”.HI

------------------

cat 1a hinh tron c6 ban kinh 10++/z ( cm ).

Tinh dung tich ctia chau.
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& Bai 15. Mot chiéc léu mai vom ¢6 hinh dang nhu
hinh bén. Néu cat léu bing mat phing song song véi
mat day va cach mat day mot khoang x (m) (0 < z < 3)
thi duge hinh vuong c6 canh v/9 — 22 (m). Tinh thé tich

cua leu.

& Bai 16. Trén mat phang Ozy, vé nita dudng tron
tam O, ban kinh » = 2 nam phia trén truc Oz. Goi
D la hinh phéng gi6i han béi nita dudng tron, truc

Ox va hai duong thang z = —1, = = 1. Tinh thé tich

(o]
-
S|

2

"y

khoi tron xoay tao thanh khi quay D quanh truc Oz.

& Bai 17. Mot bon chita nude c6 dang hinh
tru v6i chiéu cao 4 m va ban kinh day 0,5
m. Lic dau binh chita day nude. Ké tir khi w

bt dau x4 nudce, téc do thay doi chiéu cao h

clla muic nude trong bon theo thoi gian t

duge xac dinh béi cong thic: v

>
, t 2 ) R

Sau khi x4 5 phut, trong bon con bao nhiéu lit nuéc? Lam tron két qua dén hang don vi.

& Bai 18. Trong luc ciia Trai Dat tac dung lén mot vé tinh trong qua trinh vé tinh nay
duge phong lén tur mit dat t6i vi tri cach tam Trai Dat » (m) xac dinh bdi cong thic
GM . . )

F(r) = —Qm, trong d6: M = 6 - 10** kg 1a khoi lugng Trai Dat, m (kg) 1a khéi lugng

r

vé tinh vd G = 6,67 x 1071 N-m?/kg? 13 hing s6 hap dan. Trong lyc nay sinh cong
b

W = /F(h) dh (J) khi vé tinh thay doi tit cdch tam Trai Dat ¢ (m) lén vi trf cach tam
a

Trai Dat b (m). Tinh cong t6i thiéu dé phéng mot vé tinh nang m = 1000 kg tit mat dat
len do cao 35780 km so véi mat dat, biét ban kinh Trai Dat 1a 6370 km.

& Bai 19. Trong kinh té, néu ham s6 C(z) la tong chi phi khi san xuét 2 don vi hang
héa nao do thi téc do thay ddi tic thoi ciia chi phi theo s6 luong san pham duge san xuat
C'(z) dugc goi la chi phi bien. Chi phi bién C’(n) la chi phi gia ting dé san xuat thém 1
san pham tit n san pham lén n + 1 san pham. Gia st chi phi bién khi san xuét = san pham
clia mot cong ty 1a C’(z) = 22 +80 (USD/san pham) thi tong chi phi sdn xuat tang lén bao

nhiéu néu san pham san xuat ra tang tit 40 san pham lén 50 san pham?
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& Bai 20. Téc do tang can nang ciia mot bé gai trong do tudi tit 0 dén 36 thang dude udce
tinh béi ham s6 f/(t) = 0,00093t% — 0,04792t + 0, 76806, (kg /thang) v6i f(¢) la can ning cta
bé gai luc ¢ thang tudi. Hay udc tinh can ning ciia mot bé gai 5 thang tuoi, biét can ning

trung binh ctia bé gai khi mdéi sinh 1a 3,3 kg.
& Bai 21. Gia st téc do tang trudng ctia mot quan thé mudi thoa man cong thiic

N'(t) =0,2N(t),0 <t <5,

trong d6 ¢ 14 thoi gian tinh theo ngay, N(t) 1 s6 ca thé mudi tai thoi diém ¢. Biét rang ban

dau quan thé mudi c6 2000 c4 thé.
a) Daty(t) =In N(t), 0 <t < 5. Chiing t6 rang ¢/ (t) = 0,2. Tt do, tim N(¢) v6i 0 < t < 5.
b) Tim s6 lugng c4 thé ctia quan thé mudi sau 3 ngay (két qua lam tron dén hang tram).

& Bai 22. Trong bai nay, ta xét mot tinh hudng gid dinh c6 mot hoc sinh sau ky nghi da
mang virus ciim quay trdé lai khuon vién truong hoc biét 1ap. Sau khi c6 su tiép xtc giita cic
hoc sinh, virus ctim lay lan trong khuon vién truong. Gia thiét hé théng chong dich chua
duge khéi dong va virus cim dugdce lay lan tu nhien. Goi P(¢) 1a s6 hoc sinh bi nhiém virus
cum & ngay tha ¢ tinh ti ngay hoc sinh mang virus cim quay tré lai khuon vién trusng.
Biét rang tdc do lay lan ctia virus cim cho bdi cong thitc P'(t) = —0,02C e~ %% trong d6
C 1a hang s6 khéac 0. S6 hoc sinh bi nhiém vius ctim sau 4 ngay 1a 55 hoc sinh. Xéc dinh s6

hoc sinh bi nhiém virus ciim sau 10 ngay? Lam tron dén hang don vi.

& Bai 23. Mot nguoi binh thuong véi chiéu cao h cm, ning w kilogram cé dién tich bé mat

) 1
co thé S duge mo hinh hod béi cong thic S = — - w®® - % (m?) (cong thitc Mosteller).

60
Mot doi tugng c6 chiéu cao bang 168 cm, nang 62 kg tham gia mot cudc nghién citu vé stic
khoée trong 5 nam. Nguoi ta nhan thay can ning ctia doi tuong quan sat thay doi véi toc
do w'(t) = 0,02t? + 0,2t kg/nam (0 < ¢ < 5) va chiéu cao tang déu mdi nam 0,5 cm. Sau 5

nam quan sat, dién tich bé mit co thé ctia doi tugng trén tang thém bao nhiéu centimet
vuong so v6i ban dau? (lam tron két qua dén hang don vi).
> Cau 56. Mot mo hinh ctia hé tim mach lién hé thé tich V(¢) ctia mau trong dong mach

chti tai thoi diém ¢ trong thoi k¥ co tam that (giai doan co) véi ap suat P(t) trong dong

T2 T3
(1it) v6i T 1a chu ky ctia pha tam thu (7' = 0,27 s). Gia st 4p suat dong mach chit P(t) tang

. 32 203
mach chii tai cung thoi diem duge cho bdi phuong trinh V(¢) = [0,44 0,09P(t)] < - )

déu tit 15 mmHg tai thoi diém ¢ = 0 dén 30 mmHg tai thoi diém ¢ = 7. Tim thé tich trung

binh clia méau trong dong mach chtt theo don vi lit trong suét pha tam thu (0 <t < 7).
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¢ Cau 57. Hinh vé sau mo6 phong dap thuy dien Hoover (Hoa Ky) chan ho Mead, dap
thuc té c6 dang Vom thay vi phang, nhung chiing ta sé gia dinh don gian hoa dé tinh toan.
Gia st mat dap Hoover c6 hinh dang nhu mot hinh thang can v6i day dudi 750 ft, day trén
1250 ft va chieu cao 750 ft. Khi ho chita day, nudc trong ho Mead cao 530 ft va bé mit clia

ho thap hon dinh dap 10 ft (xem hinh sau). Biét ring Iyc day clia nuéc 6 do sau tit a (ft)
b

dén b (ft) so véi dinh dap duge xac dinh béi cong thic F = 312/w(x).s(m) da (Newton)

a
trong d6 s(z) 1a do sau ciia nude trong ho, w(z) la chieu dai ctiia dap tai vi tri cach dinh

dap « (ft). Phia Tay Nam Hoa Ky dang phéi chiu han han va bé mat ctia Ho Mead thap
hon khoang 125 ft so véi muc nudc néu ho chita day. Luc tac dung lén dap tai thoi diém

nay biang £.10'° Newton. Tim k (lam tron két qua dén hang phan tram).

250 ft 750 ft 250 ft
«———> <> <>
A 10 £t}
w(z)
< > 750 ft
Y
CT50 ft
& Bai 24. Mot bién quang céo c6 dang hinh vuong ABCD D e c
canh bing 4m va I la trung diém ctia doan thang C'D. Trén M L0000 TN
OO
tam bién dé c6 duong parabol dinh I di qua A, B va cit duong oo l:‘t
chéo BD tai M (tham khao hinh v&). N
5
A B

Chi phi son phan t6 hinh t6 ong (c6 dién tich S7) 1& 200000 dong /m?, chi phi son phan to
dam (c6 dién tich So) 1a 150000 dong /m? va phan con lai 1a 120000 dong /m?. S6 tién can

chi trd dé son tam bién quang cdo 1a bao nhiéu nghin dong?

& Bai 25. Tréen mot mit ho phing rong 470 mét vuong, mot dot tdo lam doc hai phat
trién vé6i toc do ty lé thuan véi can bac hai kich thuée hién tai ctia n6. Néu ta goi S(t) la
dien tich ctia dot tdo nay sau ¢ ngay thi S'(t) = k+/S(t) (trong d6 k 1a hiing s6 thuc). Khi
mdi phat hién, dgt tdo nay bao phti 16 m? mit ho. Dién tich clia n6é ting gap déi trong 3

ngay tiép theo, héi sau bao ngay tinh tit lic phéat hién dot tdo nay pht kin mit ho?
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& Bai 26. Trong mot nghién citu ctia V.A.Tucker va K.Schmidt-Koenig, ngusi ta da xac
dinh ring nang lugng F tiéu thu béi mot con chim trong chuyén bay thay doi theo toc do
v (km/h) ctia con chim. D&i v6i mot loai vet dudi dai, miic titu hao nang lugng thay doi
theo toc do duge cho bdi

0,31v% — 471, 51

E'(v) véi v > 0,

trong d6 E dugc tinh bang Jun. Quan sat cho thay vet duoi dai c6 xu huéng bay véi toc
do vg dé lam gidm tieu hao nang lugng xudng con tdi thidu Ey;, = 24(J). Trong 4 gid quan
sat con vet bay véi van toc tang déu dan tit 30 km/h dén 46 km/h. Tai thoi diém sau ding

mot gid quan sat, mitc nang lugng tiéu hao clia con vet do duge bang 1a bao nhiéu Jun?

(lam tron két qua dén hang phan muoi).

& Bai 27. Trong kinh té hoc, ngudi ta tinh toan thu nhap ctia mot khoan dau tu thong
T

qua cong thiic FV = /f(t)e_rtdt trong d6 f(t) 1a toc do sinh 161, T 1a thoi gian dau tu va
0

r 13 1ai suat hang ky. Hoang dang c6 ging dé can nhic gitta hai khoan dau tu. Khodn dau
tu thit nhat c6 gia 1.000 do la va du kién sé tao ra mot dong thu nhap lién tuc véi téc do
f1(t) = 3000”93 16 la mdi nam. Khodn dau tu thit hai c¢6 gia 4.000 do la va duge ude tinh
sé tao ra thu nhap vdéi tdc do khong doi 1a fo(t) = 4000 d6 la mdi nam. Gia stt 1ai suat hang
nam hién hanh van ¢6 dinh 6 mitc 5% moi nam va duge tinh 1ai kép lién tuc. Em hay gitp
Hoang chon khodn dau tu 16i hon bang cach tinh s6 do la chénh léch gitta hai khodn dau

tu sau 5 nam (lay gia tri duong va lam tron két qué dén hang don vi).

& Bai 28. Chat 16ng chdy qua mot 6ng thép khong gi
c6 do dan nhiét £k = 19W/m°C. 6ng ¢6 ban kinh trong
r1 = 0,14m va ban kinh ngoai ro = 0,2m. Nhiét do cua
thanh bén trong dugc duy tri ¢ mic 400°C. 6ng thép
khong gi can dugc cach nhiét biang bot urethane véi k =
0,018 W/m°C. Nhiét lugng mat mat ¢ = 60 W/m 1a hang

sO trong toan bo dudng 6ng va 16p cach nhiét.

Theo dinh luat Fourier ta c6 T'(z) = (trong d6 z (m) 1a khodng cach tir diém A

9
2rkx’
dén tam mat cat ). Do day clia 16p cach nhiét can thiét 14 bao nhiéu centimet dé nhiét do

§ bén ngoai ctia bot khong qua 50°C? (lam tron dén hang don vi).
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& Bai 29. Theo dinh luat Torricelli, téc do nude chay ra tit bé t§ >
lée thuan vé6i can bac hai do sau clia nuée so véi miéng cong: néu
y(t) 1a do cao muc nu6e va V(¢) 1a thé tich nudc con lai trong bé

tai thoi diém ¢, thi toc do thoat ra V/(t) = —k+/y(t) v6i k > 0. Xét h

bé hinh tru cao 9 m, ban kinh R = 2 m, ban dau day nudc. Biét
sau 15 phit, do sau ctia bé 1a 4 m. Héi sau 42 phit, thé tich nudc

con lai trong bé bing bao nhieu 1it? (Iam tron dén don vi).

& Bai 30. Dinh luat lam mat ctia Newton phat biéu ring téc do lam mét clia mot vat ti
le thuan véi chénh lech nhiet do gitta vat d6 v moi truong xung quanh, véi dieu kien 13
chénh lech nay khong qua l6n. Gia st T(t) 1a nhiét do ctia vat thé (don vi: do C) tai thoi

diém t (don vi: gid) va T, 1a nhiét do clia mai truong xung quanh, chénh léch gitta nhiét
y'(t)
y(t)

so6. Lic 8 gio sang, nhiét do clia mot xac chét 14 13°C. Dén 11 gio sang, nhiet do da giam

do clia vat thé va moi truong xung quanh la y(t) = T(t) — T, thi = k v6i k 1a hing

xubng con 9°C. Biét ring nhiét do ciia co thé séng 1a 37°C va nhiét do moi trudng xung
quanh khong ddi ¢ mic 5°C. Héi ltc 11 gio sang, nan nhan da tit vong bao nhieu gio? (két

qué lam tron dén hang phan mudi).

& Bai 31. Trén biic tuong can trang tri mot hinh phing dang
parabol dinh S nhu hinh vé, biét OS = AB = 4 m, O 1a trung
diém AB. Parabol trén dugc chia thanh ba phan dé son ba mau
khac nhau v6i miic chi phi:

e phan trén (phan ké soc) gia 140000 dong/m?;

e phan gitta (hinh quat tam O bén kinh 2 m dugc t6 dam)
gia 150 000 dong/m?;
e phan con lai gid 160000 dong/m?.
Téng chi phi dé son ca ba phan 14 bao nhiéu triéu dong (két qua

lam tron dén hang phan tram)?

& Bai 32. Mot léu cam trai ¢6 dang nhu hinh vé duéi, khung léu duge tao thanh tir hai
parabol giéng nhau c6 chung dinh O v& thudc hai mit phang vuong géc nhau (mot parabol
di qua A, O, C' va mot parabol di qua B, D, O), boén chan tao thanh hinh vuong ABCD
c6 canh 1a 21/2(m), chidu cao tinh tit dinh 1éu 14 2 m. Biét mat cit clia 1éu khi cit béi mot

mit phing song song v6i mit phang (ABCD) ludn 1 mot hinh vuong. Tinh thé tich ciia
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léu (don vi la m?).

& Bai 33. Mot kién truc su chiu trach nhiém thiét ké mot toa nha
cao 40 m. Mat cit ngang tai moi do cao, vuong goc véi truc théng
ding, luon la mot hinh vuong. Mat day toa nha la hinh vuong c6
canh Ly = 18 m, mat dinh 14 hinh vuéng c6 canh Ly = 18 m. Mt cit
ngang tai vi tri hep nhat ctia toa nha. Hinh vuong c6 canh Ly, = 13

m. Mit cit clia toa nha theo mat phang ding chia duong chéo day

c6 dang 1a hinh phéng giéi han béi hai dudsng cong parabol déi xiing
nhau qua truc thang diing di qua tam day ciia toa nha. Tinh thé tich

clia toa nha d6 (lam tron dén hang don vi, don vi tinh: mét khoi).

& Bai 34. Mot vien gach hinh vuong canh 4dm. Nguoi thiét
ké st dung bon dusng parabol chung dinh tai tam vien gach dé
tao ra bon canh hoa (duge t6 mau den) nhu hinh vé.

Gia stt dé hoan thién son va phit béng phii vien gach thi chi phi
phan canh hoa (mau den) 14 400 nghin/ m?, chi phi phan con

lai (mau trang) 14 300 nghin/ m?. Tinh chi phi (don vi nghin
dong) dé son va phtt bong ca vien gach (két qua lam tron dén
hang don vi).

& Bai 35. Mot cita vom c¢6 dang hinh parabol duge 1ap cac
tam kinh hinh tron duong kinh 1m va cac tam kinh hinh vuong
c6 canh 1m nhu hinh vé. Phan con lai ctia ctta duge son mau
trang tri véi mic gia 1,2 triéu dong /m?. Chi phi son mau la

bao nhiéu trieu dong (két qua lam tron dén hang phan chuc)?
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& Bai 36. Cho hinh vuong OABC canh 8, diém M C B

nam trong hinh vuong sao cho khoang cach tit M dén cac
canh OA, OC cuing bang 3. Parabol (P;) di qua cac diém
O, A, M, Parabol (P) di qua cac diém O, C, M. Tinh dién
tich phan t6 dam (hinh vé beén). (két qua lam tron két AT

qué dén hang don vi).

(@) A

& Bai 37. Mot bé boi hinh elip, ¢6 do dai truc 16n bing 10 m va
truc nhé bang 8 m. Khu viyc A 1a chita nude, khu vire B 1a bac

thang lén xudng bé boi, 1a nita duong tron cé tam la mot tieu diem 4 }

ctia elip, ban kinh bang 1 m. Phan con lai 1a khu vie C' (phan to
dam) ngudi ta sé lat gach chong tron. Néu chi phi 1at gach cho méi
mét vuong 13 400 nghin dong thi chi phi 14t gach cho khu vyc C

12 bao nhieu? (don vi: nghin dong, lam tron dén hang don vi).

& Bai 38. Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén doan A Yy 5 B
[—1;6] va c6 do thi 1a duong gap khic ABC trong : ,
hinh bén. Biét F(x) 1a nguyén ham ctia f(z) théa man i i 6
F(=1) = —2. Gia tri ctia F(5) + F(6) bang bao nhiéu? S 45 \i
TR P
C
N N 2 3 N Y
& Bai 39. Cho duong thang y = AL parabol
1 N
Yy = §x2+a, v6ia > 0. Goi S1, 52 lan lugt 1a dién
tich ctia hai hinh phing dugc gach chéo trong 7 _:,
hinh vé. Khi S; = S, hiy tim a. 2
S, Yy :—, a
~ 2
7 T
& Bai 40. Cho hinh tru c6 ban kinh day bing 3. Tinh thé tich N

vat thé tao thanh béi day clia hinh tru va mat phing qua duong

kinh d&y, biét mit phang tao v6i day goc 45°.
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(£ Chuyen dé 4. On tap chuong 4

& Bai 41. Dé trang tri mot bang gd hinh chit nhat 1 I D

ABCD c6 chiéu dai AB = 8dm va chiéu rong AD = 6dm,
nguoi ta thiét ké mot logo 1a hinh phang giéi han béi nita
duong tron duong kinh M N = 6dm, tiép xtc v6i BC; hai b0

duong cong IM, IN 1a mot phan ciia cac dudng parabol (i

lan lugt ¢6 dinh la cac diem M, N va parabol co truc doi M pisssssss05%m N

N
N
N
N
N

NN
N
N
N
N

NN

xung lan lugt 1a A, B, C, D, vé6i I 1a trung diem cta AD e

(tham khé&o hinh v&). Phan logo dugc son mau xanh véi

17777772,

chi phi 50000 dong /1dm? va phan con lai ctia bang gb B
duge son mau tring véi chi phi 30000 dong /1dm?. Héi
can bo ra bao nhiéu nghin dong dé trang trf bang go trén

(két qud lam tron dén hang don vi)?

& Bai 42. Nguoi ta lam mot san khau c6 hinh dang hai hinh tron giao nhau nhu hinh vé.
Ban kinh ctia hai hinh tron lan lugt 1a 30 m va 40 m. Khodng cach gitta tam hai hinh tron
13 50 m. Tinh dién tich phan giao nhau ctia hai hinh tron theo m? (lam tron két qua dén

hang don vi)?

& Bai 43. C6 mot coc thiy tinh hinh try, ban kinh trong long day coc 1a 4 cm, chiéu cao
trong long coc 1a 12 cm dang dung mot lugng nuée. Tinh thé tich lugng nude trong coc
(em?), biét ring khi nghiéng cc nuée vita lic nude cham miéng coe, myc nude tring véi
duong kinh day.

R
N
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

& Bai 44. Ong Duy ¢6 mot manh vuon hinh vuong
canh bing 8 m. Ong du dinh xay mot cai bé boi dic
biét (phan ké soc trong hinh vé bén). Biét AM = %,
phan dudng cong di qua cac diem C, M, N la mot
phan ctia duong Parabol c6 truc doi xitng 1a M P(M P//

AD) va chi phi dé lam bé boi 1a 5 trieu dong /1 m?.

S6 tién ong Duy phai tra dé xay cai bé boi dé 1a bao

Q

nhiéu trieu dong? (lam tron két qua dén hang don vi).

& Bai 45. Trong chuong trinh nong thon méi, tai mot xa Y ¢6 xay mot cay cau bang bé
tong nhu hinh vé. Duong cong trong hinh vé la cac duong Parabol, chon hé truc Ozxy nhu

hinh vé.

|

|

|
_F
|

-7
1

00m 19m 0,5m

Tinh lugng bé tong dé do cay cau.

& Bai 46. Mot chiéc bat thiy tinh c6 bé day cia

YA

phan xung quanh 13 mot khéi tron xoay, khi xoay
hinh phéng D quanh mot duong thing a bat ki nao

d6 ma khi gan hé truc toa do Oxy (don vi trén truc

la decimét) vao hinh phang D tai mot vi tri thich
hop, thi duong thing a sé tring véi truc Ox. Khi dé

hinh phing D dugc giéi han bdi cac do thi ham sb

1 .
y =x + —, y = x va hai duong thang x = 1, x = 4.
T
Thé tich ctia bé day chiéc bat thiy tinh dé bing bao
nhiéu decimét khéi (Iam tron két qua dén hang phan

muoi)?
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(£ Chuyen dé 4. On tap chuong 4

& Bai 47. Mot nha san xuat du kién xay dung san khau cho mot L

concept am nhac trén mot manh dat hinh chit nhat c6 kich thudc
20 m x 10 m. Nha sdn xuit mo phong san khau thong qua ban vé

trén hé truc Oxy nhu sau: vé hai parabol ¢6 dinh I, I ¢6 cung

hoanh do, trong d6 parabol dinh I; tiép xtic véi canh ngan ciia hinh
chit nhat. Vi tri giao nhau ctia hai parabol 1a A va B cung véi hai

dinh I, I tao thanh hinh thoi ¢6 do dai hai dudng chéo la I11, = 16

(m) vd AB = 8 (m) (tham khéo hinh v&). Trén thyc té, khu viuc mau
den 1& khu vuc thiét ké danh cho khan gid, mau xam la khu vuc
san khau va mau trang 14 khu vie hau trusng. Chi phi dé xay dung
khu vyc san khau, hau truong, khan dai lan lugt 1a 2 trieu dong,
200 nghin doéng va 400 nghin ddng mdéi mét vuong. Tong chi phi xay

dung bang bao nhiéu trieu dong? Lam tron dén hang don vi.

& Bai 48. Nha truong X du dinh lam mot vuon hoa dang elip dude chia ra lam bén phan
bdi hai duong parabol c6 chung dinh, déi xting véi nhau qua truc ctia elip nhu hinh vé béen
dudi. Biét do dai truc 16n, truc nhd ciia elip 1lan lugt 1a 8 m va 4 m; Fy, Fy 1 hai tieu diém
cia elip. Phan A, B dung dé trong hoa, phan C, D dung dé trong c6. Kinh phi dé trong
moi mét vuong hoa va ¢ lan lugt 1a 250.000 (ddng) va 150.000 (dong). Tong s6 tien dé hoan

thanh vuon hoa trén (lam tron dén phan chuc, don vi trieu dong) bang bao nhieu?

& Bai 49. Mot gia dinh thiét ké chiéc cong c6 dang la mot (P)

parabol (P) c6 kich thudc nhu hinh vé, biét chiéu cao cong biang

chidu rong clia cong va bang 4 m. Ngudi ta thiét ké cita di 14 mot

hinh chit nhat CDEF sao cho chiéu cao ctta di 1a CD = 2 m,

phan con lai ding dé trang tri. Biét chi phi phan t6 dam la 1,5 r C

trieu dong/m?. Tinh s6 tién (trieu dong) gia dinh d6 phai tra deé 4m

trang tri phan t6 dam (Iam tron két qua dén hang phan muoi).
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7= Chuong 4. Nguyén ham. Tich phan

& Bai 50. Tt mot tam ton phang hinh chit UnT

nhat c6 chieu dai 8 cm, chiéu rong 5 cm c6 gdn 4

@)
*ZVD:J

hé toa do Oxy nhu hinh vé bén. Thay Tuan 4
cat miéng ton theo ba dudng: Dudng cong AIB O O
12 mot phan ciia Parabol, cac dudng cong AFE,

EB la mot phan do thi ham sé bac ba. Trang

trf phan con lai dé tao thanh mot chiéec mit na
do chai ¢6 truc doi xiing 1a truc Oy. Biét duong

cong EB di qua cac diém (1;—2) va (3; —3).

Tinh dién tich chiéc m#t na do choi ctia thay Tuan (Iam tron dén hang phan mudi theo don
vi cm?).

& Bai 51. Hinh elip dugc ting dung nhiéu trong thic tién, dac biet 1a kién tric xay dung
nhu dau truong La MA, toa nha Ellipse Tower Ha Noi, stt dung trong thiét ké logo quang
c4o, thiét bi noi that. Xét mot Lavabo (bon riia) lam bang st diac hinh dang 1a mot nita
khoi elip tron xoay c6 thong so ki thuat mat trén ctia Lavabo 1a 660 x 380 (mm) (tham
khao hinh vé bén), Lavabo c¢6 do day déu 1a 20 mm. Thé tich chita nudc ctia Lavabo bang

bao nhiéu dm? (két qua lam tron dén hang phan chuc)?

| E

N
-

&=20 mm

wu gg§

(=

B e

660 mm

& Bai 52. Mot ngudi the gobm st muén thiét ké mot cai binh hoa ¢

bang cach quay hinh (H) (phan gach chéo trong hinh vé bén) quanh
truc AB. Hinh phang (H) nam trong hinh chit nhat ABCD, gidi
han béi cac doan thang AM, BP (M, P la hai diém 1an lugt thuoc
cac canh AD, BC, MP//CD), cung tron MN (c6 tam la trung
diém ctia doan thang AFE) va cung parabol NP. Biét AB = 5 dm,

AM = BE =1 dm. Tiép tuyén clia cung tron va cung parabol tai

diém N 1a tring nhau. Binh hoa dé c6 thé tich bang bao nhiéu lit? D

Két qua lam tron dén hang phan muoi.
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& Bai 53. Mot chiée xe dua Bugatti dang chuyén dong trén dudng dua. DS thi trén hinh
vé bén dudi biéu thi van tdc v (m/s) clia chiée xe d6 trong 5 giay dau tien.

v (m/s)

L

| |
| | |
0 2 3 5t (s)

D6 thi trong 2 giay dau tién 1a mot nhanh ctia ham bac ba nhan O lam tam ddi xtng, trong
1 giay tiép theo xe tang toc v6i gia toc a (m/s?) va dat van tdc 30 m/s tai giay thit 3, sau
d6 duy tri van toc nay dén giay thit 5. Biét quang duong xe di dugde trong 5 giay dau bang

82 m. Van tdc clia xe tai gidy dau tién bang bao nhiéu? (tinh theo don vi km/h).

& Bai 54. Mot chiée dan Ghita co chiéu cao 5
cm, khi cit mot mat cit ngang clia cay dan ta
thu dugc mot mat phang nhu hinh vé. Déi véi
moi vi tri, nguoi ta do duge chiéu rong h clia cai

dan va ghi lai qua bang sau (z, h ¢6 don vi cm)

x| 0| 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

h|0|134 164|153 |14 15,6 |20 | 25,4 | 28,4 | 23,2

Ban Nham nhan théay ring s6 licu dugc dé cap trén bang gan gidng v6i mot ham bac bon.
Bing cach mo phéng ham bac bon y = f(z) = az* + br3 + cx? + dx + e trén he truc Ozy,
do thi ham s6 di qua cac diém O, A(6;10) va c6 3 diém cuc tri c6 hoanh do la 2;4;8. Dya

vao ham s6 f(x) tim duge, tinh thé tich clia cai dan ghita (don vi cm?, lam tron dén hang
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don vi).

& Bai 55. Bac Tuan trang tri btic tuong hinh chit nhat ABCD c¢6 AB = 4m, AD = 8m
nhu hinh vé. Trong d6 hai duong cong AB va CD la duong hypebol c6 truc déi xing tring
véi truc d6i xiing ctia hinh chit nhat ABCD. Sau hinh tron ciing ¢6 ban kinh 0,5m; déu c6
tam nam trén truc déi xing ctia hinh chit nhat, duge bo tri tiép xic véi nhau va tiép xic
véi cac dinh ctia parabol va hypebol nhu hinh vé. Gia son trang 1a 500 nghin dong trén moi
mét vuong. Héi bac Tuan ding hét bao nhiéu nghin dong dé son phan tring btc tuong?

Két qua lam tron dén hang don vi.

e
LXK
SR

& Bai 56. Mot toa nha hinh cdnh budm dugc minh hoa béi hinh vé bén, toa nha cé chicu
cao SO = 320m (m la ky hieu clia mét), gom 56 tang c6 tong chidu cao 1a O = 240m va
phan con lai phia trén 14 khong gian san thugng. Mat trude hinh canh buom, dude cang
béi hai cung parabol SCA va SDB giong hét nhau c6 truc déi xitng vuong goéc véi duong
thing SO, cac parabol nay nim trong mdi mit bén ctia toa nha. Hai mit ben SOA va SOB
tao v6i nhau mot goc 60Y. Mit san tang mot c6 dang hinh quat tron tam O véi ban kinh
OA = 60m, mai cia tang 56 c¢6 dang hinh quat tron tam I véi ban kinh IC' = 40m. Thiét
dién ngang ciia toa nha di qua mot diém H bat ki trén doan O ludn la hinh quat c6 tam
la H. Tinh thé tich ctia toa nha (chi tinh phan chia 56 tang) v6i don vi 1a nghin mét khéi

va két qua lam tron dén hang don vi.

HOrc
HITE

> Bicn souns Nys Die Ji - 8 058997/ 004



(& Chuyen dé 4. On tap chuong 4

& Bai 57. Mot ly tra stta dang hinh nén cut, ¢6 duong kinh day ly 6 cm, duong kinh miéng
ly 9cm, chiéu cao 13,4cm. O mieng ly ¢6 st dung mot nip day c6 hinh dang nita mat cau
va ¢ dinh ctia nita mit cau nay c6 mot hinh tron c6 duong kinh 2cm dé cdm éng hat. Mat

phang chita hinh tron nay song song v6i mit phang chita miéng ly (tham khao hinh vé bén).

B

n
e

Thé tich bén trong ctia ly bao gom ca thé tich ctia ndp 1a bao nhiéu centimét khoéi? (Iam

tron két qué dén hang don vi).

& Bai 58. Mot cong vién sinh thai mudn bé tri mot
HANG RAD
manh vuon hoa nhé. Cu thé boi canh cia cong vién da

dudc do dat nhu sau: Virim hn

Purimg di ' Durimg di

e Dudng di lat gach chay théng, 14y lam ranh duéi ctia manh vuon.

e Hang rao udn cong c6 dang la dd thi parabol y = 22, biét do thi parabol nay tiép xic
véi duong di tai dinh cia noé.

e Ao c4 c6 dang 1a mot hinh tron ban kinh bang 0,5 mét tiép xtc véi duong di dong
thoi ¢6 chung mot diém duy nhat véi hang rao. Khu vige vusn hoa nim gitta hang rao,
161 di va ao ca (phan gach soc trong hinh minh hoa). Hoi dién tich manh vuon hoa do
bang bao nhiéu mét vuong?(Mdi don vi trén truc tuong ting 1m) (lam tron két qua

dén hang phan muoi).

& Bai 59. Anh Thai va bac Nguyén ¢6 hai manh vuon c¢6 dién
tich Sy, Sy trong mit phang toa do Ozy nhu hinh vé bén. Don vi
clia mdi truc toa do 1a 5m va ndm canh bén mot con sudi nhod

duge tao bdi hai ham s6 y = f(z) va y = f(z) + 2, biét rang
64(v/2 — 1)

f(r) =azt +br? +4¢6 51 — 5o = T
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Tu nam 2025 hai nha két thong gia nén anh Thai muén xay mot cay cau bac tit nha minh
sang nha bac Nguyén cho tién di lai. Tinh do dai ngan nhat ctia cay cau trén theo don vi

mét (lam tron dén hang phan tram).

& Bai 60. Sau khi doc xong truyén ngan rat cdm dong “Chiéc 14 cudi ciing” ciia nha van O.
Henry, ban An mudn thiét ké hinh anh mot chiéc 14 dé giti dén chi em Johnsy va Sue. Chiéc
14 1& mot hinh phing dugc giéi han béi hai phan parabol gidng nhau. Biét mot parabol c6
dinh la diém O va truc déi xing ciia hinh phang nay la mot duong thang tao véi phuong
ngang goéc 60°. V6i cac kich thuée duge cho nhu hinh vé, hay tinh dién tich ctia chiée 14.

(lam tron két qua dén hang don vi ciia cm?)

Jem

& Bai 61. Mot cong ti dang thiét ké mot bang quing D c
cao hinh chit nhat ABCD c6 kich thuéc AB = 12m va _/

...............................

AD = 8m. Phan trung tam clia bang sé dugc in noi 5 F

dung quang cao, dugc mo ta 1a phan to dam (xem hinh

minh hoa). A - B

Hai duong cong trong hinh la mot phan cua do thi ham so ¢6 dang y = ﬁ, dudng tiém
CT

+d
can ding va tiém can ngang ctia do thi ham s6 nay déu cach diém A mot khoang bang 5
N ? AE N
m. Do thi giao véi canh AB tai diem E théa man 15— % Dién tich phan in ndi dung

quang cdo 1a bao nhiéu mét vuong (lam tron két qua dén hang phan mudi)?
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1 PHUGNG TRINH MAT PHANG

I. VECTG PHAP TUYEN VA CAP VECTG CHi PHUONG
CUA MAT PHANG

Cho mit phang (a).

& Néu vecto 7 khéc 0 va c6 gid vuong goc véi (o) thi

7 duge goi la vecto phap tuyén clia (o).

© Néu hai vects @, b khong ciing phudng, c6 gis song
song ho#c nam trong (a) thi @, b duge goi la cap

vectd chi phuong ctia («).

L LuuY.

a) Mot mat phang hoan toan dudc xéc dinh khi biét mot diém va mot vecto

phap tuyén ctia n6 hoac biét mot diém va mot cap vecto chi phuong ctia miit
phéng do.

b) Néu 7 la mot vects phap tuyén ciia mat phing (o) thi k7 (k # 0) ciing 13

mot vecto phap tuyén clia (o).

EViai))) kvt

Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’. Al -
a) Tim mot cap vectd chi phuong cua mat phéng " i
(ABB'A). E c
b) Tim mot vecto phap tuyén ciia mat phang (ABB'A). /fi ------------ D
B / C

[ o@yzdé.
a) Vi A'A va A'B khong ciing phuong va cé gid nam trong mat phing (ABB’'A’) nén
ﬂ, A'B Ia mot cip vecto chi phuong clia mit phang (ABB'A’).

b) Vi ADL(ABB’'A’) nén AD 1a mot vectd phép tuyén ctia mat phang (ABB'A’).
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73 Chuyén dé 1. Phuong trinh mat phing

&‘ ?
' @ Trong khong gian Ozyz, cho ba diem A(3;0;0), B(0;4;0), C(0;0;5).

a) Tim toa do ctia mot cdp vecto chi phuong ctia mét phéng (ABC).

b) Tim toa do clia mot vecto phap tuyén ciia mit phang (OAB).

'
C‘ (2) Cho hinh chép S.ABCD v6i ABCD la hinh vuong va SA L (ABCD).

a) Tim mot vectd phap tuyén ciia cdc mat phang

(ABCD), (SAB), (SAD) va (SAC).

S

b) Tim hai cdp vecto chi phuong ctia mat phang
(SOD) BL=

Al

~C

Il. XAC DINH VECTG PHAP TUYEN CUA MAT PHANG
KHI BIET MOT CAP VECTG CHi PHUGONG

Trong khong gian Ozyz, néu mit phang (a) nhan it

hai vecto @ = (a1;as;as), b = (b1;b2;b3) lam cap

vecto chi phuong thi (o) nhan vecto % b

7 = (agbs — asby; asby — arbs; aiby — azby)

lam vecto phap tuyén.

L Luuy.
a) Vecto 7 = (agbg — asbe; aszby — aibs; ajbs — agbl) duge goi la tich c¢6 hudng

clia hai vectd @ = (a1; as; as) va b = (b; ba; bs), ki hieu 1 [a’, _b’].

.2 . ap a2 az a3
b) Biéu thiic a1ba — agby thuong duge ki hiéu 1a . Tuong tu, =

bl bz b2 b3

as aj : .z

asbs — asgbo, = azb; — a1bs. Nhu vay, ta c6 thé viet
3 1
- a2 az| |az ai| (ap ag
[a, b] = ; ; .
b2 bg b3 b1 bl b2
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= Chuong 5. Phuong phdp toa dé trong khdng gian

Trong khong gian Oxyz, tim mot vecto phap tuyén ctia mat phang qua ba diém A(2; —1;3),
B(4;0;1), C(—10;5;3).

[} 0@%74'(2&. Ta c6 AB = (2;1;—2), AC = (—12;6;0) nén A—B), AC khong cung phuong.
Ma chiing c¢6 gia nim trong mit phing (ABC) nén A_B: AC 1a mot cap vecto chi phuong
clia mit phang (ABC).

Vay mot vecto phap tuyén ctia (ABC) la:

1 - 2‘ -2 2

I

WZ[AB’AC]:<6 0'lo —12

12 1
1-12 6

=(1.0 = 6.(=2); (=2).(=12) — 0.2; 2.6 — (—12).1) = (12; 24; 24)

i 1 — ~ ~ - L ?
Ta cing c¢6 the chon vecto n’ = = (1;2;2) 1a mot vecto phéap tuyen cta (ABC).

X

’ : :
C @ Cho mat phang (Q) di qua ba diem A(1;1;1), B(—1;1;5), C(10;7; —1). Tim cap

vecto chi phuong va mot vecto phap tuyén cia (Q).

’
C (4) Trong khong gian Ozyz, cho tit dien ABCD c6 cac dinh la A(5;1;3), B(1;6;2),
C(5;0;4) va D(4;0;6). Tim mot vects phap tuyén ctia mat phang (a) chiia canh

AB va song song v6i canh CD.

ll. PHUGNG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG

1) Khai niém phuong trinh tdng quat cha mit phing

Trong khong gian Ozyz, mdi mat phang déu c¢6 phuong trinh dang Az + By +
Cz+ D = 0 trong d6 A, B, C khong dong thoi bang 0, duge goi 1a phuwong trinh
tong qudt cia mdt phang.
@ Nhan xét:
a) Mdi phuong trinh Ar + By + Cz + D = 0 (trong d6 A, B, C khong dong thoi bang 0)
déu xac dinh mot mat phang nhan 7 = (A; B; C) lam vecto phap tuyén.

b) Cho mat phang («) c6 phuong trinh téng quat Az + By + Cz + D = 0. Khi d6

N (x0;y0; 20) € (o) & Axg+ Byo+ Cz+ D = 0.
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Trong khong gian Oxyz, phuong trinh nao trong cac phuong trinh sau la phuong trinh

tong quéat clia mot mat phang?

a) o2 4 27437 —1=0; b) Tyt 450, ¢) zy+5=0.
[ @%Lm Trong cac phuong trinh trén, chi ¢6 phuong trinh g —y+ g +5 =0 c6 dang
1 1
Vi vay, trong cac phuong trinh trén, chi ¢6 phuong trinh g —y+ g + 5 = 0 la phuong

trinh clia mot mit phang.

Cho hai mit phang (a), (8) c6 phuong trinh tong quét 1a
():2x4+2y—32—4=0 va (f):z+42—12=0.
a) Tim mot vects phap tuyén ctia mdi mit phang (a), (5).
b) Tim diém thudc mit phang (a) trong s6 cac diem M(1;0;1), N(1;1;0).
(e} 9@(77@;
a) Mit phang (a) c6 mot vecto phap tuyén 1a 7, = (2;2; —3).
Mat phang (3) c6 mot vecto phap tuyén 1a 75 = (1;0; 4).
b) Thay toa do diém M vao phuong trinh (a), ta dudc:
2.142.0-3-1—4=—5%0,
Vay M khong thuoc mat phang (a).

Thay toa do diém N vao phuong trinh («), ta duge: 2-1+2-1—-3-0—4=0.

Vay N thuoc mat phang (a).

>
' @ Trong khong gian Oxyz, phuong trinh nao trong cac phuong trinh sau la phuong

trinh tong quat ctia mot mit phang?

a) w42y —32" —1=0; b)§+§+§+2:0; ¢) y+1=0.

(2

(6) Trong khong gian Ozyz, cho mat phang (a): z + 2 = 0.
a) Diém A(—2;1;0) c6 thuoc (a) hay khong?

b) Hay chi ra mot vecto phap tuyén cia ().
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2) Lap phudng trinh téng quat ctia mit phing di qua mét diém va biét vectd phap

tuyén

Trong khong gian Oxyz, phuong trinh mat phang di qua diém My(xo; yo; 20) va
c6 vecto phap tuyén m = (A; B; C) la:

A(x —20) + Bly —y0) + C(2 — 20) =0
hay

Ar+By+Cz+ D=0 v6i D=—-—Axqg— Byy— Cz.

Trong khong gian Ozyz, viét phuong trinh tong quat clia mat phing (o) di qua diém

My(1; —2; 3) va c6 vecto phap tuyén 7 = (—2;1;4).
[ 9@‘1(7101 Mit phang (a) di qua My(1; —2;3) v& c¢6 vects phap tuyén 7 = (—2;1;4)

nén c6 phuong trinh la:

—2(x—1)+1(y+2)+4(z—3)=0hay —2v+y+42—8=0.

3) Lap phuong trinh téng quat ctia mit phing di qua mét diém va biét cip vectd
chi phuong

Dé lap phuong trinh tong quat ctia mit phang (o) di qua diém My(xo; yo; 20)
va ¢O cdp vecto chi phuong @, T;, ta thuc hién nhu sau:

Bu6c 1. Tim mot vecto phap tuyén 7 = [, 3]

Budc 2. Viét phuong trinh mit phang () di qua Mo(zo;yo; 20) VA c6 vectd phap

tuyén 7.

Trong khong gian Oxzyz, viét phuong trinh tong quat clia mat phing (o) di qua diém

N(3;1; —2) va ¢6 cap vecto chi phuong 1a @ = (0;2;1), b = (—1;4;0).

[} 9@127[(212. Mit phang () ¢6 cip vecto chi phuong la @ = (0;2;1), b= (—1;4;0) nén
() ¢6 mot vects phap tuyén 1a 7 = [@, b] = (—4; —1;2).

Vay (a) di qua N(3;1;—2) va c¢6 vecto phap tuyén 7 = (—4;—1;2) nén ¢6 phuong trinh

N

la:

—4(x—-3)—(y—1)4+2(z2+2)=0hay —4dx —y+22+17=0.
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4) Lap phuong trinh téng quat cha mit phing di qua ba diém khéng thing hang

Dé lap phuong trinh tong quat ctia mit phang (a) di qua ba diém A, B, C' khong
thang hang, ta thyuc hién nhu sau: Dé lap phuong trinh tong quat ciia mat phang
(o) di qua ba diém A, B,C khong thang hang, ta thyc hién nhu sau:

Buéc 1. Tim cip vecto chi phuong, ching han @, AC.

Budc 2. Tim mot vecto phap tuyén 7 = [@, E]

Buéc 3. Viét phuong trinh (o) di qua A va c¢6 vecto phap tuyén 7.

Trong khong gian Oxzyz, viét phuong trinh ctia mat phang («) di qua ba diém:
a) A(2;—1;3), B(4,0;1), C(-10;5;3);
b) A(a;0;0), B(0;b;0), C(0;0;c) (v6i abc # 0).
[ 9@%1(21
a) Ta co AD = (2;1;—2), AC = (—12;6;0) la cap vecto chi phuong cua (a). Mot vecto
phép tuyén cia (a) la: @ = [ZE, 1—4—5} = (12;24;24).
Vay (a) di qua A(2;—1;3) va ¢6 vecto phap tuyén 7 = (12;24;24) c¢6 phuong trinh:
12z —2)+24(y+1)+24(2 —3) =0 v+ 2y + 22— 6= 0.
b) Ta c6 AB = (—a; b;0), AC = (—a;0;¢) la cap vecto chi phuong cua («). Mot vecto
phap tuyén cia (o) la: 7 = [E, A_C)} = (bc; ca; ab).
Vay () di qua A(a;0;0) va c6 vecto phap tuyén 7 = (be; ca; ab) nén c¢6 phuong trinh:
be(x — a) 4+ ca(y — 0) + ab(z — 0) = 0 = bex + cay + abz — abc = 0.

Hay:

@ Nhan xét:

Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(a; 0;0), B(0;b;0),
C(0;0; ¢) véi a, b, c déu khac 0. Khi d6, phuong trinh mét
phing (ABC) la: % + % + g = 1. Phuong trinh nay dugc

goi 1a phuong trinh mat phing theo doan chin.
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E (7) Viét phuong trinh mat phang (P) trong méi truong hop sau:
a) (P) di qua diém A(2;0; —1) va c6 vectd phap tuyén 7 = (5;—2;7).

b) (P) di qua diém B(—2;3;0) va c6 cap vects chi phuong @ = (2;2;—1), U =
(3;1;0).
c¢) (P) di qua ba diém A(2;1;5), B(3;2;7), C(4;1;6).

d) (P) di qua ba diém M(7;0;0), N(0; —2;0), P(0;0;9).

Trong khong gian Oxyz, cho hinh lang tru OAB.O’A’B’.
Biét O la goc toa do, A(2;0;0), B(0;3;0), O'(0;0;5). Viét
phuong trinh cdc mat phang (O'AB) va (O'A'B').

% Mot phan san nha bac An c6 dang hinh thang ABC'D vuong tai A va B vé6i do
dai AB=9m, AD =5 m va BC = 6 m nhu Hinh bén du6i. Theo thiét ké ban dau
thi mit san bang phang va A, B, C, D c¢6 do cao nhu nhau. Sau d6 bac An thay
doi thiét ké dé nudc c6 thé thoat vé phia géc san & vi tri C' bang céch git nguyen
do cao & A, gidm do cao ciia san § vi tri B va D xudng thap hon do cao ¢ A lan

lugt 1a 6 cm va 3,6 cm. Dé mat san sau khi 14t gach vAn 1a bé mat phéng thi bac

An can phai gidm do cao ¢ C' xudng bao nhiéu centimét so véi do cao & A?

%

IV. DIEU KIEN DE HAI MAT PHANG SONG SONG, VUONG
GOC

1) Diéu kién dé hai mit phing song song
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Trong khong gian Oxyz, cho hai mat phing —

(al)  Aiz+Biy+Ciz+D1 =0 va (042) : Asz+ Boy+Ch. 4///,‘;/1 h ///
* v
A\
c6 cAc vects phap tuyén lan lugt 1a w; = S _/
n2
(Al;Bl;Cl),ﬁz = (AQ;BQ;CQ). Khi do: L
n = k‘ﬁg, %2
(a1)// (a2) & (k € R).
Dy # kDo
L Luuy.
T =kno,
a) (1) = (a2) & (k € R).
D1 =kDs

b) (1) ¢t (a2) & 71 va 112 khong cting phuong.

Trong khong gian Ozyz, cho mit phang (a): 2z — 3y + 2z +5 = 0.

a) Chitng minh réing mat phang (o) : —4x + 6y — 2z + 7 = 0 song song véi (a) .

b) Viét phuong trinh mat phing (8) di qua diém M (1; —2;3) va song song véi (a).

l&@d/b’(z’&
a) Xét (a):2x —3y+z+5=0va(aq): —4dx+6y—22+7=0.
—4 6 -2 7T, =2
Ta c6 — = — = — nhung - # — né :
ach - =—=-—mn ufng57é [ hen (1) // (@)

b) Mat phang () c6 vecto phap tuyén 7 = (2; —3;1).
Vi (8)// () nén (B) c¢6 cung vecto phap tuyén 7 = (2; —3;1).
Vay mat phang (3) di qua diém M(1; —2;3) v& c6 vecto phap tuyén 7 = (2; —3;1)

nén c¢6 phuong trinh:

2 —-1)—-3@y+2)+(2—3)=0hay 2z — 3y + 2z — 11 = 0.

’
C Trong khong gian Ozyz, cho hinh lang tru ABC.A'B'C’' véi A'(3;2;—5),
A(3;1;—1), B(2;—1;4) va C(0;2;1).
a) Chitng minh réing mat phang (ABC) song song véi mit phing

(@) : 92+ 13y + 72 = 0.

b) Viét phuong trinh mat phang (A'B'C’).

> Bicn soan: Ngd Diic Tid - B 058997/ 004

135



= Chuong 5. Phuong phdp toa dé trong khdng gian

(2

1y

Trén ban thiét ké do hoa 3D ciia mot canh dong
dién mat troi trong khong gian Ozyz, mot tam

pin ndm trén mit phang (P): 6z +5y+2+2 = 0;

mot tam pin khac ndm trén mit phang (Q) di
qua diém M(1;1;1) va song song véi (P). Viét
phuong trinh mit phing (Q).

2) Diéu kién dé hai mit phing vuéng géc

Trong khong gian Ozyz, cho hai mit phing (a1) : Ajz + Byy + C1z+ D1 = 0 va
(ag) : Agw+ Boy+ Coz+ Do = 0 ¢6 vecto phap tuyén lan lugt 1a 71 = (Ay; By; Ch),
7L>2 = (AQ; BQ;CQ). Khi do:

(1) L (a2) & n1-n9=0< AjAs + B1By + C1Cy = 0.

Trong khong gian Ozyz, tim cac cip mit phdng vuoéng géc véi nhau trong ba mat phang

saw: (1) 3z —2y—2—1=0; (a2):204+4y—22+3=0; (a3):x+2y—z=0.
[} o@z(jaa Ba mit phang (a1), (a2) va (a3) 1an lugt c6 vecto phap tuyén:
= (3-2%-1), We=(%4-2), 7z=(1;2-1)
Taco: 1 -Me=3-24(-2)-4+(-1)-(-2)=0= (1) L (a2);
1 M3 =3-14+(-2)-2+(-1)-(-1) =0= (1) L (3);
Ny m3=2-1+4-2+(-2)-(—1) =12 # 0 = (a2), (a3) khong vudng goc.
Vay: (a1) L (a2) va (1) L (a3).

Trong khong gian Ozyz, viét phuong trinh mat phang (o) di qua hai diem A(3;1; —1),

B(2; —1;4) va vuong goéc v6i mat phang (8) c6 phuong trinh 22 —y 432z — 1 = 0.

[} o@z(fau Goi 75 = (2;—1;3) 1a mot vecto phap tuyén clia mat phang ().

Mat phang («) vuong goc véi (8) nén 7z = (2;—1;3) c6 gia song song hodc nidm trong
(o). Mat phang () di qua A va B nén AB = (—1;—2;5) ¢6 gid nam trong («).

Vi AB = (—1;-2;5) va g = (2; —1;3) khong cling phuong nén ching la cip vecto chi
phuong clia mit phang ().
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Do dé, mat phang () c6 vectd phap tuyén: 7, = [E, ﬁ’g] = (—1;13;5).
Vay phuong trinh cia («) la:

—1(z—3)+13(y—1)+5(2+1) =0 hay z — 13y — 52+ 5 = 0.

>
Trong khong gian Oxyz, cho hinh chép S.ABC c6 S(2;—-1;7), A(2;—1;3),
B(5;2;3), C(8; —1;3). Chiing minh ring mat phing (SAB) vuong goéc véi hai mat
phing (ABC) va (SBC).
(e, / 9
@ Trong khong gian Oxyz, viet phuong trinh mit phang («) di qua A(—3;2;—1)
va vudng goc véi hai mit phéng (P) : 22—y +32—1=0vA (Q) : 24+2y—22+3 = 0.

@

Hai hoc sinh dang chuyén béng. Ban nit ném béng

cho ban nam. Qua béng bay trén khong, léch sang . l

phai va roi xubng tai vi tri cidch ban nam 3 m, cach
ban nit 5 m (Hinh vé&). Cho biét quy dao cia qua
béng ndm trong mat phang (P) vudng goc v6i mat
dat. Hay viét phuong trinh ctia (P) trong khong gian

Oxyz duge mo ta nhu trong hinh vé.

V. KHOANG CACH TU MOT DIEM DEN MOT MAT
PHANG

Trong khong gian Ozyz, cho mit phang () c¢6 phuong trinh Az +By+Cz+D = 0
va diém Mo (zo;yo; 20). Khodng cach tit diém My dén mat phang () duge tinh
theo cong thiic:

_ |Azo + Byo + Cz + D|

d(ay, (o) = =0

L\ Luu Y. Khodng cach giita hai mat phang song song () va (3), ki hiéu d((a), (6))

bing khoang cach tit mot diem bat ki ctia mat phang nay dén mat phang kia.
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B * - - ¢

Trong khong gian Ozyz, cho () : 2z +3y —62—7=0, (f) : 20+ 3y — 62 + 14 = 0.
a) Tinh khodng cach tit gbc toa do va tit diém M(1; —2;3) dén (a).

b) Chitng minh («)//(B) va tinh khodng cach giita hai mat phang (o) va (8).
(e} @%W

a) Ap dung cong thiic tinh khoang cach, ta co:
_20+30-60-7 7

0, (o) = PP S = D=
C[2143.(-2)-63-7 29
i o) = BODCIST 2

b) Ta c6 ; = g = :—g # 1—47 nén (a)//(B). Lay diém N(—7;0;0) thuoc (B). Vay:

d((0). (8)) = d(N. () = |27 +30-60-7] _ % .

V22 + 32+ (—6)?

Tinh chiéu cao ctia hinh chép S.ABC ¢6 toa do cac dinh 1a S(5;0;1), A(1;1;1), B(2;3;4),
C(5:2;3).

[ D@z(ifzfaizf. Mzt phang (ABC) di qua ba diéem A(1;1;1), B(2;3;4), C(5;2;3) nén c6 cap
vecto chi phuong 1a AB = (1;2;3), AC = (4;1;2), suy ra (ABC) ¢6 vecto phap tuyén
7= [ﬁ, A_C)} — (1,10; =7).

Phuong trinh cia (ABC) la:

(lr—1)+10(y—1)—=T7(z—1)=0 hayz+ 10y — 72 —4 = 0.
Chiéu cao SH ctia hinh chép S.ABC chinh 1a khoang cach tit diém S dén (ABC).

Ta co:

B 541004 (=714 6 V6
SH =d(S,(AB0)) = VIZ+102+ (=72 56 5

Sau day la mot vi du vé ing dung toa do hoa trong giai quyét cac bai toan lien quan veé

khoang cach trong hinh hoc khong gian.

Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D" ¢6 DA = 2, DC = 3, DD’ = 2. Tinh khoéng
cach tit dinh B’ dén mat phang (BA'CY).
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I&L,@ijd}[.
]
D !
|
|
/ ! B
A ;
|
|
|
Lo ___| S
;D o 4- -—C Y

x

Chon hé toa do Ozyz sao cho gbc toa do O triung véi diém D.

Khi d6, toa do cac dinh ctia hinh hop chit nhat ABCD.A’B'C'D’' 1a D(0,0,0), A(2,0,0),
C(0,3,0), B(2,3,0), D'(0,0,2), A’(2,0,2), B'(2,3,2), C'(0,3,2). Mit phang (BA'C") c6 cap
véc-to chi phuong 1a BA' = (0; —3;2), BC' = (=2:0;2).

Ta c¢6 [ﬁ, ﬁ] = (—6; —4; —6), suy ra (BA'C") c¢6 véc-to phap tuyén 1a

7= —% [ﬂ’, @] — (3:2:3).

Phuong trinh cua (BA'C’) la
3(x—2)4+2(y—3)+32=0hay 3z +2y+32—12=0.

Khoang cach tit dinh B’ dén mit phang (BA'C’) 1a

242 2—12 V22
A(B', (BA'C")) = 3-2+2-3+3- |_ 6 3 .
V32422432 V22 11

>
' @ Trong khong gian Oxyz, tinh khoang cach:

a) Tit diém A(—3; —2; —5) dén mit phang (a) : 2z — 2y + 2 — 5 = 0;

) Gitta hai mat phang (o) :y —4=0va (8):y+5=0.

' . Trong khong gian Oxyz

) Tinh chiéu cao ctia hinh chép O.MNP vé6i toa do cac dinh 1la O(0;0;0),
M(2;1;2), N(3;3;3), P(4;5;6).

b) Tinh khodng cich gitta hai mat phang song song (R): 8z + 6y + 70 = 0 va
(S): 16z + 12y — 2 = 0.
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Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 canh day bang

av/2, chiéu cao bang 2a va O la tam ctia ddy. Bang cach
thiét 1ap heé truc toa do Oxyz nhu Hinh bén, tinh khodng
cach tit diem C' dén mat phing (SAB).

Hinh 18

Go6c quan sat ngang cua mot camera la 115°.
Trong khong gian Ozyz, camera duge dit tai diem
C(1;2;4) va chiéu thang vé phia mit phing (P) :
x + 2y + 22+ 3 = 0. Héi viing quan sat dugc trén

mit phang (P) clia camera 1a hinh tron c6 ban kinh

bang bao nhieu? (Lam tron két qua dén chit s6 thap

phan thit nhat)

Y
Duing phuong phép toa do dé gidi bai toan sau: Ban An muén trung bay mot
mo hinh thap Eiffel trong mot cai hop c6 dang hinh chép tam giac déu véi canh
bén bang 20 cm, cac mat bén 1a cac tam gidc vuong va chan thap ndm trén mit
day ctia cai hop (Hinh ben dué6i). H6i néu mo hinh thap Eiffel nay cao 11 cm thi

c6 dat duge trong hop khong? Vi sao?
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B sAi Tér
Tr&c nghiém
¢S Cau 1. Trong khong gian Oxyz, cho @ = (3;2;1), b= (3;2;5). Tinh [ZL’, m

@A) (8;—12;5). (8;—12;0). © (0;8;12). D) (0;8;—12) .

$> Cau 2. Trong khong gian véi he toa do Oxyz, cho mat phang (P) : 2z — 4y + 32 —9 = 0.

Vectd nao sau day la mot vects phap tuyén ctia mat phang (P)?
@ 3 = (2:4; -3). 3 = (~2;4;3).
© i = (2:4;3). D ni = (2;—4;3).
¢ Cau 3. Trong khong gian Oxyz , phuong trinh nao sau day la phuong trinh téng quét

clia mot mit phang?

12
@A) 22 +2y* - 322+ 1=0. ;+§+§+2:
©z—y+1=0. D) zy+5 =

$> Cau 4. Trong khong gian Oxzyz, cho mat phang (a): 2x —y + 3z — 2 = 0. Diém nao sau
day thuoc mit phing («)?

@ A(1;-3;1). B(2;-1;-1).
© C(2;—1;1). (D) D(1;2;3).
¢ Cau 5. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, mit phing di qua gbc toa do va nhan

7 = (—1;0;3) lam mot vecto phap tuyén c6 phuong trinh téng quét 1a

@A) —y+3z=0. B) —2+32=0.
© —z+3y=0. (D) —x—32=0.

¢ Cau 6. Trong khong gian Oxyz, mit phang toa do (Ozy) c6 mot vects phap tuyén 1a
@) 7 = (0;1;0). 7 =(0;0;1).
© 7 = (1;0,0). © 7= (1:1;0)

> Cau 7. Trong khong gian Oxyz, mit phang toa do (Ozz) c6 mot vectos phap tuyén la
@ (051;0). (050;1). © (1;0;0). © (1:1;0).

$® Cau 8. Trong khong gian Ozyz, mit phang toa do (Oyz) c6 mot vecto phap tuyén la
@) 7 =(0;1;0). 7 = (0;0;1).
© 7 = (1;0,0). © 7 = (1;1;0)
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$© Cau 9. Trong khong gian Ozyz, mot vecto phap tuyén ctia mat phing —+ yl +§ =1

= (2;—-1;3).
D 7 =(-2;-1;3).

$® Cau 10. Trong khong gian Oxzyz, phuong trinh mat phang (P) di qua 3 diém M (—2;0;0)

N(0;—1;0), P(0;0;3) 1a
2 +y —32—1=0.

@A) 3z + 6y — 2z — 6 = 0.
(D) 3z +6y —22+6=0.

@ 3r + 6y — 2z =0.
$® Cau 11. Trong khong gian Oxyz, véc-to nao sau day la mot véc-to phap tuyen cia (P)
) la cdp véc-to chi phuong cta (P).
@) 7 =(1;2;0). n=(2;1;2).

© 7 =(2;-1;2). D = :
$> Cau 12. Trong khong gian Ozyz, cho («) song song véi gid cuia @ = (1;—-2;—3),
b= (—4;2;0). Vecto nao dudi day khong phai 13 vecto phap tuyén ctia («)?

Biét ¥ = (1;—-2;0), v = (0;2; -1

® it = (6:12:—6). ® 7 = (1;2-1).
© n3 = (—2;—4;2). (D) na = (—3;—6; —3).
$> Cau 13. Cho mit phang (a): 2+y+2—6 = 0. Diém nao dudi day khéng thuoc (a)?
© P(1;2:3). D Q(3;3;0).

A) M(1;-1;1). B N(2;2;2).
> Cau 14. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(
Véc-to nao dudi day 1a véc-to phap tuyén ctia mat phang (ABC)

@A) 7 = (1;2;0). = (1;-2;2).
© 7n . n=(1;2;2).

—1;3), B(4;0;1) va C(—10;5;3).

$> Cau 15. Trong khong gian Oxyz, cho (a) song song véi gia cia @ = (1;—2;—3),
b = (—4;2;0). Vecto nao dusi day khong phai la vecto phéap tuyén ctia (a)?

® 73 = (1;2;—1).

@) n1 = (6;12; —6).
D) ni = (—3; —6;-3).

© n3 = (-2 -4;2).
$> Cau 16. Phuong trinh mat phang di qua diém A(1;2;3) va c6 véc-td phap tuyén 7 =

(—2;0;1) 1a
—2y+2—-1=0.

@A) —2z4+2+1=0.
D) —2z+y—1=0.

© —2242—-1=0.
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$> Cau 17. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, mit phang (Oyz) c6 phuong trinh la

@A) r=0. ® y=0. © z=0. D) z—y=0.

$> Cau 18. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, mat phang (Oxz) c6 phuong trinh 1a

@A) = =0. ®) y = 0. ©) z=0. D) v —y=0.

$> Cau 19. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, mat phang (Ozy) c6 phuong trinh 13

@A) r=0. ® y=0. © 2=0. D) -y =0.
$> Cau 20. Trong khong gian véi he truc toa do Oxyz, cho ba diém A(1;0;0), B(0; —1; —1),
C(5; —1;1). Mat phang (ABC) c6 phuong trinh la
A) 22+ 3y +52—-2=0. B) 2r —3y — 5z —2=0.
©) 27 —3y —5z+2=0. (D) 27 +3y — 5z — 2 = 0.
$> Cau 21. Trong khong gian Ozyz, cho ba diém A(2;1;1), B(3;0;—1), C(2;0;3). Mat
phing (a) di qua hai diém A, B va song song véi dudng thang OC c6 phuong trinh 1a
@A) 3z +y—22—-5=0. ®) 4z +2y+2—11=0.
©r—y+2z-2=0. D) 3x+ Ty —22—11=0.

$> Cau 22. Cho diém M(1;2; —3). Goi My, Ms, M lan lugt 14 hinh chiéu vuoéng goc ciia
M lén truc Oz, Oy, Oz. Phuong trinh mit phang di qua ba diém M, My, M3 la

vy oz r, Yy, 2
@I—f—% i;2_1 3+y2+21 1

2421 AN
@x+2+3 ®x+2+3

¢S Cau 23. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho hinh hop chi nhat ABCD.A'B'C'D’.
Vectd nao 1a vecto phap tuyén ciia mit phang (ABCD)?
® A8 . i © it © i .
$> Cau 24. Trong khong gian Oxyz, phuong trinh mit phang (P) di qua A(0; —1;4) va
song song v6i gid clia hai véc-to @ = (3;2;1), v = (=3;0;1) la
A) z—3y+32—15=0. B z—2y+32—14=0.
©r—y—2+3=0. D z—-3y+32-9=0.
&> Cau 25. Cho céac diém A(0;1;2), B(2; —2;1), C(—2;0;1). Phuong trinh mat phing di
qua A va vuong goéc véi BC' 1a
@A) 2r—y—1=0. B) —y+2z-3=0.
© 2z —y+1=0. D y+22—-5=0.
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

$> Cau 26. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, cho mat phang (P): z — 2z +3 = 0. Mat

phing nao sau day vuong géc v6i mit phing (P)?

@) (a): 2z —y+22=0. ® (B): 22—y —22=0.

© (Q): —2r—y+22=0. D) (R): 2x +y —22=0.
&> Cau 27. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho diém A(1;3;—2) vh mit phing
(P): 2z +y — 22 — 3 = 0. Khoang cach tit diém A dén mat phang (P) bing

2

@) 2. 1. © 3 D) 3.
$© Cau 28. Trong khong gian Ozyz, cho A(2;—1;-3) vamp (P): 3z — 2y +4z—5 = 0. Goi
(Q) 1a mat phang di qua A va song song véi mit phang (P). Mat phang (Q) c6 phuong

trinh 1a
(A) 3z —2y+42—4=0. B) 3v —2y+4z+4=0.
© 3z —2y+42+5=0. (D) 3x + 2y +42z+8=0.

$> Cau 29. Trong khong gian Oxzyz, phuong trinh mit phéng (P) di qua hai diém
A(2; —1;0), B(1;1;2) va vuong goéc v6i mat phang (Q): z +y +22 -3 =0 la

@A) 22+ 4y — 32— 8 =0. B) 22 + 4y — 32 = 0.
© 2z +4y —32+8=0. (D) 2x — 4y — 32 = 0.

$> Cau 30. Trong khong gian Oxzyz, phuong trinh mat phing (P) di qua diém M(2;1; —2)
va vuong goc v6i hai mit phang (Q): 2 +y+22—3=0va (R):z—y—2+4=01a

@A) z+3y—224+9=0. B 2z +y—22-9=0.
© z+3y—22—-9=0. D) 2v+y—22+9=0.

$> Cau 31. Khoang cach tit A(—2;1;—6) dén mat phang (Oxy) 1a

@) 6. ® 2. © 1. D)

Trdc nghiém ding sai

> Cau 1. Trong khong gian vé6i hé toa do Oxyz, cho hai diém A(1;—3;0), B(=5;1;2). Goi

ER
-

(P) 1a mit phang trung tryc ctia doan thang AB. Xét tinh diang sai cia cdc ménh dé sau:
(A) _A—B): (6;—4;—2) .
Mot vecto phap tuyén ctia mit phang (P) 1a 7 = (12; —8; —4) .
(C)  Phuong trinh mit phang (P) 1a -3z +2y+2—-3=0.

M)  Goi (Q) la mat phing di qua C(1;-3;9) va song song véi (P) thi mit phing
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(Q) di qua goc toa do .
> Cau 2. Trong khong gian Oxyz, cho diém A(1;2;3) va B(3;4;7). Goi (P) la mit phang
trung truc clia doan thang AB. Xét tinh ding sai clia cac ménh dé sau:

(A) Do dai doan thing AB bing 2v/6 .

~ Hinh chiéu vudng géc clia B trén mat phang (Oyz) 1a B'(3;0;7) .

(C)  Trung diém ciia doan thing AB 1a M(2;3;5) .

(D)  Phuong trinh mit phing (P) 1a —x —y — 22— 15=0 .
$> Cau 3. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, cho ba diem A(0;3;1), B(1;0; 1),
C(—2;1;1). Goi (P) la mat phang di qua ba diém A, B,C. Xét tinh ding sai clia céc

meénh dé sau:

Ph4t bidu D|S

141
@ Toa do trong tam tam giac ABC' la G <—§; g; §> .

Phuong trinh mat phing qua A va vuong géc véi BC 1a (Q) : 3z —y—22—5=0

(C) Mot vecto phap tuyén ctia mit phang (P) 1a 7p = (1;-2;2) .

@ Mit phang (P) di qua diém M(—2;5;3) .

$> Cau 4. Trong khong gian Oxyz, goi (P) 1a mat phang di qua hai diém A(1;2;0), B(2;3;1)
va song song véi truc Oz. Xét tinh ding sai ciia cdc ménh dé sau:

NI AB vuong goc véi vects @ = (2;—7;—5) .

~ Phuong trinh mit phang trung tryc ctia AB 13 (Q) : 20 +2y+22—9=0.

(C©) Mot vecto phap tuyén ciia mit phang (P) 1a @p = (—1;1;0) .

(D)  Mat phing (P) di qua diém K (5;6;7) .
$> Cau 5. Trong khong gian v6i he truc toa do Oxyz, cho hai diém A(1;2;3), B(3;4;4) va
mit phang (a): 2z + 3y 4+ mz — 1 = 0. Cac ménh dé sau ding hay sai?

@ Mzt phiang di qua 3 diém la hinh chiéu vuéng goc ciia A(1;2;3) lén ba truc toa
do c¢6 phuong trinh 1a 6z + 3y + 22 — 6 = 0.

~ Diém A cach déu mit phang (7): 2z +y +mz — 1 = 0 va diém B khi m = —2.

(C)  Biét mat phang (3): 4z + (n —2)y + 2z — 3 = 0 song song véi mat phang (). Khi
do, 2m +n = 5.

D)  KhiBe(a):2z+y+mz—1=0thim=-2.
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Tu luén

& Bai 1. Viét phuong trinh tong quét clia mat phang trong cac trudng hop sau:

a) Di qua diém A(2;0;0) va nhan 7 = (2;1; —1) lam vecto phap tuyén.

b) Di qua diém B(1;2;3) va c6 gia song song vdi gia cia mdi vecto © = (1;2;3) va
v = (=2;0;1).

c¢) Di qua ba diém A(1;0; —3), B(2;1;0) va C(3;2;1).

d) Di qua ba diém A(1;0;0), B(0;2;0) va C(0;0;4).

e) Di qua diém M(1;2; 1) va vuong géc véi truc Oz.

& Bai 2. Viét phuong trinh mat phang trung triyc clia doan thing AB v6i A(2;3; —4), B(4; —1;0).

& Bai 3. Viét phuong trinh ctia mat phéng:
a) Chita truc Oz va diém M(—4;1;2);
b) Chta truc Oy va diém N(0;4; —3);
c¢) Chita truc Oz va diém P(3;0; —7).
& Bai 4. Cho ti dién ABCD c6 cac dinh la A(5;1;3), B(1;6;2), C(5;0;4), D(4;0;6).
a) Hay viét phuong trinh cia cdc mit phang (ACD) va (BCD).
b) Hay viét phuong trinh mat phang () chita canh AB v& song song v6i canh C'D.

& Bai 5. Viét phuong trinh tong quat ctia mat phing trong cic truong hop sau:

a) Di qua diém C(1; —5;0) va song song v6i mit phang (P) : 3z — 5y + 42 — 2026 = 0.
b) Di qua diém I(—2;4;—1) va song song v4i mat phang (Oxz).

c¢) Diqua hai diém A(1;0;1), B(5;2; 3) va vuodng géc v6i mat phang (3) : 2z —y+2—7 = 0.
d) Di qua diém A(1;2;—1) vh vuong géc v6i hai mat phang (P) : 4o — 2y + 62 — 1 = 0,

(Q) : 20 +2y+22—7=0.
e) Di qua diém M(2;3;—1), song song v6i truc Oz va vuong goéc véi mit phang (R) :

r+2y—32+1=0.
& Bai 6. Xét tinh song song, vudng géc giita hai mat phang sau:
a) (1) :x+2y—32+2=0va(ag): —2x—4y+62—5=0
b) (B1):x+2z—5=0va(f2):40—3y—22+1=0

¢) (m):x—2y+2+3=0va (y): 20 —4y+32+2=0
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& Bai 7. Trong khong gian Oxyz, cho diém G(1;2;3). Viét phuong trinh mit phang (P)
di qua G va cat Oz, Oy, Oz lan lugt tai A, B, C sao cho G 1a trong tam ctia tam giac ABC.

& Bai 8. Trong khong gian Oxyz, cho diém H(3;2;4).
a) Viét phuong trinh mat phang (P) chia diém H va truc Oy.

b) Viét phuong trinh mat phang (Q) di qua diém H va cit cac truc toa do Oz, Oy, Oz
lan luct tai cac diém A, B,C (v6i A, B,C déu khong tring véi goc toa do O) sao cho
H la truc tam tam giac ABC.

& Bai 9. Cho hai mit phang (P) : 22 +y +22+12=0va (Q) : 4z + 2y +42 — 6= 0.

a) Ching minh (P)//(Q).

b) Tinh khodng cach giita hai mat phang (P) va (Q).
& Bai 10. Trong khong gian Ozyz, cho hai mit phéng (P) : z +3y — 2z = 0 va (Q) :
r—y—2z+1=0.

a) Ching minh rang hai mat phang (P) va (Q) vuodng géc véi nhau.

b) Tim diém M thudc truc Ox va cach déu hai mat phang (P) va (Q).
& Bai 11. Trong khong gian Ozyz, cho hai mit phéng (P) : z +3y — 2z = 0 va (Q) :
r—y—2z+1=0.

a) Ching minh rang hai mat phang (P) va (Q) vuong géc véi nhau.

b) Tim diém M thudc truc Ox va cach déu hai mat phang (P) va (Q).
& Bai 12. Trong khong gian Oxzyz, cho diém A(2;1; —1). Goi (P) la mit phing chita truc
Oy sao cho khoang cach tit A dén (P) la 16n nhat. Viét phuong trinh mat phang (P).
& Bai 13. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh, S(—3;2;6), A(1;1;1),
B(2;3;4), C(7;7;5).

a) Viét phuong trinh mit phang (ABCD) va mit phang (SCD).

b) Tinh chiéu cao ctia hinh chép S.ABCD.
& Bai 14. Cho hinh lang tru tam giac ABC.EF D véi A(2; —1;6), B(—3; —1; —4), C(5; —1;0),
D(1;2;1).

a) Viét phuong trinh cac mat phang (BCDF), (ABFE) va (DEF).

b) Tinh khodng cach tit A dén cac mat phang (BCDF) va (DEF).
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& Bai 15. Cho hinh hop ABCD.A’B'C'D’ ¢6 A(1;0;1), B(2;1;2), D(1;—1;1), C'(4;5; —5).
a) Viét phuong trinh cac mat phang (ABCD), (A'B'C'D') va (ADD'A").
b) Tinh chiéu cao ctia hinh hop.
& Bai 16. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD
la hinh ch@ nhat v6i AB = 2a, AD = 5a, SA = 3a
va SA 1 (ABCD). Bang cach thiét 1ap hé truc toa do
Oxyz nhu Hinh bén, tinh khodng céch tit diém A dén
mit phang (SBC).

& Bai 17. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D' ¢6 AB = 2a, AD = 3a, AA' = 4a
(a > 0). Goi M, N, P lan lugt la cac diém thuoc cac tia AB, AD, AA" sao cho AM = a,
AN = 2a, AP = 3a. Tinh khoang céch tit diém C’ dén mat phang (M NP).

& Bai 18. Khi gin he truc toa do Ozyz (don vi trén mdi truc toa do 1a decimét) vao mot
ngoi nha 1 tang, ngusi ta thay ring mat trén va mat dudi ciia mai nha thudce cac mit phing
vuong goc véi truc Oz. Biét rang cac vi tri A(3;4;33), D(9;8;35) lan lugt thuoc mat dudi,
mit trén clia mai nha. Do day clia mai nha duge tinh bang khoadng cich gitta mit trén va
mit dudi clia mai nha d6. Hay cho biét do day ctia mai nha dé 1a bao nhiéu decimét.

& Bai 19. Thing ctia mot may nong nghiép duge thiét ké mo phéng trong heé truc Oxyz
la mot hinh lang tru t@ giac ABCD.EFGH véi cac dinh: A(0; 1;2), B(0;1;3,5), C(0;4;3,5),
D(0;2,5;2), E(2;1;2) (Hinh vé).

a) Viét phuong trinh mat phang (EFGH) va tinh chiéu cao ctia hinh lang tru ABCD.EFGH.

b) Viét phuong trinh mit phang (CDHG) va tinh khoang cach tit diém F dén mat phang
(CDHG).
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& Bai 20. Ngudi ta thiét ké mot mai che hinh chit nhat ABCD phia trén san khau.
a) V6i hé truc Ozyz (don vi trén truc la mét) va cac kich thuée duge cho nhu Hinh vé,
hay viét phuong trinh mat phéng chita mai che.

b) Mot cong chao hinh ch nhat EFHG cao 4 m duge dung vudng goéc véi mat dat.
Ngudi ta muén lam cac doan day ndi thanh ngang GE véi méi che dé gan hoa va deén

led. Tinh do dai ngan nhat clia mdi doan day nay.

14m

& Bai 21. Trong khong gian véi hé truc toa do

Ozyz (don vi trén moi truc toa do la kilomét), mot

may bay dang & vi tri A(3; —2,5; 0,5) va sé ha canh 6
vi tri B(3; 7,5; 0) trén duong bang. C6 mot 16p may

dugec mo phéng bdéi mot mit phang (o) di qua ba

diém M(9; 0; 0), N(0; —9; 0), P(0; 0; 9). Do cao ctia
may bay khi xuyén qua dam may dé ha canh la bao

nhiéu km?

& Bai 22. Trong khong gian Oxyz (don vi trén mdi truc toa do 1a mét), mot ngdi nha nhu
hinh vé& dudi day c6 san nha nim trén mat phang (Ozy). Hai mai nha lan lugt nam trén
cac mat phang (P): x —2y+5 =0 va (Q): v — 2y — 3z + 20 = 0. Hoi chiéu cao ciia ngdi nha

tinh tit san nha lén néc nha (diém cao nhat cia mai nha) 1a bao nhiéu?

—
T, e wind
q‘:ﬁ;‘,—;. d
mhie
e dh - 5
e 'J'\-. |

M
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& Bai 23. Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phang (P) : (m + 1)z —2my —z — 1 = 0
va (Q) :mx+y+ (2m —2)z —3 = 0. Goi S 1a tap céc gia tri nguyén ctia m dé (P) va (Q)

vuong géc véi nhau. Tinh tong s6 phan ti cia S.

& Bai 24. Trong khong gian Oxyz, cho hai mit phang (P) : 2z +my +32z —5 = 0 va
(Q) : nx — 8y — 62+ 2 = 0. Tim gia tri cia m va n dé (P)//(Q).

& Bai 25. Trong khong gian hé toa do Oxyz, viét phuong trinh mat phang (P) song song
v6i mit phang (Q) : z + 2y — 2z + 1 = 0 va cach (Q) mot khoang bing 3.
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2 PHUGNG TRINH DUGNG THANG TRONG

KHQ IAN . . R
l. PHLPONE 'F;RINH DUONG THANG TRONG KHONG
GIAN

1) Vectd chi phuang clia dudng thing

@il

Vecto @ # 0 c6 gia song song hoac trung véi duong

thang d dugc goi la vecto chi phuong cia d. d

L Luu Y. Néu @ la vecto chi phuong ciia d thi k@ (k # 0) ciing la vecto chi phuong

cua d.

EVidwi)) kv

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’, dudng thing d di qua A va C. Tim bdn vecto c6 diém

dau va diém cubi trong céc dinh ctia hinh hop da cho va la vecto chi phuong ctia d.

[} o@%m Hai vecto AC va C'A ¢6 gia trung véi d, hai vecto W va CTA7 cO gia song
song véi d (do AC'//A'C").

Vay ta c6 bon vecto chi phuong ctia duong théng d 1a A_C), CTA), AT , A

g (1) Trong khong gian Ozyz, cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’ véi A(1;2;1),
B(7;5;3), C(4;2;0), A'(4;9;9). Tim toa d0 mot vecto chi phuong ctia mdi duong
thang AB, A'C’ va BB'.

2) Phuong trinh tham s6 ciia dudng thang

Trong khong gian Ozyz, phuong trinh tham s6 ciia duong thang d di qua diém

Mo (o;y0; 20) va nhan @ = (ay;az; ag) lam vecto chi phuong ¢6 dang:

T =x9+ art

y=yo+ast VOiteR (tdugc goila tham so )

z =29+ a3zt
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L Luuy.

T =x9+ art
a) Trong phuong trinh tham s ctia dudng thang d : { y = yo + agt , moi gid tri
z =29+ ast
ctia tham s6 t xac dinh duy nhat mot diém M trén d va ngugc lai.
b) Tit nay dé cho gon, trong phuong trinh tham s ciia dudng thang, ta khong
viét t € R.
Trong khong gian Oxzyz, cho duong thing d di qua diém M (2; —2;1) va c6 vecto chi phuong
a=(1;-1;2).

a) Viét phuong trinh tham s6 ctia dudng thang d.
b) Trong hai diém A(3; —3;3) va B(1;—1;1), diém nao thudc d?
(&) D@’%L’(i&

a) Phuong trinh tham s6 ctia d 1a

r=2+t
y=—-2-—1
z=14+2t
To =2+t
b) Diém Mo (zo;yo; 20) thude d khi va chi khi c6 gia tri ¢ thoa man hé: yo=—2—t-
zo=1+4+2t

Ta co:

(3 =2+t

& Vo6i A(3;-3;3), ta xét he ¢ — 3 = —2 —¢. Hé phuong trinh nay c6 nghiém duy
3=1+2t

nhat t = 1, nén A thuoc d tng véi t = 1.

(1 =2+t

& V6i B(1; —1;1), ta xét hé ¢ — 1 = —2 — ¢. Hé phuong trinh nay vo nghiém, nén

1=1+2¢
\
B khong thuoc d.
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Trong khong gian Ozyz, cho duong thang d : y=3—3t

r=—1+2t

z=5b+4t
a) Hay tim toa do mot vecto chi phuong cua d.

b) Hay tim toa do ciia céc diém thudc d ing véi cac gia trit =0,t = —1,t = 2.
(e} o@ijm’@.
a) Mot vecto chi phuong ctia d 1a @ = (2; —3;4).
r=—1-2-0=-1
b) Véi ¢t = 0, thay ¢t = 0 vao phuong trinh clia d, ta c6: { y=3—-3-0=3

2=5+4-0=5
Vay diém M;(—1;3;5) thuoc d tng véi t = 0.

Tuong tu, v6i t = —1 va t = 2, ta c6 cac diem thuoc d tuong tng la:

Mps(—3;6;1), M3(3; —3; 13).

’
r=-—-1+8t

(2) Cho dudng thang d c6 phuong trinh tham s6 { y = —4¢

z=3+12t
a) Tim hai vecto chi phuong cia d.

b) Tim ba diém trén d.

f 2 2 2 ?
' (3) Viét phuong trinh tham s6 ctia dudng thang d di qua diem A(5;0; —7) va nhan
v = (9;0; —2) lam vecto chi phuong. Héi M(—4;0; —5) ¢6 thude d khong?

f 2
' (4) Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang d di qua A(6; —2;3) va c6 vecto chi
phuong @ = (2;2; —1).

a) Viét phuong trinh tham s6 cia d.

b) Tim diém M thuoc d biét OM = 7.

’ ? :
C @ Trong khong gian Ozyz, viét phuong trinh duong thang A di qua diém

M (—1;4;5) va vuong goéc v6i mat phang (a) : 3z 4 2y = 0.
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3) Phuong trinh chinh tic cia dudng thang

Trong khong gian Oxzyz, cho dudng thing d di qua diém Mo (zo; yo; z0) va c6 vecto
chi phuong @ = (ay; ag;as).
Néu a1, as, az déu khac 0 thi hé phuong trinh

T—2To _Y—Y _ 2~ %
al a9 as
dugc goi 1a phwong trinh chinh tdc ciia duong thing d.

Trong khong gian Oxyz, viét phuong trinh chinh tic ctia dudng thang d, biét:

a) Duong thing d di qua diém M (4;2; —1) va c6 vectd chi phuong @ = (—1; —4;3).
rT=2—-1
b) Dudng théng d c6 phuong trinh tham sb 1a ¢ y = —1+ 2t .

z=3—-3t
[} 9@'1(/61@1
z 2 - 4: - 2 ]_
a) Phuong trinh chinh tac cia dudng thang d la z o= Y = Z; .

b) Tit phuong trinh tham s6 ctia d, ta c6 d di qua diém M (2; —1;3) v& c6 vecto chi

phuong @ = (—1;2; -3).
-2 y+1l =z-3

Suy ra, phuong trinh chinh tac ciia d la: ‘ 7 5 =

r—3 y+2

Trong khong gian Ozyz, cho dudng thang d c6 phuong trinh chinh tac 5= a8

a) Tim toa do mot vects chi phuong cua d.

b) Trong hai diém A(1; —5; —6) v& B(3; —2;1), diém nao thuoc d?
(e} 0@(7@;

a) Mot vecto chi phuong ctia d 1a @ = (2;3;6).

b) Mot diém thuoc d khi toa do ctia diém dé thod méan phuong trinh chinh téc cta d:
r—3 y+2 =z

2 3~ ™

Thay toa do ctia cac diém A, B vao phuong trinh chinh tic (). Ta cé:

; 1-3 —-54+42 -6
® Diem A(1; —5; —6) thod man (x) vi 5 ;— =5 = —1 nén A thuoc d;

3—-3 -2+2 1
- Z nen B ¢ d.
5 3 3&6nen ¢d

¢ Diém B(3; —2;1) khong thod man (x) vi
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(2

(6) Trong khong gian Ozyz, cho duvng théng d di qua N(—2;3;1), ¢6 vecto chi
phuong @ = (3; —4;5).
(1) Viét phuong trinh chinh téc ctia dudng thang d.

(2) Tim diém A thuoc d biét A c6 hoanh do bing 4.

4) Viét phuong trinh tham s6, phudng trinh chinh tic cia dudng thang di qua hai

diém

Trong khong gian Ozy, dudng thang d di qua hai diém phan biet A(z4;y4;24) va
B(xp;yp; zp) co vecto chi phuong AB = (tp—xA;YB—YA; 2B — 24) Va c6 phuong
trinh tham so:

r=x4+ (xp —x)t

y=ya+ (ys—ya)t

z=2za+ (2 — za)t.
Néu x4 # xR, ya # YB, 24 # zp thi d c6 phuong trinh chinh tac:

T—TA  Y—YA  Z— 24

Ip —TA YB — YA 2B — A

Trong khong gian Oxyz, viét phuong trinh tham s6 va phuong trinh chinh tac ciia duong
thang di qua hai diém A(1;2; —1) va B(2;4;0).
[ @’ijé{élﬁ. Duong thang AB di qua A(1;2; —1) va c6 vecto chi phuong AB = (1;2;1).

1 y-2 z+1
===

Do d6 AB c6 phuong trinh chinh téc 13 T I va ¢6 phuong trinh tham
r=1+t

z=—1+1t.

=

Mot mo hinh cau treo duge thiét ké trong khong

gian Oxyz nhu Hinh 4. Viét phuong trinh tham so6

ctia dudng thing d biéu dién lan duong di qua hai
diém M (4;3;20) va N(4;1000; 20). Hinh 4
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&\ . 2 N
' Trong khong gian Ozyz, mat mot ngusi quan sat & diem M (2;3; —4) va vat can
quan sat dit tai diem N(—1;0;8). Mot tam bia chin dudng truyeén ctia anh sang c6

dang hinh tron véi tam O(0;0;0), ban kinh bing 3 va dit trong mat phing Oxy.
a) Viét phuong trinh tham s6 ctia dudng thang M N.

b) Tinh toa do giao diém D ctia duong thang M N véi
mat phéng Oxy. E

Hinh 5.27

c) Héi diém D c6 nim gitta hai diém M vad N hay
khong?

(2

@ Trong khong gian Oxyz, cho tam giac OAB v6i A(2;—3;4), B(—4;5;0). Viét
phuong trinh tham s6 va phuong trinh chinh tic (néu c6) ctia dusng thang AB va

duong thang chita duong trung tuyén ké tit O ctia tam giac OAB.

1. VI TRi TUGNG DOI GITA HAI DUGNG THANG. DIEU
KIEN DE HAI DUGNG THANG VUONG GOC

1) Diéu kién dé hai dudng thing song song hoic tring nhau

o
Gol @ = (a1;az;a3) va d’ = (a}; dy; af) lan lugt 1a vecto chi phuong clia hai dudng

thang d va d’. Goi M (zo;yo; 20) 13 mot diém trén d.

T —ka, keR
d//d <

M¢d

T —ka, keR
d=d &

Med

L\ Luu ¥. Cho duong théng d di qua diém M va c6 vecto chi phuong @, dudng

thing ¢’ di qua diém M’ va c6 vecto chi phuong a’.

a) Néu ba vecto @, (7, MM’ cung phuong thi d = d'.

—

b) Néu hai vecto a,t? ciing phuong va hai vecto @, MM’ khong cuing phuong
thid//d.
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3 Chuyeén dé 2. Phuong trinh dudng thing trong khong gian

Kiém tra tinh song song hodc triing nhau ctia cac cap dusng thing sau:
(

r="T+4t

a) d:Qy=3-2¢ va d - = =

y z-—1 . r—2 y—9 2z-5
b)d: === d - = = .
) 3 4 3 3 1

[ 9@7(/61(21
a) Duong thang d di qua M (7;3;2) va c6 vectd chi phuong @ = (4; —2; —2).
i

—
a

Duong thing d’ di qua N(3;5;4) va c¢6 vectd chi phuong o/ = (2;—1; 1) =

DN | —

Suy ra d@, @’ cuing phuong.
Thay toa do diém M vao phuong trinh dudng thing d’, ta dugc:
7T-3 3-5 2-4
2 -1 -1
Suyra M ed. Vayd=d'.

Cach khac: Lay diém M(7;3;2) € d, N(3;5;4) € d’. Ta c6 MN = (—4;2;2). D& thay

(luon dung).

ba vecto @, @', MN cung phuong nén d = d'.

b) Dudng thang d di qua M (0;0;1) v& c6 vecto chi phuong @ = (3;3;4).
Duong thang d' di qua N(2;9;5) va c¢6 vectd chi phuong - (3;3;4)=7a
Suy ra @, @’ cing phuong.
Thay toa do diém M vao phuong trinh dudng thing ', ta co:
0-2 0-9 1-5
3 3 4

(vo 1i).

Suy ra M ¢ d'. Vay d//d'.

Céch khéc: Lay didm M(0;0;1) € d, N(2:9;5) € d'. Ta c6 MN = (2;9;4)
Vi % + 2 nen MN khong cting phuong v6i @ nén d//d'.

2) Diéu kién dé hai dudng thing cit nhau hoic chéo nhau

Cho hai duong théng d va d’ c6 phuong trinh tham s6 lan lugt 1a:
( (
x = x0+ art r = x4+ at’

d: y:y0+a2t va dll y:y6+al2t/

z = z9+ ast z = zy+ ast!
\ \

Goi @ = (a1;a2;a3) va @' = (a}; dh; ay) 1an lugt 1a vecto chi phuong ctia d va d'.

> Biin souns Nys Diie [ - B 058997/ 004

157



= Chuong 5. Phuong phdp toa dé trong khdng gian

)
zo + a1t = =y + ajt’

Xét he phuong trinh an ¢ va t': Yo + agt =yl + dyt!

20 + agt = z{ + agt’
\
e d va d' cat nhau khi va chi khi hé trén c6 ding mot nghiém.
e d va d' chéo nhau khi va chi khi @, @' khong cuing phuong va hé trén vo

nghiém.

L Luuy.
@ Khi xét vi trf tuong déi ctia hai duong thang, ngudi ta thudng xét tinh cing
phuwong ctia hai vecto chi phuong ciia hai duong thing dé:
< Néu hai vecto chi phuong cuing phuong thi hai dudng thang d6 song
song hoac trung nhau.
& Néu hai vecto chi phuong khong cting phuong thi hai duong thing do
cat nhau hoac chéo nhau.

@ Trong khong gian Ozyz, cho dusng thang d di qua diem M, c6 vectd chi
phuong @, va dudng thang ¢’ di qua diém M’, c6 vecto chi phuong a. Trong
truong hop @, @’ khong ciing phuong, nghia la [@, a | # 0:

® Néu [@, c—ﬂ .MM’ =0 thi d va d' cit nhau.
& Néu [@,d’] - MM #0 thi d va d chéo nhau.

Xét vi tri tuong déi gitta hai dusng théang d va d’ trong méi truong hop sau:
4

r =2t
' ,‘x—2_g_z—|—1_
z=2—-3t
\
r—4 y—1 2z-—1 r—2 y—1 z—-1
b d = = d/: = = .
) 1 2 2 3 2 9

[} 0@%5&%
a) d va d' c6 vecto chi phuong lan lugt 1a @ = (2; —1; —3), @ = (4;7:11).

4 7 — — N ~ N < = A
Vi 5 + - nén a, d’ khong cuing phuong. Vay d va d’ cat nhau hoac chéo nhau.
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x=2+4t

d' c6 phuong trinh tham s6 1a ¢ y = 7¢/

z=—1+11¢
2t = 24 4t 2t —4t' =2 (1)
Xét hé phuong trinh < 1 — ¢ = 7¢ =>t+T7t =1 (2)-

2—3t=—-1+11¢ t+ 11t =3 (3)
T (1) va (2) suy ra t = 1,¢ = 0 thay vao (3) ta duge 3.1 + 11.0 = 3 (dung).
Vay d va d’ cat nhau tai diém M(2;0; —1).
b) d va d' c¢6 vecto chi phuong lan lugt 1a @ = (1;2;2), @ — (3;2;9).
Vi % # ; nén @, a’ khong cing phuong. Vay d va d’ cat nhau ho#c chéo nhau.
r=4+1 r=2+3t
d va d' c6 phuong trinh tham s6 14 ¢ y =142t VA y=1+2¢.
z=1+4+2t z=149¢
44+t=2+3t t—3t'=-2 (1)
Xét he phuong trinh ¢ 142t =142/ = (2t -2/ =0 (2).

1+2t=1+9¢ 2t —9t' =0 (3)
T (1) va (2) suy ra t = 1,¢ =1 thay vao (3) ta duge 2.1 — 9.1 =0 (vo li).

Vay d va d’ chéo nhau.

@
' Trong khong gian Oxyz, xét vi tri tuwong doéi clia cac cap duong thing sau:
(

;

r=3—1 z=2-3t
a) d:Qy=4+¢t , d:qy=5+3 ;
z2=5—2t z=3—6t
\ \
xr—1 y—2 2z2-3 r—2 y+2 z-1
b) d: = = d = =
) 1 3 -1’ —2 2 3
(
r=1+72t
, T—2 y+3 z-1
z=—-3+3t
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’
C @ Trén phan mém thiét ké chiéc cau treo, cho duong théng d trén tru cau va

duong thang d’ trén san cau c6 phuong trinh lan lugt la:

.
=0
z=050+1

\

Xét vi tri tuong déi d va d'.

.
z =20
d/:<y:t/
z =250
\

3) Diéu kién dé hai dudng thing vubng géc

Cho hai duong thing d va d’ c6 vects chi

- z
a' = (a};dy;ay). Ta ¢
dld«—=7d d =0

Trong khong gian Oxyz, chiing minh hai dudng

(

phuong lan lugt 1a @ = (a1;a2;a3) va

aray + agay + asa = 0.

thing sau day vuong goéc nhau:

r=5—1t
r—9 y—13 z-1
d: - _ a d: = = )
Yy=-3+2t va 5 3 1
z =4t
\

N Joi gicd. d va d' 1an lugt c6 vecto chi phuong 1a @ = (—1;2;4) va d = (2;3; —1).

Taco@-d =(-1)-2+2-3+4-(~1)=0.
Suy ra 7 Lld. Vay d L d'.

vy

@ Kiém tra tinh vuong goc clia cac cap dudng thing sau:

;
r=—-2+t

r y+1 =z _ '

a)d I:_—gzivad <y:t )
z=—6-+2t

> Bicn souns Nys Die Ji - 8 058997/ 004



(& Chuyen dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

2 1 1
T+ :y+ :z+ va d -

z+2 y—-95 z-5
7 3 1 22 2

b) d:

>
Trong khong gian Ozyz cho trude (1 don vi=lcm), ¢6 mot cha kién vang va
mot chi kién den bo trén hai sgi day thang khac nhau. Gia sit tai thoi diém ¢ (tinh
bang phit), kién vang & tai vi trf (6 +¢;8 —¢; 3 +¢) trén dudng thang di. Cung thoi
diém do, kién den & tai vi tri (1 4 ¢;2 4 ¢;2t) trén dudng thing ds.

’ !

a) Chitng minh rang hai chii kién bo trén hai duong thang chéo nhau.
b) Tinh khodng cach gifta hai chi kién tai cac thoi diém ¢ = 0 va ¢ = 10.
c) Hoi tai thoi diem nao thi khodng cach gitta hai chd kién 13 nho nhat? Tinh

khoang cach do.

1. GOC

1) Géc giita hai dudng thang

Géc gitta hai dudng thang d va d’ c¢6 vecto chi phuong lan lugt 1a @ = (a1; az; az)

-
va a' = (af;d;ab) duge tinh bdi cong thic

N
cos(d,d") = |cos(@ 67) _la@-d] _ |layd} + agaly + azaj|
9 - ) — —> _7 - 2 2 2. 2 7 /2.
|CL|-|CL| \/a1+a2—i—a3 \/a1+a2+a3
L Luuy.

& 0° < (d,d) < 90°;
® Néu d//d hodc d =d' thi (d,d') = 0°;

®dld e (dd)=90°.
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Trong khong gian Oxyz, tinh géc giita hai dusng thang:
( 4

d:{y=3—¢t va d:Qy=1+2¢

2 =2t z2=3—t

\ \

[} o@zjmo Dudng thang d va d’ 1an lugt c6 cac vectd chi phuong 1a @ = (1; —1;2) va

d = (1;2;-1).
Ta co:
T-a 1-1—-1-242-(—1 3l 1
COS(d,d/): |a a_/l — | + ( )| :| |:_

@] /| 12+ (=1)2 422 /12422 4 (-1)2 6 2
Vay (d,d’) = 60°.

’
C Tinh goc giita hai dudng thing d va d’ trong méi trusng hop sau:

z—7 y =z-—11 r—3 y+6 =z—-1

d: === a d:
) di—g==5=—73 W 2 5 4
r=9—10¢
z+9 y+4 z+1 . ‘ .
byd:i—m—="F—=—F— va d:qy=7-10t ;
z=15+5¢
( ( )
x =23+ 2t r=24+1
c)d:Qy=57+t va  d i Qy=6+¢
2z =19 — 5t z=1t
\ \

2) Géc giita dudng thang va mit phang

Géc gitta dudng thang d c6 vects chi phuong @ = (a1;az;a3) va mit phang (P)
c6 vecto phap tuyén 7 = (n1;n9;n3) dude tinh béi cong thic:
_ |a)7l) - lainy + agng + asns|

sin(d, (P)) = |cos(@, )| = 55— = :
(@l -[7]  \/aZ+ a2+ a2 \/n +nd+n?

L\ Luuy.
& 0° < (d, (@) < 90°;
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& Néu d//(a) hodc d C () thi (d, (o)) = 0°;

© d vudng goc voi («) khi va chi khi (d, («)) = 90°.

Trong khong gian Ozyz, tinh goc giita dudng thing d : il =

_]_ 2
%: : 7 va mat phang

() :z+y—2241=0.
[} @z(/omz Duong thang d c6 vecto chi phuong @ = (—1;2; —1), mat phang () ¢ vecto
phap tuyén 7 = (1;1; —2).

Ta co:

sin(d, (o)) = @l D142 14+ (D) _ 1
| 7lal (1P + 224+ (-2 I 124 (-2 2

Vay (d, («)) = 30°.

’
C @ Tinh goc gitta dudng thang d va mat phang (P) trong mdi trudng hop sau:
r=11+ 3t

a) d:Qy=—114+¢ va(P):6c+2y—42+7=0.

c— 21— 2
3 4 2-5
b) d: :y;’ =22 (P)i w42y -4z +1=0.
3 5 11
c)d:xz :yl_ :z—; va (P): 2y —4z+T7=0.

Trén mot mit san san khau da thiét 1ap sin mot he toa

do Oxyz. Tinh goc giita tia sang c6 phuong trinh

.
T =2
d3<y:1+t Hinh 13
z=1+1
\

va mit san san khau c6 phuong trinh z = 0.
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3) Goéc giita hai mit phing

Géc giita hai mat phang (P) va (P') c¢6 vecto phap tuyén lan lugt 1a 7 =
(n1;n2;n3) va n' = (nf;nb;nf) dude tinh béi:
|7 -n | |nin} + nanl, 4+ nank|

7] |n) wfnﬁwngwl gt gt

cos ((P), (P/)) = | cos(7, 77)| =

L LuuY.
© 0° < ((«),(8) < 90%

& Néu (a)//(8) hoic (a) = () thi ((a), (8)) = 0°;
& (a) L (8) & ((a), (8)) = 90°.

B v ¢

Trong khong gian Oxyz, tinh géc giita hai mat phang:

()20 +2y—424+41=0 va (B):z—z—-5=0.
N Joi giai. (o) va (B) lan lugt c6 cic vecto phap tuyén 1a 7w = (2;2; —4) va w = (1;0; —1).
Ta co:
7| 2:142-0+ (—4) - (=1)] V3

costla (9)) = Tt - V22422 4+ (—4)2/12 + 02 + (—1)? T2
Vay ((a), (8)) = 30°.

’
C @ Tinh goc giita hai mat phang (P) va (P’) trong mdi trudng hop sau:
a) (P): 3z4+Ty—z+4=0va (P'): z+y—10z+ 2025 = 0;

b) (P): —2y+24+9=0va (P'): 3z +y— 52+ 2024 =0;

c) (P): z+2+3=0va (P): 3y+324+5=0.

’
Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop chi nhat ABCD.A'B'C'D’. Cho biét
A(0;0;0), B(1;0;0), D(0;5;0), A’(0;0;3). Tinh goc gitta:
a) hai duong thang AC va BA’;

b) hai mat phang (BB'D'D) va (AA'C'C);

c¢) dudng thang AC’ va mit phang (A'BD).
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3 Chuyeén dé 2. Phuong trinh dudng thing trong khong gian

Dé lam thi nghiém vé chuyén dong trong mat phang
nghiéng, ngusi lam thi nghiem da thiét lap san mot

hé toa do Ozyz. Tinh géc giita mat phang nghiéng

(P): 4z + 11z +5=0 va mat san (Q): z —1=0.
Hinh 16

’

Dé chuan bi cho chuyén di da ngoai, nhém ban Ditc thiét ké léu cidm trai dang
hinh chép tit giac déu c6 day 1a hinh vuong canh 4 m. Theo ban vé thiét ké thi goc
gitta hai mit bén ciia léu bang 60°. Bing phuong phap toa do, hay tinh chiéu cao

clia léu nay.

iy -

W 52 Tér

Tréc nghiém

r=1+2t

$> Cau 1. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thang d: { y = —¢ . Dudng thang d c6

z=4+5t
mot vecto chi phuong la

@ @ = (2;-1;5). ui = (1;—1;4).

© i = (1;-1;5). D) ur = (1;0;4).

) —2 -1 ?
¢ Cau 2. Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang d: x_l _ Y 5 = ; Duong thang
d c¢6 mot vecto chi phuong la

@) 7 =(-1;2;1). U =(2;1;0).
© U = (—1;2;0). D @ =(2;1;1).
2 —1 1 y
¢ Cau 3. Trong khong gian Ozyz, cho duong thing d : ’ 5 = y-?t = g Diem nao

trong cac diéem duéi day nim trén duong thing d?
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@ P(52;5). Q(1;0;0). © M(3;2;2). © N(1;-1;2).

=1+ 2t

&> Cau 4. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thang d : y=2+3t (t€R). Duong

z=5—t
\
thing d khéng di qua diém nao sau day?
@A) M(1;2;5). N(2;3;-1).
© P(3;5;4). D Q(=1;-1;6).

$> Cau 5. Trong khong gian Ozyz, cho hai diém A(2; —1;4) va B(—1;3;2). Duong thing
AB ¢6 mot vecto chi phuong la

@ = (1;22). Uy =(1;2;6).

© U2 = (3;—4;2). D) @4 =(1;-4;2).

¢ Cau 6. Trong khong gian v6i hé truc toa do Oxyz, vectd nao dudi day la vecto chi

phuong cta truc Oz?

@) m=(1;1;1).
© 7= (1;0;0).

$> Cau 7. Trong khong gian Oxzyz, cho hai diém A(1;2;3), B(2; —1;2). Duong thang AB

= (0;0;1).
= (0;1;0).

© ©®
<y

c6 phuong trinh la

r—2 y+1 =2-2 r—1 y—2 2-3
@ 11_ 3 _21 ' 11_ -3 _2—1‘
x + _g_z— x — _g_z—i—
©2_3_—2‘ ®1_3_—2'

$> Cau 8. Duodng thang di qua diém A(2;1;1) v nhan @ = (1;2;3) lam véc-to chi phuong

c6 phuong trinh chinh tac 1a

r—2 y—1 =z-1 r+2 y+1 z+1
= 11_ 22_ 33. —1F1_ +2_ —%3.
xXr — _y— _Z— X _y _Z
© 2 1 1 © 2 1 1

¢ Cau 9. Trong khong gian Ozyz, cho mit phéng (P): 2 — 2y — 3z — 2 = 0. Dudng thing

d vudng goéc véi mat phang (P) c6 mot vée-to chi phuong 1a

@A) Wy = (1;-2;-3). w1 = (1;-2;-2).

© U3 =(1;-3;-2). D) @4 =(1;2;3).
$> Cau 10. Trong khong gian Oxzyz, cho hai diém M(1;0;1) va N(2;1;0). Dudng thang
MN c6 phuong trinh tham s6 1a
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

( (
r=1+2 r=1+t
@A Sy=2 . B Sy=t
¢ ¢
r=1-t r=1+1
© {y=t - ® qy=1
z=1+1 z=1—1
\ \

2 _1 1 _3 2
$© Cau 11. Cho dusng thang d: x2 = y+1 = 22 . Duong thang nao sau day song
song véi d?

r—2 y z-1 a:+1 y z—1

A: == : A: == :
Y i3y 2_2 5 b
— y+ zZ— Yy z—

A = . == .
@ —2 1 -2 1 —2

$> Cau 12. Trong khong gian véi hé truc toa do Ozyz, cho mat phang (P) c6 phuong trinh
14 22 +y — 52+ 6 = 0 . Phuong trinh duong thang d di qua diém M (1;—2;7) va vuong goc

véi (P) la

SL‘+1 y—2 247 93—1 y—2 z—=1
r—=1 y+2 z-7 x—2 y—l_z+5
@a =220 ® d: — ==

$> Cau 13. Trong khong gian Oxzyz, duong thang A di qua diem M (1; —2;0) va vuong goc
v6i mit phang (P) : 2z — 3y — z +2 = 0 ¢6 phuong trinh tham s6 1a

( (

r=2+1 r=1+42t
@A) y=-3—2t. y=—2—3t.
z=—1 z=—1
\ \
( (
© S y=—-2+2t. D) < y = —3t.
z=—3t z=—1
\ \

¢ Cau 14. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz; cho tam giac ABC véi A(0;1;2),
B(—2;1;2), C(=3;2;1). Phuong trinh tham s6 ctia dudng thang di qua diém A va song
song v6i BC' la

( (

=t =t
@D Sy=1-t - y=1+1t
\ \
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

(
©<y:1—t @ y=1-—t
z2=2+1 z2=2—1
\ \
( (
=1+t x=2+2
$® Cau 15. Trong khong gian Ozyz, cho dusng thang d : { y=2+t Vada:Qy=5+2
2=1+2t 2 =144t
\ \
Khang dinh nao duéi day ding?
@ dl//dg. di=dsy . @ dy cat dy . @le_dQ .
(
r="7T+4t
¢ Cau 16. Trong khong gian vé6i hé toa do Oxyz, cho hai duong thang dy : ¢ y=3—2t
z=2-2t
\
- - - 4 2
vady ;2 > S _ 9_15 - z_l . Khing dinh nio dudi day ding?
@ dl//dg. di=ds . @ dy cat dy . @le_dQ .
N ~ . . N 2 z—1 Yy — 2 z—1 R
¢ Cau 17. Trong khong gian Oxyz, cho hai duong thang d; : =T =5 W
—2 y-2 - ,
dy: 2 T = Y 7 = z : 3 Khéng dinh nao dudi day ding?
@ d1//d2. di=ds . @ dq cat dy . @dlldg .
(
r =2t
> Cau 18. Trong khong gian vé6i hé toa do Ozyz, cho hai dudng thing d; : y=1—t
z=2—-3t
—2 2+l . )
va da : ’ = % =7 Khang dinh nao duéi day diang?
@ di//ds. diLdsy .
@ dy cat dsy . @ dy chéo dy .
(
r=—-2+1
¢ Cau 19. Trong khong gian vé6i hé toa do Oxyz, cho hai duong thang d; : y=T+t
z=9—-8t
\
—2 y—-1 z- ,
vady ;2 — = 4 — = : : 3 Khing dinh nio dudi day ding?
@) di//ds. diLdy .
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

(©) dy cit ds . (D) dy chéo dy .
A ~ . N 2 r—4 y—1 z—1
$® Cau 20. Trong khong gian Ozyz, cho hai dusng thang d; : =Ty =y W
-2 —1 —1 )
dy: 2 — = Y — = “ " Khing dinh nio dudi day ding?
@ dl//dg. di=dsy . @ dq cat do . @le_dg .
(
r=-—5—3t

9 Cau 21. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, cho hai duong thing d; : { y=—10—4t

z=3+1Tt
\
-1 -1 5
va ds : ? —5i_ T_Y - = : = Khang dinh nao duéi day ding?
@ di//ds. dy Lds .
©) dy cit ds . (D) dy chéo dy .
2 - 1 - -
$© Cau 22. Trong khong gian A, cho hai dudng thang d : ? 5 = Y N [ 1 5 VA
-6 1 2 . .
d: 7t T = y_+2 _ Tt . Tim toa do giao diém cua hai duong thang trén
(A) A(-3;5;,-5). B (5;9;11).
© C(9;-3;—1). (D) N (0;3;—4).

¢ Cau 23. Trong khong gian Oxyz, Cho hinh hop ABCD.A'B'C’'D'. Biét rang: B (—1;1;3),
C(-1;-1;2), D (1;0; —=2), D' (2; —2; —3). Tim mot vecto chi phuong ctia dudng thang AA’.

@A) U = (1;-2;1). 7= (1;2;1).
© U =(-1;-2;1). D) @ = (1;-2;-1).
r=1+2¢

$> Cau 24. Cho dudng thang d ¢6 phuong trinh tham s6 { y =2 —¢ . Viét phuong trinh

z=-3+t
chinh tic ctia dudng thang d.
r—1 y—2 2-3 x—l—l y—|—2 z—3
@) d: = === ®) d: =
1y a3 SECRREY
x—1 y—2 z+ ':(:— L y—=2 z+
©) d: == @d.2__1_1.

A . 2 r—1 'y z—-1 I ) .
$© Cau 25. Cho duong thang d : —5 = T5= 3 . Tim toa do giao diem M ctia dudng
thang d véi mat phang (Ozy).

(A) M(-1;2;0). ®) M(1;0;0).
© M(2;—-1;0). (D) M(3;—2;0).
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2 - 1 -
$© Cau 26. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang d : x_l _ ;— S _ 2 . 5 va mét
phang (P) : 2z +y — 2z +9 = 0. Tim toa do giao diém ctia d va (P).
@ (21;1). (0; —1;4). © (1;-3:3). @ (2;-5;1).

> Cau 27. Trong khong gian Oxyz, goc gitta hai mat phang (P): 8z —4y —8z — 11 =0 v&
(Q): vV2x — /2y + 7 =0 béng

m ™ ™ s
@ 5 3 © 1 ® 5
&> Cau 28. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thing A: % = % = il va mat phang
(): z —y + 2z = 0. Géc gitta dudng thang A va mat phing (o) bang
() 120°. 30°. © 60°. (D) 150°.
r=1—1

> Cau 29. Trong khong gian Oxyz, cho dudng thing d:  y =2+ 2¢ va mat phang

z=3+1
(P): x —y 43 = 0. Tinh s6 do géc gitta dudng thang d va mat phiang (P).
@A) 60°. 45°. © 120°. (D) 30°.
2 1 - 1
¢ Cau 30. Trong khong gian Oxyz, tinh goc gitta hai dusng thang d : % = % S 5
1 —
wdy: PEL_v_273
—1 1 1
@A) 60°. 30°. (©) 45°. (D) 90°.

$> Cau 31. Trong khong gian Ozyz, cho mat phang (P): —+/3z +y+ 1 = 0. Tinh géc tao

béi (P) véi truc Ox?
(@A) 120°. 30°. © 150°. (D) 60°.

Tréc nghiém ding sai

=2+t r=1-—1
$> Cau 1. Trong khong gian Ozyz, cho hai dudng thang di:  y = —1 +¢ vade:  y=2
z=3 z=-=2+t
(A)  Duong thing di ¢6 mot vecto chi phuong 1a a7 = (1;1;3).
B)  Duong théng da c6 mot vecto chi phuong 1a w3 = (—1;0; 1).
@ ~ Gi4 tri cosin ctia goc gitta hai dudng thang di va do bang —%.

D)  Géc giita hai dudng thing d; va da bing 60°.
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

$> Cau 2. Trong khong gian Oxyz, cho mit phang (P) : 2z 4+ y + 22 — 1 = 0 va hai diém

A(1;-1;2), B(0;1; —1). Xét tinh ding sai cia cac khang dinh sau

(A)  Gi4 tri cosin ciia goc gitta dudng thing AB va mit phang (P) bin

~ Duong thang AB vudng goc v6i mit phang (P).

(©  Mait phéng (OAB) c¢6 mot vectd phap tuyén 1a 7 = (—1;1;1).

@ ~ Gi4 tri cosin clia goc gitta mat phang (OAB) va mit phang (P)

& Cau 3. Trong khong gian Ozyz cho dusng thang d c6 phuong 1a

(A)  Vecto @ = (4;2; —3) la mot vecto chi phuong ciia dudng théng d.

~ Duong thang d di qua diéem A(—1;1;3).

+1 y—-1

(C)  Phuong trinh chinh tic ctia dudng thing d la ‘ =

2

g\/21'

. V3

bang —.
ang 5
r=—1+2t
y=1+1¢
z=3—-2t

2 1
D)  Giao diém ctia dudng thang d va mat phing (P): x+2y—32+2 = 014 I(0;1;2).
2 - ]_ 1
& Cau 4. Trong khong gian Oxyz cho dudng thang d: a _ Y +1

(P):xz+y+22—3=0.

@ ~ Duong thang d’ di qua diém A(1;0; —1) va vudng géc v6i mit phang (P). Phuong

r=1+t¢
trinh tham s6 clia duong thang ' 1a < y = ¢
z=—1+2t
~ Dudng thing d c6 mot véc-to chi phuong 1a @ = (1; —1;0).
(©)  Duong thang d di qua diém M (2; —1;1).

(D)  Géce giita dudng thing d va mat phang (P) bing 30°.

¢ Cau 5. Trong khong gian Ozyz cho dudng thang d c6 phuong trinh tham s6

(A)  Duong thing d c6 mot véc-to chi phuong 1a @ = (1; -2;3).
~ Duong thing d di qua diém M (1; —2;3).

(©  Duong thing d' di qua diém A(1;2; —2) va song song véi duong thang d. Phuong

r=1+%
trinh tham s6 clia duong thang ' 1a  y =2 — 2¢

z=—-2+3t

va mit phang

r=2+t
y=3-—2t
z = 3t.
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

(D)  Khoang cach tit diém B(0;1;2) dén duong thing d bing 3.
r=2+2
$9 Cau 6. Trong khong gian Ozyz chod: < y=1—1¢
z=1+2t.
(A)  Duong thing d c6 mot véc-to chi phuong 1a @ = (2;1;1).
~ Diém B(4;0;3) thuoc dusng thing d.
(©  Khoang cich gitta dudng thing d v mit phang (P): z + 2y — 3 = 0 bing 1.
r y—2 z+1

1= 3 — 1 trung nhau.

r=—1+3t

(D)  Duong thang d vh dudng thing d':

¢ Cau 7. Trong khong gian Oxyz, cho A:  y = —t

z=1-—2t.

5 —1 -2 -3 . 5
(A)  Duong théng d: = — = Y - = : —— cit duong thing A.
P —1 1
~_ Phuong trinh chinh tac ctia A la ’ 5 = % == +2 :
(©)  Duong thing A di qua diém M(—1;0;1).

(D)  Duong thing A c¢6 mot véc-to chi phuong @ = (3; —1; —2).
r+1 y+3 z+2
22

va diem

> Cau 8. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thang d :
A(3;2:0).
(A)  Duong thing (d) di qua diém A (3;2;0).
~ Duong thang (d) c6 mot vecto chi phuong 1a @ = (—1; —3; —2).
(C)  H(1;1;2) 1a hinh chiéu ctia A len dudng thang d.
D) A (-1;0;4) 1a diém déi xting véi A qua dudng thiang d.
r=142¢
$> Cau 9. Trong khong gian Ozyz, cho duong thang A: ¢ y=3+¢ (t€R).
z=4->5t
(A) Mot vecto chi phuong ciia dudng thang A la: @ = (1;3;4) .
~ Diém A(5;5; —6) thuoc dudng thang A.
r=2+3t
(©  Dudng thing d: { y = 4¢ (t € R) vuong géc véi dudng thing A.
z2=3+2
@ ~ Duong thing A cit mat phang (Ozz) tai diem M (—5;0; 19).
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

r=3+t
$© Cau 10. Trong khong gian Ozyz, cho diém A(2;1;1) va hai duong thing d; : y=1 ,
z=2—-1
=342t
do: Qy=3+1t .Goidla duong thang di qua A, vudéng géc véi d; va cat do.
z=0
(A)  Dudng thiang d; c6 vecto chi phuong 1a @1 = (1;1; —1).
Mot diém M tuy y nam trén dudng thang da c¢6 dang M (3 + 2m; 3 +m;0).
(©)  Giao diém ctia d va dy 1a diém B(5;4;0).
(D)  Biét ring d di qua diém M(2;a;b). Khi d6 T' = 2a + b = 3.
$> Cau 11. Trong khong gian Oxzyz, cho hai diém A (1;2;—5); B (—1;0;2), mat phing
(P):x+2y—22=0v3du6ngthéngd:%:y—zlz?
@ ~ Duong thing d vuong géc mat phang (P).
r=2+t
(B)  Duong théng A di qua A v vuong goc voi (P) la Ay =1+ 2t
z=—-1-2t

’ . 1
(€ Toa dp giao diém ctia d va (P) la diéem C (5’ —g; 6).
M)  Goi M € d sao cho biéu thitc T' = |[MA — MB| dat gia tri 16n nhét 1a Tiay. Khi

6, Tonax = V/57.

¢ Cau 12. Trong khong gian Ozyz, cho hai dudng thing d: < y = —1+¢vad':  y =5 — 2t
z=3 z=1+t.

(A)  Dudng thing d’ song song v6i mit phang » +y +z + 1 = 0.
~ Goéc gitta dudng thang d va truc Oz bang 90°.
@ ~ Vecto chi phuong ctia duong thang d 1a (1;1;3).
(D) Cosin goéc tao béi hai dudng théng d, d’ bang 1.

¢S Cau 13. Trong khong gian cho tam giac ABC ¢6 A(1;2;—3), B(0;1;2) va C(—2;1; —3).
@ ~ Trong tam tam giac ABC la G ( L1 il)

333
Mot vecto chi phuong ctia dudng thang BC la BC = (2;0; —5).
. 2 —1 3
@ ~ Phuong trinh duong thang qua C' va song song véi AB la ? +1 S = : _g .
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r=—-3+4t
@ _ Phuong trinh dudng trung tuyén AM cla tam gidac ABC 1a < y = 2t

z=2-—>5t

$> Cau 14. Trong khong gian v6i he toa do Ozyz, cho diém A(1;0; —2) va dudng thang
d:$+3:y—2:z—1'
1 -3 2
@ Mot vecto chi phuong clia duong thang d 1a (—3;2;1).

~ Duong thang d di qua diém (—5;8; —3).
) ) . ) .y
(C)  Phuong trinh dudng thang qua A va song song véi d 1a L —f _Y 5= z B

@ ~ Phuong trinh mit phing qua A va vuoéng goc v6i d 1a (P) : z — 3y + 2z +5 = 0.

r=2+4+2t r=1
$> Cau 15. Trong khong gian Ozyz, cho hai dudng thangdy : § y = —1+¢,d2: S y =1 + u.
z=1 z=3—-u
(A) Mot vecto chi phuong ciia dudng thing dy 1a 7(2; —1;1).
~ Phuong trinh mit phang qua A(1;2; —1) va vudng goc véi dy 1 22 +y — 4 = 0.

(C)  Phuong trinh dudng thang qua A(1;2;—1) va vudng géc véi ca dy va do 1a
y—4  z-1
T2 2
@ ~ Phuong trinh mat phang (P) chita d; va song song v6i do 1a 2 — 2y — 22 —2 = 0.

x
1

$® Cau 16. Trong khong gian Ozyz, cho A(1;2; —1) va hai mat phing (P) : 2+2y+2—1 =0,
(Q) : 2z —y + 32 +2 = 0. Cac meénh dé sau ding hay sai:

(A) Mot vecto phap tuyén ctia mat phang (P) 1a (1;2; —1).

~ Khodng cach tit diém A dén mat phang (P) bing \/76

(©  Duong thing giao tuyén ctia hai mit phiang (P) va (Q) c6 mot vectd chi phuong
la u(7; —1; =5).

D)  Goi (@) la mit phing qua A dong thai vuong géc\;f_éi hai m#t phang (P) va (Q)

23

thi khoang cach tit goc toa do O dén mat phang (a) bing -
$® Cau 17. Trong khong gian Oxyz, cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh chi
nhat va SA L (ABCD). Cho biét A(0;0;0), B(2;0;0), D(0;3;0), S(0;0;2). Xét tinh ding

sai ctia cac phat bieu sau:

NA N 5
@ ~ Cosin goc gitta hai duong thang SC, BD bang —

21
5 ) 3v22
~ Cosin gbc gitta mat phang (SBD) va mat phang day la 5
2 2 6
C) Cosin goc gitta duong thang SC' va mat phang (SBD) la )
© __ goc g g théng ¢ phing (SBD) Ib ——
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3 Chuyeén dé 2. Phuong trinh dudng thing trong khong gian

@ ~ Goc gitta duong thang SC va mat phang (SBD) (lam tron dén hang don vi theo
do) la 72°.

¢ Cau 18. Hinh vé minh hoa ducng bay cta
mot chiée tryc thing H cat canh tit mot san b
bay. Xét hé truc toa do Oxyz c6 goc toa do O
14 chan thap diéu khién ctia san bay; truc Oz

1a huéng dong, truc Oy la hudng bac va truc

Oz la truc thang ding, don vi trén mdi truc v (D)

1 kilomét.

Trie thang cat canh tit diém G. Vector 7 chi vi trf clia truc thang tai thoi diém ¢ phit sau
khi cat canh (¢ > 0) ¢6 toa do la: 7 = (14 ;0,5 + 2t; 2t).

(A)  Goc § ma dudng bay tao véi phuong ngang (lam tron dén hang don vi ctia do)
bang 48°.

~ Phuong trinh duong thang GF, trong d6 F 1a hinh chiéu ctia diém H lén mat

r=14+u
phang (Oxy) 1a ¢ y = 0,5+ 3u-
z=0

@ ~ Tryc thang bay vao may & do cao 2 km. Toa do diém ma may bay tryc thing
bat dau di vao dam may 1a E(2;3,5;2).

@ ~ Gia stt mot dinh nii ndm & diém M (5;4,5;3). Khi HM vudng goc véi dusng bay
GH thi khoang cach tit may bay truc thang dén dinh nti tai thoi diem d6 bing /5 km.
¢ Cau 19. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, mot cabin cap
treo xuat phat tit diém A(10;3;0) v& chuyén dong déu theo cap c6

vecto chi phuong 1a @ = (2; —2;1) véi téc do 1a 4,5 (m/s) (don vi

tréen mdi truc toa do la mét). Cac ménh dé sau dung hay sai:

10 3
(A)  Phuong trinh dudng cap la x—; =Y +2 = %

~ Gia st sau t (s) ké tit khi xuat phéat (¢ > 0), cabin dén diéem M. Toa do clia

diém M theo t 1a M (9 + 10t; —9t + 3; ).
(©  Cabin dimg ¢ diém B c¢6 hoanh do 25 = 550. Do dai quing dudng AB (lam tron
két qua dén hang don vi clia mét) bang 810 mét.

(D) Duong cip AB tao v6i mat phang (Oxy) géc (1am tron két qui dén hang don
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

vi ctia do) la 19°.

¢S Cau 20. Trén mot suon nui (c6 do nghiéng déu),
ngudi ta trong mot cai cay va mudn giit né6 khong bi
nghiéng bang hai sgi day neo nhu hinh. Gia thiét cay
moc thang ding va trong mot hé toa do phit hop, cac

diém O (gbc cay) va A, B (nai buge day neo) c6 toa do

tuong tng la 0(0;0;0), B(—5;—2;1), don vi trén moi
truc toa do la mét. Biét rang hai day neo déu duge
buoc vao cay tai diem C(0;0;5) va duge kéo cang tao

thanh cac doan thang.

Ph4t bidu DI|S

@AC’:\/ﬂ (m).

Mot vectd phap tuyén ctia mat phang (OAB) 1a 7 = (0;1;2).

(C) Géc gitta C'A so v6i mat phang suon nti (lam tron dén hang don vi ctia do)
la 42°.

(D) Géc gitta BC so v6i mit phing suon nii (lam tron dén hang don vi clia do)
la 50°.

Tw lugn

& Bai 1. Viét phuong trinh tham sé va phuong trinh chinh tic ctia dudng thing d trong

moi trusng hop sau:
a) Di qua diém M (5;4;1) va c¢6 vecto chi phuong @ = (2; —3;1).
b) Di qua hai diem P(1;2;3) va Q(5;4;4).
r=4+1

c¢) Di qua diém B(2;0; —3) va song song véi dudsng thing d : y=1-—2t.

z2=3+3t
- 2 . 2 - 2 1 - 3
d) Di qua diem A(—2;3;1) va song song v6i dusng thang A : ‘ 5 = y—; == T

e) Di qua diém B(3;2;1) va vuong géc v6i mat phang (P) : 2z — 5y + 62 — 7 = 0.

& Bai 2. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(0;0;2), B(1;2;1), C(2;3;4). Viét phuong

trinh tham s6 duong théang d di qua diém C va song song v6i AB.
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

& Bai 3. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 B(3;0;0), D(0;5;1), B'(5;0;5), C'(5;5;6). Viét
phuong trinh duong thing BD, DD’ AB'.

r=2+3t
& Bai 4. Trong khong gian Ozyz, cho duong thing d : y=—1—t va mat phang

z2=—=3+2
(P):x—y—2=0.

a) Tim toa do giao diém I ctia dudng thang d va mat phang (P).

b) Viét phuong trinh dusng thang d’ nam trén mat phang (P) sao cho d' cit va vuong
goce voi d.

& Bai 5. Xét vi trf tuong doi cia cac cip duong thang d va d'.

x+3:y+2:z—6vad,.x—5:y+122—20.

a) d:—5 A 4 ] —4 1

(

r=1+1t r=1+2t

b) Sy=2+¢t (teR) va y=—-1+2t" (' €R).

kz:i’)—t 2=2-2t
(
r=1+1
. ox—1 -2 z
c) Sy=3-2t Va — :y2 =3

z=1
\

& Bai 6. Trong khong gian Ozyz, cho hai duong théng

r=1+2¢

r—8 y+2 z-2
A . = — 9 A N et — .
1 y=3—1t va 2077 1 5

z=2+4+3t
a) Chiing minh rang A; v Ay cit nhau.
b) Viét phuong trinh mat phang (P) chita A; va As.

& Bai 7. Trong khong gian Ozyz, cho hai dudng thing
-1 -3 —2 —1 1
z = y - i Va AQ . x = & =

AN B —.
173 1 2 3 1 2

a) Chiing minh rang A; vd Ay song song v6i nhau.
b) Viét phuong trinh mat phang (P) chita A1 va As.

& Bai 8. Trong khong gian Ozyz, goi d 1a giao tuyén ctia hai mat phang (o) : x—3y+2z =0
va (B) :x +y— z+4=0. Viét phuong trinh tham s6 ctia duong thang d.
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

& Bai 9. Trong khong gian Oxyz, cho A(1;2;3) va hai mat phang (P) : 2z 42y +2+1 =0,
(Q) : 22 —y+22—1=0. Goi d 1 dudng thang di qua A, song song véi ca (P) va (Q). Tim
giao diém duong thang d va mit phang (Oxz).

& Bai 10. Trén phan mém mo phéng 3D mot may khoan trong
khong gian Oxyz, cho biét phuong trinh truc a ctia mii khoan va

mot duong ranh b trén vat can khoan (tham khao hinh vé bén) lan

lugt 1a
r=1 x=1+4¢

a: Sy=2 vab: {y=2+42

z =23t z = 0.

a) Chiing minh a, b vuong goc va cit nhau.
b) Tim giao diém ctia a va b.

& Bai 11. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho diém M (2;—3;1) va duong thang
J: r+1 y+2 =z
2 -1 2

a) Tim toa do hinh chiéu vudng géc clia diem M lén d.
b) Tim toa do diém M’ déi xing véi diem M qua d.
r=2-2
& Bai 12. Trong khong gian Oxzyz, cho dudng thang d: { y = 3 + 3¢.
z=06+4t
a) Tim toa do diém A thuoc d, biét OA = 7.
b) Tim toa do diém H la hinh chiéu vuong goéc clia diem O trén d va tinh khodng cach
tit O dén d.
& Bai 13. Tinh goc giita cac cip duong thang sau:
r=1+2t rT=2-35

a) d: y:_1+tvéd/: y=—143s;

z=3+4t z2=44 2s
r=3+1t
x Yy z2—2
b)d: - =2 = d = — :
) 1 9 9 va Yy 1+t1
z=1
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« Chuyén dé 2. Phuong trinh duong thing trong khong gian

r—1 vy z+4+2 r y+1l =z
d: = = = d/ z = —,
)di— =y =g Wwdig =T =3

& Bai 14. Tinh géc gita duong thang d va mit phang (a):

:—:zv (@) : 20 4+2y+1=0;

) x
1

r=3+Tt

y=1-8t va(a):2x+2y+1=0;
x

z=1-—15¢

d: S — 2 16 — 2y 442 = 0.
3= 1= 3 Va(&) 6r —2y+42=0

& Bai 15. Tinh goc giita cac cip mit phang sau:
a) (@):3x4+4y+5z2—1=0va(f):224+y+2-3=0
b) (a):z—y+2z—1=0va(f):x+2y—2+3=0
c) (a):x+3y—22—1=0va (8) :4x+2y+52—3=0

& Bai 16. Trong khong gian Oxzyz, cho mit phang (P) : 22 —2y — 2z +1 = 0 v dudng thang
A:;1:—1:y+2:z—1
2 1 2

. Tinh khoang cach gitta A va (P).

& Bai 17. Trong khong gian Ozyz, cho mat phang (P) : 22 + my +mz — 1 = 0 va dudng

1 —1 . N
r — = Y = g Tim m dé géc tao béi d va (P) bing 60°.

thang A :

r=11—-3t
& Bai 18. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, cho hai dudng thing A : y = —b5+ 4t
z=mi
r=—445s
vai Ag i { y=2+3s VO m la tham s6 thuc; s,¢ 1a tham s6 clia dudng thang. Tim m dé
z =2s

hai duong thang dé vuoéng goc véi nhau.

5 -1 —2 —
& Bai 19. Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang d : ’ 5 = Y 7 = : 1 5 va mit

phang (P) : ma + 10y 4+ nz — 11 = 0. Biét rang mat phang (P) chita dudng thang d, tinh

m+n.
r=1+1
. —1
& Bai 20. Trong khong gian Oxyz, cho hai duong thang dy : { y=2—¢ vady: T 5=
z2=3+2
y—m z4+2 L. N % N ., . o 2 . < 2 N <
| v6i m la tham so. Tim gia tri cua m dé hai duong thang d; va ds cat nhau.
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-1 _
T O:y 2:z+2vétmat
) 1 1

phang (P) : 10z 4 2y + mz + 11 = 0. Tim gi4 tri cia tham s6 m dé d_L(P).

& Bai 21. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang d :

& Bai 22. Trong khong gian Ozyz, toa do hinh chiéu vuong goc clia diém A(3;2; —1) trén
mgt phang (P) :x+y — 2 =014 M(a;b;c). Tinh a? + b + 2.

& Bai 23. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, cho A(2;3;—1), B(0;—1;2), C(1;0;3).
Viét phuong trinh duong cao ha tit dinh A ctia tam giac ABC.
r=1+42t
& Bai 24. Trong khong gian vé6i hé toa do Oxyz, cho duong thang d : y=—1—1¢va diém
z =2t
A(1;—2; =5). Goi A’ 14 diém ddi xiing ciia A qua dudng thang d. Tinh khoang cach tit A’
dén mat phang (P) : x4+ 2y +22—12=0.

. . . 2 1 2
& Bai 25. Trong khong gian véi hé toa do Oxzyz, cho duong thing d : % = y;— = Z_::
va mit phing (P) : z + 2y — 224+ 3 = 0. Goi M 1 diém c6 hoanh do am thuoc d sao cho

khoang céch tit M dén mat phang (P) bing 2. Tim tung do diém M.

& Bai 26. Trong khong gian véi hé toa do Oxzyz, cho diém A(1;1;4) v& hai dudng thang
dp : ’ 5 = Y = : +1 va dy : % = g = Z—l Duong thang A di qua A, vudng goéc véi

dy va cit do tai diém B. Tinh AB2.

& Bai 27. Trong khong gian Oxzyz, cho diém A(—4; —3;3) va mit phang (P): 2 +y+2z = 0.
Goi A la duong thang di qua A cét truc Oz tai B va song song véi (P). Tinh OB.

. : : 2 —2 .
& Bai 28. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang d : % = % == T méat phang

(P):z+y—22+5=0vadiém A(l; -1;2). Goi A la dudng thang cit d va (P) tai M va

N sao cho A la trung diém ctia M N. Biét ring A cit mat phang (Oxzy) tai diém E. Tinh
OFE?.
3 y—1 z 47

& Bai 29. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thang d : x; =g == va diém

A(1;2;3). Viét phuong trinh dusng thang di qua A, vudng goc véi d va cit truc Ow.

r=1+4+3t

& Bai 30. Trong khong gian Ozyz, cho duong thing d : { y = 1 + 4¢. Goi A la duong thang
z=1

di qua diém A(1;1;1) va c6 vecto chi phuong @ = (—2;1;2). Duong phan giac ctia géc nhon

tao bdi d va A ¢6 vecto chi phuong 1a @ = (a;b; 10). Tinh a + b.
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& Bai 31. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, mit phang (P) chita duong thang
(

r=2+t
_1 1 2 Z
d : :v2 = y+1 zgva tao v6i dudng thang A : ¢4 =3 mot goc 16n nhat,
z=—1428t

phuong trinh (P) :ax +by+cz—5=0. Tinh a + b+ c.

& Bai 32. Anh Binh 1a mot nhiép anh gia chuyén san dnh chim hoang da. Gia st v6i he
truc Ozyz cho trude, anh Binh dang ngdm va 6ng kinh & vi tri A ¢6 toa do (200; 685; 436)
thi c6 mot con ga 16i tia xuat hien & vi tri B ¢6 toa do (640; 550;474).

a) Viét phuong trinh tham s6 cia dusng thing chita doan thang ndi hai vi trf éng kinh

ngam ctia anh Binh va con ga 16i tia.

b) Néu mot qua doi ¢6 toa do dinh C 1a (420;617,5;450). Hoi C ¢6 thuoe duong ngdm

AB khong? Anh Binh c¢6 ngam thay con ga 16i tia nay khong?

)

& Bai 33. Trong mot khu du lich, ngudi ta cho du khach
trai nghiém thién nhién bang cach du theo duong truct
zipline tit vi tri A cao 15 m ctia thap 1 nay sang vi tri
B cao 10 m cta thap 2 trong khung canh tuyét dep
xung quanh. Véi hé truc toa do Ozyz cho truée (don
vi: mét), toa do ctia A va B lan lugt la (3;2,5;15) va

(21;27,5;10).

Hinh 5.23

a) Viét phuong trinh duong thang chita duong trugt zipline nay.

b) Xac dinh toa do ciia du khach khi  do cao 12 mét.

& Bai 34. Khi gén hé toa do Oxyz (don vi trén mdi truc tinh theo kilomet) vao mot san
bay, mat phang Ozy trung véi mit san bay. Mot méy bay bay theo duong thang tit vi tri
A(5;0;5) dén vi tri B(10;10;3) va ha canh tai vi tri M(a;b;0). Gia tri ctia a + b bang bao

nhieu (viét két qua dudi dang s6 thap phan)?
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& Bai 35. Trong khong gian Oxyz, c¢6 hai vat thé lan lugt xuat phat tit A(1;2; —3) va
B(—2;1;—2) v6i van toc khong doi tuong tng 1a 7 = (1; —3;4), U2 = (4; —2;3). Trong qua

trinh chuyén dong, hai vat thé trén va cham vao nhau tai diém C(a;b; c). Tinh 2a + b+ 2c.

& Bai 36. Nguvi ta thiét ké mot day cap chay thang tit diém X & trén mat dat t6i dinh T
clia mot toa thap. Gia st toa do cac diem 1a T(40; 60; 150) va X (100; —40;0) trong hé toa do
khong gian Oxyz, v6i O 1a gbc toa do tai mat dat. Ngudi ta mudén ndi diém A(40; 30; —20)
niam duéi mot cai hd t6i mot diem M (a;b; ¢) nam trén day cap sao cho khoang cach MA

nay nhé nhat. Tinh a +b +c.

& Bai 37. Trén mait dat phing, ngudi ta dung mot cay cot
thang cao 6, m vuong goc véi mit dat, cé6 chan cot dit tai vi

tri O tréen mat dat. Tai mot thoi diém, dudi anh ning mat

troi, béng ciia dinh cot dudéi mat dat cach chan cot 3,m vé “
huéng S60°E (huéng tao véi hudng nam goc 60° va tao véi '
huéng dong goc 30°) (H.5.32). Chon hé truc Ozyz c6 goc toa 00 N\

do 1a O, tia Ox chi huéng nam, tia Oy chi huéng dong, tia Oz ¥
chita cay cot, don vi do 1a mét. Hay viét phuong trinh dudng
thing chida tia ning mit troi di qua dinh cot tai thoi diém

dang xét.

& Bai 38. Trong khong gian Oxyz, mot xe tai ¢ chi¢u cao bing 1, di chuyén trén mat

phing (Ozy) va can chui qua gam clia mot cay cau. Cay cau dé thuoc duong thang A :
;

r=1+1

Qy=—1+2t -Hoichiéu cao clia gam cau c6 di dé xe tai chui qua hay khong?
z=2

L

& Bai 39. Trong khong gian Ozyz, mot ngudi 6 trong mot can phong, mat nguoi dat tai vi
tri A(1;2;3), nhin ra ngoai khu vuon qua mot khung ctta s6 ¢6 dang hinh tron tam O(0;0; 0),
ban kinh 2 v& thudc mit phang (Oyz). Hoi qua khung ciia so, ngudi dé c6 nhin thay bong
hoa & vi tri M(—2;1;1) hay khong?

& Bai 40. Trong khong gian, c6 mot chiéc may bay khong ngudi 14i tai diem M (3; —1;4).
Cho biét qui dao bay ctia may bay nay la dudng thing A c6 vecto chi phuong (—1;b;¢) va
biét ring quy dao phai song song véi mit dat (mat phang (Ozy)) dong thai vuong goc véi

huéng ctia mot chiéec may bay khéac theo dudng thang d : ITH = yfl = %3 Tinh b+ c.
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& Bai 41. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, mot chiéc may bay cat canh tit diém
P(15; —4;2) va bay déu theo huéng clia vects d = (3;1; —2) v6i toc do 5m/s. Sau thoi gian
200 giay, may bay dén diém Q. Tim tung do diém Q (két qua lam tron dén hang don vi).

& Bai 42. Trong khong gian véi hé toa do
Ozyz (don vi trén mdi truc toa do 1a kilomét),

mot may bay dang 6 vi tri A(3,5; —2;0,4) va sé

ha canh 6 vi tri B(3,5;5,5;0) trén duong bang
EG (Hinh 37).

Hinli 37

a) Viét phuong trinh duong thang AB.

b) Hay cho biét géc truct (goc gitta dudng bay AB va mit phang nam ngang (Ozy)) c6
nam trong pham vi cho phép tit 2,5° dén 3,5° hay khong.

c¢) C6 mot 16p may duge mo phéng bdi mot mat phang («) di qua ba diém M(5;0;0),
N(0; —5;0), P(0;0;0,5). Tim toa do ctia diém C la vi trf ma may bay xuyén qua dam
may dé ha canh.

d) Tim toa do cua diém D trén doan thing AB la vi trf ma méy bay ¢ do cao 120 m.

e) Theo quy dinh an toan bay, ngusi phi cong phai nhin thay diém dau £(3,5;4,5;0) ctia
duong bang & do cao t6i thiéu 1a 120m. Hoéi sau khi ra khoi ddm may, ngudi phi cong
c6 dat dude quy dinh an toan d6 hay khong? Biét rang tam nhin ctia ngudi phi cong
sau khi ra khéi dam may 1a 900 m.

& Bai 43. Trong hé truc toa do Oxyz, v6i mit phang (Ozy)
1a mat dat, mot may bay cat canh tur vi tri A(0;10;0) véi van

toc ¥ = (150; 150; 40).

a) Viét cong thiic tinh toa do clia may bay trong 2 gio dau tién.
b) Tinh géc nang ctia may bay (goc giita huéng chuyén dong bay lén ctia may bay vdi

duong bang va lam tron két qua dén hang don vi).

& Bai 44. T mit nuée trong mot bé nude, tai ba vi trf déi mot cach nhau 2 m, ngudi ta
lan lugt tha day doi dé qua doi cham day bé. Phan day doi (thang) nim trong nudc tai ba
vi trf d6 lan lugt c6 do dai 4 m; 4,4 m; 4,8 m. Biét day bé 1a phing. Héi day bé nghiéng so

v6i mat phang ndm ngang mot géc bao nhiéu do?
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& Bai 45. Gia st mot may bay thuong mai M dang bay trén bau troi theo mot duong
thing tit D dén E c6 hinh chiéu trén mit dat 1a doan C'B. Tai D, may bay bay cach mat
dat 9000m va tai F 1a 12000m. Mot ra da duge dat trén mat dat tai vi tri O cach C la
20000 m, céch B 1a 16000 m vi BOC' = 90°. Xét he truc toa do Ozyz (don vi: 1000m) véi O
1a vi trf dat ra da, B thudc tia Oy, C thuoc tia Oz, khi d6 ta c¢6 toa do cac diem nhu Hinh
vé. Gid st ra da c6 ban kinh do tim t6i da 13 16000 m. Héi ra da nay c6 thé do tim dugc

tin hiéu ctia may bay M khi bay trén bau trdi tit D dén E hay khong? Vi sao?

E(0;16;12)

D(20;0;9) .-
B(0; 16;0)

C(20;0; 0)

& Bai 46. Hinh vé 1 hinh anh Cau Cong Vang (The Golden Gate Bridge) & M§y. Xét hée
truc toa do Oxyz v6i O la bé cia chan cot tru tai mat nude, truc Oz trung véi cot try,
mat phang Ozy 1a mit nuée va xem nhu truc Oy cling phuong véi cau nhu Hinh vé. Day
cap AD (xem nhu 1a mot doan thang) di qua dinh D thudc truc Oz va diém A thudc mit
phéng Oyz, trong dé diém D la dinh cot tru cach mit nude 227 m, diem A céch mit nude
75m vi cach truc Oz 343m. Gia sit ta ding mot doan day ndi diém N trén day cap AD va

diém M trén thanh cau, biét M cach mat nudc 75m va M N song song v6i cot tru.

a) Tinh do dai M N, biét diem M céach truc Oz mot khodng
bang 230 m.

b) Ngudi ta c6 thé ding doan day dai 100m dé noi day cap
AD véi thanh cau tai vi tri diém M céch truc Oz mot

khoang bang 148 m khong? Vi sao?

& Bai 47. Mot khuon nuéng banh mi duge mo phong trong khong gian Ozyz nhu hinh
vé vii S(0;0;0), P(8;0;0), Q(818;0), T(—1;—1;7), R(9;19;7). Tinh goc gitta hai canh keé

nhau, gitta canh bén va mit day, gitta mét bén va mat day cua khuon.
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3 Chuyeén dé 2. Phuong trinh dudng thing trong khong gian

Gidi cdc bai todn sau bang phuong phdp toa do.
& Bai 48. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh vuong canh bing 4. Mat bén la
tam gidac SAB la tam giac can tai S c6 chiéu cao bing 6 va ndm trong mit phang vuong
gbc voi day.

a) Tinh géc a giita hai dusng thang SD va BC;

b) Tinh goc § gitta hai mit phing (SAD) va (SCD).
& Bai 49. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va D,
AB = 2a,CD = AD = a. Canh bén SA = 2a va vudng goc véi day. Tinh goc gitta hai mat
phing (SBC) va (SCD).
& Bai 50. Kim tu thap Kheops ¢ Ai Cap ¢6 dang hinh
chép S.ABCD, c6 day la hinh vudng v6i canh dai 230 m,
cac canh bén bang nhau va dai 219 m (theo britannica.com)

(Hinh v&). Tinh goc gitta hai mat phang (SAB) va (SBC).

& Bai 51. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc déu canh bang 2av/2,SC = a
va SC vuong goéc véi day. Goi D, E lan lugt 1a trung diém ctia AB, BC. Tinh khoang cach
gitta hai dudng thing SE,CD theo a.

& Bai 52. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢6 Al I
AA = AB =1, AC' = 2. Tinh khoang cach giita hai dudng . |
thang AC’ va CD’ (viét két qua dudi dang s6 thap phan). i =
A
e D
B C

& Bai 53 (THPTQG 2025 - CT). Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vuong
v6i AB = 6. Biét rang hinh chiéu vuong goc ctia S trén mit phang (ABCD) la trong tam
H ctia tam gidc ABC va SH = 3v/2. Khoang céach gitta hai duong thang AC va SD bing
bao nhieu? (Khong lam tron két qua cac phép tinh trung gian, chi lam tron két qué cudi

cuing dén hang phan tram).
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3 PHUGNG TRINH MAT CAU

PHUONG TRINH MAT CAU TRONG KHONG GIAN

1) Khai niém mat cau

@ Trong khong gian, cho diém I va s6 duong R. Mit cau tam
I, ban kinh R, ki hiéu S(I; R) la tap hgp cac diém M trong

khong gian théa man IM = R. Doan thang ndéi hai diém
thudc mit cau va di qua tam I goi 1a duong kinh clia mit
cau.

@ Cho mit cau S(I; R).

s Néu IM = r thi M nam trén mit cau.
% Néu IM < r thi M nidm trong mit cau.
% Néu IM > r thi M ndm ngoai mit cau.

2) Phuong trinh mit cau

Trong khong gian Ozyz, mat cau (S) tam I(a;b;c), ban kinh R c¢6 phuong trinh
(z—a)?+(@y—b2+(z—c)? =R~

@ Nhan xét: Phuong trinh 22 + 32 + 22 — 2ax — 2by —2cz+d = 0 v6i a®> + b2+ 2 —d > 0

la phuong trinh ctia mat cau tam I(a;b;c), ban kinh R = Va2 + b2 + ¢2 — d.

Viét phuong trinh mat cau (S):
a) C6 tam I(3;—2;—4), ban kinh R = 10;

b) Cé6 duong kinh EF v6i E(3;—1;8) va F(7;—3;0);
c¢) Co tam M(—2;1;3) va di qua diém N(2; —3; —4).
N\ Joi gial.
a) Mat cau (9) ¢6 tam I(3; —2; —4), ban kinh R = 10 ¢6 phuong trinh la

(z —3)% + (y +2)* + (2 + 4)? = 100.

b) Mit cau (S) ¢6 duong kinh EF v6i E(3; —1;8) va F(7;—3;0) nén ¢6 tam I(5; —2;4)
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(¢ Chuyen dé 3. Phuong trinh mit cau

la trung diém ctia FF, va ban kinh

IE=/(5-3)2+(-2+1)2+ (4 —8)2 = V21
Phuong trinh mét cau 1a
(x—5)%+ (y+2)% + (2 — 4) = 21.

c¢) Bén kinh ctia mat cau 1a

MN=+/(2+2)2+(-3-1)2+(-4-3)2=81=0,

Mit cau (S) ¢6 tam M (—2;1;3) va ban kinh R = 9 ¢6 phuong trinh 1a

(x4+2)2+ (y—1)2+ (2 — 3)? =81.

Xac dinh tam va ban kinh clia mat cau c6 phuong trinh:
a) (8):(x =1+ (y—2)*+ (= 3)° =81
b) (S):(z+ 1)+ (y—5)2+ (2 +12)? = 19;
c) (S): 2% +y*+ 22 =16.

e Qod gid
a) Mat cau (S) c6 tam I(1;2;3), ban kinh R = /81 = 9.
b) Mit cau (S) ¢ tam J(—1;5; —12), ban kinh R = /19,

c¢) Mt cau (S) c¢6 tam O(0;0;0), ban kinh R = /16 = 4.

Trong khong gian Ozzy, cho mat cau (S) : (v — 1)% + (y + 3)? + 22 = 5. Héi gbc toa do
O(0;0;0) nam trong, ndm ngoai hay thudoc mat cau (.5)?

N Jor gidi. Mat cau (S) ¢6 tam I(1;—3;0) va ban kinh R = /5.

Ta c6 O = /(1 -0)2+ (3—0)2+ (0 —0)2 = /10 > /5.

Do d6 O ndm ngoai mat cau (S).

Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh ndo 13 phuong trinh mat cau? Xac dinh tam
va ban kinh ctia mat cau dé.

a) 22+ 2+ 22 -2 4+2:-7=0. b) 2?2 49?2+ 22 20+ 4y +2:+7=0.
(e} 0@(71@&

a) Phuong trinh 22 +y%+ 22 —2y+22—7 = 0 ¢6 dang 2% +y? + 2% — 2ax — 2by —2cz+d = 0
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= Chuong 5. Phuong phdp toa dé trong khdng gian

v6ia=0,b=1¢c=—1,d= -7 Tacé a®> +b*>+c* —d =9 > 0. Suy ra phuong trinh
da cho la phuong trinh mat cau c¢6 tam 7(0;1; —1) va ban kinh R = 3.

b) Phuong trinh 2244?4222 —2z+4y+22+7 = 0 c6 dang 22 +y?+ 22 —2ax—2by—2cz+d = 0
véia=1,b=-2c=-1,d=7. C6a?+b*+c®>—d=—1<0. Suy ra phuong trinh
da cho khéng 1a phuong trinh méit cau.

' @ Viét phuong trinh mat cau (S):

) C6 tam I(—1;2; —3), ban kinh R = 5;
b) Cé6 duong kinh BC véi B(5;3;7) va C(1;3;1);

c) Co6 tam I(4;1;0) va di qua diem A(3;2;2).

(2

(2) Xac dinh tam va ban kinh ctia mat cau c6 phuong trinh:
a) (9):(z—1)2+ (y—5)2+ 22 = 144;
b) (S): (z+2)%+ (y +4)% + (2 — 2)% = 23;

c) (8):z?+y*+ (2 —9)%* = 36.

’ X
C @ Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh nao la phuong trinh mat cau? Xac
dinh tam va ban kinh ctia mit cau do.

a) 22 +92+222—122—4y—62+1=0; c) 22 +y2+22+4x—2y—22—11=0;

b) 22 +y? -2z +y+42+2=0; d) 22 +92+22—2r -2y —42+9=0.

’
Trong khong gian Oxyz (don vi clia cac truc toa do 1a
mét): Cac nha nghién citu khi tugng dung mot phan

mém mo phéng bé mit clia mot qua béng tham khong

c6 dang hinh cau bang phuong trinh

(z — 300)? + (y — 400)* + (2 — 2000)% = 1. Hinhs
Hay tim toa do tam, ban kinh ctia qua béng va tinh
khoang cach tit tam ctia qua béng dén miat dat co

phuong trinh z = 0.
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(¢ Chuyen dé 3. Phuong trinh mit cau

s

Dau in phun ciia mot may in 3D dang in bé mat clia mot mét
cau c¢6 phuong trinh
1

x2+y2+22+1x—1y—z+—:0
8 8 16 '

Tinh khoang cich tit dau in phun dén tam mat cau.

Hinh 8

’
C @ Trong hé truc Ozyz cho trude (don vi trén truc la mét), mot tram thu phat song
5G c6 ban kinh vung phu séng & ngudng 600 m duge dat ¢ vi tri 1(200; 450; 60).

a) Lap phuong trinh mat cau mo ta ranh gi6i

ngoai va biéu dién viing phii séng (phia trong).

b) Néu ngusi dung dién thoai dang & vi tri

A(—100; 50; 10) thi ngudi d6 c6 thé sit dung dich
vu ctia tram nay khong? Vi sao?
Yy o |
(7) Gia stt ngudi ta biéu dién md phéng ciia toa nha Ericsson Globe trong hé truc
toa do Ozyz béi mot mit cau c6 tam I, duong kinh 110 m v OA = 85 m nhu hinh

vé (don vi trén truc 1a mét). Hay viét phuong trinh ctia mit cau nay.

[ 521 Tér

Tréc nghiém

¢ Cau 1. Trong khong gian Ozyz, cho mit cau (S): (z —1)* + (y — 4)* + (= — 3)* = 16.

Diém nao dusi day nam trong mat cau (S)?

&) M (0;7;-3). P (1;0;0).
© N (0;4;3). D Q(1;0;3).
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

¢ Cau 2. Trong khong gian Oxzyz, cho mit cau (S) : (z —2)* + (y+2)* + (z — 1)* = 18.
Béan kinh ctia (S) bang

@) 9. 18. © 6v2. D) 3v2.
$> Cau 3. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S) : (z + 1)2 +y? + (2 — 3)? = 4. Toa do
tam I va ban kinh R cta (S) lan lugt 1a

@) I(1;0;3), R = 4. ®) 1(1;0;3),R=2.

© I(-1;0;3),R=14. D) I(—1;0;3),R=2.
¢ Cau 4. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S) : (z +5)2 + (y — 6)% + (2 + 7)? = 64.
Tam (5) ¢6 toa do la

@ (=56, 7). (5;=6;7) .

© (=5;-6;7) . © (5;-6; 7).
$> Cau 5. Trong khong gian Ozyz, cho mit cau (S) : (z +9)% + (y — 16)? + (2 + 25)% = 16.

Ban kinh cia (9) la

@) 4. ® 8. (©) 256 . (D) 16 .
$> Cau 6. Trong khong gian Ozyz, cho mat cau (S) : (z+1)2+ (y—2)2+ (2 —1)2 = 9. Toa
do tam I va ban kinh R ctia (S) lan lugt 1a

@A) I(-1;2;1), R = 3. [1-—2-—1)1-2:3.

© I(-1;2;1),R=9. D) I(1;-2;—1),R=9.
¢ Cau 7. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau () : 2?2 + 92 + 22 — 22 +4y +22 —3 = 0.
Toa do tam I va ban kinh R cia (S) lan lugt 1a

@) I(1;-2;-1), R = 3. I(1 =3.

© I(1;2;1),R=9. @11;—2;—1,3:9.

> Cau 8. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S) : 22 + 92 + 22 —x — 4y — 102 — 6 = 0.
Tam (5) c6 toa do la

1 1
@ <—§;0; —5). (5; 0;3> :
1
© (5;0; 5) : ) (
$> Cau 9. Trong khong gian Ozyz, cho mit cau (S) : 22 +y? + 22 — 100 — 4y — 22 + 5 = 0.
Bén kinh clia mét cau (S) bang

(A) 25. ® 10. © 5. (D) 225 .
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3 Chuyén dé 3. Phuong trinh mét cau

$> Cau 10. Trong khong gian Ozyz, cho mat cau (S) : 22 +y? + 22 — 22 + 4y +1 = 0. Toa

do tam I va ban kinh R ctia (S) lan lugt 1a

@A) I(1;2;0),R = 2. I(1,-2;0),R=2.
© I(1;2;0),R=14. D) I(1;-2;0),R=2.

¢ Cau 11. Trong khong gian Oxyz, mat cau (S) : (x — 1)? + (y +2)% + 22 = 9 ¢6 tam c6

toa do la
@ 1(1;2;0). I(1;-2;0) .
©) I1(-1;2;0) . (D) I(—1;-2;0) .

$> Cau 12. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S) : 22 +y? + 22 — 42 +1 = 0. Toa do

tam I va ban kinh R ctia () lan lugt 1a
@A) 1(—2;0;0), R = /3. 1(2;0;0),R=+3.
© I(-2;0;0),R=3. D) 1(2;0;0),R=3 .

¢ Cau 13. Duong kinh ctia mat cau (S) : 22 + 32 + (2 — 1)? = 25 bang

@) 4. 2. © 8. D) 10 .
$> Cau 14. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S) : 22 + (y — 4)? + (2 — 1)2 = 25. Toa
do tam I va ban kinh R ctia (S) lan lugt 1a

(A) I(0;—4;—1), R = 25. 1(0;4;1),R=5 .

© I1(0; —4; -1),R=5 . D) 1(0;4;1),R=5.
¢ Cau 15. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S) : 22 + y? + (2 — 5)2 = 7. Toa do tam
I va ban kinh R cta (S) lan lugt 1a

@) 1(0;0;-5),R=1. 1(0;0;5), R = /T .

©) I(0;0;—5),R=+/T. D) 1(0;0;5), R =71
¢ Cau 16. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S) : 22 + 42 + 22 + 8z — 6y +22 — 10 = 0.
Ban kinh R cta (S5) la

@) 6. V6 . ©) 36 . D 5.
¢ Cau 17. Trong khong gian Oxyz, mot thiét bi phat song dat tai vi tri A(2;0;0). Vung
phti séng ciia thiét bi c6 ban kinh bang 1. Diém nao sau day thuoc ving phii song ctia thiét

bi néi trén?

(A) P(1;0;0). O (0;0;0). © N(0;1;1). (D) M (1;0;3).
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

¢ Cau 18. Trong khong gian Ozyz, phuong trinh mat cau tam I (1;2;3), ban kinh R = 2

@D (r—1D"+(y—-2"+(2-3)°"=4.
® (x—172+@y—-27°+(z-3)*=2.
© (z+1)°+w+272+(z+3)?%=2.
D (z+1)°+(y+2°+(z+3)*=4.

¢ Cau 19. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, phuong trinh nao du6i day la phuong

trinh mat cau?

@A) Bz —1)2+ (y—3)2 + (2 — 4)? =52
B 2?2+ (y—3)2+ (T2 —4)? =112
© (r—2)2+ By —3)2+ (2 —4)2=11.
D 22+ (y+5)% + (2 — 18)? = 142 .

[\V]

$© Cau 20. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, phuong trinh nao duéi day la phuong

trinh mat cau?

@A) 22+ 9>+ 22 -2y —42+20=0.
242 —6r—2y+2242=0.
© 2?+ 9>+ 22+ 20— 6y +54=0.
D 2? +y*+ 22 —da+2y—224+40=0.

¢ Cau 21. Phuong trinh nao dudi day 1a phuong trinh mat cau?

A 22+ 9y2+22+20+2y —22+4=0.

244224 dr -2y +2246=0.
© 2?2 +y? +22+20—6y+42+14=0.
O 22+ 9>+ 22 +8r—6y+22—10=0.

¢ Cau 22. Trong cac phuong trinh sau, c6 bao nhiéu phuong trinh mét cau?

(1) 22+ +22+42-32=0 (iv) 20 =3y +2—4=0

(i) 22+ 92 +224+20+ 2y —224+4=0 (v) 202 + 942 +322 -2 +62+8=0
(iii) 22 + 94>+ 22 + 22 — 6y + 42— 10 =0 (vi) 22 + 2+ 22+ 8 —6y+22—4=0
@) 1. ® 2. © 3. D) 4 .

$> Cau 23. Cho mit cau (9): 22 + y?> + 22 — 20 — 4y + 42 —m = 0 (m la tham s6 ). Biét

mit cau c6 ban kinh bang 5. Tim m.

A) m = 25. ® m=11. © m = 16. (D) m = —16.
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3 Chuyén dé 3. Phuong trinh mét cau

$> Cau 24. Trong khong gian Ozyz, mit cau (S) c6 tam I(3;—3;1) va di qua diém
A(5; —2;1) c6 phuong trinh

@ (& =52+ (y— 22+ (= 1)* = 5.
(z—3)2+(@y+3)2+(2-1)2=25.
© (r—3)2+(y+3)?2+(2-1)2=5.
D (r—5)2+@y—2>%+(z-12=5.

> Cau 25. Trong khong gian Ozyz, cho hai diém M(2;4;1), N(—2;2; —3). Phuong trinh
mit cau dudng kinh MN 1a
@) 22+ (y+3)2+ (2 —1)?
© 2%+ (y—3)? + (2 + 1)?

Tréc nghiém ding sai

$> Cau 1. Trong khong gian Ozyz, cho mat cau (S) c6 dudng kinh AB véi toa do cac diém

9. ® 22+ (y—3)2+ (2 +1)?
3.

9.
D 22+ (y+3)>2+(z—-12=3

A(1;2;—4), B(3;—2;0) vi mat cau (8') : 2?2 +y> + 22 — 20+ 4y — 62 +5=0.
(A) Mt cau (S) c6 tam T (2;0;—2).
 Phuong trinh mit cau (S) : (z+2)° + 942+ (2 —2)* = 9.
(©  Diém M (0;1; —5) nim trong mat cau (S).
(D) Mat cau (S’) c¢6 ciing ban kinh v6i mat cau (S).
$> Cau 2. Trong khong gian toa do Ozyz, cho hai diém A(1;2; —5), B(—3;0;1). Cac ménh
dé sau day ding hay sai?
(A)  Trung diém ctia AB la I(—1;1; -2).
~ Phuong trinh mit cau duong kinh AB 1a (z +1)2 4 (y — 1)2 + (2 +2)? = 14.
(©  Mit cau tam A va di qua diém B 1a 2% + y? + 22 — 22 — 4y + 102 — 14 = 0.
(D) Mat cau (S) ¢6 tam thuoc truc Oz va di qua A, B ¢6 ban kinh bing 5v/5.
> Cau 3. Trong khong gian toa do Ozyz, cho hai diém A(1;2;3) va B(—1;3;5). Cac ménh
dé sau day dang hay sai

@ ~ Mat cau tam O va di qua diém A c6 phuong trinh 1a 2 + y? + 22 = 14.
r—2 y+1 242

12 3
(C)  Phuong trinh mat cau dudng kinh AB 1a 22 + y% + 2% — 5y — 82 + 20 = 0.

~ Phuong trinh dutng thing AB la

(D) Mt cau () ¢6 tam I thuoe truc Oy va di qua A, B ¢6 ban kinh béng 9.
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= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

$> Cau 4. Trong khong gian v6i he toa do Oxyz, cho diem A (2;3; —4) va B (4; —1;0).
(A)  Khoang cich gifta hai diém A va B bing 36.
 Phuong trinh mét cau (S) duong kinh AB 1a (z —3)* + (y — 1)* + (2 +2)* = 9.
(©) Mt cau (S) dudng kinh AB tiép xtc véi mat phang (P) : x — 2y + 2z — 15 = 0.
@ ~ (ia stt dat hai tram thu phat séng tai hai diém A va B, véi ban kinh phti song
clia mdi tram biang ban kinh mat cau (S) thi ngudi sit dung dién thoai tai diém M (2;1; —1)
stt dung duge dich vu ctia tram phat thu phat song.
4> Cau 5. Trong khong gian toa do Oxyz, cho mat cau (S) : (x+1)?+(y—2)2+(z—1)% = 9.
(A)  Toa do tam I va ban kinh R ciia (S) 1an lugt 1a I(1;—2; —1) vd R = 3.
B)  (5) di qua diém A(1;3;-1).
(©  B(5;—2;—3) nim phia bén trong mat cau.
(D) Mat cau (S) tiép xtic véi mat phang (P) : z — 2y + 2z — 6 = 0.
> Cau 6. Trong khong gian toa do Ozyz, cho mit phang (P) : x + 2y — 2z — 3 = 0 va diém
A(1;2;=5).
(A) Mot vecto phap tuyén ctia (P) 1a (2; —4;4).
Mzt cau tam B(0;0;1) va di qua A ¢6 phuong trinh 1a 22 + y2 + (2 + 1) = 21.
r—1 y—2 245

(C)  Duong thing qua A v vuong géc véi (P) 1a — = R

(D) Phuong trinh mat cau tam A tiép xtic véi (P) 1a 22 +y?+2% 20 —4y+102+14 = 0.

¢S Cau 7. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz (don vi trén mai truc 1a mét), maot
ngon hai dang duge dat & vi tri I (10;20;30) v6i ban kinh phi sang la 3 km.

@ ~ Phuong trinh mat cau mo ta ranh giéi bén ngoai clia viing phi sang trén bién
ciia hai dang 1a (z — 10)% + (y — 20)% + (2 — 30)% = 30002,

~ Ngudi di bién & vi tri A (50;20;0) nhin thay duge anh sdng ctia ngon hai dang.

(©)  Ngudi di bién & vi trf B (4030;50;40) nhin thiy dude anh sang ctia ngon hai
dang.

@ ~ Néu hai ngudi di bién c6 thé nhin thiy anh sang clia ngon hai dang thi khodng
cach gitta hai ngusi d6 khong qua 6 km.
¢S Cau 8. Trong khong gian Ozyz (don vi trén moéi truc tinh theo kilomét), mot tram thu
phat séng dién thoai di dong dugc dat & vi tri I(1;3;7). Tram thu phat séng d6 duge thiét
ké v6i ban kinh pht song 1a 3km. Cac ménh dé sau day dung hay sai

@ ~ Phuong trinh mat cau (S) dé mo ta ranh gidi bén ngoai ciia vimg phii séng

trong khong gian 1a (z +1)?2 + (y +3)®2 + (2 +7)2 = 9.
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~ Diém A(2;2;7) nim ngoai mit cau (9).

@ ~ Néu ngusi diing dien thoai & vi trf c6 toa do (2;2;7) thi c6 thé sit dung dich vu
clia tram thu phat séng do.

@ ~ Néu ngudi ding dién thoai & vi tri ¢6 toa do (5;6;7) thi khong thé st dung dich
vu ctia tram thu phat song do.
$> Cau 9. Trong khong gian Oxyz (don vi trén moi truc tinh theo mét), mot ngon hai
dang duge dat & vi tri 1(17;20;45). Biét rang ngon hai dang dé dugce thiét ké véi ban kinh
pht sang 14 4km. Cac ménh dé sau day dang hay sai

@ ~ Phuong trinh mat cau dé mo ta ranh giéi bén ngoai clia viing phii sang trén
bién ctia hai dang 1a (v — 17)% + (y — 20)% + (2 — 45)% = 4000°.

~ Néu ngusi di bién & vi trf M (18;21;50) thi khong thé nhin thay duge anh sang
tit ngon hai dang.

(C©)  Néungudi di bién ¢ vi trf N(4019;21;44) thi c6 thé nhin thay dugc anh sang tit
ngon hai dang.

(D) Néu hai ngusi di bién & vi trf c6 thé nhin thay dugce anh séng tit ngon hai diang
thi khoang cach gitta hai ngusi dé khong qua 8 km.
¢ Cau 10. Hinh 1 mo6 phéng mot tram thu phéat séng dién thoai di dong dat & vi tri
I(1;2;2) trong khong gian Ozyz (don vi trén mdi truc la kilomét) va duge thiét ké véi

duong kinh pht song la 10000 m.

W

Hinh 1

@ ~_ Ban kinh vung phti séng ctia tram phat song dién thoai la 5 km.

~ Phuong trinh mat cau mo ta ranh giéi mién bén trong va bén ngoai ving phu
song clia tram phat song dien thoai 1a (z — 1)* + (y — 2)* + (2 — 2)* = 25.

@ ~ Diém A(1;2;6) nim trong ving phii séng ctia tram phét séng dién thoai.

@ ~ Nha ban Mai va ban Nam c6 vi tri toa do lan lugt 1a M (1;2;7) va N (5;5;5).
Néu c& hai ban Mai va Nam dung dién thoai tai nha thi déu c6 thé sit dung dich vu cua

tram phat song dién thoai nay.
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$© Cau 11. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz
(don vi trén méi truc la mét), thap hai dang Muai
Dién - Phu Yen (14 noi dén anh binh minh dau tien

tren dat lien T6 Quodc), chan thap duge dit vuong

goc v6i mat dat (chiéu tir chan thap len dinh thap

cling huéng v6i chiéu duong clia truc Oz) & vi trf diem A (12.040.271;1.418.620;84). Ngon
den ctia hai dang duge dit trén dinh ciia thap hai dang hinh tru cao 26 m so v6i mat dat va
sit dung pin ning lugng mit troi, c6 thé phat tin hiéu anh sang xa khoang 27 hai 1y tuong

duong 50 km.

Ph4t bidu D|S

@ Mait cau mo ta ranh giéi ving phil sang tréen bién ctia hai dang c6 tam

1(12.040.271; 1.418.620; 110) ban kinh R = 50000 (m).

Phuong trinh mit cau mo ta ranh giéi viing phii sang trén bién ciia hai ding
1a (S): (z — 12.040.271)% + (y — 1.418.620)% + (2 — 84)* = 50.0002 .

(©) Ngudi di bién & tren Ct lao Mai nha tai vi tri B (12.026.000; 1.461.000; 0) nhin

thay anh den ctia ngon hai diang.

(D) Diém cuc dong ctia mii Dién la didm C (12.040.452; 1.418.462;0). Tt diém C
mot chiée tau di chuyén trén mit bién (mat phang (Ozy)) theo huéng cia vecto
don vi 7, dé vin nhin thay anh den cia hai dang thi khoang céch t6i da tau di

chuyén 1a 50.000 mét.

> Cau 12. Trong khong gian Ozyz (don vi trén méi truc 13 kilomét), dai kiém soat khong

luu ctia mot san bay & vi trf O (0;0;0) va duge thiét ké phat hien may bay & khodng cach

t6i da 600km. Mot may bay dang chuyén dong véi van tdc 900km/h theo dudng théng d co
xr = —1000 4+ 100¢

phuong trinh ¢ y = —300 + 80t  va hudng ve dai kiém soat khong luu (nhu hinh vé).

z =100v11
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@ ~ Ranh gi6i vimg phat séng bén ngoai clia dai kiém soat khong luu trong khong
gian 13 mat cau c6 ban kinh bang 300km.

~ Phuong trinh mit cau dé mo ta ranh gi6i bén ngoai viing phéat séng clia dai
kiém soat khong Iwu trong khong gian 1a 22 + y? + 22 = 360000.

@ ~ May bay dang chuyén dong theo dudng thang d dén vi trf diém M (—500; 100; 100\/ﬁ) .
Vi trf nay nim ngoai viing kiém soat khong luu ciia dai kiém soat khong luu san bay.

@ ~ Thoi gian ké tir khi dai kiém soat khong Iwu phat hién may bay dén khi may ra
khoi ving kiém soat khong Iuu 1a % gia.
$> Cau 13. Mot may phat tin hieu P duge dat c6 dinh & mot d
dia diém va ta c6 thé nhan dudc tin hiéu clia may phat nay

trong pham vi clia mot mat cau véi ban kinh R ctia n6. Mot

g
/'I‘
ﬁﬁé!(ﬂinjm

ngudi cam méy do tin hieu A chuyén dong trén dudng thing

d (nhu hinh vé&). M&y do tin hiéu A c6 thé nhan duge tin higu

trong pham vi clia mot mit cau véi ban kinh 2km. Néu chon

diém dat may phat tin hieu P 1a gbc toa do O ciia hé truc toa

do Oxyz, thi may do A di chuyén theo dudsng thang c6 phuong
r=9>5—1

trinh  y =5 —¢ (trong d6 ¢ (h) la thoi gian chuyén dong).

z=7—2t

Ph4t bidu DI|S

(A) Tai thai diém ¢ = 1 (h) may do tin hicu A tai vi trf c6 toa do (4;4;5).

Tai thoi diem ¢ = 2,5 (h) may do tin hiéu A khong nhan dugc tin hidu tit may
phat P.

(C) May do tin hieu A gan may phat tin higu P nhat ltc ¢ = 4 (h).

@ Mat cau giéi han pham vi nhan tin hiéu ctia may do A tai thoi diém né gan may

phat tin higu P nhat 13 mat cau c6 phuong trinh (z —1)2 4+ (y —1)2+ (. — 1)? = 4.

Tw lugn

& Bai 1. Trong khong gian Ozyz, tim m dé phuong trinh 22 4+y?+ 22 =2z —y+42z—m =0

la phuong trinh clia mat cau.

> Bién soan: Nod D Tei - ) 0889 971 004 197



198

= Chuong 5. Phuong phép toa dé trong khdéng gian

& Bai 2. Trong khong gian Oxyz, cho diém I(2; —1;2) va mat phang (P): 24+2y+22—10 = 0.
Viét phuong trinh mit cau (S) c6 tam I va tiép xtic véi mat phang (P).
& Bai 3. Cho diém A(1;0;0) va B(5;0;0). Chitng minh rang néu diém M (z;y; 2) théa man
MAME =0 thi M thuoc mat cau (S). Tim tam va bén kinh ciia (S).
& Bai 4. Trong khong gian Ozyz, cho hai diém A(1;2;1) va B(—1;—2;3). Viét phuong
trinh mat cau (S) c6 tam I thudc truc Oz va (S) di qua hai diém A va B.
& Bai 5. Nguoi ta mudn thiét ké mot qua dia cau trong khong gian
Ozyz bang phan mém 3D. Biét phuong trinh mat cau I

(S) : (z —24)% + (y — 24)? + (2 — 24)* = 100.

(don vi cm) va phuong trinh duong thang truc xoay 13

r—24 y—24 =z2-24
1 1 325

Hinh 4

d:

a) Tim toa do giao diém ctia d va ().
b) Tinh s6 do gbc gitta d va truc Oz. Lam tron két qua dén hang phan mudi cia do.

& Bai 6. Trong khong gian Ozyz (don vi trén moi

z
truc 14 mét), mot router phat séng wifi c6 dau thu H
phat duge dat tai diém 1(4;2;10).
0 Y
T l‘ A- I'

a) Cho biét ban kinh pht séng wifi 1a 40 m. Viét phuong trinh mat cau (S) biéu dién

ranh giGi ciia vung pht séng.

b) Mot ngusi st dung mdy tinh tai diém A (6;12;0). Hay cho biét diém M nam trong
hay nim ngoai mat cau (S) va ngusi d6 c6 thé sit dung duge séng wifi ciia router néi
trén hay khong?

c¢) Cau héi tuong ty dbi véi ngudi sit dung méy tinh & diém N (14;6; 50).

& Bai 7. Trong khong gian Ozyz, gia st bé mat Trai Dat () c6 phuong trinh 22 +42+2% = 1.
11 1

Tit vitrf A == —

vi tri (2, > 7

huéng ¥ = (2;2; —3). Tinh do dai duong ham can dao.

), nguoi ta dy dinh ddo mot duong ham xuyén qua long dat theo

& Bai 8. Trong khong gian Ozyz, cho mat cau (5) : 22+ (y — 2)2 + (2 — 5)? = 4. Tinh dién
tich mit cau (S) va theé tich khéi cau (9).
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& Bai 9. Trong khong gian Ozyz, cho td dien ABCD véi A(1;1;0), B(1;0;1), C(0;1;1),
D(1;2;3). Viét phuong trinh mat cau ngoai tiép ttt dien ABCD.
r=—-1+t
& Bai 10. Trong khong gian Oxyz, cho dudng thing d: < y =3 +2¢ va diem I(1;1;-2).
z=2+1
Mait cau c6 tam I va cit duong thang d tai hai diém A, B sao cho tam giac IAB vuong.
Tim béan kinh ctia mat cau (9).
& Bai 11. Trong khong gian Oxyz, cho mat cau (S) : 2?2 +y? + 22 — 22 — 4y — 62 = 0 va
r=1+t

dudng théng d : { y = 2 + 2¢. Biét duong thang d cat mat cau (S) tai hai diém A, B. Tinh

z=0
do dai doan AB.
. -2 —4 3
& Bai 12. Trong khong gian Oxyz, cho hai duong thang d; : : T Y 3 - +5 va
2 2 1 X £ 3
ds : m—i— _¥ +1 _z +1 . Trong cac mat cau tiép xic véi ca dy va do, goi (S) 1a mat cau

¢6 ban kinh nh6 nhat, viét phuong trinh cta (9).

& Bai 13. Trong khong gian Ozyz, cho mat cau (S) : (z —3)2 + (y+2)% + (¢ — 1) = 100 va
mit phing () : 2¢ — 2y — z + 9 = 0. Biét mit phang (o) cit mit cau (S) theo giao tuyén
14 mot duong tron (C). Tinh ban kinh r ctia duong tron (C).
& Bai 14. Ngudi ta mudn thiét ké mot bon chita khi héa 16ng hinh cau bang phan mém
3D. Cho biét phuong trinh bé mat ctia bon chia 1a (S) : (z —6)? + (y — 6)? + (2 — 6)? = 25.
Phuong trinh mat phang chita nép 1a (P) : z = 10.

a) Tim tam va ban kinh ctia bon chita.

b) Tinh khodng cach tit tam bon chita dén mit phang chita nip.

Hink 10
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& Bai 15. Mot khu viye da duge thiét 1ap mot heé toa do
Ozyz (don vi trén cac truc 1la mét). Mot flycam dang phéat

song wifi bao phtt mot viing khong gian bén trong mét cau

(S): (x —20)%+ (y —30)% + (2 — 10)? = 400. Mot ngudi dang

Hinh 6

stt dung may tinh tai diem M ndm trén diém giao ciia mat
cau (S) va mat dat (P): z = 0.
a) Xac dinh toa do am I va ban kinh ctia mit cau (S). Tinh khoang cach IJ ctia doan
vuong goc tir [ dén (P).
b) Tinh do dai doan thang JM. Lam tron két qua dén hang phan tram clia mét.
& Bai 16. Ban Binh d6 ban Nam tim dugc
duong kinh ctia qua béng 16, biét rang néu dat

qua béong ¢ mot goc can phong hinh hop chi

nhat, sao cho qui bong cham (tiép xic) véi

hai bitc tuong

va nén nha clia can phong dé (khodng cach tir tam qua béng dén hai biic tudng va nén nha
déu bang ban kinh ctia qua béng) thi ¢c6 mot diém M trén qua béng véi khoadng cach lan
lugt dén hai biic tuong va nén nha la 17 ¢m, 18 ¢cm va 21 ¢m (Hinh bén). Hay gitp Nam
xac dinh duong kinh ctia qua bong ro. Biét ring loai béng 16 tieu chuan c6 dusng kinh tit

23 cm dén 24,5 cm.

& Bai 17. He thong dinh vi toan cau (tén tiéng Anh la: Global
Positioning System, viét tat la GPS) 1a mot he thong cho phép xac
dinh chinh x4c vi trf ctia mot vat thé trong khong gian (Hinh 42). Ta
c6 thé mo phéng co ché hoat dong ciia hé théng GPS trong khong

gian nhu sau: Trong cting mot thoi diém, toa do clia mot diem M

trong khong gian sé duge xac dinh bdi bon vé tinh cho trude, trén moi vé tinh c6 mot may
thu tin hieu. Bang cach so sanh sy sai lech vé thoi gian tit lic tin hiéu dugc phat di véi
thoi gian nhan phan hoi tin hiéu d6, mdi may thu tin hieu xac dinh duge khodng cich tu
vé tinh dén vi tri M can tim toa do. Nhu vay, diém M la giao diém ctia bon mit cau véi
tam lan lugt 1a bén vé tinh da cho. Ta xét mot vi du cu thé nhu sau: Trong khong gian
véi he toa do Ozyz, cho bon vé tinh A(3; —1;6), B(1;4;8),C(7;9;6), D(7; —15;18). Tim toa
do ctia diém M trong khong gian biét khodng céch tit cac vé tinh dén diem M lan lugt 1a

MA=6,MB =17 MC =12, MD = 24.
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4 ON TAP CHUGNG 5
B 521 Tér
Tréc nghiém nhiéu phuong én luva chon

¢ Cau 1. Trong khong gian Ozyz, cho mat phing (a) : 3z + 2y — 42 + 1 = 0. Vectd nao

duéi day 1a mot vecto phap tuyén clia («)?
@ m3 = (3;2;4). 3= (2, —4;1).
© it = (3 —4:1). © i
& Cau 2. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, phuong trinh nao dudi day la phuong
trinh mat phang di qua diém M (1;2; —3) va c6 mot vecto phap tuyén 7 = (1; —2;3).

@ z—2y+32+12=0. B z—2y—32—-6=0.
© x—2y+32—-12=0. D z—2y—32+6=0.
¢ Cau 3. Trong khong gian Oxyz, cho duong thang d : a ; L y_—53 S —51),_ 2. Vecto nao
duéi day la vecto chi phuong clia dudng thing d?
7 = (1;3;-2). U = (2;5;3).
© U = (2;-5;3). D @ = (1;3;2)

$> Cau 4. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, cho hai diém M (1;2; 1), N (0; 1; 3).
Phuong trinh dusng thang qua hai diém M, N la

r+1 y—2 =z+41 r+1 y—-3 z2-2
@—1_%_32' 1_1—2_31'

r _y—-1_=z- z_y—-1_z-

-1 3 2 ®1 -2 1

¢ Cau 5. Phuong trinh mit cau (S) c¢6 tam I (1;2;3) va di qua diem A (1; —1;7) 1a

@A) (z—1)"+ (y —2)" + (2 — 3)° = 25.
® (x+1)2+(y+2)°+(2+3)* = 25.
© @-1)*+@y-2"+(z-3°=5
© (x+1)2+@y+2°+(2+3)7°=5

$> Cau 6. Trong khong gian Ozyz, cho hai mit phing (o) : 22 —y +22 —1 = 0 va
(B) :x+2y — 22 —3 =0. Cosin géc gitta mit phang (a) vh mit phang (3) bang

4 4 4 4
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r=2-—2t

¢ Cau 7. Trong khong gian v6i hé truc toa do Oxyz, cho hai dudng thang d; y =4t

r=1-—1

vady:Qy=2+2t. Khéng dinh nao sau day dung?

z =3t
(A) dy va dy chéo nhau. dy = do.
©) dy L ds. (D) d1//da.

(
r=1+42t

> Cau 8. Trong khong gian Ozyz, cho dudng thing d : ¢ y=—2+t - Mot vecto chi

z=3—-1

\
phuong ciia dusng thang d c6 toa do 1a

@ (1;-23). (2;050). © (21;-1). ® 211).
$® Cau 9. Trong khong gian Ozyz, phuong trinh duong thang d di qua 1(2; —1;1) va nhan

vecto U = (1;2; —3) lam mot vecto chi phuong la

r—1 y—2 z+3 r—2 y—1 =z-1
> 22_ _11_ 11' 11_ 22_ _33.
r—2 y+1 z+ r—1 y—2 z+
©2_2_—3' ®1_2_1‘

$> Cau 10. Trong khong gian Ozyz, cho hai diém A(—1;0;—1), B(2;1;1). Phuong trinh
dudong thang AB la

( 4

r=1+3t r=—1+t
@<y:t . y=1t

z=1+2t z=—1+2t

% >

r=-—1+3t r=-—1+t
@ y=1 . ®<y:t

z=—1+2t z=—1+2t

\ \

¢ Cau 11. Cho ba diém A (3;0;0), B (0; —6;0),C (0;2; —3). Tinh khoang cach d tit trong
tam G ctia tam giac ABC dén mit phang (Oxy).

@) d=2. ®) d=3. © d=1. D) d = 4.
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$> Cau 12. Trong khong gian Ozyz, phuong trinh dudng thing d di qua 1(2;1;—3) va
vuong géc véi mat phang (P) iz —2y+2—3=01a

r—2 y—1 =2+3 r—2 y—1 z2-3
@ 12_ —21_ 13' 12_ 21_ 13'
r—2 y—1 =z+ r—2 y—1 =z+
©1_—2_—1' ®1_2_1‘

r=1+2¢

> Cau 13. Trong khong gian Oxyz, cosin clia goc giita hai dudng thing A : y=—-1+t¢

2=—-2+t
\
2 3 -1 ..
v A ler _ y; = 2= bing
V5 ® V5 3v/5 3V5
30° 30° 10 ° 10
. 3 1 2
$© Cau 14. Trong khong gian Oxyz, goc gita duong thang A : xi = y;ﬁ = ler VA

mit phang (Ozy) bing

A) 45°. 30°. ©) 60°. (D) 90°.
& Cau 15. Trong khong gian Oxyz, phuong trinh mat cau (S) ¢6 tam I(1;2;—1) va (9)
di qua A(—1;1;0) la

@ (z =1+ (y -2+ (= +1)* = V6.
(z+1)2+(y+22+(z-1)%?=6
© (-1 +(y—2°+(x+1)=6
O (z+1)*+(y—1)2+22=6

¢ Cau 16. Trong khong gian Ozyz, phuong trinh 22 +y% + 22 — 22 4+ 4y + 1 = 0 14 phuong

trinh ctia mat cau ¢6 tam I va ban kinh R lan luot 1a
@A) I(-1;2;0); R = 2. I(1;—-2;0); R = 2.
©) I(—1;2;0); R = 4. (D) I(1;-2;0); R = 4.

¢ Cau 17. Trong khong gian Oxyz, mat cau (9) : (z — 1)2 + 4% + 22 = 4 ¢6 ban kinh

@) 4. 3. © 1. D) 2.
¢S Cau 18. Trong khong gian véi he toa do, cap vecto @ = (2;1;-2), b= (1;0;2) c6 gia
song song véi mat phang. Phuong trinh mit phang (P) qua C(1;1;3) 1a

@A) 2z +6y—2—17=0. ®B) 2r —6y —2z+5=0.
©) 2r+6y+2+5=0. (D) 22 — 6y — 2+ 7=0.
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> Cau 19. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, cho dudng thing A c6 phuong trinh

, -3 1 . )
chinh tic = = y+3 = % Phuong trinh tham so6 ctia duong thang A 1a7
( (
rT=3+2 r =243t
z=t z=1t
> >
r=—-3+2 r=—-3—2t
© qy=1-3t @ Qy=1+3t
z=t z=1t
\ \

$> Cau 20. Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh nao 1a phuong trinh ctia mit cau
tam / (1; —2;3) ban kinh R =3

@ (z+1)*+(y—2)°"+(2+3)"=3.
® (x—172+y+2)7>+(z2—3)°=09.
© (z+1)?+(y—27°+(z+3?%*=0.
© (x—1)72+y+2)>+(z—3)°=3.

> Cau 21. Trong khong gian Oxyz, cho hai diem A(5;2;9) va B(3;6;1). Mat cau dudng
kinh AB c¢6 phuong trinh la

@A) (r—4)2+(y—4)%2+ (2 —5)? =21
B (v —4)2+(y—4)2+ (2 — 5)? = 84.
© (x+4)2+(y+4)?2+ (2 +5)? =21.
D) (z+4)*+ (y+4)*+ (2 +5)? =84,

> Cau 22. Trong khong gian Oxzyz, cho hai diém A(4;2;1) va B(2;0;3). Mat phang trung
tric ctia doan thang AB c6 phuong trinh la

r+y+z—-2=0.

D r+y—2z-2=0.

4> Cau 23. Trong khong gian Ozyz, cho diém M (0; 1;1) va mat phang (P) : 2+2y—z+5 = 0.

A z—y—2-2=0.
© z4+y—2+2=0.

Khoang céch tit diem M dén mat phang (P) la

5v6 V6
¢> Cau 24. Diém nao dudi day thuoc dudng thing d : =~ 5 L_ y_+11 - g?
@ (1;-1;0). (0;0; 1). © (L;-1;1). ® (1;0;1).
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$> Cau 25. Trong khong gian Ozyz, cho mat phang (P): 6z + 8y + 10z — 4 = 0. Mit phing
nao dudi day vuong goc véi (P)?

@A) 4r -3y —1=0. ®B) 4r +3y+52—1=0.

© 3y—1=0. D r+y+z—4=0.
&> Cau 26. Trong khong gian Ozyz, mit cau tam I(—1;0;3) tiép xtc v6i mit phing
(a): 4y — 324 19 = 0 ¢6 phuong trinh la

@ (z—-1?+¢y*+(2+3)* =4. ® (z+1)2*+y*+ (2 —3)*=2.
© (+1)P+y*+ (2 -3)* =4 @ (=12 +¢y*+ (2 +3)*=2.

2 2 _]. ]_ ? 2
¢ Cau 27. Cho dutdng théng A : = :%:”1 . diém A(2;—3:4). Duong théng qua
A va song song v6i A ¢6 phuong trinh la

( (
r=2+t r=2—-12t
@) {y=-3+¢ ® {y=-3-t.
z=4—1 z=4+4+1
> >
r=24+2t r=2+72t
© y=-3+t. @ y=1-3t
z=44t z=—14+4t
\ \

%> Cau 28. Trong khong gian Ozyz, cho mit cau () : 22 + (y — 2)* + (2 + 1)* = 9. Duong
kinh ctia (S) bang

@) 3. V6. ©) 6. (D) 2v6.
& Cau 29. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, viét phuong trinh mat phéng di qua ba
diém A (1;1;4), B(2;7;9), C(0;9;13).
@ 2r+y+z+1=0. B r—y+z—4=0.
© 2r+y—2—-2=0. D) Tx —2y+2—-9=0.
$> Cau 30. Trong khong gian Ozyz, phuong trinh mat phang di qua diém A(1;0;2) va
vudng goc véi vecto @ = (—2;—1;3) la:
A)2r—y+32+4=0. B r+2:-8=0.
©2r—y+32-4=0. D22 —y+32+8=0.

¢ Cau 31. Trong khong gian Ozyz, mat phing (P) : z +y 4+ 2z — 3 = 0 di qua diém nao

dudi day?
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@ Q(0;0;-3) . N(L1;1) .
© P(-3:0:0) . © M(-1—1-1).
> Cau 32. Trong khong gian Oxzyz, cho diém M (0; —1;2). Biét mat phang (P) di qua hai

diém O, M va vuong goc v6i mat phang = +y +3z —5 = 0. Phuong trinh mit phing (P)

@A) 5z +2y+2=0. B -5z +2y+2=0.
© —br—2y+2=0. D) —5r+2y+2+1=0.

Trdc nghiém ding sai

¢ Cau 1. Trong khong gian véi hé truc toa do Oxyz, cho cac diem A (1; —2;0), B (—3;1;1),
C(3;-1;1).

(A AB = (—4;3;1); AC = (1;1;2).

Mot vécto phap tuyén ctia mit phang (ABC) 1a 7 = (1;3; —5).

(C)  Phuong trinh mit phang (ABC) la 2 + 3y — 5z + 5 = 0.

(D) Biét M (a,b,c) thuoc mit phing (ABC), tam gidc ABM can tai M va M A song
song v6i mat phing Oyz. Khi d6, a + 18b + 6¢ = 43.

& Cau 2. Mot san van dong duge xay dung theo
mo6 hinh 1a hinh chép cut OAGD.BCFFE c6 hai day
song song v6i nhau. Mat san OAGD la hinh ch® nhat
va duge gan hé truc Ozyz nhu hinh vé (don vi trén "'\_\
mdi truc toa do 1a mét). Mat san OAGD c¢6 chiéu

dai OA = 100 m, chiéu rong OD = 60 m va toa do

diém B (10;10;8).

(A)  Cosin clia géc gitta hai mit phang (OAG) va (BOF) béng 1.
~ Khoéng cach tit B dén (OAG) bang 8m.
(C) Mot cap vectd chi phuong ctia (OACB) 1a (54), O—G))
@ ~ Phuong trinh tong quat ctia mit phang (OACB) ¢6 dang ax + 4y + cz 4+ d = 0.
Gié trj biéu thic a + ¢+ d = 5.
r—1 Y z+1

> Cau 3. Trong khong gian Ozyz cho duong thang A : =1~

] - va diém

M(1;2;3). Goi (P) la mat phang qua M va vuong géc véi A.
(A)  Duong thing A c¢6 mot véc to chi phuong la: @ = (2; —1;1).
~_Mat phang (P) phuong trinh la: 22 +y — 2 — 1 = 0.
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(©  Mat cau tam I(2;2;—1) va tiép xtic v6i mat phang (P) c6 phuong trinh la
(S):(x =22+ (y—2)2+(z+1)?2=6.

(D)  Khoang cach tit diém M dén dudng thing A bing 5.

¢ Cau 4. Trong khong gian v6i hé truc Ozyz cho hinh lang
tru OAB.O'A'B’. Biét O(0;0;0), A(2;0;0), B(0;1;0),0'(0;0; 3).

Hinh 11

(A)  Duong thing A0’ c6 mot véc to chi phuong la: @ = (2;0; —3).

~ Goc gita O'A’ va AB bang 56°28' (lam tron két qua dén hang pht).

(©)  Mait phéng (ABO') ¢6 mot véctd phap tuyén la: 7 = (3;6;2).

@ ~ Trong tat cac mit cau tiép xic v6i hai dudng thang AB va OO’ thi mat cau c6
ban kinh R = ?5 la mat cau c6 ban kinh nhé nhat trong cdc mat cau néi trén.
> Cau 5. Trong khong gian Oxyz, cho hai diem A(1;2;3), B(=2;1;1).

2 1 3 2 2
(A)  Diém I (—5; 2’ 2) la trung diem cta doan thang AB .

 AB=4.
. 1\° 3\’

(C)  Mat cau duong kinh AB 1a (S) : (x—l— 5) + (y - 5) +(z—-2)?2=14.

(D) Xét cac diem M thudc mat phing (Ozz) théa man AMB = 90°. Gi tri nhd
nhat ctia doan OM khong vugt qua 1 .
¢ Cau 6. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, ( don vi trén truc la kilomet), mat dat
dudc coi 1a mit phang (Ozy) C6 mot méy bay dan dung dang thuc hién qua trinh ha canh,
bat dau tit vi tri diém A(38; —16;6) va bay thang dén vi trf diém B(—2;4;1) gan dudng
bang. May bay duy tri toc do khong ddi 1a 270 /km h trong suét qué trinh ha canh.

@ - P}}U.Ung trinh tham s6 ctia duong thang d biéu dién duong bay ctia may bay tit
r =38 —8t

A dén B la: { y=—16+ 4t

z2=6—1

\
B)  Qua trinh ha cdnh méy bay di qua vi trf diém C(46; —20;7) .
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(€ Géc ha canh (géc gitta dudng bay va mat dat) 16n hon 6° .

(D) Sau 6 phiit k& tit khi bt dau thuc hign ha canh may bay & vi trf diém M (a; b; ).
Khid6a+b+c=13.
¢ Cau 7. Trong mot bé hinh lap phuong canh 1m c6 chita mot it nuée. Nguoi ta dit day
bé nghiéng so v6i mit phang ndm ngang. Biét ring, lic dé6 mat nude c6 dang hinh binh
hanh ABCD va khoang cach tit cac diém A, B, C dén day bé tuong tng 1a 40c¢m, 44em, 48c¢m.
Trong khong gian Ozyz, gdc toa do 1a goc ciia day bé, mdi don vi trén hé truc toa do tuong

ing véi lem.

1m

1m
Hinh 5.39

(A)  Diém A c6 toa do 1a (100;0; 40).

~ Mat phang déy ctia bé nudc ¢ vectd phap tuyén la 7 = (2; —1; —25).

(©)  Khoéng cach tit diem D dén day bé la 44cm.

@ ~ Géc gifta mat nuée va mat phang day ciia bé nude 1a 4,5°. (két qua lam tron
dén hang phan muoi).
$> Cau 8. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A (0;2; —1) va B (3;2; —4) va mat phang
(P):2x4+2y+2—-6=0.

@ Mot vecto chi phuong clia duong thang AB 1a @ = (1;0; —1).

~ Duong thang AB va mat phang (P) cit nhau tai B.

(©  Géc (Iam tron dén hang don vi clia do) gitta dudng thing AB vA mit phing
(P) 1a 76°.

@ ~ Duong thang A di qua A va vudng goc véi mit phang (P) c¢6 phuong trinh chinh

, . X -2 z+1

tac la 5= yT =]
$> Cau 9. Trong khong gian Ozyz, cho mit cau (S) c6 dusng kinh AB véi toa do cac diem
A(1;2;-4), B (3;,-2;0)

(A) Mt cau () c6 tam T (2;0;—2).

~ Phuong trinh mat cau (9) : (z + 2)2 +y? + (z — 2)2 =0,
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(©  Diém M (0;1; —5) nim trong mat cau (S).

(D) Mat phing (P) : z — 2y + 2z — 2 = 0 cit miat cau theo giao tuyén la 1 duong
tron.
$> Cau 10. Trong khong gian Ozyz, cho hai diém A (—1;2;3), B (1;0;3) vA mit phang
(P):z+y+2z+1=0.

(A)  Tam ctia mit cau duong kinh AB 1a diém c6 toa do 1a 1(0;1;3).

~ Ban kinh ctia mat cau duong kinh AB bing 2v/2.

(©)  Phuong trinh mat cau dudng kinh AB 1a 22 + (y — 1)2 + (z — 3)2 = 2.

(D)  Mat phing (P) tiép xtic véi mat cau dudng kinh AB.
> Cau 11. Trong khong gian Oxyz, cho diem A(2;1;0) mit phang (P): —z+2y—4z+4 =0
va mit phang (Q): — x + 2y — 42+ 10 = 0. Xét tinh ding sai ctia cAc ménh dé sau:

(A)  (P) vudng goc véi (Q).

~ Mat phang (a) di qua hai diém O, A va vudng goéc véi mat phing (P) c6 phuong
trinh dang axz +by + 52+ d=0. Khid6 a +b+d = 4.

(C©)  Khoéng cich gifta mat phang (P) va mit phang (Q) bing \/%
4 Z 2 NS 4
Khoang cach tu diem A den mit phang (P) bang ——.
D g it phéng (P) bing ——
$> Cau 12. Cho cac diém A (1;-2;0);: B (2; —1;1);C (1;1;2).
Phét biéu D|S

@ Phuong trinh mat phang () chia truc Ox va diém C 1a 2y + 2 = 0.

Phuong trinh mit phang trung tryc (8) ctia doan AC 1a 6y + 4z — 1 = 0.

(C) Phuong trinh mat phang (a) qua A va vuong goc véi BC la z—2y—z—5 = 0.

@ Phuong trinh mit phang (ABC) 1a = + 2y — 32 — 3 = 0.

$> Cau 13. Trong khong gian Oxyz, cho 3 diém D (4;0; —1), E(2;2;3), F (5;3;7). Goi T 1a
trung diém ctia doan DE.

(A)  Toa do clia diém T 1a (3;1;1).

(B)  Phuong trinh mat cau (S) ¢6 dusng kinh DE 1a (v —3)%+ (y—1)2+ (2 —1)? = 24.

@ Mot tram phat song dién thoai duge dat tai diém T, c6 ban kinh phi séng
R = /6 (km). Néu mot ngusi dimg & vi tri F thi nhan duge tin hiéu séng ciia tram.

@ ~ Néu 2 nguoi dung déu nhan dugc tin hiéu clia tram phét séng thi khodng cach

gitta 2 nguoi dung 16n hon 5km.
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> Cau 14. Mot tiéu hanh tinh nhd(coi nhu mot hat) duge phat hien dang bay theo
chuyén dong thing déu trong khong gian Oxyz v6i O la tam Trai Dat. Tai thoi diém t = 0,
tiéu hanh tinh & vi tri A(10 000;5000;8000) km, tiéu hanh tinh bay theo hudéng véc to
v = (—300; —100; —160) km/h. Coi bé mat Trai Dat 1a mit cau v6i ban kinh 6 371 km.

(A)  Phuong trinh mit cau biéu dién bé mat trai dat 1a #2 + y% + 22 = 40 589 641.
~ Tai thoi diém 5 gio ké tit khi phat hién, tiéu hanh tinh & vi trf c6 toa do
(8500; 4500; 7200) k.
x = 10000 — 300t
@ ~ Phuong trinh duong thang mo ta quy dao ciia tiéu hanh tinh 13 y = 5000 — 100¢ ,

z = 8000 — 160t
t=>0.

(D)  Thai diém tidu hanh tinh va cham véi Trai Dat 1a sau 21 gio 43 phit (Iam tron
dén don vi phat).
¢ Cau 15. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz, mot tau ngam dang di chuyén duéi
r—950 y+20 =z-10

3 —4 1
phat hien mot khu vigc nguy hiém duge rai min, khu vige nay c6 dang hinh cau (S) véi tam

C(200; —300;60) va béan kinh R = 80 (don vi do 1a mét).

bién sau v6i huéng di chuyén theo dudng thang A : . Hai quan

@ Mot vecto chi phuong dudng thang A la (3; —4; 1).

~ Duong di chuyén A nim trong mit phang (P) : 4z + 3y = 140.

(C)  Tau ngam sé khong di vao khu vic nguy hiém ().

D)  Goi M la diém gan khu vire nguy hiém nhit trén dudng di ctia tau ngam. Biét
rang toc do tau ngam khong doi 1a 5 (m/s). Thoi gian ngan nhat dé tau ngam di chuyén
tit vi trf hién tai A(50; —20;10) dén diém M la 51 giay (két qua lam tron dén hang don vi).

T=—-2+1
¢ Cau 16. Trong khong gian Ozyz, cho duong thing A : ¢ y = 2¢ va diem M(2; -2;1).
z=1-3t

@ (6 duy nhat mot diém I thude dusng thing A sao cho OI = /5.
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~ Phuong trinh chinh tic ctia dudng thang A’ di qua diém M va song song véi A
. r=2 y+2 z-1
la = = .
1 2 -3
(C) Mot vecto chi phuong ctia A 1a ux = (1;2; —3).

(D) Dudng thing d di qua diém M cit va vuong goc voi A la: ¢ y = —2 — 2¢.

¢ Cau 17. Trong khong gian véi he toa do Ozyz, ¢6 hai truc Oz, Oy dat tréen mat dat (coi
mat dat & mot mat phéng); truc Oz huéng lén phia trén; diém O nam trén cac truc toa do
bang mét. Mot thiét bi phat song M dat tai diem A(80;60; 60). Viing phti séng ctia thiét bi
M c6 ban kinh bang 500 mét. Goi d 14 duong thang di qua diém B(0; —490;0) v song song

vGi truc Ox.

. x

@ Mot thiét bi thu séng N (coi nhu mot diém) di chuyén trén truc Oy tit vi trf B
theo huéng ctia véc td BO. Thiét bi thu séng N phai di chuyén mot doan dudng ngin nhat
bang 60,3 mét thi vao duge ving phti séng ctia thiét bi M .

~ Diém B khéng thuoc viing phii séng .

(C) Mot thiét bi thu séng N (coi nhu mot diém) di chuyén trén duong thing d thi

c6 thé vao dude ving pht song ciia thiét bi M .

(D)  Phuong trinh tham s6 ctia dudng thiang d : ¢ y=-490 ,teR.

¢ Cau 18. Trong khong gian véi hé truc Ozyz, cho mat phang (P) : 2z —y+2—2 =0 va
diém A(—1;1; —1). Cac khang dinh sau ding hay sai
(A)  Khoang cach tit A dén mat phing (P) bing /6.

f . . 2V2

sin clia goc tao bdi OA va mat phang (P) bang —\3/_
2 1 _ 1 1
(C)  Dudng thing A qua A va vudng géc véi (P) 1a gj; Y = zi_ ,
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D) M(a;b;c) la diém thuoc (P) sao cho AM ngéan nhat thia+b+c = 2.
¢ Cau 19. Trong khong gian véi hé truc Oxyz, cho mit phang (P) :x +y+2—5 =0,
mat cau (S) : 22 +y? + 22 — 20 +2y — 1 = 0 va diém A(1; —1; —1).

(A)  (S) c6 tam I(1;—1;0) vi ban kinh R = /3.

~_Mat phang (P) khong c6 diém chung véi mat cau (S).

(C)  FEladiém thuoc (S), gid tri I6n nhat ctia |[EA + FO| bang %g
D) M la diém thuoe (S), N la diém thuoc (P), gid tri nhé nhat cia MA + MN
7
¢ Cau 20. Cac thién thach ¢6 duong kinh 16n hon

bang

140m va c6 thé lai gan Trai Dat ¢ khoang cach nhd hon
7500000 km dudgc coi 1a nhing vat thé c6 kha ning va
cham gay nguy hiém cho Trai Dat. Dé theo déi nhing

thien thach nay, nguoi ta da thiét 1ap cic tram quan sat

cac vat the bay gan Trai Dat. Gia st c6 mot hé théng
quan sat c6 kha nang theo déi cac vat thé ¢ do cao khong
vuot qua 6600 km so véi muc nuée bién. Coi Trai Dat
1& khéi cau c6 ban kinh 6400 km . Chon hé truc toa do
Oxyz trong khong gian c6 goc O tai tam Trai Dat va don
vi do dai trén moi truc toa do 1a 1000 km . Mot thién
thach (coi nhu mot hat) chuyén dong véi téc do khong
ddi theo mot dudsng thang tit diem M(6;20;0) dén diém
N(—6; —12;16).

=6+ 3t

@ ~ Duong thiing M N c6 phuong trinh tham s6 1a y=20+8t, (t € R).
2= —41

Vi trf dau tién thién thach di chuyén vao pham vi theo déi cia hé théng quan
sat la diém A(—3; —4;12).

@ ~ Khoang cach giita vi trf dau tién va vi tri cudi cting ma thién thach di chuyén
trong pham vi theo doi ctia he thong quan sat 1a 18900 km (két qua lam tron dén hang
tram theo don vi ki-16-mét).

@ ~ Néu thoi gian di chuyén ctia thién thach trong pham vi theo doi clia hé théng
quan sat 1a 3 phut thi thsi gian n6 di chuyén tit M dén N 1 6 phit.
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$> Cau 21. Trong khong gian Ozyz , cho ba diem A(2; —2;4), B(—3;3; -1);C(—1; —1; —1)
va mat phang (P): 2z —y + 22+ 8 =0.

(A)  Diém A khéng thuoc mit phing (P).

~ Duong thang BC' c6 vecto chi phuong 1a @ = (1; —2;0).

(©  Giao diém ctia dudng thing BC' va mp(P) la H(-9;3; —1).

(D) V6i diém M thay ddi trén (P), gia tri nhé nhat clia biéu thie T = 2M A% +
MB? — MC? 1a 105.
&> Cau 22. Mot dai kiem soat khong Iuu tai san bay c6 nhiem vu kiém soat, diéu hanh
hoat dong bay cia may bay trong vong ban kinh 70 km. Lay hé truc Oxyz sao cho O 13 tam
dai kiém soat, mit phang (Oxy) 1a mat dat, truc Oz huéng vé phia tay, Oy huéng vé phia
nam, Oz huéng lén trén, don vi do la 1 km. Mot true thang dang 6 vi tri A(—65; —25; 30)
bay theo huéng Tay Nam v6i do cao khong ddi, van téc khong doi 200 km /h, quy dao bay

1a mot duong thang.

Ph4t biéu D|S

(A) Khi may bay & vi trf A(—65; —25;30) thi dai kiém soat da theo déi duge may
bay.

May bay di chuyén theo huéng Tay Nam véi qui dao la duong théng d cé
x=—60+t

phuong trinh ¢ y = —25+1¢ .

z=230

@ Thoi gian méay bay di chuyén trong pham vi dai kiém soéat theo doéi duge 1a
35 phut.

(D) Vimng kiém sodt ctia dai 1a phan bén trong va trén bé mit ciia mat cau

(S) : 2 + y? + 22 = 4900.

$> Cau 23. Trong khong gian Ozyz, cho cac diém A(2;2;0), B(2;0; —2) va mat phing
(P):z+2y—2—1=0. Xét diém M thuoc (P) sao cho MA = MB va s6 do goc AMB 16n
nhat. Goi (Q) la mat phang trung tryc ciia doan AB.

@ ~ Mat phang trung tryc ctia doan AB c6 phuong trinh (Q) :y + 2z = 0.

14 1 1
Khi d6 toa do cia M 1a | —; —; — .
11°11° 11

(©  Giao tuyén (d) ctia hai mat phang (P) va (Q) c¢6 mot vects chi phuong ¥ =
(3,—1,1).
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D)  Géc AMB dat 16n nhit khi cos (m , BM ) dat 16n nhat.
$> Cau 24 (THPT 2025 - CT). Mo hinh toan hoc sau day duge st dung trong quan sét
chuyén dong ctia mot vat. Trong khong gian cho hé toa do Ozyz cé 7, 7, ¥ 1an lugt 1a cac
vecto don vi trén cac truc Oz, Oy, Oz va do dai clia mdi vecto don vi d6 bang 1 mét. Cho
hai diém A va B, trong d6 diem A c6 toa do 1a (7;7;0). Mot vat (coi nhu 1a mot hat) chuyén
dong thang véi tde do phu thuoc thai gian ¢ (giay) theo cong thitc v (t) = St +300(m/giay),
trong d6 3 1a hing s6 duong va 0 < ¢t < 6. O thoi diém ban dau (¢ = 0) vat di qua diém
A v6i tbe do 300 m/giay va hudng t6i B. Sau 2 gidy ke tit thoi diém ban dau, vat di dugc
quang dudng 606 mét. Goi @ = (a; b; ¢) la vectd ciing huéng véi vects AB. Biét ring |7] = 1
va goc giita vectd ¥ 1an lugt véi cac vects i, j, ko s6 do tuong tng bing 60°,60°, 45°.

@ ~a=cos60°.

 Phuong trinh dudng thing AB la ~ - T_Y - T_ g

© __ p=3

(D)  Gidsitsau 5 giay ké tit thoi diém ban dau, vat dén diém B (vp;yp; 2p). Khi d6

xpg > T76.

¢ Cau 25. Mot méai nha hinh tron duge dat trén ba cay cot tru. Cac cay cot tru vuodng
gbc v6i mat san nha phzzmg va ¢6 do cao lan luot 14 8 m ,9 m ,10 m . Ba chan cot 1a ba
dinh cia mot tam gidc déu trén mat san nha véi canh dai 8m. Chon hé truc toa do nhu
hinh vé v6i B € Oz, C € Oy, tia Oz cing huéng véi vecto AA. Chon gbc toa do O tring

v6i trung diém ctia AC' va mdi don vi trén truc ¢6 do dai Im (xem hinh vé).

(A) _ Toa do cac didm A’ (0; —4;10), B’ (4v/3;0;9) ,C’ (0;4; 8).

~ Mst phang (ABC) nhan ¥ = (0;1;1) lam vécto phap tuyén.

(©)  Mait phéng (A'B'C") nhan 7 = (0;1;4) lam vécto phéap tuyén.

(D) Biét do dbc clia mai nha dat mite tieu chuan khoang tit 27° dén 35° thi mai nha

trén c6 do doc 6 miic tiéu chuan.
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¢ Cau 26. Duong 6ng dan dau trén khong 1a hé thong
duong 6ng dugce treo trén cac gia do hodc cot cao, dung
dé van chuyén dau thd hodic cac san pham dau moé tit
noi nay dén noi khac ma khong can chon dudi long dat.

Heé thong nay thuong duge st dung trong cac khu viec

¢6 dia hinh kho khan, ving bang gia, ring ram., nhitng

noi ma viéc dao duong 6ng ngam khong kha thi.

V6i hé truc toa do Ozyz thich hop, mat dat 1a mat phang (Oxy), don vi trén mai truc la mét,
z=0
ngudi ta thiét lap mot dudng éng dan dau trén khong doc theo dudng théng d : y=t
z =20
(t 14 tham s6). Vi dia hinh phiic tap, ngudi ta chon diém A(15;10;15) dé lam diém trung
chuyén dau tit mit dat dén dudng 6ng nay.
(A)  Duong thing d ndm trén mat phing.
~ Diém ddi xting v6i A qua mat phang (Ozy) c6 toa do A'(—15;—10;15).
(© Do thuec té cong viee, ngudi ta can xac dinh vi tri diém B(0; b; 20) thuoc dusng
ong va vi tri diém C (m;n;0) thuoc mit dat sao cho tong do dai cac doan dusng AB, BC,
200

AC nhoé nhat. Tacom+n+b= -

@ ~ Gi4 tri nhé nhat ctia tong do dai cac doan thing AB, BC, AC lam tron dén
hang chuc bang 45, 5m.

2 -2
Tt _ Y :ivémat

& Cau 27. Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang d : . . —

phing (P): 2 42y — 3z +4 = 0.

@ ~ Vecto @ = (1;1; —1) 13 mot vecto phap tuyén ctia mit phang (P).

~ Duong thang d di qua diém A(—2;2;0).

(©)  Géc gitta duong thang d va mat phang (P) bing 22,2° (két qua lam tron dén
hang phan muoi).

(D)  Duong thing A nidm trong mat phéng (P), vuong géc va cit dudng thing d.
Khoéng cach tit gbc toa do O dén duong thing A bing v/11.

, —1 y- —2
$© Cau 28. Trong khong gian Ozyz, cho hai dusng thang d; : :cl = y13 _Z 5 VA
d 'x—l_ﬁ_z—i—l
e T 1 1

(A)  Dudng thang d; di qua diém A (2;4;4).

~ Dudng thang vuong goc véi ca di va dg c6 mot vécts chi phuong 1a @ = (1;1;1).
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@ ~ Duong thing d; va dudng thang ds chéo nhau.

@ ~ Khodng cach giita hai dudng thang di va do 13 3v/2.
r—1 y+2 z+1

5 1 —3 va diém

¢ Cau 29. Trong khong gian Ozyz, cho duong thing d:
A (2;-5;—-6).

(A)  Duong thing d c6 mot vecto chi phuong 1a @ = (2;1; —3).

~ Mat phang di qua A va vuong géc véi d c6 phuong trinh 1 224y — 32 +17 = 0.

(©)  Goi H la hinh chiéu vuong goc ctia A lén d. Toa do ctia H 1a H (3; —1; —4).

@ ~ Goi (P) 1a mat phang chita duong thang d sao cho khoang cach tit A dén (P)
16n nhat, khi d6 phuong trinh ctia mat phing (P) 1a x + 4y + 224+ 7 = 0.

> Cau 30. Hai chiéc flycam dugce diéu khién cting  + = I
bay lén tai mot dia diém. Sau mot thsi gian bay, w
chiéc flycam thit nhat bay dén vi trf diem A cach .
mat dat 12m, cach diém xuat phat 7m vé phia nam =T ';'.*‘
va 3m vé phia dong. Chiéc flycam thit hai bay dén __ 3 ‘ ’.3%1:&";96;)";
diem B cach mat dat 10m, cach diém xuat phat 5m 3 o
%4 Hirtmg Nam

ve phia bac va 2m vé phia tay.

Chon hé truc toa do Ozyz véi gbc O dit tai diem xuat phat ctia hai chiée flycam, mat
phing (Ozy) trung v6i mat dat (coi nhu phang) c6 truc Oz huéng vé phia nam, truc Oy
huéng vé phia dong va truc Oz thang ditng lén troi (don vi do mdi truc 1a mét).

(A)  Toa do clia diem A (7;3;12).

~ Phuong trinh duong thang di qua vi tri cia hai chiéc flycam tai A va B la:

r="7+12t
y=3+5t
z2=12+ 2t

(C)  Mat phéang trung truc ctia doan thang AB di qua M (2;3;1) .

(D)  Trén mat dat ngudi ta dat mot thiét bi pha séng flycam sao cho né c6 thé pha
song hai chiéc flycam tai hai vi tri A, B cting mot lac. Tong khodng cach ngan nhat tir thiét
bi d6 dén hai chiéc flycam tai vi tri A va B (lam tron dén hang phan tram) bang 25,55 (m).
$> Cau 31. Mot tau tham do tit hanh (AUV) dang hoat dong duéi bién sau. Heé toa do
Oxyz dugdce thiét 1ap v6i mot nude bién yen tinh 13 mit phang (Oxy), truc Oz huéng thang
diing xubéng dudi (do sau z > 0), don vi tinh bang hectomét (hm). AUV bat dau hanh tinh
tit vi trf A (8,6,1) va du dinh di chuyén theo duong thang dén vi tri cubi B (4 : —2;2). Trong
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hanh trinh cia minh AUV can tranh mot khu vige hinh cau (S), tam tai diém K (2; —4,2),
ban kinh R =1 (khu vyc ¢6 thiét bi nhay cam).

(A) Mt cau (S) c6 phuong trinh (2 — 22+ (y+4)° +(z—2)7 =1

~ Duong thang chita hanh trinh ctia AUV ¢6 phuong trinh x_—48 = =
(C)  Trén hanh trinh AUV luon cach tam K mot khoang 16n hon ban kinh R.
(D)  Hanh trinh ctia AUV di qua khu khu vire ¢6 thiét bi nhay cAm hinh cau ().

$® Cau 32. Trong khong gian Ozyz, cho hinh
chép tit giac déu S.ABCD c¢6 diem B nam
trén tia Oz, diém C nam tren tia Oy, diém
S nim trén Oz va giao diém clia hai duong
chéo AC, BD 1a O. Biét canh day va canh bén
ctia hinh chép lan lugt bang v/2 va /5.

(A)  Toa do ctia diém S 1a (0;0;2).

~ Phuong trinh tham s6 cia duong thang SB 1a { y=0

z =2t

(C)  Phuong trinh mat phang (SCD) 1a 2z + 2y + 2 — 2 = 0.

R . . N 1
(D) Mat cau (S) tiép xtic véi tat cd cac mit ctia hinh chép c6 ban kinh bing 7

¢ Cau 33. Mot thap kiém soat khong luu ¢ san bay cao N
109 m dat mot dai kiém soat khong luu & do cao 105 m.
M4y bay trong pham vi cach dai kiém soat 450 km sé hién
thi trén man hinh ra da. Chon hé truc toa do Ozyz c¢6 gbc O

tring véi vi tri chan thap, mat phang (Oxy) trung véi mat

dat sao cho truc Oz 1a huéng Tay, truc Oy 1 huéng Nam va
truc Oz la truc thang ditng (Hinh vé), don vi trén méi truc L

la kilomét.

Mot may bay dang & vi tri A caAch mat dat 8 km, cach 268 km vé phia Dong, 185 km vé
phia Nam so vé6i thap kiém soat khong luu va dang chuyén dong theo dudng thing d co

vectd chi phuong 1a 7 = (82;76;0) huéng vé dai kiém soat khong luu.
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(A)  Vitri A co toa do la (268; —185; —8).
~ Dai kiém soat khong lutu c6 phat hién duge may bay tai vi trf A.
T = —268 4+ 82t
@ ~ Phuong trinh tham s6 cia duong thang d 1a y =185+ 76t (tla tham s0).
z2=238
(D)  Khoéng cach gan nhat gifta may bay va dai kiém soat khong luu la 217,98 km
(lam tron két qua dén hang phan tram).
$> Cau 34. Mot toa nha 6 tang c6 dang hinh hop chit nhat véi kich thude chiéu dai 35 m,
chiéu rong 15 m, chiéu cao 30 m. Tat ca cac tang déu cao 5 m (da tinh do day san nha cta
cac tang). Nguoi ta dinh vi cdc vi tri trong toa nha dya vao mot he truc toa do Oxyz nhu
hinh vé bén dudi (mdi don vi trén hé truc toa do dai 1 m). Toa nha c6 hai cot phat wifi:
vi tri A (0;7;15), vi tri B (35;7;15). M&i wifi c6 thé phat séng ban kinh pham vi 25 m. Cho
biét cdc nhan vién: chi Huong & tang 1 toa do (17;0;1), chi Lan & tang 6 toa do (0; 15;26),
anh Ninh & tang 6 toa do (17;15;26). M6i nhan vién déu sit dung thiét bi két néi véi wifi.
_1.l|nf|fIL
A 1 B |

&£ B
BE B
E E

(A)  Phuong trinh mat cau dé mo ta ranh gidi bén ngoai viing phti séng trong khong
gian ctia cot phat wifi & vi trf A la 22+ (y — 7)? + (2 — 15)? = 625 .

~ Tat ca ba nhan vién trén déu két néi duge véi wifi 6 vi tri A..

@ ~ Anh Ninh khong két néi duge véi wifi 6 vi tri B..

(D)  Diém M thudc mat dat (tinh cid phan bén ngoai toa nha) ma c6 thé bat duge
song wifi tir toa nha. Gid tri 16n nhat cia OM béang 55,7 m (két qua lam tron dén hang

phan chuc theo don vi mét).
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> Cau 35. RLK-MTs Valdai, hé théng radar chuyén dung ciia Nga dimmg dé phat hien,
ngan chan va vo hiéu hoa cac may bay khong ngusi 14i nhé. N6 duge thiét ké dé phat hien
méay bay khong nguoi lai ctia déi phuong 6 khodng cach len dén 15km va ha guc ching
bang cac bien phap dbi pho dien tit (st dung module triét tieu tin hidu dicu khién va diéu
huéng) ¢ cy ly tit 2km trd xubéng. Trong khong gian Oxyz (don vi trén méi truc toa do
13 mét), mot co sé quan sy c6 mot kho chita vii khi bf mat dat tai diém A(2;0;0) va si
dung mot hé théng RLK-MTs Valdai dat tai diém 7'(—300; —500;0) dé bao vé. Mot may
bay khong nguoi 1ai (drone) ctia quan dich dang & tai diém B(5002; 3000; 4000), duge diéu

khién tién thing dén vi tri diém A va sé phat no tai A néu khong bi ngin can.

(A)  Khi drone ¢ tai diém B thi drone nim ngoai viing kiém soat ciia hé théng radar.
.2 1 3 4 S < . 2 2
~_biem C (5’ — _5> nam trén doan duong di chuyén ctia drone.

(©) Vi trf dau tien ma hé thong RLK-MTs Valdai c¢6 thé ha guc duge drone cach
kho chita vit khi bi mat mot khoédng 1911,6 mét (lam tron két qué dén hang phan chuc).
(D) Drone luon cach radar mot khodng 16n hon 584 mét.
$> Cau 36. Néu diing trude bicn
va nhin ra xa, ngudi ta sé thay mot

dudng giao gitta mit bién va bau troi,

do6 1a duong chan troi doi véi nguoi

Hinh 1.1

quan sat (tham khao hinh vé 1.1).

Ve mat Vat li, duong chan troi la duong giéi han phan Trai DAt ma ngudi quan sat co
thé nhin thay dudc (phan con lai bi chinh Trai Dat che khuat). Ta c6 thé hinh dung ring,
néu ngudi quan sat ¢ tai dinh ctia mot chiéc nén va Trai Dat duge “thd” vao trong chiéc
nén dé thi duong chan trdi trong truong hop nay 1a duong cham gitta Trai Dat va chiéc nén
(tham khao hinh 1.2). Trong khong gian Ozyz, gid st bé mat Trai Dat (S) ¢6 phuong trinh
22 + 9% + 22 = 1 vi ngudi quan sat 6 vi trf B (1;1; —1); A 1a mot vi trf bat ki trén dudng
chan troi dbi voi ngudi quan sét & vi trf B sao cho BAO = 90° (tham khao hinh 1.3).

(A)  Khoang cach tit vi trf diém B dén tam Trai Dat bing /3.

~ Khodng cach gitta hai diém A va B 1a /2.

@ - Diém A luon thuoc mot mat phéng co dinh.

1\ 1\’ 1\* 3
@ ~ Phuong trinh mat cau duong kinh OB 1a <.7c — 5) + (y - —) + (z — —) = .
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$» Cau 37. Ngon hai dang Ké Ga (Binh Thuan)
cao 65 (m) (tinh tit muyc nudc bién) thé duge nhin
thay tit khoang cach 26 km. Chon hé truc toa do
Oxyz trong khong gian c6 tam O la dinh ctia ngon

hai dang va don vi trén mdi truc 1a 1 km. Mot chiée

khinh khi cau bay trén mot dudng thang di qua hai
diém M (7;38;12) dén N(—13; —242; —68).

=7+t

@ ~ Khinh khi cau chuyén dong trén duong thing c6 phuong trinh 1a y = 38 + 14t

z =444t

~ Toa do diém cudi ciing ma ngudi trén khinh khi cau con c6 thé nhin thay ngon
hai dang la D(6;—24;8) .

(©)  Khoang cach tit diém dau tién dén diém cudi ciing nhin thay khinh khi cau la
51 km (lam tron dén hang don vi theo don vi km).

(D) Néu thdi gian di chuyén ctia khinh khi cau tit M dén N 1a 12 gio thi thoi gian
tir lic nguoi trén khinh khi cau nhin thay ngon hai dang dén lic khong nhin thay 1a 1a 3

(lam tron dén hang don vi theo don vi gio).

¢ Cau 38. Mot ndp bé nude hinh chit nhat ABC'D nim
canh bo tuong co kich thuée 9 dm x 12 dm duge kéo ra
tit mat san, do tac dung clia trong luc nén nip bé khong
thé md ra duge néu khong cé ngudi gitt. Ngudi ta ding
mot sdi day dai 15 dm va kéo cang ndéi dinh C ciia hinh
chit nhat véi diém M nim phia trén bd tuong sao cho

AM =9 dm va AM vudng goc v6éi mat san.

Chon hé truc Ozyz nhu hinh vé, khi d6 nip bé md ra va tao v6i mat sain mot géc a (don
vi trén méi truc toa do tinh bang dm). Bé qua do day ctia nip bé.

@ ~ Diém M thudc mit phéng c6 phuong trinh z = 0.

~ Toa do diem C 1a C (9sina; 12;9 cos o).

(©)  Géce gitta ndp bé va mit san sau khi kéo lén 1a a = 60°.

@ ~ Phuong trinh mit phang chita ndp bé sau khi kéo lén 1a z — /32 = 0.
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$> Cau 39. Mot vat dung bang sit dang nam trén mat san c6 tay cam dai 58 cm ndi véi
mot ong tru day 4 cm va c6 duong kinh day bang 30 cm. Néu khong gitt thi sé luon c6 mot
luc lam vat rung dong, dé vat ding yén thi ngusi ta da néi mot doan day tit diem B (1a
mot diém nam trén dudng tron chinh gifta clia 6ng tru to) dén diém C nam trén bs tudng.
Trén hé truc Ozyz, xét gbc toa do 1a diém gin 6ng tru véi bo tuong, bo tuong 1a mat phing
(Oxz), truc Oy la truc ctia hinh try, diém A nam chinh gitta 6ng tru to, diém B c6 hoanh
do am, cao do duong va AB tao vdi truc Oz mot goc 30°, cac s6 lieu duge cho nhu hinh
vé, don vi trén cac hé truc tinh theo cm. Biét rang lic cang T trén doan day BC c¢6 do 16n

bang 500 N. Xét tinh ding sai clia cAc ménh deé sau

2% 35c¢

(A)  Hinh chiéu ctia C léen mit phing (Ozy) ¢6 toa do (35;0;0).

~ Goéc gitta dudng thang AB va mit phang (Ozy) bang 30°.

(©  Vecto BC c6 toa do (a;b; ¢). Khi do 2a — b = 40.

(D) Vectd luc tac dung lén doan day BC' c6 hoanh do 1 120 (lam tron két qua dén

hang don vi theo Newton).

$& Cau 40. Trong khong gian Oxyz (don vi trén
moi truc toa do la kilomet), mot méay bay dang & vi
tri A(3,5;—2;0,4) va sé ha canh & vi tri B(3,5;5,5;0)
trén duong bang EG (nhu hinh vé). Khi d6
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@ ~ Khi may bay & vi tri D(3,5;3,25;0,12) thi may bay cadch mat day 120 m.
r =395

~ Duong thing AB c6 phuong trinh tham s6 1a y=—2+75t
z=04—-04t

@ ~ C6 mot 16p may dude mo phéng bdi mot mat phang () di qua ba diém M (5;0; 0),
7 47 13

2744’55 )"

@ ~ Theo quy dinh an toan bay, ngudi phi cong phai nhin thay diém dau E£(3,5;4,5;0)

N(0; —5;0), P(0;0;0,5). Vi tri ma may bay xuyén qua dam may dé ha canh 1a C <

ctia dudng bang ¢ do cao tbi thiéu 1a 120 m. Néu sau khi ra khéi ddm may tam nhin cta

ngudi phi cong la 900 m thi ngusi phi cong da khong dat duge quy dinh an toan bay.

&> Cau 41. Mot binh chta khi hinh cau K
(duong kinh 10 m) cham tryc tiép vao mot bic
tuong thing ding tai diém 7 (—6;0;5). Mot tam
chin E dugc cd dinh xudng dat tai cac diem
A(0;16,25;0), B(—12;16,25;0) va tai cdc diem
C (0;5;15), D (—12;5;15) duge d6 bang cac thanh B

chéng thang ditng (don vi trén truc tuong ing 1m).

-]
>
ey

(A)  Tam I ctia hinh cau K c6 toa do la (—6; —5;5) .

~ Phuong trinh tam chan E 13 4y + 32 — 65 = 0.

(C) Mot diém M bat ki nim trén bé mat ctia binh chita K. Khi khodng cach ngin
nhat tu M dén tam chan E thi zp; + yar + 2 = 11.

(D) Dé t6i wu chi phi, nén thay tdm chan E bing tam H c6 ciing chiéu rong véi tam
chin E (cting bang AB = 12), nhung chi¢u dai gidam di dé c6 thé tiép xtc véi qua béng.

Khi d6 cac thanh chéng déu phai rat ngan di khong it hon 2,5m.

& Cau 42. Nha Bac Can can thi cong lip dat duong dien .

C;%Ih ~

G

di theo cac 6ng ghen dé luon day dién cho mot cian phong.

Vi tri ngudn dién tai diém A (1;2;3). .:A.://

-
-

Duong dién thiét ké duge mo hinh hoa 1a duong thang d c6 vecto chi phuong @ = (2;1;2)
va noi tit nguon dien A dén mot gia do tai diem G trén bic tudng, gid st gid dé dé dugc
mo ta béi mit phing cé phuong trinh 1a (P) : 22 — y — 22 4+ 10 = 0. Biét ring hé toa do

duge do bang mét va gia tien thi cong hoan thién mot mét dusng dien 1a 200 000 dong.
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, -1 y—2 2-3
@_Phu‘dng trinh duong thémgdlagc2 :yl 222 .

~ Toa do diém G (9;6;11).

(©  Gia tién thi cong hoan thién duong dien ndi tit A dén G 1a 2500000 dong.

(D)  Béc Can can ldp mot béng den trang trf tai diém 7 (a;b; c) thude duong thing
r—1 y—2 =z

duge mo hinh hoa béi phuong trinh A : =71 =3 sao cho mot duong dién duge

ndi thém tit nguon dien A dén diém I 1a nhd nhat. Khi dé a? + b? + ¢ = 17.

Tu ludn

& Bai 1. Khi dat hé toa do Oxyz vao khong gian v6i don vi trén truc tinh theo kilomét,

nguoi ta thay rang mot khong gian phtt séng dién thoai c6 dang mot hinh cau (S) (tap hop
nhing diém nam trong va nam trén mit cau tuong ing). Biét mat cau (S) c6 phuong trinh:
22+ y? + 22 — 22 — 4y — 62 + 5 = 0. Khoang cach xa nhat gitta hai ving phti séng la bao
nhiéu kilomét?
& Bai 2. Trong khong gian Oxyz, cho diém I(3; —2; —1) v mat phang (P): z—2y—22+3 = 0.
a) Tinh khodng cach tit diém I dén mit phang (P).
b) Viét phuong trinh m&t cau (S) ¢6 tam I va tiép xic (P).

c¢) Viét phuong trinh dudng thang d di qua I va d vuong goc véi (P).

;

r=1+1
& Bai 3. Trong khong gian Oxyz, cho duong thing A : { y =2t va mit phang
z=—-1-2t

(P):2z+y+2+5=0.
a) Tim toa do giao diém I clia dudng thang A va mat phang (P).
b) Viét phuong trinh dudng thang A’ ndm trén mit phang (P) dong thai cit A va vuong
g6 véi A,
c¢) Tinh goc giita duong thing A va mat phang (P).

(
r=t

& Bai 4. Cho hai dudng thing di: ¢ y— —1 —4¢ V& dgzgz—: .

z =06+ 6t
\

Viét phuong trinh chinh tic ctia dudng thang A di qua A(1; —1;2), dong thoi vuong goc

v6i cd hai duong thang di va do.
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& Bai 5. Trong khong gian Ozyz, cho hai duong théng

(

r=3+2t

Ardy=—2+1¢ va A

z=1+4 3t

\

a) Chitng minh réing hai duong thing A va A’ chéo nhau.

b) Viét phuong trinh mit phing (P) chita A va song song véi dusng thing A’

& Bai 6. Trong khong gian Oxyz, cho mit cau (S): (z —2)2+ (y+1)2 + (2 —=3)2 =9 va

diém A(2;—1;1).

a) Tim tam [ va ban kinh R ctia mat cau (S).

b) Chitng minh ring diém A nim trong mit cau (9).

c¢) Viét phuong trinh mit phing (P) di qua diém A sao cho khodng cach tit tam I ctia

mgt cau (S) dén mat phang (P) la 16n nhat.

& Bai 7. Cho cac diem A(2;0;0), B(0;4;0), C(0;0;4). Viét phuong trinh mat cau ngoai

tiép tit dien OABC (O 1a gbc toa do).

& Bai 8. Ngudi ta mudn thiét ké mot 1éu cAdm trai c6 dang 1a mot
phan mat cau bang phan mém 3D. Cho biét phuong trinh bé mat
ctialéu la (S) : (x—3)%+ (y — 3)? + (2 — 1)? = 9, phuong trinh mét
phing chita cita 1éu 1a (P) : z = 2, phuong trinh chita san léu 1a

(Q) : z = 0. Tim tam va ban kinh duong tron ctta léu va duong

tron san léeu.

Hinh 2

& Bai 9. Nguoi ta mo phéng thiét ké ctia mot binh chita nhién liéu c¢6 dang mot hinh

chop cut t1t gidac déu trong he truc Oxyz nhu Hinh vé véi S(0;0;0), P(10;0;0), Q(10;10;0),

R(8:8:12), T(2;2:12).

a) Viét phuong trinh céc
mat phang chia céc
mat bén cua binh.

b) Tinh sin cta géc gita

canh bén va mat day.

¢) Tinh cos cia goc gitta

cac mat bén.
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& Bai 10. Trong cac chuong trinh do hoa mAy tinh,
dé tao 4o giac theo ding phdi canh, cic vat & cang

gan thi cang 16n hon cic vat & xa, cac hinh anh ba

chiéu trong bo nhé ctia méy tinh duge chiéu léen maot
man hinh hinh chi nhat tit diém nhin ctia mét hoac

may chiéu.

Khong gian quan sat, mot phan ctia khong gian duge nhin thay 1a viing nam trong bén
mat phing di qua diém nhin vd mot dudng bién clia man hinh. Néu vat trong canh vat
md rong vuot qua bon mat phang nay thi ching phai dugce cit xén trude khi dit lieu diém
anh dugc giii dén man hinh. Vi vay cidc mat phang nay duge goi 1a mat phéng cit. Gia st
man hinh duge biéu dién béi hinh chit nhat trong mat phang Oyz véi cac dinh (0;400;0),
(0; —400;0), (0;400;600), (0; —400;600) va méay quay duge dat tai (1000;0;0). Tinh goc gitta

man hinh vA cdc mat phang cit.

& Bai 11. Mot san hinh chit nhat ABCD c6 chieu dai
AD = 20 m, chiéu rong AB = 15 m. Nguoi ta dat mot
camera G do cao b m trén mot cay cot vuong goc véi mat
san tai A, biét camera c6 ban kinh quan sat 1a 25 m. Xét

hé truc toa do Ozyz véi goc toa do O trung véi diem A

chan cot, cac tia Oz, Oy lan lugt chia cac canh AB, AD
cua san va tia Oz chita cay cot.
a) Hay viét phuong trinh mat cau mo ta ranh gidi bén ngoai va bén trong ciia viing quan

sat dugc.
b) Hdi camera c6 thé quan sat toan bo san hay khong? Vi sao?

& Bai 12. Mot thap phat song cao 50 m dit & goc A cia
san hinh chit nhat ABCD. Dé giit cho thap khong bi do,
ngudi ta c6 cot rat nhiéu day cap quanh thap va c¢d dinh
tai cAc vi trf trén mat dat. Hai cha kién vang va kién den

bat dau leo lén hai day cap CM va BN (tut C va B) véi

van toc lan lugt 1a 3 m/phat va 2,5 m/phat. Hoi sau 10

phit thi hai chi kién cach nhau bao nhiéu mét (lam tron

két qua dén hang phan tram)?
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& Bai 13. Hinh bén minh hoa dudng bay clia mot chiée trirc thing H cat cinh tit mot san
bay. Xét hé truc toa do Ozyz c6 gbc toa do O la chan thap diéu khién ctia san bay; truc Ox
13 huéng dong (D), truc Oy 1a huéng bic (B) va truc Oz 1a truc thang ding, don vi trén
mdi truc 1a kilomét. Truc thiang cat canh tit diem G. Vecto 7 chi vi tri ctia truc thing tai

thoi diém ¢ phit sau khi cat canh (¢t > 0) c6 toa do: 7 = (1+t; 0,5+ 2t; 2t).

a) Tim goc # ma dudng bay tao véi phuong
ngang.

v(B)

b) Lap phuong trinh dudng thing GF,
trong d6 F la hinh chiéu cta diém H

len mat phang (Ozy).

v (b))

c¢) Tryc thang bay vao may & do cao 2km. Tim toa do diém ma may bay triyc thing bat
dau di vho ddm may.

d) Gia st mot dinh ndi nam & diém A(5; 4,5; 3). Tim gia tri ctia ¢ khi HA vuong géc véi
dudng bay GH. Tinh khoang céch tit méy bay truc thing dén dinh ndi tai thoi diém
do.

& Bai 14. Trong khong gian véi hé toa do Oxyz, dai kiém soat khong luu san bay c6 toa
do 0(0;0;0), mdi don vi trén truc ting véi 1km. May bay bay trong pham vi cich dai kiém
soat 417km sé hién thi trén man hinh ra da. Mot may bay dang & vi tri A(—688; —185;8),
chuyén dong theo dudng thing d c6 vecto chi phuong 1a @ = (91;75;0) va huéng vé dai

kiém soat khong luu (Hinh vé).

a) Xac dinh toa do ctia vi tri s6m nhat
ma may bay xuat hién trén man

hinh ra da.

b) Xéc dinh toa do cta vi tri ma may

bay bay gan dai kiém soat khong
luu nhat. Tinh khodng cach gitta
may bay va dai kiem soat khong luu
lac do.

¢) Xac dinh toa do ctia vi tri ma may

bay ra khoi man hinh ra da.
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& Bai 15. Trong khong gian Ozyz (don vi trén moi truc la mét), mot ngon hai dang duge
dat & vi tri 1(21;35;50), biét raing ngon hai dang dugc thiét ke véi ban kinh phi sdng 1
4km. Gia st ngudi di bién di chuyén theo mot dudng thang tit vi tri diem I dén vi tri diém
D(5121;658; 0). Khi ngudi di bién di chuyén dén diém H (a;b; c) 1a diém cudi ciing trén doan
ID ma ngudi di bién c6 thé nhin thay anh sdng tit ngon hai dang. Lic dé ¢ (cao do cia

diem H) c6 gia tri bang (Két qua lam tron dén hang don vi).

& Bai 16. Khoi rubik duge gan véi hé toa do Oxyz, c6 don vi
bang do dai canh ctia hinh lap phuong nhé. Xét bén diém
A(3;0;0), B(0;3;0), C(0;0;2), D(3k;3k;2k) v6i k > 0 dong
phang. Biét rang D(a;b;c). Tinh a + 2b + 3c.

& Bai 17. Cong nghé ho trg trong tai VAR (Video
Assistant Referee) thiét lap mot hé toa do Oxyz dé
theo doi vi tri ctia qua bong M. Cho biét M dang nam
trén mat san c6 phuong trinh z = 0, dong thai thuoc
mat cau (S): (r — 32)2 + (y — 50)% + (2 — 10)® = 109
(don vi do dai tinh theo mét). Goi J la hinh chiéu

vuong goc clia tam I clia mat cau trén mit san. Tinh
khoang cach tit vi tri M ctia qua béng dén diém .J.

& Bai 18. Mot cong ty logistics dang thit nghiém
hé théng giao hang ty dong bang may bay khong
ngudi lai (drone). Trong khong gian Ozyz, moi don

vi trén cac truc tuong tng véi 1 mét trén thuc té.

Mit ngoai clia mot toa nha cao tang dude xem la
mot phan ctia mit phing (P) thing diing, di qua hai O
diém C (—50; —45;0) va D (—20; —60; 0).

Vi tri giao hang 1a diém B nam trén mat phang (P). Drone bit dau bay tit kho hang tai
gbc toa do O (0;0;0). Ban dau, né bay theo mot duong thing dén vi tri A (—30; —30;40).
Tt vi trf A, drone thay déi huéng bay, di chuyén theo phuong vuéng géc véi mat phing
(P) dén vi trf giao hang B. Tinh khodng céach tit O dén B (két qua lam tron dén hang phan

chuc clia mét).
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& Bai 19. Gia dinh rang Trai Dat 1a mot hinh cau hoan hio vé6i ban kinh R 13 6371 km,
trong khong gian Ozyz, véi O la tam Trai Dat, tia Ox chita giao diém ctia kinh tuyén goc
va xich dao, tia Oz chita diém cuc bac N, tia Oy giao xich dao tai diém thudc ban cau
Dong, mot don vi dai trong khong gian Ozyz tuong ting véi 6371km trong thuc té. Biét
rang diém M c6 vi do va kinh do tuong ting 1a a®°N, B°W (0 < a < 90;0 < 8 < 180) thi c6
toa do 1a M (cosa® cos 3°; — cos a® sin 8°;sin a®). Gid st mot tram phét soéng trén mat dat
duge dat 6 vi tri 10°NV,20°W va mot may thu duge dat tai vi tri 80° N, 70°WW. Khoang cach
gitta tram phat séong va tram thu trén mat dat bang bao nhieu km? (viét két qué lam tron

dén hang don vi).

"1 Vitri PracN, BoE e

A

Kinh tuyén gbc Xich dao

& Bai 20. Tai buoi 1é Tri an va Trudng thanh cho hoc sinh khéi 12 ctia mot trudng
THPT CVP. Két thic budi 1& mot hoc sinh dai dién cho céc ban khoéi 12 tha mot khinh
khi cau véi khat vong bay cao va vuon xa. Trong khong gian v6i hé toa do Oxyz, mdi
don vi trén truc tng véi 1 m, gid st khinh khi cau dang & vi tri c¢6 phuong trinh I3
(S): (x — 1)+ (y — 2)* + (2 — 10)* = 2. Ciing thoi diém d6 ¢6 ba chiée flycam A, B, C' céch
nhau 3m,4m,5m va tao thanh tam gidc ABC c6 ba canh tiép xtc véi mat cau (S), biét rang
mit phéng (ABC) song song véi mat phang (P) : 2z —y + 2z — 17 = 0 va ¢6 phuong trinh
dang 2z 4 ay + bz + ¢ = 0. Tong gia tri cia T = a + b + ¢ 1a bao nhieu?

& Bai 21. Dé xac dinh vi trf clia may bay khi dang bay, ngudi ta gidn mot hé truc toa do
Oxyz v6i goc toa do dat tai mot san bay dé xac dinh toa do clia san bay. Biét ring cao do
clia toa do may bay chinh 13 do cao clia may bay ddi v6i mit dat. Don vi do dai trén méi
truc toa do 1a 100 m. Mot méy bay dang bay v6i qui dao 1a mot duong thing trong khong
gian v6i van téc bay khong doi. Tai mot thai diém nao d6, may bay dang & vi tri c6 toa do
(200; 70; 118). Sau 50 giay, do cao clia may bay so v6i mat dat giam 400 m. Hoi sau 25 giay
nita, khodng cich tit san bay t6i may bay 1a bao nhiéu km, biét rang trong suét qua trinh

bay nay, méay bay c6 di qua diém c6 toa do (80;105;113)?
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& Bai 22. Trong mot dot dién tap qudc phong,

hai ngudi 6 hai vi tri khac nhau cling ngam ban @ @
mot muc tiéu c¢d dinh trén khong. Ngudi ta gan mot @ @
hé truc toa do Ozyz (don vi trén moéi truc tinh theo

mét), mit phang (Oxy) tring mat dat.

Ngudi thit nhat ban mot vien dan di qua hai diém A(5;7;10) va B(6;9;12). Ngudi thit
hai ban mot vién dan di qua hai diém C(15;17;5) va D (diém D & do cao 26m so v6i mit
dat). Biét rang sau mot thoi gian roi khoi nong sing, hai vien dan va cham nhau tai mot
vi tri cach A mot khodng bang 150m (tham khéo hinh vé). Héi D cach C' mot khodng bao

nhiéu mét? (Két qua lam tron dén hang phan chuc).

& Bai 23. Trong mot trung tam nghién ciu robot bay, ngudi ta bo trf mot thiét bi dinh
vi tai diém c6 dinh A (1;0;2) trong khong gian ba chiéu véi hé toa do Ozyz (cac don vi toa
do duge tinh bang mét). Thiét bi nay giao tiép dong thoi véi hai cAm bién: Cam bién thi
-3 y+1 =z2z-4

1 2 —1
gin trén mit phang (a) : 20 —y 4+ 2z + 1 = 0. Gitta hai cam bién duge két nbi bing mot

nhét di chuyén doc theo duong thing A : = , cam bién thit hai dugc

duong truyeén BC, trong d6 B nim trén duong thing A, C' nim trén mit phing (o) va
thiét bi dinh vi tai A 1a trung diém ctia doan BC. Biét ring duong thing BC c¢6 mot véc
to chi phuong @ = (—2;a;b), hay tinh gia tri a + 2b.

& Bai 24. Mot radar c6 thé quay 180° dé quan sat may bay quanh viing pht séng ciia né.
Mot may bay cat canh tit didm A nim trén mat dat theo chidu ciing chidu véi vects AB.
Trong hé toa do Oxyz mit dat la mit phang (Ozy), truc Oz huéng lén troi, diem A nim
trén truc Oy cach gbc toa do 0,6 km; diém B ndm trén truc Oz c6 cao do bang 0,3 km;
radar dang nim trén truc Oz c6 hoanh do bing 0,4 km. M4y bay dang & diem B bay theo
huéng bay nhu cit dén diém C/(a;b; c) thi radar quay mot géc bang 60°. Tinh a 4 b+ ¢ theo

don vi mét (1am tron dén hang don vi).
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1 XAC SUAT CO DIEU KIEN

I. XAC SUAT CO DIEU KIEN

Cho hai bién ¢6 A va B. Xac suat clia bién ¢6 B khi bién ¢6 A da x4y ra duge

goi 1a xac suat clia B vdi dieu kien A, ki hieu P(BJ|A).

1. CONG THUC TiNH XAC SUAT cO DIEU KIEN

Cho A va B 1a hai bién ¢, trong d6 P(B) > 0. Khi d6
P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

L LuuY.

a) Ta ciing ki hiéu bién c6 giao clia hai bién c6 A va B 1a AB.

b) Trong thuec té, ngudi ta thuong ding ti 16 phan tram dé mo ta xac suat. Chéng
han, phat biéu “Kha nang xay ra mot sy kien 1a 20%” ciing c6 nghia 1a “Xéac
suat xay ra su kien dé 1a 0,27, phéat biéu “Ti lé phé pham citia mot 16 hang 1a
5%” ciing c6 nghia 1 “Néu chon ra ngau nhién 1 san pham tit 16 hang, xac
suat san pham do6 la phé pham la 0,057

c) Tt cong thitc xac suat c6 dieu kién, véi P(B) > 0, ta c6

P(AB) = P(B)P(4| B).

d) Trong trudng hgp tong quat, ngudi ta chiing minh dugc ring véi A, B 1a hai

bién c6 bat ki thi
P(AB) = P(B)P(A | B).
Cong thitc trén dugce goi 1a cong thitc nhan xac suat cho hai bién cb.

EViawi))) kv

Mot hop c¢6 20 vién bi trang va 10 vién bi den, cac vién bi c6 cling kich thude va khoi

luong. Ban Binh lay ngau nhién mot vién bi trong hop, khong tra lai. Sau d6 ban An lay

ngau nhién mot vién bi trong hop dé.
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Goi A 1a bién co: “An lay dugc vién bi trang”™; B 1a bién c6: “Binh 1ay dugc vien bi trang”.
Tinh P(A | B) bang dinh nghia va bang cong thiic tinh P(A | B) & tren.
[ @z(/cmz Cach 1: Biang dinh nghia.

Néu B xay ra tiic 1a Binh 1y dudc vién bi trang. Khi d6, trong hop con lai 29 vién bi véi
. 19

19 vién bi trang va 10 vién bi den. Vay P(A | B) = 30"

Céach 2: Bang cong thiic.

Binh c6 30 cach chon, An c¢6 29 cach chon mdot vién bi trong hop. Do do n(€2) = 30 - 29.

Binh ¢6 20 cach chon mot vien bi trang, An c6 29 céch chon tit 29 vién bi con lai. Do d6
n(B) 20 -29
n(Q)  30-29°
Binh c6 20 cach chon mot vien bi trang, An c6 19 cach chon mot vién bi trang trong 19
n(ANB)  20-19

n()  30-29

n(B) =20-29 va P(B) =

vien bi trang con lai. Do d6 n(AN B) =20-19 va P(AN B) =
Vay

20-19
P(A| B) = P(ANDB) _ 5039 _ 19

P(B) 2020 — 99

Mot cong ty vita ra mat san pham X va tb chitc ngay trai nghiém san pham. Ho thong
ké duge trong 200 ngudi dén tham quan ngay trai nghiem c6 60 ngusi 1a nam gisi va 140
ngudi 1a nit gisi. Trong s6 nhitng ngudi dudge théng ké nay, c6 120 ngudi mua san pham
X, gom 40 khach hang nam va 80 khéch hang nit, con lai 134 khong mua san pham X.
Chon ngau nhién mot ngudi trong s6 200 ngudi dude théng ke. Tinh xéac suat dé ngusi
nay mua san pham X, biét ring ngudi nay 1a nit gidi (lam tron két qua dén hang phan
tram).

(&)} »@’z(/cz(zz Got:

& A la bién cb6 “Ngudi duge chon mua san pham X7

& B la bién c¢6 “Ngusi duge chon 1a nit gidi”.

Ta can xac suat P(A | B).
? 80
Vi ¢6 80 ngusi mua san pham X 1a nit giéi nén P(AN B) = 200 = 0,4.
140

Vi c6 140 ngudi 1a nit gi6i trong tong s6 200 ngudi nén P(B) = 300~

0,7.

Suy ra:

P(AnB) 04
P(B) 0,7

Xac suat dé ngudi duge chon c6 mua san pham X, biét ring ngusi nay 1a nit gidi 1a 0,57.

P(A|B) = ~ 0,57.
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EVEE))) avr e
Cho hai bién ¢6 A va B ¢6 P(A) = 0,3; P(B) = 0,5 va P(A | B) = 0,4. Tinh P(AN B) va
P(AN B).
(2} 0@’?'7[(2’1; Theo cong thitc nhan xéc suat, ta c6 P(ANB) = P(B)P(A | B) = 0,5.0,4 = 0,2.
Vi AB va AB 1a hai bién ¢6 xung khic va ABUAB = B, nén theo tinh chat cong clia xac

suat ta co:

P(AB) = P(B) — P(AB) =0,5—0,2 = 0,3.

Theo cong thitc tinh xac suat c¢6 dicu kien:
P(AB) 03
P(B) 05

P(A|B) = 0,6.

L Luuy.
a) V6i moi bién ¢ A va B, trong d6 P(B) > 0, ta c¢6
P(A|B)=1-P(A|B).
b) V6i A va B la hai bién ¢6 doc lap, trong d6 0 < P(B) < 1, ta ching minh
dudc rang

P(A| B)=P(A| B) = P(A).

'
C @ Mot nhém 5 hoc sinh nam va 4 hoc sinh nit tham gia lao dong trén san truong.
Co gidao chon ngiu nhién dong thdi 2 ban trong nhém di tudi cay. Tinh xac suat

dé hai ban dugc chon c6 ciing gi6i tinh, biét riing c6 it nhat 1 ban nam dugc chon.

C (2) Xét phép thit gieo mot con xic xic can d6i dong chat hai lan, quan sét s6 cham
xuat hién trong méi lan gico. Tinh xac suat dé tong s6 cham trong hai lan gieo 13

7, biét rang lan gieo dau tién xuat hién mit 5 cham.
(£ 45
a) Cho P(A) = 0,5 P(B) = 0,6; P(B | A) = 0,9. Tinh P(A | B) va P(4 | B).

b) Cho P(A) =0,4;P(B) =0,8,P(AB) =0,3. Tinh P(A | B) va P(A | B).
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)
' @ Mot kho hang chita 80 san pham ciing loai, bao gom 30 san pham do nha may
[ san xuat (trong dé c6 25 san pham tot, 5 san pham kém chat lugng) va 50 san
pham do nha may II sdn xuit (trong d6 c6 43 sdn pham t6t, 7 san pham kém chat

lugng) nhu bang dudi:

San pham | . . ) . . .
San pham tot | San pham kém chat lugng
Nha may
Nha may I san xuét 25 5
Nha may II san xuét 43 7

LAy ngau nhién mot san pham trong cac san pham nay. Tinh xac suat dé lay dudc

san pham t6t, biét rang san pham lay duge do nha may II san suat.

)
Két qua khéo sat nhitng bénh nhan bi tai nan xe may vé moi lien hé gitta viec

doi mit bao hiém va kha nang bi chan thuong viing dau cho thay:
e Tilée bénh nhan bi chan thuong ving dau khi gap tai nan 1a 80%;
e Tile benh nhan doi mil bao hiém ding cach khi gap tai nan 1a 90%;
e Ti le bénh nhan doi mi bao hiém dang cach va bi chan thuong ving dau la

18%.
Héi theo két qua diéu tra trén, viec doi mil bao hiém ding cach sé lam gidm kha

nang bi chan thuong ving dau bao nhiéu lan?

Il. SG DO HINH CAY

Theo két qua tit tram nghién citu khi hau tai dia phuong T, xac suat dé mot ngay cé gio

12 0,6; néu ngay c6 gi6 thi xac suat mua 1a 0, 4; néu ngay khong c6 gi6 thi xac suat mua
14 0,2. Goi G 1a bién c6 “Ngay c6 gi6 "va M 1a bién c¢6 “Ngay c6 mua ”

a) Tim s6 thich hop vao dau ?

Cé mua

Khéng c6 mua

Khéng cd mua
| —
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= Chuong 6. Xac sult c6 diéu kién

b) Tinh x4c suat P(GM) va P(GM).
(2} L@%a;,j.
a) Theo dé bai néu ngay c6 gié thi xac suat mua 1a 0,4 néen P(M | G) = 0, 4.
Suy ra P(M |G)=1-0,4=0,6.
Theo dé bai néu ngay khong c6 gi6 thi xac suat mua la 0,2 nén P(M | G) = 0, 2.
SuyraP(M |G)=1-10,2=0,8.

Co mua
Khong c¢6 mua

Cé mua

Khéng cé mua

Hfojild

b) P(GM) =P(G).P(M | G) =0,6.0,4 = 0, 24.
P(GM) =P(G).P(M | G) =0,6.0,6 = 0, 36.

@ Nhan xét: Xac suit ¢ méi nhanh ké tir dinh thit hai ctia so dd hinh cay la cac xac

suat co dieu kién.

)
Hop thit nhat c¢6 4 vién bi xanh va 6 vién bi dé. Hop thit hai c¢6 5 vién bi xanh
va 4 vien bi d6. Cac vien bi c6 cling kich thuéc va khéi lugng. Lay ra ngau nhién
1 vién bi tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai. Sau d6 lai lay ra ngau nhiéen 1
vién bi tit hop thit hai. Stt dung so do hinh cay, tinh xac suat clia cic bién co:
A: “Vien bi 1ay ra tit hop thi nhat c6 mau xanh va vién bi lay ra tit hop thit hai c6

mau doé 7; B: “Hai vien bi lay ra c6 ctiing mau ”.

)

Mot truong dai hoc tién hanh khdo sat tinh trang viéc lam sau khi tot nghiep
clia sinh vien. Két qua khao sat cho thay ti e ngudi tim duge viéc lam ding chuyén
nganh 14 85% doi véi sinh vién t6t nghiep loai gioi va 70% déi vé6i sinh vien tot
nghiép loai khac. Ti lé sinh vién t6t nghiép loai gidi 1a 30%. Gap ngau nhién mot
sinh vien da tot nghiép ctia truong. St dung so do hinh cay, tinh xac suat ciia bién
c6: C: “Sinh vien t6t nghiep loai giéi va tim dude viéc lam ding chuyén nganh ”;

D: “Sinh vién khong tot nghiep loai giéi va tim duge viéc lam ding chuyén nganh”.
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« Chuyén dé 1. Xéc suat cé diéu kién

-

Tr&c nghiém

¢ Cau 1. Cho A, B 1a hai bién c6 doc lap. Khing dinh nao duéi day ding?

_ _ P(B)
@ P(A|B) = P(B). ® PAIB) = prips
_ P _
© PIB) = i) ® PAIB) = P(A).
$> Cau 2. Cho hai bién c6 A va B. Xac suat ctia A véi dieu kien B, duge ki hiéu 1a
(A) P(A|B). P(B|A) . (© P(AB) . (D) P(A|B) .
& Cau 3. Cho hai bién ¢6 A va B. Khing dinh nao sai?
P(AB)

@ P(AIB) =
P(AB) = P(A|B)P(B) .
(© P(A|B)=1- P(A|B) .
(D) P(A|B) = P(A) néu A, B doc lap .
¢ Cau 4. Mot hop chita 4 qua bong duge danh s tir 1 dén 4. An lay ngau nhién mot qua
béng, bé ra ngoai, roi lay tiép mot qua béng nita. Xét cac bién c¢o: A : "Qua béng lay ra
lan dau c6 s6 chdn" B: "Qua bong lay ra lan hai c6 s6 18". Tinh P(BJ|A).
1 1 2
® 3. ® 5 ©:. ® ;.
¢ Cau 5. Gieo lan lugt hai con xtic xdc can déi va dong chat. Tinh xac suat dé tong s6
cham xuat hién trén hai con xtc xac bang 6. Biét rang con xtc xac thit nhat xuat hien mat
4 cham.
1 1 1
® 5 ® ;. © - ®
> Cau 6. Trong hop c6 3 vién bi mau trang va 7 vién bi mau doé. Lay lan lugt méi lan
mot vien theo cach lay khong tra lai. Xéac suat dé vien bi lay lan thit hai 1a mau dé néu
biét rang vien bi lay lan thit nhat ciing 1a mau do 1a
2 2 1 1
¢S Cau 7. Lép 12A1 ¢6 48 ban deu gidi it nhat mot trong hai mon Toan va Ly, trong do6
c6 36 ban gioi Toan, 24 ban gi6éi Ly. Chon ngau nhién 1 ban. Xac suat chon duge ban gidi

Toén, biét ban d6 gidi Ly 1a bao nhiéu?
) 3
® 2 ® 2 ©
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= Chuong 6. Xac sult c6 diéu kién

> Cau 8. Gia sit trong mot nhém ngudi c¢6 91% ngudi khong nhiém bénh. Dé phat hién ra
nguoi nhiém bénh, nguoi ta tién hanh xét nghiém tat cA moi nguoi clia nhém do. Biét rang
dé6i v6i nguoi nhiém bénh thi xac suat xét nghiem c6 két qua duong tinh 1a 85%, nhung d6i
v6i ngudi khong nhidm bénh thi xac suat xét nghiém c6 phan tng duong tinh 1a 7% . Tinh

xac suat dé ngudi duge chon ra khong nhiém bénh va khong cé phan tng duong tinh.

@) 0,93. 0,637 . (© 0,8463 . (D) 0,7735 .
¢ Cau 9. Mot hoc sinh 1lam 2 bai tap ké tiép. Xac suat lam diang bai thi nhat 1a 0,7. Néu
lam dang bai thi nhat thi kha ning lam dang bai thi hai 13 0,8. Nhung néu lam sai bai
thit nhat thi kha nang lam dang bai thi hai 14 0,2. Tinh xac suat hoc sinh d6 lam ding ca
hai bai?

) 0, 56. ®) 0,14 . © 0,16 . D) 0,65 .
¢ Cau 10. Cho hai bién ¢6 A va B ¢6 P(A) = 0,8, P(B) = 0,5 va P(AB) = 0,2. Gia tri
ciia P(A|B) bang

@) 0,4. ® 0,5 . © 0,25 . (D) 0,625 .
¢ Cau 11. Cho hai bién ¢d A va B ¢6 P(A) =0,8; P(B) = 0,5 va P(AB) = 0,2. Xac suit
clia bién c6 A véi dieu kien B 1a

@) 0,4. ® 0,5 . © 0,25 . (D) 0,625 .
$> Cau 12. Cho bién c6 A, B biét P(A) =0,6; P(B) =0,7; P(AB) = 0,3. Tinh P(A|B).

4 1 2 1

@ 7 3 © 5 ® 7

¢ Cau 13. Cho hai bién ¢d A, B théa man P(A) = 0,6; P(B) = 0,7; P(AB) = 0,3. Tinh

P(AB).
2

4 1 1
¢ Cau 14. Cho hai bién ¢6 A va B ¢6 P(A) = 0,3, P(B) = 0,7 va P(A|B) = 0,5. Tinh

P (AB)

@) 0,35. 0,3. ©) 0,65. (D) 0, 55.
¢S Cau 15. Mot cong ty xay dung dau thau hai dy an doc lap. Kha ning thang ctia du an
thit nhat 14 0,5 v dy 4n thit hai 1 0,6. Tinh xac suat dé cong ty thing thau dy an thit hai

biét cong ty thang thau dy 4n thit nhat.

@) 0,3. 0,7. © 0,5. (D) 0,6.
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« Chuyén dé 1. Xéc suat cé diéu kién

Tréc nghiém ding sai

L P 2 1
$© Cau 1. Cho hai bien ¢ A, B ¢6 xac suat lan lugt 1a P (A) = 5 P(B)=—-vaP(AB) = =

(A) _ Xéc suat clia bién cd 4 1a P (4) = g

~ Xé4c suat ctia bién ¢6 B véi diéu kien A 1a P (B| A) = %

(©)  Xéc suit ctia bién ¢6 AUB 14 P(AUB) = 1.

() Xéc suat cia bién ¢6 A véi diéu kien B 1a P (A| B) = %
¢S Cau 2. Mot cong ty dau thau hai dy 4n. Xac suat thang thau ca hai dy an 1a 0, 3. Xac
suat thang thau cta dy an 112 0,4 va du an 2 14 0,5. Goi A, B lan lugt 1a bién c6 thang
thau du an 1 va du an 2.

(A) A, B lahai bién c6 doc lap.

~ XAc suat dé cong ty thing thau it nhat mot dy an 14 0, 6.

(©)  Néu cong ty thang thau du an 1, xac suat cong ty thang thau du &n 2 1a 0, 75.

@ ~ XA4c suat thang thau dang 1 duy an 14 0, 2.
$> Cau 3. Ban An c6 mot tii keo, trong dé c6 8 vien bi den va 6 vién bi trang. An lay
ngau nhién 1 vién bi trong tii dé cho Viét, roi lai ldy ngau nhién tiép 1 vién bi nita trong
tii va ciing dua cho Viet. CaAc ménh dé sau ding hay sai?

P 2 < ) . 15
@ ~ Xac suat de Viet nhan dugce 2 vién bi trang la ol

z ? 2
~ Xac suat de Viet nhan dugce 2 vién bi den la -
(©)  Xac suat dé Viet nhan dugc vién bi den ¢ lan thit nhat va vién bi tring ¢ lan
24
thi hai 1a —.
ST
(D)  Xdc suit dé Viet nhan duge vien bi trang ¢ 1an thit nhat va vién bi den ¢ lan
12
tht hai 1a —.
49
& Cau 4. Mot cong ty can tuyen 2 nhan vién, c6 6 ngusi nop don trong dé c6 2 nam va

4 nit. Biét ring kha niang dudc tuyen ctia mdi ngudi 1a nhu nhau.

C e . TR |
@ Xac suat de ca hai nguoi duge chon la nit 1a T
P . P 14
Xac suat deé it nhat mot nt dude chon 1a 1
© Xéc suat dé ca hai nit duge chon néu biét riing c6 it nhat mot nit da duge chon
13 4
A —.
7
D) Gia st Hoa 1a mot trong 4 nit. Xac suat dé Hoa dugc chon néu biét rang co it

. 5
nhat mot n dude chon la 7R
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= Chuong 6. Xac sult c6 diéu kién

¢ Cau 5. Tai mot vung, ty 1é nguoi dan nghién hat thudc 14 14 20%, ty 1é ngudi dan nghién
uong rugu l1a 14%, ty 1é nguoi dan vira nghién hat thude vira nghién uéng rugu la 9%.

(A) Ty le ngudi dan nghien hit thudc nhung khong nghién uéng rugu la 0,11,

Ty le nguoi dan khong nghien hut thude va khong nghién uéng rugu la 0,75.

(©  Chon ngau nhién mot ngusi dan & viing nay. Néu biét ring ngudi dé nghién hit
thude thi x4c suat ngudi dé cling nghién udng rugu 1a 0,45.

(D) Chon ngau nhien mot ngusi dan ¢ ving nay. Néu biét ngusi dé nghién udng
rucu thi xac suat ngudi dé khong nghién hat thude 14 1 1—511
$> Cau 6. Ba xa thu A, B, C doc lap v6i nhau ciing ban sting vao bia. Xac suat ban tring
bia cua 3 ngusi A, B, C tuong tng la 0,7; 0,6 va 0,9.

(A)  XAc suat dé c6 duy nhat mot xa thi ban tring bia 1a 0,154.

~ Xac suat dé c6 ding hai xa thii ban tring bia la 0,456.

@ ~ Xa4c suat dé c6 it nhat mot xa thi ban tring bia 1a 0,988.

(D) Xac suat dé xa thit A ban tring bia biét ring c6 hai xa thii ban tring bia la
0,648.
¢ Cau 7. Mot cong ty kim cuong théng ke c6 60% nguoi mua kim cuong 1a nam, c6 40%

s6 ngudi mua kim cuong 1a nam trén 50 tuodi va 30% s6 ngudi mua kim cuong la nit trén 50

tudi.
@ ~ XA4c suat mot nguoi nit mua kim cuong ctia cong ty trén 1a 0, 4.
~ Biét mot ngusi mua kim cuong 14 nam, xac suat ngudi dé trén 50 tudi la %
@ ~ Biét mot ngusi mua kim cuong 1 nit, xac suat ngudi dé trén 50 tuoi la Z
@ ~ Trong s6 nhitng ngudi mua kim cuong tai cong ty nay thi ti 1& nguoi trén 50

tuoi trong s6 nhing ngudi nam cao hon ti 1é ngudi trén 50 tudi trong s6 nhitng ngudi nit 1a
2 lan.
> Cau 8. Doi tuyén cau long ctia Trusng THPT-X c6 3 van dong vien, mbi van dong vien
thi dau mot tran. Xac suat thang tran clia cac van dong vien A, B, C lan lugt 14 0,9; 0,7;
0,8. Xét tinh dang sai ciia cAc ménh deé sau:

(A)  Xac suat dé doi tuyén thing ca ba tran bing 50,4%.

~ Xac suat dé doi tuyén thang it nhat mot tran 1a 98,1%.

(C)  XA&c suit dé doi tuyén thang hai tran 1a 41,6%.

(D) Biét ring doi thing diing 2 tran, xac suat dé C thua la 31,66%.
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> Cau 9. Ban Lan chuan bi di tham nha ngoai tai mot thanh phé A trong hai ngay thi
sau va thit bay. Tai thanh phd nay mdi ngay chi c6 nang hoic suong mil, néu mot ngay 13
nang thi kha ning ngay tiép theo c6 suong mi 1a 30 %, néu mot ngay ngay 1a suong mir thi
kha nang ngay tiép theo c6 suong mit 1a 40%. Theo du bdo thoi tiét, xac suat troi sé nang

vao thit sau 1a 0, 8.

@ ~ XA4c suat troi sé c6 suong mil vao ngay thit sau 13 0, 2.

~ XA4c suat troi sé c6 suong mu vao ca hai ngay 1a 0, 32.

(C)  XAc sudt trdi sé c6 nang vao ca hai ngay 1 0, 16.

(D) XAc suat troi sé c6 suong mit vao ngay thit siu v c¢6 ndng vao ngay thi bay la
0,12.

$© Cau 10. Trong 1 16 hang 10 san pham c6 2 san pham xau, chon khong hoan lai dé phat
hién ra 2 san pham xau, khi nao chon dudc san pham xau thi 2 thi dimg lai.
P N 1
(A)  X&c suat dimg lai & 1an chon tht hai la =0

~ XA4c suat dung lai 6 1an chon thi ba la 4%

(C)  Biét ring da chon dugc san pham xau & 1an chon thit nhét, xac suit dimg lai &
lan chon thit tu la %

(D) Néu viec kiém tra ditng lai ¢ 1an chon thit ba, xdc suat lan chon dau dugde san

. . 1
pham xau la 3

Tu lu@n

& Bai 1. Cho hai bién ¢6 A va B ¢6 P(A) = 0,4, P(B) = 0,8 va P(A | B) = 0,5. Tinh P(AB)
va P(A | B).

& Bai 2. Cho hai bién ¢6 A, B ¢6 P(A) = 0,4, P(B) = 0,8, P(AU B) = 0,9. Tinh P(4 | B),
P(A| B), P(A| B), P(A| B).

& Bai 3. Cho hai bién c¢6 doc 1lap A va B ¢6 P(A) = 0,4, P(B) = 0,8. Tinh P(A | AU B).

Lam tron két qua dén hang phan tram.

& Bai 4. Mot thu vien c¢6 35% tong s6 sach 1a sach khoa hoc, 14% tong s6 sach 1a sach
khoa hoc ti nhién. Chon ngdu nhién mot quyén sach ciia thu vien. Tinh xac suat dé quyén

sach dugc chon la sach khoa hoc tu nhién, biét rang dé 1a quyén sach vé khoa hoc.
& Bai 5. Mot hop kin dyng 20 tAm thé giong hét nhau danh s6 tit 1 dén 20. Mot ngusi rit

ngau nhién ra mot tam thé tit trong hop. Ngusi d6 dude thong bio rang thé rit ra mang

s6 chin. Tinh xac suat dé ngusi dé rat duge thé s6 10.
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& Bai 6. Gieo hai con xtc xac can doi, dong chat. Tinh x4c suat de:
a) Tong s6 cham xuat hién trén hai con xtic xac bang 7 néu biét rang it nhat c6 mot con
xtic xac xuat hién mit 5 cham;
b) C6 it nhat c6 mot con xuc xAc xuuat hien mit 5 chAm néu biét rang tong s6 cham
xuat hién trén hai con xtic xic bang 7.
& Bai 7. Gieo hai con xtic xac can do6i, dong chat. Tinh xac suat dé tong sd cham xuat
hién trén hai con xtc xac d6 khong nhé hon 10 néu biét rang c6 it nhat mot con xtc xic

xuat hién mat 5 cham.

& Bai 8. Cong ty nuée giai khat X to chitc mot chuong trinh i L
g P B L -

khuyén mai nhu sau: Trong mdi thiing 24 chai nudc giai khat déu <. l "

¢6 hai chai tring thudng (giai thuéng duge viét 6 dudi nap chai), [ €

ngudi tham gia chuong trinh duge mé nip mot cich ngau nhién
lan lugt hai chai trong mot thiing. Tinh xac suat dé mot ngusi

tham gia chuong trinh mé dugc ca hai chai déu triung thudng.

& Bai 9. Ban An phai thyc hién hai thi nghiém lién tiép. Thi nghiém tht nhat c6 xac suat
thanh cong 13 0,7. Néu thi nghiém thi nhat thanh cong thi xac suat thanh cong cta thi
nghiém thit hai 14 0,9. Néu thi nghiém thtt nhat khong thanh cong thi xac suat thanh cong

ctia thi nghiém tht hai chi 1a 0,4. Tinh xé4c suat dé:
a) Ca hai thi nghiem déu thanh cong;
b) Ca hai thi nghiem déu khong thanh cong;
¢) Thi nghiém thit nhat thanh cong va thi nghiem thit hai khong thanh cong.

& Bai 10. Trong mot dot thi ching chi hanh nghé c6 160 can bo tham gia, trong d6 c6 84
nam va 76 nit. Khi cong b két qua ctia ki kiém tra do, c6 59 can bo dat loai gidi, trong dé
c6 30 can bo nam va 29 can bo nit. Chon ra ngdu nhién mot can bo. Tinh xéc suat dé can
bo duge chon ra dat loai gidi, biét rang can bo d6 1a nit (lam tron két qua dén hang phan

tram).

& Bai 11. Mb6i ban hoc sinh trong 16p cia Minh lya chon hoc mdt trong hai ngoai ngit 1a
tiéng Anh hoac tiéng Nhat. Xac suat chon tiéng Anh ctia méi ban hoc sinh nit 1a 0,6 va clia
moi ban hoc sinh nam 14 0,7. L6p Minh ¢6 25 ban nit va 20 ban nam. Chon ra ngau nhién
mot ban trong 16p. St dung so do hinh cay, tinh xac suat clia cac bién co: A: “Ban dugc

chon 1a nam va hoc tiéng Nhat”; B: “Ban dudc chon 1a nit va hoc tiéng Anh”.
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& Bai 12. May tinh va thiét bi luu dien (UPS)
duge két néi nhu Hinh 5. Khi x4y ra sy c6 dién,
UPS bi hong véi xac suat 0,02. Néu UPS bi hong

khi x4y ra su c6 dién may tinh sé bi héng véi xéac

suat 0,1; nguoc lai, néu UPS khong bi hong, may

Hinh 5

tinh sé khong bi héng.
a) Tinh xac suat dé cd UPS va may tinh déu khong bi hong khi xay ra su ¢b dien.

b) Tinh x4c suit dé ca UPS va mdy tinh déu bi héng khi xay ra sy cd dién.

& Bai 13. Mot nhém 50 hoc sinh ¢6 23 ban biét choi cau long ma khong biét choi bong
da va 21 ban biét choi bong da ma khong biét choi cau long. Biét rang mdi hoc sinh trong
nhom nay biét choi béng da hodc cau long. Chon ngiu nhién mot hoc sinh trong nhém.

Tinh x4c suat hoc sinh nay biét choi béng da, biét rang ban ay biét choi cau long.

& Bai 14. Trong mot lo c6 chita bi den va bi trang cling kich thuéce va khéi Iuong, 1ay ngau
nhién lan lugt hai vien bi ra ngoai va khong bé vao lai. Biét ring xac suat dé lan dau lay
dugce bi den 1a 0,47; x4c suat dé lan dau lay duge bi den va lan thit hai 1lay duge bi trang 1

0,34. Tinh xac suat dé lay dugc bi tring & lan thit hai biét ring lan dau lay dugc bi den.

& Bai 15. Mot cong ty bao hiém 6 t6 nhan thay néu mot tai xé gap su ¢b trong mot nam
thi x4c suat gap sit ¢6 ¢ nam tiép theo 1a 0,2; con néu trong mot nam khong gap su co6 nao
thi xac suat gip su cd ¢ nam tiép theo 1a 0,05. Xéc suat dé mot tai xé gap su cd ¢ nam dau

tien 1ai xe 14 0,1. St dung so do hinh cay:
a) Tinh xac suat dé mot tai xé khong gip sy ¢6 nao trong 2 nam dau tien lai xe.

b) Tinh xac suat dé mot tai xé gap sy ¢d trong cd 2 nam dau tién lai xe. Lam tron két

qua dén hang phan tram.

& Bai 16. Trong mot dot kham stic khoé, ngudi ta thay c6 15% ngusi dan ¢ mot khu vire
méic bénh béo phi. Ti lé ngudi béo phi va thuong xuyeén tap thé duc la 2%. Biét ring ti le
ngudi thuong xuyen tap thé duc ¢ khu vuc do6 1a 40%. Theo két qua diéu tra tréen, viec tap

thé duc sé lam giam kha ning bi béo phi di bao nhiéu lan?

& Bai 17. Mot 16 san pham c6 20 san pham, trong dé c6 5 san pham chat lugng thap.
Lay lién tiép 2 san pham trong 16 san pham trén, trong d6 san pham lay ra & lan thit nhat
khong dude b lai vao 16 san pham. Tinh xac sudt dé ca hai san pham dudc lay ra déu co

chat lugng thap.
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& Bai 18. Céc sdn pham clia mot phan xudng dude déng thanh hop, méi hop gom 10 san
pham. Céc hop san pham duge kiém tra nhu sau: ngudi ta lay ra ngau nhieén 1 san pham
tit hop, néu san pham dé xau, hop sé bi loai; néu san pham dé tét, ngudi ta sé chon ngu
nhién them 1 sdn pham khac tit hop dé kiém tra. Hop sé chi dudgc chap nhan néu khong
c6 san pham xau nao trong cac san pham dudce chon kiém tra. Biét c6 mot hop chita 2 san
pham xau. Tinh x4c suadt dé hop d6 khong ducc chap nhan. Lam tron két qua dén hang

phan tram.

& Bai 19. Mot doanh nghiép trude khi xuat khau 4o s mi phai qua hai lan kiém tra chat
luong san pham, néu ca hai lan déu dat thi chiéc 40 d6 méi du tieu chuan xuat khau. Biét
rang binh quan 98% san pham lam ra qua dudc lan kiém tra tht nhat vd 95% san pham
qua dugce lan kiém tra thi nhat sé tiép tuc qua duge lan kiém tra thi hai. Chon ra ngau
nhién mot chiéc 4o so mi trong 16 hang S. Tinh xac suat dé mot chiéc 4o so mi du tieu

chuan xuat khau.

& Bai 20. Mot hop ¢6 3 qua bong mau xanh, 4 qua béng mau do; cac qua bong cé kich
thuée va khoéi luong nhu nhau. LAy béng ngau nhién hai 1an lién tiép, trong dé mdi lan lay
ngau nhién mot qua boéng trong hop, ghi lai mau clia qua boéng 1ay ra va bd lai qua béng
d6 vao hop. Xét cac bién co: A: “Qua bong mau xanh duge lay ra & lan thi nhat™; B: “Qua

béng mau do duge 1ay ra ¢ lan thit hai”. Chitng minh rang A, B 13 hai bién ¢6 doc lap.

& Bai 21. Trong mot tdi c6 mot s6 chiée keo cting loai, chi khac mau, trong d6 cé 6 cai keo
mau cam, con lai 1a keo mau vang. Ha 1y ngau nhién mot cai keo tit trong tii, khong tra
lai. Sau d6 Ha lai 1ay ngau nhién thém mot cai keo khéc tit trong tai. Biét rang xac suat

N £ 2 . P N N ]' 2. X . - . P
Ha lay dugc ca hai cai keo mau cam la 3 Hoi ban dau trong tai c6 bao nhiéu cai keo?

& Bai 22. Mot gia dinh c6 3 dia tré. Biét rang co it nhat 2 dia tré 1a con trai va xac suat
sinh con trai va con gai la nhu nhau ¢ mdi lan sinh. Xac suat dé gia dinh c6 2 dia tré 1a

con trai va 1 dita tré 1a con gai bang bao nhiéu?

& Bai 23. Nam ban A, B, C, D, E xép thanh mot hang ngang theo thit tit ngdu nhién. Tinh
xac suat dé A dimg canh C, biét ring A khong ding canh E.

& Bai 24. Ty lé phé pham ctia mot cong ty 1a 10%. Trude khi dua ra thi trudng, cac san
pham dugc kiém tra bing may nhim loai bd phé pham. Xéc sudt dé may nhan biét ding
chinh pham 1a 95%, nhan biét ding phé pham la 90%. Tinh ti lé phé pham clia cong ty

trén thi truong. (lam tron dén hang phan tram).
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& Bai 25. Ban Viét chuéan bi di tham Thit bay Chti nhat

quan mot hon dao trong hai ngay thit Bay o { Néng }

va Chit nhat. O hon déo d6, mdi ngay chi

c6 nang hodc mua, néu mot ngay 13 ning P [ Mua J

thi kh& ning x4y ra mua & ngay tiép theo ) { NA
, |

la 20%, con néu mot ngay la mua thi kha - Mua J<
%5 [ Mua J

nang ngay hom sau van mua la 30%.

Theo duy bao thai tiét, xac suat troi sé nang vao thi Bay 1a 0,7. Hay tim céac gia tri thich

hop thay vao ? 6 so do hinh cay sau:

& Bai 26. Mot hop chita 10 tam thé cuing loai duge danh s6 lan lugt tit 1 dén 10. Ban
Xuan lay ra ngdu nhién 1 tAm thé roi hgp. Néu tam thé c6 ghi s6 chan, ban Thu sé lay ra
ngau nhién tiép 1 tam thé tir hop. Néu tam thé d6 ghi s6 1é, ban Thu sé lay ra ngau nhién
tiép 2 tam thé tir hop. Xac suat dé ban Thu lay dude thé ghi s6 10 bing % (trong d6 % 1a
phan sb t6i gidn), tinh a + b.

& Bai 27. Trong cong dong, ti lé tuy nhién ciia cac nhém mau O, A, B, AB lan lugt 1
33,7%,37,5%, 20,9% va 7,9%. Lay ngau nhién mot ngudi can mau va 1 ngudi hién mau.

Héi xac suat c6 thé thue hién truyén mau la bao nhieu? ( lam tron dén hang phan tram).

& Bai 28. Ba cau thu stt phat dén, mdi ngudi da mot lan véi xac suat lam ban tuong ting
la a; bva 0,7 (v6i 0 < b < a < 1). Biét xac suit ghi ban dé it nhat mot trong ba cau thi
ghi ban 1a 0,982 va xac suat dé ba cau thi ghi ban 14 0,392. Tinh x4c suat dé c6 ding hai

cau thu ghi ban. (két qua lam tron dén hang phan tram).

& Bai 29. C6 1 kho bia kém chat lugng chiia cac thung gidong nhau (24 lon/thung) gom 3
loai: loai I dé 1an mdi thiing 5 lon qua han sit dung, loai II dé 1an méi thing 3 lon qué han
va loai IIT dé 1an mdi thiing c6 4 lon qué han. Biét s6 luong thiing loai I gap 2 lan s6 luong
thung loai IT va s6 thung loai IT gap 3 lan thung loai ITII. Chon ngau nhién 1 thung tit trong

kho, tit d6 chon ngdu nhién 10 lon. Tinh xac suat dé lay duge 2 lon qua han st dung.

& Bai 30. Mot nguoi san thd trong rimg, kha ning anh ta ban trang thé trong moéi lan
bat ty lé nghich v6i khodng cach ban. Anh ta ban lan dau & khoang cach 20 m véi xac suat
trang tho 1a 0,5, néu bi trugt anh ta ban vién thit 2 6 khodng cach 30 m, néu lai trugt anh
ta ban vién thit 3 ¢ khodng cach 50 m. Tinh x4c suit dé ngudi thg sin bin trang thd sau

nhiéu nhat ba lan bat (két qua lam tron dén hang phan tram).
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JC XAC SUAT TOAN PHAN VA

TH
THUC BAYES _ . A
HUC XAC SUAT TOAN PHAN

Cho hai bién ¢6 A vad B véi 0 < P(B) < 1. Khi d6
P(A)=P(B)-P(A| B)+P(B)-P(A|B)

goi 1a cong thic xdc sudt toan phan.

[\ Luu Y. Cong thiic xac suat toan phan ciing ding véi bién c6 B bat ki.

SVl xrrren

Ngusi ta khao sat kha nang choi nhac cu cia mot nhém hoc sinh tai truong X. Nhom
nay c6 60% hoc sinh 1a nam. Két qua khao sat cho thay c6 20% hoc sinh nam va 15% hoc
sinh nit biét choi it nhat mot nhac cu. Chon ngau nhién mot hoc sinh trong nhém nay.
Tinh xac suat dé chon duge hoc sinh biét choi it nhat mot nhac cu.

[} o(g%mz, Xét phép thit chon ngiu nhién mot hoc sinh trong nhém. Goi A 1 bién
c6 “Chon dugc mot hoc sinh biét choi it nhat mot nhac cu” va B, B lan lugt la céc
bién ¢6 “Chon duge mot hoc sinh nam” va “Chon duge mot hoc sinh ni@”. Theo dé bai:
P(B) =60% = 0,6; P(B) =1 — 0,6 = 0,4; P(A|B) = 20% = 0,2; P(A|B) = 15% = 0,15.

Ap dung cong thic x4c sut toan phan, ta co:
P(A) = P(B)- P(A|B) + P(B) - P(A|B) = 0,6 - 0,24 0,4 - 0,15 = 0,18.

Vay xac suat dé chon duge mot hoc sinh biét choi nhac cu 1a 0,18 hay 18%.

C6 hai hop dung cac vién bi cting kich thude va khéi lugng. Hop thit nhat chita 5 vien bi

do6 va 5 vien bi xanh, hop thi hai chita 6 vién bi d6 va 4 vién bi xanh. Lay ngiu nhién
mot vien bi tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai, sau d6 1ay ra ngu nhién mot vien
bi tit hop tht hai. Tinh xac suat dé vien bi duge lay ra tit hop thi hai 1a vien bi do.

[ o@%mo Xét phép thit lay ngdu nhien mot vien bi tit hop thi nhat chuyén sang hop
thit hai, sau d6 lay ra ngau nhién mot vién bi tit hop thit hai. Goi:

& A la bién c¢6 “Vien bi duge lay ra tit hop thi hai 14 bi d6”;

© B va B la bién ¢6 “Vien bi duge lay ra tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai la
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bi d6” va “Vien bi dudc lay ra tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai la bi xanh”.

5) 1 — 5 1
Ta c6: P(B)=—=—-; P(B)=—=-.
aco: PB)=15=5 PB=15=3
Néu vien bi dugc lay ra tit hop thit nhat chuyén sang hop thi hai 1a bi dé thi sau khi
chuyén, hop thtt hai ¢6 7 bi d va 4 bi xanh. Do d6 P(A|B) = 1—71

Néu vien bi duge lay ra tit hop thi nhat chuyén sang hop thit hai 1a bi xanh thi sau khi

. — 6
chuyen, hop thit hai ¢6 6 bi dé va 5 bi xanh. Do d6 P(A|B) = TR
Ap dung cong thic xac sudt toan phan, ta co:

— - 1 7 1 6 13
P(A)=P(B)-P(A|IB)+ P(B)-P(AlIB)==-—+4+ -+ —=—.
(4) = P(B) - P(AIB) + P(B) - P(A[B) = 5 - -+ 2+ = =
L. a2 D s 1

Vay xac suat de vién bi dugc lay ra tit hop thit hai 1a bi dé bang %

>
' @ Vao mdi budi sang ¢ tuyén phd H, xac sudt xay ra tic duong khi troi mua va
khong mua lan lugt 1a 0,7 va 0,2. Xac suat c6 mua vao mot budi sang 1a 0,1. Tinh

xac suat dé sang dé tuyén phé H bi tac duong.

>
' @ Mot hop ¢6 5 qua cau trang va 10 qua cau den ciing kich thude va khoi lugng.
L&y ngau nhién lan lugt hai qua cau (khong hoan lai) tit hop. Tinh x4c suat dé lan

thit hai iy dudc qua cau trang.

’
@ 0 mot dia phuong, ti 1é nam va nit 1 2: 3. S6 ngudi miac bénh bach tang cia
dia phuong nay chiém ti lé 0,45% dan cu. Tinh ti 16 nam gi6i mac bénh bach tang

ctia dia phuong d6, biét ti le nay & nit 1a 0,35%.

Gia stt A va B la hai bién ¢6 ngdu nhién théa man P(A) > 0 va 0 < P(B) < 1.
Khi do
P(B)-P(A| B)

PB|A4)= P(B)-P(A|B)+P(B)-P(A| B)

got la cong thic Bayes.
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L Luuy.
a) Cong thitc Bayes van dung véi bién ¢d B bat ki.
b) Vé6i P(A) > 0, cong thitc P(B | A) = P(B)Pié((;l | B) cling duge goi la cong

thic Bayes.

Trong mot ki thi t6t nghiép trung hoc pho thong, mot tinh X c¢6 80% hoc sinh lira chon
t6 hgp A00 (gom cac mon Toan, Vat li, Hoa hoc). Biét ring, néu mot hoc sinh chon t6
hop A00 thi xac suat dé hoc sinh d6 dd dai hoc 1a 0,6; con néu mot hoc sinh khong chon
td hop A00 thi xac suat dé hoc sinh dé dé dai hoc 1 0,7. Chon ngau nhién mot hoc sinh
ctia tinh X da t6t nghiép trung hoc pho thong trong ki thi trén. Biét ring hoc sinh nay
da dd dai hoc. Tinh xac suat dé hoc sinh d6 chon t6 hop A00.

[} (Qy([jzfa?z; Goi A 1a bién ¢6: “Hoc sinh d6 chon t6 hop A00™; B 1a bién ¢6: “Hoc sinh dé
dd dai hoc”. Ta can tinh P(A | B).

Theo cong thitc Bayes, ta can biét P(A), P(A), P(B | A) va P(B | A).

Ta c6: P(A) =0,8; P(A)=1-P(A)=1-0,8=0,2.

P(B | A) la xac suat dé mot hoc sinh dd dai hoc véi diéu kién hoc sinh dé chon t6 hop
A00 = P(B | A) = 0.,6.

P(B | A) la xac suat dé mot hoc sinh dd dai hoc véi diéu kién hoc sinh d6 khong chon t6
hgp A00 = P(B | A) = 0,7.

Thay vao cong thiic Bayes ta dugc:

P(A)-P(B| A) 0,8-0,6

P(A|B)=P(A)_P(BM)JFP(Z).HB@) T 08-06+02-07

~ 0,7742.

Két qua khao sat tai mot xa cho thay c6 20% cu dan hat thudce 14. Ti 1¢ cu dan thuong
xuyén gip cac van dé stic khoé vé duong ho hap trong s6 nhitng nguoi hat thude 14 va
khong hat thude 14 lan luct 1a 70%, 15%.
a) Néu ta gap mot cu dan clia xa thi xac suat nguoi dé thuong xuyén gap cac van deé
stic khoé vé duong ho hap 14 bao nhiéu?
b) Néu ta gip mot cu dan ciia xa thudng xuyén gip céc van de stc khoé vé dudng ho
hap thi xac suat ngusi dé c6 hiat thudce 14 14 bao nhieu?

[} 0@%"‘5‘3 Gia sit ta gap mot cu dan ciia x4, goi A 1a bién c6 "Nguoi d6 c6 hat thude
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14" va B 1a bién c¢d "Ngudi d6 thuong xuyén gap cic van deé siic khoé vé dusng ho hap".

Ta c6 so do hinh cay sau:
Kétquad Xacsuat

AB 0,14
ﬂ AB 0,06
(G;p mét cu dan (8) 78 012
ﬂ AB 0,68

a) Ta c6: P(B) = P(A)- P(B|A)+ P(A) - P(B|A) = 0,14 + 0,12 = 0,26.
Vay néu ta gap mot cu dan ciia xa thi xac suat nguoi dé thuong xuyeén gap cac van
dé stic khoé vé dusng ho hap 1a 26%.

b) Theo cong thic Bayes, ta co:

P(A)P(BlA) 014 _
P(B) 026

Vay néu ta gip mot cu dan clia xa thuong xuyeén giap cic van dé stic khoé vé duong

P(A|B) = 0,54.

ho hap thi xac suat ngudi d6 c6 hut thudce 14 1a khoang 54%.
(£ 45

Khi phat hien mot vat thé bay, xac suat mot hé thong
radar phat canh bao 1a 0,9 néu vat thé bay do la muc
tieu that va 1a 0,05 néu muc tieu gid. C6 99% cac vat the
bay 1a muc tiéu gid. Biét rang he thong radar dang phat
canh bao khi phat hién mot vat thé bay. Tinh xac suat

vat thé d6 1a muc tiéu that.

’
Nguoi ta diéu tra thay § mot dia phuong no c¢6 2% tai xé

stt dung dién thoai di dong khi lai xe. Trong cac vu tai nan

¢ dia phuong d6, nguoi ta nhan thay ring c6 10% la do

tai xé c6 stt dung dieén thoai khi lai xe gay ra. Hoi viec sit

Hinh 4

dung dién thoai di dong khi lai xe lam ting xic suat gay

tai nan lén bao nhiéu lan?
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)

Mot nghién cttu da chi ra riang ti 16 ngudi bi lao phoi trong nhém X nhitng ngusi
mic phai hoi chitng suy giam mién dich H 1a 15,2%. Két qua nghién cttu vé mot
so trieu chitng 1am sang nhu c¢6 ho trong vong bon tuan, hodc cé bi sot trong vong
bén tuan, hodic ra mo hoi ban dém tit ba tuan trd lén ciia nhom X cho thay:

e Trong s6 nhitng ngusi mic bénh lao phdi, c6 93,2% trusng hgp cé it nhat mot
triéu ching;
e Trong s6 nhitng ngusi khong méic bénh lao phoi, c6 35,8% trusng hop khong
c6 triéu ching nao.
(Nguon: https: timmachhoc.vn/din-gii-kt-qu-nghien-cu-bng-nh-li-bayes/).
Néu bac si gap mot bénh nhan thudc nhom X va bénh nhan dé c6 it nhat mot trieu

chitng trén thi x4c suat bénh nhan nay mac bénh lao phéi 1a bao nhieu?
B 52 Tér

Trdc nghiém

¢ Cau 1. Cho A, B la cic bién ¢ clia mot phép thit T. Biét rang P(B) > 0. Cong thiic

nao dang?

_ P4 _ P(A)P(B|A)

@) P(A|B) = @P@m) P(A|B) = W :

(© P(A|B) = B (D) P(A|B) = PA)
$> Cau 2. Cho hai bién c¢6 A va B bat ki, véi 0 < P (A) < 1. Khang dinh nio sau day la
ding?

@) P(B) = P(A).P(B|A)+ P(A).P(B|A). .

P(B) =P (A).P(BJA)+ P (A).P(B|A).

© P(B)=P(A).P(B|A)— P (A).P(BJA)..

D) P(B) = P(A).P(A|B)+ P (A).P(BJA).

$> Cau 3. Cho hai bién ¢6 A va B, v6i P (B) = 0,4, P(A|B) = 0,5, P (A|B) = 0,3. Tinh
P (A).

@) 0,38. 0,2. © 0,12. D) 0.8.
¢ Cau 4. Cho hai bién ¢6 A, B théa méan P (A) = 0,3; P (B|A) =0,4; P (B| A) = 0,5. Khi
do6, P (B) bang

@A) 0,47. 0, 06. © 0,27. (D) 0,43.
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¢ Cau 5. Cho hai bién ¢6 A, B thod man P(A) = 0,4; P(B) = 0,3 va P(A|B) = 0,25. Tinh
P(B|A).

(A) 0,1875 . ®) 0,48 . © 0,33 . D) 0,95 .
¢ Cau 6. Ti le nguoi dan da tiem vac xin phong bénh A 6 mot dia phuong 14 65%. Trong
s6 nhiing ngudi da tiem phong, ti & mac bénh A 1a 5% con trong sé nhiing ngudi chua tiém,
ti lé mac benh A 1a 17%. Gap ngau nhién mot ngudi ¢ dia phuong d6. Xac suat nguoi do

mac bénh A la

(A) 0,0325. 0,018. © 0,092. (D) 0,0525.

$> Cau 7. Mot nha may c6 hai phan xuéng I va II. Phan xudng I sdn xuat 40% s6 san
pham va phan xudng 11 san xuat 60% s6 san pham. Ti 1é sdn pham bi 16i cia phan xudéng
I 1a 2% va ctia phan xudng 11 1a 1%. Kiém tra ngdu nhién 1 san pham ciia nha méy va xac

suat dé san pham do bi 15i 1a

@) 0,02. 0,6. (© 0,014. (D) 0,01.
> Cau 8. Cho A, B la cac bién c6 théoa man P(A.B) = 0,35, P(A) = 0,25, P(B) = 0,6. Gia
tri ctia P(A|B) bang
1 1 7 2
W5 ® 3 5 O ¢
¢ Cau 9. Cho so d6 hinh cay nhu hinh bén. Biét P(A) = 0,6.

Tinh P(A | B).
6
1

|

¢ Cau 10. Cho so do6 hinh cay nhu hinh bén. Biét P(A) = 0,72. Xéc

suat clia bién c¢6 A véi dieu kien B khong xay ra 1a A
9 16 9

0,4
s ® 5 = © 0.4

|
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Tréc nghiém ding sai

¢S Cau 1. C6 hai doi thi dau mon ban sing. Doi I ¢6 8 van dong vien, doi II ¢6 10 van

dong vien. Xac suat dat huy chuong vang ctia mdi van dong vien doi I va doi 11 tuong tng

14 0,6 va 0,55. Chon ngau nhién mot van dong vién.

@ ~ Xa4c suat dé van dong vién nay dat huy chuong vang la %

~ Xé4c suat khong dat huy chuong vang ctia méi van dong vien doi IT 1a 0, 45.

(C)  XA&c suit dé van dong vien chon ra thuoce doi I la g

@ ~ Gia st van dong vien duge chon dat huy chuong vang. Xac suat dé van dong
48

ién nay thuoc doi I la —.
vien nay thuoc doi I'la -
$> Cau 2. Mot nha may c6 hai phan xudng I va II . Phan xudng I sin xuat 35% sb san
pham va phan xudng II san xuat 65% sb6 san pham. Ti 1é san pham bi 15i ctia phan xudng

I 1a 2% va ctia phan xudng II 1a 3%. Kiém tra ngdu nhién mot san pham ciia nha may.

7z 2 2 .2 . ~. o ° 7z < 39
@ ~ Xac suat de san pham dugc kiem tra bi 16i do phan xudng Il san xuat la T3
~ Xac suat dé san pham dé bi 16i 1a 0,0265.

P 2 2 .2 . ~. ° ° z N 12
(C©)  Xéc suit dé san pham dugc kiém tra bi 16i do phan xuéng I sdn xuit 1a 3

(D) X4c suat dé san pham d6 khong bi 16i do phan xudng I sén xuét 1a 0, 89.
¢ Cau 3. Mot nha may c6 hai may I va II. May I san xuat 40% sb lugng san pham va
Méy II san xuat 60% sb lugng san pham. C6 4% mat hang do May I san xuat bi 16i va 5%
san pham do Mé&y II san xuét bi 16i. Mot vat pham dude rat ngadu nhien. Xét tinh ding sai
clia cac ménh de sau:

(A)  Néu vat pham duge san xuit bdi may I thi xdc suat sén pham dé bi 15i 1a 0,04.

(B)  Xdc suit dé vat lay ra dudc tao bdi may II v khong bi 16i 1a 0,384.

(C)  XA&c suat dé vat lay ra khong bi 16i 1a 0,046.

(D)  Néu vat duge riit ra bi 161, xdc suat dé vat dé duge tao ra bdi May 11 béng g
¢S Cau 4. Mot cong ty du thau 2 duy an. Kha ning thing thau ciia cac dy 4n 1 va 2 lan
luot 13 0,4 va 0,5. Kha nang thang thau ca 2 du an 12 0,3. Goi A, B lan luct 1 bién cd “thang
thau du 4n 17 va “thédng thau duy an 2.

(A) A va B lahai bién c6 doc lap.

~ XA4c suat dé cong ty thing thau ding mot dy 4n 14 0,3.

(C)  Biét cong ty thing thau dy 4n 1, xdc suit cong ty thing thau du an 2 14 0,75.
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(D) Biét cong ty khong thang thau du 4n 1, xdc suat cong ty thang thau du 4n 2 la
0,5.

¢ Cau 5. Khao séat thi Iue ctia 50 hoc sinh, ta thu dude két qua nhu sau:

N | Nam

Co tat khic xa 13 15

Khong c6 tat khic xa | 17 5

Chon ngau nhién 1 ban trong 50 hoc sinh trén

(A)  Biét ring ban d6 1a hoc sinh nam. Xac suit dé ban do la c6 tat khic xa la %

- Biét rang ban d6 c6 tat khuc xa. Xac suat dé ban d6 1a hoc sinh nam 1a %

(C)  XAc sudt dé hoc sinh dugc chon bi tat khic xa la ;—?

(D) Biét ring ban d6 c6 tat khic xa. Xéc suat dé ban d6 la hoc sinh nit la %
¢ Cau 6. Mot bo loc duge stt dung dé chin thu rac trong cac tai khoan thu dien ti. Tuy
nhién, vi bo loc khong tuyéet déi hoan hao nén mot thu rac bi chan véi xac suat 0,95 va mot
thu dung (khong phai la thu rac) bi chin véi xac suat 0,01. Thong ke cho thay ti 1é thu rac
12 3%. Cac meénh dé sau dang hay sai.

(A)  X&c suat dé thu dé bi chan 1a 3,82%.

~ Chon ngau nhién mot thu bi chan. Xéc suat dé do la thu rac xap xi 96,7%.

(©)  Chon ngiu nhién mot thu khong bi chan. Xac suat dé d6 1a thu ding xap xi
99,84%.

(D) Trong s6 cac thu khong bi chin, ¢6 xap xi 1,56% la thu rac.
¢S Cau 7. Mot cong ty xay dung c6 2 k¥ su diéu hanh. Ky su 1 thyc hién 60% cong viéec
clia cong ty. Ky sur 2 thire hien 40% cong viéc clia cong ty. Kinh nghiém truée day cho thay
xAc suat xay ra sai sot khi k¥ su 1 thyc hién cong viec 1a 0,03, trong khi x4c suat xay ra
sai sot trong cong viéc ctia k¥ su 2 1a 0,04. Cac ménh dé sau dung hay sai.

@ ~ XA4c suat dé mot cong viee do ki su 1 thuyc hién va khong xay ra 16i 13 0,388.

(B)  Xéc suit dé xdy ra mot 16i trong cong viec 1a 0,034.

(©  Gia st xay ra mot 181 trong cong viec, xac suat dé 16i dé do ki su 1 thuc hien
2

17

D)  Gia sit x4y ra mot 16i trong cong viec, thi xac suit xay ra 16i ciia ky su 1 16n

hon kha ning xay ra 16i cua ky su 2.
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¢ Cau 8. C6 hai hop dung céac vien bi cuing kich thuée va khoéi lugng. Hop thit nhat chita
5 vién bi d6 va 5 vién bi xanh, hop tht hai chita 6 vien bi d6 va 4 vién bi xanh. Lay ngau
nhién mot vien bi tit hop thit nhat chuyén sang hop tht hai, sau dé lay ra ngau nhién mot
vién bi tit hop thit hai. Goi A 1a bién c¢6 “Vien bi dude 1ay ra tit hop thi hai 1a bi d6”, B 1a
bién ¢6 “Vien bi dugc lay ra tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai 1a bi d8”. Céac khing

dinh sau ding hay sai?

(A)  P(B)=0,5.

B PAB) =

@_P(A]?):%.
13

D ra-L.

$> Cau 9. O cita bi mat (Let’s Make a Deal) 14 mot tro choi trén truyen hinh néi tiéng &

Mg7. Noi dung tro choi nhu sau:

& Nguoi choi duge moi lén san khau va ding truée ba canh cita déng kin. Sau mot canh
ctta c¢6 chiée 6 t0, sau mdi canh cita con lai 1a mot con lita. Ngudi choi duge yéu cau

chon ngau nhién mdt cdnh cira, nhung khong duge mé ra.

& Tiép d6 nguoi quan tro tuyén bo sé mé ngau nhién mot trong hai canh ciita ngudi choi
khong chon ma sau ctta d6 1a con ltta. Ngudi quan tro héi ngudi choi muén gitt nguyén
sit Ira chon ban dau ctia minh hay muén chuyén sang ctta chua mé con lai.

Gia st nguoi choi chon cita s6 1. Ki hiéu Ey, Fs, B3 tuong ting 1a cac bién co: “Sau 6 ciia s6
1 ¢6 6 td”, “Sau 6 ciia s6 2 ¢6 0 t0”, “Sau 6 cita s6 3 ¢6 6 t6” va H 1a bién co: “Nguoi quan

tro mé mot 6 ctta ¢6 chia con lua”.

Ph4t bidu D|S

®) P(Ey) = P(B>) = P(Es) = 5

P(H|E) =
© P(H|B) =

(D) Sau khi ngudi quan trdo md canh ctia s6 3 va thiy con lita, ltic nay ngudi choi

nén chuyen sang 6 ciia s6 2 dé xac suat chién thang sé cao hon.
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¢ Cau 10. Cho so do hinh cay nhu hinh bén

B
0,7 »
0,6 B
A
0,4 5
Phat biéu D|S

(A) Xac sudt clia bién ¢d B véi diéu kien A khong xéy ra 1a 0,6 .

X4c suat clia ca hai bién c¢6 A va B khong x4y ra la 0,3 .

(C) Xac suat ctia bién ¢6 B 14 0,9 .

Z « £ £ . o X . ~ 1
@ Xac suat cua bien co A véi dieu kién B 1a 79

Ty ludn

& Bai 1. Hop thi nhat c¢6 3 vien bi xanh v 6 vien bi d6. Hop thit hai ¢6 3 vién bi xanh
va 7 vien bi dé. Cac vien bi ¢6 cung kich thude va khéi lugng. Lay ra ngau nhién 1 vien bi
tit hop thit nhat chuyén sang hop thit hai. Sau do lai 1y ra ngdu nhieén dong thsi 2 vien bi
tit hop thi hai.
a) Tinh xac suat dé hai vién bi lay ra tit hop tht hai 1a bi dé.
b) Biét rang 2 vien bi lay ra tit hop thit hai 1a bi dd, tinh x4c suat vien bi lay ra tit hop
thit nhat cting 1a bi do.

? .

& Bai 2. Trong quan sy, mot méay bay chién dau cia dbéi phuong c6 thé xuat hien & vi
tri X véi xac suat 0,55. Néu may bay dé khong xuat hién ¢ vi tri X thi né xuat hién & vi
tri Y. Dé phong thii, cac bé phéng tén lita ducce bo tri tai cac vi tri X va Y. Khi may bay
d6i phuong xuét hien & vi trf X hodic Y thi tén lita sé dude phong dé ha may bay dé. Xét
phuong an téc chién sau: Néu may bay xuat hieén tai X thi ban 2 qua tén ltta va néu may
bay xuat hién tai Y thi ban 1 qui tén ltta. Biét rang, x4c suat ban tring may bay ctia moi
qua tén Iita 14 0,8 va cac bé phong tén lita hoat dong doc lap. M4y bay bi ban ha néu né
trang it nhat 1 qua tén Itta. Tinh xac suat ban ha may bay d6i phuong trong phuong an

tac chién néu treén.
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& Bai 3. Trong mot truong hoc, ti 1é hoc sinh ntt 1a 52%. Ti 1é hoc sinh ni va ti 1é hoc
sinh nam tham gia cau lac bo nghé thuat lan luct 1a 18% va 15%. Chon ngau nhién 1 hoc

sinh cua truong.
a) Tinh xac suat hoc sinh dugce chon c6 tham gia cau lac bo nghé thuat.

b) Biét rang hoc sinh duge chon ¢6 tham gia cau lac bo nghée thuat. Tinh xac suat hoc

sinh d6 14 nam.

& Bai 4. Ti lée nguoi dan da tiem vac xin phong bénh A & mot dia phuong 1& 65%. Trong
s6 nhitng nguoi da tiem phong, ti Ié mac bénh A 1a 5%; trong sd nhitng ngudi chua tiem

phong ti Ié mac beénh A 14 17%. Chon ngau nhién mot ngudi & dia phuong do6.
a) Tinh xac suat nguoi duge chon mac bénh A.

b) Biét rang nguoi duge chon méac bénh A. Tinh xac suat nguoi d6 chua tiém vac xin

phong bénh A.

& Bai 5. 6 hai chuong thé. Chuong I ¢6 5 con thé den va 10 con tho trang. Chuong IT c6
7 con thé den va 3 con thé trang. Trude tién, tit chuong I lay ra ngau nhién 1 con thé roi
cho vao chudng 1. Sau do, tit chuong I lay ra ngau nhién 1 con thé. Tinh xé4c suit dé con

thé duge 1ay ra 1 con théd trang.

& Bai 6. Trong ki thi hoc sinh gidi quéc gia, tinh X c¢6 hai doi tuyén mon Toan va mon
Ngit vain tham du. Dai tuyén Toan c6 10 em, doi tuyén Ngit van c6 8 em. Xéc sult cé giai
ctia mbi em trong doi tuyen Toan 1a 0,8; trong doi tuyén Ngit van 1a 0,7. Sau giai lay ngau
nhién mot em ciia tinh X trong s6 cdc em thi hoc sinh giéi mon Toan va mon Ngit vin.
Tinh xac suat dé em do6 la mot em duge gidi.
& Bai 7. Cho hai bién ¢6 A va B ¢6 P(A) = 04, P(B|A) = 0,2, P(B|A) = 0,3. Tinh
P(A|B).
& Bai 8. 0 mot khu rimng no c¢é 7 chi lun, trong do cé 4 chi luon néi that, 3 cha con lai
n6i that véi xac suat 0,5. Ban Tuyét gip ngau nhién mot chi lun va hoéi xem cht ¥ Ay c6
phai la nguoi noi that khong. Goi A 14 bién ¢6 “Cha lun dé luon néi that” va B 1a bién cd
“Ch1i lin d6 nhan minh la nguoi luon néi that”.

a) Tinh x4c suat cia cac bién c¢6 A va B.

b) Biét rdng chi lin ma ban Tuyét gap ty nhan minh 1a ngudi luon néi that. Tinh xac

sudt dé cha lun d6 luon néi that.
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& Bai 9. Giai ngoai hang Anh c6 20 doi. Hien tai doi Tottenham xép vi tri thi 8. Trong
tran téi néu gip doi xép trén thi Tottenham cé xac suat thang 14 0,2; x4c suat thua la
0,5. Néu gap doi xép dudi thi Tottenham c6 xac suat thang 1a 0,5 va xac suat thua 1 0,3.
Bbc tham ngau nhién mot doi dau v6i doi Tottenham trong tran téi. Tinh xac suat dé doi

Tottenham hoa trong tran tai.

& Bai 10. Co6 hai tti keo. Tai I c6 3 chiée keo so6 co la den va 2 chiée keo so co la trang.
Tii 1T ¢6 4 chiée keo so o6 la den va 3 chiée keo s6 ¢o6 la trang. Tu t1i I lay ngau nhién mot
chiéc keo. Néu 1a chiéc keo s6 ¢o la den thi thém 2 chiéc keo s6 co la den vao tii II. Néu la
chiéc keo s0 ¢o la trang thi thém hai chiéc keo s6 ¢o la trang vao tai II. Sau d6 tit tai IT 1ay

ngau nhién mot chiée keo. Tinh xéc suat dé lay dugce chiéc keo s6 ¢o la tring.

& Bai 11. Mot loai linh kién do hai nha may s6 I, s6 II ciing san xuat. Ti 1é phé pham
ciia cac nha may I, II lan luct 1a: 4%; 3%. Trong mot 16 linh kién dé 1an 1on 80 san pham
ctia nha may s6 I v 120 san pham ciia nha may s6 II. Mot khach hang lay ngdu nhién mot
linh kién tiur 16 hang doé.

a) Tinh xac suat dé linh kién dugc lay ra la linh kién t&t.

b) Gia sit linh kién dugc lay ra la linh kién phé pham. X4c suat linh kién d6 do nha may

nao san xuat la cao hon?

& Bai 12. Nam 2001, Cong dong chau Au c¢6 lam mot dot kiém tra rat rong rai cac con bo
dé phét hién nhitng con bi bénh bo dien. Khong c6 xét nghiéem nao cho két qua chinh xac
100%. Mot loai xét nghiem, ma & day ta goi 1a xét nghiem A, cho két qua nhu sau: Khi con
bo bi bénh bo dién thi xac suat dé c6 phan tng duong tinh trong xét nghiem A 1a 70%, con
khi con bo khong bi beénh thi xac suat dé c6 phan tng duong tinh trong xét nghiem A 1a
10%. Biét rang ti e bo bi mac bénh bo dién 6 Ha Lan 1a 13 con trén 1 000 000 con (Nguon:
F. M. Dekking et al., A modern introduction to probability and statistics — Understanding
why and how, Springer, 2005). H6i khi mot con bd ¢ Ha Lan ¢6 phén ting duong tinh véi

xét nghiem A thi xac sudt dé né bi mac bénh bo dién 1a bao nhieu?

& Bai 13. Gia sach clia Diing c¢6 hai ngan. Ngan trén c6 3 cudn tiéu thuyét ciia cac nha
van Viet Nam va 2 cudn tiéu thuyét clia cac nha van nuéc ngoai. Ngan dudi chita 4 cudn
tiéu thuyét ciia cac nha vian Viet Nam va 1 cudn tiéu thuyét clia cadc nha van nudc ngoai.
Diing chon mot cubn sach dé mang di khi du lich theo cach sau: Tung mot con xic xac can
d6i. Néu s6 cham xuat hién 13 1 hodc 2 thi chon ngan trén, néu trai lai thi chon ngan dudi.

Sau d6 tir ngian da chon lay ngdu nhién mot cudn sach. Biét rang cudn sach Ding chon

> Biin soan: Noé Die Tai - B 0889 971 004

257



258

= Chuong 6. Xac sult c6 diéu kién

dugc 1a cudn tieu thuyét clia nha van nude ngoai. Tinh xac suat dé cudn sach thuoc ngan

trén.

& Bai 14. C6 hai doi thi dau mon Ban stng. Doi I ¢6 5 van dong vien, doi II ¢6 7 van
dong vien. Xac suat dat huy chuong vang ctia mdi van dong vien doi I va doi 1T tuong tng

l1a 0,65 va 0,55. Chon ngau nhién mot van dong vien.

a) Tinh xac suat dé van dong vien nay dat huy chuong vang;

b) Gi4 st van dong vien dugce chon dat huy chuong vang. Tinh x4c suat dé van dong

vién nay thuoc doi I.

& Bai 15. Tai nha may X san xuat linh kién dien tit ti lé san pham dat tiéu chuan 1a 80%.
Trude khi xuat xudng ra thi truong, cac linh kién dién tit déu phai qua khau kiém tra chat
lugng dé dong dau OTK. Vi sy kiém tra khong tuyéet déi hoan hdo nén néu mot linh kien
dién ti dat tiéu chuan thi né cé xac suat 0,99 duge dong dau OTK; néu mot linh kien dien
tt khong dat tieu chuan thi né c6 xéc suat 0,95 khong duge déng dau OTK. Chon ngau
nhién mot linh kién dién ti ctia nha may X trén thi truong. Tinh xac suat dé linh kién dien

tit duge chon khong dude déng dau OTK.

& Bai 16. Mot bo loc duge sit dung dé chan thu rac trong céac tai khoan thu dien ti. Tuy
nhién, vi bo loc khong tuyét doéi hoan hio nén mot thu rac bi chin véi xac suat 0,95 va
mot thu ding (khong phai 1a thu rac) bi chin véi xac suat 0,01. Thong ké cho thay ti le
thu rac 1a 3%.

a) Chon ngau nhién mot thu bi chan. Tinh xac suat dé dé 1a thu réc.
b) Chon ngau nhién mot thu khong bi chan. Tinh xac suat dé d6 1a thu ding.

¢) Trong s6 céc thu bi chan, c¢6 bao nhiéu phan tram la thu dang? Trong s6 cac thu

khong bi chan, c6 bao nhiéu phan tram 1a thu rac?

& Bai 17. Trong mot nha may c6 hai phan xuéng. Phan xuéng I san xuat 40% san pham.
Phan xudng II san xuat 60% san pham. Xac suat lam ra phé pham ctia hai phan xuéng I
va II tuong tng 1a 0,05 va 0,02. Chon ngau nhién mot san pham clia nha may thi dé 1a phé

pham. Tinh xac suat dé san pham dé 1a do phan xudéng I san xuat.

& Bai 18. Mot doi tuyen thi ban sing c6 10 xa thii, bao gom 4 xa tht hang I va 6 xa thi
hang II. X4c suat ban tring muc tiéu ciia xa thit hang I va hang IT 1an luot 1a 0,75 va 0,6.
Chon ngau nhién mot xa tht va xa thit d6 chi ban 1 vien dan. St dung so do hinh cay, tinh

xac suat de vien dan d6 trang muc tiéu.
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& Bai 19. Truéce khi dua ra thi truong mot san pham, cong ty phéng van 800 khach hang
va duge két qua 1a 550 nguoi noi sé mua, con 250 ngudi néi sé khong mua. Theo kinh nghiem
clia nha san xuét thi trong nhitng ngudi néi sé mua sé c6 60% s6 ngudi chic chan mua, con
trong nhitng ngudi néi sé khong mua lai c6 1% ngudi chiac chan mua. Chon ngau nhién mot

khach hang. X4c suat chon duge khach hang chic chan mua 13 bao nhiéu?

& Bai 20. O mot trai dudng ldo, ti 1é ngusi mac bénh tim mach 1a 25%. Ti lé nguoi hat
thudc trong s6 ngudi mac bénh tim mach gap 2 lan ti 1é ngusi hat thude trong sd nhing
nguoi khong mic bénh tim mach. Tinh xac suat mot ngusi § trai dudng 1do mac bénh tim
mach, biét rang ngusi d6 hiat thude.
& Bai 21. Khao sat § mot truong dai hoc c¢6 35% s6 may tinh sit dung hé diéu hanh X. Ti
lé may tinh bi nhiém virus trong s6 cac may dung hé diéu hanh X gap 4 lan ti 1é may tinh
bi nhiém virus trong s6 cac méay khong dung hé dicu hanh X. Tinh xac suat mot may tinh
stt dung heé diéu hanh X, biét rang may tinh d6 bi nhiém virus.
& Bai 22. C6 hai chuong thdé. Chuong I ¢6 12 con thoé trang va 13 con tho nau. Chuong
IT ¢6 14 con thé trang va 11 con thé nau. Tung mot con xtc xic can doi. Néu xuat hién 6
cham thi ta chon chuong I, néu trai lai ta chon chuong II. Tt chuong chon duge bat ngau
nhién mot con thé.

a) Gia sit bat duge con thd trang. Tinh xac suat dé dé 1a con tho ciia chuong I1.

b) Gid st bat duge con thé nau. Tinh xac suit dé do la con thé ciia chudng 1.
& Bai 23. C6 hai cai hop. Hop thit nhat c6 4 bi tr d&ng va 5 bi den. Hop thit hai c¢6 5 bi
trang va 4 bi den. Chon ngau nhién 3 vién bi ¢ hop thit nhat bé vao hop thit hai roi sau do6

chon ngéu nhién 1 vién bi ¢ hop thit hai. Tinh x4c suat dé lay dugc bi tring.
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3 ON TAP CHUGNG 6
B 521 Tér
Tréc nghiém nhiéu phuong én luva chon

$% Cau 1. Cho A, B la cac bién ¢6 théa méan P (A- B) = 0,35, P(A) = 0,25, P (B | A) = 0,8.
Gia tri ctia P(B) bang
1 3 2
¢ Cau 2. Cho hai bién ¢6 A; B v6i P(B) = 0,7; P(A|B) = 0,6 vd P(A|B) = 0,3. Khi d6
P(A) bang
() 0,45. 0,6. ©) 0,51. D) 0,3.

¢ Cau 3. Cho so do hinh cay sau

Két qua Xac suat
B AB 0,12
B AB 0,28
Goce
B AB 0,27
B AB 0,33
Tinh P(B).
@) 0,4. 0,78. © 0,55. (D) 0,65.

¢ Cau 4. Mot benh vién c6 hai phong kham 1a phong A va phong B véi kha nang lya
chon ctia bénh nhan 14 nhu nhau. Ti lé bénh nhan nam c6 & phong A va phong B lan luot
12 60% va 40%. Mot nguai benh duge chon ngau nhiéu tit hai phong kham .Tinh x4c suat

dé nguoi benh duge chon ngudi nay la nam la

@) 0,6. 0,5. © 0,4. D 0,3.

4> Cau 5. O mot dia phuong X, xac suit dé mot ngudi 16n trén 40 tudi mic bénh ung thu

14 0,05. Xac suat bac si chan doan ding mot ngudi mic bénh ung thu 1a 0,78 v chan doan
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sai (khong bi ung thu nhung dudc chan dodn m#c bénh) 1a 0,06. Xac suat dé mot ngudi

nhan dugc két qua chan doan khong bi ung thu bang

(A) 0,40625. 0,096. (© 0,904. (D) 0,59375.

¢S Cau 6. Mot hop ¢6 5 qua cau trang va 10 qua cau den cting kich thuée va khdi lugng.
Lay ngau nhién lan lugt hai qua cau (khong hoan lai) tit hop. Xéc suat dé lan thit hai lay
duge qua cau trang la

2 2 5) 1
4> Cau 7. O mot dia phuong X, xéc suit dé mot ngudi 16n trén 40 tudi mic bénh ung thu
14 0,05. X4ac suat bac si chan doan ding mot ngudi mac bénh ung thu 14 0,78 va chan doan
sai (khong bi ung thu nhung dugc chan dodn mic bénh) 1a 0,06. Xac suat dé mot ngudi

that sy mac benh ung thu khi nhan duge két qua chan doan bi ung thu bang

(A) 0,40625. 0,096. (©) 0,904. (D) 0,59375.

&> Cau 8. Trong ki thi t6t nghiép trung hoc phd thong, trusng THPT X ¢6 60% hoc sinh
lta chon khéi D dé xét tuyén dai hoc. Biét réing, néu mot hoc sinh lira chon khéi D thi xac
suat dé hoc sinh d6 db dai hoc 1a 0,7 con néu hoc sinh khong lua chon khéi D thi xac suét
dé hoc sinh d6 dé dai hoc 1a 0,8. Chon ngau nhién mot hoc sinh ctia truong THPT X da
t6t nghiep trong ki thi trén. Xac suat dé hoc sinh dé chon khéi D biét hoc sinh nay da dé

dai hoc la:

7 21

3 6
i 5 5 © 7
> Cau 9. Mot nha may c6 2 xudng san xuat. Xudng I chiém 65% tong san pham. Xudéng
IT chiém 35% tong san pham. Biét ring ty lé dat san pham chat lugng t6t ciia hai xudéng
lan luot 1a 90% va 85%. LAy ngdu nhién 1 san pham ctia nha may, xac suat dé san pham

d6 dat chat lugng tot 1

@A) 0,585. 0,5525. (©) 0,8825. (D) 0,8675.

$> Cau 10. Chon ngau nhién mot gia dinh c6 2 con. Biét rang gia dinh d6 c6 con gai. Xac

suat dé gia dinh dé c6 mot con trai, mot con gai la
2 3 3 2
¢S Cau 11. Gieo hai con xtic xic can dbi. Biét rang c6 it nhat mot con xtc xic xuat hién

mit 5 chim. Xac suat dé tong sd cham xuat hién trén hai con xtc xic bang 7 1a

3 2 4 3
s © 3 3
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¢ Cau 12. Tung hai con xtc xic can doi. Biét ring tong sé6 cham xuat hién trén hai con
xtic xic bang 8. Xac suat dé it nhat c6 mot con xtc xac xuat hién mit 3 cham la

® ;. ® : ©: ®
> Cau 13. Mot 16p 12 ¢6 40 hoc sinh. Trong d6 c6 22 em dang ki thi Dai hoc quéc gia
(DHQG), 25 em dang ki thi Dai hoc Béach khoa (DHBK), 3 em khong dang ki thi ca hai
dai hoc nay. Chon ngau nhién mot hoc sinh. Biét rang em d6 dang ki thi DHQG. Xac suat

em do dang ki thi DHBK la

6 7 8
I ® 1 3 O

Stt dung bang sau dé trd 1oi cdc cau hdi trong 4 a), b), c)

> Cau 14. Toan thé nhan vién ctia mot cong ty dude héi ¥ kién vé mot du thao chinh

sach phic lgi mé6i. Két qua dugde ghi lai 6 bang sau:

fJng ho | Khong ting ho

Nhan vién nam 45 12

Nhan vién nit 35 8

Chon ngau nhién mot nhan vién ciia cong ty. Goi A 1a bién ¢6 “Nhan vien d6 1a nam
gi6i” va B 1a bién ¢6 “Nhan vien d6 ting ho dy thdo chinh sach phic 1gi méi”.
a) Xac suat ctia bién cd A véi dieu kien B 1a

9 15 21

1_6. @ 1_9- @ %- @ E-
b) X4ac suat ctia bién c6 B véi dieu kien A 1a

9 21

15
1_6. 1_9. @ %. @ I
c) Xac suat xdy ra it nhat mot trong hai bién ¢6 A va B la

@A) 0,45. 0,67. © 0,8. (D) 0,92.
> Cau 15. Co6 hai chuong ga giong. Chuong I c6 15 con, trong d6 c6 3 con ga trong.
Chuong IT ¢6 20 con, trong d6 c6 4 con ga trong. Mot con tit chuong II nhiy sang chuong

I. Tit chudng I bat ngdu nhién 1 con. Xac suat dé con ga bat dudc la ga tréng bang

@) 0,2. 0,2375. (©) 0,2069. (D) 0,2344.

Trdc nghiém ding sai

$> Cdu 1 (THPTQG 25 - CT ). Mot pham mém nhan dang tin nhan quang céo trén
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dién thoai bang cach dua theo tit khoa dé danh dau mot s6 tin nhin dude gii dén. Qua
mot thoi gian dai stt dung, ngudi ta thay ring trong sé tat cd tin nhan gui dén, c6 20% s6
tin nhan bi danh dau. Trong s6 cac tin nhan bi danh dau, c6 10% sb tin nhan khong phai
quang cao. Trong cac tin nhan khong bi danh dau, c6 10% so tin nhan 14 quang cdo. Chon
ngau nhién mot tin nhan duge gii dén dien thoai.

(A)  Xac suat dé tin nhin d6 khong bi danh dau 14 0,8.

~ XAc suat dé tin nhin do6 khong phai 14 quing cdo, biét ring né khong bi danh
dau, bang 0,95.

(C)  Xéc suit dé tin nhan d6 khong phai 1a quing cdo bing 0,76.

@ ~ XA4c suat dé tin nhan dé khong bi danh dau, biét ring né khong phai l1a quang
c&o, nho hon 0,95.
$> Cau 2. C6 hai hop bi, mdi hop ¢6 5 vien bi, hop I ¢6 3 bi dé va 2 bi trang, hop II ¢6 2
bi d6 va 3 bi trang. Lay mot bi tit hop I bé vao hop II, roi tit hop II 1ay ngau nhién 2 vién
bi. Khi doé:

(A)  X&c suat dé hai bi cting mau béng 0,4267.

~ Xac suat dé trong hai bi ¢6 it nhat mot bi do bang 0,58.

(©)  Xac suit dé trong hai bi c6 diing mot vien bi dé bing 0,86.

(D) Biét hai bi lay ra tit hop 1T ¢6 1 vien bi dé. Xac xudt dé bi lay ra tit hop I 1a do
bang 0,5.
¢ Cau 3. Trude khi dua mot loai san pham ra thi truong, ngudi ta da phéng van ngau
nhién 200 khach hang vé san pham dé6. Két qua théng ké nhu sau: c6 105 ngudi tra 1i “sé
mua’; ¢6 95 ngudi tra 10i “khong mua”. Kinh nghiém cho thay ti lé khach hang thyc sy sé
mua san pham tuong ing véi nhitng cach tra 161 “sé mua” va “khong mua” lan lugt 1a 70%

va 30%.
Goi A la bién c¢6 “Ngusi duge phéng van thuc sy sé mua san pham”.

Goi B la bién ¢6 “Ngusi duge phong van tra 10i sé mua san pham”.

(A)  Xacsuat P(B) = % va P(B) = %

~ Xac suat ¢6 dieu kien P(A|B) =0, 3.

(©)  Xa&c suat P(A) = 0,51.

@ ~ Trong s6 nhitng ngudi duge phéng van thite sy s mua san pham c6 70% ngudi
da tra 101 “sé mua” khi duge phong van (két qua tinh theo phan tram duge lam tron dén

hang don vi).

> Biin soan: Noé Die Tai - B 0889 971 004

263



264

= Chuong 6. Xac sult c6 diéu kién

¢ Cau 4. Truong Hanh Phiic ¢6 1000 hoc sinh thi ¢6 200 hoc sinh tham gia cau lac bo
am nhac, trong s6 hoc sinh d6 c6 85% hoc sinh biét choi dan guitar. Ngoai ra, c¢6 10% s6
hoc sinh khong tham gia cau lac bo am nhac ciing biét choi dan guitar. Chon ngau nhién
1 hoc sinh ctia truong.

@ ~ XA4c suat chon dugce hoc sinh khong tham gia cau lac bo am nhac 13 0, 9.

~ Xac suat chon dugce hoc sinh vita tham gia cau lac bo am nhac vita biét choi
dan ghi ta 1a 0, 17.

(C)  XA&c suit chon duge hoc sinh biét choi dan ghi ta 1a 0, 25.

D)  Gia st hoc sinh d6 biét choi dan guitar. Xac suat chon duge hoc sinh thuoe cau
lac bo am nhac 14 0, 7.
¢S Cau 5. Mot ctta hang muon du doan kha nang khach hang quay lai mua sam lan nita
dua trén dit lieu khao sat. Ho da khao sat 400 khach hang va ghi nhan: 250 ngusi danh
gid "tot" vé trai nghiem mua sam, va 150 nguoi danh gia "khong t6t". Dit lieu trude day
cho thay ty lé khach hang thyc sit quay lai mua sam trong s6 nhiing nguoi danh gia "tot"
13 60%, con trong s6 nhitng ngudi danh gia "khong tot" 1a 20%. Goi A 1a bién c¢6 "Khéch
hang thic sy quay lai mua sam" va B 1a bién c6 "Khach hang danh gia ’t6t’ vé trai nghiem
mua sam".

5

A& __ P(B) =< wP(B) =

~ P(A|B) =0,6.

(©  P(A)=0,5.

1
g

@ ~ Trong s6 nhitng khach hang thyc sy quay lai mua sam, c¢6 duéi 75% da danh
gia "t6t" ve trai nghiem mua sam.
¢ Cau 6. Trong mot hop dung 5 qua cau chita phiéu c6 thudng va 10 qua cau chita phiéu
khong c6 thudng (cac qua cau cung hinh dang, kich thude va khéi lugng). Hai ban Binh,
An lan lugt 1ay ngau nhién (khong hoan lai) mdi ban mot qua. Ban Binh 1y trude, ban An
lay sau.

(A)  X&c suat ban Binh lay duge qua cau chita phiéu c6 thudng 1 % .

(B)  Biét ban Binh da lay dudc qui cau chita phiéu c6 thudng, xac suat dé ban An
lay dugc qua cau chia phiéu c6 thudng la % .

@ ~ XAc suat dé ca hai ban cling lay dugc qua cau chita phiéu c6 thudng 1a % .

(D)  Biét An lay dudc qui cau c6 phiéu tring thudng, xac suat dé Binh liy duge

2 X s s X . 2 N 2
qua cau c6 phieu trang thudng la -
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> Cau 7. Mot nha may c6 hai phan xudng cling san xuat mot loai san pham. Phan xudéng
A va B lan lugt san xuat 55% va 45% tong s6 san pham ctia nha méy. Ti lé san pham t6t
ctia phan xudng A va B lan lugt 1& 90% va 95%. Lay ngau nhién mot san pham trong kho
hang ctia nha may:

(A)  XAc suat dé san pham d6 do phan xudng A san xut 1a 0,55 .

~ Biét rang san pham lay ra la san pham tot, xac suat san pham d6 do phan
xudng A san xuat 16n hon 0,55 .

@ ~ Biét ring san pham lay ra la phé pham, xac suat san pham d6 do phan xudng
B san xuat nhé hon 0,25 .

(D)  Gia sit trong mot thang nha mdy san xudt duge 16800 sin pham thi s san
pham t6t ctia phan xuéng A san xuat ra sé nhiéu hon sé san pham tot ctia phan xuéng B
la 1134 san pham .
¢ Cau 8. Khdi 12 ctia mot truong THPT 6 tinh Nam Dinh duge théng ke va thay c6 54%
hoc sinh thich khdi A | 35% thich khdi B , moi hoc sinh chi duge thich duy nhat mot khoi
va khi thong ké chi quan tam téi cac khoi A, B, C . Biét rang trong cac ban nam c6 70% la
thich khoi A, 25% thich khéi B con trong cac ban nit chi ¢6 30% thich khdi A. Chon ngau
nhién mot hoc sinh tit khéi 12 ciia trudng nay

(A)  X&c suat dé chon dugc hoc sinh thich khéi C 1a 0,11 .

~ Xac suat chon dugc hoc sinh thich khéi A biét hoc sinh nay 1a nit, bang 0,3 .

(C)  XA&c suit dé chon dugc hoc sinh nit 14 0, 4 .

@ ~ Xac suat chon dugce hoc sinh nit, biét rang hoc sinh nay thich khoi B , bang
0,57 .
¢S Cau 9. Trong mot khu dan cu, ti 1é nguoi nghién thudc 14 va va bi ung thu vom hong la
15%. C6 25% ngudsi nghién thude 14 nhung khong bi ung thu vom hong, 50% ngudsi khong
nghién thudc 14 va khong bi ung thu hong va ¢6 10% s6 ngudi khong nghién thude 14 nhung

mic ung thu vom hong.

& Goi A 1a bién c6 “ngudi dé nghién thudc 14”.

& Goi B la bién ¢6 “ngudsi d6 bi ung thu vom hong”.
Xét tinh dang sai clia cAc ménh dé sau

(A)  P(AB) =025 va P(AB) = 0,15.

~ P(A)=06.

(©  P(B|A) =0,375.
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(D) Véi nhitng dit ligu théng ké nhu trén c6 thé thiy nguy co ctia ngudi nghién
thubc 1a méc ung thu vom hong gap 2,25 lan ngudi khong nghién thudc 4.
> Cau 10. Mot t6 chitc nghien citu dang khao sat moi lien he gitta viec tai xé st dung dien
thoai di dong khi dang 14i xe va kha ning gay tai nan giao thong. Két qua cho thay:-Néu
mot ngudi tai xé sit dung dién thoai khi dang lai xe, xac suat dé nguoi tai xé do gay tai
nan 1a giao thong 1a 0,4.-Néu mot nguoi tai xé khong st dung dién thoai khi dang lai xe,
xéac suat ngudi tai xé d6 khong gay tai nan giao thong 1a 0,95.-X4ac suat dé ngusi tai xé do
stt dung dién thoai khi dang lai xe 1a 0, 02.

@ ~ Néu ¢6 1000 nguoi tham gia khdo sat thi ¢6 20 ngudi st dung dién thoai khi
dang lai xe.

~ Néu biét rang nguoi tai xé d6 khong sit dung dién thoai khi dang lai xe, xac

suat dé ngudi d6 gay tai nan giao thong la 0, 05.

(C)  Néu biét raing ngudi tai xé d6 gay tai nan giao thong, xac suat ngusi do st dung
. _— : 8
dién thoai khi dang lai xe la =
@ ~ Viéc stt dung dién thoai di dong khi dang 14i xe lam tdng xac suat gay tai nan

giao thong lén 10 1an so véi khong stt dung dién thoai di dong khi dang 14i xe.
> Cau 11. Tai mot trusng trung hoc pho thong, sau khi ¢6 két qua thi tét nghiép trung
hoc phé thong mon Toan nam 2024. Ngudi ta khéo st vé mdi quan heé giita viec hoc sinh
c6 hoc bai mon Toan trude khi di thi va két qua thi mon Toan. Két qua khao sat cho thiy:
90% hoc sinh khoi 12 clia truong c6 hoc bai mon Toan trude khi di thi; 10% hoc sinh khoi
12 ctia truong khong hoc bai mon Toan truée khi di thi. Trong s6 hoc sinh hoc bai truée
khi di thi c6 99% dat diém tit trung binh tré lén mon Toan. Trong s6 hoc sinh khong hoc
bai trude khi di thi ¢6 95% dat diém duéi trung binh mon Toan. Chon ngau nhién moét hoc
sinh khéi 12 ctia truong. Goi A la bién c6 “ Hoc sinh dat diém tit trung binh tré lén mon
Toan”. Goi B 1a bién c¢6 “ Hoc sinh ¢6 hoc bai mon Toan truée khi di thi ”.

(A) _ Xacsuat P(B)=0,9va P (B)=0,1.

_ Xéc suat c6 diéu kien P (A|B) =0, 05.

(C©) _ Xéc sudt P (A) = 0,896.

@ ~ Trong s6 nhitng hoc sinh dat diém duéi trung binh mon Toan c¢6 91% hoc sinh
khong hoc bai mon Toan trude khi di thi (két qua tinh theo phan tram duge lam tron dén
hang don vi).

¢ Cau 12. Trong mot cudc khao sat 1000 hoc sinh thi ¢6 200 hoc sinh tham gia cau lac
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bo thé thao, trong s6 hoc sinh dé c6 85% hoc sinh biét choi béng da. Ngoai ra, c6 10% s6
hoc sinh khong tham gia cau lac bo thé thao ciing biét choi béng da. Chon ngau nhien 1
hoc sinh ctia nhém khéao sat.

(A)  X&c suat chon duge hoc sinh vita tham gia cau lac bo thé thao vita biét choi
bong da la 0, 25.

~ Gid sit hoc sinh d6 biét choi bong da. Xac suat chon duge hoc sinh thuoce cau
lac bo thé thao 1 0, 68.

(C)  XA&c suit chon duge hoc sinh khong biét choi béng da 1a 0, 75.

@ ~ Xéc suat chon duge hoc sinh tham gia cau lac bo thé thao 1a 0, 2.
$© Cau 13. . Cac thi sinh tham dy mot cudc thi hoa khoi phai trai qua ba vong thi: Vong
so khao, Vong ban két vd Vong chung két. Biét riing, ban t6 chiic sé chon ra 50% thi sinh
da dang ki dé vao Vong so khao. Khi két thic vong so khao, ban t6 chiic sé chon ra 30%
thi sinh ctia Vong so khao dé vao Vong ban két. Khi két thic vong ban két, ban to chic sé
chon ra 20% thi sinh ctia Vong ban két dé vao Vong chung két. Chon ngau nhién 1 thi sinh
dang ki tham diyr cude thi hoa khoi.

@ ~ Xé4c suat dé thi sinh dugde chon lot vao Vong so khao 1a 0, 5.

~ Xac suat dé thi sinh duge chon lot vao Vong ban két 1a 0, 3.

@ ~ Xac suat thi sinh dugc chon lot vao Vong chung két 1a 0, 03.

(D) Biét rang thi sinh duge chon khong lot vao Vong chung két, xac suit thi sinh
doé lot vao Vong so khao nhé hon 0, 49.
O Cau 14. Gia st 6 mot dong xu can bang (fair coin) va mot dong xu thién lech (biased
coin) ma mat ngita (heads) xuat hién véi xac suat Z Mot nguoi choi chon ngau nhién mot
trong hai dong xu va tung né ba lan. Goi A 1a bién c¢6: “Ngudi choi chon dong xu can bang”;

B 1a bién cb: “Ba lan tung dong xu déu xuat hién mit ngia”.

3

 P(B|A)= <

(C)  X4c suat ngudi d6 chon dude dong xu can bing biét ring két qua ba lan tung
dong xu déu xudt hién mat ngiia 14 0,25 (két qua lam tron dén hang phan tram).

(D) Biét ring dong xu dudc chon tung ba lan déu xuit hién mit ngita, xéc sut
ngudi choi d6 tung lan thit tu tiép tuc xuat hien mat ngita 1a 0,69 (két qua lam tron dén

hang phan tram).
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&> Cau 15. Mot cong ty to chiic chuong trinh béc tham tring thuéng nhan dip nghi 18
30/4 va 1/5 cho 100 nhan vién. Trong hop c¢6 100 vé, trong dé6 c6 4 vé triung thudng tour
du lich mién phi ¢ Thai Lan, 10 vé trung thuéng tour du lich mién phi 6 Da Nang va 20
vé triung thudng tour du lich mién phi tai Cita Lo (Nghé An), cac vé con lai trang thuéng

nam tri¢u dong. Lan lugt tiing nhan vién lén bdc ngau nhien mot vé (khong hoan lai).

Phét biéu D|S
(A) Xéc sudt dé ngusi boe tham thit nhiat boe duge vé tring thudng nam trieu
dong 1a 33
& 50

Xac suat dé nguoi béc tham thit hai boc duge vé tring thudng nam trieu dong

13 . A N N, A - 2, A A 2 - - PN X
la 20 biet rang ngusi boc tham thit nhat boc duge vé trang nam triéu dong.

(C) X4c suit dé ngusi béc tham thtt hai béc duge vé tring thudng nim trigu
dong 1a 3
ST

@ Dé tao bat ngd cho ngudi boc tham tiép theo, sau khi ngudi thit nhat boc
tham, nguoi dan chuong trinh gitt lai vé va khong cong bd két qui. Nguoi boc

tham tht hai béc duge vé tring nam trieu dong. Xac suat dé ngusi béc tham
Lz : s .. 65
thi nhat boc duge vé trung thudéng tring nam triéu dong la 9"

¢ Cau 16. Ban An lam bai thi phan tric nghiém ding sai gom 4 cau héi méi cau 1 diém,
trong d6 ban lam chic chan ding hai cau con hai cau con lai ban chon ngau nhién ding
hoac sai.

7z 2 2 N ~ ].
@ ~ Xac suat dée ban An duge 4 diem phan trac nghiém dung sai la %5

Z 2 2 Y Z 1
~ Xéc suat de ban An duge 3,5 diem phan trac nghiém ding sai la 3

(C)  XA&c suit dé ban An duge 2 diém phan trac nghigm ding sai 1a 3%

(D)  X4c sudt dé ban An dugc 3 diém phan tric nghiem diing sai 1a %
¢ Cau 17. Nobita va Shizuka chuan bi di tham quan hon ddo Honshu trong hai ngay thit
B4y va Chi nhat tuan nay. O hon ddo Honshu nay, méi ngay chi c6 ning hodc mua, néu
mot ngay 13 nang thi kha ning x4y ra mua & ngay ngay tiép theo 1a 20%, con néu mot ngay
1a mua thi kha niang ngay hom sau van mua 1a 30%. Theo duy bao thdi tiét, xac suat troi sé
nang vao thit By tuan nay 1a 0,7. Goi A 1a bién c¢6 “Ngay thit Bdy tuan nay troi nang” va
B 1a bién c6 “Ngay Cht nhat tuan nay troi mua.

(A)  P(A)=0,T.

~ XA4c suat c6 dieu kien P(B | A) = 0,77.
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(C)  XA&c sudt ngay chii nhat tuan nay trdi nang 1a 80%.
(D)  Ban meo may Doraemon c6 thé dén dugc tuong lai nhung lai chi dén hon dio
vao ngay Chii nhat va bao cho Nobita biét rang Chti nhat tuan nay troi mua, khi dé xac

suat ngay thit 7 troi nang 14 62% (lam tron dén hang don vi theo don vi phan tram).

Ty lu@n

& Bai 1. Ong Hai rat ngdu nhien mot 14 bai tit bo bai tay 52 1a. Goi A la bién ¢ “La bai
duge chon 1a 14 K” va B 1a bién ¢ “La bai dugce chon 1a chat co”. Tinh P(A), P(A | B) va
P(A | B).

& Bai 2. Mot loai vaccine dugc tiem & dia phuong X. Ngudi ¢6 bénh nén thi v6i xac suat
0,35 c6 phan ting phu sau tiém; nguoi khong c6 bénh neén thi chi ¢6 phan ting phu sau tiém
v6i xac suat 0,16. Chon ngau nhién mot ngudi dugce tiém vaccine va ngudi ndy c6 phan
tmg phu. Tinh x4c suat dé ngudi nay cé bénh nén, biét ring ti 1é nguoi c¢6 bénh nén & dia

phuong X 1a 18%.

& Bai 3. Chuong I ¢6 5 con ga mai, 2 con ga trong. Chuong II ¢6 3 con ga méi, 5 con ga
trong. Bac Mai bat mot con ga trong so6 do6 theo cach sau: “Bac tung mot con xic xac can
d6i, dong chat. Néu s6 cham chia hét cho 3 thi bac chon chuong I. Néu sé cham khong chia
hét cho 3 thi bac chon chuong II. Sau do6, tit chuong da chon bac bat ngau nhién mot con

ga”. Tinh x4c suat dé bac Mai bat dugce con ga mai.

& Bai 4. C6 hai cai hop giong nhau, hop thit nhat chita 5 qua béng ban mau trang va 3
qua béng ban mau vang, hop thit hai chita 4 qua béng ban mau trang va 6 qua boéng ban
mau vang. Cac qua bong c6 cling kich thude va khéi luong. Minh 1ay ra ngau nhién 1 qua
bong tit hop thit nhat. Néu qua bong dé 1a bong vang thi Minh 1ay ra ngau nhién dong thoi
2 qua bong tit hop thit hai; néu qua béng d6 mau trang thi Minh 1y ra ngau nhién dong
thoi 3 qua bong tir hop thit hai.

a) St dung so do hinh cay, tinh xac suat dé c6 ding 1 qua béng mau vang trong cac qua

bong 1ay ra tit hop thit hai.

b) Biét ring cac qua béng lay ra tit hop thit hai déu c6 mau trang. Tinh x4c suat dé qua

bong lay ra tit hop thit nhat c6 mau vang.
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& Bai 5. Mot van dong vién bong ban thang 60% céac séc dau anh ta duge ra béng truée
va 45% cac séc dau anh ta khong dudce ra bong trude. Trong mot séec dau, trong tai gieo
mot dong xu can dbi dé xac dinh ai 14 ngusi ra bong trude. Tinh xac suat van dong vien

do6 thang séc dau.

& Bai 6. Mot doanh nghiép c¢6 30% s6 nhan vien trén 40 tudi. Ti 1é nhan vien trén 40 tudi
c6 bang dai hoc 1a 40%. Ti lé nhan viet khong qua 40 tudi c6 bang dai hoc 1a 60%. Chon

ngau nhién 1 nhan vién ctia doanh nghiép.
a) Tinh xac suat nhan vien duge chon c¢6 bang dai hoc.
b) Biét nhan vien dé cé bing dai hoc, tinh xac suat dé nhan vien dé trén 40 tudi.

& Bai 7. Hai xe may X va Y cling san suat mot san pham. Ti lé san pham dat chuan ciia
may X va may Y lan lugt 1a 95% va 90%. Mot hop chita 1 san pham do may X san xuat va

9 san pham do méy Y san xuat. Chon ngdu nhién 2 san pham tit hop.
a) Tinh xac suat dé ca 2 san pham duge chon déu dat chuan.
b) Biét ca 2 san pham lay ra déu dat chuan, tinh x4c suat chiing do may Y san xuat.

& Bai 8. Nguoi ta quan sat mot nhoém ngudi truéng thanh trong 5 nam. O thoi diém bat
dau quan sat, c6 30% s6 nguoi duge quan sat thuong xuyén hat thude. Sau 5 nim, nguoi
ta nhan thay ti lé t& vong trong s6 nhiing ngudi thuong xuyén hat thude cao gap 3 lan ti
lé nay trong nhém nhiing nguoi con lai. Chon ngiu nhién mot ngudsi trong nhém va thay

ngudi nay t1t vong trong 5 nim quan sat, tinh x4c suat nguoi d6 thuong xuyén hut thude.

& Bai 9. Mot cip tré sinh doi c6 thé do cling mot triing sinh ra (goi dé 1a ciip song sinh
cung tring) hay do hai triing khéc nhau sinh ra (goi la cdp song sinh khéc tring). Cip song

: R . IR < : L PRSP SN
sinh cung tring luon c6 cung gidi tinh. Cap song sinh khéac triing cé xac suat 3 la cung gidi

tinh. Thong ké cho thay 34% cap song sinh cling 1a trai va 30% cip song sinh cling la gai.

a) Chon ngau nhién mot cip tré sinh doi. Tinh xac suat dé cap tré sinh doi dugc chon
la cap song sinh cung tring.
b) Chon ngau nhién mot cap sinh doi ta duge mot cap sinh doi ¢6 cung gidi tinh. Tinh

xac suat dé cap sinh doi nay la cip song sinh cling tring.

& Bai 10. Trén ban c6 hai hop bi véi hinh dang va kich thuée nhu nhau. Hop thit nhat c6
6 vién bi do, 7 viéen bi vang; con hop thit hai ¢6 10 vién bi dé, 11 vién bi vang. Céac vién bi
c6 hinh dang va kich thuéc nhu nhau. Chon ngau nhién mot hop bi va tit hop doé lay ngau

nhién moét vien bi. Tinh xac suat dé vien bi dugc lay c6 mau do.
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& Bai 11. Hop thit nhat c¢6 1 vien bi xanh va 5 vién bi do6. Hop thit hai ¢6 3 vién bi xanh
va 5 vién bi d6. Cac vien bi c6 cung kich thude va khoi lugng. Lay ra ngau nhién dong thoi
hai vién bi tit hop thit nhat chuyén sang hop tht hai. Sau d6 lai liy ra ngdu nhién dong
thoi 2 vién bi tir hop thit hai.

a) Tinh x4c suat dé hai vién bi 1y ra tit hop thit hai 1a bi dé.

b) Biét ring 2 vien bi lay ra tit hop thit hai 1a bi d6. Tinh xac suat dé 2 vien bi lay ra tit

hop thit nhat cling 1a bi do.

& Bai 12. Xép nam ban An, Binh, Chi, Diing, Phtic vao ban dai nam ngang, c6 nam ghé,

mdi ban ngoi mot ghé. Cé bao nhiéu cach xép sao cho An va Binh ngoi hai ghé canh nhau?

& Bai 13. Cho hai chuong tho, chuong thit nhat c6 12 con thoé trang va 3 con théd den,
chudng thit hai ¢6 9 con thé trang va 4 con thd den, cic con thd c6 cliing khoi lugng. Bat
ngau nhién mot con thé tit chuong thit nhat bé vao chuong thit hai. Sau d6, bat ngau nhién
hai con thé tit chuong tht hai. Tinh x4c suat dé hai con thé bit ra tit chuong thi hai c6
mot con tho tit chuong thit nhat mang sang, biét rang hai con thé dé c6 mau trang (két

qua lam tron dén hang phan tram).

& Bai 14. . C6 hai chiéc hop, hop I ¢6 6 qua béng mau dé va mot s6 qua béng mau xanh,
hop IT ¢6 7 quéa bong mau dé va 3 qua bong mau xanh, cac qua béng c¢6 cung kich thude
va, khoi Iugng. Lay ngau nhién mot qua bong tit hop I bd vao hop II. Sau do, lay ra ngiu
nhién hai qua béng tit hop II. X4c suat lay duge it nhat mot qua bong do tir hop II bang
%. Tinh xac suat dé qua béng dudc lay ra tit hop I 1a qua béng do, biét rang hai qua béng

lay ra tit hop II ¢6 it nhat mot qua bong d6 (lam tron két qué dén hang phan tram).

& Bai 15. Chon ngau nhién 4 s6 a, b, ¢, d thuoc tap hop S = {1,2,...,2025}. Tinh xac suat
dé 4 s6 chon ra thod man a? + b2 + ¢ + d? chia hét cho 5. (Két qua lam tron dén hang phan

tram).

& Bai 16. C6 ba dong xu duge dung trong mot hop kin. Dong xu thit nhat 1a mot dong
xu can doi v6i ty 1é mit nglta va mat sip bang nhau. Dong xu thit hai 1a mot dong xu bi
161 ¢6 kha nang mat ngtra xuat hien 1a 70%. Dong xu thit ba 1a mot dong xu hai mat ngtia
(khi tung luon ra mat ngita). Ban An lay ngdu nhién mot dong xu tit hop va tung no6 hai
lan. Két qua ctia hai lan tung cho thay xuat hién mot lan mat sip va mot lan méit ngia.
Tinh xac suat dé dong xu ban da chon la dong xu thit hai (dong xu bi 16i) (Két qua lam

tron dén hang phan tram).
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& Bai 17 (THPT QG 2025- CT). C6 bon ngan (trong mot gia sach) duge danh sb6 thit
tw 1, 2, 3, 4 va 8 quyén sach khac nhau. Ban An xép hét tdm quyén sach néi trén vao bon
ngan do sao mdi ngan cé it nhat mot quyen sach va cac quyen sach duge xép thang ding
thanh mot hang véi gay sach quay ra ngoai méi ngan. Khi da xép xong tam quyén séach,
hai cach xép ctia ban An dugc goi 1a gidong nhau néu ching théa man dong thoi hai diéu
kién sau day:

+ V6i timg ngan, s6 lugng quyén sach ¢ ngan dé 1a nhu nhau trong ca hai cach xép;

+ Véi timg ngan, thit tu tir trai sang phai clia cdc quyen sach dude xép la nhu nhau trong
c hai cach xép.

P . T .
Goi T 1a 806 cach xép doi mot khac nhau ciia ban An. Gia tri cia 200 bang bao nhiéu?

& Bai 18(THPT QG 2025- CT). Ban Nam tham gia mot cudc thi @
gidi mot mat thu. Theo quy tic clia cudce thi, ngudi choi can chon ra

sdu sO tU tap S = {41; 42; 43; 44; 45; 46; 47; 48; 49} va xép mdi s6 @ G
vao dang mot vi tri trong sau vi tri A, B, C', M, N, P nhu hinh vé

bén sao cho mdi vi tri chi duge xép mot s6. Mat thu sé duge giai néu (g @ C
cac bo ba s6 xuat hién & nhitng bo ba vi tri (4, M, B), (B, N, C),
(C, P, A) tao thanh cac cap s6 cong theo thit ty do.

Ban Nam chon ngau nhién sau s6 trong tap S va xép ngau nhién vao cac vi tri dudge yéu
X . 2 £ 2 e 2. ~ ~ 2 X N £ 2 N ., . 2 4
cau. Goi xac suat dé ban Nam giai dugc mat ma & lan chon va xeép doé la a. Gia tri cua —
a

bang bao nhicu?

2 ~ , 2
& Bai 19. Xac suat bé An dugc me dan theo khi di mua sam la 5 Khi bé An dugce di theo
me thi 70% bé sé dugc me mua dd choi. Khi bé khong di theo me, c6 thé me vin mua do
P PN N 14

choi cho bé. Xac suat bé duge di theo me biet rang bé dugec me mua do choi la %" Khi bé
khong di theo me, xac suat bé duge me mua cho do choi 1a bao nhiéu?
& Bai 20. Mot nha may san xuat san pham A c6 ty 1é san pham bi 16i 1a 1,5%. Nha may
st dung hai hé thong kiém tra chat lugng doc lap dé phat hiéen 16i:

¢ He théng 1: Xac suat phat hien chinh xac san pham 16i 14 95%. X4ac suat béo 16i nham

tréen mot san pham khong 161 1a 1%.
¢ He thong 2: Xac suat phat hien chinh xéc san pham 16i 1a 90%. Xéc suat bao 16i nham

trén mot san pham khong 16i 1a 5%.

Chon ngau nhién mot san pham. Biét rang san pham nay bi ca hai hé théng kiém tra déu
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béo 16i. Tinh x4c suat dé san pham nay thuc té khong bi 16i. Két qua xac suat nay sau khi
da lam tron dén hang phan nghin.

& Bai 21. Mot ngusi tham gia tro choi v6i ba hop qua dac biét: Hop mau vang c¢6 2 dién
thoai iPhone va 3 tai nghe, hop mau bac c6 4 dién thoai iPhone va 1 tai nghe va hop mau

dong c6 3 dien thoai iPhone va 2 tai nghe. Luat choi duge thyc hién qua 2 buée sau:
& Bude 1: Nguoi choi chon ngau nhién mot hop.
& Bué6e 2: Tt hop da chon, ngudi choi 1ay ngau nhién 1 mén qua:
% Néu qua l1a dién thoai iPhone, ngusi choi duge gitt né va lay them 1 qua nita ti
cung hop.
+ Néu qua la tai nghe, tro choi két thic.
Biét rang ngusi choi 1lay dude hai dién thoai iPhone, tinh xac suat dé ngusi d6 lay tit hop
mau bac (Iam tron két qua dén hang phan muoi)

& Bai 22. Goi S 1a tap hop cac s ti nhién gom 6 chit s6 doi mot khac nhau duge lap ti
tap A = {0;1;2;3;4;5;6}. Lay ngau nhien mot s6 tir S. Tinh xac suat sao cho lay duge sb
c6 dang aiasazasasag thoa man didu kien aq + ag = ag + ay = a5 + ag (két qua dé dusi dang

s6 thap phan va lam tron dén hang phan tram).
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