
NGHIỆM THỰC CỦA ĐA THỨC VÀ ỨNG DỤNG 
LƯU VĂN NGÂN 

CHUYÊN BẮC NINH 

Chương 1. Cơ sở lý thuyết  

1. Định nghĩa.  Hàm số :f →   được gọi là đa thức nếu f =  const  hoặc tồn tại 

*n∈  và các số thực 0 1 2, , ,..., na a a a  với 0na ≠  sao cho 

( ) 1
1 1 0

0
...

n
n n k

n n k
k

f x a x a x a x a a x−
−

=

= + + + + =∑ . 

- Với 0 1 2, , ,..., na a a a  là các hệ số; na  là hệ số của bậc cao nhất và 0a  là hệ số tự do. 

- Với 0na ≠  thì n  được gọi là bậc của đa thức ( )f x , kí hiệu là deg f n= . 

- Khi 1na =  thì đa thức trên được gọi là đa thức chuẩn tắc hay đa thức monic bậc n . 

2. Nghiệm của đa thức 

2.1. Định nghĩa. Cho [ ]f x∈  và α ∈ . Ta nói α  là nghiệm thực của ( )f x  nếu 

( ) 0f α = . 

2.2. Định lí Bézout 

Cho [ ]f x∈  và α ∈ . α  là nghiệm thực của ( )f x  khi và chỉ khi ( ) ( )f x x α−  

2.3. Nghiệm bội 

Cho [ ]f x∈ , α ∈  và *k∈ . Ta gọi α  là nghiệm thực bội k  của ( )f x  nếu ( )f x  

chia hết cho ( )kx α−  nhưng không chia hết cho ( ) 1kx α +−  tức là 

( ) ( ) ( ). ,kf x x g x xα= − ∀ ∈  và ( ) 0g α ≠ . 

2.4. Nghiệm hữu tỉ, nghiệm nguyên 

Cho đa thức ( ) 1
1 1 0... , 0, , 0, .n n

n n n kf x a x a x a x a a a k n−
−= + + + + ≠ ∈ =  Nếu 

( ), , 1px p q
q

= =  là nghiệm của đa thức ( )f x  thì 0 , np a q a . 

- Nếu 1na =  thì các nghiệm hữu tỉ nếu có của ( )f x  đều là nghiệm nguyên với ( )f x  

là đa thức hệ số nguyên. 
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- Với mọi số nguyên m , ta có ( ) ( )f m p mq− . Đặc biệt, ( ) ( )1f p q− +  và 

( ) ( )1f p q− . 

Nhận xét. Nếu 1,α α≠ ± ∈  là nghiệm của ( ) [ ]f x x∈  thì 
( ) ( )1 1

;
1 1
f f
α α

−
∈

− +
 . 

2.5. Tính chất nghiệm của đa thức 

- Cho [ ]f x∈  có các nghiệm 1 2, ,..., mx x x  với bội tương ứng là 1 2, ,..., mk k k  thì tồn 

tại [ ]g x∈  sao cho ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 ... .mkk k
mf x x x x x x x g x= − − − . 

- Nếu deg f n=  và ik  là bội của nghiệm , 1,ix i m=  thì 1 2 ... mk k k n+ + + ≤ . 

- Mọi đa thức bậc 1n ≥  đều có tối đa n  nghiệm thực. 

- Nếu đa thức ( )f x  có bậc n≤  và có ít nhất 1n +  nghiệm thực thì ( ) 0f x ≡ . 

- Nếu đa thức ( )f x  có bậc n≤  và nhận 1n +  giá trị như nhau tại 1n +  điểm khác nhau 

của biến thì ( )f x C≡ . 

- Nếu hai đa thức ( )f x  và ( )g x  có bậc n≤  và nhận 1n +  giá trị như nhau tại 1n +  

điểm khác nhau của biến thì ( ) ( )f x g x= . 

3. Định lí Lagrange và Định lí Rolle 

3.1. Định lí Lagrange.  Giả sử ( )f x  xác định và liên tục trên [ ];a b , khả vi trên ( );a b

. Khi đó tồn tại ( );c a b∈  sao cho ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

. 

3.2. Định lí Rolle. Giả sử ( )f x  xác định và liên tục trên [ ];a b , khả vi trên ( );a b  và 

( ) ( )f a f b= . Khi đó tồn tại ( );c a b∈  sao cho ( ) 0f c′ = . 

Nhận xét. Áp dụng vào đa thức ( )f x  liên tục trên   và có đạo hàm ( )f x′ . Nếu 

( ) ( )f a f b=  thì tồn tại nghiệm c  của ( )f x′  thuộc khoảng ( );a b . Nếu ( )f x  có k  

nghiệm thì ( )f x′  có 1k −  nghiệm, ( )f x′′  có 2k −  nghiệm,… 

4. Quy tắc dấu Descarte: ( )
0

, 0
n

k
k n

k
f x a x a

=

= ≠∑ . 

Gọi D  là số nghiệm dương (kể cả nghiệm bội), L  là số lần đổi dấu trong dãy hệ số khác 

0 từ na  đến 0a (bỏ 0ka = ). 
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Khi đó D L≤  và L D−  là số chẵn. Do đó 2 ,L D m m− = ∈ . 

5. Định lí Viete 

- Định lí Viet thuận: Cho đa thức ( ) [ ]
0

n
k

k
k

f x a x x
=

= ∈∑   có bậc n . Nếu ( )f x  có n  

nghiệm thực (không cần phân biệt) thì ( )
1 2

1 21 ...
... 1 , 1,

k
i i ik

k n k
i i i

x x x n n

ax x x k n
a
−

≤ < < < ≤

= − ∀ =∑ . 

- Định lí Viet đảo: Cho n  số thực 1 2, ,..., nα α α . Đặt 

1 2

1 1 2

2 1 2 1 3 1

1 2

... ;
... ;

... ;

...
...

k

n

n n

k i i i

n n

S
S
S x x x

S

α α α
α α α α α α

α α α

−

= + + +

= + + +

=

=

∑  

Khi đó 1 2, ,..., nα α α  là n  nghiệm của đa thức 

( ) ( )1 2
1 2 ... 1 nn n n

ng x x S x S x S− −= − + − + − . 
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Chương 2. Ứng dụng trong việc giải các bài toán Đa thức 

1. Nghiệm thực của Đa thức với yếu tố Đại số 

VÍ DỤ 1. Cho hai đa thức ( ) 4 3 1P x x x= + −  và ( ) 6 4 3 2 1Q x x x x x= + + − − . Chứng 

minh rằng nếu a  và b  là hai nghiệm của ( )P x  thì ab  là nghiệm của ( ).Q x  

Lời giải 

Đặt 0p ab= ≠  và s a b= + . Khi đó tích của hai nghiệm còn lại là 
1
p

−  và tổng của 

chúng là ( )1s− + . 

Do đó ( ) ( ) ( )4 3 2 2 11 1P x x x x sx p x s x
p

 
= + − = − + + + − 

 
 . Biến đổi và đồng nhất 

ta được: 

( )
2

21 0
1

s ps p s
p p
+ + = ⇒ = −

+
 và ( )

2

2 2
1 11 .

1 1
pp s s

p p p
− = + = −

+ +
 .  

Khi đó, 6 4 3 2 1 0p p p p+ + − − = . Vậy ab  là nghiệm của ( )Q x . 

VÍ DỤ 2. Cho , ,a b c  là các số thực khác 0 sao cho các đa thức ( ) 2P x ax bx c= + +  và 

( ) 2Q x cx ax b= + +  có ít nhất một nghiệm thực chung. Chứng minh rằng 0a b c+ + =

. 

Lời giải 

Cách 1. Đặt ( ) ( ) ( )R x xQ x P x= − . Vì ( )P x  và ( )Q x  có nghiệm thực chung 0x  nên 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0H x x Q x P x= − = . Mặt khác ( ) ( )3
0 0 1H x c x= − , do đó 

3
0 01 0 1x x− = ⇔ = . 

Vậy 0a b c+ + = . 

Cách 2. Đặt ( ) ( ) ( )H x cP x aQ x= −  và ( ) ( ) ( )K x bP x cQ x= − . Gọi 0x  là nghiệm 

thực chung của hai đa thức ( )P x  và ( )Q x  thì 0x  là cũng nghiệm thực chung của hai 

đa thức ( )H x  và ( )K x .  

Nếu 2bc a=  thì 2 2,ab c bc a= = , suy ra a b c= = . Khi đó ( ) ( )2 1P x a x x= + + , điều 

này mâu thuẫn với ( )P x  có ít nhất một nghiệm thực và 0a ≠ . Bởi vậy 2bc a≠ . 
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Vì ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0P x Q x H x K x= = = =  nên  

2 2
3 3 3

2 2 3c ab b ac a b c abc
a bc c ab
− −

= ⇒ + + =
− −

 0a b c⇒ + + = . 

VÍ DỤ 3. (RUSSIAN MO 2001) Cho đa thức ( ) ( )3 2 ; , ,P x x ax bx c a b c= + + + ∈  

có 3 nghiệm thực phân biệt và đa thức ( ) 2 2019Q x x x= + + . Chứng minh rằng 

( ) 12019
64

P > , biết đa thức ( )( )P Q x  không có nghiệm thực. 

Lời giải 

Giả sử ( ) ( )( )( )1 2 3 , iP x x r x r x r r= − − − ∈ . Khi đó 

( )( ) ( )
3

2

1

2019 i
i

P Q x x x r
=

= + + −∏ . Vì ( )( )P Q x  không có nghiệm thực nên 

( ) 11 4 2019 0, 1,3 2019 , 1,3
4i ir i r i− − < ∀ = ⇒ < − ∀ = .  

Mặt khác ( ) ( )( ) ( )
3

1

12019 0 2019
64i

i

P P Q r
=

= = − >∏ . 

VÍ DỤ 4. Cho 2020 2019 2018
1 2 2019 2020( ) ...P x x a x a x a x a= + + + + + có 2020 nghiệm 

thực. Biết 2015 20172015; 2017a a= = . Chứng minh 2016 2016a > . 

Lời giải 

( )P x  có 2020  nghiệm thực nên '( )P x  có 2019  nghiệm thực ''( )P x⇒  có 2018 

nghiệm thực ( )3 ( )P x⇒  có 2017  nghiệm thực 

( )3 2017 2016
1 2017( ) 2020.2019.2018 2019.2018.2017 ... 3.2.1.P x x a x a⇒ = + + +  

Đặt 2017 2017 2016 2015
2017 2016 2015 1 0

1( ) . 6 24 60 ...Q x x P a x a x a x b x b
x

 = = + + + + + 
 

  

Khi đó ( )Q x  cũng có 2017  nghiệm thực 1 2 2017; ;...;x x x . 

Theo định lí Viète, ta có: 
2017

2016

1 2017

4
i

i

ax
a=

−
=∑ ; 2015

1 2017 2017

10
i j

i j

ax x
a≤ < ≤

=∑  

22017

1 1 2017
2.i i j

i i j
x x x

= ≤ < ≤

 
⇒ ≥ 

 
∑ ∑ 2 2015 2017

2016 2016
20. . 2016

16
a aa a⇒ ≥ ⇒ > (đcm). 

Vậy, 2016 2016a > . 
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VÍ DỤ 5. (USA TST 2005) Cho các đa thức ( )
1

n
k

k
k

f x a x
=

=∑  và ( )
1 2 1

n
kk

k
k

ag x x
=

=
−∑  

, trong đó n  là số nguyên dương và 1 2, ,..., na a a  là các số thực. Chứng minh rằng nếu 

( )g x  có các nghiệm là 1 và 12n+  thì ( )f x  cũng có nghiệm 0x  thỏa mãn 1
01 2nx +≤ ≤

. 

Lời giải 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2
2 1 2 1

n n n
k k kk k

kk k
k k k

a ag x x a x x f x g x
= = =

= = + = +
− −∑ ∑ ∑  

suy ra ( ) ( ) ( )2f x g x g x= − . 

Thay x  lần lượt các giá trị 21,2,2 ,...,2n  ta được 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 ... 2 2 1 0n nf f f g g++ + + = − =  

Vậy tồn tại { }, 0,1,...,i j n∈  sao cho ( ) ( )2 0 2i jf f≤ ≤ . Do đó đa thức ( )f x  luôn có 

nghiệm 1
0 1;2nx + ∈   

VÍ DỤ 6 (Đề Xuất Duyên Hải Hải Phòng). Tìm tất cả các đa thức ( )P x  với hệ số thực  

thỏa mãn ( )0 3.2016P = −  và ( ) ( ) ( ) ( )2 24 3 4 3 2 .x x P x x x P x x− + = + + − ∀ ∈  

Lời giải 

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )

1 3 1 3 ( 2)    (1)

1 3 1 3

(1) 1 3 1 3 1 3 1 1 ( 2)

3 1 ( 2)

x x P x x x P x

P x x x P x x x Q x

x x x x Q x x x x x Q x

x Q x x Q x

− − = + + −

⇒ + + ⇒ = + +

⇒ − − + + = + + − + −

⇒ − = + −



 

Hoàn toàn tương tự suy ra  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 , 3 1 2

1 , 2

Q x x H x x H x x H x

H x x G x G x G x

= + − = − −

= − = −
 

Từ gt suy ra ( )0 2016G = , kết hợp với trên ta có ( ) 2016G x ≡ . 

Vậy ( ) ( )( ) ( )22016 1 1 3P x x x x= − + + . Thử lại thỏa mãn đề bài. 
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VÍ DỤ 7 (TST Phú Thọ 2016 – 2017). Tìm tất cả các đa thức ( )P x  với hệ số thực thỏa 

mãn 2 2 2( 6 8) ( ) ( 2 ) ( 2) 6 12 , .x x P x x x P x x x x− + − + − = − ∀ ∈  

Lời giải 

Viết phương trình đã cho dưới dạng 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 26 8 2 2 2 , .x x P x x x x P x x x− + + = + − + − ∀ ∈         

Đặt ( ) ( ) ,Q x P x x= +  ta có [ ]Q x∈  thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( )2 26 8 2 2 , .x x Q x x x Q x x− + = + − ∀ ∈  

Hay ( )( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 , .x x Q x x x Q x x− − = + − ∀ ∈   (*)  

Cho 0, 2,4,x = −  từ (*)  suy ra ( ) ( ) ( )0 0; 2 0, 2 0.Q Q Q= − = =  

Suy ra ( ) ( )( ) ( )2 2 .Q x x x x R x= − +  Ta có [ ]R x∈  thỏa mãn 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 24 2 2 2 4 2 2 ,x x x x R x x x x x R x x− − + = + − − − ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 0; 2;4 2 2 , . (**)x R x xR x x x R x xR x x⇒ − = − ∀ ≠ ± ⇒ − = − ∀ ∈  

Cho ( )0,(**) 0 0;x R= ⇒ =  suy ra ( ) ( ).R x xS x=  Khi đó [ ]S x∈  thỏa mãn  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 , 2 , .x x S x x x S x x S x S x x− = − − ∀ ∈ ⇒ = − ∀ ∈   

Từ đây suy ra ( ) ,S x c=  với c  là hằng số. 

Do đó ( ) ( ) ( )2 2 4 24 4 .P x cx x x c x x x= − − = − −  Thử lại thoả mãn. 

VÍ DỤ 8. Cho tam thức bậc hai 2( )f x ax bx c= + +  thỏa mãn điều kiện 

( 1) 1; (0) 1; (1) 1.f f f− ≤ ≤ ≤  Tìm giá trị lớn nhất của ( )f x  với [ ]1;1x∈ − . 

Lời giải 

Ta có:
( 1)
(0)
(1)

f a b c
f c
f a b c

− = − +
 =
 = + +

.  

Do đó 2(1) ( 1) (1) ( 1)( ) (0) (0)
2 2

f f f ff x f x x f+ − − −   = − + +      
 

2 2 2(1) ( 1)( ) ( ) (0)(1 ).
2 2

f fx x x x f x−
= + + − + −  
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Suy ra ( )2 2 2 2 2 21 1 1( ) 1 1 .
2 2 2

f x x x x x x x x x x x≤ + + − + − = + + − + −  

Vì [ ]1;1x∈ − nên ( )2 2 2 2( ) ( 1) 0.x x x x x x+ − = − ≤ Vậy 2x x+  và 2x x− trái dấu. 

Do đó 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 11 1 1
2 2

x x x x x x x x x x x x+ + − + − = + − + + − = + −  

21 5 5
2 4 4

x = − − + ≤ 
 

 

Vậy 
5( ) .
4

f x ≤  Suy ra 
[ ]

( )
1;1

5
4x

Max f x
∈ −

=  đạt được khi 
1 .
2

x = ±  

VÍ DỤ 9. Cho 2( )f x ax bx c= + + và 2( )g x cx bx a= + + . Chứng minh rằng nếu 

( ) 1f x ≤  khi 1x ≤  thì ( ) 2g x ≤  khi 1x ≤ . 

Lời giải 

Ta có: 
( 1)
(0)
(1)

f a b c
f c
f a b c

− = − +
 =
 = + +

. Theo giả thiết ( ) 1f x ≤  khi 1x ≤  nên 

( 1) 1; (0) 1; (1) 1.f f f− ≤ ≤ ≤  

Do đó 

2 (1) ( 1) (1) ( 1)( ) (0) (0)
2 2

f f f fg x f x x f− − + −
= + + −  

( )2 (1) ( 1)(0). 1 ( 1) (1 )
2 2

f ff x x x−
= − + + + −  

Suy ra 

2 1 1( ) (0).( 1) (1).( 1) ( 1).(1 )
2 2

g x f x f x f x≤ − + + + − −  

2 1 11 1 1
2 2

x x x≤ − + + + −     (1) 

Mà 1x ≤  nên: 2 2 21 1 1 11 1 1 1 ( 1) (1 ) 2 2
2 2 2 2

x x x x x x x− + + + − = − + + + − = − ≤   

[ ]1;1x∀ ∈ −     (2) 

Từ (1) và (2) ta có điều phải chứng minh. 
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Các bài tập có sử dụng Định lí Viete 

VÍ DỤ 10. Cho đa thức ( ) 2 ; ,f x x ax b a b= + + ∈ . Giả sử phương trình 

( )( ) 0f f x =  có 4 nghiệm thực phân biệt và tổng của hai trong bốn nghiệm đó bằng 

1− . Chứng minh rằng 
1
4

b ≤ − . 

Lời giải 

Từ giả thiết suy ra phương trình ( ) 0f x =  phải có 2 nghiệm thực 1 2,x x . Phương trình 

( )( ) 0f f x =  có 4 nghiệm thực phân biệt khi và chỉ  khi 1,2 4
x ∆

≥ − , trong đó 

2 4a b∆ = − . Khi đó ( )2
1 2 4 2 *

2
a x x b a a∆

− = + ≥ − ⇒ ≤ −  

Gọi 1 2 3 4, , ,y y y y  là 4 nghiệm của phương trình ( )( ) 0f f x = . Giả sử 1 2,y y  là 2 

nghiệm của phương trình 2
1 0x ax b x+ + − =  và 3 4,y y  là hai nghiệm của phương trình 

2
2 0x ax b x+ + − =  

Từ giả thiết, giả sử 1 2 1 1y y a+ = − ⇒ =  . Từ ( ) 1*
4

b⇒ ≤ − . Nếu 1 3 1y y+ = −  thì 

2 2
1 2

1
2

y y+ ≥ .  

Ta có 2
1 1 1 0y ay b x+ + − =  và 2

3 3 2 0y ay b x+ + − = , suy ra 

2 2
2 2 1 3
1 3

12 0
2 4

y yy y b b +
+ + = ⇒ = − ≤ − . 

VÍ DỤ 11. Giả sử với hai số dương ,a b  thì đa thức 3 2x ax bx a− + −  có các nghiệm 

lớn hơn 1. Xác định ,a b  để biểu thức 
3n n

n
bP

a
−

=  đạt giá trị nhỏ nhất. Tìm giá trị nhỏ 

nhất đó ( n  là số nguyên dương cho trước). 

Lời giải. 

Gọi 1 2 3, ,x x x  là các nghiệm của đa thức đã cho. Theo định lí Viet ta có 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

x x x a
x x x x x x b
x x x a

+ + =
 + + =
 =

. 
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Áp dụng BĐT AM - GM ta có ( )33
1 2 3 1 2 33 3 3 3 *x x x x x x a a a+ + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥   

Ta lại có ( ) ( )22 2 2
1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 33 3 3b x x x x x x x x x x x x b a b a= + + ≥ + + ⇔ ≥ ⇔ ≥   

Suy ra 
( )

3 3 3 3 33 3
3 3

n n n n n n n
n n

nn n n
b aP

a a a
− −

= ≥ = − ≥ −  (do (*)). Do đó 

3 1
3

n

n
P −
≥ . 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3 3, 3 9a b a= = = . Khi đó phương trình có 3 nghiệm 

trùng nhau và bằng 3 . Vậy giá trị nhỏ nhất của P  là 
3 1

3

n

n

−
 khi 3 3, 9a b= = . 

VÍ DỤ 12. Cho *n∈  và ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + + , 0 0a ≠  và tồn tại số 

nguyên dương m n≤  sao cho 
0

mm
n

a C
a

≥ . Chứng minh rằng ( )P x  có ít nhất 1 nghiệm 

có modun không vượt quá 1. 

Lời giải 

Giả sử các nghiệm của ( )P x  đều có môđun lớn hơn 1. Do 0 0a ≠  nên các nghiệm của 

( )P x  đều khác 0. 

Xét ( ) 1
0 1 1

1 ...n n n
n nQ x x P a x a x a x a

x
−

−
 = = + + + + 
 

 

Giả sử , 1,ix i n=  là nghiệm của ( )Q x thì 
1 , 1,

i

i n
x

=  là nghiệm của ( ) 1iP x x⇒ < . 

Theo ĐL Viet, ta có 
1 2

1 21 ...0

. .... ,
m

m

mm
i i i n

i i i

a x x x C m n
a ≤ ≤ ≤ ≤

= < ∀ ≤∑ . Mâu thuẫn với giả thiết. 

VÍ DỤ 13 (Rumani 2001). Cho số nguyên dương chẵn n .  Tìm các số thực ,a b  thỏa 

mãn điều kiện: 

(i) 3 1nb a= +  

(ii) Đa thức ( ) ( )2 1
n nP x x x x a= + + − −  chia hết cho đa thức ( ) 3 2Q x x x x b= + + +

. 

Lời giải 
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Giả sử 1 2 3, ,x x x  là các nghiệm của đa thức ( )Q x  thì 1 2 3, ,x x x  cũng là nghiệm của đa 

thức ( )P x .  

Nếu tồn tại ít nhất một nghiệm của ( )P x  bằng 0 thì từ giả thiết suy ra 0, 1b a= =  (mâu 

thuẫn điều kiện (i)), suy ra 0b ≠  và 1 2 3, , 0x x x ≠ .  

Đặt ( ) ( )nR x x P x=  . Khi đó ( ) ( ) 2n n nR x Q x b x ax= − − −    , do đó 

2 0, 1,2,3n n n
i ix ax b i+ − = ∀ =  

Suy ra , 1,2,3n
ix i =  là nghiệm của phương trình 2 0x ax b+ − =  nên trong các số n

ix  

có ít nhất hai số bằng nhau. Không mất tính tổng quát giả sử 1 2
n nx x=  . Ta xét các trương 

hợp sau: 

+) 1 2 3
n n nx x x= =  , khi đó theo định lí Viet, ta có ( )3

1 1 2 3 3 1nn nx x x x b a= = = + . Mặt khác 

2
1 1 3 1n n nx ax b a+ = = + , suy ra 

2 3
1 1

1

1 1
3 3

n n

n
x xa

x
− −

= =
−

 nên 1 2 3 1n n nx x x= = =  . Khi đó 

1, 0nb a= = . 

+) 1 2 3
n n nx x x= ≠  . Áp dụng định lí Viet ta có  

2 2 2
1 2 3 1 3 3 3 3 1 0n n n n n n nx x x b x x b x ax x x a= − ⇒ = = + ⇒ − + =  

Mặt khác  

( )3 1 1 1 2 11 0 1 1 0, 1n n n n n n n nx x a x x x x a b a b+ = − ⇒ + = ⇒ = = − ⇒ = − ⇒ = = . 

Vậy ta luôn có 1, 0nb a= =  . Nếu 1, 0b a= − =  thì tất cả các nghiệm của đa thức 

( ) 3 2 1Q x x x x= + + −  là nghiệm của đa thức ( ) 21 nR x x= −  . Điều này vô lí vì ( )Q x  

có nghiệm thực khác 1±  , mà ( )R x  chỉ có hai nghiệm thực là 1±  . Vậy 1, 0b a= = . 

VÍ DỤ 14 (VMO 2009) Cho ba số thực , ,a b c  thỏa mãn điều kiện: với mỗi số nguyên 

dương , n n nn a b c+ +  là một số nguyên. Chứng minh rằng tồn tại các số nguyên , ,p q r  

sao cho , ,a b c  là 3 nghiệm của phương trình 3 2 0.x px qx r+ + + =  

Lời giải 

Cách 1. Với mỗi số nguyên dương n , đặt n n n
nT a b c= + + . Theo giả thiết 

, 1nT n∈ ∀ ≥   



11 
 

Ta chứng minh các số ( ), ,p a b c q ab bc ca r abc= − + + = + + =  thỏa mãn điều kiện 

của bài toán. 

Thật vậy, do định lí Viet đảo, các số , ,a b c  là nghiệm của phương trình 
3 2 0x px qx r+ + + = . Hơn nữa 1p T= − ∈ . Ta phải chứng minh ,q r∈ . Ta có 

( )
( )
( )

1
2

2

3
3

3 2 1

2 1

3 3 2

, 1 3n n n n

T p
T p q

T p pq r

T pT qT rT n+ + +

= −

= −

= − + −

= − − − ∀ ≥

 

Do 2 ,T p∈  nên từ ( )1 2q⇒ ∈ . 

Từ ( ) 4 2
32 2 2 6 6 6pT p p q pr pr⇒ = − + − ⇒ ∈   

Từ ( )3  cho 1n =  ta được 4 2 2
4 3 2 1 4 4 2T pT qT rT p p q pr q= − − − = − + +   

4 2 2 2
43 3 12 12 6 6T p p q pr q q q⇒ = − + + ⇒ ∈ ⇒ ∈  . Do đó, kết hợp với ( )2  ta 

có 3r∈ , suy ra r  có dạng ( ), 4
3
mr m= ∈ . Mặt khác từ ( )3  ta có , 1nrT n∈ ∀ ≥  

. Kết hợp với ( )4  ta có ( ) ( )0 mod3 , 1 5nmT n≡ ∀ ≥ . 

- Nếu tồn tại n  sao cho ( ),3 1nT =  thì từ ( )5  suy ra ( )0 mod 3m r≡ ⇒ ∈ . 

- Nếu ( )0 mod3 , 1nT n≡ ∀ ≥  thì ( )1 0 mod 3p T= − ≡  và ( )3 0 mod3T ≡  nên từ ( )2  

suy ra r∈ . 

Cách 2. Từ giả thiết ta có ( )2 2 2 4 4 4, , 1a b c a b c a b c+ + + + + + ∈ , suy ra 

( )2 ,ab bc ca+ +   

( )2 2 2 2 2 22 a b b c c a+ + ∈ .  

Áp dụng hẳng đẳng thức:  

( )( )3 3 3 2 2 23x y z xyz x y z x y z xy yz zx+ + − = + + + + − − −  với bộ số 

( ) ( ), , , ,x y z a b c=  và ( )2 2 2, ,a b c  ta suy ra 6abc∈  và 2 2 26a b c ∈ . Đặt 

2
2 2 26 6 6

6
kabc k a b c k= ⇒ = ∈ ⇒  và ( )2abc∈ . 



12 
 

Từ đẳng thức ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 4ab bc ca a b b c c a abc a b c+ + = + + + + + , ta suy ra 

( )22 ab bc ca+ + ∈ .  

Đặt ( ) ( )
2

22 2 2
2
qab bc ca q ab bc ca q+ + = ⇒ + + = ⇒  và ( )3ab bc ca+ + ∈ . 

Từ ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  ta có điều phải chứng minh. 

VÍ DỤ 15 (Đề xuất DHBB  Hưng Yên). Cho ( )P x  là đa thức bậc 5, mà trên đồ thị của 

nó có đúng ba điểm phân biệt thẳng hàng và có hoành độ là nghiệm của đa thức ''( )P x

. Chứng minh rằng hoành độ của ba điểm đó lập thành một cấp số cộng. 

Lời giải 

Giả sử hoành độ ba điểm thỏa mãn điều kiện đề bài là 1x , 2x , 3x . Không mất tính tổng 

quát giả sử 1 2 3x x x< < . Do ba điểm ( ) ( )1 1 2 2, ( ) ; , ( )x P x x P x  và ( )3 3, ( )x P x  thẳng hàng 

nên tồn tại hằng số ,α β  sao cho ( )i iP x ax β= +  với mỗi 1,2,3i = . 

Coi hệ số cao nhất của ( )P x  bằng 1. 

Bài toán đưa về chứng minh 1 3 22x x x+ = . 

Từ giả thiết ta có 1 2 3''( ) 20( )( )( )P x x x x x x x= − − − . 

Xét đa thức ( ) ( )Q x P x xα β= − − , ta có 

( ) ( ) 0i i iQ x P x xα β= − − =  với 1,2,3i = . 

"( ) "( )Q x P x=  suy ra "( ) "( )i iQ x P x=  với mỗi 1,2,3i = . 

Mọi nghiệm của "( )Q x  đều là nghiệm của ( )Q x . 

Suy ra 220. ( ) "( )( )Q x Q x x px q= + +           (1) 

Đặt 
2
px y= − , từ (1) ta có 

2
220. "

2 2 4
p p pQ y Q y y q

    − = − + −    
    

 

Đặt 5 4 3 2( )
2
pR y Q y y ay by cy dy e = − = + + + + + 

 
 và 

2

4
pq s− = . 

Ta có 220. ( ) "( ).( )R y R y y s= +  

5 4 3 220( )y ay by cy dy e+ + + + +  
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3 2 2(20 12 6 2 )( )y ay by c y s= + + + +  

Đồng nhất hệ số của 4 2,y y  và hệ số tự do ta được 

20 12
20 12 2 0
20 2

a a
c as c a c e
e cs

=
 = + ⇔ = = =
 =

 

Suy ra 5 3( )R y y by dy= + +  là hàm số lẻ. 

Nên 3"( ) 20 6R y y by= +  có 3 nghiệm 1 2 3, ,y y y  với 2 0y =  và 1 3 20 2y y y+ = = . 

Vì 
2i i
px y= −  suy ra 1 3 22x x x+ =  (đpcm). 

VÍ DỤ 16 (Đề xuất DHBB – Vĩnh Phúc). Cho đa thức ( )P x  bậc ba với hệ số nguyên. 

Biết rằng ( )P x  có ba nghiệm vô tỷ phân biệt là , ,a b c  thỏa mãn 0a b c+ + =  và tồn 

tại hai số nguyên ,p q  sao cho 2a b pb q= + + . Chứng minh rằng 

2 2 4 7T p p q= − − −  là số chính phương. 

Lời giải 

Đặt 2( )Q x x px q= + +  thì theo giả thiết, ta có 

( ( )) ( ) 0P Q b P a= = . 

Suy ra ( ( ))P Q x  có nghiệm là x b= . Xét phép chia 

( ( )) ( ) ( ) ( )P Q x P x f x r x= ⋅ +  với deg ( ) 2r x ≤ . 

Thay x b=  vào, suy ra ( ) 0r b = . Nếu deg 0r >  thì lại xét phép chia  

1 1( ) ( ) ( ) ( )P x f x r x r x= ⋅ +  với 1deg ( ) 1r x ≤ . 

Chú ý rằng 1( ) [ ]r x x∈  và 1( ) 0r b =  với bvô tỷ nên vô lý, suy ra deg 0r =  hay  

( ( )) ( ) ( )P Q x P x f x= ⋅   

Từ đó suy ra ( ( )) ( ( )) 0P Q a P Q c= = , suy ra { }( ) , ,Q a a b c∈ .  

Ta xét các trường hợp:        

+ Nếu ( )Q a a=  thì 2 2a a pa q a pa q= + + ⇒ + + = 2b pb q+ +  nên  

( )( ) 0 0a b a b p p c p c− + + = ⇒ − = ⇒ = , mâu thuẫn vì p nguyên còn c vô tỉ. 

+ Nếu ( )Q a b=  thì 2a pa q b+ + = ; 2b pb q a+ + =  nên 

( )( ) 0 1 1a b b a a b p a b p p c− = − + + = ⇒ + + = − ⇒ = − , mâu thuẫn. 
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Do đó, ( )Q a c= . Tương tự ( ) .Q c b=  Do đó ta có hệ điều kiện 

2

2

2

a b pb q
b c pc q
c a pa q

 = + +


= + +
 = + +

    (*) 

Trừ từng vế hai phương trình đầu của (*) , ta có 

2 2 ( ) ( )( ) ( )( )a b b c p b c b c b c p b c p a− = − + − = − + + = − − . 

Tương tự thì ( )( )b c c a p b− = − −  và ( )( )c a a b p c− = − −   

Nhân ba hệ thức trên ta được: ( )( )( ) 1p a p b p c− − − = . 

Cộng các đẳng thức trong (*) , ta được 

2 2 2 33 0
2

a b c q ab bc ca q+ + + = ⇒ + + = . 

Từ (*) ta suy ra ba phương trình sau: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

a b c a b b c c a p a b b c c a q a b c

ab bc ca a b c p a b c

p a b c p ab bc ca p ab bc ca

 + + = + + + + + + + +
 + + = + + + + +


+ + = + + + + +  

Cộng các đẳng thức trên và tìm được 
2 22 2

4
p q q qabc

p
− −

=  

Thay tất cả vào đẳng thức ( )( )( ) 1,p a p b p c− − − =  ta được 

3 2

2 2
3

2 2 4

2

2

( ) ( ) 1
3 2 2 1

2 4
2 (2 1) 4( ) 0

2( )
2( 1)

p p a b c p ab bc ca abc
pq p q q qp

p
q q p p p

q p p
q p p

− + + + + + − =

− −
⇔ + − =

⇔ + + + − =

 = − −
⇔ 

= − + +

 

Nếu 22( )q p p= − −  thì 2( 1) (2 1)abc p p= − − +  nên đa thức 

3 2 2( ) 3( ) ( 1) (2 1)P x x p p x p p= − − + − +  có nghiệm 1.x p= −  

Điều này không thể xảy ra vì 1p −  nguyên. 

Do đó 22( 1)q p p= − + +  nên 
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2 2 2 22 8( 1) 7 9 6 1 (3 1)T p p p p p p p= − + + + − = + + = +  là số chính phương. 

VÍ DỤ 17  (VMO 2009) Cho ba số thực , ,a b c  thỏa mãn điều kiện: với mỗi số nguyên 

dương , n n nn a b c+ +  là một số nguyên. Chứng minh rằng tồn tại các số nguyên , ,p q r  

sao cho , ,a b c  là 3 nghiệm của phương trình 3 2 0.x px qx r+ + + =  

Lời giải 

Cách 1. Với mỗi số nguyên dương n , đặt n n n
nT a b c= + + . Theo giả thiết 

, 1nT n∈ ∀ ≥   

Ta chứng minh các số ( ), ,p a b c q ab bc ca r abc= − + + = + + =  thỏa mãn điều kiện 

của bài toán. 

Thật vậy, do định lí Viet đảo, các số , ,a b c  là nghiệm của phương trình 
3 2 0x px qx r+ + + = . Hơn nữa 1p T= − ∈ . Ta phải chứng minh ,q r∈ . Ta có 

( )
( )
( )

1
2

2

3
3

3 2 1

2 1

3 3 2

, 1 3n n n n

T p
T p q

T p pq r

T pT qT rT n+ + +

= −

= −

= − + −

= − − − ∀ ≥

 

Do 2 ,T p∈  nên từ ( )1 2q⇒ ∈ . 

Từ ( ) 4 2
32 2 2 6 6 6pT p p q pr pr⇒ = − + − ⇒ ∈   

Từ ( )3  cho 1n =  ta được 4 2 2
4 3 2 1 4 4 2T pT qT rT p p q pr q= − − − = − + +   

4 2 2 2
43 3 12 12 6 6T p p q pr q q q⇒ = − + + ⇒ ∈ ⇒ ∈  . Do đó, kết hợp với ( )2  ta 

có 3r∈ , suy ra r  có dạng ( ), 4
3
mr m= ∈ . Mặt khác từ ( )3  ta có , 1nrT n∈ ∀ ≥  

. Kết hợp với ( )4  ta có ( ) ( )0 mod3 , 1 5nmT n≡ ∀ ≥ . 

- Nếu tồn tại n  sao cho ( ),3 1nT =  thì từ ( )5  suy ra ( )0 mod 3m r≡ ⇒ ∈ . 

- Nếu ( )0 mod3 , 1nT n≡ ∀ ≥  thì ( )1 0 mod 3p T= − ≡  và ( )3 0 mod3T ≡  nên từ ( )2  

suy ra r∈ . 

Cách 2. Từ giả thiết ta có ( )2 2 2 4 4 4, , 1a b c a b c a b c+ + + + + + ∈ , suy ra 

( )2 ,ab bc ca+ +   
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( )2 2 2 2 2 22 a b b c c a+ + ∈ .  

Áp dụng hẳng đẳng thức: 

( )( )3 3 3 2 2 23x y z xyz x y z x y z xy yz zx+ + − = + + + + − − −  với bộ số 

( ) ( ), , , ,x y z a b c=  và ( )2 2 2, ,a b c  ta suy ra 6abc∈  và 2 2 26a b c ∈ . Đặt 

2
2 2 26 6 6

6
kabc k a b c k= ⇒ = ∈ ⇒  và ( )2abc∈ . 

Từ đẳng thức ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 4ab bc ca a b b c c a abc a b c+ + = + + + + + , ta suy ra 

( )22 ab bc ca+ + ∈ .  

Đặt ( ) ( )
2

22 2 2
2
qab bc ca q ab bc ca q+ + = ⇒ + + = ⇒  và ( )3ab bc ca+ + ∈ . 

Từ ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3  ta có điều phải chứng minh. 

VÍ DỤ 18  (Arab Saudi TST 2016). Tồn tại hay không hai đa thức ( ) ( ) [ ],P x Q x x∈  

có bậc không nhỏ hơn 2 thỏa mãn ( )( ) ( )( ) ( )1 2 ... 9P Q x x x x= − − − . 

Lời giải 

Từ đề bài ta thấy tích các bậc của ( ) ( ),P x Q x  bằng 9 và mỗi đa thức đều có bậc không 

nhỏ hơn 2 nên suy ra chúng là các đa thức bậc 3. 

Dễ thấy ( ) ( ) ( )1 , 2 ,..., 9Q Q Q  là các nghiệm của ( )P x , mà ( )P x  có bậc 3 nên có tối 

đa 3 nghiệm nguyên. Đồng thời ( )Q x  có bậc 3 nên với mỗi số thực t  thì ( )Q x t−  cũng 

có tối đa 3 nghiệm nguyên. Từ đó suy ra ( )P x  có 3 nghiệm nguyên , ,a b c  và tập 

{ }1;2;...;9  có một phân hoạch { } { } { }1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , ,a a a b b b c c c∪ ∪  sao cho 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Q a Q a Q a a

Q b Q b Q b b

Q c Q c Q c c

 = = =


= = =
 = = =

. 

Áp dụng ĐL Viet: 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1

a a a b b b c c c
a a a a a a b b b b b b c c c c c c
+ + = + + = + +

 + + = + + = + +
  

Suy ra 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3a a a b b b c c c S+ + = + + = + + =   
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Suy ra 2 2 23 1 2 ... 9 285 95S S= + + + = ⇔ = . 

Ta có 95  chia 4 dư 3 nên suy ra 1 2 3, ,a a a  đều lẻ. Tương tự 1 2 3, ,b b b  và 1 2 3, ,c c c  đều lẻ 

dẫn đên tập { }1;2;...;9  chứa toàn số lẻ. Vậy không có cặp đa thức thỏa mãn. 

Nhận xét tổng quát: Với giá trị nào của số nguyên dương n  thì tồn tại các đa thức 

( ) ( ) [ ],P x Q x x∈  có bậc ít nhất bằng 2 thỏa mãn ( )( ) ( )( ) ( )1 2 ...P Q x x x x n= − − −

. 

VÍ DỤ 19  (Nam Định TST 2018 – 2019 – Ngày 2). Xét ,a b  là các số thực dương thỏa 

mãn ( ) 3 23P x x x ax b= − + −  có 3 nghiệm thực (không nhất thiết phân biệt) là 1 2 3, ,x x x

. Đặt *1 2 3
1 1 1

1 2 3

,
n n n

n n n n
x x xu n

x x x+ + +

+ +
= ∈

+ +
 . 

a. Xét tính đơn điệu của dãy số ( )nu  khi ( ) { }0; \ 3a∈ +∞ . 

b. Tìm các số thực dương ,a b  để 2 *

1 2

1 1 1... 2018,
n

n n
u u u
+ + + < + ∀ ∈ . 

Lời giải 

Ta chứng minh với , 0a b>  thì 1 2 3, , 0x x x > . 

Theo ĐL Viet: 

1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 2 3

3x x x
x x x x x x a
x x x b

+ + =
 + + =
 =

 

Vì 1 2 3 3 0x x x+ + = >  nên có ít nhất một nghiệm dương, giả sử là 1x , khi đó 2 3
1

0bx x
x

= >

. 

Nếu 2 3, 0x x < . Ta viết 2 3,x u x v=− =−  với , 0u v> . 

Khi đó: 
( ) ( ) ( )2 3 1 2 3 1 1

1 2 3 0
uv x x a x x x a x u v x u v
x x x u v

 = = + − − = + + > +


>− − = + >
  

Suy ra ( )
2 2

2 2 2 30 0
2 4
v vuv u v u uv v u > + ⇒ > + + ⇔ + + < 

 
  

Vậy 2 3, 0x x > . 
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Xét 
( )( ) ( )

( )( )

22 2 2 1 1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

x x x x x x x x x
u u

x x x x x x

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + − + +
− =

+ + + +
  

Từ 1 2 3, , 0x x x >   suy ra ( )( )1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3 0n n n n n nx x x x x x+ + + + + ++ + + + >   

Áp dụng BĐT Bunhiacopxki 

( )( ) ( )22 2 2 1 1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
n n n n n n n n nx x x x x x x x x+ + + + + ++ + + + ≥ + +   

Đẳng thức xảy ra 31 2
1 2 32 2 2

1 2 3

0
nn n

n n n

xx x
x x x

x x x+ + +
⇔ = = ⇔ = = > . 

Khi đó 1 2 3 3a x x x= + + = . Vậy … 

c. Ta có khi , 0a b>  thì 1 0, 1,ku u k n≥ > ∀ = . Suy ra 
1 2 1

1 1 1... , 1
n

n n
u u u u
+ + + ≥ ∀ ≥  

Do đó 
22 2 2

2 1 2 3

1 1 2 3

2018
2018 , 1 , 1

nn x x xn n n
u x x x n

++ +
+ > ∀ ≥ ⇔ < ∀ ≥

+ +
  

Chuyển qua giới hạn 
22 2 2

1 2 3

1 2 3

2018
lim 1

nx x x
x x x n

++ +
< =

+ +
 

( ) ( )2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2 3

2 9 21 1 3
3

x x x x x x x x x a a
x x x

+ + − + + −
⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≥

+ +
  

Mặt khác ( ) ( )2
1 2 3 1 2 2 3 3 19 3 3 3x x x x x x x x x a a= + + ≥ + + = ⇒ ≤ . Vậy 3a= . 

Với ( )33 23: 3 3 0 1 1a x x x b x b= − + − = ⇔ − = −  

PT này có 3 nghiệm thực (không nhất thiết phân biệt) khi và chỉ khi 1 0 1b b− = ⇔ = . 

Thử lại: Khi 1 2 33, 1: 1 1, 1na b x x x u n= = = = = ⇒ = ∀ ≥   

Khi đó 2 *

1 2

1 1 1... 2018,
n

n n
u u u
+ + + < + ∀ ∈ . 
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2. Nghiệm thực của Đa thức với yếu tố Giải tích 

VÍ DỤ 20   (Nga 2013). Cho ( ) ( ),P x Q x  là hai đa thức monic, có bậc 2020, có hệ số 

thực thỏa mãn phương trình ( ) ( )P x Q x=  không có nghiệm thực. Chứng minh rằng 

phương trình ( ) ( )1 1P x Q x+ = −  có ít nhất một nghiệm thực. 

Lời giải 

Do ( ) ( ),P x Q x  là hai đa thức monic nên bậc của ( ) ( )P x Q x−  không vượt quá 2019, 

nhưng lại không thể có bậc là 2019 vì một đa thức bậc lẻ luôn có ít nhất một nghiệm 

thực. 

Vậy hệ số của 20192  trong ( ) ( ),P x Q x  bằng nhau. Từ đó suy ra ( ) ( )1 1P x Q x+ − −  có 

bậc là 2019, do đó phương trình ( ) ( )1 1P x Q x+ = −  có ít nhất một nghiệm thực. 

*) Định lí về tính liên tục: Với a b<  là các số thực, nếu hàm f  liên tục trên [ ];a b  

và ( ) ( ). 0f a f b <  thì tồn tại ( );c a b∈  sao cho ( ) 0f c = . 

VÍ DỤ 21 (Brazil 2017). Cho đa thức ( ) 2 2017 1P x x x= + + . Chứng minh rằng với mọi 

số n  nguyên dương, đa thức ( ) ( )( )( )... ...nP x P P P x=  luôn có nghiệm thực. 

Lời giải 

Dễ thấy đa thức ( )nP x  có hệ số cao nhất dương nên ( )lim nx
P x

→+∞
=+∞ . Tiếp theo, ta 

chỉ ra tồn tại một sô α  để ( ) 0nP α <  là xong. 

Thật vậy, xét đa thức ( ) ( ) 2 2016 1Q x P x x x x= − = + + . 

Đa thức ( )Q x  có hai nghiệm phân  biệt 0 1,x x  thỏa mãn 0 1

0 1

2016
. 1

x x
x x
+ =−

 =
 nên 0 1,x x  

cùng âm. 

Khi đó, đặt 0x α= , ta có ( ) ( ),..., 0nP Pα α α α= = < . 

*) Nhận xét : α  được gọi là điểm bất động của ( )P x . Khi gặp những bài toán liên 

quan đến ( )nP x , ta thường nghĩ tới việc sử dụng điểm bất động. 

VÍ DỤ 22. Cho *n∈ . Ta gọi đa thức ( ) 2
0 1 2... n

n nP x a a x a x= + + +  là đẹp, nếu 

i) 0,2 :2019 2020ii n a∀ = ≤ ≤ ; 
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ii) ( )nP x  có nghiệm thực. 

Chứng minh tồn tại đa thức ( )2019P x  đẹp và hãy tìm n  nhỏ nhất để tồn tại ( )nP x  

đẹp. 

Lời giải 

*) Xét ( ) 2 4038
2019 2019 2020 2019 ... 2019P x x x x= + + + +   

Ta có ( )2019 1 2019 2020.2019 2019.2019 0P − = − + =  

Vậy tồn tại đa thức ( )2019P x  đẹp. 

*) Ta chứng minh 2019n=  là giá trị nhỏ nhất cần tìm. 

Giả sử phản chứng với 2019n<  thì tồn tại đa thức ( )nP x  đẹp. Ta có 

( ) ( ) ( )3 2 12 2 2
0 1 2... 2019 1 ... 2020 ... ,nn n

n nP x a a x a x x x x x x x−= + + + ≥ + + + − + + + ∀ ∈   

Ta có ( ) ( )3 2 12 22019 1 ... 2020 ... ,nnx x x x x x−+ + + > + + + ∀ ∈  

2 2

3 2 1
1 ... 2020 11 ,

2019 2019...

n

n
x x x

x x x −

+ + +
⇔ > = + ∀ ∈

+ + +
   

Với 2019n< , ta có ( )
2 2

3 2 1
1 ... 1 11 1 , 1

2019...

n

n
x x x

nx x x −

+ + +
⇔ ≥ + > + ∀ ∈

+ + +
  

Thật vậy ( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 12 21 1 ... 1 ... , 2nnn x x n x x x x−⇔ + + + ≥ + + + + ∀ ∈   

Áp dụng BĐT AM – GM, x∀ ∈  ta có 

( )2 12 2 2 , 0, 1 3nk knx nx n x k n++ + ≥ ∀ = −   

( )22 1 , 1,2 1 4n k knx x x k n−+ ≥ + ∀ = −  

Với (3), cho k  chạy từ 0  đến 1n− ; với (4) cho k  chạy từ 1 đến 2 1n−  rồi cộng vế ta 

được (2). 

VÍ DỤ 23. Cho đa thức ( ) 2019 2018 2017
2018 2017 1 0...P x x a x a x a x a= + + + + +  có hệ số 

thực với ( ) ( )1 2 0P P ≠  và 
( )
( )

( )
( )

' 2 ' 1
4 2019

2 1
P P
P P

> + . Giả sử ( )P x  có 2019 nghiệm 

thực, chứng minh rằng trong số đó, có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng ( )1;2 . 

Lời giải 
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Gọi 1 2 2019, ,...,x x x  là nghiệm của ( )P x .  

Theo định lí Bezout ta có ( ) ( )( ) ( )1 2 ... nP x x x x x x x= − − − .  

Khi đó ( ) ( )( ) ( )1 2
1 2

1 1 1' ... ...n
n

P x x x x x x x
x x x x x x

 
= − − − + + + − − − 

.  

Do đó 
( )
( ) 1

' 1n

i i

P x
P x x x=

=
−∑ .  

Chứng minh phản chứng rằng ( )P x  không có nghiệm nào thuộc khoảng ( )1;2 .  

Ta có 
( )
( )

( )
( ) ( )( )

2019 2019

1 1

' 2 ' 1 4 1 2 34
2 1 2 1 2 1

i

i ii i i i

P P x
P P x x x x= =

   −
− = − =     − − − −   

∑ ∑ .  

Do 2ix >  hoặc 1ix <  nên ( )( )2 1 0i ix x− − > .  

Ngoài ra 
( )( ) ( )2 3 1, 1;2
2 1

i
i

i i

x x
x x
−

≤ ∀ ∉
− −

.  

Suy ra 
( )
( )

( )
( )

' 2 ' 1
4 2019

2 1
P P
P P

− ≤  (Vô lí)  

Vậy tồn tại ít nhất một nghiệm thuộc khoảng ( )1;2 .  

Nhận xét. Đây là một bài toán về áp dụng hệ quả của định lí Bezout và những kiến thức 

về đại số, giải tích hỗ trợ vào việc xử lý bất đẳng thức trong đa thức. Sau đây là một số 

bài toán tương tự: 

Các bài tập tương tự 

Bài tập 1. Cho đa thức ( )P x  bậc n có hệ số thực, hệ số cao nhất là 1 và có n 

nghiệm thực sao cho ( )1 0P − ≠  và 
( )
( )
' 1

1 2
P n
P

−
− ≤

−
. Chứng minh rằng ( )P x  có ít nhất 

một nghiệm 0x  với 0 1x ≥  

Bài tập 2 (Costa Ric - 2009.) Giả sử đa thức 

( ) 1
1 1... 1n n

n nP x a x a x a x−
−= + + + +  có thể phân tích thành 

( ) ( )( ) ( )1 2 ... nP x x r x r x r= + − − , với 1 2, ,..., nr r r ∈ . Chứng minh rằng 

( ) 2
1 21 2n nn a na− −− ≥ . 
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VÍ DỤ 24. (VN TST 1994) Cho đa thức ( ) [ ]P x x∈ , deg 4P =  và có 4 nghiệm phân 

biệt. Chứng minh rằng phương trình sau cũng có 4 nghiệm dương phân biệt 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 4 1 41 0 1x xP x P x P x

x x
− −  ′ ′′+ − − = 

 
 

Lời giải. 

( ) ( ) ( )2 2
1 4 1 41 0x xP x P x P x

x x
− −  ′ ′′+ − − = 

 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 4 0 2x P x P x P x P x

x
− ′ ′ ′′⇔ − + − =  

Đặt ( ) ( ) ( )Q x P x P x′= − . Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )2
1 42 0 3x Q x Q x

x
− ′⇔ + =  . Ta chứng 

minh nếu đa thức bậc bốn ( )P x  có 4 nghiệm dương phân biệt thì đa thức 

( ) ( ) ( )Q x P x P x′= −  cũng có 4 nghiệm dương phân biệt. Không giảm tính tổng quát, 

giả sử hệ số bậc cao nhất của ( )P x  là 1. Đặt

( ) ( )( )( )( )4 3 2
1 2 3 4P x x ax bx cx d x x x x x x x x= − + − + = − − − −  với 1 2 3 4, , ,x x x x  

là các nghiệm dương. Từ đó theo định lí Viet thì , , , 0a b c d >  

Ta có 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( )

2 3 4 1 3 4 1 2 4

1 2 3

P x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

′ = − − − + − − − + − − −

+ − − −
 

( ) 4 3 2
1 2 3Q x x a x a x a x c d= + + + + +   

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1 2 1 3 1 4 ;Q x P x P x x x x x x x′= − = − − − −  

( ) ( )( )( )2 2 1 2 3 2 4Q x x x x x x x= − − − − . 

Suy ra ( ) ( )1 2 0Q x Q x <  , tức là tồn tại [ ]1 1 2;y x x∈  là nghiệm dương của ( )Q x . Tương 

tự, ( )Q x  có 2 nghiệm dương [ ] [ ]2 2 3 3 3 4; , ;y x x y x x∈ ∈  . Mặt khác ( )deg 4Q x =  nên 

( )Q x  còn có nghiệm thực thứ tư là 4y . Theo định lí Viet ta có 1 2 3 4 0y y y y c d= + > . 

Mà 1 2 3, , 0y y y >  nên 4 0y > . 
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Đặt ( ) 4 1R x t Q
t

 =  
 

 , dễ thấy ( )deg 4R x =  và ( )R x  cũng có 4 nghiệm dương phân 

biệt. Theo kết quả chứng minh trên phương trình ( ) ( ) ( )0 4R x R x′− = có 4 nghiệm 

dương phân biệt. Ta có 

( )

( ) ( )

4 4

4 3 4
2 2

2 2

1 1 1 14 0

1 1 1 1 1 1 1 14 0

1 14 1 4

t P P t P P
t t t t

t P P t P P t P P
t t t t t t t t

t t P t t P
t t

′           ′ ′⇔ − − − =                      
                 ′ ′ ′ ′′⇔ − − − + − + =                                  

  ′⇔ − + + − 
 

( )1 0 5P
t

   ′′− =   
   

 

Đặt 
1 x
t
= , ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 4 1 45 1 0x xP x P x P x
x x
− −  ′ ′′⇔ + − − = 

 
. 

Vậy phương trình ( )1  có 4 nghiệm dương phân biệt. 

* Định lý Rolle đối với đa thức: 

Cho đa thức ( )P x  với hệ số thực và hai số thực ,a b  ( a b< ). Khi đó, nếu 

( ) ( )P a P b=  thì tồn tại ( );c a b∈  sao cho ( )' 0P c = . 

* Hệ quả : Cho đa thức ( )P x  với hệ số thực có n  nghiệm thực phân biệt khi và chỉ 

khi đa thức đạo hàm cấp k  tức đa thức ( ) ( )n kP x−  có n k−  nghiệm thực phân biệt. 

VÍ DỤ 25. Cho đa thức ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +  với hệ số thực, có bậc n   

và có n  nghiệm thực phân biệt. 

a) Chứng minh rằng đa thức ( ) ( ) ( )'Q x P x P x= −  cũng có n  nghiệm (không nhất 

thiết phân biệt). 

b) Với 3n ≥  chứng minh rằng ( ) 2
1 21 2 .n n nn a na a− −− >  

Lời giải : 

a) Đặt ( ) ( ).xH x e P x−= . 

- Do ( )P x  có n  nghiệm thực phân biệt suy ra ( )H x  cũng có n  nghiệm thực phân biệt 

đó. 

- Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' . . ' ' .x x x xH x e P x e P x e P x P x e Q x− − − −= − + = − − = −  
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- Áp dụng hệ quả của định lí Rolle đối với đa thức ta suy ra  đa thức ( )Q x  có 1n −  

nghiệm thực phân biệt. Mà ( )degQ x n=  suy ra  đa thức ( )Q x  có n  nghiệm. Đpcm. 

* Nhận xét: 

+) Tại sao lại nghĩ đến ( ) ( ).xH x e P x−=  phải chăng ( )'H x  xuất hiện 

( ) ( ) ( )'Q x P x P x= − .  

+) Do đó đây là phép đặt khá hay và quan trọng. 

- Nếu đặt ( ) ( ).xH x e P x=  suy ra ( ) ( ) ( )' . 'xH x e P x P x= +    khi đó bài toán 

có thể trở thành chứng minh đa thức ( ) ( )'P x P x+  có n  nghiệm. 

- Nếu đặt ( ) ( ).
x

H x e P xα=  suy ra ( ) ( ) ( )' . '

x

eH x P x P x
α

α
α

= +    khi đó bài 

toán có thể trở thành chứng minh đa thức ( ) ( )'P x P xα+  có n  nghiệm. 

b) Từ đaọ hàm cấp 2n −  của ( )P x  và điệu kiện 3n ≥  nên ( ) ( )2nP x− là đa thức bậc hai  

cụ thể là ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 !!. . . . 2 !
2! 1!

n
n n n

nnP x a x a x n a−
− −

−
= + + − . 

- Áp dụng hệ quả cua định lí Rolle ta suy ra 
( ) ( )2

1 2
1 !!. . . . 2 ! 0

2! 1!n n n
nn a x a x n a− −

−
+ + − =  

có hai nghiệm phân biệt 0⇔∆ >  hay ( ) 2
1 21 2 .n n nn a na a− −− >  

* Nhận xét : 

+) Tại sao lại nghĩ đến lấy đạo hàm cấp 2n −  phải chăng như thế mới triệt tiêu hết 

3 4 0, ,...,n na a a− −  và chỉ còn lại 1 2, ,n n na a a− − . 

VÍ DỤ 26. Cho ( )P x  là đa thức với hệ số thực có n  nghiệm thực phân biệt lớn hơn 1. 

Xét đa thức ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21Q x x P x P x x P x P x′ ′ = + + +  . Chứng minh rằng đa 

thức ( )Q x  có 2 1n −  nghiệm thực phân biệt. 

Lời giải. 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x P x xP x xP x P x′ ′= + +       . 
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Dễ thấy 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2
x x

P x xP x e e P x

xP x P x xP x

−
′  

′ + =    
 

 ′′ + =

  

Giả sử các nghiệm của ( )P x  là 1 21 ... nx x x< < < <  . Theo định lí Rolle, đa thức 

( ) ( )P x xP x′ +  có 1n −  nghiệm , 1, 1i i nα = −  thoả mãn 

1 1 2 11 ... n nx x xα α −< < < < < <   và đa thức ( ) ( )xP x P x′ +  có n  nghiệm , 1,j j nβ =  

thỏa mãn 1 1 2 20 ... n nx x xβ β β< < < < < < < . 

- Nếu , ,i j i jα β≠ ∀  thì ta có ngay điều phải chứng minh. 

- Giả sử tồn tại ( ),i j  sao cho 1i jα β γ γ= = ⇒ > .  

Khi đó 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

2
0

1
0 1

P
P P P

P P P
P

γ
γ

γ γ γ γ
γ

γ γ γ γ
γ γ

′
= −′ + = ⇒ ⇒ = ′ ′+ =  = −

. Điều này mâu thuẫn với 

1γ > . 

Bài tập tương tự 

Bài 1. Cho ( )P x  là đa thức bậc n  với hệ số thực có n  nghiệm thực phân biệt khác 0. 

Chứng minh rằng các nghiệm của đa thức ( ) ( ) ( ) ( )2 3Q x x P x xP x P x′′ ′= + +  là thực 

và phân biệt. 

Lời giải 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 23Q x x P x xP x P x x P x xP x x xP x P x ′′ ′  ′′ ′ ′ ′ = + + = + = +       

Đặt ( ) ( ) ( )( )R x x xP x P x′= + . Xét hàm số ( ) ( ) { }ln , \ 0xf x e P x x= ∈ . Giả sử n  

nghiệm thực phân biệt của ( )P x  là 1 2 ... nx x x< < < . Khi đó ( ) 0f x =  cũng có n  

nghiệm thực , 1,ix i n= . 

( ) ( ) ( )ln x P x
f x e P x

x
 

′ ′= + 
 
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Các nghiệm thực của phương trình ( ) 0f x′ =  cũng là nghiệm của phương trình 

( ) ( ) 0
P x

P x
x

′ + = . Theo định lí Lagrange, ta có { } ( )11,..., 1 , ;i i ii n y x x +∀ ∈ − ∃ ∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1i i i i if x f x x x f y+ + ′− = −  

{ } ( ) ( )11,..., 1 , ; , 0i i i ii n y x x f y+ ′⇒∀ ∈ − ∃ ∈ = . 

Do đó, ( ) 0f x′ =  có ít nhất 1n −  nghiệm thực phân biệt khác 0, nên ( ) ( ) 0
P x

P x
x

′ + =  

có ít nhất 1n −  nghiệm thực phân biệt khác 0 là các giá trị , 1, 1iy i n= − . 

Mặt khác ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 P x
R x x xP x P x x P x

x
 

′ ′= + = + 
 

 nên ( )R x  là đa thức bậc 

1n +  có ít nhất n  nghiệm thực là 0 và , 1, 1iy i n= − . Do đó ( )R x  có 1n +  nghiệm 

thực kể cả bội (nếu có nghiệm bội thì có duy nhất nghiệm khác 0 bội 2). 

Nếu ( )R x  có một nghiệm  
0i

y  bội 2 thì ( ) ( ) ( )
0 2i nR x x x y K x−= −  , trong đó ( )2nK x−  

là đa thức bậc 2n −  với hệ số thực.  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 02 22i n i nQ x x xP x P x x y xK x x y xK x− −

′  ′ ′= + = − + −    
 

Vậy ( )Q x  nhận 
0i

y  làm nghiệm. 

Kí hiệu n   nghiệm (
0i

y  chỉ tính một lần) của ( )R x  theo thứ tự tăng dần là , 1,ju j n=  

. Theo định lí Lagrange ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11, 1, ; :j j j j j j j jj n t u u R u R u u u R u+ + + ′∀ = − ∃ ∈ − = −   

{ } ( ) ( ) ( )11,..., 1 , ; : 0j j j j jj n t u u Q t R t+ ′⇒∀ ∈ − ∃ ∈ = = . Vậy ( )Q x  có thêm 1n −  

nghiệm thực khác 
0i

y  nữa. Do đó ( )Q x  có n  nghiệm thực phân biệt. 

Bài 2. Cho số thực 0α ≠  và đa thức ( )P x  với hệ số thực bậc 1n >  sao cho ( )P x  

không có nghiệm thực. Chứng minh đa thức ( ) ( ) ( ) ( ) ( )... nnQ x P x P x P xα α′= + + +  

không có nghiệm thực. 

Lời giải 



27 
 

Không mất tính tổng quát, ta giả sử hệ số bậc cao nhất của ( )P x  dương. Vì ( )P x  

không có nghiệm thực nên ( ) 0,P x x> ∀ ∈  và ( )deg P x n=  là số chẵn.  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1... nnQ x P x P x P xα α −′ ′ ′′= + + +  

Suy ra ( ) ( ) ( )P x Q x Q xα ′= −  . Đặt ( ) ( )
x

R x e Q xα
−

= −  thì ( ) ( )1 x

R x e P xα

α
−

′ =  , suy 

ra ( )R x′  không có nghiệm thực nên theo định lí Rolle ( )R x  có nhiều nhất 1 nghiệm. 

Vì vậy ( )Q x  có nhiều nhất 1 nghiệm. 

Giả sử 0x  là nghiệm thực duy nhất của ( )Q x , do ( )degQ x n=  là số chẵn nên tồn tại 

số nguyên dương m  và đa thức ( )K x  với hệ số thực sao cho 

( ) ( ) ( )0 ,2mQ x x x K x m n= − ≤ ≤ . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0

mQ x x x K x x x K x−′ ′ = − + −   . Vậy ( )0 0P x =  . Điều này mâu 

thuẫn giả thiết ( )P x  không có nghiệm thực, suy ra điều phải chứng minh. 

Bài 3. Cho đa thức ( )P x  hệ số thực bậc 1n ≥  và có m  nghiệm thực (kể cả nghiệm 

bội). Chứng minh rằng đa thức ( ) ( ) ( ) ( )2 1Q x x P x P x′= + +  có ít nhất m  nghiệm 

thực (kể cả nghiệm bội). 

Lời giải 

( )P x  có m  nghiệm thực nên phương trình ( )
3

3 0
x x

e P x
+

=  cũng có m  nghiệm thực. 

Theo định lí Rolle thì phương trình  

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

23 30 1 0
x xx x

e P x e x P x P x
+ +

′ 
 ′= ⇔ + + =     

 có ít nhất 1m −  nghiệm thực. 

Ta xét các trường hợp sau: 

- Với m  chẵn. Nếu  n  lẻ thì ( )P x  là đa thức bậc lẻ có số nghiệm thực (kể cả bội) là lẻ, 

suy ra m  lẻ, mâu thuẫn. Vậy n  là số chẵn. Từ đó ( )Q x  là đa thức bậc chẵn, suy ra số 

nghiệm thực, kể cả bội là chẵn. Theo trên, nó có ít nhất 1m −  nghiệm thực, trong khi 

1m −  lẻ. Vậy ( )Q x  có ít nhất m  nghiệm thực. 
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- Với m  lẻ. Nếu n  chẵn thì ( )P x  là đa thức bậc chẵn nên nó có chẵn nghiệm thực kể 

cả bội, tức m  chẵn, mâu thuẫn. Vậy n  phải lẻ, suy ra ( )Q x  là đa thức bậc 2n +  là một 

số lẻ. Do đó nó có lẻ số nghiệm. Mặt khác ( )Q x  có ít nhất 1m − (là số chẵn) nghiệm 

thực. Vậy Vậy ( )Q x  có ít nhất m  nghiệm thực. 

Bài 4. Cho đa thức ( )P x  hệ số thực bậc 1n ≥  và có m  nghiệm thực (kể cả nghiệm 

bội). Chứng minh rằng đa thức ( ) ( ) ( ) ( )2 1Q x x P x P x′= + +  có ít nhất m  nghiệm 

thực (kể cả nghiệm bội). 

Lời giải 

( )P x  có m  nghiệm thực nên phương trình ( )
3

3 0
x x

e P x
+

=  cũng có m  nghiệm thực. 

Theo định lí Rolle thì phương trình 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

23 30 1 0
x xx x

e P x e x P x P x
+ +

′ 
 ′= ⇔ + + =     

 có ít nhất 1m −  nghiệm thực. 

Ta xét các trường hợp sau: 

- Với m  chẵn. Nếu  n  lẻ thì ( )P x  là đa thức bậc lẻ có số nghiệm thực (kể cả bội) là lẻ, 

suy ra m  lẻ, mâu thuẫn. Vậy n  là số chẵn. Từ đó ( )Q x  là đa thức bậc chẵn, suy ra số 

nghiệm thực, kể cả bội là chẵn. Theo trên, nó có ít nhất 1m −  nghiệm thực, trong khi 

1m −  lẻ. Vậy ( )Q x  có ít nhất m  nghiệm thực. 

- Với m  lẻ. Nếu n  chẵn thì ( )P x  là đa thức bậc chẵn nên nó có chẵn nghiệm thực kể 

cả bội, tức m  chẵn, mâu thuẫn. Vậy n  phải lẻ, suy ra ( )Q x  là đa thức bậc 2n +  là một 

số lẻ. Do đó nó có lẻ số nghiệm. Mặt khác ( )Q x  có ít nhất 1m − (là số chẵn) nghiệm 

thực. Vậy Vậy ( )Q x  có ít nhất m  nghiệm thực. 
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BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

1. Bài tập đề nghị 

Bài 1. (VMO 2012) Cho các cấp số cộng ( ) ( ),n na b  và số nguyên 2m > . Xét m  tam 

thức bậc hai ( ) 2 , 1,k k kP x x a x b k m= + + = . Chứng minh rằng nếu hai tam thức ( )1P x  

và ( )mP x  đều không có nghiệm thực thì tất cả các tam thức còn lại cũng không có 

nghiệm thực. 

Bài 2. Cho đa thức ( ) 1
1 1... 1n n

nP x x a x a x−
−= + + + +  có các hệ số không âm. Chứng 

minh rằng nếu ( )P x  có n  nghiệm thực thì ( )2 3nP ≥ . 

Bài 3. (USAMO 1975) Cho ( ) [ ]P x x∈  có bậc n  nguyên dương sao cho 

( ) , 0, .
1

kP k k n
k

= ∀ =
+

 Tính ( )1P n + . 

Bài 4. Cho đa thức ( ) 2 ; ,f x x ax b a b= + + ∈ . Giả sử phương trình ( )( ) 0f f x =  

có 4 nghiệm thực phân biệt và tổng của hai trong bốn nghiệm đó bằng 1− . Chứng minh 

rằng 
1
4

b ≤ − . 

Bài 5. Cho số nguyên dương chẵn n , xét các thức ( )P x  với hệ số thực 

( ) 1
1 1... 1n n

nP x x a x a x−
−= + + + +   

sao cho ( )P x  có ít nhất một nghiệm thực. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2
1 2 1... .nA a a a −= + + +  

Bài 6 (ROMANIA MO 2001) Cho số nguyên dương chẵn n .  Tìm các số thực ,a b  

thỏa mãn điều kiện: 

(i) 3 1nb a= +  

(ii) Đa thức ( ) ( )2 1
n nP x x x x a= + + − −  chia hết cho đa thức ( ) 3 2Q x x x x b= + + +

. 

Bài 7 (VMO 1988) Cho đa thức ( ) 1
0 1 1... , 3n n

n nP x a x a x a x a n−
−= + + + + ≥  có n  

nghiệm thực và 
2

0 1 21, ,
2

n na a n a −
= = − =  . Xác định 3 4, ,..., na a a . 
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Bài 8. Cho ( )P x  là đa thức với hệ số thực có n  nghiệm thực phân biệt lớn hơn 1. Xét 

đa thức ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21Q x x P x P x x P x P x′ ′ = + + +  . Chứng minh rằng đa thức 

( )Q x  có 2 1n −  nghiệm thực phân biệt. 

Bài 9 (THTT 10/2004). Cho đa thức ( )P x  có bậc 2018 và thỏa mãn 

( ) { }
2

, 1,2,...,2019 .
1

xP x x
x

= ∀ ∈
+

 Tính ( )2020P . 

Bài 10 (Tạp chí Pi 5/2018). Cho hai đa thức ( ) 3 24 39 46P x x x x= − + −  và 

( ) 3 23 4 3Q x x x x= + + − . 

a. Chứng minh rằng cả hai đa thức đều có duy nhất một nghiệm thực. 

b. Kí hiệu ,α β  tương ứng là nghiệm thực của ( ) ( ),P x Q x . Chứng minh rằng 

{ } { }2α β>  (với { }x  là phần lẻ của số thực x ). 

Bài 11 (VMO 2002). Cho hai đa thức ( ) 3 24 2 15 9P x x x x= − − +  và 

( ) 3 212 6 7 1Q x x x x= + − + . 

a. Chứng minh rằng cả hai đa thức đều có ba nghiệm thực phân biệt. 

b. Kí hiệu ,α β  tương ứng là nghiệm thực lớn nhất của ( ) ( ),P x Q x . Chứng minh 

rằng 2 23 4α β+ = . 

Bài 12 (Hà Tĩnh TST 2018 – 2019 Ngày 2). Kí hiệu { }10; 9,...;9;10M = − − . Xét đa 

thức ( ) 3 2P x x ax bx c= + + +  ( , ,a b c M∈ ). Biết ( ) 92 2
2018

P + < , chứng minh rằng 

đa thức ( )P x  có ba nghiệm thực phân biệt. 

Bài 13 (VN TST 2015). Gọi α  là nghiệm dương của phương trình 2 5 0x x+ − = .Với 

mỗi số nguyên dương n  nào đó, gọi 0 1, ,..., nc c c  là các số nguyên không âm thỏa mãn 

0 1 ... 2015n
nc c cα α+ + + = . 

a. Chứng minh rằng ( )0 1 ... 2 mod3nc c c+ + + ≡ . 

b. Tìm GTNN của 0 1 ... nS c c c= + + + . 
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Bài 14. Cho ( )P x  là một đa thức bậc 3 có hệ số hữu tỉ. Biết rằng ( )P x  có 3 nghiệm 

thực , ,α β γ  thỏa mãn k α
β

=  là một số hữu tỉ khác 0 và 1± . Chứng minh rằng , ,α β γ  

hữu tỉ. 

Bài 15 (Tạp chí Pi T9/2017). Cho dãy số nguyên dương ( )na  với 0n≥  có tính chất: 

Với mỗi số tự nhiên m , đa thức ( ) 1
1 1 0

m m
m m mP x a x a x a x a−

−= + + +  có m  nghiệm thực 

phân biệt. Chứng minh rằng ,na n n≥ ∀ ∈ . 

Bài 16. Cho 2n  số 1 2 2... na a a< < <  với 2n≥ . Đặt 

2

1 2 2 2 2 1 2 1
1

, ,
n

i i j i j
i i j i j

S a A a a A a a+ +
= < <

= = =∑ ∑ ∑ . 

Chứng minh rằng ( ) ( )2
1 21 4n S n A A− > + . 

Bài 17. Cho ( ) [ ] ( ),deg 2017P x x P x∈ = . Chứng minh rằng tồn tại hai đa thức 

( ) ( ) [ ],Q x R x x∈ ; deg deg 2017Q R= = ; ( ) ( ),Q x R x  có tất cả các nghiệm đều thực 

sao cho ( ) ( ) ( )P x Q x R x= + . 
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2. Lời giải bài tập đề nghị 

Bài 1. (VMO 2012) Cho các cấp số cộng ( ) ( ),n na b  và số nguyên 2m > . Xét m  tam 

thức bậc hai ( ) 2 , 1,k k kP x x a x b k m= + + = . Chứng minh rằng nếu hai tam thức ( )1P x  

và ( )mP x  đều không có nghiệm thực thì tất cả các tam thức còn lại cũng không có 

nghiệm thực. 

Lời giải. 

Gọi ,a b  lần lượt là công sai của cấp số cộng ( ) ( ),n na b  và giả sử ( )kP x  có nghiệm 

thực x c=  với 1 k m< <  nào đó. 

Theo tính chất của cấp số cộng ta có 

( ) ( ) ( )( )m kP x P x m k ax b− = − +  và ( ) ( ) ( )( )1 1kP x P x k ax b− = − + .  

Suy ra ( ) ( )( )mP c m k ac b= − +  và ( ) ( )( )1 1P c k ac b= − − +  nên ( ) ( )1. 0mP c P c < . 

Nhưng ( ) ( )10, 0mP c P c> >  nên điều suy ra ở trên là không thể. Vậy không có tam thức 

bậc hai nào có nghiệm thực. 

Bài 2. Cho đa thức ( ) 1
1 1... 1n n

nP x x a x a x−
−= + + + +  có các hệ số không âm. Chứng 

minh rằng nếu ( )P x  có n  nghiệm thực thì ( )2 3nP ≥ . 

Lời giải 

Giả sử ( )P x  có n  nghiệm thực 1 2, ,..., nx x x . Từ giả thiết ta có 0, 1,ix i n< ∀ =  và 

( ) ( )( ) ( )1 2 ... nP x x x x x x x= − − − . 

Suy ra  

( ) ( ) ( ) ( )3 3

1 1 1 1

2 2 1 1 3 3
n n n n

n
i i i i

i i i i

P x x x x
= = = =

 = − = + + − ≥ − = − ∏ ∏ ∏ ∏ . 

Theo định lí Viet ta có ( ) ( )
1 1

1 1
n n

n
i i

i i

x x
= =

= − ⇒ − =∏ ∏ , suy ra ( )2 3nP ≥ . 

Bài 3. (USAMO 1975) Cho ( ) [ ]P x x∈  có bậc n  nguyên dương sao cho 

( ) , 0, .
1

kP k k n
k

= ∀ =
+

 Tính ( )1P n + . 

Lời giải 
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Xét đa thức ( ) ( ) ( )1Q x x P x x= + −  . Theo giả thiết suy ra ( ) 0, 0,Q i i n= ∀ =  . Suy 

ra tồn tại số thực 0c ≠  sao cho ( ) ( ) ( )1 ...Q x cx x x n= − −  . Vì 

( ) ( ) ( )1Q x x P x x= + −  nên ( )1 1Q − = .  

Suy ra  
( )
( )

11
1 !

n

c
n

+−
=

+
  và ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
11

1 1 ... *
1 !

n

Q x x P x x x x x n
n

+−
= + − = − −

+
. 

Từ ( )*  ta có  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1

2 1 1 1 ...1 1 .
1 ! 2

n nn
n P n n n n P n

n n

+ +− + + −
+ + − − = + ⇒ + =

+ +
 

Bài 4. Cho đa thức ( ) 2 ; ,f x x ax b a b= + + ∈ . Giả sử phương trình ( )( ) 0f f x =  

có 4 nghiệm thực phân biệt và tổng của hai trong bốn nghiệm đó bằng 1− . Chứng minh 

rằng 
1
4

b ≤ − . 

Lời giải 

Từ giả thiết suy ra phương trình ( ) 0f x =  phải có 2 nghiệm thực 1 2,x x . Phương trình 

( )( ) 0f f x =  có 4 nghiệm thực phân biệt khi và chỉ  khi 1,2 4
x ∆

≥ − , trong đó 

2 4a b∆ = − . Khi đó ( )2
1 2 4 2 *

2
a x x b a a∆

− = + ≥ − ⇒ ≤ −  

Gọi 1 2 3 4, , ,y y y y  là 4 nghiệm của phương trình ( )( ) 0f f x = . Giả sử 1 2,y y  là 2 

nghiệm của phương trình 2
1 0x ax b x+ + − =  và 3 4,y y  là hai nghiệm của phương trình 

2
2 0x ax b x+ + − =  

Từ giả thiết, giả sử 1 2 1 1y y a+ = − ⇒ =  . Từ ( ) 1*
4

b⇒ ≤ − . Nếu 1 3 1y y+ = −  thì 

2 2
1 2

1
2

y y+ ≥ .  

Ta có 2
1 1 1 0y ay b x+ + − =  và 2

3 3 2 0y ay b x+ + − = , suy ra  

2 2
2 2 1 3
1 3

12 0
2 4

y yy y b b +
+ + = ⇒ = − ≤ −  

Bài 5. Cho số nguyên dương chẵn n , xét các thức ( )P x  với hệ số thực 



34 
 

( ) 1
1 1... 1n n

nP x x a x a x−
−= + + + +  sao cho ( )P x  có ít nhất một nghiệm thực. Tìm giá 

trị nhỏ nhất của biểu thức 2 2 2
1 2 1... .nA a a a −= + + +  

Lời giải 

Nếu 2n =  thì ( ) 2
1 1P x x a x= + +  có nghiệm khi 2

1 4T a= ≥ . 

Nếu 2n >  , gọi 0x  là nghiệm thực của ( )P x  thì 0 0x ≠  và 
1

0 0
1

1 0
n

i n
i

i
a x x

−

=

− = + >∑ . Do 

đó tồn tại các số ( )1 1ia i n≤ ≤ −  không đồng thời bằng 0. Ta có 

( )
21

2
01

02 1
1 1

2 21
0 0

1 1

1
n

i
nin

i
i n n

i ii

i i

a x x
A a

x x

−

−
=
− −

=

= =

 
  + = ≥ =
∑

∑
∑ ∑

  

Do 2 2
0 0 01 , 1, 1

2
n n i i nx x x i−+ ≥ + ∀ = −  nên cộng các bất đẳng thức này, suy ra 

( ) ( )
1 12 22 2

0 0 0 0 0
1 1

2 21 1
4 4

n
n

n i n i n

i i

n nx x x x x
−

−

= =

− −
+ ≥ ⇒ + ≥ −∑ ∑   

( ) ( )
12 22

0 0 0
1

1 11 1
4 4

n
n i n

i

n x x x
−

=

−
⇒ + ≥ + −∑  

( )
12 2

0 0
1

1 41
4 1

n
n i

i

n x x A
n

−

=

−
⇒ + ≥ ⇒ ≥

−∑  

Xét đa thức ( ) ( )1 22 ... 1
1

n n nP x x x x x
n

− −= − + + + +
−

 có một nghiệm bằng 1 và 

4
1

A
n

=
−

 . Vậy giá trị nhỏ nhất của A  là 
4

1n −
. 

Bài 6 (ROMANIA MO 2001) Cho số nguyên dương chẵn n .  Tìm các số thực ,a b  

thỏa mãn điều kiện: 

(i) 3 1nb a= +  

(ii) Đa thức ( ) ( )2 1
n nP x x x x a= + + − −  chia hết cho đa thức ( ) 3 2Q x x x x b= + + +

. 

Lời giải 
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Giả sử 1 2 3, ,x x x  là các nghiệm của đa thức ( )Q x  thì 1 2 3, ,x x x  cũng là nghiệm của đa 

thức ( )P x .  

Nếu tồn tại ít nhất một nghiệm của ( )P x  bằng 0 thì từ giả thiết suy ra 0, 1b a= =  (mâu 

thuẫn điều kiện (i)), suy ra 0b ≠  và 1 2 3, , 0x x x ≠ .  

Đặt ( ) ( )nR x x P x=  . Khi đó ( ) ( ) 2n n nR x Q x b x ax= − − −    , do đó 

2 0, 1,2,3n n n
i ix ax b i+ − = ∀ =  

Suy ra , 1,2,3n
ix i =  là nghiệm của phương trình 2 0x ax b+ − =  nên trong các số n

ix  

có ít nhất hai số bằng nhau. Không mất tính tổng quát giả sử 1 2
n nx x=  . Ta xét các trương 

hợp sau: 

+) 1 2 3
n n nx x x= =  , khi đó theo định lí Viet, ta có ( )3

1 1 2 3 3 1nn nx x x x b a= = = + . Mặt khác 

2
1 1 3 1n n nx ax b a+ = = + , suy ra 

2 3
1 1

1

1 1
3 3

n n

n
x xa

x
− −

= =
−

 nên 1 2 3 1n n nx x x= = =  . Khi đó 

1, 0nb a= = . 

+) 1 2 3
n n nx x x= ≠  . Áp dụng định lí Viet ta có  

2 2 2
1 2 3 1 3 3 3 3 1 0n n n n n n nx x x b x x b x ax x x a= − ⇒ = = + ⇒ − + =  

Mặt khác  

( )3 1 1 1 2 11 0 1 1 0, 1n n n n n n n nx x a x x x x a b a b+ = − ⇒ + = ⇒ = = − ⇒ = − ⇒ = = . 

Vậy ta luôn có 1, 0nb a= =  . Nếu 1, 0b a= − =  thì tất cả các nghiệm của đa thức 

( ) 3 2 1Q x x x x= + + −  là nghiệm của đa thức ( ) 21 nR x x= −  . Điều này vô lí vì ( )Q x  

có nghiệm thực khác 1±  , mà ( )R x  chỉ có hai nghiệm thực là 1±  . Vậy 1, 0b a= = . 

Bài 7 (VMO 1988) Cho đa thức ( ) 1
0 1 1... , 3n n

n nP x a x a x a x a n−
−= + + + + ≥  có n  

nghiệm thực và 
2

0 1 21, ,
2

n na a n a −
= = − =  . Xác định 3 4, ,..., na a a . 

Lời giải 
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Kí hiệu , 1,ix i n=  là n  nghiệm thực của đa thức thì 
1

n

i
i

x n
=

=∑  và 

2

1 1
,

2

n n

i j
i j

n nx x i j
= =

−
= ≠∑∑   

Ta có 
2

2 2 2

1 1 1 1
2

n n n n

i i i j
i i i j

x x x x n n n n
= = = =

 
= − = − + = 
 

∑ ∑ ∑∑   

và ( )2 2

1 1 1
1 2 0 1, 1,

n n n

i i i i
i i i

x x x n n n n x i n
= = =

− = − + = − + = ⇒ = =∑ ∑ ∑  . Suy ra 

( ) ( )1 nP x x= − . Vậy các hệ số của đa thức là ( )1 , 0,k k
nC k n− = . 

Bài 8. Cho ( )P x  là đa thức với hệ số thực có n  nghiệm thực phân biệt lớn hơn 1. Xét 

đa thức ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21Q x x P x P x x P x P x′ ′ = + + +  . Chứng minh rằng đa thức 

( )Q x  có 2 1n −  nghiệm thực phân biệt. 

Lời giải. 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x P x xP x xP x P x′ ′= + +        . 

Dễ thấy 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2
x x

P x xP x e e P x

xP x P x xP x

−
′  

′ + =    
 

 ′′ + =

  

Giả sử các nghiệm của ( )P x  là 1 21 ... nx x x< < < <  . Theo định lí Rolle, đa thức 

( ) ( )P x xP x′ +  có 1n −  nghiệm , 1, 1i i nα = −  thoả mãn 

1 1 2 11 ... n nx x xα α −< < < < < <   và đa thức ( ) ( )xP x P x′ +  có n  nghiệm , 1,j j nβ =  

thỏa mãn 1 1 2 20 ... n nx x xβ β β< < < < < < < . 

- Nếu , ,i j i jα β≠ ∀  thì ta có ngay điều phải chứng minh. 

- Giả sử tồn tại ( ),i j  sao cho 1i jα β γ γ= = ⇒ > .  
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Khi đó 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

2
0

1
0 1

P
P P P

P P P
P

γ
γ

γ γ γ γ
γ

γ γ γ γ
γ γ

′
= −′ + = ⇒ ⇒ = ′ ′+ =  = −

. Điều này mâu thuẫn với 

1γ > . 

Bài 9 (THTT 10/2004). Cho đa thức ( )P x  có bậc 2018 và thỏa mãn 

( ) { }
2

, 1,2,...,2019 .
1

xP x x
x

= ∀ ∈
+

 Tính ( )2020P . 

Lời giải 

Xét ( ) ( ) ( ) 21 ,Q x x P x x x= + − ∀ ∈ . Ta có ( )deg 2019Q x =  và ( )Q x  có 2019 

nghiệm là 1,2,...,2019 . Do đó 

( ) ( )( ) ( )1 2 ... 2019Q x C x x x= − − − . 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 2 . 3 ... 2020 1
2020!

Q C C− =− ⇔ − − − =− ⇔ = . 

Suy ra ( ) ( )( ) ( )1 1 2 ... 2019
2020!

Q x x x x= − − − . 

Do đó ( ) ( ) ( )
3

21 1 1 20202020 2021. 2020 2020 2020
2020 2020 2020.2021

Q P P +
= ⇒ = − ⇒ = . 

Bài 10 (Tạp chí Pi 5/2018). Cho hai đa thức ( ) 3 24 39 46P x x x x= − + −  và 

( ) 3 23 4 3Q x x x x= + + − . 

c. Chứng minh rằng cả hai đa thức đều có duy nhất một nghiệm thực. 

d. Kí hiệu ,α β  tương ứng là nghiệm thực của ( ) ( ),P x Q x . Chứng minh rằng 

{ } { }2α β>  (với { }x  là phần lẻ của số thực x ). 

Lời giải 

a. Vì ( ) ( ),P x Q x  là các đa thức bậc 3 nên đều có ít nhất một nghiệm thực. Hơn 

nữa: 
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( ) ( )222 23 4 0,P x x x x′ = + + − > ∀ ∈  và ( ) ( )23 1 1 0,Q x x x′ = + + > ∀ ∈  nên 

( ) ( ),P x Q x  đều là các hàm số đồng biến trên  . Do đó cả hai đa thức đều có 

duy nhất một nghiệm thực. 

b. ( ) ( ),P x Q x  đều là các hàm liên tục trên   và ( ) ( )1 . 2 10.24 0P P =− <  và 

( ) ( )0 . 1 3.5 0Q Q =− <  nên suy ra ( ) ( )1;2 , 0;1α β∈ ∈ . Do đó, 

{ } { }1,α α β β= − = . 

Ta chứng minh 2 21 1α β α β− > ⇔ > + . 

Ta có ( ) ( )3 2 3 20 3 4 3 4 3 1Q β β β β β β β= = + + − ⇔ + = −   

( ) ( ) ( )2 23 24 9 1 , 0 1β β β β⇔ + = − < <   

6 4 234 9 0β β β⇔ − + − = . 

Ta có ( )2 6 4 21 34 10 1P β β β β+ = − + − =−  ( ) ( )2 1 . 2 1.24 0P Pβ⇒ + =− <   

Suy ra ( )2 21;2 1α β α β∈ + ⇒ > + . 

Bài 11 (VMO 2002). Cho hai đa thức ( ) 3 24 2 15 9P x x x x= − − +  và 

( ) 3 212 6 7 1Q x x x x= + − + . 

c. Chứng minh rằng cả hai đa thức đều có ba nghiệm thực phân biệt. 

d. Kí hiệu ,α β  tương ứng là nghiệm thực lớn nhất của ( ) ( ),P x Q x . Chứng minh 

rằng 2 23 4α β+ = . 

Bài 12 (Hà Tĩnh TST 2018 – 2019 Ngày 2). Kí hiệu { }10; 9,...;9;10M = − − . Xét đa 

thức ( ) 3 2P x x ax bx c= + + +  ( , ,a b c M∈ ). Biết ( ) 92 2
2018

P + < , chứng minh rằng 

đa thức ( )P x  có ba nghiệm thực phân biệt. 

Lời giải 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )3 2
2 2 2 2 2 2 2 2P a b c+ = + + + + + +  

( )20 6 2 14 4 2 2a b c a b m n= + + + + + + = + . 
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Do , ,a b c M∈  nên 110, 64m n≤ ≤ . 

Ta chứng minh ( )2 2 0P + = . Giả sử ( )2 2 0 2 0 ,P m n m n+ ≠ ⇔ + ≠ ⇔  không 

đồng thời bằng 0. 

Suy ra 2 0m n− ≠  và 32 2 110 64. 204
2

m n m n− ≤ + < + = , từ đây suy ra 

( )
2 22 1 92 2 2

206 20182
m nP m n
m n

−
+ = + = ≥ >

−
. Mâu thuẫn chứng tỏ ( )2 2 0P + =

. 

Ta có ( )2 2 2 0 0P m n m n+ = + = ⇔ = =  ( )2 2 2 0m n P⇒ − = − = . 

Do ( )P x  có hai nghiệm là 2 2±  là hai nghiệm của ( ) 2 4 2Q x x x= − +  nên 

( ) ( )2 4 2
2
cP x x x x = − + + 

 
 

Từ đó suy ra ( )P x  có 3 nghiệm thực phân biệt là 2 2±  và 
2
c

− . 

Bài 13 (VN TST 2015). Gọi α  là nghiệm dương của phương trình 2 5 0x x+ − = .Với 

mỗi số nguyên dương n  nào đó, gọi 0 1, ,..., nc c c  là các số nguyên không âm thỏa mãn 

0 1 ... 2015n
nc c cα α+ + + = . 

c. Chứng minh rằng ( )0 1 ... 2 mod3nc c c+ + + ≡ . 

d. Tìm GTNN của 0 1 ... nS c c c= + + + . 

Lời giải 

a. Xét đa thức ( ) 0 1 ... n
nP x c c x c x= + + + . 

Xét phép chia ( ) ( ) ( ) ( )2 5P x x x Q x R x= + − + , ta có ( )deg 1R x ≤ . 

Ta có ( ) ( ) 2015P Rα α= =  và ( ) ( ) ( ) ( )( )1 3 1 1 1 mod3P Q R R=− + ≡  

Do đó, ta chứng minh ( ) ( )1 2 mod3R ≡ . 

Thật vậy 

+) TH 1: ( ) ( ) ( )deg 1 2015R x R x ax b R a bα α= ⇒ = + ⇒ = + = . 

Do α  vô tỉ nên a bα +  vô tỉ (mâu thuẫn). 
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+) TH 2: ( ) ( ) ( )deg 0 2015 2 mod3R x R x= ⇒ = ≡ . 

b. Ta có ( ) ( )1 3 1 2015P Q=− + . Do đó, để tìm GTNN của ( )1P  ta tìm GTLN của 

( )1Q . 

Giả sử ( ) ( )2
0 1 2 0 1 2... ; , ,...,n

n nQ x b b x b x b b b−
− −= + + + ∈ . 

Ta có  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
0 1 25 2015 5 ... 2015n

nP x x x Q x x x b b x b x −
−= + − + = + − + + + +  

Đồng nhất hệ số 

0 0

1 0 1

2 0 1 2

3 1 2 3

2 4 3 2

1 3 2

2

5 2015 0
5 0

5 0
5 0

...
5 0

0

0

n n n n

n n n

n n

c b
c b b
c b b b
c b b b

c b b b

c b b

a b

− − − −

− − −

−

=− + ≥

= − ≥

= + − ≥

= + − ≥

= + − ≥

= + ≥

= ≥

  

Ta có 

0 1
2015 403,

5 5
b b≤ ≤  

Xét dãy số 
0 1

1 2

403, 80

, 2
5

n n
n

b b
b b

b n− −

= =
 +  = ≥ 

 

  

Rõ ràng dãy này đến một lúc nào đó thì bằng 0 nên ta tính được 

2 3 4 5 6 7 8 996, 35, 26, 12, 7, 3, 2, 1, 0, 10nb b b b b b b b b n= = = = = = = = = ≥   

Suy ra ( ) ( )1 665 1 3.665 2015 20Q P≤ ⇒ ≥− + =  

Bài 14. Cho ( )P x  là một đa thức bậc 3 có hệ số hữu tỉ. Biết rằng ( )P x  có 3 nghiệm 

thực , ,α β γ  thỏa mãn k α
β

=  là một số hữu tỉ khác 0 và 1± . Chứng minh rằng , ,α β γ  

hữu tỉ. 

Lời giải 
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Không mất tổng quát, giả sử ( )P x  monic, ta có ( ) 3 2P x x mx nx p= + + +  với 

, ,m n p∈ . 

Theo ĐL Viet: 
m

n
p

α β γ
αβ βγ γα
αβγ

+ + =−
 + + =
 =−

. 

Ta sẽ tìm một đa thức bậc 2, hệ số hữu tỉ nhầnj ,α β  hoặc γ  làm nghiệm. 

Ta có  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 1k k m k n nβ β α αβ β α β γ α β+ + + + + = + + − + + + +  

( ) 0n n nαβ βγ γα=− + + + =− + =  

Vậy β  là nghiệm của đa thức ( ) ( ) ( ) [ ]2 21 1Q x k k x m k x n x= + + + + + ∈  

 Nếu gọi ( )R x  là đa thức hệ số hữu tỉ, có bậc nhỏ nhất, monic, nhận β  làm nghiệm thì 

deg 2R≤ . 

Nếu deg 1R= , do ( ) [ ]R x Q x∈  nên β∈ , suy ra ,k mα β γ α β= ∈ =− − − ∈  . 

Nếu deg 2R= , do deg 3P=  nên suy ra α  hoặc γ  hữu tỉ và dẫn tới , ,α β γ  hữu tỉ. 

Bài 15 (Tạp chí Pi T9/2017). Cho dãy số nguyên dương ( )na  với 0n≥  có tính chất: 

Với mỗi số tự nhiên m , đa thức ( ) 1
1 1 0

m m
m m mP x a x a x a x a−

−= + + +  có m  nghiệm thực 

phân biệt. Chứng minh rằng ,na n n≥ ∀ ∈ . 

Lời giải 

(Bài 11 – trang 49 Chuyên đề BD Đa thức HSG). 

Bài 16. Cho 2n  số 1 2 2... na a a< < <  với 2n≥ . 

Đặt 
2

1 2 2 2 2 1 2 1
1

, ,
n

i i j i j
i i j i j

S a A a a A a a+ +
= < <

= = =∑ ∑ ∑ . 

Chứng minh rằng ( ) ( )2
1 21 4n S n A A− > + . 

Lời giải 

Bổ đề: Cho đa thức ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +  với hệ số thực, có bậc 2n≥   

và có n  nghiệm thực phân biệt. Khi đó ( ) 2
1 21 2 .n n nn a na a− −− >  
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Thật vậy, từ đaọ hàm cấp 2n −  của ( )P x  và điệu kiện 2n ≥  nên ( ) ( )2nP x− là đa thức 

bậc hai  cụ thể là ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 !!. . . . 2 !
2! 1!

n
n n n

nnP x a x a x n a−
− −

−
= + + − . 

- Áp dụng hệ quả cua định lí Rolle ta suy ra 
( ) ( )2

1 2
1 !!. . . . 2 ! 0

2! 1!n n n
nn a x a x n a− −

−
+ + − =  

có hai nghiệm phân biệt 0⇔∆ >  hay ( ) 2
1 21 2 .n n nn a na a− −− >  

Quay lại bài toán: 

Xét ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 3 2 1 2 4 2... ...n nP x x a x a x a x a x a x a−= − − − + − − −  

Ta thấy deg P n= , hệ số cao nhất bằng 2. 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4. 0, . 0,...P a P a P a P a< <  nên ( )P x  có n  nghiệm thực phân biệt. 

Áp dụng bổ để, ta có: ( ) ( )2
1 21 4n S n A A− > + . 

Bài 17. Cho ( ) [ ] ( ),deg 2017P x x P x∈ = . Chứng minh rằng tồn tại hai đa thức 

( ) ( ) [ ],Q x R x x∈ ; deg deg 2017Q R= = ; ( ) ( ),Q x R x  có tất cả các nghiệm đều thực 

sao cho ( ) ( ) ( )P x Q x R x= + . 

Lời giải 

Không mất tổng quát, giả sử ( )P x  monic. 

Xét 2017 số 1,2,...,2017 . Cho , 1,2017iy i∈ =  sao cho ( ){ }max 0;2iy P i>  với 

{ }1;3;...;2017i∈  và ( ){ }min 0;2iy P i<  với { }2;4;...;2016i∈ . 

Theo CT nội suy Lagrange, tồn tại đa thức 

( ) ( ) [ ]
20172017

1 1

,deg 2016,i
i j

j i

x jH x y H H x x
i j= =

≠

−
= ≤ ∈

−∑ ∏   

Khi đó ( ) , 1,2017iH i y i= ∀ = . 

Đặt ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 .. 2017Q x x x x H x= − − − + , khi đó deg 2017Q=  và 

( ) , 1,2017iQ i y i= ∀ = , ( )Q x  monic 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 31 . 2 . 0, 2 . 3 . 0,..., 1 0, 1,2016Q Q y y Q Q y y Q i Q i i= < = < + < ∀ =   
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Do đó ( )Q x  có 2016 nghiệm thực, nhưng do deg 2017Q=  nên ( )Q x  có 2017 nghiệm 

thực. 

Đặt ( ) ( ) ( )2R x P x Q x= − , khi đó ( ) [ ]R x x∈ , monic và deg 2017R=  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 1R i R i P i Q i P i Q i+ = − + − +  

( )( ) ( )( )12 2 1 0, 1,2016i iP i y P i y i+= − + − < ∀ =  

Tương tự, ( )R x  có 2017 nghiệm thực. 
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