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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 

Định nghĩa: Cho hàm số f  liên tục trên khoảng K  và ,a b  là hai số bất kì thuộc K . Nếu F  
là một nguyên hàm của f  trên K  thì hiệu số ( ) ( )F b F a−  được gọi là tích phân của hàm số 

f  từ a  đến b  và kí hiệu là ( )d
b

a

f x x∫ . 

Ta gọi: a  là cận dưới, b  là cận trên, f  là hàm số dưới dấu tích phân, ( )df x x  là biểu thức 
dưới dấu tích phân, x biến số lấy tích phân. 
Nhận xét :  

a) Nếu a b<  thì ta gọi ( )d
b

a

f x x∫  là tích phân của f  trên đoạn [ ]; .a b  

b) Hiệu số  ( ) ( )F b F a−  còn được kí hiệu là ( ) b
aF x . Khi đó  : 

 ( ) ( ) ( ) ( )d .
b

b
a

a

f x x F x F b F a= = −∫
 

c) Tích phân không phụ thuộc biến số (điều này sẽ mang lại lợi ích cho ta để tính một số tích 

phân đặc biệt), tức là ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d ... .
b b b

a a a

f x x f t t f u u F b F a= = = = −∫ ∫ ∫
 

Tính chất: Cho k  là hằng số 

[ ]

) ( ) 0 ) ( ) ( )

c) . ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b a

a a b
b b b b b

a a a a a

a f x dx b f x dx f x dx

k f x dx k f x dx d f x g x dx f x dx g x dx

= = −

= + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

e) Tính chất chèn cận: ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫    (chèn cận c ) 
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DẠNG 1: SỬ DỤNG ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN 
Câu 1: Tính các tích phân sau: 

1 4 ln 2 4
2

0 1 0 0

1) 3 d ) d ) 2 d ) sin dxa I x x b I x c I x d I x x
x

π

= = = =∫ ∫ ∫ ∫

 
Câu 2: Gọi ( )F x là nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e= . Tính ( ) ( )2 2 2 .F ln F ln−  

Câu 3: Gọi ( )F x là nguyên hàm của hàm số ( ) 1f x
x

=  thỏa điều kiện ( )1 2F = . Tính ( )F e . 

Câu 4: Chứng minh ( ) ( )2ln 1F x x x= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( )
2

1
1

f x
x

=
+

. Từ đó 

tính  tích phân 
1

2
0

1 d .
1

I x
x

=
+

∫  

Câu 5: Chứng minh ( ) 1 ln ax bF x
ad bc cx d

+
=

− +
 là một nguyên hàm của hàm số 

( ) ( )( )
1f x

ax b cx d
=

+ +
. Từ đó tính tích phân 

( )( )
1

0

1 d .
2 1 1

I x
x x

=
+ +∫  

DẠNG 2: SỬ DỤNG TÍNH CHẤT TÍCH PHÂN 
Câu 6: Tính các tích phân sau: 

( ) ( )
1 2

3

0 1 0

1) 4 d ) 3 d ) sin 2cos dx xa I x e x b I x c I x x x
x

 = − = − = + 
 ∫ ∫ ∫

π

 

Câu 7: Tính ( )
2 2

1 1

ln d 1 ln d .x tI e x x e t t= + −∫ ∫  

Câu 8: Tính 
2

2

sin ln d sin sin d .
2 2 2
t u uI t t lnu u = + − 

 ∫ ∫
π

π

π π

 

DẠNG 3: SỬ DỤNG TÍNH CHẤT CHÈN CẬN ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
Tích phân của hàm chứa dấu trị tuyệt đối 

a) Yêu cầu: Tính tích phân ( )
b

a

I f x dx= ∫  

b) Phương pháp: 
+ Bước 1: Xét dấu của ( )f x  trên khoảng ( );a b  

- Giải phương trình ( ) ( )0 ;if x x x a b= ⇔ = ∈  

- Lập bảng xét dấu của ( )f x  trên khoảng ( );a b  

+ Bước 2: Chèn cận ix  và đồng thời bỏ dấu   (căn cứ vào BXD) ta được các tích phân cơ bản 

( ) ( ) ( )d d d
i

i

xb b

a a x

I f x x f x x f x x= = +∫ ∫ ∫
 

Chú ý: Nếu ( )f x  không đổi dấu trên đoạn [ ];a b  thì ( ) ( )d d
b b

a a

I f x x f x x= =∫ ∫  

 
Câu 9: Tính các tích phân: 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TỰ LUẬN. 

 
II 
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2 3 2 2
2 2

0 0 4 2

) 1 d ) d ) 2 3 d ) 2 1 da I x x b I x x x c x x x d x x x
− −

= − = − + − − +∫ ∫ ∫ ∫
 

Câu 10: Tính 
0

1 cos 2 dI x x= −∫
π

. 

Câu 11: Tính 
2

0

1 sin 2 d .
2

xI x−
= ∫

π

 

Tích phân của hàm min, max 

a) Yêu cầu: Tính tích phân ( ) ( ){ }min ;g d
b

a

I f x x x= ∫ ; ( ) ( ){ }max ;g d
b

a

I f x x x= ∫   

b) Phương pháp: Tính ( ) ( ){ }min ;g d
b

a

I f x x x= ∫   ( ( ) ( ){ }max ;g d
b

a

I f x x x= ∫  tương tự) 

+ Bước 1: Xét dấu của ( )( )f x g x−  trên khoảng ( );a b  

- Giải phương trình ( ) ( )( ) 0 ;if x g x x x a b− = ⇔ = ∈  

- Lập bảng xét dấu của ( )( )f x g x−  trên khoảng ( );a b  

+ Bước 2: Chèn cận ix  và chọn hàm ( ) ( ){ }min ;gf x x  như sau: 

 - Nếu ( ) ( ) 0f x g x− >  trên khoảng K  thì ( ) ( ){ } ( )min ;gf x x g x= . 

 - Nếu ( ) ( ) 0f x g x− <  trên khoảng K  thì ( ) ( ){ } ( )min ;gf x x f x= . 
Từ đó, ta được các tích phân cơ bản. 

Câu 12: Tính { }
2

2

0

min ; d .I x x x= ∫  

Câu 13: Tính { }
1

1

max ;2 d .x xI e x
−

= ∫  

Tích phân của hàm số xác định trên từng khoảng 
 

Câu 14: Cho hàm số ( )
2 khi 0

khi 0
x x

y f x
x x

 ≥
= = 

− ≤
 . Biết hàm số f  liên tục trên  .  

Tính ( )
1

1

.I f x
−

= ∫
 

Câu 15: Cho hàm số ( ) ( )32 1 khi 1

2 1 khi 1x

x x
y f x

x

 − ≥= = 
− ≤

 . Biết hàm số f  liên tục trên  .  

Tính ( )
3

2

d .I f x x
−

= ∫
 

 

Câu 16: Cho hàm số ( )
( )
( )2

2 1 khi 0

1 khi 0

x x
y f x

k x x

− + ≤= = 
− ≥

. Xác định k  để ( )
1

1

d 1f x x
−

=∫ . 
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MỘT SỐ DẠNG KHÁC 
 

Câu 17: Cho ( ) ( )
2 5

1 2

d 3, d 4f x x f x x= =∫ ∫ . Tính ( )
5

1

d .I f x x= ∫  

Câu 18: Gọi ( )F x  là nguyên hàm của hàm số ( )f x .  

Biết ( ) ( )
3 3

0 1

d 12, d 2f x x f x x= =∫ ∫
 
và ( )2 7F = . Tính ( )0 .F  

Câu 19: Cho hàm số
 

( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  thỏa mãn ( )
10

0

d 7f x x =∫ ; ( )
6

2

d 3f x x =∫ . Tính giá 

trị của biểu thức ( ) ( )
2 10

0 6

d d .P f x x f x x= +∫ ∫  

DẠNG 4: SỬ DỤNG ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN VÀO CÁC BÀI TOÁN KHÁC 

Câu 20: Cho hàm số ( )
2

sin d
x

x

g x t t t= ∫  xác định với 0x > . Tìm ( )g x′ . 

Câu 21: Cho hàm số ( )
3 2

2
2

1d
1

x

x

tg x t
t
−

=
+∫  . Tìm ( ).g x′  

Câu 22: Cho hàm số f  và số thực 0a >  thỏa mãn điều kiện: 
( )
2 d 6 2

x

a

f t
t x

t
+ =∫  với 0x > .  

Tìm a  và f . 
 

DẠNG 5: PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ LOẠI 1 ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
Yêu cầu : Tính tích phân ( ) ( )1 2 d

b

a

I f x f x x= ∫  

Phương pháp:   

 + Biến đổi về dạng ( ) ( )d .
b

a

I f u x u x x′=   ∫  

+ Đặt ( ) ( )d d .t u x t u x x′= ⇒ =   

+ Đổi cận: ( ) ( )1 2; .x a t u a t x b t u b t= ⇒ = = = ⇒ = =    

+ Khi đó: ( )
2

1

d
t

t

I f t t= ∫  là tính phân đơn giản hơn.  

Một số dấu hiệu cơ bản và cách chọn ( )t u x=  
Dấu hiệu Cách chọn t  

Hàm số chứa mẫu số t  là mẫu số 

Hàm số chứa căn ( ), ( )f x u x  t  là căn: ( )t u x=  

Hàm số có dạng [ ]( ) nf x   (xấu)lũy thừa t  là biểu thức (xấu) trong lũy thừa, ( )t f x=  

Hàm số lượng giác có góc xấu t  là góc xấu 

Hàm số mũ, mà mũ xấu t  là mũ xấu 

Hàm số logu  mà u  xấu t u=  
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Hàm số sin cos( )
sin cos
a x b xf x

c x d x e
+

=
+ +

 tan cos 0
2 2
x xt  = ≠ 

 
 

Hàm 
( )( )

1( )f x
x a x b

=
+ +  

Tổng quát đặt t x a x b= + + +  
 

+ Với 0 0x a x b+ > ∧ + > , đặt 

t x a x b= + + +  

+ Với 0 0x a x b+ < ∧ + < , đặt 

( ) ( )t x a x b= − + + − +  

(cos ).sinR x xdx          (theo biến cos x ) Đặt cost x=   

(sin ).cosR x xdx          (theo biến sin x ) Đặt sint x=  

2

1(tan ).
cos

R x dx
x

     (theo biến tan x ) Đặt tant x=  

2

1(cot ).
sin

R x dx
x

      (theo biến cot x ) Đặt cott x=  

Hàm có ,x xe a  Đặt ,x xt e t a= =  

Hàm số vừa có ln x  vừa có 1
x

 Đặt lnt x=  

 
Câu 23: Tính các tích phân sau 

( ) ( )

( )( )

2

2

2 2 2
cos

3
1 0

4
1 1 1

20172
2 2017

0 0 0

tan4 2 2
3

2
0 0 0

3 1 1) d ) sin 2 d ) 1 sin d

4 6) d ) 4d ) 1 1 d
( 3 1)

cos) d ) sin .cos d ) d
cos cos sin

x x

x

xa x b x x c x e x
x x x

xd x e x x x f x x x
x x

e x xg x h x x x i x
x x x x

π
π

π

π π π

−+
+ +

+

+
+ + −

+ +

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

Câu 24: Tính các tính phân sau (Đặt giảm bậc) 

( )

3 1 2

4 2332 0

2 6 1) d ) d
1 2 9

x xa x b x
x x x

−
− − −

∫ ∫
 

Tích phân có sẵn dạng ( )( )f u x  

Câu 25: Chứng minh rằng ( ) ( )
2 2

1 1

1d d
x ax b

x ax b

I f ax b x f x x
a

+

+

= + =∫ ∫ , với 0a ≠ . 

Câu 26: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
7

3

d 2.f x x =∫  Tính ( )
3

1

2 1 .I f x dx= +∫  

Câu 27: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
4

1

1 2 d 2.f x x− =∫  Tính ( )
1

7

.I f x dx
−

−

= ∫  

Câu 28: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
3

1

3 1 d 3.f x x− =∫  Tính ( )
0

6

2 .I f x dx
−

= −∫  

Câu 29: Cho ( )
1

0

d 2f x x =∫  Tính ( )
4

0

cos 2 sin cos d .I f x x x x= ∫
π

 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 48 

Tích phân với hàm số chẵn và lẻ 
+ Hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn trên đoạn [ ];a a−  khi và chi khi [ ];x a a∀ ∈ −  ta có: 

[ ];x a a− ∈ −  và ( ) ( )f x f x− = . 

+ Hàm số ( )y f x=  là hàm số lẻ trên đoạn [ ];a a−  khi và chi khi [ ];x a a∀ ∈ −  ta có: 

[ ];x a a− ∈ −  và ( ) ( )f x f x− = − . 

+ Ta có thể thay đoạn [ ];a a−  bằng một tập đối xứng thì định nghĩa hàm số chẵn, hàm số lẻ vẫn 
như trên.  

Câu 30: Cho ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng: 

( ) ( )
0

d 2 d .
a a

a

f x x f x x
−

=∫ ∫  

Câu 31: Cho ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng:  

( ) ( )
0

d
1

a a

x
a

f x
I x f x dx

b−

= =
+∫ ∫ , với 0a > , 0b > . 

Câu 32: Tính tích phân 
1 2

1

d
2 1x

xI x
−

=
+∫ . 

Câu 33: Tính tích phân 
2

2

cos d
1x

xI x
e

π

π
−

=
+∫  

Câu 34: Biết hàm số 
2

y f x = + 
 

π  là hàm số chẵn trên ;
2 2

 −  
π π  và ( ) sin cos

2
f x f x x x + + = + 

 
π .  

Tính ( )
2

0

dI f x x

π

= ∫ . 

Câu 35: Cho ( )f x  là hàm số lẻ, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng: ( )d 0.
a

a

f x x
−

=∫  

Câu 36: Tính tích phân 

1
2

1
2

1cos 4 sin sin ln d
2 1
x xI x x x

x
−

+   = +   −   ∫  

Câu 37: Tính tích phân ( )
2

0

sin sin dI x mx x
π

= +∫ , với m∈ . 

Một số kiểu đổi biến đặc biệt 

Câu 38: Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên [ ]0;1 . Chứng minh rằng: ( ) ( )
2 2

0 0

sin d cos dI f x x f x x

π π

= =∫ ∫  

Câu 39: Tính tích phân 
( ) ( )

2
2

2
0

1 tan cos d
cos sin

I x x
x

π

 
= − 

 
∫ . 

Câu 40: Tính 
20172

2016 2016
0

sin .cos d
sin cos

x xI x
x x

=
+∫

π

. 

Câu 41: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]1;1− . Chứng minh rằng  

( ) ( )
0 0

sin d sin d
2

I xf x x f x x
π ππ

= =∫ ∫  
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Câu 42: Tính 2
0

sin d
3 sin

x xI x
x

=
+∫

π

 

Câu 43: Cho ( )f x , ( )g x  là các hàm số liên tục trên   và ( )2 7f = ; ( )1 1f − = ; ( )2 9g = ; ( )1 3g − =
.  

Tính ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2
1

d
f x g x f x g x

I x
f x g x−

′ ′−
=

 + 
∫  

Câu 44: Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) ( ) 5 2. 3 6f x f x x x′ = + . Biết ( )0 2f = . Tính ( )2 2f . 

DẠNG 6: PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ LOẠI 2 ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
Yêu cầu:  Tính tích phân ( )d

b

a

I f x x= ∫  

Phương pháp:  Đặt ( ) ( )d dx t x t tϕ ϕ′= ⇒ =  

+ Đổi cận: 1 2;x a t t x b t t= ⇒ = = ⇒ =                

+ Khi đó: ( ) ( )
2

1

d
t

t

I f t t tϕ ϕ′=   ∫  

Một số cách đổi biển cần nhớ: 

+ ( )22 : tan , ;
2 2

a bx c bx c a t t π π + + + = ∈ − 
               

+ 

( )22 : sin , ;
2 2

a bx c bx c a t t π π − + + = ∈ −  
 

+ ( ) { }2 2 : , ; \ 0
sin 2 2

a
bx c a bx c t

t
π π + − + = ∈ −    

+ Nhớ: 
2 2 2

1 1 1

( ) tan
0, 0 2 4

22
1 1

2 4

ba x tx x ta a a

x x t

adx dt
ax bx c ba x

a a

−∆
+ =

∆< >

= =
+ + −∆−∆ + + 

 

∫ ∫ ∫  

 
Câu 45: Tính các tích phân sau: 

 
1 1 1

2 2 2
0 0 0
1 1 13

2 2
8

0 0 0
1 2

2

2
20
3

1 1 1) d ) d ) d
1 3 4 4 4

d) d ) 1 d ) 4 4 1d
1

1g) 2 d ) d
1

a I x b I x c I x
x x x x

xI x e I x x f I x x x
x

I x x x h I x
x x

= = =
+ + + +

= = − = − + +
+

= − =
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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DẠNG 7: PHƯƠNG PHÁP TỪNG PHẦN ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
 Công thức từng phần:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

b

a
a a

u x v x x u x v x v x u x x′ ′=   − ∫ ∫ . 

Viết gọn:  ( )d d
b b

b

a
a a

u v uv v u= −∫ ∫  

Áp dụng: Tính tích phân ( )d
b

a

I f x x= ∫  

Phương pháp: 

+ Bước 1: Biến đổi ( ) ( )1 2. d
b

a

I f x f x x= ∫  

+ Bước 2: Đặt 
( )
( )

( )
( )

11

2 2

d d

d d

u f x xu f x

dv f x x v f x x

′ = = ⇒ 
= =   ∫

  (Chọn dv  sao cho v  dễ lấy nguyên hàm) 

+ Bước 3: Khi đó ( ) d
b

b

a
a

I uv v u= − ∫  

● Dạng 1. ( ) ( )sin dI P x ax b x= +∫ , trong đó ( )P x  là đa thức.  

Với dạng này, ta đặt 
( )
( )

( )

( )

d .d
1d sin d cos

u P x xu P x

v ax b x v ax b
a

′== ⇒ 
= + = − +  

. 

● Dạng 2. ( ) ( )cos dI P x ax b x= +∫ , trong đó ( )P x  là đa thức.  

Với dạng này, ta đặt 
( )

( )

( )

( )

d .d
1d cos d sin

u P x xu P x

v ax b x v ax b
a

′== ⇒ 
= + = +  

. 

● Dạng 3. ( ) dax bI P x e x+= ∫ , trong đó ( )P x  là đa thức. 

Với dạng này, ta đặt 
( ) ( )d .d

1d d ax bax b

u P x xu P x

v ev e x
a

++

′= = ⇒ 
==  

. 

● Dạng 4. ( ) ( )ln dI P x g x x= ∫ , trong đó ( )P x  là đa thức. 

Với dạng này, ta đặt 
( )
( )

ln

d d

u g x

v P x x

=


=
. 

● Dạng 5. 
sin

d
cos

xx
I e x

x
 

=  
 
∫ . 

Với dạng này, ta đặt 
sin
cos

d dx

x
u

x

v e x

  
=  

  
 =

. 

Câu 46: Tính các tích phân sau: 
ln 2 2 2

1 0 0 0

) ln d ) d ) cos d ) sin d
e

x xa I x x x b I xe x c I x x x d I e x x

π π

= = = =∫ ∫ ∫ ∫

 
Câu 47: Tính các tích phân sau: 

1 2
2 2 2

0 0

) d ) cos dxa I x e x b I x x x

π

= =∫ ∫  
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Câu 48: Tính tích phân 
0

2 sin 3 dxI x x
π

= ∫  

Câu 49: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ];a b . Chứng minh rằng: 

( ) ( ) ( ) ( )d .
b

x b a

a

I f x f x e x f b e f a e′= + = −  ∫  

Câu 50: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;1−  thỏa 

( ) ( ) 2 31 2 6 7f x f x x x+ − = − −  Tính ( ) ( )1

1

ln 2.
d .

2x

f x f x
I x

−

′ −
= ∫  

Câu 51: Tính các tích phân  
 

( )2

2
1

3

0 0

ln .ln ln
) d ) sin d ) d

ee
x

e

x x
a I x e x b I x x c I x

x

π

= = =∫ ∫ ∫  

Câu 52: Tính tích phân 
3

2
0

sin
cos
x xI dx

x

π

= ∫  

Câu 53: Tính tích phân 
ln3

0 1

x

x

xeI dx
e

=
+

∫  

Câu 54: Chứng minh rằng: 
1 1

2 2 2

0 0

11d 2 2 1d
4

I x x x x x
 

= + = − + 
 

∫ ∫  

Câu 55: Tính 
( )

23

2
0

d
sin cos

xI x
x x x

=
+∫

π

 

Câu 56: Cho hàm số ( )f x  có nguyên hàm là ( )F x  trên đoạn [ ]1;2 , biết ( )2 1F =  và ( )
2

1

d 5F x x =∫ . 

Tính ( ) ( )
2

1

1 dI x f x x= −∫ . 

Câu 57: Cho ( )
2017

2017 2017

sin
sin cos

xf x
x x

=
+

. Tính ( )
2

0

dI xf x x

π

′= ∫ . 

DẠNG 7. KỸ THUẬT TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN HÀM ẨN 

Câu 58: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
3

0

. . d 8f xx f x e x′ =∫  và ( )3 ln 3f = . Tính ( )
3

0

d .f xI e x= ∫   

Câu 59: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa mãn ( )

2
2

0

' cos d 10f x x x

π

=∫  và ( )0 3.f =  

Tích phân ( )
2

0

sin 2 df x x x

π

∫  bằng 

Câu 60: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )
2

1

1 d 3f x x− =∫  và ( )1 4.f =  

Tích phân ( )
1

3 2

0

' dx f x x∫  bằng 
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Câu 61: Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương, có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 .  Biết ( )0 1f =  và 

( ) ( ) 22 42 x xf x f x e −− =  với mọi [ ]0;2 .x∈  Tính tích phân 
( ) ( )

( )

3 22

0

3 '
d .

x x f x
I x

f x
−

= ∫  

DẠNG 8. TÍNH TÍCH PHÂN DỰA VÀO TÍNH CHẤT 

Câu 62: Cho hàm số ( )f x  là hàm số lẻ, liên tục trên [ ]4;4 .−  Biết rằng ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫  và 

( )
2

1

2 d 4.f x x− =∫  Tính tích phân ( )
4

0

d .I f x x= ∫  

Câu 63: Cho hàm số ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên [ ]1;6 .−  Biết rằng ( )
2

1

d 8f x x
−

=∫  và 

( )
3

1

2 d 3.f x x− =∫  Tính tích phân ( )
6

1

d .I f x x
−

= ∫  

Câu 64: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]3;7 ,  thỏa mãn ( ) ( )10f x f x= −  với mọi [ ]3;7x∈  và 

( )
7

3

d 4.f x x =∫  Tính tích phân ( )
7

3

d .I xf x x= ∫  

Câu 65: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn và liên tục trên đoạn [ ]; ,π π−  thỏa mãn ( )
0

d 2018.f x x
π

=∫  

Giá trị của tích phân ( ) d
2018 1x

f x
I x

π

π−

=
+∫  bằng  

Câu 66: Biết 
2018

2018 2018
0

sin d
sin cos

ax x x
x x b

π π
=

+∫  với , .a b +∈  Tính 2 .P a b= +  

DẠNG 9. KỸ THUẬT PHƯƠNG TRÌNH HÀM 

Câu 67: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên ;
2 2
π π −  

 và thỏa mãn ( ) ( )2 cos .f x f x x+ − =  Tính tích 

phân ( )
2

2

d .I f x x

π

π
−

= ∫  

Câu 68: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên [ ]2;2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 2

12 3 .
4

f x f x
x

+ − =
+

 Tính tích 

phân ( )
2

2

d .I f x x
−

= ∫  

Câu 69: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( )2 41 2 .x f x f x x x+ − = −  Tính tích 

phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Câu 70: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 1 ;2
2
 
  

 và thỏa mãn ( ) 12 3 .f x f x
x

 + = 
 

 Tính tích phân 

( )2

1
2

d .
f x

I x
x

= ∫  
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Câu 71: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) 22 3 1 1 .f x f x x+ − = −  Tính tích phân 

( )
1

0

d .I f x x= ∫  

DẠNG 10. KỸ THUẬT BIẾN ĐỔI 

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  thỏa ( ) ( ) 5 23 6 .f x f x x x′ = +  Biết rằng ( )0 2,f =  tính ( )2 2 .f  

Câu 73: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 4. 15 12f x f x f x x x′ ′′+ = +    với mọi x∈  và 

( ) ( )0 0 1.f f ′= =  Giá trị của ( )2 1f  bằng 

Câu 74: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;2  và thỏa mãn ( ) [ ]0, 1;2 .f x x> ∀ ∈  Biết 

rằng ( )
2

1

d 10f x x′ =∫  và ( )
( )

2

1

d ln 2.
f x

x
f x
′

=∫  Tính ( )2 .f  

Câu 75: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;1− , thỏa mãn ( ) 0,  f x x> ∀ ∈  và 
( ) ( )' 2 0f x f x+ = . Biết rằng ( )1 1f = , giá trị của ( )1f −  bằng 

Câu 76: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên ( )0;+∞ , biết ( ) ( ) ( )2' 2 3 0,f x x f x+ + =  ( ) 0f x >  

với mọi 0x >  và ( ) 11 .
6

f =  Tính ( ) ( ) ( )1 1 2 ... 2018 .P f f f= + + + +  

Câu 77: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 0; 3 , 
   thỏa mãn ( ) 1,f x > −  ( )0 0f =  và 

( ) ( )2 1 2 1.f x x x f x′ + = +  Giá trị của ( )3f  bằng 

Câu 78: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và liên tục trên [ ]1;4 ,  đồng biến trên [ ]1;4 ,  thoản mãn 

( ) ( ) 2
2x xf x f x′+ =     với mọi [ ]1;4 .x∈  Biết rằng ( ) 31 ,

2
f =  tính tích phân ( )

4

1

d .I f x x= ∫  

Câu 79: Cho hàm số ( )f x  liên tục, không âm trên 0;
2
π 

  
, thỏa ( ) ( ) ( )2. ' cos 1f x f x x f x= +  với mọi 

0;
2

x π ∈   
 và ( )0 3.f =  Giá trị của 

2
f π 
 
 

 bằng 

Câu 80: Cho hàm số ( )f x  liên tục, không âm trên [ ]0;3 ,  thỏa ( ) ( ) ( )2. 2 1f x f x x f x′ = +  với mọi 

[ ]0;3x∈  và ( )0 0.f =  Giá trị của ( )3f  bằng 

Câu 81: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm không âm trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) 0f x >  với mọi [ ]0;1x∈  và 

( ) ( ) ( ) ( )4 2 32. ' . 1 1 .f x f x x f x+ = +            Biết ( )0 2,f =  hãy chọn khẳng định đúng trong các 

khẳng định sau đây. 

Câu 82: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên { } ,\ 0; 1−  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = +  với mọi 
{ }0; 1\x∈ −  và ( )1 2ln 2.f = −  Biết ( )2 ln 3f a b= +  với ,  a b∈ , tính 2 2.P a b= +  

Câu 83: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm xác định, liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )0 1f ′ = −  và 

( ) ( )
( )

2

0

f x f x

f x

 ′ ′′=  
′ ≠

 với mọi [ ]0;1 .x∈  Đặt ( ) ( )1 0P f f= − , khẳng định nào sau đây đúng? 
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Câu 84: Cho hai hàm số ( )f x  và ( )g x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 ,  thỏa mãn ( ) ( )' 0 . ' 2 0f f ≠  và 

( ) ( ) ( ). ' 2 .xg x f x x x e= −  Tính tích phân ( ) ( )
2

0

. ' d .I f x g x x= ∫  

Câu 85: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) 1af b bf a+ =  với mọi 

[ ],  0;1 .a b∈  Tính tích phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

DẠNG 11. KỸ THUẬT ĐẠO HÀM ĐÚNG 

Câu 86: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thoả mãn ( ) ( ) 20183 f x xf x x′+ =  với mọi 

[ ]0;1 .x∈  Tính ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

Câu 87: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên ,  thỏa mãn ( ) ( ) 2017 2018' 2018 2018 xf x f x x e− =  với mọi 

x∈  và ( )0 2018.f =  Tính giá trị ( )1 .f  

Câu 88: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và liên tục trên ,  thỏa mãn ( ) ( ) 2

2 xf x xf x xe−′ + =  và 

( )0 2.f = −  Tính ( )1 .f  

Câu 89: Cho hàm số ( )f x  liên tục và có đạo hàm trên 0; ,
2
π 

 
 

 thỏa mãn hệ thức 

( ) ( ) 3tan .
cos

xf x xf x
x

′+ =  Biết rằng 3 3 ln 3
3 6

f f a bπ π π   − = +   
   

 trong đó ,  .a b∈  Tính 

giá trị của biểu thức .P a b= +  

DẠNG 12. KỸ THUẬT ĐƯA VỀ BÌNH PHƯƠNG LOẠI 1 

Câu 90: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa ( ) ( )

2
2

0

22 2 sin d .
4 2

f x f x x x

π

π π  − − − =    
∫  Tính 

tích phân ( )
2

0

d .I f x x

π

= ∫  

Câu 91: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thỏa ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

22 ln d 2 ln 1 d .f x x f x x x
e

 + = +    ∫ ∫  Tích 

phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Câu 92: Cho hàm số ( )f x  có đạo liên tục trên [ ]0;1 ,  ( )f x  và ( )'f x  đều nhận giá trị dương trên [ ]0;1  

và thỏa mãn ( )0 2f =  và ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' . 1 d 2 ' . d .f x f x x f x f x x + =   ∫ ∫  Tính 

( )
1

3

0

d .I f x x=   ∫   

Câu 93: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm dương, liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( )0 1,f =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

13 ' . d 2 ' . d .
9

f x f x x f x f x x + =    ∫ ∫  Tính ( )
1

3

0

d .I f x x=   ∫   
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Câu 94: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm dương, liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa ( ) ( )1 0 1f f− =  và 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' 1 d 2 ' d .f x f x x f x f x x + = ∫ ∫  Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

DẠNG 13. KỸ THUẬT ĐƯA VỀ BÌNH PHƯƠNG LOẠI 2 - KỸ THUẬT HOLDER 

Câu 95: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

0 0

d d 1f x x xf x x= =∫ ∫  và 

( )
1

2

0

d 4f x x =  ∫ . Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

Câu 96: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

0 0

d d 1xf x x x f x x= =∫ ∫  và 

( )
1

2

0

d 5.f x x =  ∫  Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

Câu 97: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

1d d .
16

xf x x x f x x= −∫ ∫  Giá trị 

của tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng   

Câu 98: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;8  và thỏa mãn  

( ) ( ) ( )
2 2 823 3

1 1 1

2 38d 2 d d .
3 15

f x x f x x f x x  + = − ∫ ∫ ∫  

Tích phân ( )
8

1

df x x∫  bằng 

Câu 99: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 7f x x′ =  ∫  và 

( )
1

2

0

1d .
3

x f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 100: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

5

0

11d
78

x f x x =∫  và 

( ) ( )( )
1

0

4d .
13

f x f x′ =∫  Tính ( )2 .f  

Câu 101: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )1 2,  0 0f f= =  và 

( )
1

2

0

' d 4.f x x =  ∫ . Tích phân ( )
1

3

0

2018 d .f x x x + ∫  bằng 

Câu 102: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2 ,  thỏa mãn ( ) ( )
2

2

1

11 d ,
3

x f x x− = −∫  ( )2 0f =  

và ( )
2

2

1

' d 7.f x x =  ∫  Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 56 

Câu 103: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1

2

0

91 1,  ' d
5

f f x x= =  ∫  và 

( )
1

0

2d .
5

f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 104: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 1 0,f f+ =  

( ) ( )
1

0

' cos d
2

f x x x ππ =∫  và ( )
1

2

0

1d .
2

f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 105: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0; ,π  thỏa mãn ( )
0

' sin d 1f x x x
π

= −∫  và 

( )2

0

2d .f x x
π

π
=∫  Tích phân ( )

0

dxf x x
π

∫  bằng 

Câu 106: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa ( ) ( )
1 2

2

0

1 0,  ' d
8

f f x x π
= =  ∫  và 

( )
1

0

1cos d .
2 2
x f x xπ  = 

 ∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 107: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

' sin df x x xπ π=∫  và 

( )
1

2

0

d 2.f x x =∫  Tích phân 
1

0

d
2
xf x 

 
 ∫  bằng 

Câu 108: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa ( )

2
2

0

0,  d 3
2

f f x x

π

π π  = = 
  ∫  và 

( )
0

sin d 6 .
2
xx x f x

π

π ′− = 
 ∫  Tích phân ( )

2
3

0

df x x

π

′′  ∫  bằng 

Câu 109: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f =  và 

( ) ( ) ( )
1 1 2

2

0 0

1' d 1 d .
4

x ef x x x e f x x −
= + =  ∫ ∫  Tính tích phân ( )

1

0

d .I f x x= ∫  

Câu 110: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 0,  1 1f f= =  và 

( ) 21

0

' 1d .
1x

f x
x

e e
   =

−∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 111: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 0,  1 1f f= =  và 

( ) ( )
1

22

0

11 ' d .
ln 1 2

x f x x+ =   +∫  Tích phân ( )1

2
0

d
1

f x
x

x+
∫  bằng 

Câu 112: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;1 ,−  thỏa mãn ( )1 0,f − =  ( )
1

2

1

' d 112f x x
−

=  ∫  

và  ( )
1

2

1

16d .
3

x f x x
−

=∫  Tính tích phân ( )
1

1

d .I f x x
−

= ∫  
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Câu 113: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0,f =  ( )
1

2

0

3' d 2 ln 2
2

f x x = −  ∫  

và  ( )
( )

1

2
0

3d 2ln 2 .
21

f x
x

x
= −

+∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Câu 114: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2 ,  đồng biến trên [ ]1;2 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , 

( )
2

2

1

d 2f x x′ =  ∫  và ( ) ( )
2

1

. ' d 1.f x f x x =∫  Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 

Câu 115: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 1f x x =∫  và 

( ) ( )
1

2 2

0

3d .
4

f x f x x′ =  ∫  Giá trị của  ( )2 2f  bằng 

Câu 116: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 ,  thỏa mãn ( )2 1f = , ( )
2

2

0

8d
15

x f x x =∫  và 

( )
2

4

0

32' d .
5

f x x =  ∫  Giá trị của  tích phân ( )
2

0

df x x∫  bằng 
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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 

Định nghĩa: Cho hàm số f  liên tục trên khoảng K  và ,a b  là hai số bất kì thuộc K . Nếu F  
là một nguyên hàm của f  trên K  thì hiệu số ( ) ( )F b F a−  được gọi là tích phân của hàm số 

f  từ a  đến b  và kí hiệu là ( )d
b

a

f x x∫ . 

Ta gọi: a  là cận dưới, b  là cận trên, f  là hàm số dưới dấu tích phân, ( )df x x  là biểu thức 
dưới dấu tích phân, x biến số lấy tích phân. 
Nhận xét :  

a) Nếu a b<  thì ta gọi ( )d
b

a

f x x∫  là tích phân của f  trên đoạn [ ]; .a b  

b) Hiệu số  ( ) ( )F b F a−  còn được kí hiệu là ( ) b
aF x . Khi đó  : 

 ( ) ( ) ( ) ( )d .
b

b
a

a

f x x F x F b F a= = −∫
 

c) Tích phân không phụ thuộc biến số (điều này sẽ mang lại lợi ích cho ta để tính một số tích 

phân đặc biệt), tức là ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d ... .
b b b

a a a

f x x f t t f u u F b F a= = = = −∫ ∫ ∫
 

Tính chất: Cho k  là hằng số 

[ ]

) ( ) 0 ) ( ) ( )

c) . ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b a

a a b
b b b b b

a a a a a

a f x dx b f x dx f x dx

k f x dx k f x dx d f x g x dx f x dx g x dx

= = −

= + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

e) Tính chất chèn cận: ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫    (chèn cận c ) 

 

DẠNG 1: SỬ DỤNG ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN 
Câu 1: Tính các tích phân sau: 

1 4 ln 2 4
2

0 1 0 0

1) 3 d ) d ) 2 d ) sin dxa I x x b I x c I x d I x x
x

π

= = = =∫ ∫ ∫ ∫

 
Lời giải 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

LÝ THUYẾT. I 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TỰ LUẬN. 

 
II 
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1

12 3

0
0

) 3 d 1 0 1.a I x x x= = = − =∫

 ( )
4 4

1
1

1) d 2 2 2 1 2.b I x x
x

= = = − =∫

 ( )
11

1 0

0 0

2 1 1) 2 d 2 2 .
ln 2 ln 2 ln 2

x
xc I x= = = − =∫  

4
4
0

0

1 1) sin d cos 1 1 .
2 2

d I x x x

π
π  = = − = − − = − 

 ∫  

Câu 2: Gọi ( )F x là nguyên hàm của hàm số ( ) xf x e= . Tính ( ) ( )2 2 2 .F ln F ln−  
Lời giải 

Vì hàm số ( ) xf x e=  liên tục trên đoạn [ ]ln 2;2 ln 2  nên ta có: 

 
( ) ( ) ( )

ln 4 ln 4
ln 4

ln 2
ln 2 ln 2

ln 4 ln 2 d d 2.x xF F f x x e x e− = = = =∫ ∫
 

Câu 3: Gọi ( )F x là nguyên hàm của hàm số ( ) 1f x
x

=  thỏa điều kiện ( )1 2F = . Tính ( )F e . 

Lời giải 

Vì hàm số ( ) 1f x
x

=  liên tục trên đoạn [ ]1;e  nên ta có:  

 

( ) ( ) ( )
1

1 1

11 d d ln 1.
e e

e
F e F f x x x x

x
− = = = =∫ ∫

 
Suy ra: ( ) ( )1 1 1 2 3.F e F= + = + =  

Câu 4: Chứng minh ( ) ( )2ln 1F x x x= + +  là một nguyên hàm của hàm số ( )
2

1
1

f x
x

=
+

. Từ đó 

tính  tích phân 
1

2
0

1 d .
1

I x
x

=
+

∫  

Lời giải 
Ta có:  

( )
( )

( )
2

2

2 2 2

11 11 .
1 1 1

x
x x xF x f x
x x x x x

′ ++ + +′ = = = =
+ + + + +

 

Do đó: 

( ) ( )
1 1

2

2 00

1 d ln 1 ln 1 2 .
1

I x x x
x

= = + + = +
+

∫  

Câu 5: Chứng minh ( ) 1 ln ax bF x
ad bc cx d

+
=

− +
 là một nguyên hàm của hàm số 

( ) ( )( )
1f x

ax b cx d
=

+ +
. Từ đó tính tích phân 

( )( )
1

0

1 d .
2 1 1

I x
x x

=
+ +∫  

Lời giải 
Ta có:  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1ln ln .a cF x ax b cx d f x
ad bc ad bc ax b cx d ax b cx d

 ′′ = + − + = − = = − − + + + + 
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Do đó: 

( )( )

11

0 0

1 1 2 1 3 3d ln ln ln1 ln
2 1 1 2 1 1 2 2

xI x
x x x

+
= = = − =

+ + − +∫ . 

DẠNG 2: SỬ DỤNG TÍNH CHẤT TÍCH PHÂN 
Câu 6: Tính các tích phân sau: 

( ) ( )
1 2

3

0 1 0

14 d ) 3 d ) sin 2cos dx xI x e x b I x c I x x x
x

π = − = = − = + 
 ∫ ∫ ∫  

Lời giải 

( ) ( )
1

1 13 4

0 0
0

) 4 1 1 2 .x xa I x e dx x e e e= − = − = − − = −∫

( )
22

2

1
1 1

1 3 1 6) 3 d ln 9 3 ln 2 ln 2.
ln3 ln 3 ln 3

x
xb I x x

x
 = − = − = − − = − 
 ∫

 
( ) 0 0

0

) sin 2cos d cos 2sin 2.c I x x x x x
π

π π= + = − + =∫  

Câu 7: Tính ( )
2 2

1 1

ln d 1 ln d .x tI e x x e t t= + −∫ ∫  

Lời giải 

( )
2 2 2

2

1 1 1

e ln d 1 ln d d .x x xI x x e x x e x e e= + − = = −∫ ∫ ∫  

Câu 8: Tính 
2

2

sin ln d sin sin d .
2 2 2
t u uI t t lnu u = + − 

 ∫ ∫
π

π

π π

 

Lời giải 

2 2

sin ln d sin ln sin d
2 2 2
x x xI x x x x

π π

π π

 = − − 
 ∫ ∫

 
2

2 22 2

1 cos 1 1 1sin sin .
2 2 2 2 4 2
x xdx dx x x

π ππ π

π ππ π

π−
= = = − = +∫ ∫  

DẠNG 3: SỬ DỤNG TÍNH CHẤT CHÈN CẬN ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
Tích phân của hàm chứa dấu trị tuyệt đối 

a) Yêu cầu: Tính tích phân ( )
b

a

I f x dx= ∫  

b) Phương pháp: 
+ Bước 1: Xét dấu của ( )f x  trên khoảng ( );a b  

- Giải phương trình ( ) ( )0 ;if x x x a b= ⇔ = ∈  

- Lập bảng xét dấu của ( )f x  trên khoảng ( );a b  

+ Bước 2: Chèn cận ix  và đồng thời bỏ dấu   (căn cứ vào BXD) ta được các tích phân cơ bản 

( ) ( ) ( )d d d
i

i

xb b

a a x

I f x x f x x f x x= = +∫ ∫ ∫
 

Chú ý: Nếu ( )f x  không đổi dấu trên đoạn [ ];a b  thì ( ) ( )d d
b b

a a

I f x x f x x= =∫ ∫  

Câu 9: Tính các tích phân: 
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2 3 2 2
2 2

0 0 4 2

) 1 d ) d ) 2 3 d ) 2 1 da I x x b I x x x c x x x d x x x
− −

= − = − + − − +∫ ∫ ∫ ∫
 

Lời giải 

( ) ( )
2 1 2 1 2

0 0 1 0 1

1 1) 1 d 1 d 1 d 1 d 1 d 1.
2 2

a I x x x x x x x x x x= − = − + − = − − + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

b) Xét trên khoảng ( )0;3  ta có: 
( )2 0

0 .
1

x l
x x

x
=

− = ⇔ 
=

 

BXD:  
x  0                          1                   3  

2x x−              −             0             +  
Suy ra: 

( ) ( )
1 3

2 2

0 1

1 14 29d d .
6 3 6

I x x x x x x= − − + − = + =∫ ∫  

c) Xét trên khoảng ( )2;2−  ta có: 2 3
2 3 0 .

1
x

x x
x
= −

+ − = ⇔  =
 

BXD:  
x  4−                     3−                   1               2  

2 2 3x x+ −                +          0        −        0         +  
Suy ra: 

( ) ( ) ( )
3 1 2

2 2 2

4 3 1

7 32 7 462 3 d 2 3 d 2 3 d .
3 3 3 3

I x x x x x x x x x
−

− −

= + − − + − + + − = + + =∫ ∫ ∫  

d) Xét trên khoảng ( )2;2−  ta có: 1 0 1x x+ = ⇔ = −  
BXD: 

x  2−                     1−                       2  
1x +              −             0              +  

Suy ra: 
1 2 1 2

1 2
2 1 2 1

2 1 d 2 1 d 3 1 d 1 dI x x x x x x x x x x I I
− −

= + + + − − = + + − = +∫ ∫ ∫ ∫  

Ta có: 

( ) ( )
1

1 13

1
12 2
3

413 1 d 3 1 d 3 1 d .
6

I x x x x x x
−

− − −

= + = − + + + =∫ ∫ ∫  

( )
2 2

2
1 1

11 d 1 d .
2

I x x x x= − = − =∫ ∫  

Vậy: 41 1 22 .
6 2 3

I = + =  

Câu 10: Tính 
0

1 cos 2 dI x x= −∫
π

. 

Lời giải 
2

2

0 0 0 0
2

1 cos 2 d cos d cos d cos d cos d 1 1 2.
2

xI x x x x x x x x x

π
π π π π

π

+
= = = = − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 11: Tính 
2

0

1 sin 2 d .
2

xI x−
= ∫

π
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Lời giải 
Ta có: 

2 2 2
2

0 0 0

1 cos 2
2 d sin d sin d .

2 4 4

x
I x x x x x

π π ππ
π π

 − −      = = − = −   
   ∫ ∫ ∫  

Xét trên khoảng 0;
2
π 

 
 

, ta có: sin 0
4 4

x xπ π − = ⇔ = 
 

. 

BXD: 
x  

0                       
4
π                            

2
π  

sin
4

x π − 
 

 
            −            0              +  

Suy ra: 
4 2 4 2

0 0
44

sin d sin d cos cos 2 2.
4 4 4 4

I x x x x x x

π π π π

ππ

π π π π       = − − + − = − − − = −       
       ∫ ∫  

Tích phân của hàm min, max 

a) Yêu cầu: Tính tích phân ( ) ( ){ }min ;g d
b

a

I f x x x= ∫ ; ( ) ( ){ }max ;g d
b

a

I f x x x= ∫   

b) Phương pháp: Tính ( ) ( ){ }min ;g d
b

a

I f x x x= ∫   ( ( ) ( ){ }max ;g d
b

a

I f x x x= ∫  tương tự) 

+ Bước 1: Xét dấu của ( )( )f x g x−  trên khoảng ( );a b  

- Giải phương trình ( ) ( )( ) 0 ;if x g x x x a b− = ⇔ = ∈  

- Lập bảng xét dấu của ( )( )f x g x−  trên khoảng ( );a b  

+ Bước 2: Chèn cận ix  và chọn hàm ( ) ( ){ }min ;gf x x  như sau: 

 - Nếu ( ) ( ) 0f x g x− >  trên khoảng K  thì ( ) ( ){ } ( )min ;gf x x g x= . 

 - Nếu ( ) ( ) 0f x g x− <  trên khoảng K  thì ( ) ( ){ } ( )min ;gf x x f x= . 
Từ đó, ta được các tích phân cơ bản. 

Câu 12: Tính { }
2

2

0

min ; d .I x x x= ∫  

Lời giải 

Xét trên khoảng ( )0;2 , ta có: 
( )2 0

0 .
1

x l
x x

x
=

− = ⇔ 
=

 

BXD: 
x  0                          1                          2  

2x x−              +             0             −  
 
Ta có:  

2 0x x− > với mọi ( )0;1x∈  nên { }2 2min ; .x x x=  
2 0x x− < với mọi ( )1;2x∈  nên { }2min ; .x x x=  

Suy ra:  

{ } { }
1 2 1 2

2 2 2

0 1 0 1

1 3 11min ; d min ; d d d .
3 2 6

I x x x x x x x x x x= + = + = + =∫ ∫ ∫ ∫  
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Câu 13: Tính { }
1

1

max ;2 d .x xI e x
−

= ∫  

Lời giải 
Xét trên khoảng ( )1;1− , ta có: 2 0 0x xe x− = ⇔ =  
BXD: 

x  1−                         0                           1 
2x xe −              −               0             +  

 
Ta có:  

2 0x xe − < với mọi ( )1;0x∈ −  nên { }2max ; 2 .xx x =  

2 0x xe − > với mọi ( )0;1x∈  nên { }2max ; .xx x e=  
Suy ra:  

{ } { }
00 1 0 1

1

0
1 0 1 0 1

2 1max e ;2 d max e ;2 d 2 d e d e 1.
ln 2 2ln 2

x
x x x x x x xI x x x x e

− − −

= + = + = + = + −∫ ∫ ∫ ∫
 

Tích phân của hàm số xác định trên từng khoảng 
 

Câu 14: Cho hàm số ( )
2 khi 0

khi 0
x x

y f x
x x

 ≥
= = 

− ≤
 . Biết hàm số f  liên tục trên  .  

Tính ( )
1

1

.I f x
−

= ∫
 

Lời giải 
Ta có: 

( ) ( ) ( )
1 0 1

1 1 0

d d dI f x x f x x f x x
− −

= = +∫ ∫ ∫
0 1

2

1 0

1 1 5d d .
2 3 6

x x x x
−

= − + = + =∫ ∫
 

 

Câu 15: Cho hàm số ( ) ( )32 1 khi 1

2 1 khi 1x

x x
y f x

x

 − ≥= = 
− ≤

 . Biết hàm số f  liên tục trên  .  

Tính ( )
3

2

d .I f x x
−

= ∫
 

Lời giải 
Ta có: 

( ) ( )
1 3

2 1

d dI f x x f x x
−

= +∫ ∫ ( ) ( )
1 3

3

2 1

72 1 d 2 1 d 78.
2ln 2

x x x x
−

= − + − = +∫ ∫
 

 

Câu 16: Cho hàm số ( )
( )
( )2

2 1 khi 0

1 khi 0

x x
y f x

k x x

− + ≤= = 
− ≥

. Xác định k  để ( )
1

1

d 1f x x
−

=∫ . 

Lời giải 
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0 1

2

1 1 0 1 0

d d d 2 1 d 1 df x x f x x f x x x x k x x
− − −

= + = − + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

21 1 3.
3

k k⇔ = − + ⇔ =  

Một số dạng khác 
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Câu 17: Cho 
( ) ( )

2 5

1 2

d 3, d 4f x x f x x= =∫ ∫
. Tính 

( )
5

1

d .I f x x= ∫
 

Lời giải 

( ) ( ) ( )
5 2 5

1 1 2

d d d 3 4 7.I f x x f x x f x x= = + = + =∫ ∫ ∫  

Câu 18: Gọi ( )F x  là nguyên hàm của hàm số ( )f x .  

Biết ( ) ( )
3 3

0 1

d 12, d 2f x x f x x= =∫ ∫
 
và ( )2 7F = . Tính ( )0 .F  

Lời giải 
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2

0 0 3

2 0 d d dF F f x x f x x f x x− = = +∫ ∫ ∫
 

( ) ( )
3 3

0 2

d d 12 2 10.f x x f x x= − = − =∫ ∫  

Suy ra:  
( ) ( )0 2 10 7 10 3.F F= − = − = −  

Câu 19: Cho hàm số
 

( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  thỏa mãn ( )
10

0

d 7f x x =∫ ; ( )
6

2

d 3f x x =∫ . Tính giá 

trị của biểu thức ( ) ( )
2 10

0 6

d d .P f x x f x x= +∫ ∫  

Lời giải 

( ) ( ) ( ) ( )
10 2 6 10

0 0 2 6

d 7 7 d d d 7 3 4.f x x f x x f x x f x x P P= ⇔ = + + ⇔ = + ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫  

DẠNG 4: SỬ DỤNG ĐỊNH NGHĨA TÍCH PHÂN VÀO CÁC BÀI TOÁN KHÁC 

Câu 20: Cho hàm số ( )
2

sin d
x

x

g x t t t= ∫  xác định với 0x > . Tìm ( )g x′ . 

Lời giải 
Gọi ( )F t  là một nguyên hàm của hàm số ( ) sinf t t t= . Suy ra: ( ) ( ).F t f t′ =  
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2d * .

x
x

x
x

g x f t t F t F x F x= = = −∫  

 
Lấy đạo hàm hai vế của (*) theo biến x  ta được: 

( ) ( ) ( )2 12 .
2

g x x F x F x
x

′ ′ ′= − ( ) ( ) ( )2 12 .
2

g x x f x f x
x

′⇔ = −  

 

( ) 2 412 . sin sin
2

g x x x x x x
x

′⇔ = − ( ) 2 2
4

12 sin sin .
2

g x x x x
x

′⇔ = −  

 

Câu 21: Cho hàm số ( )
3 2

2
2

1d
1

x

x

tg x t
t
−

=
+∫  . Tìm ( ).g x′  

Lời giải 
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Gọi ( )F t  là một nguyên hàm của hàm số ( )
2

2

1
1

tf t
t
−

=
+

. Suy ra: ( ) ( ).F t f t′ =  

Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

3

2
2

d 3 2 * .
x

x

x
x

g x f t t F t F x F x= = = −∫  

 
Lấy đạo hàm hai vế của (*) theo biến x  ta được: 

( ) ( ) ( )3. 3 2 2g x F x F x′ ′ ′= − ( ) ( ) ( )3. 3 2 2g x f x f x′⇔ = −  
 

( )
2 2

2 2

9 1 4 13 2 .
9 1 4 1

x xg x
x x
− −′⇔ = −
+ +

 

Câu 22: Cho hàm số f  và số thực 0a >  thỏa mãn điều kiện: 
( )
2 d 6 2

x

a

f t
t x

t
+ =∫  với 0x > .  

Tìm a  và f . 
Lời giải 

Gọi ( )F t  là một nguyên hàm của hàm số ( )
2

f t
t

. Suy ra: ( ) ( )
2 .

f t
F t

t
′ =  

Ta có: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 6 d * .

x
x

a
a

f t
x t F t F x F a

t
− = = = −∫  

 
Lấy đạo hàm hai vế của (*) theo biến x  ta được: 

( )1 F x
x

′=
( ) ( )2

1 .
f x

f x x x
xx

⇔ = ⇔ =  

Với ( )f x x x= , ta có: 2
1d 6 2 d 6 2

x x

a a

t t t x t x
t t

+ = ⇔ + =∫ ∫
 

2 6 2 2 6 0 9.
x

a
t x a a⇔ + = ⇔ − + = ⇔ =  

 
DẠNG 5: PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ LOẠI 1 ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 

Yêu cầu : Tính tích phân ( ) ( )1 2 d
b

a

I f x f x x= ∫  

Phương pháp:   

 + Biến đổi về dạng ( ) ( )d .
b

a

I f u x u x x′=   ∫  

+ Đặt ( ) ( )d d .t u x t u x x′= ⇒ =   

+ Đổi cận: ( ) ( )1 2; .x a t u a t x b t u b t= ⇒ = = = ⇒ = =    

+ Khi đó: ( )
2

1

d
t

t

I f t t= ∫  là tính phân đơn giản hơn.  

Một số dấu hiệu cơ bản và cách chọn ( )t u x=  
Dấu hiệu Cách chọn t  

Hàm số chứa mẫu số t  là mẫu số 
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Hàm số chứa căn ( ), ( )f x u x  t  là căn: ( )t u x=  

Hàm số có dạng [ ]( ) nf x   (xấu)lũy thừa t  là biểu thức (xấu) trong lũy thừa, ( )t f x=  

Hàm số lượng giác có góc xấu t  là góc xấu 

Hàm số mũ, mà mũ xấu t  là mũ xấu 

Hàm số logu  mà u  xấu t u=  

Hàm số 
sin cos( )

sin cos
a x b xf x

c x d x e
+

=
+ +

 tan cos 0
2 2
x xt  = ≠ 

 
 

Hàm 
( )( )

1( )f x
x a x b

=
+ +  

Tổng quát đặt t x a x b= + + +  
 

+ Với 0 0x a x b+ > ∧ + > , đặt 

t x a x b= + + +  

+ Với 0 0x a x b+ < ∧ + < , đặt 

( ) ( )t x a x b= − + + − +  

(cos ).sinR x xdx          (theo biến cos x ) Đặt cost x=   

(sin ).cosR x xdx          (theo biến sin x ) Đặt sint x=  

2

1(tan ).
cos

R x dx
x

     (theo biến tan x ) Đặt tant x=  

2

1(cot ).
sin

R x dx
x

      (theo biến cot x ) Đặt cott x=  

Hàm có ,x xe a  Đặt ,x xt e t a= =  

Hàm số vừa có ln x  vừa có 1
x

 Đặt lnt x=  

 
Câu 23: Tính các tích phân sau 

 

( ) ( )

( )( )

2

2

2 2 2
cos

3
1 0

4
1 1 1

20172
2 2017

0 0 0

tan4 2 2
3

2
0 0 0

3 1 1) d ) sin 2 d ) 1 sin d

4 6) d ) 4d ) 1 1 d
( 3 1)

cos) d ) sin .cos d ) d
cos cos sin

x x

x

xa x b x x c x e x
x x x

xd x e x x x f x x x
x x

e x xg x h x x x i x
x x x x

π
π

π

π π π

−+
+ +

+

+
+ + −

+ +

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

Lời giải 

( )
2

2
3

1

1) . 3 1 da I x x
x x

= +
+∫  

Đặt ( )3 2d 3 1 dt x x t x x= + ⇒ = + . 
Đổi cận: 1 2x t= ⇒ = ; 2 10x t= ⇒ = . 

Suy ra: 
10

10

2
2

1d ln ln 5.I t t
t

= = =∫  
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2

2

4

1) sin d
4

b I x x
x

π

π

π = − 
 ∫  

Đặt 1 1d d 2d d
4 2

t x t x t x
x x

π
= − ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận: 
2

4 4
x tπ π
= ⇒ = ; 2 3

4
x t ππ= ⇒ = . 

Suy ra: 
34
4

4
4

2sin d 2cos 2 2.I t t t

π
π

π
π

3

= = − =∫  

( )
2

cos

0

) 1 sin dx xc I e x x

π

−= +∫  

Đặt ( )cos d 1 sin dt x x t x x= − ⇒ = + . 

Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = − ; 
2 2

x tπ π
= ⇒ = . 

Suy ra: 
2

12

1

e d e .tI t e

π
π

−

−

= = −∫  

( )
1

2 2017
0

2) 2 3 d
( 3 1)

d I x x
x x

= +
+ +∫  

Đặt ( )2 3 1 d 2 3 dt x x t x x= + + ⇒ = + . 
Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 5x t= ⇒ = . 

Suy ra: 
55

2017 2016 2016
11

2 1 1 1 1d 1 .
1008 1008 5

I t
t t

 = = − = − − 
 ∫  

1
2

0

) 4. de I x x x= +∫  

Đặt 2 2 24 4 d dt x t x t t x x= + ⇒ = + ⇒ = . 
Đổi cận: 0 2x t= ⇒ = ; 1 5x t= ⇒ = . 

Suy ra: 
55 3

2

2 2

5 5 8d .
3 3
tI t t −

= = =∫  

( ) ( )
1

2017

0

) 1 1 df I x x x= − +∫  

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ =  và 1x t= + . 
Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = − ; 1 0x t= ⇒ = . 

Suy ra: ( ) ( )
0 00 0 2019 2018

2017 2018 2017

1 1 1 1

1 12 d +2t d .
2019 1009 2019 1009
t tI t t t t t

− − − −

= + = = + = −∫ ∫  

4
tan

2
0

1) . d
cos

xg I e x
x

π

= ∫  

Đặt 2

1tan d d
cos

t x t x
x

= ⇒ = . 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
4

x tπ
= ⇒ = . 
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Suy ra: 
1

0

d 1.tI e t e= = −∫  

2
3

0

) sin .cos dh x x x

π

∫  

Đặt sin d cos dt x t x x= ⇒ = . 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
2

x tπ
= ⇒ = . 

Suy ra: 
1

3

0

1t d .
4

I t= =∫  

2

0

cos) d
cos sin

x xi I x
x x x

π

=
+∫  

Đặt cos sin d cos dt x x x t x x x= + ⇒ = . 

Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 
2 2

x tπ π
= ⇒ = . 

Suy ra: 
2

1

1d ln .
2

I t
t

π

π
= =∫   

Câu 24: Tính các tính phân sau (Đặt giảm bậc) 

( )

3 1 2

4 2332 0

2 6 1) d ) d
1 2 9

x xa x b x
x x x

−
− − −

∫ ∫
 

Lời giải 
3

4
2

2) d
1

xa I x
x

=
−∫  

Đặt 2 d 2 dt x t x x= ⇒ =  
Đổi cận: 2 4x t= ⇒ = ; 3 9x t= ⇒ = . 
Suy ra:  

( )( )

99 9

2
4 4 4

1 1 1 1 1 4d d ln ln .
1 1 1 2 1 2 3

tI t t
t t t t

−
= = = =

− − + +∫ ∫  

( )

1 2

2330

6 1) d
2 9

xb x
x x

−

− −
∫  

Đặt ( )3 3 3 3 2 22 2 3 d 6 1 dt x x t x x t t x x= − ⇒ = − ⇒ = −  
Đổi cận: 

0 0x t= ⇒ = ; 1 1x t= ⇒ =  
Suy ra: 

( )( )

11 12
1

2 0
0 0 0

3 1 1 3 1d 3 1 d 3 ln 3 ln 2.
9 3 3 6 3 2

t tI t t t
t t t t

   −
= = + = − = +     − − + +   
∫ ∫  

Tích phân có sẵn dạng ( )( )f u x  

Câu 25: Chứng minh rằng ( ) ( )
2 2

1 1

1d d
x ax b

x ax b

I f ax b x f x x
a

+

+

= + =∫ ∫ , với 0a ≠ . 

Lời giải 

Đặt 1d d d dt ax b t a x t x
a

= + ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận: 
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1 1x x t ax b= ⇒ = + ; 2 2x x t ax b= ⇒ = + . 
Suy ra: 

( ) ( )
2 2

1 1

1 1dt d
ax b ax b

ax b ax b

I f t f x x
a a

+ +

+ +

= =∫ ∫   (Do tích phân không phụ thuộc vào biến số). 

Từ đây trở về sau, ta xem đây là một tính chất của tích phân. 

Câu 26: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
7

3

d 2.f x x =∫  Tính ( )
3

1

2 1 .I f x dx= +∫  

Lời giải 

( ) ( ) ( )
3 2.3 1 7

1 2.1 1 3

1 12 1 d d 1.
2 2

I f x dx f x x f x x
+

+

= + = = =∫ ∫ ∫  

Câu 27: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
4

1

1 2 d 2.f x x− =∫  Tính ( )
1

7

.I f x dx
−

−

= ∫  

Lời giải 

( ) ( ) ( )
4 7 1

1 1 7

1 11 2 d d d
2 2

f x x f x x f x x
− −

− −

− = =
−∫ ∫ ∫  

( ) ( )
1 1

7 7

12 d d 4.
2

f x x f x x
− −

− −

⇔ = ⇔ =∫ ∫  

Câu 28: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
3

1

3 1 d 3.f x x− =∫  Tính ( )
0

6

2 .I f x dx
−

= −∫  

Lời giải 
Ta có:  

( ) ( ) ( )
3 8 8

1 2 2

13 3 1 d d d 9.
3

f x x f x x f x x= − = ⇔ =∫ ∫ ∫  

Ta có:  

( ) ( ) ( )
0 2 8

6 8 2

2 d d d 9.I f x x f x x f x x
−

= − = − = =∫ ∫ ∫
 

Câu 29: Cho 
( )

1

0

d 2f x x =∫
 Tính 

( )
4

0

cos 2 sin cos d .I f x x x x

π

= ∫
 

Lời giải 

Đặt 1cos 2 d 2sin 2 d d sin cos d
4

t x t x x t x x x= ⇒ = − ⇒ − =  

Đổi cận: 

0 1x t= ⇒ = ; 0
4

x tπ
= ⇒ =  

Suy ra: 

( )
1

0

1 1 1d .2 .
4 4 2

I f t t= = =∫  

Tích phân với hàm số chẵn và lẻ 
+ Hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn trên đoạn [ ];a a−  khi và chi khi [ ];x a a∀ ∈ −  ta có: 

[ ];x a a− ∈ −  và ( ) ( )f x f x− = . 

+ Hàm số ( )y f x=  là hàm số lẻ trên đoạn [ ];a a−  khi và chi khi [ ];x a a∀ ∈ −  ta có: 

[ ];x a a− ∈ −  và ( ) ( )f x f x− = − . 
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+ Ta có thể thay đoạn [ ];a a−  bằng một tập đối xứng thì định nghĩa hàm số chẵn, hàm số lẻ vẫn 
như trên.  

Câu 30: Cho ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng: 

( ) ( )
0

d 2 d .
a a

a

f x x f x x
−

=∫ ∫  

Lời giải 

 Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

d d d
a a a

a a

I f x x f x dx f x x K f x x
− −

= = + = +∫ ∫ ∫ ∫  

 Tính ( )
0

d
a

K f x x
−

= ∫ . 

Đặt d dt x t x= − ⇒ = − . 
Đổi cận: 
x a t a= − ⇒ = ; 0 0x t= ⇒ = . 
Suy ra:  

( ) ( ) ( )
0

0 0

d d d
a a

a

K f x x f x x f x x= − − = − =∫ ∫ ∫ . 

Do đó:  

( ) ( )
0 0

d 2 d .
a a

I K f x x f x x= + =∫ ∫  

Câu 31: Cho ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng:  

( ) ( )
0

d
1

a a

x
a

f x
I x f x dx

b−

= =
+∫ ∫ , với 0a > , 0b > . 

Lời giải 
Đặt d dt x t x= − ⇒ = −  
Đổi cận: 
x a t a= − ⇒ = ; x a t a= ⇒ = −  
Suy ra: 

( ) ( ) ( )dt d d
1 1 1

t xa a a

t t x
a a a

f t b f t b f x
I t x

b b b

−

−
− −

−
= − = =

+ + +∫ ∫ ∫  

Do đó:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

2 d d 2 d d .
1 1

xa a a a a

x x
a a a

f x b f x
I x x f x f x x I f x x

b b− − −

= + = = ⇔ =
+ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 32: Tính tích phân 
1 2

1

d
2 1x

xI x
−

=
+∫ . 

Lời giải 
Vì ( ) 2f x x=  là hàm số chẵn trên đoạn [ ]1;1−  nên ta có: 

1
2

0

1d
3

I x x= =∫ . 

Câu 33: Tính tích phân 
2

2

cos d
1x

xI x
e

π

π
−

=
+∫  

Lời giải 

Vì ( ) cosf x x=  là hàm số chẵn trên đoạn ;
2 2
π π −  

 nên ta có: 
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2
2
0

0

cos d sin 1I x x x

π
π

= = =∫ . 

Câu 34: Biết hàm số 2
y f x π = + 

   là hàm số chẵn trên 
;

2 2
π π −    và 

( ) sin cos
2

f x f x x xπ + + = + 
  .  

Tính ( )
2

0

dI f x x

π

= ∫ . 

Lời giải 

Đặt d d
2

t x t xπ
= − ⇒ =  và 

2
x t π
= +  

Đổi cận: 

0
2

x t π
= ⇒ = − ; 0

2
x tπ
= ⇒ =  

Suy ra: 
0 2

0
2

d d
2 2

I f t t f t t

π

π

π π

−

   = + = +   
   ∫ ∫  ( Do 

2
y f t π = + 

 
 là hàm số chẵn trên ;

2 2
π π −  

) 

Do đó: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
0

0 0 0

2 dt d sin cos d cos sint 2
2

I I f t f t t t t t t

π π π
ππ = = + + = + = − + = 

 ∫ ∫ ∫  

Vậy 1I = . 

Câu 35: Cho ( )f x  là hàm số lẻ, liên tục trên đoạn [ ];a a− . Chứng minh rằng: ( )d 0.
a

a

f x x
−

=∫  

Lời giải 

 Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

d d d
a a a

a a

I f x x f x dx f x x K f x x
− −

= = + = +∫ ∫ ∫ ∫  

 Tính ( )
0

d
a

K f x x
−

= ∫ . 

Đặt d dt x t x= − ⇒ = − . 
Đổi cận: 
x a t a= − ⇒ = ; 0 0x t= ⇒ = . 
Suy ra:  

( ) ( ) ( )
0

0 0

d d d
a a

a

K f x x f x x f x x= − − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Do đó:  

( ) ( ) ( )
0 0 0

d d d 0
a a a

I K f x x f x x f x x= + = − + =∫ ∫ ∫  

Câu 36: Tính tích phân 

1
2

1
2

1cos 4 sin sin ln d
2 1
x xI x x x

x
−

+   = +   −   ∫  

Lời giải 

Xét hàm ( ) 1cos 4 sin sin ln
2 1
x xf x x x

x
+   = +   −   

 

Ta thấy ( )f x  liên tục trên đoạn 1 1;
2 2

 −  
 và  
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( )
11 1cos 4 sin sin ln cos 4 sin sin ln

2 1 2 1
x x x xf x x x x x

x x

−− +       − = + = +       + −       
 

( )1cos 4 sin sin ln
2 1
x xx x f x

x
+   − + = −   −   

 

Nên ( )f x  là hàm số lẻ trên 1 1;
2 2

 −  
 

Vậy 0I = . 

Câu 37: Tính tích phân ( )
2

0

sin sin dI x mx x
π

= +∫ , với m∈ . 

Lời giải 
Đặt d dt x t xπ= − ⇒ = . 
Đổi cận: 

0x t π= ⇒ = − ; 2x tπ π= ⇒ = . 

( )( ) ( ) ( ) ( )sin sin d sin sin d 1 sin sin dmI t mt m t mt t m t mt t t
π π π

π π π

π π π
− − −

= + + + = − + = − −∫ ∫ ∫  

Xét hàm ( ) ( )sin sinf t mt t= − .  

Ta thấy hàm số này liên tục trên đoạn [ ];π π−   và 

( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin sinf t mt t mt t f t− = − + = − − = −  

Nên ( )f t  là hàm số lẻ trên [ ];π π−  

Vậy ( )1 .0 0mI = − = . 
Một số kiểu đổi biến đặc biệt 

Câu 38: Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên [ ]0;1 . Chứng minh rằng: ( ) ( )
2 2

0 0

sin d cos dI f x x f x x

π π

= =∫ ∫  

Lời giải 

Đặt d d
2

t x t xπ
= − ⇒ = − . 

Đổi cận: 

0
2

x t π
= ⇒ = ; 0

2
x tπ
= ⇒ = . 

Suy ra: 

( ) ( ) ( )
02 2 2

0 0 0
2

sin d sin d cos d cos d .
2

I f x x f t t f t t f x x

π π π

π

π  = = − − = =    
∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 39: Tính tích phân 
( ) ( )

2
2

2
0

1 tan cos d
cos sin

I x x
x

π

 
= − 

 
∫ . 

Lời giải 
Ta có: 

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

tan cos d tan sin dx x x x

π π

=∫ ∫  và 2
2

1 tan 1
cos

α
α
− =  

Do đó: 

 
( ) ( )

2 2
2

2
0 0

1 tan sin d 1d .
cos sin 2

I x x x
x

π π

π 
= − = = 

 
∫ ∫  
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Câu 40: Tính 

20172

2016 2016
0

sin .cos d
sin cos

x xI x
x x

π

=
+∫

. 
Lời giải 

 Xét tích phân 
20172

2016 2016
0

cos .sin d
sin cos

x xJ x
x x

π

=
+∫  

Ta có: I J= . Suy ra: 

 
2017 20172 2

2016 2016 2016 2016
0 0

sin .cos cos .sin2 d d
sin cos sin cos

x x x xI I J x x
x x x x

π π

= + = +
+ +∫ ∫  

2 2 2

00 0

1 1 1sin .cos d sin 2 d cos 2 .
2 4 2

x x x x x x

π π π

= = = − =∫ ∫
 

Vậy 1 .
4

I =  

Câu 41: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]1;1− . Chứng minh rằng  

( ) ( )
0 0

sin d sin d
2

I xf x x f x x
π ππ

= =∫ ∫  

Lời giải 
 Đặt d dt x t xπ= − ⇒ = −  
 Đổi cận: 

0x t π= ⇒ = ; 0x tπ= ⇒ =  
Suy ra: 

( ) ( ) ( )( )
0 0

sin d sin dI xf x x t f t t
π π

π π= = − −∫ ∫  

( ) ( ) ( )
0 0 0

sin d . sin d sin df t t t f t t f x x I
π π π

π π= − = −∫ ∫ ∫  

( )
0

sin d .
2

I f x x
ππ

⇔ = ∫  

Câu 42: Tính 
2

0

sin d
3 sin

x xI x
x

π

=
+∫

 
Lời giải 

2 2 2
0 0 0

sin sin sind d d .
3 sin 2 3 sin 2 4 cos 2

x x x xI x x x J
x x x

π π ππ π π
= = = =

+ + −∫ ∫ ∫  

Đặt cos d sin dt x t x x= ⇒ = −  
Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1x tπ= ⇒ = − . 
Suy ra: 

( )( )

11

1

1 1 2 ln 3d ln .
2 2 4 2 2

tJ t
t t t− −

−
= = − =

− + +∫
 

Câu 43: Cho ( )f x , ( )g x  là các hàm số liên tục trên   và ( )2 7f = ; ( )1 1f − = ; ( )2 9g = ; 
( )1 3g − = .  

Tính ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2
1

d
f x g x f x g x

I x
f x g x−

′ ′−
=

+  
∫  

Lời giải 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2
2 2

2 2
1 1

.
d d

1

f x f x
g x

g x g x
I x x

f x g x f x
g x

− −

′ ′   
   
   = =

+     + 
 

∫ ∫  

Đặt ( )
( )

( )
( )

d d
f x f x

t t x
g x g x

′ 
= ⇒ =   

 
 

Đổi cận: 11
3

x t= − ⇒ = ; 72
9

x t= ⇒ = . 

Suy ra: 

( )

7 7
9 9

2 11
33

1 1 3d .
1 161

I t
tt

= = − =
++∫  

Chú ý: Trong lời giải trên đã sử dụng thêm giả thiết ( ) 0g x ≠ . Điều này không ảnh hướng đến 
lời giải. 

Câu 44: Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn ( ) ( ) 5 2. 3 6f x f x x x′ = + . Biết ( )0 2f = . Tính ( )2 2f . 
Lời giải 

 Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2

5 2

0 0

. d 3 6 d 48I f x f x x x x x′= = + =∫ ∫  

 Đặt ( ) ( )d dt f x t f x x′= ⇒ =  
 Đổi cận:  
 ( )0 0 2x t f= ⇒ = = ; ( )2 2x t f= ⇒ = . 
 Suy ra:  

 
( ) ( ) ( )22 22

2 2

2
d 2

2 2

ff ftI t t= = = −∫  ( ) ( )
2

22
48 2 2 100.

2
f

f⇔ = − ⇔ =  

DẠNG 6: PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN SỐ LOẠI 2 ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
Yêu cầu:  Tính tích phân ( )d

b

a

I f x x= ∫  

Phương pháp:  Đặt ( ) ( )d dx t x t tϕ ϕ′= ⇒ =  

+ Đổi cận: 1 2;x a t t x b t t= ⇒ = = ⇒ =                

+ Khi đó: ( ) ( )
2

1

d
t

t

I f t t tϕ ϕ′=   ∫  

Một số cách đổi biển cần nhớ: 

+ ( )22 : tan , ;
2 2

a bx c bx c a t t π π + + + = ∈ − 
               

+ 

( )22 : sin , ;
2 2

a bx c bx c a t t π π − + + = ∈ −  
 

+ ( ) { }2 2 : , ; \ 0
sin 2 2

a
bx c a bx c t

t
π π + − + = ∈ −    

+ Nhớ: 
2 2 2

1 1 1

( ) tan
0, 0 2 4

22
1 1

2 4

ba x tx x ta a a

x x t

adx dt
ax bx c ba x

a a

−∆
+ =

∆< >

= =
+ + −∆−∆ + + 

 

∫ ∫ ∫  
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Câu 45: Tính các tích phân sau: 

 
1 1 1

2 2 2
0 0 0
1 1 13

2 2
8

0 0 0
1 2

2

2
20
3

1 1 1) d ) d ) d
1 3 4 4 4

d) d ) 1 d ) 4 4 1d
1

1g) 2 d ) d
1

a I x b I x c I x
x x x x

xI x e I x x f I x x x
x

I x x x h I x
x x

= = =
+ + + +

= = − = − + +
+

= − =
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 Lời giải 
1

2
0

1)
1

a I dx
x

=
+∫  

Đặt ( )2tan , ; d 1 tan d
2 2

x t t x t tπ π = ∈ − ⇒ = + 
 

 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
4

x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  

( )
4 4

2
2

0 0

1 . 1 tan d d
1 tan 4

I t t t
t

π π

π
= + = =

+∫ ∫ . 

1

2
0

1)
3

b I dx
x

=
+∫  

Đặt ( )23 tan , ; d 3 1 tan d
2 2

x t t x t tπ π = ∈ − ⇒ = + 
 

 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
6

x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  

( )
6 6

2
2

0 0

1 1. 3 1 tan d d
3 3tan 3 6 3

I t t t
t

π π

π
= + = =

+∫ ∫ . 

( )

1

2
0

1)
3 2 1

c I dx
x

=
+ +∫  

Đặt ( ) ( )2 232 1 3 tan , ; 2d 3 1 tan d d 1 tan d
2 2 2

x t t x t t x t tπ π + = ∈ − ⇒ = + ⇒ = + 
 

 

Đổi cận: 0
6

x t π
= ⇒ = ; 1

3
x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  

( )
3 3

2
2

6 6

1 3 1. 1 tan d d
3 3tan 2 2 3 12 3

I t t t
t

π π

π π

π
= + = =

+∫ ∫ . 

1 3

8
0

d)
1

xI dx
x

=
+∫  

Đặt ( ) ( )4 3 2 3 21tan , ; 4 d 1 tan d d 1 tan d
2 2 4

x t t x x t t x x t tπ π = ∈ − ⇒ = + ⇒ = + 
 
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Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
4

x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  

( )
4 4

2
2

0 0

1 1 1. 1 tan d d
1 tan 4 4 16

I t t t
t

π π

π
= + = =

+∫ ∫ . 

1
2

0

) 1e I x dx= −∫  

Đặt sin , ; d cos d
2 2

x t t x t tπ π = ∈ − ⇒ =  
 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 1
2

x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  
2 2 2 2 22 2

0 00 0 0

1 cos 2 1 11 sin .cos d cos d d sin 2 .
2 2 4 4

tI x t t t t t t t

π π π π π

π+
= − = = = + =∫ ∫ ∫  

( )
1 1

22

0 0

) 4 4 1d 2 2 1 df I x x x x x= − + + = − −∫ ∫  

Đặt 12 1 2 sin , ; d cos d
2 2 2

x t t x t tπ π − = ∈ − ⇒ =  
 

Đổi cận: 0
4

x t π
= ⇒ = − ; 1

4
x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  

4 4 4 4 42 2

4 44 4 4

1 1 cos 2 1 1 12 2sin . cos d cos d d sin 2 .
2 2 4 4 22

tI x t t t t t t t

π π π π π

π ππ π π

π

− −− − −

+
= − = = = + = +∫ ∫ ∫  

( )
1 1

22

0 0

g) 2 d 1 1 dI x x x x x= − = − −∫ ∫  

Đặt 1 sin , ; d cos d
2 2

x t t x t tπ π − = ∈ − ⇒ =  
 

Đổi cận: 0
2

x t π
= ⇒ = − ; 1 0x t= ⇒ = . 

Suy ra:  
0 00 0 0

2 2

2 22 2 2

1 cos 2 1 11 sin .cos d cos d d sin 2 .
2 2 4 4

tI x t t t t t t t
π ππ π π

π

− −− − −

+
= − = = = + =∫ ∫ ∫  

2

2
2
3

1) d
1

h I x
x x

=
−

∫  

Đặt { } 2

1 cos, ; \ 0 d d
sin 2 2 sin

tx t x t
t t

π π − = ∈ − ⇒ =  
 

Đổi cận: 2
33

x t π
= ⇒ = ; 2

6
x t π
= ⇒ = . 

Suy ra:  
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3 3

2

26 6

sin cos d d .
sin 61 1

sin

t tI t t
t

t

π π

π π

π
= = =

−
∫ ∫

 
 

DẠNG 7: PHƯƠNG PHÁP TỪNG PHẦN ĐỂ TÍNH TÍCH PHÂN 
 Công thức từng phần:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

b

a
a a

u x v x x u x v x v x u x x′ ′=   − ∫ ∫ . 

Viết gọn:  ( )d d
b b

b

a
a a

u v uv v u= −∫ ∫  

Áp dụng: Tính tích phân ( )d
b

a

I f x x= ∫  

Phương pháp: 

+ Bước 1: Biến đổi ( ) ( )1 2. d
b

a

I f x f x x= ∫  

+ Bước 2: Đặt 
( )
( )

( )
( )

11

2 2

d d

d d

u f x xu f x

dv f x x v f x x

′ = = ⇒ 
= =   ∫

  (Chọn dv  sao cho v  dễ lấy nguyên hàm) 

+ Bước 3: Khi đó ( ) d
b

b

a
a

I uv v u= − ∫  

● Dạng 1. ( ) ( )sin dI P x ax b x= +∫ , trong đó ( )P x  là đa thức.  

Với dạng này, ta đặt 
( )
( )

( )

( )

d .d
1d sin d cos

u P x xu P x

v ax b x v ax b
a

′== ⇒ 
= + = − +  

. 

● Dạng 2. ( ) ( )cos dI P x ax b x= +∫ , trong đó ( )P x  là đa thức.  

Với dạng này, ta đặt 
( )

( )

( )

( )

d .d
1d cos d sin

u P x xu P x

v ax b x v ax b
a

′== ⇒ 
= + = +  

. 

● Dạng 3. ( ) dax bI P x e x+= ∫ , trong đó ( )P x  là đa thức. 

Với dạng này, ta đặt 
( ) ( )d .d

1d d ax bax b

u P x xu P x

v ev e x
a

++

′= = ⇒ 
==  

. 

● Dạng 4. ( ) ( )ln dI P x g x x= ∫ , trong đó ( )P x  là đa thức. 

Với dạng này, ta đặt 
( )
( )

ln

d d

u g x

v P x x

=


=
. 

● Dạng 5. 
sin

d
cos

xx
I e x

x
 

=  
 
∫ . 

Với dạng này, ta đặt 
sin
cos

d dx

x
u

x

v e x

  
=  

  
 =

. 

Câu 46: Tính các tích phân sau: 
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ln 2 2 2

1 0 0 0

) ln d ) d ) cos d ) sin d
e

x xa I x x x b I xe x c I x x x d I e x x

π π

= = = =∫ ∫ ∫ ∫

 

Lời giải 

1

) ln d
e

a I x x x= ∫  

Đặt 
2

1d dln
d d

2

u xu x x
v x x xv

 == ⇒ =  =


 

Suy ra: 

( )
2 2 2 2 2 2 2

2

1 11 1

1 1 1ln . d d 1 .
2 2 2 2 2 4 2 4 4 4

e ee ex x e x e x e eI x x x e
x

= − = − = − = − − = +∫ ∫  

ln 2

0

) dxb I xe x= ∫  

Đặt 
d d

d dx x

u x u x
v e x v e
= = 

⇒ 
= = 

 

Suy ra: 
ln 2

ln 2 ln 2

0 0
0

d 2 ln 2 2ln 2 1.x x xI xe e x e= − = − = −∫  

2

0

) cos dc I x x x

π

= ∫  

Đặt 
d d

d cos d sin
u x u x

v x x v x
= = 

⇒ = = 
 

Suy ra: 
2

2 2
0 0

0

sin sin d cos 1.
2 2

I x x x x x

π
π ππ π

= − = + = −∫  

2

0

) sin dxd I e x x

π

= ∫  

Đặt 
sin d cos d

d dx x

u x u x x
v e x v e
= = 

⇒ 
= = 

 

Suy ra: 
2

22
0

0

sin cos dx xI e x e x x e J

π
ππ

= − = −∫  

Tính 
2

0

cos dxJ e x x

π

= ∫  

Đặt 
cos d sin d

d dx x

u x u x x
v e x v e
= = − 

⇒ 
= = 

 

Suy ra: 
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2
2
0

0

cos sin d 1x xJ e x e x x I

π
π

= + = − +∫  

Vậy: ( )2 211 1 .
2

I e I I e
π π 

= − − + ⇔ = + 
 

 

 
Câu 47: Tính các tích phân sau: 

1 2
2 2 2

0 0

) d ) cos dxa I x e x b I x x x

π

= =∫ ∫  

Lời giải 
1

2 2

0

) dxa I x e x= ∫  

Cách làm nhanh 
Cột u  (cột đạo hàm) Cột v  (cột nguyên hàm) 

2x  
 

2x  
 

2  
 

0  

2xe  
21

2
xe  

 
21

4
xe  

21
8

xe  

Dựa vào bảng, ta có: 
1 1 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 2 2 4 4 4

x x x x eI x e xe e x x e   = − + = − + = −   
   

 

2
3

0

) cos db I x x x

π

= ∫  

 
 

Cột u  (cột đạo hàm) Cột v  (cột nguyên hàm) 
3x  
 

23x  
 

6x  
 

6  
 
 

0  

cos x  
 

sin x  
 

cos x−  
 
 

sin x−  
 

cos x  
Dựa vào bảng, ta có: 

( )
3

3 2 2
0

sin 3 cos 6 sin 6cos 3 6.
8

I x x x x x x x
π π π= + − − = − +  

Câu 48: Tính tích phân 
0

2 sin 3 dxI x x
π

= ∫  

Lời giải 

+  

−  

+  

+  

−  

+  

−  
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Đặt 
d 3cos3 dsin 3

2d 2 d
ln 2

x
x

u x xu x
v x v

== ⇒ 
= = 

 

Suy ra: 

00

2 3 3sin 3 2 cos3 d
ln 2 ln 2 ln 2

x
xI x x x J

π π

= − = −∫  

Tính 
0

2 cos3 dxJ x x
π

= ∫  

Đặt 
d 3sin 3 dcos3

2d 2 d
ln 2

x
x

u x xu x
v x v

= −= ⇒ 
= = 

 

Suy ra: 
2

00

2 3 1 2 3cos3 2 sin 3 d
ln 2 ln 2 ln 2 ln 2

x
xJ x x x I

π
π π+

= + = − +∫  

Do đó:  
( )

2

3 1 23 1 2 3 .
ln 2 ln 2 ln 2 9 ln 2

I I I
ππ + +

= − − + ⇔ =  + 
 

  
Câu 49: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ];a b . Chứng minh rằng: 

( ) ( ) ( ) ( )d .
b

x b a

a

I f x f x e x f b e f a e′= + = −  ∫  

Lời giải 
Cách 1:  
Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d d
b b b b

x x x x

a a a a

I f x f x e x f x e x f x e x J f x e x′ ′= + = + = +  ∫ ∫ ∫ ∫  

Tính ( ) d
b

x

a

J f x e x′= ∫  

Đặt 
( ) ( )

d d
d d

x xu e u e x
v f x x v f x

 = = ⇒ ′= =  
 

Suy ra: 
 

( ) ( ) d
b

bx x

a
a

J f x e f x e x= − ∫  

Do đó: 

( ) ( ) ( ) ( )d
b

bx x b a

a
a

I J f x e x f x e f b e f a e= + = = −∫  

Cách 2:  

Ta có: ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x xf x e f x e f x e f x f x e′ ′ ′= + = +    
Do đó: 

( )( ) ( ) ( ) ( )d .
b

bx x b a

a
a

I f x e x f x e f b e f a e′= = = −∫
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Câu 50: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;1−  thỏa 

( ) ( ) 2 31 2 6 7f x f x x x+ − = − −  Tính ( ) ( )1

1

ln 2.
d .

2x

f x f x
I x

−

′ −
= ∫  

Lời giải 
Ta có:  

( ) ( ) ( )ln 2.
2 2x x

f x f x f x ′′ −  
=  
 

 nên 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

1 1

1 1d 2. 1 1 4 1
2 2 2 2x x

f x f x f
I x f f f

− −

′   
= = = − − = − −      

   
∫

 
Ta có:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 2 0 7 1 2 0 7

1 4 1 7
0 2 1 0 2 0 4 1 0

f f f f
f f

f f f f

− = − =  ⇔ ⇒ − − = 
− − = − − =  

 

Vậy: 7
2

I = . 

Câu 51: Tính các tích phân  
 

( )2

2
1

3

0 0

ln .ln ln
) d ) sin d ) d

ee
x

e

x x
a I x e x b I x x c I x

x

π

= = =∫ ∫ ∫  

Lời giải 
2 2

1 1
3 2

0 0

) dx xa I x e dx x e x x= =∫ ∫  

Đặt 2 1d 2 d d d
2

t x t x x t x x= ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận: 
0 0x t= ⇒ = ; 1 1x t= ⇒ =  

Suy ra: 

( )( )
1 1

1

0
0 0

1 1 1 1d d 1 .
2 2 2 2

t t tI te t te e t e e
 

= = − = − − = 
 

∫ ∫  

2

0

) sin db I x x
π

= ∫  

Đặt 2 2 d dt x t x t t x= ⇒ = ⇒ =  
Đổi cận: 

0 0x t= ⇒ = ; 2x tπ π= ⇒ =  
Suy ra: 

0
0 0

2 sin d 2 cos cos d 2 .I t t t t t t t
π π

π π
 

= = − + = 
 

∫ ∫  

( )5

2

ln .ln ln
) d

e

e

x x
c I x

x
= ∫  

Đặt 1ln d dt x t x
x

= ⇒ =  

Đổi cận: 
1x e t= ⇒ = ; ex e t e= ⇒ =  

Suy ra: 
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2 2

1 11

ln 1ln d d .
2 2 4 4

ee et t t eI t t t t= = − = +∫ ∫  

Câu 52: Tính tích phân 
3

2
0

sin
cos
x xI dx

x

π

= ∫  

Lời giải 

Đặt 
22

d d

sinsin dd d
coscos

u xu x
xx v xv x
xx

==
 ⇒  ==  

∫
 

Tìm 2

sin d
cos

xv x
x

= ∫  

Đặt cos d sin dt x t x x= ⇒ = −  

Suy ra: 2

1 1 1d
cos

v t C C
t t x
−

= = + = +∫ . Chọn 1
cos

v
x

=  

Do đó: 
33

0 0

1 2d .
cos cos 3

xI x J
x x

ππ

π
= − = −∫  

Tính 
3 3

2
0 0

1 cosd d
cos 1 sin

xx x
x x

π π

=
−∫ ∫  

Đặt sin d cos dt x t x x= ⇒ =  và 2 1xe t= −  
Đổi cận: 

0 0x t= ⇒ = ; 3
3 2

x tπ
= ⇒ =  

Suy ra:  

( )( ) ( )
3 3 3

2 2 2

2
0 0 0

1 1 1 1 1d d ln ln 7 4 3 .
1 1 1 2 1 2

tJ t t
t t t t

−
= = = − = − −

− − + +∫ ∫  

Vậy ( )2 1 ln 7 4 3 .
3 2

I π
= + −  

 

Câu 53: Tính tích phân 
ln3

0 1

x

x

xeI dx
e

=
+

∫  

Lời giải 

Đặt 
d d

d d d
1 1

x x

x x

u xu x
e ev x v x

e e

== 
 ⇒ = = + + 

∫
 

Tìm d
1

x

x

ev x
e

=
+

∫  

Đặt 21 1 2 d dx x xt e t e t t e x= + ⇒ = + ⇒ =  

Suy ra: 2 d 2d 2 2 1xtv t t t C e C
t

= = = + = + +∫ ∫ . Chọn 2 1xv e= +  

Do đó: 
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ln3ln3

0 0

2 1 2 1d 4ln 3 2 .x xI x e e x J= + − + = −∫  

Tính 
ln3

0

1dxJ e x= +∫  

Đặt 21 1 2 d dx x xt e t e t t e x= + ⇒ = + ⇒ =  và 2 1xe t= −  
Đổi cận: 

0 2x t= ⇒ = ; ln 3 2x t= ⇒ =  
Suy ra:  

( )( )
ln3 2 22

2
0 2 2

1 2 1d d 2 1 d
1 1 1

x
x

x

e tJ e x t t
e t t t

 +
= = = +  − − + 
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2

2

2
2

1 2 12 ln 2 2 2 ln
1 3 2 1

tt
t
− +

= + = − +
+ −

 

Vậy ( ) ( )
2 14ln 3 4 2 2 2ln .

3 2 1
I +
= − − −

−
 

Câu 54: Chứng minh rằng: 
1 1

2 2 2

0 0

11d 2 2 1d
4

I x x x x x
 

= + = − + 
 

∫ ∫  

Lời giải 
( ) ( )2 2 31 1

2 2
0 0

1
d d

1 1

x x x x x
I x x

x x

+ +
= =

+ +
∫ ∫  

Đặt 
( )

3
2

2
2

d 3 1 d
d d 11

u x x u x x
xv x v xx

 = +  = + ⇒ =  = ++

 

Suy ra: 

( ) ( )
1 11

3 2 2 2 2

0 0 0

1 3 1 1d 2 2 3 1dI x x x x x x I x x= + + − + + = − − +∫ ∫  

1
2

0

1 2 2 1d .
4

I x x
 

⇔ = − + 
 

∫
 

Câu 55: Tính ( )

23

2
0

d
sin cos

xI x
x x x

π

=
+∫

 
Lời giải 

Ta có: 

( )2
1 cos

sin cos sin cos
x x

x x x x x x

′ − = +  +
 

Ta có: 

( )

3

2
0

cos. d
cos sin cos

x x xI x
x x x x

π

=
+∫

 

Đặt 

( )

2

2

cos sind dcos cos
cos 1d d

sin cos sin cos

x x x xu u xx x
x xv x v

x x x x x x

 += =  ⇒ 
 = = −

+ +
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Suy ra: 

( )
33

3
2 0

00

1 4 4d tan 3.
cos sin cos cos 3 3 3 3

xI x x
x x x x x

ππ
ππ π

π π
= − + = − + = − +

+ + +∫
 

 

Câu 56: Cho hàm số ( )f x  có nguyên hàm là ( )F x  trên đoạn [ ]1;2 , biết ( )2 1F =  và ( )
2

1

d 5F x x =∫ . 

Tính ( ) ( )
2

1

1 dI x f x x= −∫ . 

Lời giải 

Đặt 
( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v F x
= − =  ⇒ = =  

 

Suy ra: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

1
1 1

1 d 2 d 1 5 4I x F x F x x F F x x= − − = − = − = −∫ ∫  

Câu 57: Cho ( )
2017

2017 2017

sin
sin cos

xf x
x x

=
+

. Tính ( )
2

0

dI xf x x

π

′= ∫ . 

Lời giải 
Ta có:  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
0

0 0 0

d d 1 dI xf x x xf x f x x f x x

π π π
π

′= = − = −∫ ∫ ∫  

Đặt ( )
2017

2017 2017

cos
sin cos

xg x
x x

=
+

. Theo phần trước, ta có: ( ) ( )
2 2

0 0

d dg x x f x x

π π

=∫ ∫  

Do đó:  

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1d d d .
2 2 4

f x x f x g x x x

π π π

π
= + = =  ∫ ∫ ∫  

Vậy: 1 .
4

I π
= −  

DẠNG 7. KỸ THUẬT TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN HÀM ẨN 

Câu 58: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
3

0

. . d 8f xx f x e x′ =∫  và ( )3 ln 3f = . Tính ( )
3

0

d .f xI e x= ∫   

Lời giải 

Đặt 
( ) ( ) ( )

d d
.

d . df x f x

u x u x

v f x e x v e

= =  ⇒ ′= = 
 Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )

3 33

00 0

. . d . d .f x f x f xx f x e x x e e x′ = −∫ ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( )
3 3

3

0 0

8 3. d d 9 8 1.f f x f xe e x e x= − → = − =∫ ∫  
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Câu 59: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa mãn ( )

2
2

0

' cos d 10f x x x

π

=∫  và ( )0 3.f =  

Tích phân ( )
2

0

sin 2 df x x x

π

∫  bằng 

Lời giải 

Xét ( )
2

2

0

' cos d 10f x x x

π

=∫ , đặt 
( ) ( )

2

2

d sin 2 dcos
.

d ' cos d

u x xu x
v f xv f x x x

 = −=  ⇒  ==  
 

Khi đó ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2

00 0

10 ' cos d cos sin 2 df x x x xf x f x x x

π π
π

= = +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

10 0 sin 2 d sin 2 d 10 0 13.f f x x x f x x x f

π π

⇔ = − + → = + =∫ ∫  

Câu 60: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )
2

1

1 d 3f x x− =∫  và ( )1 4.f =  

Tích phân ( )
1

3 2

0

' dx f x x∫  bằng 

Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2 1

1

1 0

1 d 3 d 3t xf x x f t t= −− = → =∫ ∫  hay ( )
1

0

d 3.f x x =∫  

Xét ( ) ( ) ( )2
1 1 1

3 2

0 0 0

1 1' d ' d ' d .
2 2

t xx f x x tf t t xf x x=→ =∫ ∫ ∫  Đặt 
( ) ( )

d d
.

d ' d
u x u x

v f x x v f x
= =  ⇒ = =  

 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2
1 1 11

3 2

00 0 0

1 1 1 1' d ' d d 4 3 .
2 2 2 2

t xx f x x tf t t xf x f x x=
 

→ = − = − = 
  

∫ ∫ ∫  

Câu 61: Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị dương, có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 .  Biết ( )0 1f =  và 

( ) ( ) 22 42 x xf x f x e −− =  với mọi [ ]0;2 .x∈  Tính tích phân 
( ) ( )

( )

3 22

0

3 '
d .

x x f x
I x

f x
−

= ∫  

Lời giải 
Từ giả thiết ( ) ( ) ( )2 22 42 2 1.xx xf x f x e f=−− = → =  

Ta có 
( ) ( )

( )

3 22

0

3 '
d .

x x f x
I x

f x
−

= ∫  Đặt ( )
( )

( )
( )

3 2
23 d 3 6 d

.'
d d ln

u x x u x x x
f x

v x v f xf x

 = −  = − ⇒ = = 

 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 22 2 1

3 2 2 2

0 0 0

3 ln 3 6 ln d 3 2 ln d 3 .
f

I x x f x x x f x x x x f x x J
=

= − − − = − − = −∫ ∫  
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Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 02 22

0 2

2 ln d   2 2 2 ln 2 d 2
x t

J x x f x x t t f t t
= −

 = − = − − − − − ∫ ∫   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 2

2 2

2 0

2 2 2 ln 2 d 2 2 ln 2 d .x x f x x x x f x x = − − − − − = − − ∫ ∫  

Suy ra 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

0 0 0

2 2 ln d 2 ln 2 d 2 ln 2 dJ x x f x x x x f x x x x f x f x x= − + − − = − −∫ ∫ ∫   

( ) ( )( )2
2 2

2 2 4 2 2

0 0

32 162 ln d 2 2 4 d .
15 15

x xx x e x x x x x x J−= − = − − = → =∫ ∫  

Vậy 163 .
5

I J= − = −  

DẠNG 8. TÍNH TÍCH PHÂN DỰA VÀO TÍNH CHẤT 

Câu 62: Cho hàm số ( )f x  là hàm số lẻ, liên tục trên [ ]4;4 .−  Biết rằng ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫  và 

( )
2

1

2 d 4.f x x− =∫  Tính tích phân ( )
4

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Do ( )f x  là hàm lẻ nên ( ) ( ).f x f x− = −  

 Xét ( )
0

2

d 2.A f x x
−

= − =∫  Đặt d d .t x t x= − → = −  Đổi cận: 
2 2

.
0 0

x t
x t
= − → =

 = → =
 

Khi đó ( ) ( ) ( )
0 2 2

2 0 0

d d d .A f t t f t t f x x= − = =∫ ∫ ∫  

 Xét ( ) ( )
2 2

1 1

2 d 2 d .B f x x f x x= − = −∫ ∫  Đặt 2 d 2d .u x u x= → =  Đổi cận: 
1 2

.
2 4

x u
x u
= → =

 = → =
 

Khi đó ( ) ( ) ( )
4 4 4

2 2 2

1 1d d d 2 2.4 8.
2 2

B f u u f x x f x x B= − = − → = − = − = −∫ ∫ ∫  

Vậy ( ) ( ) ( )
4 2 4

0 0 2

d d d 2 8 6.I f x x f x x f x x= = + = − = −∫ ∫ ∫  Chọn B. 

Câu 63: Cho hàm số ( )f x  là hàm số chẵn, liên tục trên [ ]1;6 .−  Biết rằng ( )
2

1

d 8f x x
−

=∫  và 

( )
3

1

2 d 3.f x x− =∫  Tính tích phân ( )
6

1

d .I f x x
−

= ∫  

Lời giải 

Vì ( )f x  là hàm số chẵn nên ( ) ( )
3 3

1 1

2 d 2 d 3.f x x f x x− = =∫ ∫  
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Xét ( )
3

1

2 d 3.K f x x= =∫  Đặt 2 d 2d .t x t x= → =  Đổi cận: 
1 2

.
3 6

x t
x t
= → =

 = → =
 

Khi đó ( ) ( ) ( )
6 6 6

2 2 2

1 1d d d 2 6.
2 2

K f t t f x x f x x K= = → = =∫ ∫ ∫  

Vậy ( ) ( ) ( )
6 2 6

1 1 2

d d d 8 6 14.I f x x f x x f x x
− −

= = + = + =∫ ∫ ∫  Chọn D. 

Câu 64: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]3;7 ,  thỏa mãn ( ) ( )10f x f x= −  với mọi [ ]3;7x∈  và 

( )
7

3

d 4.f x x =∫  Tính tích phân ( )
7

3

d .I xf x x= ∫  

Lời giải 

Đặt ( )3 7 d d .t x t x= + − → = −  Đổi cận 
7 3

.
3 7

x t
x t
= → =

 = → =
 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 7 7

7 3 3

10 10 d 10 10 d 10 10 dI t f t t t f t t x f x x= − − − = − − = − −∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7 7 7 710

3 3 3 3

10 d 10 d d 10 d .
f x f x

x f x x f x x xf x x f x x I
= −

= − = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

Suy ra ( )
7

3

2 10 d 10.4 40 20.I f x x I= = = → =∫  Chọn A. 

Câu 65: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn và liên tục trên đoạn [ ]; ,π π−  thỏa mãn ( )
0

d 2018.f x x
π

=∫  

Giá trị của tích phân ( ) d
2018 1x

f x
I x

π

π−

=
+∫  bằng  

Lời giải 

Đặt d d .x t x t= − → = −  Đổi cận .
x t
x t

π π
π π

= − → =
 = → = −

 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )2018 2018
d d d d .

2018 1 2018 1 1 2018 1 2018

t x

t t t x

f t f t f t f x
I t t t x

π π π π

π π π π

−

− −
− − −

− − − −
= − = = =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

 Vì ( )y f x=  là hàm số chẵn trên đoạn [ ];π π−  nên  ( ) ( ) ( )2018
d .

2018 1

x

x

f x
f x f x I x

π

π−

− = → =
+∫  

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )
0

2018
2 d d d 2 d 2.2018 2018.

2018 1 2018 1

x

x x

f x f x
I x x f x x f x x I

π π π π

π π π− − −

= + = = = → =
+ +∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 66: Biết 
2018

2018 2018
0

sin d
sin cos

ax x x
x x b

π π
=

+∫  với , .a b +∈  Tính 2 .P a b= +  

Lời giải 
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Gọi 
2018

2018 2018
0

sin d
sin cos

x xI x
x x

π

=
+∫  

Đặt d d .t x t xπ= − → = −  Đổi cận 
0

.
0

x t
x t

π
π

= → =
 = → =

 

Khi đó ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2018 2018 20180

2018 2018 2018 2018 2018 2018
0 0

sin sin sin
d d d .

sin cos sin cos sin cos
t t t t x x

I t t x
t t t t x x

π π

π

π π π π
π π
− − − −

= − = =
− + − + +∫ ∫ ∫  

Suy ra ( ) 20182018 2018

2018 2018 2018 2018 2018 2018
0 0 0

sinsin sin2 d d d
sin cos sin cos sin cos

x xx x xI x x x
x x x x x x

π π ππ π−
= + =

+ + +∫ ∫ ∫  

2018 2018 20182

2018 2018 2018 2018 2018 2018
0 0

2

sin sin sind d d .
2 sin cos 2 sin cos sin cos

x x xI x x x
x x x x x x

π
π π

π

π π
 
 → = = + + + +
  

∫ ∫ ∫  

Đặt 
2

x u π
= +  ta suy ra 

2018 2018 20182

2018 2018 2018 2018 2018 2018
0

2 2

sin cos cosd d d .
sin cos sin cos sin cos

x u xx u x
x x u u x x

π
π π

π π

= =
+ + +∫ ∫ ∫  

Vậy 
22

0

2
d 8.

42 4
a

I x P
b

π

π π =
= = → → = =

∫  Chọn B. 

DẠNG 9. KỸ THUẬT PHƯƠNG TRÌNH HÀM 

Câu 67: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên ;
2 2
π π −  

 và thỏa mãn ( ) ( )2 cos .f x f x x+ − =  Tính tích 

phân ( )
2

2

d .I f x x

π

π
−

= ∫  

Lời giải 

Từ giả thiết, thay x  bằng x−  ta được ( ) ( )2 cos .f x f x x− + =  

Do đó ta có hệ 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 cos 4 2 2cos 1 cos .

32 cos 2 cos

f x f x x f x f x x
f x x

f x f x x f x f x x

+ − = + − =  ⇔ → = 
− + = + − =  

 

Khi đó ( )
2 2

2

2
2 2

1 1 2d cos d sin .
3 3 3

I f x x x x x

π π
π

π
π π

−
− −

= = = =∫ ∫   

Câu 68: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên [ ]2;2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 2

12 3 .
4

f x f x
x

+ − =
+

 Tính tích 

phân ( )
2

2

d .I f x x
−

= ∫  
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Lời giải 

Từ giả thiết, thay x  bằng x−  ta được ( ) ( ) 2

12 3 .
4

f x f x
x

− + =
+

 

Do đó ta có hệ  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

2 2

1 22 3 4 6
14 4 .

1 3 5 42 3 9 6
4 4

f x f x f x f x
x x f x

xf x f x f x f x
x x

 + − = + − =  + +⇔ → = 
+ − + = + − =

 + + 

 

Khi đó ( )
2 2

2
2 2

1 1d d .
5 4 20

I f x x x
x

π

− −

= = =
+∫ ∫  Chọn C.   

Câu 69: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( )2 41 2 .x f x f x x x+ − = −  Tính tích 

phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Từ giả thiết, thay x  bằng 1 x−  ta được ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 41 1 2 1 1x f x f x x x− − + = − − −  

( ) ( ) ( )2 2 3 42 1 1 1 2 6 4 .x x f x f x x x x x⇔ − + − + = + − + −  ( )1  

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 4 4 21 2 1 2x f x f x x x f x x x x f x+ − = − → − = − − . Thay vào ( )1  ta được  

( ) ( ) ( )2 4 2 2 3 42 1 2 1 2 6 4x x x x x f x f x x x x x − + − − + = + − + −    

( ) ( )2 3 4 6 5 3 21 2 2 2 2 1x x x f x x x x x⇔ − + − = − + − +  

( ) ( ) ( )( )
( )

2 3 4 2 2 3 4

2

1 2 1 1 2

1 .

x x x f x x x x x

f x x

⇔ − + − = − − + −

→ = −
 

Vậy ( ) ( )
1 1 1

2 3

00 0

1 2d 1 d .
3 3

I f x x x x x x = = − = − = 
 ∫ ∫  

Câu 70: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 1 ;2
2
 
  

 và thỏa mãn ( ) 12 3 .f x f x
x

 + = 
 

 Tính tích phân 

( )2

1
2

d .
f x

I x
x

= ∫  

Lời giải 

Từ giả thiết, thay x  bằng 1
x

 ta được ( )1 32 .f f x
x x

  + = 
 
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Do đó ta có hệ 
( )

( )

( )

( )
( )

1 12 3 2 3
2 .

1 3 1 62 4 2

f x f x f x f x
x x

f x x
x

f f x f x f
x x x x

    + = + =         ⇔ → = − 
    + = + =        

 

Khi đó ( )2 2 2

12
1 1 2
2 2

2 2 31 .
2

f x
I dx dx x

x x x
   = = − = − − =   
   ∫ ∫   

Cách khác. Từ ( ) ( )1 12 3 3 2 .f x f x f x x f
x x

   + = → = −   
   

 

Khi đó ( )2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1

d 3 2 d 3 d 2 d .
f ff x x xI x x x x

x x x

    
        = = − = −

 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

Xét 
2

1
2

1

d .
f

xJ x
x

 
 
 = ∫  Đặt 1t

x
= , suy ra 2

2 2

1 1d d d d d .t x t x x t
x t

= − = − → = −  

Đổi cận: 

1 2
2 .

12
2

x t

x t

 = → =

 = → =


 Khi đó ( ) ( ) ( )
1

2 22

2
1 12
2 2

1 d dt d .
f t f x

J tf t t x I
t t x

 = − = = = 
 ∫ ∫ ∫  

Vậy 
2 2

1 1
2 2

33 d 2 d .
2

I x I I x= − → = =∫ ∫   

Câu 71: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) 22 3 1 1 .f x f x x+ − = −  Tính tích phân 

( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Từ giả thiết, thay x  bằng 1 x−  ta được ( ) ( ) 22 1 3 2 .f x f x x x− + = −  

Do đó ta có hệ 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 3 1 1 4 6 1 2 1

2 1 3 2 9 6 1 3 2

f x f x x f x f x x

f x f x x x f x f x x x

 + − = − + − = − ⇔ 
− + = − + − = −  

 

( )
2 23 2 2 1 .
5

x x xf x − − −
→ =  

Vậy ( )
1

2 2

0

1 3 2 2 1 d .
5 20

I x x x x π
= − − − =∫   

Cách khác. Từ ( ) ( ) ( ) ( )2 212 3 1 1 1 3 1 .
2

f x f x x f x x f x + − = − → = − − − 
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Khi đó ( ) ( )
1 1 1

2

0 0 0

1d 1 d 3 1 d .
2

I f x x x x f x x
 

= = − − − 
 

∫ ∫ ∫  

Xét ( )
1

0

1 d .J f x x= −∫  Đặt 1 d d .t x t x= − → = −  

Đổi cận: 
0 1

.
1 0

x t
x t
= → =

 = → =
 Khi đó ( ) ( ) ( )

0 1 1

1 0 0

dt dt d .J f t f t f x x I= − = = =∫ ∫ ∫  

Vậy 
1 1

2 2

0 0

1 11 d 3 1 d .
2 5 20

I x x I I x x π 
= − − → = − = 

 
∫ ∫   

DẠNG 10. KỸ THUẬT BIẾN ĐỔI 

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  thỏa ( ) ( ) 5 23 6 .f x f x x x′ = +  Biết rằng ( )0 2,f =  tính ( )2 2 .f  

Lời giải 

Từ giả thiết ta có ( ) ( ) ( ) ( )2 6
5 2 3. d 3 6 d 2 .

2 2
f x xf x f x x x x x x C′ = + ⇔ = + +∫ ∫  

Thay 0x =  vào hai vế, ta được ( )2 0
2.

2
f

C C= ⇒ =  

Suy ra ( ) ( )2 6 3 2 6 34 4 2 2 4.2 4 100.f x x x f= + + → = + + =   

Câu 73: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( ) ( )2 4. 15 12f x f x f x x x′ ′′+ = +    với mọi x∈  và 

( ) ( )0 0 1.f f ′= =  Giá trị của ( )2 1f  bằng 

Lời giải 

Nhận thấy được ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
. . .f x f x f x f x f x ′′ ′′ ′+ =        

Do đó giả thiết tương đương với ( ) ( ) 4. 15 12 .f x f x x x′′ = +    

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1.4 5 2. 15 12 d 3 6 1f ff x f x x x x x x C C′= =′ = + = + + → =∫  

( ) ( ) 5 2. 3 6 1f x f x x x′→ = + +  

( ) ( ) ( ) ( )2 6
5 2 3. d 3 6 1 d 2 '.

2 2
f x xf x f x x x x x x x C′→ = + + ⇔ = + + +∫ ∫  

Thay 0x =  vào hai vế ta được ( )2 0 1' ' .
2 2

f
C C= ⇒ =  

Vậy ( ) ( )2 6 3 24 2 1 1 8.f x x x x f= + + + → =  
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Câu 74: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;2  và thỏa mãn ( ) [ ]0, 1;2 .f x x> ∀ ∈  Biết 

rằng ( )
2

1

d 10f x x′ =∫  và ( )
( )

2

1

d ln 2.
f x

x
f x
′

=∫  Tính ( )2 .f  

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11

d 10 10 2 1 10.f x x f x f f′ = ⇔ = ⇔ − =∫   ( )1   

Lại có ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 11

d ln 2 ln ln 2 ln ln 2
f x

x f x f x
f x
′

= ⇔ = ⇔ =  ∫  (do ( ) [ ]0, 1;2f x x> ∀ ∈ ) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
ln 2 ln 1 ln 2 ln ln 2 2.

1 1
f f

f f
f f

⇔ − = ⇔ = ⇔ =  ( )2  

Từ ( )1  và ( )2 , suy ra ( )2 20.f =   

Câu 75: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;1− , thỏa mãn ( ) 0,  f x x> ∀ ∈  và 
( ) ( )' 2 0f x f x+ = . Biết rằng ( )1 1f = , giá trị của ( )1f −  bằng 

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
'

' 2 0 ' 2 2
f x

f x f x f x f x
f x

+ = ⇔ = − ⇔ = −  (do ( ) 0f x > ) 

( )
( ) ( )'

d 2d ln 2
f x

x x f x x C
f x

→ = − ⇔ = − +∫ ∫  (do ( ) 0f x > ). 

Mà ( ) ( ) ( ) ( )2 2 41 1 2 ln 2 2 1 .xf C f x x f x e f e− += ⇒ = ⇒ = − + → = → − =   

Câu 76: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên ( )0;+∞ , biết ( ) ( ) ( )2' 2 3 0,f x x f x+ + =  ( ) 0f x >  

với mọi 0x >  và ( ) 11 .
6

f =  Tính ( ) ( ) ( )1 1 2 ... 2018 .P f f f= + + + +  

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2

2

'
' 2 3 0 2 3

f x
f x x f x x

f x
+ + = ⇔ = − +  (do ( ) 0f x > ) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

' 1 1d 2 3 d 3 .
3

f x
x x x x x C f x

f x f x x x C
→ = − + ⇔ − = − − + → =

+ −∫ ∫  

Mà ( ) ( )2 2

1 1 1 1 1 11 2 .
6 6 1 3.1 3 2 1 2

f C f x
C x x x x

= → = ⇔ = − → = = −
+ − + + + +

 

Suy ra 1 1 1 1 1 1 30291 ... .
2 3 3 4 2019 2020 2020

P      = + − + − + + − =     
     
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Câu 77: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 0; 3 , 
   thỏa mãn ( ) 1,f x > −  ( )0 0f =  và 

( ) ( )2 1 2 1.f x x x f x′ + = +  Giá trị của ( )3f  bằng 

Lời giải 

Từ giả thiết suy ra ( )
( )

( )
( )2 2

2 2d d
1 11 1

f x f xx xx x
f x f xx x

′ ′
= → =

+ ++ +
∫ ∫  

( )
( )

( ) ( )
/2

2

2

1
2 d 2 d 2 1 2 1

2 1 2 1

xf x
x x f x x C

f x x

+′
⇔ = ⇔ + = + +

+ +
∫ ∫  

Mà ( ) ( ) ( )20 0 0 3 3.f C f x x f= ⇒ = ⇒ = → =   

Câu 78: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và liên tục trên [ ]1;4 ,  đồng biến trên [ ]1;4 ,  thoản mãn 

( ) ( ) 2
2x xf x f x′+ =     với mọi [ ]1;4 .x∈  Biết rằng ( ) 31 ,

2
f =  tính tích phân ( )

4

1

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Nhận xét: Do ( )f x  đồng biến trên [ ]1;4  nên ( ) [ ]' 0,  1;4f x x≥ ∀ ∈ . 

Từ giả thiết ta có ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2
1 2 ' . 1 2 ,  1;4x f x f x f x x f x x′+ = → = + ∀ ∈         

( )
( )

( )
( )

( )2 2 2d d 1 2 .
32 1 2 2 1 2

f x f x
x x x x f x x x C

f x f x

′ ′
→ = → = ⇔ + = +

+ +∫ ∫  

Mà ( ) ( )

2

3

2 4 1
3 4 2 8 73 31
2 3 2 9 9 18

x x
f C f x x x x

 + − 
 = ⇒ = → = = + +  

( )
4

1

1186d .
45

f x x→ =∫   

Câu 79: Cho hàm số ( )f x  liên tục, không âm trên 0;
2
π 

  
, thỏa ( ) ( ) ( )2. ' cos 1f x f x x f x= +  với mọi 

0;
2

x π ∈   
 và ( )0 3.f =  Giá trị của 

2
f π 
 
 

 bằng 

Lời giải 

Từ giả thiết ta có ( ) ( )
( )2

2 .
cos ,  0;

22 1

f x f x
x x

f x
π′  = ∀ ∈  +

 

( ) ( )
( )

( )2

2

2 .
d cos d 1 sin .

2 1

f x f x
x x x f x x C

f x

′
→ = ⇔ + = +

+
∫ ∫  

Mà ( ) ( ) ( )2 20 3 2 sin 2 1 sin 4sin 3,  0;
2

f C f x x x x x π = ⇒ = → = + − = + + ∀ ∈  
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2 2.
2

f π → = 
 

  

Câu 80: Cho hàm số ( )f x  liên tục, không âm trên [ ]0;3 ,  thỏa ( ) ( ) ( )2. 2 1f x f x x f x′ = +  với mọi 

[ ]0;3x∈  và ( )0 0.f =  Giá trị của ( )3f  bằng 

Lời giải 

Từ giả thiết ta có ( ) ( )
( )

[ ]
2

2 .
2 ,  0;3

2 1

f x f x
x x

f x

′
= ∀ ∈

+
 

( ) ( )
( )

( )2 2

2

2 .
d 2 d 1 .

2 1

f x f x
x x x f x x C

f x

′
→ = ⇔ + = +

+
∫ ∫  

Mà ( ) ( ) ( ) [ ]22 4 20 0 1 1 1 2 ,  0;3f C f x x x x x= ⇒ = → = + − = + ∀ ∈  

( )3 3 11.f→ =   

Câu 81: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm không âm trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) 0f x >  với mọi [ ]0;1x∈  và 

( ) ( ) ( ) ( )4 2 32. ' . 1 1 .f x f x x f x+ = +            Biết ( )0 2,f =  hãy chọn khẳng định đúng trong các 

khẳng định sau đây. 

Lời giải 

Từ giả thiết ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
2 32

3 2

. ' 1. ' . 1 1
11

f x f x
f x f x x f x

xf x

  + = + ⇔ =      
++   

  

( ) ( )
( )

( )( )
( )

321 1 1 1

3 2 3 2
0 0 0 0

d 1. ' 1 2 1d d d
31 11 2 1

f xf x f x
x x x

x xf x f x

+      → = ⇔ × =
+ ++ +      

∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 13 0 22

0 0

2 1 ln 1 1 2,605.
3

ff x x x f=⇔ × + = + + → ≈     

Câu 82: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên { } ,\ 0; 1−  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 21 .x x f x f x x x′+ + = +  với mọi 
{ }0; 1\x∈ −  và ( )1 2ln 2.f = −  Biết ( )2 ln 3f a b= +  với ,  a b∈ , tính 2 2.P a b= +  

Lời giải 

Từ giả thiết ta có ( )
( )

( ) { }2 \1 ,  0; 1 .
1 11

x xf x f x x
x xx

′ + = ∀ ∈ −
+ ++

  

Nhận thấy ( )
( )

( ) ( )2
1 . .

1 11
x xf x f x f x

x xx

′ ′ + =  + + +
 Do đó giả thiết tương đương với 

( ) { }. ,  0; 1
1 1

\ .x xf x x
x x

′  = ∀ ∈ − + + 
  
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Suy ra ( ). d 1 d ln 1 .
1 1 1

x xf x x x x x C
x x x

 = = − = − + + + + + ∫ ∫  

Mà ( ) ( )1 2ln 2 1 . ln 1 1.
1

xf C f x x x
x

= − ⇒ = − → = − + −
+

 

Cho 2x =  ta được ( ) ( )
3

2 3 3 922 . 2 ln 3 1 2 ln 3 .
33 2 2 2
2

a
f f P

b

 == − − ⇒ = − → ⇒ =
 = −


  

Câu 83: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm xác định, liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )0 1f ′ = −  và 

( ) ( )
( )

2

0

f x f x

f x

 ′ ′′=  
′ ≠

 với mọi [ ]0;1 .x∈  Đặt ( ) ( )1 0P f f= − , khẳng định nào sau đây đúng? 

Lời giải 

Nhận thấy ( ) ( ) ( )
1

0

1 0 dP f f f x x′= − = ∫  nên ta cần tìm ( ).f x′  

Từ giả thiết ta có 
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )2 2

1 11 d 1d .
f x f x

x x x C f x
f x x Cf x f x

′′ ′′
′= → = ⇔ − = + ⇔ = −

′ +′ ′      
∫ ∫  

Mà ( ) ( ) 10 1 1 .
1

f C f x
x

′ ′= − ⇒ = → = −
+

 

Vậy ( )
1 1

0 0

1d d ln 2 0,69.
1

P f x x x
x

′= = − = − ≈ −
+∫ ∫   

Câu 84: Cho hai hàm số ( )f x  và ( )g x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 ,  thỏa mãn ( ) ( )' 0 . ' 2 0f f ≠  và 

( ) ( ) ( ). ' 2 .xg x f x x x e= −  Tính tích phân ( ) ( )
2

0

. ' d .I f x g x x= ∫  

Lời giải 

Từ giả thiết ( ) ( )
( )
( )
' 0 0

' 0 . ' 2 0 .
' 2 0

f
f f

f

≠≠ →
≠

 

Do đó từ ( ) ( ) ( ). ' 2 xg x f x x x e= − , suy ra 
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

2 2 2
2 0

' 2
.

0 0 2
0 0

' 0

x

x

e
g

f

e
g

f

 −
= =




− = =


 

Tích phân từng phần ta được ( ) ( ) ( ) ( )
22

0 0

. . dI f x g x g x f x x′= −   ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

2 . 2 0 . 0 2 d 2 d 4.x xf g f g x x e x x x e x= − − − = − − =∫ ∫  

Câu 85: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( ) ( ) 1af b bf a+ =  với mọi 

[ ],  0;1 .a b∈  Tính tích phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Đặt sin ,  cosa x b x= =  với 0; .
2

x π ∈   
 

Từ giả thiết, suy ra ( ) ( )sin cos cos sin 1xf x xf x+ =  

( ) ( )
2 2 2

0 0 0

sin cos d cos sin d 1d .
2

xf x x xf x x x

π π π

π
→ + = =∫ ∫ ∫    ( )1   

Ta có 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 12 cos

0 1 0

1 12 sin

0 0 0

sin cos d d d
.

cos sin d d d

t x

t x

xf x x f t t f x x

xf x x f t t f x x

π

π

=

=


 = − =


 = =


∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 Do đó ( ) ( )
1

0

1 d .
4

f x x π
⇔ =∫   

DẠNG 11. KỸ THUẬT ĐẠO HÀM ĐÚNG 

Câu 86: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thoả mãn ( ) ( ) 20183 f x xf x x′+ =  với mọi 

[ ]0;1 .x∈  Tính ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

Lời giải 

Từ giả thiết ( ) ( ) 20183 ,f x xf x x′+ =  nhân hai vế cho 2x  ta được 

( ) ( ) ( )2 3 2020 3 20203 .x f x x f x x x f x x′′  + = ←→ =   

Suy ra ( )
2021

3 2020d .
2021
xx f x x x C= = +∫  

Thay 0x =  vào hai vế ta được ( )
2018

0 .
2021
xC f x= → =  

Vậy ( )
11 1

2018 2019

00 0

1 1 1 1d d . .
2021 2021 2019 2021 2019

f x x x x x= = =
×∫ ∫  Chọn C. 

Nhận xét: Ý tưởng nhân hai vế cho 2x  là để thu được đạo hàm đúng dạng ( ) ' ' '.uv u v uv= +  

Câu 87: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm trên ,  thỏa mãn ( ) ( ) 2017 2018' 2018 2018 xf x f x x e− =  với mọi 

x∈  và ( )0 2018.f =  Tính giá trị ( )1 .f  
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Lời giải 

Nhân hai vế cho 2018xe−  để thu được đạo hàm đúng, ta được 

( ) ( ) ( )2018 2018 2017 2018 20172018 2018 2018 .x x xf x e f x e x f x e x− − − ′′  − = ⇔ =   

Suy ra ( ) 2018 2017 20182018 d .xf x e x x x C− = = +∫  

Thay 0x =  vào hai vế ta được ( ) ( )2018 20182018 2018 .xC f x x e= → = +  

Vậy ( ) 20181 2019 .f e=   

Câu 88: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và liên tục trên ,  thỏa mãn ( ) ( ) 2

2 xf x xf x xe−′ + =  và 

( )0 2.f = −  Tính ( )1 .f  

Lời giải 

Nhân hai vế cho 
2

2
x

e  để thu được đạo hàm đúng, ta được 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 .
x x x x x

f x e f x xe xe e f x xe
− −

′ 
′ + = ⇔ = 

  
 

Suy ra ( )
2 2 2

2 2 22 d 2 .
x x x

e f x xe x e C
− −

= = − +∫  

Thay 0x =  vào hai vế ta được ( ) 2

0 2 .xC f x e−= → = −  

Vậy ( ) 1 21 2 .f e
e

−= − = −   

Câu 89: Cho hàm số ( )f x  liên tục và có đạo hàm trên 0; ,
2
π 

 
 

 thỏa mãn hệ thức 

( ) ( ) 3tan .
cos

xf x xf x
x

′+ =  Biết rằng 3 3 ln 3
3 6

f f a bπ π π   − = +   
   

 trong đó ,  .a b∈  Tính 

giá trị của biểu thức .P a b= +  

Lời giải 

Từ giả thiết, ta có ( ) ( ) ( )2 2cos sin sin .
cos cos

x xxf x xf x xf x
x x

′′+ = ⇔ =    

Suy ra ( ) 2sin d tan ln cos .
cos

xxf x x x x x C
x

= = + +∫  

 Với 3 2. 3 ln 2 3 . 3 2ln 2 2 .
3 2 3 3 3 3

x f f Cπ π π π π   = → = − → = − +   
   

 

 Với 1 3 1 1. ln 3 ln 2 . 3 ln 3 2ln 2 2 .
6 2 6 6 3 2 6 9

x f C f Cπ π π π π   = → = + − + → = + − +   
   
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Suy ra 
5

5 43 3 ln 3 .9
3 6 9 91

a
f f P a b

b

π π π
 =   − = − → → = + = −   

     = −

  

DẠNG 12. KỸ THUẬT ĐƯA VỀ BÌNH PHƯƠNG LOẠI 1 

Câu 90: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa ( ) ( )

2
2

0

22 2 sin d .
4 2

f x f x x x

π

π π  − − − =    
∫  Tính 

tích phân ( )
2

0

d .I f x x

π

= ∫  

Lời giải 

Ta có 
2

2

0

22sin d .
4 2

x x

π

π π− − = − 
 ∫  

Do đó giả thiết tương đương với ( ) ( )
2

2 2

0

2 2 sin 2sin d 0
4 4

f x f x x x x

π

π π    − − + − =        
∫  

( ) ( )
22

0

2 sin d 0 2 sin 0,  0; .
4 4 2

f x x x f x x x

π

π π π      ⇔ − − = ⇔ − − = ∀ ∈            
∫  

Suy ra ( ) ( )
2 2

0 0

2 sin d 2 sin d 0.
4 4

f x x I f x x x x

π π

π π   = − → = = − =   
   ∫ ∫  Chọn A. 

Câu 91: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thỏa ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

22 ln d 2 ln 1 d .f x x f x x x
e

 + = +    ∫ ∫  Tích 

phân ( )
1

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Bằng phương pháp tích phân từng phần ta tính được  

( )
1 1

2 2 2

0 0

2 2ln 1 d 2ln 2ln d .x x x
e e

+ = =∫ ∫  

Do đó giả thiết tương đương với ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1

2

0

ln 1 d 0 ln 1 ,  0;1 .f x x x f x x x− + = ⇔ ≡ + ∀ ∈  ∫  

Suy ra ( ) ( )
1 1

0 0

4d ln 1 d lnf x x x x
e

= + =∫ ∫ .  
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Câu 92: Cho hàm số ( )f x  có đạo liên tục trên [ ]0;1 ,  ( )f x  và ( )'f x  đều nhận giá trị dương trên [ ]0;1  

và thỏa mãn ( )0 2f =  và ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' . 1 d 2 ' . d .f x f x x f x f x x + =   ∫ ∫  Tính 

( )
1

3

0

d .I f x x=   ∫   

Lời giải 

Giả thiết tương đương với ( ) ( )
1 2

0

' . 1 d 0f x f x x − = ∫  

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2 2' . 1, 0;1 ' 1 ' d df x f x x f x f x f x f x x x→ = ∀ ∈ → = → =∫ ∫  

( ) ( )
3

0 2 8 .
3 3

ff x
x C C=→ = + → =  

Vậy ( ) ( )
1

33

0

193 8 d .
2

f x x I f x x= + → = =  ∫   

Câu 93: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm dương, liên tục trên đoạn [ ]0;1  và thỏa mãn ( )0 1,f =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

13 ' . d 2 ' . d .
9

f x f x x f x f x x + =    ∫ ∫  Tính ( )
1

3

0

d .I f x x=   ∫   

Lời giải 

Giả thiết ( ) ( ) ( ) ( )
1 12

0 0

13 ' . d 2 ' . d
3

f x f x x f x f x x ⇔ + = ∫ ∫   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 12 2

0 0 0 0

3 ' . d 2 3 ' . d d 0 3 ' . 1 d 0f x f x x f x f x x x f x f x x   ⇔ − + = ⇔ − =   ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2 23 ' . 1 0,  0;1 9 ' . 1 9 ' . d df x f x x f x f x f x f x x x→ − = ∀ ∈ → = → =∫ ∫   

( ) ( )
3

0 19. 3.
3

ff x
x C C=→ = + → =  

Vậy ( ) ( )
1

33

0

1 71 d .
3 6

f x x f x x= + → =  ∫   

Câu 94: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm dương, liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa ( ) ( )1 0 1f f− =  và 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' 1 d 2 ' d .f x f x x f x f x x + = ∫ ∫  Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

Lời giải 

Nhóm hằng đẳng thức ta có ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

' 1 d 2 ' df x f x x f x f x x + = ∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
2

0 0
1 12

0 0

0 vi  1 0 1

' ' d 2 ' d 0

' 1 d ' 1 d 0

f f

f x f x f x x f x f x x

f x f x x f x x

= − =

 ⇔ + − = 

 ⇔ − + − =   

∫ ∫

∫ ∫


 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2 2' . 1, 0;1 ' 1 ' d df x f x x f x f x f x f x x x→ = ∀ ∈ → = → =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 0 13 5 33 273 3 .
3 54

f ff x
x C f x x C C− = −

→ = + → = + → =  

Vậy ( ) ( )
1

33

0

5 33 27 5 333 d .
18 18

f x x f x x−
= + → =  ∫   

 

DẠNG 13. KỸ THUẬT ĐƯA VỀ BÌNH PHƯƠNG LOẠI 2 - KỸ THUẬT HOLDER 

Câu 95: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

0 0

d d 1f x x xf x x= =∫ ∫  và 

( )
1

2

0

d 4f x x =  ∫ . Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

Lời giải 

Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )2
,  ,  f x xf x f x    nên ta sẽ liên kết với bình 

phương ( ) 2
.f x xα β+ +    

Với mỗi số thực ,  α β  ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

d d 2 d df x x x f x x x f x x x xα β α β α β+ + = + + + +      ∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                          ( )
2

24 2 .
3
αα β αβ β= + + + + +  

Ta cần tìm ,  α β  sao cho ( )
1

2

0

d 0f x x xα β+ + =  ∫  hay ( )
2

24 2 0
3
αα β αβ β+ + + + + =  

( )2 23 6 3 6 12 0.α β α β β⇔ + + + + + =  Để tồn tại α  thì ( ) ( )2 23 6 4 3 6 12 0β β β∆ = + − + + ≥  

( )223 12 12 0 3 2 0 2 6.β β β β α⇔ − + − ≥ ⇔ − − ≥ ⇔ = → = −  

Vậy ( ) ( ) [ ] ( )
1 1

2 3

0 0

6 2 d 0 6 2,  0;1 d 10.f x x x f x x x f x x− + = → = − ∀ ∈ → =      ∫ ∫  Chọn C. 
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Câu 96: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

0 0

d d 1xf x x x f x x= =∫ ∫  và 

( )
1

2

0

d 5.f x x =  ∫  Giá trị của tích phân ( )
1

3

0

df x x  ∫  bằng 

Lời giải 

Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )2
,  ,  f x xf x x f x    nên ta sẽ liên kết với 

bình phương ( )
2
.f x x xα β + +   

Với mỗi số thực ,  α β  ta có  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 22 2

0 0 0 0

d d 2 d df x x x x f x x x x f x x x x xα β α β α β + + = + + + +   ∫ ∫ ∫ ∫  

                                                             ( )
2 245 2 .

3 5 2
α αβ βα β= + + + + +  

Ta cần tìm ,  α β  sao cho ( )
1 2

0

d 0f x x x xα β + + = ∫  hay ( )
2 245 2 0.

3 5 2
α αβ βα β+ + + + + =  

Tương tự như bài trước, ta tìm được 15,  10.α β= − =  

Vậy ( ) ( ) [ ] ( )
1 12 3

0 0

515 10 d 0 15 10 ,  0;1 d .
6

f x x x x f x x x x f x x − + = → = − ∀ ∈ → =   ∫ ∫  

Câu 97: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

1d d .
16

xf x x x f x x= −∫ ∫  Giá trị 

của tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng   

Lời giải 

Hàm bình phương không như thông thường là ( ) 2
f x    hoặc ( ) 2

' .f x     

Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là ( ) ( )
2 2,  x f x x f x 

   nên ta sẽ liên kết với bình 

phương ( ) ( ) ( ) ( )
2 22??? 2??? ??? .x f x xf x x f x + = + +   So sánh ta thấy được ??? .

2
x x

=  

Do đó giả thiết được viết lại ( )
2 21 1

0 0

1d d 0.
2 2 16

x x x xx f x x x
   

− = − =      
   
∫ ∫  

Suy ra ( ) [ ] ( ) ( )
1

0

1,  0;1 d .
2 2 4

x x xx f x x f x f x x= ∀ ∈ → = → =∫   

Câu 98: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;8  và thỏa mãn  
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( ) ( ) ( )
2 2 823 3

1 1 1

2 38d 2 d d .
3 15

f x x f x x f x x  + = − ∫ ∫ ∫  

Tích phân ( )
8

1

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Nhận thấy có một tích phân khác cận là ( )
8

1

d .f x x∫  Bằng cách đổi biến 3x t=  ta thu được tích 

phân ( ) ( )
2 2

2 3 2 3

1 1

3 d 3 d .t f t t x f x x=∫ ∫  

Do đó giả thiết được viết lại ( ) ( ) ( )
2 2 223 3 2 3

1 1 1

38d 2 d 2 d .
15

f x x f x x x f x x  + = − ∫ ∫ ∫   ( )*   

Ở đây các hàm xuất hiện dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )23 3 2 3,  ,  f x f x x f x    nên ta sẽ liên kết với 

bình phương ( ) 23 2 .f x xα β + +   

Tương tự như các bài trên ta tìm được 1,  1.α β= − =  

Do đó ( ) ( ) ( )
2 22 23 2 2

1 1

38* 1 d 1 d 0
15

f x x x x x ⇔ − + = − + − = ∫ ∫  

( ) [ ] ( ) [ ] ( )
8

33 2 2

1

31,  1;2 1,  1;8 d .
2

f x x x f x x x f x x→ = − ∀ ∈ → = − ∀ ∈ → =∫  

Câu 99: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 7f x x′ =  ∫  và 

( )
1

2

0

1d .
3

x f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( )2 2,  f x x f x′    không có mối liên hệ với nhau. 

Dùng tích phân từng phần ta có ( ) ( ) ( )
1 13 1

2 3

00 0

1d ' d .
3 3
xx f x x f x x f x x= −∫ ∫  Kết hợp với giả thiết 

( )1 0f = , ta suy ra ( )
1

3

0

' d 1.x f x x = −∫  

Bây giờ giả thiết được đưa về 
( )

( )

1
2

0
1

3

0

d 7
.

' d 1

f x x

x f x x


′ =   



 = −

∫

∫
 Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là 

( ) ( )2 3,  'f x x f x′    nên ta sẽ liên kết với bình phương ( ) 23' .f x xα +   
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Với mỗi số thực α  ta có ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 23 3 2 6

0 0 0 0

' d ' d 2 ' d df x x x f x x x f x x x xα α α + = + +   ∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                       ( )
2

217 2 7 .
7 7
αα α= − + = −  

Ta cần tìm α  sao cho ( )
1

23

0

' d 0f x x xα + = ∫  hay ( )21 7 0 7.
7
α α− = ⇔ =  

Vậy ( ) ( ) [ ] ( )
1

23 3 4

0

7' 7 d 0 ' 7 , 0;1
4

f x x x f x x x f x x C + = → = − ∀ ∈ → = − + ∫  

( ) ( ) ( )
1

1 0 4

0

7 7 7 7d .
4 4 4 5

f C f x x f x x=→ = → = − + → =∫   

Cách 2. Dùng tích phân từng phần ta có ( ) ( ) ( )
1 13 1

2 3

00 0

1d ' d .
3 3
xx f x x f x x f x x= −∫ ∫  Kết hợp với 

giả thiết ( )1 0f = , ta suy ra ( )
1

3

0

' d 1.x f x x = −∫  

Theo Holder 

( ) ( ) ( )
21 1 1 7 122 3 6

00 0 0

1 ' d d . ' d .7 1.
7
xx f x x x x f x x

 
− = ≤ = =    

 
∫ ∫ ∫  

Vậy đẳng thức xảy ra nên ta có ( ) 3' ,f x kx=  thay vào ( )
1

3

0

' d 1x f x x = −∫  ta được 7.k = −  

Suy ra ( ) 3' 7f x x= −  (làm tiếp như trên) 

Câu 100: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

5

0

11d
78

x f x x =∫  và 

( ) ( )( )
1

0

4d .
13

f x f x′ =∫  Tính ( )2 .f  

Lời giải 

Viết lại ( ) ( )( ) ( )
1 1

2

0 0

4 4d d .
13 13

f x f x f x x′ ′= ⇔ =  ∫ ∫  

Dùng tích phân từng phần ta có ( ) ( ) ( )
1 16 1

5 6

00 0

1d d .
6 6
xx f x x f x x f x x′= −∫ ∫  Kết hợp với giả thiết 

( )1 1f = , ta suy ra ( )
1

6

0

2d .
13

x f x x′ =∫  
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Bây giờ giả thiết được đưa về 
( )

( )

1
2

0
1

6

0

4d
13

.
2' d

13

f x x

x f x x


′ =   



 =

∫

∫
 Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là 

( ) ( )2 6,  'f x x f x′    nên ta sẽ liên kết với bình phương ( ) 26' .f x xα +   Tương tự như bài trên 

ta tìm được ( ) ( ) ( )1 16 72 52 2 .
7 7

ff x x f x x C Cα =′= − → = → = + → =  

Vậy ( ) ( )72 5 2612 .
7 7 7

f x x f= + → =   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )
22 1 1 1

26 12

0 0 0

2 1 4 4d . d . .
13 13 13 169

x f x x x dx f x x
   ′ ′= ≤ = =        
∫ ∫ ∫  

Câu 101: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )1 2,  0 0f f= =  và 

( )
1

2

0

' d 4.f x x =  ∫ . Tích phân ( )
1

3

0

2018 d .f x x x + ∫  bằng 

Lời giải 

Từ giả thiết ( ) ( )1 2,  0 0f f= =  suy ra ( ) ( )
1 1

00

' d 2.f x x f x= =∫  

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( )2
' ,  'f x f x    nên sẽ liên kết với bình phương ( ) 2

' .f x α+    

Ta tìm được ( ) ( ) ( )0 02 ' 2 2 0.ff x f x x C Cα == − → = → = + → =  

Vậy ( ) ( )
1

3

0

2 2018 d 1011.f x x f x x x = → + = ∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )
21 1 1

22

0 0 0

2 ' d d . ' d 1.4 4.f x x x f x x
 

= ≤ = =    
 
∫ ∫ ∫  

Câu 102: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2 ,  thỏa mãn ( ) ( )
2

2

1

11 d ,
3

x f x x− = −∫  ( )2 0f =  

và ( )
2

2

1

' d 7.f x x =  ∫  Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Chuyển thông tin ( ) ( )
2

2

1

1 dx f x x−∫  sang ( )'f x  bằng cách tích phân từng phần, ta được 

( ) ( )
2

3

1

1 ' d 1.x f x x− =∫  
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Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )2 3' ,  1 'f x x f x−    nên liên kết với ( ) ( )
23' 1 .f x xα + −   

Ta tìm được ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 2 07 77 ' 7 1 1 .
4 4

ff x x f x x C Cα == − → = − → = − + → = −  

Vậy ( ) ( ) ( )
2

4

1

7 7 71 d .
4 4 5

f x x f x x= − − → = −∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

23 61

1 1 1

11 1 ' d 1 d ' d .7 1.
7

x f x x x x f x x
 

= − ≤ − = =    
 
∫ ∫ ∫  

Câu 103: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1

2

0

91 1,  ' d
5

f f x x= =  ∫  và 

( )
1

0

2d .
5

f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Chuyển thông tin ( )
1

0

df x x∫  sang ( )'f x  bằng cách: 

 Đặt ( )
1

0

1d
5

t x tf t t= → =∫  hay ( )
1

0

1d .
5

xf x x =∫  

 Tích phân từng phần ( )
1

0

d ,xf x x∫  ta được ( )
1

2

0

3' d .
5

x f x x =∫  

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( )2 2' ,  'f x x f x    nên liên kết với ( ) 22' .f x xα +   

Ta tìm được ( ) ( ) ( )1 12 33 ' 3 0.ff x x f x x C Cα == − → = → = + → =  

Vậy ( ) ( )
1

3

0

1d .
4

f x x f x x= → =∫  

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )
22 1 1 1

22 4

0 0 0

3 1 9 9' d d ' d . .
5 5 5 25

x f x x x x f x x
   = ≤ = =        
∫ ∫ ∫  

Câu 104: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 1 0,f f+ =  

( ) ( )
1

0

' cos d
2

f x x x ππ =∫  và ( )
1

2

0

1d .
2

f x x =∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( )2f x  và ( ) ( )' cosf x xπ , không thấy liên kết. 
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Do đó ta chuyển thông tin của ( ) ( )' cosf x xπ  về ( )f x  bằng cách tích phân từng phần của 

( ) ( )
1

0

' cos d
2

f x x x ππ =∫  cùng với kết hợp ( ) ( )0 1 0,f f+ =  ta được ( ) ( )
1

0

1sin d .
2

f x x xπ =∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( )2f x  và ( ) ( )sinf x xπ  nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) ( ) 2
sin .f x xα π+    

Ta tìm được ( ) ( ) ( )
1

0

21 sin d .f x x f x xα π
π

= − → = → =∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( ) ( )
22 1 1 1

22

0 0 0

1 1 1sin d d . sin . .
2 2 2

f x x x f x x x dxπ π
   = ≤ =        
∫ ∫ ∫  

Câu 105: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0; ,π  thỏa mãn ( )
0

' sin d 1f x x x
π

= −∫  và 

( )2

0

2d .f x x
π

π
=∫  Tích phân ( )

0

dxf x x
π

∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( )2f x  và ( )' sinf x x , không thấy liên kết. 

Do đó ta chuyển thông tin của ( )' sinf x x  về ( )f x  bằng cách tích phân từng phần của 

( )
0

' sin d 1,f x x x
π

= −∫  ta được ( )
0

cos d 1.f x x x
π

=∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( )2f x  và ( )cosf x x  nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) 2
cos .f x xα+    

Ta tìm được ( ) ( )
0 0

2 2 2 cos 4cos d d .x xf x x xf x x x
π π

α
π π π π

= − → = → = = −∫ ∫  

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2

0 0 0

21 cos d d cos d . 1.
2

f x x x f x x x x
π π π π

π
= ≤ = =∫ ∫ ∫  

Câu 106: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa ( ) ( )
1 2

2

0

1 0,  ' d
8

f f x x π
= =  ∫  và 

( )
1

0

1cos d .
2 2
x f x xπ  = 

 ∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) 2
'f x    và ( )cos

2
x f xπ 

 
 

, không thấy liên kết. 
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Do đó ta chuyển thông tin của ( )cos
2
x f xπ 

 
 

 về ( )'f x  bằng cách tích phân từng phần của 

( )
1

0

1cos d
2 2
x f x xπ  = 

 ∫  cùng với kết hợp ( )1 0,f =  ta được ( )
1

0

sin ' d .
2 4
x f x xπ π  = − 

 ∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( ) 2
'f x    và ( )sin '

2
x f xπ 

 
 

 nên ta sẽ liên kết với bình 

phương ( )
2

' sin .
2
xf x πα  +     

 

Ta tìm được ( ) ( ) ( )1 0' sin cos 0.
2 2 2 2

fx xf x f x C Cπ π π πα =   = → = − → = + → =   
   

 

Vậy ( ) ( )
1

0

2cos d .
2
xf x f x xπ

π
 = → = 
  ∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )
22 1 1 1 2

22

0 0 0

1sin ' d sin d . ' d . .
4 2 2 2 8

x xf x x x f x xπ π π π      − = ≤ =               
∫ ∫ ∫  

Câu 107: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

' sin df x x xπ π=∫  và 

( )
1

2

0

d 2.f x x =∫  Tích phân 
1

0

d
2
xf x 

 
 ∫  bằng 

Lời giải 

Chuyển thông tin của ( ) ( )' sinf x xπ  về ( )f x  bằng cách tích phân từng phần của 

( ) ( )
1

0

' sin d ,f x x xπ π=∫  ta được ( ) ( )
1

0

cos d 1.f x x xπ = −∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( )2f x  và ( ) ( )cos x f xπ  nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) ( ) 2
cos .f x xα π+    

Ta tìm được ( ) ( )
1 1

0 0

42 2cos d 2 cos d .
2 2
x xf x x f x xπα π

π
   = → = − → = − = −   
   ∫ ∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

22 2

0 0 0

11 cos d cos d d .2.
2

f x x x x x f x xπ π
 

− = ≤ =    
 
∫ ∫ ∫  
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Câu 108: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên 0; ,
2
π 

  
 thỏa ( )

2
2

0

0,  d 3
2

f f x x

π

π π  = = 
  ∫  và 

( )
0

sin d 6 .
2
xx x f x

π

π ′− = 
 ∫  Tích phân ( )

2
3

0

df x x

π

′′  ∫  bằng 

Lời giải 

Tích phân từng phần của ( )
0

sin d 6 ,
2
xx x f x

π

π ′− = 
 ∫  kết hợp với 0

2
f π  = 
 

 ta được  

 ta được ( )
2

2

0

3sin d .
4

xf x x

π

π
=∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( )2f x  và ( )2sin xf x  nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) 22sin .f x xα +   

Ta tìm được ( ) ( ) ( )24 4sin ' 4sin 2 '' 8cos 2 .f x x f x x f x xα = − → = ⇒ = ⇒ =  

Vậy ( ) [ ]
2 2

3 3

0 0

d 8cos 2 d 0.f x x x x

π π

′′ = =  ∫ ∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )

2
2 2 2 2

2 4 2

0 0 0

3 3sin d sin d d .3 .
4 16

xf x x x x f x x

π π π

π π π
 

   = ≤ =      
 
∫ ∫ ∫  

Câu 109: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f =  và 

( ) ( ) ( )
1 1 2

2

0 0

1' d 1 d .
4

x ef x x x e f x x −
= + =  ∫ ∫  Tính tích phân ( )

1

0

d .I f x x= ∫  

Lời giải 

Tích phân từng phần của ( ) ( )
1

0

1 d ,xx e f x x+∫  kết hợp với ( )1 0f =  ta được 

( )
1 2

0

1' d .
4

x exe f x x −
= −∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( ) 2
'f x    và ( )'xxe f x  nên ta sẽ liên kết với ( ) 2

.xf x xeα +   

Ta tìm được ( ) ( ) ( ) ( )1 01 ' d 1 0.fx x xf x xe f x xe x x e C Cα == → = − → = − = − + → =∫  

Vậy ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 d 1 d 2.x xf x x e f x x x e x e= − → = − = −∫ ∫  

Cách 2. Theo Holder 
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( ) ( )
22 1 1 12 2 2

22 2

0 0 0

1 1 1' d d . ' d . .
4 4 4

x xe e exe f x x x e x f x x
  − − −

− = ≤ =     
   

∫ ∫ ∫  

Câu 110: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 0,  1 1f f= =  và 

( ) 21

0

' 1d .
1x

f x
x

e e
   =

−∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là 
( ) 2

'
x

f x
e

    nên ta cần tìm một thông tin liên quan ( )' .f x   

Từ giả thiết ( ) ( )0 0,  1 1f f= =  ta nghĩ đến ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

00

' d 1 0 1. f x x f x f f= = − =∫  

Do đó ta có hàm dưới dấu tích phân là 
( ) 2

'
x

f x
e

    và ( )'f x  nên sẽ liên kết với bình phương 

( ) 2
'

.x

x

f x
e

e
α

 
+ 

 
 Với mỗi số thực α  ta có  

 

 ( ) ( ) ( )
221 1 1 1

2

0 0 0 0

''
d d 2 ' d dx x

xx

f xf x
e x x f x x e x

ee
α α α

    + = + + 
 
∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                           ( ) ( ) 221 12 1 1 1 .
1 1

e e
e e

α α α= + + − = − +  − −
 

Ta cần tìm α  sao cho ( ) 21

0

'
d 0x

x

f x
e x

e
α

 
+ = 

 
∫  hay ( ) 21 11 1 0 .

1 1
e

e e
α α− + = ⇔ = −  − −

 

Với 1
1e

α = −
−

 thì ( ) ( ) [ ]
21

0

' '1 1d 0 ,  0;1 .
1 1

x x

x x

f x f x
e x e x

e ee e

 
− = ⇒ ≡ ∀ ∈ − − 

∫  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )0 0, 1 1 1' d .
1 1 1 1

x x x
f fe e ef x f x x C C

e e e e
= == → = = + → = −

− − − −∫  

Vậy ( ) ( )
1

0

1 2d .
1 1

xe ef x f x x
e e
− −

= → =
− −∫  

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( ) ( )
22 21 1 1 1

2

0 0 0 0

'' 11 ' d . d d d . 1 1.
1

x x
xx

f xf x
f x x e x x e x e

e ee

      = = ≤ = − =    −   
∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 111: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( ) ( )0 0,  1 1f f= =  và 

( ) ( )
1

22

0

11 ' d .
ln 1 2

x f x x+ =   +∫  Tích phân ( )1

2
0

d
1

f x
x

x+
∫  bằng 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 53 

Lời giải 

Tương tự bài trước, ta có ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

00

' d 1 0 1.f x x f x f f= = − =∫  

Do đó ta có hàm dưới dấu tích phân là ( ) 221 'x f x+     và ( )'f x  nên sẽ liên kết với bình 

phương ( )
2

24

24
1 ' .

1
x f x

x
α 

+ + 
+ 

 

Ta tìm được 
( ) ( ) ( ) 2

1 1 1' .
ln 1 2 ln 1 2 1

f x
x

α = − → =
+ + +

 

( ) ( ) ( ) ( )2

2

1 1 1. d ln 1 .
ln 1 2 ln 1 21

f x x x x C
x

→ = = + + +
+ ++

∫  

Mà ( ) ( ) ( )
( )
( )

2ln 1
0 0, 1 1 0 .

ln 1 2

x x
f f C f x

+ +
= = ⇒ = → =

+
 

Vậy 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

21 1 1
2 2

2 2
0 0 0

ln 11 1d d ln 1 d ln 1
ln 1 2 ln 1 21 1

x xf x
x x x x x x

x x

+ +
 = = + + + +  + ++ +

∫ ∫ ∫  

( )
( ) ( )

2 2 1

0

ln 11 1. ln 1 2 .
2 2ln 1 2

x x+ +
= = +

+
 

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( )
21 1 1 1

22 2 24

2 24
0 0 0 0

1 d1 ' d 1 ' . d 1 ' d .
1 1

xf x x x f x x x f x x
x x

 
= = + ≤ +     

+ + 
∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                 
( ) ( )1 .ln 1 2 1.

ln 1 2
= + =

+
 

Câu 112: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;1 ,−  thỏa mãn ( )1 0,f − =  ( )
1

2

1

' d 112f x x
−

=  ∫  

và  ( )
1

2

1

16d .
3

x f x x
−

=∫  Tính tích phân ( )
1

1

d .I f x x
−

= ∫  

Lời giải 

Như các bài trước, ta chuyển ( )
1

2

1

16d
3

x f x x
−

=∫  về thông tin của ( )'f x  bằng cách tích phân từng 

phần. Đặt 
( ) ( )

3
2

d ' d
.

d d
3

u f x xu f x
xv x x v

 = = ⇒ 
= =  
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Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 13 1

2 3 3

11 1 1

1 1 1 1d ' d 1 1 ' d .
3 3 3 3 3
xx f x x f x x f x x f f x f x x

−− − −

= − = + − −∫ ∫ ∫  Tới đây 

ta bị vướng ( )1f  vì giả thiết không cho. Do đó ta điều chỉnh lại như sau 

( ) ( )
3

2

d ' d

d d
3

u f x xu f x
xv x x v k

 = = ⇒ 
= = +  

 với k  là hằng số. 

Khi đó ( ) ( ) ( )
1 13 31

2

11 1

d ' d
3 3
x xx f x x k f x k f x x

−− −

   
= + − +   
   

∫ ∫  

                               ( ) ( )

( )

( )
1 3

1

0 do 1 0

1 11 1 ' d .
3 3 3

f

xk f k f k f x x
−

= − =

    = + − − + − − +    
     

∫


 

Ta chọn k  sao cho 1 10 .
3 3

k k+ = ⇔ = −  

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 3 3

1 1 1

16 1d 1 ' d 1 ' d 16.
3 3

x f x x x f x x x f x x
− − −

= = − − → − = −∫ ∫ ∫  

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )2 3' ,  1 'f x x f x−    nên ta liên kết với ( ) ( ) 23' 1f x xα + −  .  

Ta tìm được ( ) ( ) ( ) ( )3 3 477 ' 7 1 7 1 d 7
4

f x x f x x x x x Cα = → = − − ⇒ = − − = − + +∫  

( ) ( )1 0 435 7 357 .
4 4 4

f C f x x x− =→ = → = − + +  Vậy ( )
1

1

84d .
5

I f x x
−

= =∫  

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

2 22 3 3

1 1 1

1616 1 ' d 1 d . ' d .112 256.
7

x f x x x x f x x
− − −

 
− = − ≤ − = =    

 
∫ ∫ ∫  

Câu 113: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0,f =  ( )
1

2

0

3' d 2 ln 2
2

f x x = −  ∫  

và  ( )
( )

1

2
0

3d 2ln 2 .
21

f x
x

x
= −

+∫  Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Như các bài trước, ta chuyển ( )
( )

1

2
0

3d 2ln 2
21

f x
x

x
= −

+∫  về thông tin của ( )'f x  bằng cách tích 

phân từng phần. Đặt 
( )

( )

( )

2

d ' d
.1 1d d

1 1

u f x u f x x

v x v
x x

= =
 ⇒ = = − + +
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Khi đó ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11

2
00 0 0

' 1 0 '
d d d .

1 1 2 1 11
f x f x f x f f f x

x x x
x x xx

= − + = − + +
+ + ++∫ ∫ ∫  Tới đây ta bị vướng 

( )0f  vì giả thiết không cho. Do đó ta điều chỉnh lại như sau 

( )

( )

( )

2

d ' d
1 1d d
1 1

u f x u f x x

v x v k
x x

= =
 ⇒ = = − + + +

 với k  là hằng số. 

Khi đó ( )
( )

( ) ( )
1 11

2
00 0

1 1d ' d
1 11

f x
x k f x k f x x

x xx
   = − + − − + =   + +   +∫ ∫  

                               
( )

( ) ( ) ( )
11 0

0

1 1 0 ' d .
1

f

k f k f x x
x

=  = − − + − − + + ∫  

Ta chọn k  sao cho 1 0 1.k k− + = ⇔ =  

Khi đó ( )
( )

( ) ( )
1 1 1

2
0 0 0

3 32ln 2 d ' d ' d 2 ln 2.
2 1 1 21

f x x xx f x x f x x
x xx

− = = − → = −
+ ++∫ ∫ ∫  

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( )2
' ,  '

1
xf x f x

x
   +

 nên ta liên kết với ( )
2

' .
1

xf x
x

α + + 
 

Ta tìm được ( ) ( )1 ' d ln 1
1 1

x xf x f x x x x C
x x

α = − → = ⇒ = = − + +
+ +∫  

( ) ( ) ( )1 0 ln 2 1 ln 1 ln 2 1.f C f x x x=→ = − → = − + + −  Vậy ( )
1

0

1 2 ln 2d .
2

f x x −
=∫   

Cách 2. Theo Holder 

( ) ( )
22 21 1 1

2

0 0 0

3 3 32ln 2 ' d d ' d 2ln 2 2ln 2 .
2 1 1 2 2

x xf x x x f x x
x x

       − = ≤ = − −         + +       
∫ ∫ ∫  

 

Câu 114: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]1;2 ,  đồng biến trên [ ]1;2 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , 

( )
2

2

1

d 2f x x′ =  ∫  và ( ) ( )
2

1

. ' d 1.f x f x x =∫  Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( ) ( )2
,  .f x f x f x′ ′    nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) ( ) 2
.f x f xα′ +    Nhưng khi khai triển thì vướng ( )

2
2

1

df x x  ∫  nên hướng này không khả thi. 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

11

2 1 2 0
1 . ' d 2 2

2 2 2
f x f f f

f x f x x f
− −

= = = = → =∫  (do đồng 

biến trên [ ]1;2  nên ( ) ( )2 1 0f f> = ) 
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Từ ( )1 0f =  và ( )2 2f =  ta nghĩ đến ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11

' d 2 1 2 0 2.f x x f x f f= = − = − =∫  

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( ) ( )2
,  f x f x′ ′    nên ta sẽ liên kết với ( ) 2

.f x α′ +    

Ta tìm được ( ) ( ) ( )1 02 ' 2 2 2.ff x f x x C Cα == − → = → = + → = −  

Vậy ( ) ( )
2

1

22 2 d .
2

f x x f x x= − → =∫  

Câu 115: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1 ,  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 1f x x =∫  và 

( ) ( )
1

2 2

0

3d .
4

f x f x x′ =  ∫  Giá trị của  ( )2 2f  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân là ( ) ( )2 2f x f x′    và ( )2f x  nên ta sẽ liên kết với bình phương 

( ) ( ) ( ) 2
.f x f x f xα′ +    Nhưng khi khai triển thì vướng ( ) ( )

1
2

0

' df x f x x∫  nên hướng này không 

khả thi. 

Tích phân từng phần ( )
1

2

0

d 1f x x =∫  kết hợp với ( )1 0,f =  ta được ( ) ( )
1

0

1' d .
2

xf x f x x = −∫    

Hàm dưới dấu tích phân bây giờ là ( ) ( )2 2f x f x′    và ( ) ( )'xf x f x  nên ta sẽ liên kết với bình 

phương ( ) ( ) 2
' .f x f x xα+    

Ta tìm được 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
23 3 3 3' ' d d

2 2 2 2 4
f x

f x f x x f x f x x x x x Cα = → = − ⇒ = − ⇒ = − +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 2 23 3 31 2 .
4 2 2

f C f x x f=→ = → = − → = −  

Câu 116: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2 ,  thỏa mãn ( )2 1f = , ( )
2

2

0

8d
15

x f x x =∫  và 

( )
2

4

0

32' d .
5

f x x =  ∫  Giá trị của  tích phân ( )
2

0

df x x∫  bằng 

Lời giải 

Hàm dưới dấu tích phân ( ) 4
'f x    và ( )2x f x . Lời khuyên là đừng có cố liên kết với bình 

phương nào, vì có tìm cũng không ra. 

Tích phân từng phần ( )
2

2

0

8d
15

x f x x =∫  kết hợp với ( )2 1f = , ta được ( )
2

3

0

32d .
5

x f x x′ =∫  

Áp dụng Holder 2   lần ta được 
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 ( ) ( ) ( )
4 4 2 24 2 2 2 2

23 2 4 2

0 0 0 0

32 d . d d ' d
5

x f x x x xf x x x x x f x x
         ′ ′= = ≤                     
∫ ∫ ∫ ∫  

                                                                          
( )

( )

22 2 2
44 4

0 0 0

3 42 2
44

0 0

d d . ' d

1048576 32d ' d .
625 5

x x x x f x x

x x f x x

   
≤ ×      
   

   = × = =        

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

Dấu '' ''=  xảy ra, tức là ( ) ( )2' 'xf x kx f x kx= ⇒ =  thay vào ( )
2

4

0

32' d
5

f x x =  ∫  tìm được 1k =  

( ) ( ) ( )
2

2 1' d 1.
2

fxf x x f x x x C C=→ = ⇒ = = + → = −∫  

Vậy ( ) ( )
22

0

21 d .
2 3
xf x f x x= − → = −∫  

Cách 2. Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta có 

( ) ( )4 4 4 4 3' 4 ' .f x x x x x f x+ + + ≥    

Do vậy ( ) ( )
2 2 2

4 4 3

0 0 0

' d 3 d 4 d .f x x x x x f x x′+ ≥  ∫ ∫ ∫  Mà giá trị của hai vế bằng nhau, có nghĩa là dấu 

'' ''=  xảy ra nên ( )' .f x x=  (Làm tiếp như trên). 

 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 58 

 
BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 
BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM TRÍCH TỪ ĐÊ THAM KHẢO VÀ ĐỀ CHÍNH THỨC 

CỦA BỘ GIÁO DỤC TỪ NĂM 2017 ĐẾN NAY 

Câu 1:  (MĐ 101-2022) Nếu ( )
2

0

4df x x =∫  thì ( )
2

0

d1 2
2

f x x +  ∫  bằng 

A. 6 . B. 8 . C. 4 . D. 2 . 

Câu 2:  (MĐ 101-2022) Nếu ( )
5

1

3df x x
−

= −∫  thì ( )
1

5

df x x
−

∫  bằng 

A. 5 . B. 6 . C. 4 . D. 3 . 

Câu 3:  (MĐ 102-2022) Nếu ( )
2

0

d 4f x x =∫  thì ( )
2

0

1 2 d
2

f x x +  ∫  bằng 

A. 2 . B. 6 . C. 4 . D. 8 . 

Câu 4:  (MĐ 102-2022) Nếu ( )
5

1

d 3
−

= −∫ f x x  thì ( )
1

5

d
−

∫ f x x  bằng 

A. 3 . B. 4 . C. 6 . D. 5 . 

Câu 5:  (MĐ 103-2022) Nếu ( )
3

0

d 6f x x =∫  thì ( )
3

0

1 2 d
3

f x x +  ∫  bằng 

A. 8 . B. 5 . C. 9 . D. 6 . 

Câu 6:  (MĐ 103-2022) Nếu ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
5

2

d 5f x x = −∫  thì ( )
5

1

df x x
−
∫  bằng 

A. 7− . B. 3− . C. 4 . D. 7 . 

Câu 7:  (MĐ 104-2022) Nếu ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
5

2

d 5f x x = −∫  thì ( )
5

1

df x x
−
∫  bằng 

A. 7 . B. 3− . C. 7− . D. 4− . 

Câu 8:  (MĐ 104-2022) Nếu ( )
3

0

6f x dx =∫  thì ( )
3

0

1 2
3

f x dx +  ∫  bằng 

A. 6 . B. 5 . C. 9 . D. 8 . 

Câu 9: (TK 2020-2021) Nếu ( )
2

1

5f x dx =∫  và ( )
3

2

2f x dx = −∫  thì ( )
3

1

f x dx∫  bằng 

A. 3.  B. 7.  C. 10.−  D. 7.−  

Câu 10:  (TK 2020-2021) Tích phân 
2

3

1

x dx∫  bằng 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
- ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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A. 15 .
3

 B. 17 .
4

 C. 7 .
4

 D. 15 .
4

 

Câu 11:  (TK 2020-2021) Nếu ( )
3

1

2 1 5f x dx + = ∫  thì ( )
3

1

f x dx∫  bằng 

A. 3.  B. 2.  C. 3 .
4

 D. 3 .
2

 

Câu 12:  (MĐ 101 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
4

1

d 3f x x =∫  và ( )
4

1

d 2g x x = −∫  thì ( ) ( )( )
4

1

df x g x x−∫  bằng 

A. 1− . B. 5− . C. 5 . D. 1. 

Câu 13:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
4

1

d 6f x x =∫  và ( )
4

1

d 5g x x = −∫  thì ( ) ( )
4

1

df x g x x − ∫  

bằng 
A. 1− . B. 11− . C. 1. D. 11. 

Câu 14:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
3

0

( ) 3f x dx =∫  thì 
3

0

2 ( )f x dx∫  bằng 

A. 3.  B. 18.  C. 2.  D. 6.  

Câu 15:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
2

0
3f x dx =∫  thì ( )

2

0
2 1f x dx−  ∫  bằng 

A. 6 . B. 4 . C. 8 . D. 5 . 

Câu 16:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
4

1

d 5f x x =∫  và ( )
4

1

d 4g x x = −∫  thì ( ) ( )
4

1

  g df x x x − ∫  

bằng 
A. 1− . B. 9− . C. 1. D. 9 . 

Câu 17:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
3

0

d 2f x x =∫  thì ( )
3

0

3 df x x∫  bằng 

A. 6 . B. 2 . C. 18 . D. 3 . 

Câu 18:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
4

1

d 4f x x =∫  và ( )
4

1

d 3g x x = −∫  thì ( ) ( )
4

1

df x g x x − ∫  

bằng 
A. 1. B. 7− . C. 1− . D. 7 . 

Câu 19:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
3

0

d 3f x x =∫  thì ( )
3

0

4 df x x∫  bằng 

A. 3 . B. 12 . C. 36 . D. 4 . 

Câu 20:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 2f x x =∫  và ( )
3

1

d 5f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 10 . B. 3 . C. 7 . D. 3− . 
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Câu 21:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết ( )F x  là nguyên hàm 

của ( )f x  trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 2= −F  và ( )2 4=F . Khi đó ( )
2

1

d∫ f x x  bằng 

A. 6 . B. 2 . C. 6− . D. 2− . 

Câu 22:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 5f x x =∫  và ( )
3

1

d 2f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 10 . B. −3 . C. 3 . D. 7 . 

Câu 23:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu 
1

0
( ) 3f x dx =∫  và 

3

1
( ) 4f x dx =∫  thì 

3

0
( )f x dx∫  bằng 

A. 1− . B. 1. C. 7 . D. 12 . 
Câu 24:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là một hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F là nguyên 

hàm của hàm f trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 1F = −  và ( )2 3F = . Khi đó ( )
2

1

df x x∫ . 

A. 4 . B. 2− . C. 2 . D. 4− . 

Câu 25:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 4f x x =∫  và ( )
3

1

d 3f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 1.−  B. 1.  C. 7.  D. 12.  
Câu 26:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F  là nguyên 

hàm của f  trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 1F = −  và ( )2 4.F =  Khi đó ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. 5.−  B. 3.  C. 5.  D. 3.−  

Câu 27:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
2

0
( )d 6f x x =∫  thì ( )

2

0

2 1f x dx−  ∫  bằng 

A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 14 . 

Câu 28:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
2

0

4df x x =∫  thì ( )
2

0

2 1 df x x−  ∫  bằng 

A. 8 . B. 10 . C. 7 . D. 6 . 

Câu 29:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
2

0

d 2f x x =∫  thì ( )
2

0

4 dx f x x − ∫  bằng 

A. 12 . B. 10 . C. 4 . D. 6 . 
Câu 30:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F  là nguyên hàm của f  

trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 2F = −  và ( )2 3F = . Khi đó ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. −5 . B. 1 . C. −1 . D. 5 . 

Câu 31:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
2

0

d 2f x x =∫  thì ( )
2

0

2 dx f x x − ∫  bằng 

A. 2 . B. 8 . C. 6 . D. 0 . 

Câu 32:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
2

0

d 3f x x =∫  thì ( )( )
2

0

2 dx f x x−∫  bằng 

A. 7 . B. 2− . C. 10 . D. 1 . 
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Câu 33:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
2

0

d 3f x x =∫  thì ( )
2

0

4 dx f x x−  ∫  bằng 

A. 14 . B. 5 . C. 2− . D. 11. 

Câu 34:  (TK 2020-2021) Cho hàm số ( )
2

2

1 2
.

2 3 2
x khi x

f x
x x khi x

 − ≥= 
− + <

 Tích phân ( )
2

0

2sin 1 cosf x xdx

π

+∫  

bằng 

A. 23.
3

 B. 23.
6

 C. 17 .
6

 D. 17 .
3

 

Câu 35:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Cho hàm số ( ) 2

2 1 1
3 2 1

x khi x
f x

x khi x
− ≥

= 
− <

. Giả sử F  là nguyên 

hàm của f  trên   thỏa mãn ( )0 2F = . Giá trị ( ) ( )1 2 2F F− +  

A. 9  B. 15  C. 11 D. 6  

Câu 36:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Cho hàm số ( ) 2

2 2 1
.

3 1 1
x khi x

f x
x khi x
+ ≥

=  + <
 Giả sử F  là nguyên hàm 

của f  trên   thỏa mãn ( )0 2.F =  Giá trị của ( ) ( )1 2 2F F− +  bằng 
A. 18 . B. 20 . C. 9 . D. 24 . 

Câu 37: Cho hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  1;6  và có đồ thị là đường gấp khúc ABC  trong hình 

bên. Biết F  là nguyên hàm của f  thỏa mãn  1 1F   . Giá trị của    4 6F F  bằng 

 
A. 10 . B. 5 . C. 6 . D. 7 . 

Câu 38:  (Đề Minh Họa 2020 Lần 1) Nếu 
( )

2

1

d 2f x x = −∫
 và 

( )
3

2

d 1f x x =∫
 thì 

( )
3

1

df x x∫
 bằng 

A. 3− . B. 1− . C. 1. D. 3 . 

Câu 39:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Nếu ( )
1

0

d 4f x x =∫  thì ( )
1

0

2 df x x∫  bằng 

A. 16 . B. 4 . C. 2 . D. 8 . 

Câu 40:  (Mã 101 - 2020 Lần 1) Biết ( )
3

1

d 3f x x =∫ . Giá trị của ( )
3

1

2 df x x∫  bằng 

A. 5 . B. 9 . C. 6 . D. 3
2

. 
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Câu 41:  (Mã 101 - 2020 Lần 1) Biết ( ) 2F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của ( )
2

1

2 df x x+  ∫  bằng 

A. 5 . B. 3 . C. 13
3

. D. 7
3

. 

Câu 42:  (Mã 102 - 2020 Lần 1) Biết . Giá trị của  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Câu 43:  (Mã 102 - 2020 Lần 1) Biết  là một nguyên hàm của hàm số  trên . Giá trị 

của  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Câu 44:  (Mã 103 - 2020 Lần 1) Biết ( )
2

1

2f x dx =∫ . Giá trị của ( )
3

1

3 f x dx∫  bằng 

A. 5 . B. 6 . C. 2
3

. D. 8 . 

Câu 45:  (Mã 103 - 2020 Lần 1) Biết 3( )F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của 
3

1

(1 ( ) d)x xf+∫ bằng 

A. 20. B. 22. C. 26. D. 28. 

Câu 46:  (Mã 104 - 2020 Lần 1) Biết ( )
3

2

d 6.f x x =∫  Giá trị của ( )
3

2

2 df x x∫  bằng. 

A. 36 . B. 3 . C. 12 . D. 8 . 
Câu 47:  (Mã 104 - 2020 Lần 1) Biết ( ) 2F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của [ ]
3

1

1 ( )f x dx+∫  bằng 

A. 10 . B. 8 . C. 26
3

. D. 32
3

. 

Câu 48:  (Mã 101 - 2020 Lần 2) Biết ( )
3

2

f x dx 4=∫  và ( )
3

2

g x dx 1=∫ . Khi đó: ( ) ( )
3

2

f x g x dx − ∫  bằng: 

A. 3− . B. 3 . C. 4 . D. 5 . 

Câu 49:  (Mã 101 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

f x 2x dx=2 + ∫ . Khi đó ( )
1

0

f x dx∫  bằng : 

A. 1. B. 4 . C. 2 . D. 0 . 

Câu 50:  (Mã 102 - 2020 Lần 2) Biết 
( )

3

2

3f x dx =∫
 và 

( )
3

2

1g x dx =∫
. Khi đó 

( ) ( )
3

2

f x g x dx+  ∫
 bằng 

A. 4 . B. 2 . C. 2− . D. 3 . 

Câu 51:  (Mã 102 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

2 3f x x dx+ =  ∫ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  bằng 

( )
5

1

d 4f x x =∫ ( )
5

1

3 df x x∫

7 4
3

64 12

( ) 3F x x= ( )f x 

( )
2

1

2 ( ) df x x+∫
23
4

7 9 15
4
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A. 1. B. 5 . C. 3 . D. 2 . 

Câu 52:  (Mã 103 - 2020 Lần 2) Biết ( )
2

1

d 3f x x =∫  và ( )
2

1

d 2g x x =∫ . Khi đó ( ) ( )
2

1

df x g x x − ∫  bằng? 

A. 6 . B. 1. C. 5 . D. 1− . 

Câu 53:  (Mã 103 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0
2 d 4f x x x + = ∫ . Khi đó ( )

1

0
df x x∫  bằng 

A. 3 . B. 2 . C. 6 . D. 4 . 

Câu 54:  (Mã 104 - 2020 Lần 2) Biết 

2

1

( ) 2f x dx =∫
 và 

2

1

( ) 3.g x dx =∫
Khi đó 

2

1

[ ( ) ( )]f x g x dx+∫
 bằng 

A. 1. B. 5 . C. 1− . D. 6 . 

Câu 55:  (Mã 104 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

2 d 5f x x x+ =  ∫ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 7 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 

Câu 56:  (Mã 103 - 2019) Biết 
( )

2

1

d 2f x x =∫
 và 

( )
2

1

d 6g x x =∫
, khi đó 

( ) ( )
2

1

df x g x x − ∫
bằng 

A. 8 . B. 4− . C. 4 . D. 8− . 

Câu 57:  (Mã 102 - 2019) Biết tích phân ( )
1

0

3f x dx =∫  và ( )
1

0

4g x dx = −∫ . Khi đó ( ) ( )
1

0

f x g x dx+  ∫  

bằng 
A. 7− . B. 7 . C. 1− . D. 1. 

Câu 58:  (Mã 104 - 2019) Biết 
1

0
( )d 2f x x =∫ và 

1

0
( )d 4g x x = −∫ , khi đó 

[ ]
1

0
( ) ( ) df x g x x+∫  bằng 

A. 6 . B. 6− . C. 2− . D. 2 . 

Câu 59:  (Mã 101 2019) Biết 
( )

1

0

d 2f x x = −∫
 và 

( )
1

0

d 3g x x =∫
, khi đó 

( ) ( )
1

0

df x g x x − ∫
 bằng 

A. 1− . B. 1. C. 5− . D. 5 . 

Câu 60:  (Đề Tham Khảo 2019) Cho 
( )

1

0

d 2f x x =∫
 và 

( )
1

0

d 5g x x =∫
, khi 

( ) ( )
1

0

2 df x g x x − ∫
 bằng 

A. 8−  B. 1 C. 3−  D. 12  

Câu 61:  (Mã 104 2018) 
2

1 2 3
dx
x +∫  bằng 

A. 1 ln 35
2

 B. 7ln
5

 C. 1 7ln
2 5

 D. 72ln
5

 

Câu 62:  (Mã 103 2018) 
2

1 3 2
dx
x −∫  bằng 

A. 2ln 2  B. 1 ln 2
3

 C. 2 ln 2
3

 D. ln 2  

  



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 64 

Câu 63:  (Đề Tham Khảo 2018) Tích phân 
2

0 3
dx

x +∫  bằng 

A. 2
15

 B. 16
225

 C. 5log
3

 D. 5ln
3

 

Câu 64:  (Mã 105 2017) Cho  
− = + + + ∫

1

0

1 1 d ln 2 ln 3
1 2

x a b
x x

 với ,a b  là các số nguyên. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. + =2 0a b  B. + = 2a b  C. − =2 0a b  D. + = −2a b  

Câu 65:  (Mã 110 2017) Cho ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ln xf x
x

= . Tính: ( ) ( )1I F e F= −

? 

A. 1
2

I =  B. 1I
e

=  C. 1I =  D. I e=  

Câu 66:  (Mã 102 2018) 
1

3 1

0

dxe x+∫  bằng 

A. ( )41
3

e e+  B. 3e e−  C. ( )41
3

e e−  D. 4e e−  

Câu 67:  (Mã 101 2018) 
2

3 1

1

e d−∫ x x  bằng 

A. ( )5 21 e e
3

+  B. ( )5 21 e e
3

−  C. 5 21 e e
3

−  D. 5 2e e−  

Câu 68:  (Mã 123 2017) Cho 

6

0

( ) 12f x dx =∫
. Tính 

2

0

(3 ) .I f x dx= ∫
 

A. = 5I  B. = 36I  C. = 4I  D. = 6I  
Câu 69:  (Mã 103 - 2019) Cho hàm số ( )f x . Biết ( )0 4f =  và ( ) 2' 2sin 1,  f x x x= + ∀ ∈ , khi đó 

( )
4

0

df x x

π

∫  bằng 

A. 
2 16 4 .

16
π π+ −  B. 

2 4 .
16

π −  C. 
2 15 .

16
π π+  D. 

2 16 16 .
16

π π+ −  

Câu 70:  (Mã 104 - 2019) Cho hàm số ( )f x . Biết ( )0 4f =  và ( ) 22sin 3f x x′ = + , x R∀ ∈ , khi đó 

( )
4

0

df x x

π

∫  bằng 

A. 
2 2
8

π −
. B. 

2 8 8
8

π π+ −
. C. 

2 8 2
8

π π+ −
. D. 

23 2 3
8

π π+ −
. 

Câu 71:  (Mã 102 - 2019) Cho hàm số ( )f x .Biết (0) 4f =  và 2( ) 2cos 3,f x x x′ = + ∀ ∈ , khi đó 

4

0

( )f x dx

π

∫  bằng? 

A. 
2 8 8

8
π π+ +

. B. 
2 8 2

8
π π+ +

. C. 
2 6 8

8
π π+ +

. D. 
2 2
8

π +
. 
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Câu 72:  (Đề Tham Khảo -2019) Cho 
( )

1

2
0

ln 2 ln 3
2

xdx a b c
x

= + +
+∫  với , ,a b c  là các số hữu tỷ. Giá trị 

của 3a b c+ +  bằng 
A. 2  B. 1 C. 2−  D. 1−  

Câu 73:  (Đề Minh Họa 2020 Lần 1) Cho hàm số ( )f x  có ( )3 3f =  và ( )
1 1

xf x
x x

′ =
+ − +

, 0x∀ >

. Khi đó ( )
8

3

df x x∫  bằng 

A. 7 . B. 197
6

. C. 29
2

. D. 181
6

. 

Câu 74:  (Mã 102 2018) Cho 
21

5

ln 3 ln 5 ln 7
4

dx a b c
x x

= + +
+∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào 

sau đây đúng? 
A. 2a b c− = −  B. 2a b c+ = −  C. a b c+ =  D. a b c− = −  

Câu 75:  (Mã 101 2018) Cho 
55

16

d ln 2 ln 5 ln11
9

x a b c
x x

= + +
+∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. 3a b c+ =  B. 3a b c− = −  C. a b c− = −  D. a b c+ =  

Câu 76:  (Đề Tham Khảo 2017) Tính tích phân 
2

2

1

2 1I x x dx= −∫  bằng cách đặt 2 1u x= − , mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 

A. 
3

0

I udu= ∫  B. 
2

1

1
2

I udu= ∫  C. 
3

0

2I udu= ∫  D. 
2

1

I udu= ∫  

Câu 77:  (Đề Tham Khảo 2018) Biết 
2

1 ( 1) 1
dx dx a b c

x x x x
= − −

+ + +∫  với , ,a b c  là các số nguyên 

dương. Tính P a b c= + +  
A. 18P =  B. 46P =  C. 24P =  D. 12P =  

Câu 78:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Cho hàm số ( )f x  có ( )0 0f =  và ( ) 2cos cos 2 ,f x x x R′ = ∀∈ . 

Khi đó ( )
0

df x x
π

∫  bằng 

A. 1042
225

. B. 208
225

. C. 242
225

. D. 149
225

. 

Câu 79:  (Đề Minh Họa 2017) Tính tích phân 3

0

cos .sin dI x x x
π

= ∫ . 

A. 1
4

I = −  B. 41
4

I π= −  C. 4I π= −  D. 0I =  

Câu 80:  (Đề Tham Khảo 2017) Cho 
1

0

d 1ln
1 2x

x ea b
e

+
= +

+∫ , với ,a  b  là các số hữu tỉ. Tính 3 3S a b= +

. 
A. 2S = − . B. 0S = . C. 1S = . D. 2S = . 

Câu 81:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Xét 
2

2

0

e dxx x∫ , nếu đặt 2u x=  thì 
2

2

0

e dxx x∫  bằng 
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A. 
2

0

2 e du u∫ . B. 
4

0

2 e du u∫ . C. 
2

0

1 e d
2

u u∫ . D. 
4

0

1 e d
2

u u∫ . 

Câu 82:  (Đề Minh Họa 2017) Tính tích phân 
1

ln
e

I x xdx= ∫ : 

A. 
2 1
4

eI −
=  B. 1

2
I =  C. 

2 2
2

eI −
=  D. 

2 1
4

eI +
=  

Câu 83:  (Mã 103 2018) Cho ( )
e

2

1

1 ln d e ex x x a b c+ = + +∫   với a , b , c  là các số hữu tỷ. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. a b c+ =  B. a b c+ = −  C. a b c− =  D. a b c− = −  

Câu 84:  (Mã 104 2018) Cho ( ) 2

1

2 ln d
e

x x x ae be c+ = + +∫  với , ,a b c là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào sau 

đây đúng? 
A. a b c+ =  B. a b c− =  C. a b c− = −  D. a b c+ = −  

Câu 85:  (Đề tham khảo 2017) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− =

. Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. 12I = −  B. 8I =  C. 1I =  D. 8I = −  
Câu 86:  (Mã 104 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  . Biết ( )3 1=f  và

( )
1

0
3 d 1=∫ xf x x , khi đó ( )

3
2

0
d′∫ x f x x  bằng 

A. 25
3

. B. 3 . C. 7 . D. 9− . 

Câu 87:  (Mã 101 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên .  Biết ( )4 1f =  và 

( )
1

0
4 1,xf x dx =∫  khi đó ( )

4 2

0
x f x dx′∫  bằng 

A. 8. B. 14. C. 
31
2

. D. 16− . 

Câu 88:  (Mã 103 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  . Biết ( )6 1f =  và ( )
1

0

6 d 1xf x x =∫

, khi đó ( )
6

2

0

dx f x x′∫  bằng 

A. 107
3

. B. 34 . C. 24 . D. 36− . 

Câu 89:  (Mã 102 - 2019) Cho hàm số ( )f x có đạo hàm liên tục trên  . Biết (5) 1f   và 
1

0

(5 ) 1xf x dx  , khi đó 
5

2

0

( )x f x dx  bằng 

A. 15  B. 23  C. 123
5

 D. 25  

Câu 90:  (Đề Tham Khảo 2018) Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn 

( ) [ ]
1

2

0

1 0,  ( ) d 7f f x x′= =∫  và 
1

2

0

1( )d
3

x f x x =∫ . Tính tích phân 
1

0

( )df x x∫  
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A. 4  B. 7
5

 C. 1 D. 7
4

 

Câu 91:  (Mã 102 2018) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn 1(2)
3

f = −  và [ ]2( ) ( )f x x f x′ =  với mọi .x∈  

Giá trị của (1)f  bằng 

A. 2
3

−  B. 2
9

−  C. 7
6

−  D. 11
6

−  

Câu 92:  (Mã 104 2018) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) 12
5

f = −  và ( ) ( ) 23f x x f x′ =     với mọi x∈

. Giá trị của ( )1f  bằng 

A. 4
35

−  B. 71
20

−  C. 79
20

−  D. 4
5

−  

Câu 93:  (Minh họa 2020 Lần 1) Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thảo mãn 

( ) ( )3 2 10 61 2 ,xf x f x x x x x+ − = − + − ∀ ∈ . Khi đó ( )
0

1

df x x
−
∫ ? 

A. 17
20
− . B. 13

4
− . C. 17

4
. D. 1− . 

Câu 94:  (Đề Tham Khảo 2017) Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thoả mãn 

( ) ( ) 2 2cos 2f x f x x+ − = + , x∀ ∈ . Tính ( )

3
2

3
2

.I f x dx

π

π
−

= ∫  

A. 6I = −  B. 0I =  C. 2I = −  D. 6I =  
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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 

BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM TRÍCH TỪ ĐÊ THAM KHẢO VÀ ĐỀ CHÍNH THỨC 

CỦA BỘ GIÁO DỤC TỪ NĂM 2017 ĐẾN NAY 

Câu 1:  (MĐ 101-2022) Nếu ( )
2

0

d 4f x x =∫  thì ( )
2

0

1 2 d
2

f x x +  ∫  bằng 

A. 6 . B. 8 . C. 4 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

d d .1 1 12 2 .4 4 6
2 2

d
2

f x x f x x x + = + = + =  ∫ ∫ ∫  

Câu 2:  (MĐ 101-2022) Nếu ( )
5

1

3df x x
−

= −∫  thì ( )
1

5

df x x
−

∫  bằng 

A. 5 . B. 6 . C. 4 . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( )
1 5

5 1

3d df x x f x x
−

−

= − =∫ ∫  

Câu 3:  (MĐ 102-2022) Nếu ( )
2

0

d 4f x x =∫  thì ( )
2

0

1 2 d
2

f x x +  ∫  bằng 

A. 2 . B. 6 . C. 4 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0
0 0 0

1 1 12 d d 2 d .4 2 2 2 2 0 6
2 2 2

f x x f x x x x + = + = + = + − =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 4:  (MĐ 102-2022) Nếu ( )
5

1

d 3
−

= −∫ f x x  thì ( )
1

5

d
−

∫ f x x  bằng 

A. 3 . B. 4 . C. 6 . D. 5 . 
Lời giải 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
- ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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Chọn A 

Theo tính chất tích phân thì ( ) ( ) ( )
1 5

5 1

d d 3 3
−

−

= − = − − =∫ ∫f x x f x x . 

Câu 5:  (MĐ 103-2022) Nếu ( )
3

0

d 6f x x =∫  thì ( )
3

0

1 2 d
3

f x x +  ∫  bằng 

A. 8 . B. 5 . C. 9 . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có: ( ) ( )
3 3 3

3

0
0 0 0

1 1 12 d d 2d .6 2 2 6 8
3 3 3

f x x f x x x x + = + = + = + =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 6:  (MĐ 103-2022) Nếu ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
5

2

d 5f x x = −∫  thì ( )
5

1

df x x
−
∫  bằng 

A. 7− . B. 3− . C. 4 . D. 7 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
5 2 5

1 1 2

d d d 2 5 3f x x f x x f x x
− −

= + = + − = −∫ ∫ ∫ . 

Câu 7:  (MĐ 104-2022) Nếu ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
5

2

d 5f x x = −∫  thì ( )
5

1

df x x
−
∫  bằng 

A. 7 . B. 3− . C. 7− . D. 4− . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có        
5 2 5

1 1 2

d d d 2 5 3.f x x f x x f x x
 

         

Câu 8:  (MĐ 104-2022) Nếu ( )
3

0

6f x dx =∫  thì ( )
3

0

1 2
3

f x dx +  ∫  bằng 

A. 6 . B. 5 . C. 9 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) ( )
3 3 3

0 0 0

1 1 12 2 .6 6 8
3 3 3

f x dx f x dx dx + = + = + =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 9: (TK 2020-2021) Nếu ( )
2

1

5f x dx =∫  và ( )
3

2

2f x dx = −∫  thì ( )
3

1

f x dx∫  bằng 

A. 3.  B. 7.  C. 10.−  D. 7.−  
Lời giải 

Ta có 
3 2 3

1 1 2
( )d ( )d ( )d 5 2 3.f x x f x x f x x        
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Câu 10:  (TK 2020-2021) Tích phân 
2

3

1

x dx∫  bằng 

A. 15 .
3

 B. 17 .
4

 C. 7 .
4

 D. 15 .
4

 

Lời giải 

Ta có 
24 4 42

3

1
1

2 1 15d .
4 4 4
xx x 

    

Câu 11:  (TK 2020-2021) Nếu 
( )

3

1

2 1 5f x dx+ =  ∫
 thì 

( )
3

1

f x dx∫
 bằng 

A. 3.  B. 2.  C. 3 .
4

 D. 3 .
2

 

Lời giải 

Ta có  
3 3 3

1 1 1

35 2 ( ) 1 d 2 ( )d 2 ( )d .
2

f x x f x x f x x         

Câu 12:  (MĐ 101 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
( )

4

1

d 3f x x =∫
 và 

( )
4

1

d 2g x x = −∫
 thì 

( ) ( )( )
4

1

df x g x x−∫
 bằng 

A. 1− . B. 5− . C. 5 . D. 1. 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )( )
4

1

df x g x x−∫  ( ) ( )
4 4

1 1

d df x x g x x= −∫ ∫ ( )3 2 5= − − = . 

Câu 13:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
 

4

1

d 6f x x 
 và 

 
4

1

d 5g x x 
 thì 

   
4

1

df x g x x  
 

bằng 
A. 1− . B. 11− . C. 1. D. 11. 

Lời giải 

   
4

1

df x g x x        
4 4

1 1

d d 6 5 11f x x g x x       . 

Câu 14:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
3

0

( ) 3f x dx =∫  thì 
3

0

2 ( )f x dx∫  bằng 

A. 3.  B. 18.  C. 2.  D. 6.  
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
3 3

0 0

2 ( ) 2 ( ) 2.3 6.f x dx f x dx= = =∫ ∫  

Câu 15:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
2

0
3f x dx =∫  thì ( )

2

0
2 1f x dx−  ∫  bằng 

A. 6 . B. 4 . C. 8 . D. 5 . 
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Lời giải 

( ) ( )
2 2 2 2

00 0 0
2 1 2 2.3 6 2 4f x dx f x dx dx x− = − = − = − =  ∫ ∫ ∫  

Câu 16:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
( )

4

1

d 5f x x =∫
 và 

( )
4

1

d 4g x x = −∫
 thì 

( ) ( )
4

1

  g df x x x−  ∫
 

bằng 
A. 1− . B. 9− . C. 1. D. 9 . 

Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4

1 1 1

[   g ]d d d 5 4 9f x x x f x x g x x− = − = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 17:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
3

0

d 2f x x =∫  thì 
( )

3

0

3 df x x∫
 bằng 

A. 6 . B. 2 . C. 18 . D. 3 . 
Lời giải 

Theo tính chất của tích phân ta có: ( ) ( )
3 3

0 0

3 3 3.2 6f x dx f x dx= = =∫ ∫ . 

Câu 18:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
( )

4

1

d 4f x x =∫
 và 

( )
4

1

d 3g x x = −∫
 thì 

( ) ( )
4

1

df x g x x−  ∫
 

bằng 
A. 1. B. 7− . C. 1− . D. 7 . 

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4

1 1 1

d d d 4 3 7f x g x x f x x g x x− = − = − − =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 19:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
3

0

d 3f x x =∫  thì ( )
3

0

4 df x x∫  bằng 

A. 3 . B. 12 . C. 36 . D. 4 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
3 3

0 0

4 d 4 d 4.3 12f x x f x x= = =∫ ∫ . 

Câu 20:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 2f x x =∫  và ( )
3

1

d 5f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 10 . B. 3 . C. 7 . D. 3− . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( )
3 1 3

0 0 1

d d d 2 5 7f x x f x x f x x= + = + =∫ ∫ ∫ . 
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Câu 21:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết ( )F x  là nguyên hàm 

của ( )f x  trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 2= −F  và ( )2 4=F . Khi đó ( )
2

1

d∫ f x x  bằng 

A. 6 . B. 2 . C. 6− . D. 2− . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

d 2 1 6f x x F x F F= = − =∫ . 

Câu 22:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 5f x x =∫  và ( )
3

1

d 2f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 10 . B. −3 . C. 3 . D. 7 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( )
3 1 3

0 0 1

d d d 5 2 7f x x f x x f x x= + = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 23:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu 
1

0
( ) 3f x dx =∫  và 

3

1
( ) 4f x dx =∫  thì 

3

0
( )f x dx∫  bằng 

A. 1− . B. 1. C. 7 . D. 12 . 
Lời giải 

0

3 1 3

0 1
( ) ( ) ( ) 3 4 7.f x dx f x dx f x dx= + = + =∫ ∫ ∫ Vậy Chọn C 

Câu 24:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là một hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F là nguyên 

hàm của hàm f trên 

đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 1F = −  và ( )2 3F = . Khi đó ( )
2

1

df x x∫ . 

A. 4 . B. 2− . C. 2 . D. 4− . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

2
d 2 1 3 1 4

1
f x x F x F F= = − = − − =∫ . 

Câu 25:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
1

0

d 4f x x =∫  và ( )
3

1

d 3f x x =∫  thì ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 1.−  B. 1.  C. 7.  D. 12.  
Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( )
3 1 3

0 0 1

d d d 4 3 7.f x x f x x f x x= + = + =∫ ∫ ∫  

Câu 26:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F  là nguyên 

hàm của f  trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 1F = −  và ( )2 4.F =  Khi đó ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. 5.−  B. 3.  C. 5.  D. 3.−  
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Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

d 2 1 4 1 5.f x x F x F F= = − = − − =∫  

Câu 27:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu 
2

0
( )d 6f x x =∫  thì ( )

2

0

2 1f x dx−  ∫  bằng 

A. 12 . B. 10 . C. 11. D. 14 . 
Lời giải 

( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 1 2 1 12 2 10− = − = − =  ∫ ∫ ∫f x dx f x dx dx . 

Câu 28:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Nếu ( )
2

0

4df x x =∫  thì ( )
2

0

2 1 df x x−  ∫  bằng 

A. 8 . B. 10 . C. 7 . D. 6 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 1 2 2.4 2 6d d df x x f x x x− = − = − =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 29:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu 
( )

2

0

d 2f x x =∫
 thì 

( )
2

0

4 dx f x x − ∫
 bằng 

A. 12 . B. 10 . C. 4 . D. 6 . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

4 d 4 d− = −  ∫ ∫ ∫x f x x x x f x dx
22

0
2 2 6= − =x . 

Câu 30:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Cho f  là hàm số liên tục trên đoạn [ ]1;2 . Biết F  là nguyên hàm của f  

trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( )1 2F = −  và ( )2 3F = . Khi đó ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. −5 . B. 1 . C. −1 . D. 5 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

d 2 1 3 2 5f x x F x F F= = − = − − =∫ . 

Câu 31:  (2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu 
( )

2

0

d 2f x x =∫
 thì 

( )
2

0

2 dx f x x−  ∫
 bằng 

A. 2 . B. 8 . C. 6 . D. 0 . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 d 2 d d 4 2 2x f x x x x f x x− = − = − =  ∫ ∫ ∫ . 
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Câu 32:  (MĐ 103 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu 
( ) =∫

2

0

d 3f x x
 thì 

( )( )−∫
2

0

2 dx f x x
 bằng 

A. 7 . B. 2− . C. 10 . D. 1 . 
Lời giải 

Ta có: ( )( ) ( )− = − = − = − =∫ ∫ ∫
2 2 2 2

0 0 0

2
2 d 2 d d 2 3 4 3 1

2 0

x
x f x x x x f x x . 

Câu 33:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 2) Nếu ( )
2

0

d 3f x x =∫  thì ( )
2

0

4 dx f x x−  ∫  bằng 

A. 14 . B. 5 . C. 2− . D. 11. 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2 2 2

22

0
0 0 0

4 d 4 d d 2 3 8 3 5x f x x x x f x x x− = − = − = − =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 34:  (TK 2020-2021) Cho hàm số ( )
2

2

1 2
.

2 3 2
x khi x

f x
x x khi x

 − ≥= 
− + <

 Tích phân ( )
2

0

2sin 1 cosf x xdx

π

+∫  

bằng 

A. 23.
3

 B. 23.
6

 C. 17 .
6

 D. 17 .
3

 

Lời giải 

Trong tích phân I  đã cho, đặt 2sin 1t x   thì d 2cos dt x x . Ta có 

3 2 3
2 2

1 1 1

1 1 1 23( )d ( 2 3)d ( 1)d .
2 2 2 6

I f t t t t t t t          

Câu 35:  (MĐ 102 2020-2021 – ĐỢT 1) Cho hàm số ( ) 2

2 1 1
3 2 1

x khi x
f x

x khi x
− ≥

= 
− <

. Giả sử F  là nguyên 

hàm của f  trên   thỏa mãn ( )0 2F = . Giá trị ( ) ( )1 2 2F F− +  

A. 9  B. 15  C. 11 D. 6  
Lời giải 

Ta có: ( )
2

1
3

2

1
2 1

x x C khi x
F x

x x C khi x

 − + ≥= 
− + <

. 

( ) 20 2 2F C= ⇔ = . 

Hàm số liên tục tại 1x =  nên ta có: 2 3
1 11 1 1 2 2 1C C− + = − + ⇔ = . 

Do đó ( )
2

3

1 1
2 2 1

x x khi x
F x

x x khi x

 − + ≥= 
− + <

. 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 9F F− + = − − − + + − + = . 
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Câu 36:  (MĐ 104 2020-2021 – ĐỢT 1) Cho hàm số ( ) 2

2 2 1
.

3 1 1
x khi x

f x
x khi x
+ ≥

=  + <
 Giả sử F  là nguyên hàm 

của f  trên   thỏa mãn ( )0 2.F =  Giá trị của ( ) ( )1 2 2F F− +  bằng 

A. 18 . B. 20 . C. 9 . D. 24 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

3 1 2 1 0 1 2 0 4f x dx x dx F F F F= + = = − ⇒ = + =∫ ∫  

Trên khoảng ( );1−∞ , ta có: ( ) ( )2 3
13 1F x x dx x x C= + = + +∫  

Mà ( ) ( ) 3
10 2 2 2.F C F x x x= ⇒ = ⇒ = + +  

Trên nửa khoảng [ )1;+∞ , ta có: ( ) ( ) 2
22 2 2F x x dx x x C= + = + +∫  

Mà ( ) ( ) 2
21 4 1 2 1.F C F x x x= ⇒ = ⇒ = + +  

Do đó: ( ) ( )1 2 2 0 2.9 18.F F− + = + =  

Câu 37: Cho hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  1;6  và có đồ thị là đường gấp khúc ABC  trong hình 

bên. Biết F  là nguyên hàm của f  thỏa mãn  1 1F   . Giá trị của    4 6F F  bằng 

 
A. 10 . B. 5 . C. 6 . D. 7 . 

Lời giải 

Từ đồ thị của hàm số ta xác định được  
1                khi 1 2

1 2   khi  2 6
2

x
f x

x x

      

. 

Do F  là nguyên hàm của f  nên  
1

2
2

                khi 1 2
1 2    khi  2 6
4

x C x
F x

x x C x

        

. 

Ta có   1 11 1 1 1 0F C C       . 

Hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  1;6   F x  liên tục trên đoạn  1;6  

 F x  liên tục tại 2x   
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    1 2 2
2 2

lim lim 2 3 1.
x x

F x F x C C C
  

         

Suy ra  
1

2

                 

1

khi 1 2
1 2      khi 

 

4

 

 2 6

x x
F

C
x

x x x

       






. 

Vậy    4 6 5F F  . 

Câu 38:  (Đề Minh Họa 2020 Lần 1) Nếu 
( )

2

1

d 2f x x = −∫
 và 

( )
3

2

d 1f x x =∫
 thì 

( )
3

1

df x x∫
 bằng 

A. 3− . B. 1− . C. 1. D. 3 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )
3 2 3

1 1 2

d d d 2 1 1f x x f x x f x x= + = − + = −∫ ∫ ∫ . 

Câu 39:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Nếu ( )
1

0

d 4f x x =∫  thì ( )
1

0

2 df x x∫  bằng 

A. 16 . B. 4 . C. 2 . D. 8 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) ( )
1 1

0 0

2 d 2 d 2.4 8f x x f x x= = =∫ ∫ . 

Câu 40:  (Mã 101 - 2020 Lần 1) Biết ( )
3

1

d 3f x x =∫ . Giá trị của ( )
3

1

2 df x x∫  bằng 

A. 5 . B. 9 . C. 6 . D. 3
2

. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) ( )
3 3

1 1

2 d 2 d 2.3 6f x x f x x= = =∫ ∫ . 

Câu 41:  (Mã 101 - 2020 Lần 1) Biết ( ) 2F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của ( )
2

1

2 df x x+  ∫  bằng 

A. 5 . B. 3 . C. 13
3

. D. 7
3

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có: ( ) ( )
2

2

1

2
2 d 2 8 3 5

1
f x x x x+ = + = − =  ∫  
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Câu 42:  (Mã 102 - 2020 Lần 1) Biết . Giá trị của  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có . 

Câu 43:  (Mã 102 - 2020 Lần 1) Biết  là một nguyên hàm của hàm số  trên . Giá trị 

của  bằng 

A. . B. . C. . D. . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  

Câu 44:  (Mã 103 - 2020 Lần 1) Biết ( )
2

1

2f x dx =∫ . Giá trị của ( )
3

1

3 f x dx∫  bằng 

A. 5 . B. 6 . C. 2
3

. D. 8 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có : ( ) ( )
2 2

1 1

3 3f x dx f x dx=∫ ∫ 3.2 6= = . 

Câu 45:  (Mã 103 - 2020 Lần 1) Biết 3( )F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của 
3

1

(1 ( ) d)x xf+∫ bằng 

A. 20. B. 22. C. 26. D. 28. 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có [ ] [ ]
3 3 3

3

1 1
1

1 ( ) d ( ) ) 30 2 28f x x x F x x x + = + = + = − = ∫ . 

Câu 46:  (Mã 104 - 2020 Lần 1) Biết ( )
3

2

d 6.f x x =∫  Giá trị của ( )
3

2

2 df x x∫  bằng. 

A. 36 . B. 3 . C. 12 . D. 8 . 

( )
5

1

d 4f x x =∫ ( )
5

1

3 df x x∫

7 4
3

64 12

( ) ( )
5 5

1 1

3 d 3 d 3.4 12f x x f x x= = =∫ ∫

( ) 3F x x= ( )f x 

( )
2

1

2 ( ) df x x+∫
23
4

7 9 15
4

( )
2 2 2

3

1 1 1

2 2 2 2
2 ( ) d 2d ( )d 2 ( ) 2 9

1 1 1 1
f x x x f x x x F x x x+ = + = + = + =∫ ∫ ∫
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Lời giải 
Chọn C 

Ta có : ( ) ( )
3 3

2 2

2 d 2 d 12.f x x f x x= =∫ ∫ . 

Câu 47:  (Mã 104 - 2020 Lần 1) Biết ( ) 2F x x=  là một nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên  . Giá trị 

của [ ]
3

1

1 ( )f x dx+∫  bằng 

A. 10 . B. 8 . C. 26
3

. D. 32
3

. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có [ ] ( )( ) ( )
3 33 2

1 1
1

1 ( ) 12 2 10.f x dx x F x x x+ = + = + = − =∫  

Câu 48:  (Mã 101 - 2020 Lần 2) Biết ( )
3

2

f x dx 4=∫  và ( )
3

2

g x dx 1=∫ . Khi đó: ( ) ( )
3

2

f x g x dx − ∫  bằng: 

A. 3− . B. 3 . C. 4 . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 2

4 1 3f x g x dx f x dx g x dx− = − = − =  ∫ ∫ ∫  

Câu 49:  (Mã 101 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

f x 2x dx=2 + ∫ . Khi đó ( )
1

0

f x dx∫  bằng : 

A. 1. B. 4 . C. 2 . D. 0 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

( ) ( )
1 1 1

0 0 0

f x 2x dx=2 f x dx+ 2xdx=2 + ⇔ ∫ ∫ ∫ ( )⇔ = −∫
1 12

0
0

f x dx 2 x ( )⇔ = −∫
1

0

f x dx 2 1  

( )⇔ =∫
1

0

f x dx 1 

Câu 50:  (Mã 102 - 2020 Lần 2) Biết 
( )

3

2

3f x dx =∫
 và 

( )
3

2

1g x dx =∫
. Khi đó 

( ) ( )
3

2

f x g x dx+  ∫
 bằng 

A. 4 . B. 2 . C. 2− . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn A 
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Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 2

4f x g x dx f x dx g x dx+ = + =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 51:  (Mã 102 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

2 3f x x dx+ =  ∫ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 1. B. 5 . C. 3 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2

0 0 0 0

1
2 3 2 3 2. 3

02
xf x x dx f x dx xdx f x dx+ = ⇔ + = ⇔ + =  ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Suy ra ( ) ( )
1

2

0

1
3 3 1 0 2d

0
f x x x= − = − − =∫ . 

Câu 52:  (Mã 103 - 2020 Lần 2) Biết ( )
2

1

d 3f x x =∫  và ( )
2

1

d 2g x x =∫ . Khi đó ( ) ( )
2

1

df x g x x − ∫  bằng? 

A. 6 . B. 1. C. 5 . D. 1− . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

d d d 3 2 1f x g x x f x x g x x− = − = − =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 53:  (Mã 103 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0
2 d 4f x x x + = ∫ . Khi đó ( )

1

0
df x x∫  bằng 

A. 3 . B. 2 . C. 6 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0
2 d 4 d 2 d 4 d 4 1 3f x x x f x x x x f x x+ = ⇔ + = ⇔ = − =  ∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 54:  (Mã 104 - 2020 Lần 2) Biết 

2

1

( ) 2f x dx =∫
 và 

2

1

( ) 3.g x dx =∫
Khi đó 

2

1

[ ( ) ( )]f x g x dx+∫
 bằng 

A. 1. B. 5 . C. 1− . D. 6 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 
2 2 2

1 1 1

[ ( ) ( )] ( ) ( ) 2 3 5f x g x dx f x dx g x dx+ = + = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 55:  (Mã 104 - 2020 Lần 2) Biết ( )
1

0

2 d 5f x x x+ =  ∫ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 7 . B. 3 . C. 5 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn D 
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( )
1

0

2 d 5f x x x+ =  ∫ ( )
1 1

0 0

d 2xd 5f x x x⇔ + =∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1 1 1

12

0
0 0 0

d 5 d 1 5 d 4f x x x f x x f x x+ = ⇔ + = ⇔ =∫ ∫ ∫ . 

Câu 56:  (Mã 103 - 2019) Biết 
( )

2

1

d 2f x x =∫
 và 

( )
2

1

d 6g x x =∫
, khi đó 

( ) ( )
2

1

df x g x x − ∫
bằng 

A. 8 . B. 4− . C. 4 . D. 8− . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

d d d 2 6 4f x g x x f x x g x x− = − = − = −  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 57:  (Mã 102 - 2019) Biết tích phân ( )
1

0

3f x dx =∫  và ( )
1

0

4g x dx = −∫ . Khi đó ( ) ( )
1

0

f x g x dx+  ∫  

bằng 
A. 7− . B. 7 . C. 1− . D. 1. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

3 4 1f x g x dx f x dx g x dx+ = + = + − = −  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 58:  (Mã 104 - 2019) Biết 
1

0
( )d 2f x x =∫ và 

1

0
( )d 4g x x = −∫ , khi đó [ ]

1

0
( ) ( ) df x g x x+∫  bằng 

A. 6 . B. 6− . C. 2− . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn C 

[ ]
1 1 1

0 0 0
( ) ( ) d ( )d g( )d 2 ( 4) 2+ = + = + − = −∫ ∫ ∫f x g x x f x x x x . 

Câu 59:  (Mã 101 2019) Biết 
( )

1

0

d 2f x x = −∫
 và 

( )
1

0

d 3g x x =∫
, khi đó 

( ) ( )
1

0

df x g x x − ∫
 bằng 

A. 1− . B. 1. C. 5− . D. 5 . 
Lời giải 

Chọn C 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

d d d 2 3 5− = − = − − = −  ∫ ∫ ∫f x g x x f x x g x x . 

Câu 60:  (Đề Tham Khảo 2019) Cho 
( )

1

0

d 2f x x =∫
 và 

( )
1

0

d 5g x x =∫
, khi 

( ) ( )
1

0

2 df x g x x − ∫
 bằng 

A. 8−  B. 1 C. 3−  D. 12  
Lời giải 
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Chọn A 

Có ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

2 d d 2 df x g x x f x x g x x− = −  ∫ ∫ ∫ 2 2.5 8= − = − . 

Câu 61:  (Mã 104 2018) 
2

1 2 3
dx
x +∫  bằng 

A. 1 ln 35
2

 B. 7ln
5

 C. 1 7ln
2 5

 D. 72ln
5

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( )
22

11

1 1 1 7ln 2 3 ln 7 ln 5 ln
2 3 2 2 2 5

dx x
x

= + = − =
+∫ . 

Câu 62:  (Mã 103 2018) 
2

1 3 2
dx
x −∫  bằng 

A. 2ln 2  B. 1 ln 2
3

 C. 2 ln 2
3

 D. ln 2  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( )
22

11

1 1 2ln 3 2 ln 4 ln1 ln 2
3 2 3 3 3

dx x
x

= − = − =
−∫ . 

Câu 63:  (Đề Tham Khảo 2018) Tích phân 
2

0 3
dx

x +∫  bằng 

A. 2
15

 B. 16
225

 C. 5log
3

 D. 5ln
3

 

Lời giải 

Chọn D 

2
2
0

0

5ln 3 ln
3 3

dx x
x

= + =
+∫  

Câu 64:  (Mã 105 2017) Cho  
− = + + + ∫

1

0

1 1 d ln 2 ln 3
1 2

x a b
x x

 với ,a b  là các số nguyên. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. + =2 0a b  B. + = 2a b  C. − =2 0a b  D. + = −2a b  

Lời giải 

Chọn A 

[ ] 
− = + − + = − + + ∫

1 1

0
0

1 1 d ln 1 ln 2 2 ln 2 ln 3
1 2

x x x
x x

; do đó = = −2; 1a b  
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Câu 65:  (Mã 110 2017) Cho ( )F x  là một nguyên hàm của hàm số ( ) ln xf x
x

= . Tính: ( ) ( )1I F e F= −

? 

A. 1
2

I =  B. 1I
e

=  C. 1I =  D. I e=  

Lời giải 

Chọn A 

Theo định nghĩa tích phân: ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1

ln ln 11 d d ln . ln
2 2

ee e ex xI F e F f x x x x d x
x

= − = = = = =∫ ∫ ∫ . 

Câu 66:  (Mã 102 2018) 
1

3 1

0

dxe x+∫  bằng 

A. ( )41
3

e e+  B. 3e e−  C. ( )41
3

e e−  D. 4e e−  

Lời giải 

Chọn C 

1
3 1

0

dxe x+∫ ( )
1

3 1

0

1 3 1
3

dxe x+= +∫
1

3 1

0

1
3

xe += ( )41
3

e e= − . 

Câu 67:  (Mã 101 2018) 
2

3 1

1

e d−∫ x x  bằng 

A. ( )5 21 e e
3

+  B. ( )5 21 e e
3

−  C. 5 21 e e
3

−  D. 5 2e e−  

Lời giải 
Chọn B 

Ta có
2

23 1 3 1

1
1

1e d e
3

− −=∫ x xx  ( )5 21 e e
3

= − . 

Câu 68:  (Mã 123 2017) Cho 

6

0

( ) 12f x dx =∫
. Tính 

2

0

(3 ) .I f x dx= ∫
 

A. = 5I  B. = 36I  C. = 4I  D. = 6I  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: = = = = =∫ ∫ ∫
2 2

0 0 0

61 1 1(3 ) (3 ) 3 ( ) .12 4.
3 3 3

I f x dx f x d x f t dt  

Câu 69:  (Mã 103 - 2019) Cho hàm số ( )f x . Biết ( )0 4f =  và ( ) 2' 2sin 1,  f x x x= + ∀ ∈ , khi đó 

( )
4

0

df x x

π

∫  bằng 

A. 
2 16 4 .

16
π π+ −  B. 

2 4 .
16

π −  C. 
2 15 .

16
π π+  D. 

2 16 16 .
16

π π+ −  
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Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( ) ( ) ( )2 12sin 1 d 2 cos 2  d 2 sin 2 .
2

f x x x x x x x C= + = − = − +∫ ∫  

Vì ( )0 4 4f C= ⇒ =  

Hay ( ) 12 sin 2 4.
2

f x x x= − +  

Suy ra ( )
4 4

0 0

1d 2 sin 2 4 d
2

f x x x x x

π π

 = − + 
 ∫ ∫  

2 2
2 4

0

1 1 16 4cos 2 4 .
4 16 4 16

x x x
π

π π ππ + −
= + + = + − =  

Câu 70:  (Mã 104 - 2019) Cho hàm số ( )f x . Biết ( )0 4f =  và ( ) 22sin 3f x x′ = + , x R∀ ∈ , khi đó 

( )
4

0

df x x

π

∫  bằng 

A. 
2 2
8

π −
. B. 

2 8 8
8

π π+ −
. C. 

2 8 2
8

π π+ −
. D. 

23 2 3
8

π π+ −
. 

Lời giải 

Chọn C 

( ) ( ) ( ) ( )2 1d 2sin 3  d 1 cos 2 3  d 4 cos 2  d 4 sin 2
2

f x x x x x x x x x x C′ = + = − + = − = − +∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ta có ( )0 4f =  nên 14.0 sin 0 4 4
2

C C− + = ⇔ = . 

Nên ( ) 14 sin 2 4
2

f x x x= − + . 

( )
4 4

2

0 0

1 1d 4 sin 2 4 d 2 cos 2 4 4
2 4 0

f x x x x x x x x

π π π
   = − + = + + =   
   ∫ ∫

2 8 2
8

π π+ −
. 

Câu 71:  (Mã 102 - 2019) Cho hàm số ( )f x .Biết (0) 4f =  và 2( ) 2cos 3,f x x x′ = + ∀ ∈ , khi đó 

4

0

( )f x dx

π

∫  bằng? 

A. 
2 8 8

8
π π+ +

. B. 
2 8 2

8
π π+ +

. C. 
2 6 8

8
π π+ +

. D. 
2 2
8

π +
. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
, 2( ) ( ) (2cos 3)f x f x dx x dx= = +∫ ∫

1 cos 2(2. 3)
2

x dx+
= +∫  
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(cos 2 4)x dx= +∫ = 1 sin 2 4
2

x x C+ +  do (0) 4 4f C= ⇒ = . 

Vậy 1( ) sin 2 4 4
2

f x x x= + +  nên 
4 4

0 0

1( ) ( sin 2 4 4)
2

f x dx x x dx

π π

= + +∫ ∫  

2 4

0

1( cos 2 2 4 )
4

x x x
π

= − + +  
2 8 2

8
π π+ +

= . 

Câu 72:  (Đề Tham Khảo -2019) Cho 
( )

1

2
0

ln 2 ln 3
2

xdx a b c
x

= + +
+∫  với , ,a b c  là các số hữu tỷ. Giá trị 

của 3a b c+ +  bằng 
A. 2  B. 1 C. 2−  D. 1−  

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 2t x dt dx= + ⇒ =  

Đổi cận: 0 2x t= ⇒ = ; 1 3x t= ⇒ =  

( )

1

2
0 2

xdx
x +∫

( )3

2
2

2t dt
t
−

= ∫
3

2
2

1 2 dt
t t

 = − 
 ∫

3

2

2ln t
t

 = + 
 

( )2ln 3 ln 2 1
3

= + − +
1 ln 2 ln 3
3

= − − +  

Suy ra 1 ; 1; 1
3

a b c= − = − =  

3a b c+ + 1 1 1= − − + 1= − . 

Câu 73:  (Đề Minh Họa 2020 Lần 1) Cho hàm số ( )f x  có ( )3 3f =  và ( )
1 1

xf x
x x

′ =
+ − +

, 0x∀ >

. Khi đó ( )
8

3

df x x∫  bằng 

A. 7 . B. 197
6

. C. 29
2

. D. 181
6

. 

Lời giải 

Chọn B 

Xét ( )d d
1 1

xf x x x
x x

′ =
+ − +∫ ∫ . Đặt 2 21 1 1 d 2 dt x x t x t x t t= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = . 

Khi đó, ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 . 11d d 2 d 2 d 2 2 d
. 11 1

t tx tf x x x t t t t t t
t t t tx x

− +−′ = = ⋅ = ⋅ = +
− −+ − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )2 2 1 2 1t t C x x C= + + = + + + + . 

Mà ( ) ( )3 3 3 1 2 3 1 3 5f C C= ⇔ + + + + = ⇔ = − . 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 18 

( ) ( )1 2 1 5 2 1 4f x x x x x⇒ = + + + − = + + − . 

( ) ( ) ( )
88 8 2

3

3 3 3

4 19 197d 2 1 4 d 1 4 36
2 3 6 6
xf x x x x x x x

 
⇒ = + + − = + + − = − = 

 
∫ ∫ . 

Câu 74:  (Mã 102 2018) Cho 
21

5

ln 3 ln 5 ln 7
4

dx a b c
x x

= + +
+∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào 

sau đây đúng? 
A. 2a b c− = −  B. 2a b c+ = −  C. a b c+ =  D. a b c− = −  

Lời giải 

Chọn B 
Đặt 4 2t x tdt dx= + ⇒ = . 

Với 5 3x t= ⇒ = ; 21 5x t= ⇒ =  

Ta có 
21

5 4
dx

x x +∫
5

2
3

2
4

dt
t

=
−∫ ( ) 5

3

1 ln 2 ln 2
2

t t= − − +
1 1 1ln 2 ln 5 ln 7
2 2 2

= + − . 

Câu 75:  (Mã 101 2018) Cho 
55

16

d ln 2 ln 5 ln11
9

x a b c
x x

= + +
+∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. 3a b c+ =  B. 3a b c− = −  C. a b c− = −  D. a b c+ =  

Lời giải 
Chọn. A. 
Đặt 9t x= +  2 9 2 dt dt x t x⇒ = + ⇒ = . 
Đổi cận 16 5x t= ⇒ = , 55 8x t= ⇒ = . 

Do đó 
55

16

d
9

x
x x

=
+∫ ( )

8

2
5

2 dt
9

t
t t −∫

8

2
5

dt2
9t

=
−∫

8

5

1 1 1 d
3 3 3

x
x x

 = − − + ∫
81 3ln
53 3

x
x
−

=
+

 

1 5 1 1ln ln
3 11 3 4

= −
2 1 1ln 2 ln 5 ln11
3 3 3

= + − . 

Vậy 2 1 1; ;
3 3 3

a b c= = = −  a b c⇒ − = − . 

Câu 76:  (Đề Tham Khảo 2017) Tính tích phân 
2

2

1

2 1I x x dx= −∫  bằng cách đặt 2 1u x= − , mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 

A. 
3

0

I udu= ∫  B. 
2

1

1
2

I udu= ∫  C. 
3

0

2I udu= ∫  D. 
2

1

I udu= ∫  

Lời giải 

Chọn A 

2
2

1

2 1I x x dx= −∫  
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đặt 2 1 2u x du xdx= − ⇒ = . Đổi cận 1 0x u= ⇒ = ; 2 3x u= ⇒ =  

Nên 
3

0

I udu= ∫  

Câu 77:  (Đề Tham Khảo 2018) Biết 
2

1 ( 1) 1
dx dx a b c

x x x x
= − −

+ + +∫  với , ,a b c  là các số nguyên 

dương. Tính P a b c= + +  
A. 18P =  B. 46P =  C. 24P =  D. 12P =  

Lời giải 

Chọn B 

Cách 1 

( ) ( )
2 2 2

2
1 1 1

1
( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1

dx dx x xdx dx
x x x x x x x x x x x x

+ +
= =

+ + + + + + + + +
∫ ∫ ∫  

Đăt 1 1 11 2
2 1 2 ( 1)

x xt x x dt dx dt dx
x x x x

+ + 
= + + ⇒ = + ⇔ = + + 

 

Khi đó 
2 32 3

2
1 21 2

2 2 2 3 4 2 2 32 12 2I dt
t t

++

++

− = = = − + − = − − 
 ∫  

32 12 2 46.P a b c⇒ = + + = + + =  

Cách 2 

( )
( )( )

( )
( )

2 2 2

1 1 1

2 2

11 1

2
2 2 1 2 2 2 2 3 2 2

1 1

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1

1 1 1
( 1

12 2
)

32
1

x x x xdx dxdx dx
x x x x x x x x x x x x

x xx dx dx
x x x x

x

+ + + −
= =

+ + + + + + + + +

+ −  
= = − = +

− + = − − + = − −
+ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Câu 78:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Cho hàm số ( )f x  có ( )0 0f =  và ( ) 2cos cos 2 ,f x x x R′ = ∀∈ . 

Khi đó ( )
0

df x x
π

∫  bằng 

A. 1042
225

. B. 208
225

. C. 242
225

. D. 149
225

. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) ( ) 2d cos cos 2 df x f x x x x x′= =∫ ∫ ( )22cos 1 2sin dx x x= −∫ . 

Đặt sin d cos dt x t x x= ⇒ = . 

( ) ( )221 2 df x t t⇒ = −∫ ( )2 41 4 4 dt t t= − +∫ 3 5 3 54 4 4 4sin sin sin
3 5 3 5

t t t C x x x C= − + + = − + + . 

Mà ( )0 0 0f C= ⇒ = . 
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Do đó ( ) 3 54 4sin sin sin
3 5

f x x x x= − + 2 44 4sin 1 sin sin
3 5

x x x = − + 
 

. 

( ) ( )22 24 4sin 1 1 cos 1 cos
3 5

x x x = − − + −  
. 

Ta có ( ) ( ) ( )22 2

0 0

4 4d sin 1 1 cos 1 cos d
3 5

f x x x x x x
π π  = − − + −  ∫ ∫ . 

Đặt cos d sin dt x t x x= ⇒ = −  
Đổi cận 0 1; 1x t x tπ= ⇒ = = ⇒ = − . 

Khi đó, ( ) ( ) ( )
1

22 2

0 1

4 4d 1 1 1 d
3 5

f x x t t t
π

−

 = − − + −  ∫ ∫
1

2 4

1

7 4 4 d
15 15 5

t t t
−

 = − + 
 ∫  

1
3 4

1

7 4 4
15 45 5

t t t
−

 = − + 
 

= 242
225

. 

Câu 79:  (Đề Minh Họa 2017) Tính tích phân 3

0

cos .sin dI x x x
π

= ∫ . 

A. 1
4

I = −  B. 41
4

I π= −  C. 4I π= −  D. 0I =  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 3

0

cos .sinI x xdx
π

= ∫ . Đặt cos sin sint x dt xdx dt xdx= ⇒ = − ⇔ − =  

Đổi cận: Với 0 1x t= ⇒ = ; với 1x tπ= ⇒ = − . 

Vậy ( )1 41 1 4 4
3 3

1 1 1

11 0
4 4 4
tI t dt t dt

−

− −

−
= − = = = − =∫ ∫ . 

Cách khác : Bấm máy tính. 

Câu 80:  (Đề Tham Khảo 2017) Cho 
1

0

d 1ln
1 2x

x ea b
e

+
= +

+∫ , với ,a  b  là các số hữu tỉ. Tính 3 3S a b= +

. 
A. 2S = − . B. 0S = . C. 1S = . D. 2S = . 

Lời giải 
Chọn B 

Cách 1. Đặt d dx xt e t e x= ⇒ = . Đổi cận: 0 1; 1x t x t e= ⇒ = = ⇒ =  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1
0 0 1 1

d d d 1 1 d ln ln 1 1 ln 1 ( ln 2)
1 1 11

e ex e

x x x

x e x t t t t e
e t t t te e

 = = = − = − + = − + − − + + ++  ∫ ∫ ∫ ∫  

3 312 11 ln 1 ln 0
11 2

ae S a b
be
=+

= + = − ⇒ ⇒ = + = = −+ 
. 
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Cách 2. 
( ) ( )1 1 1 1 11

0 0
0 0 0 0

1 d 1d 1d d ln 1 1 ln
1 1 1 2

x x x
x

x x x

e e ex ex x x e
e e e

+ − + +
= = − = − + = −

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ . 

Suy ra 1a =  và 1b = − . Vậy 3 3 0S a b= + = . 

Câu 81:  (Đề Tham Khảo 2020 Lần 2) Xét 
2

2

0

e dxx x∫ , nếu đặt 2u x=  thì 
2

2

0

e dxx x∫  bằng 

A. 
2

0

2 e du u∫ . B. 
4

0

2 e du u∫ . C. 
2

0

1 e d
2

u u∫ . D. 
4

0

1 e d
2

u u∫ . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 2 dd 2 d d
2
uu x u x x x x= ⇒ = ⇔ = . 

Khi 0 0x u= ⇒ = , khi 2 4x u= ⇒ = . 

Do đó 
2

2 4

0 0

1e d e d
2

x ux x u=∫ ∫ . 

Câu 82:  (Đề Minh Họa 2017) Tính tích phân 
1

ln
e

I x xdx= ∫ : 

A. 
2 1
4

eI −
=  B. 1

2
I =  C. 

2 2
2

eI −
=  D. 

2 1
4

eI +
=  

Lời giải 

Chọn D 

1

ln
e

I x xdx= ∫ . Đặt 
2

1
ln

2

 == ⇒ =  =


du dxu x x
dv xdx xv

 

2 2 2 2 2 2 2 2

0 00 0

1 1 1 1ln .
2 2 2 2 2 4 2 4 4 4

e ee ex x e e x e e eI x dx xdx
x

+
⇒ = − = − = − = − + =∫ ∫ . 

Câu 83:  (Mã 103 2018) Cho ( )
e

2

1

1 ln d e ex x x a b c+ = + +∫   với a , b , c  là các số hữu tỷ. Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 
A. a b c+ =  B. a b c+ = −  C. a b c− =  D. a b c− = −  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( )
e

1

1 ln dx x x+∫ 
e e

1 1

1.d ln dx x x x= +∫ ∫ 
e

1

e 1 ln dx x x= − + ∫  . 
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Đặt 
2

1ln d d

d .d
2

u x u x
x
xv x x v

 = ⇒ =

 = ⇒ =


 

Khi đó 
e

1

ln dx x x∫ 
e2 e

1 1

1ln d
2 2
x x x x= − ∫  

2 e
2

1

e 1
2 4

x= −  
2 2e e 1

2 4 4
= − +  

2e 1
4 4

= + . 

Suy ra ( )
e

1

1 ln dx x x+∫ 
2e 1e 1

4 4
= − + +  

2e 3e
4 4

= + −  nên 1
4

a = , 1b = , 3
4

c = − . 

Vậy a b c− = . 

Câu 84:  (Mã 104 2018) Cho ( ) 2

1

2 ln d
e

x x x ae be c+ = + +∫  với , ,a b c là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào sau 

đây đúng? 
A. a b c+ =  B. a b c− =  C. a b c− = −  D. a b c+ = −  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )
1 1 1

2 ln d 2d ln d 2 2 2
1

e e e e
x x x x x x x x I e I+ = + = + = − +∫ ∫ ∫ với 

1

ln d
e

I x x x= ∫  

Đặt 
ln

d d
u x

v x x
=

 =
 

2

1d d

2

u x
x

xv

 =⇒ 
 =


 

2 2 2

1

ln d ln
1 1 12 2 2 4

ee e ex x x xI x x x⇒ = − = −∫ ( )
2 2

21 11
2 4 4
e ee +

= − − =  

( )
2

2

1

1 1 72 ln d 2 2 2
4 4 4

e ex x x e e e+
⇒ + = − + = + −∫  

1
4
2

7
4

a

b

c

 =


⇒ =

 = −


 a b c⇒ − =  

Câu 85:  (Đề tham khảo 2017) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) ( )
1

0

1 d 10x f x x′+ =∫  và ( ) ( )2 1 0 2f f− =

. Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. 12I = −  B. 8I =  C. 1I =  D. 8I = −  
Lời giải 
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Chọn D 

Đặt 
( ) ( )
1 d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= + =  ⇒ ′= =  

. Khi đó ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 dI x f x f x x= + − ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

10 2 1 0 d d 10 2 8f f f x x f x x= − − ⇒ = − + = −∫ ∫  

Vậy ( )
1

0

d 8f x x = −∫ . 

Câu 86:  (Mã 104 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  . Biết ( )3 1=f  và

( )
1

0
3 d 1=∫ xf x x , khi đó ( )

3
2

0
d′∫ x f x x  bằng 

A. 25
3

. B. 3 . C. 7 . D. 9− . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 
13 d 3d d d
3

= ⇒ = ⇒ =t x t x x t . 

Suy ra ( ) ( ) ( )
1 3 3

0 0 0

11 3 d d 9
9

= = ⇔ =∫ ∫ ∫xf x x tf t t tf t dt . 

Đặt ( ) ( )
2

d d

d d
2

′ =
 = ⇒ 

= = 


u f t t
u f t

tv t t v
. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33 3 32 2

2 '

0 0 00

9 1d d 3 d
2 2 2 2

′⇒ = − = −∫ ∫ ∫
t ttf t t f t f t t f t f t t . 

( ) ( )
3 3

2 2

0 0

9 19 d d 9
2 2

′ ′⇔ = − ⇔ = −∫ ∫t f t t t f t t . 

Vậy ( )
3

2

0
d 9′ = −∫ x f x x . 

Câu 87:  (Mã 101 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên .  Biết ( )4 1f =  và 

( )
1

0
4 1,xf x dx =∫  khi đó ( )

4 2

0
x f x dx′∫  bằng 

A. 8. B. 14. C. 
31
2

. D. 16− . 

Lời giải 
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Chọn D 

Xét ( )
1

0
4 1.xf x dx =∫  Đặt: 

( ) ( ) ( )
4 4 4

0 0 0

1 14 . . 1 . 16 . 16.
4 4

t x t f t dt t f t dt x f x dx= ⇒ = ⇒ = ⇒ =∫ ∫ ∫  

Xét ( ) ( )
4 42 2

0 0
I x f x dx x df x′= =∫ ∫  

Suy ra: ( ) ( ) ( )
442 2

0 0
. 2 . 4 4 2.16 16.I x f x x f x dx f= − = − = −∫  

Câu 88:  (Mã 103 - 2019) Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên  . Biết ( )6 1f =  và ( )
1

0

6 d 1xf x x =∫

, khi đó ( )
6

2

0

dx f x x′∫  bằng 

A. 107
3

. B. 34 . C. 24 . D. 36− . 

Lời giải 

Chọn D 

Theo bài ra: ( )
1

0

6 d 1xf x x =∫ . 

Đặt 6 d 6dt x t x= ⇒ = . 
Đổi cận: 

 

Do đó: ( ) ( ) ( ) ( )
1 6 6 6

0 0 0 0

1 d 16 d 1 . 1 . d 1 . d 36
6 6 36

txf x x t f t t f t t t f t t= ⇔ = ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Tính ( )
6

2

0

dI x f x x′= ∫ . 

Đặt 
( ) ( )

2 d 2 d
d d

u x xu x
v f xv f x x
= =  ⇔  =′= 

 

( ) ( ) ( ) ( )
6 6

2

0 0

6
2 d 36 6 2 d 36.1 2.36 36

0
I x f x xf x x f xf x x⇒ = − = − = − = −∫ ∫ . 

Câu 89:  (Mã 102 - 2019) Cho hàm số ( )f x có đạo hàm liên tục trên  . Biết (5) 1f   và 
1

0

(5 ) 1xf x dx  , khi đó 
5

2

0

( )x f x dx  bằng 

A. 15  B. 23  C. 123
5

 D. 25  

Lời giải 

Chọn D 
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+)        
5 5 5

52 2 2 2

0
0 0 0

.I x f x dx x df x x f x f x dx       

     
5

0

25. 5 0. .2f f x f x xdx    

 
5

0

25 2 xf x dx    

+) Ta có: 
1

0

(5 ) 1xf x dx   

Đặt 5x t  
5

0

(t) 1
5 5
t tf d   

5

0

(t) 25tf dt   

Vậy 25 2 25 25I = − × = − . 

Câu 90:  (Đề Tham Khảo 2018) Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn 

( ) [ ]
1

2

0

1 0,  ( ) d 7f f x x′= =∫  và 
1

2

0

1( )d
3

x f x x =∫ . Tính tích phân 
1

0

( )df x x∫  

A. 4  B. 7
5

 C. 1 D. 7
4

 

Lời giải 
Chọn B 

Cách 1: Đặt ( ) ( )u f x du f x dx′= ⇒ = , 
3

2

3
xdv x dx v= ⇒ = . 

Ta có ( ) ( ) ( )
1 1 13 3

3

0 00

1 1
3 3 3

x xf x f x dx x f x dx′ ′= − ⇒ = −∫ ∫  

Ta có [ ] ( )
1 1 1 1

226 3 3

0 0 0 0

49 d 7,  ( ) d 7, 2.7 . 14 7 ( ) d 0x x f x x x f x dx x f x x′ ′ ′ = = = − ⇒ + = ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
4

3 77 ( ) 0
4
xx f x f x C′⇒ + = ⇒ = − + , mà ( ) 71 0

4
f C= ⇒ =  

1 1 4

0 0

7 7 7( )d d
4 4 5
xf x x x

 
⇒ = − + = 

 
∫ ∫ . 

Cách 2: Nhắc lại bất đẳng thức Holder tích phân như sau: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2.
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx
 

≤ 
 
∫ ∫ ∫  

Dấu bằng xảy ra khi ( ) ( ) [ ]( ). , ; ,= ∀ ∈ ∈f x k g x x a b k  
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Ta có ( ) ( )
21 1 13 6

2

0 0 0

1 1.
9 3 9 9

x xf x dx dx f x dx
 

′ ′ = ≤ =   
 
∫ ∫ ∫ . Dấu bằng xảy ra khi ( )

3

.
3
xf x k′ = . 

Mặt khác ( ) ( )
1 3

3

0

1 21 7
3 3
x f x dx k f x x−′ ′= ⇒ = ⇒ = −∫  suy ra ( )

47 7
4 4
xf x = − + . 

Từ đó 
1 1 4

0 0

7 7 7( )d d
4 4 5
xf x x x

 
= − + = 

 
∫ ∫ . 

Câu 91:  (Mã 102 2018) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn 1(2)
3

f = −  và [ ]2( ) ( )f x x f x′ =  với mọi .x∈  

Giá trị của (1)f  bằng 

A. 2
3

−  B. 2
9

−  C. 7
6

−  D. 11
6

−  

Lời giải 

Chọn A 

Từ hệ thức đề cho: [ ]2( ) ( )f x x f x′ =  (1), suy ra 0( )f x′ ≥  với mọi [1;2]x∈ . Do đó ( )f x  là hàm 

không giảm trên đoạn [1;2] , ta có (( 0) 2)ff x ≤ <  với mọi [1;2]x∈ . 

Chia 2 vế hệ thức (1) cho [ ]
[ ]

[ ]2
2

( )( ) ,
( )

1;2 .f xf x x x
f x

∈
′

⇒ = ∀  

Lấy tích phân 2 vế trên đoạn [1;2]  hệ thức vừa tìm được, ta được: 

[ ] [ ]

22 2 2

2 2
1 1 1 1

( ) 1 3 1 3 1 1 3d d d ( )
2 ( ) 2 (1) (2) 2( ) ( )

f x x x x f x
f x f ff x f x

′ −
= ⇒ = ⇒ = ⇒ − =∫ ∫ ∫  

Do 1(2)
3

f = −  nên suy ra 2(1) .
3

f = −  

Chú ý: có thể tự kiểm tra các phép biến đổi tích phân trên đây là có nghĩa. 

Câu 92:  (Mã 104 2018) Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) 12
5

f = −  và ( ) ( ) 23f x x f x′ =     với mọi x∈

. Giá trị của ( )1f  bằng 

A. 4
35

−  B. 71
20

−  C. 79
20

−  D. 4
5

−  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
23 3 3

2 2
1 1

d d
f x f x

f x x f x x x x x
f x f x
′ ′

′ = ⇒ = ⇒ =   ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1 15 1 1 15 41
4 2 1 4 5

f
f x f f

 
⇔ − = ⇔ − + = ⇔ = −  

 
. 
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Câu 93:  (Minh họa 2020 Lần 1) Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thảo mãn 

( ) ( )3 2 10 61 2 ,xf x f x x x x x+ − = − + − ∀ ∈ . Khi đó ( )
0

1

df x x
−
∫ ? 

A. 17
20
− . B. 13

4
− . C. 17

4
. D. 1− . 

Lời giải 

Chọn B 
Ta có ( ) ( ) ( ) ( )3 2 10 6 2 3 2 11 7 21 2 1 2xf x f x x x x x f x xf x x x x+ − = − + − ⇒ + − = − + − . 

Lấy tích phân hai vế cận từ 0  đến 1 ta được: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1 1
2 3 2 11 7 2

0 0 0
1 1

3 3 2 2

0 0
1 0

0 1
1 1

0 0
1

0
1

0

d 1 d 2 d

1 1 5d 1 d 1
3 2 8

1 1 5d d
3 2 8

1 1 5d d
3 2 8

5 5d
6 8

3d
4

x f x x x f x x x x x x

f x x f x x

f t t f t t

f t t f t t

f t t

f t t

+ − = − + −

⇔ − − − = −

⇒ − = −

⇔ + = −

⇔ = −

⇔ = −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

. 

Suy ra ( )
1

0

3d
4

f x x = −∫ . 

Lấy tích phân hai vế cận từ 1−  đến 0  ta được: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0
2 3 2 11 7 2

1 1 1
0 0

3 3 2 2

1 1
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1

1 0

d 1 d 2 d

1 1 17d 1 d 1
3 2 24

1 1 17d d
3 2 24

1 1 17d d
3 2 24

1 17 1d d
3 24 2

x f x x x f x x x x x x

f x x f x x

f t t f t t

f t t f t t

f t t f t t

− − −

− −

−

−

−

+ − = − + −

⇔ − − − = −

⇒ − = −

⇔ − = −

⇔ = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( )

( )

0 1

1 0
0

1

1 17 1 17 1 3 13d d .
3 24 2 24 2 4 12

13d
4

f x x f x x

f x x

−

−

− −
⇒ = + = − = −

−
⇒ =

∫ ∫

∫
. 
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Câu 94:  (Đề Tham Khảo 2017) Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thoả mãn 

( ) ( ) 2 2cos 2f x f x x+ − = + , x∀ ∈ . Tính ( )

3
2

3
2

.I f x dx

π

π
−

= ∫  

A. 6I = −  B. 0I =  C. 2I = −  D. 6I =  
Lời giải 

Chọn D 

Đặt x t= − . Khi đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
0 0 0 2

3 3 3 0
2 2 2

f x dx f t d t f t dt f x dx

π

π π π
−

= − − = − − = −∫ ∫ ∫ ∫  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3
02 2 2 2

3 3 0 0 0
2 2

I f x d x f x d x f x d x f x d x f x d x

π π π π

π π
− −

= = + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Hay ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
2 2 2

0 0 0
2 2cos 2 2(1 cos 2 )I f x f x d x xd x x d x

π π π

= − + = + = +∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
2 2 2 2

2

0 0 0
2

4cos 2 cos 2 cos 2 cosI xd x x d x xd x xd x

π π π π

π
⇔ = = = −∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy 
3

2 2
0

2

2sin | 2sin | 6.I x x
π π

π= − =  



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 68 

 

BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 
 
Câu 1: Khẳng định nào trong các khẳng định sau đúng với mọi hàm f , g  liên tục trên K  và a , b  là 

các số bất kỳ thuộc K ? 

A. [ ]( ) 2 ( ) d ( )d +2 ( )d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x+ =∫ ∫ ∫ . B. 
( )d

( )d
( )

( )d

b

b
a
b

a

a

f x x
f x x
g x

g x x
=
∫

∫
∫

. 

C. [ ]( ). ( ) d ( )d  . ( )d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x=∫ ∫ ∫ . D. 
2

2 ( )d = ( )d
b b

a a

f x x f x x
 
 
 

∫ ∫ . 

Câu 2: Cho ( )
2

2

d 1f x x
−

=∫ , ( )
4

2

d 4f t t
−

= −∫ . Tính ( )
4

2

df y y∫ . 

A. 5I = . B. 3I = − . C. 3I = . D. 5I = − . 

Câu 3: Cho ( )
2

0
3f x dx =∫  và ( )

2

0
7g x dx =∫ , khi đó ( ) ( )

2

0
3f x g x dx + ∫  bằng 

A. 16 . B. 18− . C. 24 . D. 10 . 

Câu 4: Cho 
1

0

( )f x∫ dx 1= − ; 
3

0

( )f x∫ dx 5= . Tính 
3

1

( )f x∫ dx 

A. 1. B. 4. C. 6. D. 5. 

Câu 5: Cho ( )
2

1

d 3f x x = −∫  và ( )
3

2

d 4f x x =∫ . Khi đó ( )
3

1

df x x∫  bằng 

A. 12. B. 7. C. 1. D. 12− . 

Câu 6: Cho hàm số ( )f x  liên tục, có đạo hàm trên [ ] ( ) ( )1;2 , 1 8; 2 1f f− − = = − . Tích phân ( )
2

1

'f x dx
−
∫  

bằng 
A. 1.  B. 7.  C. 9.−  D. 9.  

Câu 7: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên R  và có 
2 4

0 2

( )d 9; ( )d 4.f x x f x x= =∫ ∫ Tính 
4

0

( )d .I f x x= ∫  

A. 5I = . B. 36I = . C. 9
4

I = . D. 13I = . 

Câu 8: Cho ( ) ( )
0 3

1 0

3 3.f x dx f x dx
−

= =∫ ∫  Tích phân ( )
3

1

f x dx∫  bằng 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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A. 6  B. 4  C. 2  D. 0  

Câu 9: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
4

0

d 10f x x =∫ , ( )
4

3

d 4f x x =∫ . Tích phân ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 4 . B. 7 . C. 3 . D. 6 . 

Câu 10: Cho hàm số  f x  liên tục trên   thoả mãn ( )
8

1

d 9f x x =∫ , ( )
12

4

d 3f x x =∫ , ( )
8

4

d 5f x x =∫ . 

Tính ( )
12

1

dI f x x= ∫ . 

A. 17I  . B. 1I  . C. 11I  . D. 7I  . 

Câu 11: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;10  thỏa mãn ( )
10

0

7f x dx =∫ , ( )
6

2

3f x dx =∫ . Tính 

( ) ( )
2 10

0 6

P f x dx f x dx= +∫ ∫ . 

A. 10P = . B. 4P = . C. 7P = . D. 6P = − . 
Câu 12: Cho f , g  là hai hàm liên tục trên đoạn [ ]1;3  thoả: 

( ) ( )
3

1

3 d 10f x g x x+ =  ∫ , ( ) ( )
3

1

2 d 6f x g x x− =  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

df x g x x+  ∫ . 

A. 7. B. 6. C. 8. D. 9. 

Câu 13: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  và ( )
10

0

7f x dx =∫ ; ( )
6

2

3f x dx =∫ . Tính 

( ) ( )
2 10

0 6

P f x dx f x dx= +∫ ∫ . 

A. 4P =  B. 10P =  C. 7P =  D. 4P = −  

Câu 14: Cho ,f g  là hai hàm số liên tục trên [ ]1;3  thỏa mãn điều kiện ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫  đồng thời 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

dxf x g x+  ∫ . 

A. 9 . B. 6 . C. 7 . D. 8 . 

Câu 15: Cho f , g  là hai hàm liên tục trên [ ]1;3  thỏa: ( ) ( )
3

1

3 d 10f x g x x+ =  ∫  và 

( ) ( )
3

1

2 d 6f x g x x− =  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

dI f x g x x= +  ∫ . 

A. 8. B. 7. C. 9. D. 6. 

Câu 16: Cho ( )
2

0

d 5f x x =∫
π

. Tính ( )
2

0

2sin d 5I f x x x = + = ∫
π

. 

A. 7I =  B. 5
2

I = +
π  C. 3I =  D. 5I = +π  

Câu 17: Cho ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
2

1

d 1g x x
−

= −∫ . Tính ( ) ( )
2

1

2 3 dI x f x g x x
−

 = + − ∫ . 

A. 17
2

I =  B. 5
2

I =  C. 7
2

I =  D. 11
2

I =  
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Câu 18: Cho hai tích phân ( )
5

2

d 8f x x
−

=∫  và ( )
2

5

d 3g x x
−

=∫ . Tính ( ) ( )
5

2

4 1 dI f x g x x
−

 = − − ∫  

A. 13.  B. 27.  C. 11− . D. 3 . 

Câu 19: Cho 
2

1

( ) 2f x dx
−

=∫  và 
2

1

( ) 1g x dx
−

= −∫ , khi đó [ ]
2

1

2 ( ) 3 ( )x f x g x dx
−

+ +∫  bằng 

A. 5
2

 B. 7
2

 C. 17
2

 D. 11
2

 

Câu 20: Cho ( )
2

0

d 3f x x =∫ , ( )
2

0

d 1g x x = −∫  thì ( ) ( )
2

0

5 df x g x x x − + ∫  bằng: 

A. 12 . B. 0 . C. 8 . D. 10  

Câu 21: Cho ( )
5

0

d 2f x x = −∫ . Tích phân ( )
5

2

0

4 3 df x x x − ∫  bằng 

A. 140− . B. 130− . C. 120− . D. 133− . 

Câu 22: Cho ( )
2

1

4 2 1f x x dx − = ∫ . Khi đó ( )
2

1

f x dx∫ bằng: 

A. 1. B. 3− . C. 3 . D. 1− . 

Câu 23: Cho ( )
1

0

1f x dx =∫  tích phân ( )( )
1

2

0

2 3f x x dx−∫  bằng 

A. 1. B. 0 . C. 3 . D. 1− . 

Câu 24: Tính tích phân ( )
0

1

2 1I x dx
−

= +∫ . 

A. 0I = . B. 1I = . C. 2I = . D. 
1
2

I = − . 

Câu 25: Tích phân ( )( )
1

0

3 1 3 dx x x+ +∫  bằng 

A. 12 . B. 9 . C. 5 . D. 6 . 

Câu 26: Giá trị của 
2

0

sin xdx

π

∫  bằng 

A. 0. B. 1. C. -1. D. 
2
π . 

Câu 27: Tính tích phân 
2

0

(2 1)I x dx= +∫  

A. 5I = . B. 6I = . C. 2I = . D. 4I = . 
 

Câu 28: Với ,a b  là các tham số thực. Giá trị tích phân ( )2

0

3 2 1 d
b

x ax x− −∫  bằng 

A. 3 2b b a b− − . B. 3 2b b a b+ + . C. 3 2b ba b− − . D. 23 2 1b ab− − . 

Câu 29: Giả sử 
4

0

2sin 3
2

I xdx a b

π

= = +∫  ( ),a b∈ . Khi đó giá trị của a b−  là 
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A. 1
6

−  B. 1
6

−  C. 3
10

−  D. 1
5

 

Câu 30: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )( )
2

2

0

3 d 10+ =∫ f x x x . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2 . B. 2− . C. 18 . D. 18− . 

Câu 31: Cho ( )2

0

3 2 1 d 6
m

x x x− + =∫ . Giá trị của tham số m thuộc khoảng nào sau đây? 

A. ( )1;2− . B. ( );0−∞ . C. ( )0;4 . D. ( )3;1− . 

Câu 32: Tính tích phân 2
1

1 1e

I dx
x x

 = − 
 ∫  

A. 1I
e

=  B. 1 1I
e

= +  C. 1I =  D. I e=  

Câu 33: Tính tích phân 
3

0

d
2

xI
x

=
+∫ . 

A. 21
100

I = − . B. 5ln
2

I = . C. 5log
2

I = . D. 4581
5000

I = . 

Câu 34: 
2

1

d
3 2

x
x −∫  bằng 

A. 2ln 2 . B. 2 ln 2
3

. C. ln 2 . D. 1 ln 2
3

. 

Câu 35: Tính tích phân 
2

1

1dxI x
x
−

= ∫ . 

A. 1 ln 2I = − . B. 7
4

I = . C. 1 ln 2I = + . D. 2ln 2I = . 

Câu 36: Biết 
3

1

2 ln ,x dx a b c
x
+

= +∫  với , , , 9.a b c c∈ <  Tính tổng .S a b c= + +  

A. 7S = . B. 5S = . C. 8S = . D. 6S = . 

Câu 37: Tích phân 
1

0

1 d
1

I x
x

=
+∫  có giá trị bằng 

A. ln 2 1− . B. ln 2− . C. ln 2 . D. 1 ln 2− . 

Câu 38: Tính 

3

2
2

d
1

xK x
x

=
−∫

. 

A. ln 2K = . B. 1 8ln
2 3

K = . C. 2ln 2K = . D. 8ln .
3

K =  

Câu 39: Biết rằng hàm số ( )f x mx n= +  thỏa mãn ( )
1

0

d 3f x x =∫ , ( )
2

0

d 8f x x =∫ . Khẳng định nào dưới 

đây là đúng? 
A. 4m n+ = . B. 4m n+ = − . C. 2m n+ = . D. 2m n+ = − . 

Câu 40: Biết rằng hàm số ( ) 2f x ax bx c= + +  thỏa mãn ( )
1

0

7d
2

f x x = −∫ , ( )
2

0

d 2f x x = −∫  và 

A. 3
4

− . B. 4
3

− . C. 4
3

. D. 3
4

. 
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Câu 41: Cho ( )
1

2

0

4 2 d= −∫I x m x . Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để 6 0+ >I ? 

A. 1. B. 5. C. 2. D. 3. 

Câu 42: Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của a  để ( )
0

2 3 d 4
a

x x− ≤∫ ? 

A. 5 . B. 6 . C. 4 . D. 3 . 

Câu 43: Có bao nhiêu số thực b  thuộc khoảng ( );3π π  sao cho 4cos 2 1
b

xdx
π

=∫ ? 

A. 8. B. 2. C. 4. D. 6. 

Câu 44: Cho hàm số ( )f x  có (0) 4f =  và
2( ) 2cos 1,f x x x′ = + ∀ ∈  Khi đó 

4

0

( )f x dx∫
π

 bằng. 

A. 
2 16 16

16
π π+ +

. B. 
2 4
16

π +
. C. 

2 14
16

π π+
. D. 

2 16 4
16

π π+ +
. 

Câu 45: Cho hàm số ( )f x  có ( )0 0f =  và ( ) 4sin ,  f x x x′ = ∀ ∈ . Tích phân ( )
2

0

df x x∫
π

 bằng 

A. 
2 6
18
−π . B. 

2 3
32
−π . C. 

23 16
64
−π . D. 

23 6
112
−π . 
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TÍCH PHÂN HÀM SỐ HỮU TỶ 

Tính ( )
( )

b

a

P x
I dx

Q x
= ∫ ? với ( )P x  và ( )Q x  là các đa thức không chứa căn. 

 Nếu bậc của tử ( )P x  ≥  bậc mẫu ( )Q x PP→  chia đa thức. 

 Nếu bậc của tử ( )P x  <  bậc mẫu ( )Q x  mà mẫu số phân tích được thành tích số PP→  
đồng nhất thức để đưa thành tổng của các phân số. 
Một số trường hợp đồng nhất thức thường gặp: 

+ 
( )( )

1 1 a b
ax m bx n an bm ax m bx n

 = − + + − + + 
 ( )1  

+ 
( )( )

( ) ( )
( )( )

A B mA B x Ab Bamx n A B
Ab Ba nx a x b x a x b x a x b
+ =+ − + +

= + = ⇒  + = −− − − − − − 
. 

+ 
( )( ) ( )2 2

1 A Bx C
x mx m ax bx c ax bx c

+
= +

−− + + + +
 với 2 4 0b ac∆ = − < . 

+ 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 A B C D
x a x bx a x b x a x b

= + + +
− −− − − −

. 

 Nếu bậc tử ( )P x  <  bậc mẫu ( )Q x  mà mẫu không phân tích được thành tích số, ta xét một 

số trường hợp thường gặp sau: 

+ 
( )

( )1 2 2
 , * . tann

PPdxI n N x a t
x a

= ∈ → =
+

∫ . 

+ ( )2 2 2

x, 0

2 4

dx dI
ax bx c ba x

a a

= ∆ < =
+ +  ∆   + + −    

     

∫ ∫ . Ta sẽ đặt tan
2 4
bx t
a a

∆
→ + = − . 

+ 3 2 .px qI dx
ax bx c

+
=

+ +∫  với 2 4 0b ac∆ = − < . Ta sẽ phân tích: 

( )

2

3 2 2

2 . .
2 2

IA

ax b dxp b p dxI q
a ax bx c a ax bx c

+  = + − + + + + ∫ ∫
 

 và giải A bằng cách đặt t =  mẫu số. 

Câu 46: Biết 
( )( )

2

1

d ln 2 ln 3 ln 5
1 2 1

x a b c
x x

= + +
+ +∫ . Khi đó giá trị a b c+ +  bằng 

A. 3− . B. 2 . C. 1. D. 0 . 

Câu 47: Biết ( )
0 2

1

3 5 1 2ln , ,
2 3

x xI dx a b a b
x−

+ −
= = + ∈

−∫  . Khi đó giá trị của 4a b+ bằng 

A. 50  B. 60  C. 59  D. 40  

Câu 48: Biết 
21

0

2 1 ln 2
1

x dx n
x m
− −

= +
+∫ , với ,m n  là các số nguyên. Tính m n+ . 

A. 1S = . B. S 4= . C. S 5= − . D. S 1= − . 
 

Câu 49: Tích phân ( )21

2
0

1
d ln

1
x

I x a b
x
−

= = −
+∫  trong đó a , b  là các số nguyên. Tính giá trị của biểu thức 

a b+ . 
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A. 1. B. 0 . C. 1− . D. 3 . 

Câu 50: Biết 
5 2

3

1d ln
1 2

x x bx a
x
+ +

= +
+∫  với a , b  là các số nguyên. Tính 2S a b  . 

A. 2S = . B. 2S = − . C. 5S = . D. 10S = . 

Câu 51: Cho 
2

2

1

10d ln
1

x ax x
x b b

 + = + + ∫  với ,a b∈ . Tính ?P a b= +  

A. 1P = . B. 5P = . C. 7P = . D. 2P = . 

Câu 52: Cho 
3

2
1

3 ln 2 ln 3 ln 5
3 2

x dx a b c
x x

+
= + +

+ +∫ , với a, b, c là các số nguyên. Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 0 . B. 2 . C. 3 . D. 1. 

Câu 53: Cho 
4

2
3

5 8 d ln 3 ln 2 ln 5
3 2
−

= + +
− +∫
x x a b c

x x
, với ,  ,  a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 32 − +a b c  bằng 

A. 12  B. 6  C. 1 D. 64  

Câu 54: Biết 
5 2

3

1d ln
1 2

x x bx a
x
+ +

= +
+∫  với a , b  là các số nguyên. Tính 2S a b  . 

A. 2S = . B. 2S = − . C. 5S = . D. 10S = . 

Câu 55: Biết rằng 
1

2
0

1 d
1

ax
x x b

π
=

+ +∫  ( ), , 10a b a∈ < . Khi đó a b+ có giá trị bằng 

A. 14 . B. 15 . C. 13 . D. 12 . 

Câu 56: Biết 
2 2

2
0

5 2 d ln 3 ln 5
4 3

x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫ , ( ), ,a b c∈ . Giá trị của abc  bằng 

A. 8− . B. 10− . C. 12− . D. 16 . 

Câu 57: Giả sử rằng 
0 2

1

3 5 1 2ln
2 3

x x dx a b
x−

+ −
= +

−∫ . Khi đó, giá trị của 2a b+  là 

A. 30 . B. 60 . C. 50 . D. 40 . 

Câu 58: Biết 
4 3 2

2
1

7 3 d ln 5
3

x x x ax c
x x b
+ + +

= +
− +∫  với a , b , c  là các số nguyên dương và a

b
 là phân số tối 

giản. Tính 
2 3P a b c= − − . 

A. 5− . B. 4− . C. 5. D. 0. 

Câu 59: Cho 
1 2

2
0

4 15 11d ln 2 ln 3
2 5 2
x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫  với a , b , c  là các số hữu tỷ. Biểu thức .T a c b= −  

bằng 

A. 4 . B. 6 . C. 1
2
− . D. 1

2
. 

Câu 60: Biết 
1 2

0

2 1d ln 2
1

x x n
x m
− −

= +
+∫ , với m , n  là các số nguyên. Tính S m n= + . 

A. 1S = − . B. 5S = − . C. 1S = . D. 4S = . 

Câu 61: Cho 
1

2
0

1 d ln 2 ln 3
3 2

x a b
x x

= +
+ +∫ , với ,a b  là các số hữu tỷ. Khi đó a b+  bằng 

A. 0 . B. 2 . C. 1. D. 1− . 
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Câu 62: Cho 
1 2

2
0

2 3 d ln 2 ln 3
3 2

x x x a b c
x x

+
= + +

+ +∫  với a , b , c  là các số nguyên. Tổng a b c+ +  bằng 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 1− . 

Câu 63: Cho biết 
2

2
0

1 ln 5 ln 3
4 3

x dx a b
x x


 

  , với ,a b . Tính 2 2T a b   bằng 

A. 13.  B. 10.  C. 25.  D. 5.  

Câu 64: Biết 
2 2

2
0

5 2 d ln 3 ln 5
4 3

x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫ , ( ), ,a b c∈ . Giá trị của abc  bằng 

A. 8− . B. 10− . C. 12− . D. 16 . 

Câu 65: Biết 
4 3 2

2
1

7 3d ln 5
3

x x x ax c
x x b
+ + +

= +
− +∫  với ,a ,b c  là các số nguyên dương và a

b  
là phân số tối giản. 

Tính giá trị của 2 3P a b c= − − . 
A. 5− . B. 3− . C. 6 . D. 4− . 

Câu 66: Cho 
( )( )

3

2

d ln 2 ln 3 ln 5
1 2

x a b c
x x

= + +
+ +∫  với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 2 3a b c+ −  

bằng 
A. 3 . B. 6 . C. 5 . D. 4 . 

Câu 67: Cho 
4

2
3

2 3 d ln 2 ln 3 ln 7
3

x x a b c
x x

+
= + +

+∫  với ,  ,  a b c∈ . Giá trị của 2 3 7a b c+ +  bằng 

A. 9− . B. 6 . C. 15 . D. 3 . 

Câu 68: Cho 
( )

2

2
1

.ln 2 .ln 3
1

x dx a b c
x

= + +
+∫ , với , ,a b c là các số hữu tỷ. Giá trị 6a b c+ +  bằng: 

A. 2− . B. 1. C. 2 . D. 1− . 

Câu 69: Biết 
3

2
2

5 12 d ln 2 ln 5 ln 6
5 6

x x a b c
x x

+
= + +

+ +∫ . Tính 3 2S a b c= + + . 

A. 11− . B. 14− . C. 2− . D. 3 . 
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TÍCH PHÂN ĐỔI BIẾN 

 Tích phân đổi biến: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ' .
b

a

b
f x u x dx F u x F u b F u a

a
= = −              ∫ . 

 
 
Các bước tính tích phân đổi biến số 

 Bước 1. Biến đổi để chọn phép đặt ( ) ( )' .t u x dt u x dx= ⇒ =  

 Bước 2. Đổi cận: 
( )
( )

t u bx b
x a t u a

== ⇒ = = 
 

 Bước 3. Đưa về dạng ( )
( )

( )
.

u b

u a
I f t dt= ∫  đơn giản hơn và dễ tính toán. 

Một số phương pháp đổi biến số thường gặp 

Đổi biến dạng 1. ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
1 2

'
. . . .

b b b

a a a

I I

f x g x
I dx h x dx f g x dx

g x g x
= = +∫ ∫ ∫




 với 

Đổi biến dạng 2. 
Nghĩa là nếu gặp tích phân chứa căn thức thì có khoảng 80%  sẽ đặt t =  căn trừ một số trường 
hợp ngoại lệ sau: 

1/  ( )2 2
1 .        .I f a x x dx= −∫ →  đặt .sinx a t=  hoặc .cosx a t= . 

Câu 70: Cho tích phân 
( )

1 7

52
0

d
1

xI x
x

=
+

∫ , giả sử đặt 21t x= + . Tìm mệnh đề đúng. 

A. ( )32

5
1

11 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . B. ( )33

5
1

1
d

t
I t

t
−

= ∫ . C. ( )32

4
1

11 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . D. ( )34

4
1

13 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . 

Câu 71: Có bao nhiêu số thực a  để 
1

2
0

1=
+∫
x dx

a x
. 

A. 2  B. 1 C. 0  D. 3  

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  có ( )1 0f =  và ( ) ( )20182019.2020. 1 ,f x x x x′ = − ∀ ∈ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  

bằng 

A. 2 .
2021

 B. 1 .
1011

 C. 2 .
2021

−  D. 1 .
1011

−  

Câu 73: Biết 
1 2

2
0

2 3 3 dx ln
2 1

x x a b
x x

+ +
= −

+ +∫  với ,a b  là các số nguyên dương. Tính 2 2P a b= + . 

A. 13 . B. 5 . C. 4 . D. 10 . 

Câu 74: Cho  với m , p , q∈  và là các phân số tối giản. Giá trị m p q   

bằng 

A. 10 . B. 6 . C. 22
3

. D. 8 . 

Có sẵn       Tách từ hàm       Nhân thêm 

chẵn 
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Câu 75: Biết rằng ( )2
1

2

0

d
2

x b caxe x e e+ = −∫  với , ,a b c∈ . Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 4 . B. 7 . C. 5 . D. 6 . 

Câu 76: Biết ( )2
1

1 ln
ln

e x dx ae b
x x x

+
= +

+∫ với ,a b  là các số nguyên dương. Tính giá trị của biểu thức 

2 2.T a ab b= − +  
A. 3. B. 1. C. 0. D. 8. 

Câu 77: Biết ( )
2

1

1
21

p
x qxx e dx me n
−

+ = −∫ , trong đó , , ,m n p q  là các số nguyên dương và p
q

 là phân số tối 

giản. Tính T m n p q= + + + . 
A. 11T = . B. 10T = . C. 7T = . D. 8T = . 

Câu 78: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   đồng thời thỏa mãn ( ) ( )0 1 5f f= = . Tính tích phân 

( ) ( )
1

0

df xI f x e x′= ∫ . 

A. 10I =  B. 5I = −  C. 0I =  D. 5I =  

Câu 79: Giả sử tích phân 
5

1

1 ln 3 ln 5
1 3 1

I dx a b c
x

= = + +
+ +∫ . Lúc đó 

A. 5
3

a b c+ + = . B. 4
3

a b c+ + = . C. 7
3

a b c+ + = . D. 8
3

a b c+ + = . 

Câu 80: Biết tích phân 
ln 6

0

e d ln 2 ln 3
1 e 3

x

x
x a b c= + +

+ +
∫ , với a , b , c  là các số nguyên. Tính 

T a b c= + + . 
A. 1T = − . B. 0T = . C. 2T = . D. 1T = . 

Câu 81: Tích phân 
1

0

d
3 1

x
x +∫  bằng 

A. 4
3

. B. 3
2

. C. 1
3

. D. 2
3

. 

Câu 82: Biết 
1

ln 2
1 ln

e x dx a b
x x

= +
+∫  với ,a b  là các số hữu tỷ. Tính S a b= + . 

A. 1S = . B. 1
2

S = . C. 3
4

S = . D. 2
3

S = . 

Câu 83: Cho tích phân 
2 2

2

0

16 dI x x= −∫  và 4sinx t= . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( )
4

0

8 1 cos2 dI t t

π

= +∫ . B. 
4

2

0

16 sin dI t t

π

= ∫ . C. ( )
4

0

8 1 cos2 dI t t

π

= −∫ . D. 
4

2

0

16 cos dI t t

π

= − ∫ . 

Câu 84: Biết 
5

1

1 dx ln 3 ln 5
1 3 1

a b c
x

= + +
+ +∫  ( , , )a b c Q∈ . Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 7
3

. B. 5
3

. C. 8
3

. D. 4
3

. 
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Câu 85: Cho biết 
7 3

3 2
0

d
1

=
+

∫
x mx

nx
 với m

n
 là một phân số tối giản. Tính 7m n−  

A. 0 . B. 1. C. 2 . D. 91. 

Câu 86: Biết rằng 
1

0

ln 2 ln 3 ln 5
3 5 3 1 7

dx a b c
x x

= + +
+ + +∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 

a b c+ +  bằng 

A. 10
3

−  B. 5
3

−  C. 10
3

 D. 5
3

 

Câu 87: Biết 
1

ln 2
1 ln

e x dx a b
x x

= +
+∫  với ,a b  là các số hữu tỷ. Tính S a b= + . 

A. 1S = . B. 1
2

S = . C. 3
4

S = . D. 2
3

S = . 

Câu 88: Cho 
3

0

ln 2 ln 3
34 2 1

x adx b c
x

= + +
+ +∫  với a,b,c  là các số nguyên. Giá trị a b c+ +  bằng: 

A. 9  B. 2  C. 1 D. 7  

Câu 89: Cho 
3

0

d ln 2 ln
4 2 1

x aI x b c d
dx

= = + +
+ +∫ , với , , ,a b c d là các số nguyên và a

d
 là phân số tối 

giản. Giá trị của a b c d+ + +  bằng 
A. 16. B. 4. C. 28. D. 2− . 

Câu 90: Tính 
3

2
0

d
1

a x xI x
x
+

=
+

∫ . 

A. ( )2 21 1 1I a a= + + − . B. ( )2 21 1 1 1
3

I a a = + + −  . 

C. ( )2 21 1 1 1
3

I a a = + + +  . D. ( )2 21 1 1I a a= + + + . 

Câu 91: Giá trị của tích phân 

1
2

0

d
1

x x
x−∫  bằng tích phân nào dưới đây? 

A. 
4

2

0

2sin dyy

π

∫ . B. 

1
22

0

sin d
cos

x x
x∫ . C. 

24

0

sin dy
cosy

y
π

∫ . D. 
2

2

0

2sin dyy

π

∫ . 

Câu 92: Biết 
2 2

2 2
3

d ln 5 ln 2
1 1
x bx c

ax x
= −

+ + −
∫  với , ,a b c  là các số nguyên và phân số a

b
 là tối giản. 

Tính 3 2P a b c= + + . 
A. 11. B. 12 . C. 14 . D. 13 . 

Câu 93: Cho tích phân 
1

2
0

d
4

xI
x

=
−

∫ nếu đổi biến số 2sin , ;
2 2

x t t  = ∈ − 
 

π π  thì ta được. 

A. 
3

0

d

π

I t= ∫ . B. 
6

0

d

π

I t= ∫ . C. 
4

0

d

π

I t t= ∫ . D. 
6

0

d
π

tI
t

= ∫ . 

Câu 94: Biết 
1 3

2
0

 
151

x a b cdx
x x

+
=

+ +
∫  với ,  ,  a b c  

là các số nguyên và 0b ≥ . Tính 2P a b c= + − . 

A. 3P = . B. 7P = . C. 7P = − . D. 5P = . 
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Câu 95: Cho n  là số nguyên dương khác 0 , hãy tính tích phân ( )
1

2

0

1 d
n

I x x x= −∫  theo n . 

A. 1
2 2

I
n

=
+

. B. 1
2

I
n

= . C. 1
2 1

I
n

=
−

. D. 1
2 1

I
n

=
+

. 

Câu 96: Giả sử 
64

3
1

d 2ln
3

xI a b
x x

= = +
+∫  với ,a b là số nguyên. Khi đó giá trị a b−  là 

A. 17− . B. 5. C. 5− . D. 17 . 

Câu 97: Cho hàm số ( )f x  có ( )2 2f = −  và ( ) ( )2
, 6; 6

6
xf x x

x
′ = ∀ ∈ −

−
. Khi đó ( )

3

0

.df x x∫  

bằng 

A. 
3
4
π

− . B. 
3 6

4
π +

. C. 
2

4
π +

. D. 
3 6

4
π +

− . 

Câu 98: Biết 
2

2
1

d 2 35
3 9 1

x x a b c
x x

= + +
+ −

∫  với a , b , c  là các số hữu tỷ, tính 2 7P a b c= + + − . 

A. 1
9

− . B. 86
27

. C. 2− . D. 67
27

. 

Câu 99: Biết 
( )

2

1

d
1 1

x a b c
x x x x

= − −
+ + +∫  với a , b , c  là các số nguyên dương. Tính 

P a b c= + + . 
A. 44P = . B. 42P = . C. 46P = . D. 48P = . 

Câu 100: Biết ( )
4

0

2 1d 5ln 2 ln , ,
32 3 2 1 3

x x a b c a b c
x x

+
= + + ∈

+ + +∫  . Tính 2T a b c= + + . 

A. 4T = . B. 2T = . C. 1T = . D. 3T = . 

Câu 101:  Cho 
2

2
0

cos 4d ln ,
sin 5sin 6

x x a b
x x c

π

= +
− +∫  tính tổng S a b c= + +  

A. 1S = . B. 4S = . C. 3S = . D. 0S = . 

Câu 102: Cho tích phân 
2

0

2 cos .sin dI x x x

π

= +∫ . Nếu đặt 2 cost x= +  thì kết quả nào sau đây đúng? 

A. 
2

3

dI t t= ∫ . B. 
3

2

dI t t= ∫ . C. 
2

3

2 dI t t= ∫ . D. 
2

0

dI t t

π

= ∫ . 

Câu 103: Tính tích phân 
24

4
0

sin d
cos

xI x
x

π

= ∫  bằng cách đặt tanu x= , mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
4

2

0

dI u u

π

= ∫ . B. 
2

2
0

1 dI u
u

= ∫ . C. 
1

2

0

dI u u= −∫ . D. 
1

2

0

dI u u= ∫ . 

Câu 104: Tính tích phân 

π
3

3
0

sin d
cos

xI x
x

= ∫
. 

A. 5
2

I = . B. 3
2

I = . C. π 9
3 20

I = + . D. 9
4

I = . 
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Câu 105: Cho tích phân 
2

3

sin d ln 5 ln 2
cos 2

x x a b
x

π

π

= +
+∫  với , .a b∈  Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 2 0.a b+ =  B. 2 0.a b− =  C. 2 0.a b− =  D. 2 0.a b+ =  

Câu 106: Có bao nhiêu số ( )0;20π∈a sao cho 5

0

2sin sin 2 d
7

a

x x x =∫ . 

A. 10. B. 9. C. 20. D. 19. 

Câu 107: Biết 
6

0

d 3
1 sin

x a b
x c

π

+
=

+∫ , với , ,a b c +∈ ∈   và , ,a b c  là các số nguyên tố cùng nhau. Giá trị 

của tổng a b c+ +  bằng 
A. 5 . B. 12 . C. 7 . D. 1− . 

Câu 108: Cho tích phân số 
2

3

s in d ln 5 ln 2
cos 2

x x a b
x

π

π

= +
+∫  với ,a b∈ . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 2 0.a b+ =  B. 2 0.a b− =  C. 2 0.a b− = . D. 2 0.a b+ = . 

Câu 109: Cho 
2

2
0

sin 4d ln
cos 5cos 6

x x a b
x x c

= +
− +∫

π

, với a , b  là các số hữu tỉ, 0c > . Tính tổng S a b c= + +

. 
A. 3S = . B. 0S = . C. 1S = . D. 4S = . 

Câu 110: Cho hàm số ( )y f x=  có (0) 1f =  và 3( ) tan tan ,f x x x x′ = + ∀ ∈ . Biết 

4

0

( ) ; ,af x dx a b
b

π

π+
= ∈∫  , khi đó b a−  bằng 

A. 4 . B. 12 . C. 0 . D. 4− . 

Câu 111: Cho tích phân 
e

1

3ln 1dxI x
x
+

= ∫ . Nếu đặt lnt x=  thì 

A. 
1

0

3 1d
et

tI t+
= ∫ . B. 

e

1

3 1dtI t
t
+

= ∫ . C. ( )
e

1

3 1 dI t t= +∫ . D. ( )
1

0

3 1 dI t t= +∫ . 

Câu 112: Cho 
( )2

1

ln ln 3 ln 2
3ln 2

e x cI dx a b
x x

= = + +
+∫ , với , ,a b c∈ . Khẳng định nào sau đâu đúng. 

A. 2 2 2 1a b c+ + = . B. 2 2 2 11a b c+ + = . C. 2 2 2 9a b c+ + = . D. 2 2 2 3a b c+ + = . 

Câu 113: Biết ( )
4

2

0

ln 9 d ln 5 ln 3I x x x a b c= + = + +∫  trong đó , ,a b c  là các số thực. Giá trị của biểu thức 

T a b c= + +  là: 
A. 11.T =  B. 9.T =  C. 10.T =  D. 8.T =  

Câu 114: Cho 
( )

e

2
1

ln d
ln 2

xI x
x x

=
+∫  có kết quả dạng lnI a b= +  với 0a > , b∈ . Khẳng định nào sau đây 

đúng? 

A. 2 1ab = − . B. 2 1ab = . C. 3 1ln
2 3

b
a

− + = − . D. 3 1ln
2 3

b
a

− + = . 
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Câu 115: Cho 
( )

e

2
1

2 ln 1 d ln
ln 2

x a cx
b dx x

+
= −

+∫  với a , b , c  là các số nguyên dương, biết ;a c
b d

 là các phân số 

tối giản. Tính giá trị a b c d+ + + ? 
A. 18. B. 15. C. 16 . D. 17 . 

Câu 116: Cho 
( ) ( )

3 2
3

1

e 3 1 ln 3 1
d . .ln 1

1 l
e e

n
x x x

x a b c
x x

− + −
= + + +

+∫  với , ,a b c  là các số nguyên và ln e 1= . 

Tính 2 2 2P a b c= + + . 
A. 9P = . B. 14P = . C. 10P = . D. 3P = . 

Câu 117: Biết ( )
ln 2

0

d 1 ln ln ln
4e 3ex x

xI a b c
c−=

+
= − +

+∫  với a , b , c  là các số nguyên dương. 

Tính 2P a b c= − + . 
A. 3P = − . B. 1P = − . C. 4P = . D. 3P =  

Câu 118: Cho 
( ) ( )

21

0

e
d .e ln e

e−

+
= + +

+∫
x

x

x x
x a b c

x
 với a , b , ∈c . Tính 2P a b c= + − . 

A. 1P = . B. 1P = − . C. 0P = . D. 2P = − . 

Câu 119: Cho hàm số ( )=y f x  biết ( ) 10
2

=f  và ( ) 2
′ = xf x xe  với mọi ∈x . Khi đó ( )

1

0
∫ xf x dx  bằng 

A. 1
4
+e . B. 1

4
−e . C. 1

2
−e . D. 1

2
+e . 

Câu 120: Biết rằng 
 2

1

2 ln 1 d ln 2
ln 1

e x bx a
cx x


 

  với , ,a b c  là các số nguyên dương và b
c

 là phân số tối 

giản. Tính S a b c= + + . 
A. 3S = . B. 7S = . C. 10S = . D. 5S = . 
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TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 

Nếu ,u v  có đạo hàm liên tục trên ( );a b  thì . . .
b bb

aa a
I u dv u v v du= = −∫ ∫ . 

Chọn 
                     

                        

...............  ........... 
........    ................

u du dx
dv dx v

 = → =


= → =
 

Nhận dạng: tích hai hàm khác loại nhân nhau 
Thứ tự ưu tiên chọn u là: "log – đa – lượng – mũ" và dv là phần còn lại. 

Nghĩa là nếu có ln hay loga x  thì chọn lnu =  hay 1log .ln
lnau x x

a
= =  và dv =  còn lại. Nếu 

không có ln;  log  thì chọn u =  đa thức và dv =  còn lại,… 

CHÚ Ý:. ∫ (hàm mũ). dxb
a    tích phân từng phần luân hồi. 

Nghĩa là sau khi đặt u, dv để tính tích phân từng phần và tiếp tục tính ∫ udv sẽ xuất hiện lại tích 
phân ban đầu. Giả sử tích phân được tính ban đầu là I và nếu lập lại, ta sẽ không giải tiếp mà xem 

đây là phương trình bậc nhất ẩn là I 
 giải 
���  I. 

 

Câu 121: Biết ( )
1

2

0

ln 1 d ln 2 bx x x a
c

+ = −∫ . Tính 13 10 84P a b c= + + . 

A. 193 . B. 191. C. 190 . D. 189 . 

Câu 122: Cho hàm số ( )f x  có ( )0 1f = − và ( ) ( )6 12 ,xf x x x e x−′ = + + ∀ ∈ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫ bằng 

A. 3e . B. 13e− . C. 14 3e−− . D. 13e−− . 

Câu 123: Biết ( )
4

2

0

ln 9 d ln 5 ln 3I x x x a b c= + = + +∫  trong đó a , b , c  là các số thực. Tính giá trị của biểu 

thức T a b c= + + . 
A. 9T = . B. 11T = . C. 8T = . D. 10T = . 

Câu 124: Tích phân ( )
1

2

0

2 e dxx x−∫  bằng 

A. 
25 3e .

4
− −

 B. 
25 3e .

4
−

 C. 
25 3e .

2
−

 D. 
25 3e .

4
+

 

Câu 125: Biết rằng tích phân ( )
1

0

2 +1 e d = + .exx x a b∫ , tích a.b  bằng 

A. 15− . B. 1− . C. 1. D. 20. 

Câu 126: Cho tích phân 
2

2
1

ln ln 2x bI dx a
x c

= = +∫  với a  là số thực, b  và c  là các số dương, đồng thời b
c

 là 

phân số tối giản. Tính giá trị của biểu thức 2 3P a b c= + + . 
A. 6P = . B. 5P = . C. 6P = − . D. 4P = . 

  

Vi phân 

Nguyên hàm 
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Câu 127: Cho tích phân ( )
4

0

1 sin 2 d .I x x x

π

= −∫  Tìm đẳng thức đúng? 

A. ( )
4

0

1 cos2 cos2 dI x x x x

π

= − − − ∫ . B. ( )
4

4

00

1 1 cos2 cos2 d
2

I x x x x

π
π

= − − − ∫ . 

C. ( )
4

4

00

1 11 cos2 cos2 d
2 2

I x x x x

π
π

= − − + ∫ . D. ( )
4

4

00

1 cos2 cos2 dI x x x x

π
π

= − − + ∫ . 

Câu 128: Biết rằng tồn tại duy nhất các bộ số nguyên , ,a b c  sao cho ( )
3

2

4 2 ln d ln 2 ln 3x x x a b c+ = + +∫ . 

Giá trị của a b c+ +  bằng 
A. 19 . B. 19− . C. 5 . D. 5− . 

Câu 129: Cho ( )2

2
1

ln 1
ln 2 ln 3

x
dx a b

x
+

= +∫ , với ,a b  là các số hữu tỉ. Tính 4P a b= + . 

A. 0P   B. 1P   C. 3P   D. 3P   

Câu 130: Biết ( )
2

0

2 ln 1 dx a.lnbx x + =∫ , với *,a b∈ , b  là số nguyên tố. Tính 6 7a b+ . 

A. 6 7 33a b+ = . B. 6 7 25a b+ = . C. 6 7 42a b+ = . D. 6 7 39a b+ = . 

Câu 131: Biết rằng ( )
1

ln 1 2 ,  1 .
a

xdx a a= + >∫  Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. ( )18;21a∈ . B. ( )1;4a∈ . C. ( )11;14a∈ . D. ( )6;9a∈ . 

Câu 132: Cho tích phân 
1

0

( 2) xxx e d a be− = +∫ , với ∈;a b . Tổng +a b  bằng 

A. 1. B. −3 . C. 5 . D. 1− . 

Câu 133: Tính tích phân 
2

1

xI xe dx= ∫ . 

A. 2=I e . B. 2= −I e . C. =I e . D. 23 2= −I e e . 

Câu 134: Biết rằng 
3

2

ln d ln 3 ln 2x x x m n p= + +∫  trong đó , ,m n p∈ . Tính 2m n p+ +  

A. 5
4

. B. 9
2

. C. 0 . D. 5
4

− . 

Câu 135: Biết ( )
2

0

2 ln 1 d .lnx x x a b+ =∫ , với *,a b∈ , b  là số nguyên tố. Tính 3 4a b+ . 

A. 42 . B. 21. C. 12 . D. 32 . 

Câu 136: Biết 
3

2
0

3d ln
cos

xI x b
x a

π

π= = −∫ . Khi đó, giá trị của 2a b+  bằng 

A. 11. B. 7 . C. 13 . D. 9 . 

Câu 137: Cho 
( )2

2
1

ln 1 2
d ln 5 ln 3 ln 2

2
x ax b c

x
+

= + +∫ , với a , b , c  là các số nguyên. Giá trị của ( )2a b c+ +  

là: 
A. 0. B. 9. C. 3. D. 5. 
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Câu 138: Cho ( )2

2
1

ln 1
d ln 2 ln 3

x
x a b

x
+

= +∫ , với a , b  là các số hữu tỉ. Tính P ab= . 

A. 3
2

P = . B. 0P = . C. 9
2

P −
= . D. 3P = − . 

Câu 139: Cho tích phân 
1

0

( 2) xxx e d a be− = +∫ , với ;a b∈ . Tổng +a b  bằng 

A. 1. B. −3 . C. 5 . D. 1− . 

Câu 140: Biết 
12 1

1
12

11
cx

x dax e dx e
x b

+ + − = 
 ∫  trong đó , , ,a b c d là các số nguyên dương và các phân số ,a c

b d
 

là tối giản. Tính bc ad− . 
A. 12. B. 1. C. 24. D. 64. 

Câu 141: Cho 
( )

( )

2

2
0

ln 1
d ln 3

2
x x a cx

b dx
+ +

= +
+∫ . Tính ( )( )P a b c d= + + . 

A. 7 . B. 7− . C. 3 . D. 3− . 

Câu 142: Cho hàm số ( )y f x=  có ( ) 11
2

f =  và ( )
( )21

xf x
x

′ =
+

 với 1x > − . Biết ( )
2

1

d ln bf x x a d
c

= −∫  

với , , ,a b c d  là các số nguyên dương, 3b ≤  và b
c
 tối giản. Khi đó a b c d+ + +  bằng 

A. 8 . B. 5 . C. 6 . D. 10 . 
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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 

Câu 1: Khẳng định nào trong các khẳng định sau đúng với mọi hàm f , g  liên tục trên K  và a , b  là 
các số bất kỳ thuộc K ? 

A. [ ]( ) 2 ( ) d ( )d +2 ( )d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x+ =∫ ∫ ∫ . B. 
( )d

( )d
( )

( )d

b

b
a
b

a

a

f x x
f x x
g x

g x x
=
∫

∫
∫

. 

C. [ ]( ). ( ) d ( )d  . ( )d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x=∫ ∫ ∫ . D. 
2

2 ( )d = ( )d
b b

a a

f x x f x x
 
 
 

∫ ∫ . 

Lời giải 

Theo tính chất tích phân ta có 

[ ]( ) ( ) d ( )d + ( )d ; ( )d ( )d
b b b b b

a a a a a

f x g x x f x x g x x kf x x k f x x+ = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , với k∈ . 

Câu 2: Cho ( )
2

2

d 1f x x
−

=∫ , ( )
4

2

d 4f t t
−

= −∫ . Tính ( )
4

2

df y y∫ . 

A. 5I = . B. 3I = − . C. 3I = . D. 5I = − . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
4 4

2 2

d df t t f x x
− −

=∫ ∫ , ( ) ( )
4 4

2 2

d df y y f x x=∫ ∫ . 

Khi đó: ( ) ( ) ( )
2 4 4

2 2 2

d d df x x f x x f x x
− −

+ =∫ ∫ ∫ . 

( ) ( ) ( )
4 4 2

2 2 2

d d d 4 1 5f x x f x x f x x
− −

⇒ = − = − − = −∫ ∫ ∫ . 

Vậy ( )
4

2

d 5f y y = −∫ . 

Câu 3: Cho ( )
2

0
3f x dx =∫  và ( )

2

0
7g x dx =∫ , khi đó ( ) ( )

2

0
3f x g x dx + ∫  bằng 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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A. 16 . B. 18− . C. 24 . D. 10 . 
Lời giải 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0
3 3 3 3.7 24f x g x dx f x dx g x dx+ = + = + =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 4: Cho 
1

0

( )f x∫ dx 1= − ; 
3

0

( )f x∫ dx 5= . Tính 
3

1

( )f x∫ dx 

A. 1. B. 4. C. 6. D. 5. 
Lời giải 

Ta có 
3

0

( )f x∫ dx =
1

0

( )f x∫ dx +
3

1

( )f x∫ dx
3

1

( )f x⇒ ∫ dx =
3

0

( )f x∫ dx 
1

0

( )f x−∫ dx = 5+ 1= 6 

Vậy 
3

1

( )f x∫ dx = 6 

Câu 5: Cho ( )
2

1

d 3f x x = −∫  và ( )
3

2

d 4f x x =∫ . Khi đó ( )
3

1

df x x∫  bằng 

A. 12. B. 7. C. 1. D. 12− . 
Lời giải 

( )
3

1

df x x∫ ( ) ( )
2 3

1 2

d df x x f x x= +∫ ∫ 3 4= − + 1= . 

Câu 6: Cho hàm số ( )f x  liên tục, có đạo hàm trên [ ] ( ) ( )1;2 , 1 8; 2 1f f− − = = − . Tích phân ( )
2

1

'f x dx
−
∫  

bằng 
A. 1.  B. 7.  C. 9.−  D. 9.  

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1
1

f ' x dx f x f 2 f 1 1 8 9.
−

−

= = − − = − − = −∫  

Câu 7: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên R  và có 
2 4

0 2

( )d 9; ( )d 4.f x x f x x= =∫ ∫ Tính 
4

0

( )d .I f x x= ∫  

A. 5I = . B. 36I = . C. 9
4

I = . D. 13I = . 

Lời giải 

Ta có: 
4 2 4

0 0 2

( )d ( )d ( )d 9 4 13.I f x x f x x f x x= = + = + =∫ ∫ ∫
 

Câu 8: Cho ( ) ( )
0 3

1 0

3 3.f x dx f x dx
−

= =∫ ∫  Tích phân ( )
3

1

f x dx∫  bằng 

A. 6  B. 4  C. 2  D. 0  
Lời giải 
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Có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 3 3 0 3

1 0 1 1 0

3;  1;   3 1 4f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− − −

= = = + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 9: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
4

0

d 10f x x =∫ , ( )
4

3

d 4f x x =∫ . Tích phân ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 4 . B. 7 . C. 3 . D. 6 . 
Lời giải 

Theo tính chất của tích phân, ta có: ( ) ( ) ( )
3 4 4

0 3 0

d d df x x f x x f x x+ =∫ ∫ ∫ . 

Suy ra: ( )
3

0

df x x∫ ( ) ( )
4 4

0 3

d df x x f x x= −∫ ∫ 10 4= − 6= . 

Vậy ( )
3

0

d 6f x x =∫ . 

Câu 10: Cho hàm số  f x  liên tục trên   thoả mãn ( )
8

1

d 9f x x =∫ , ( )
12

4

d 3f x x =∫ , ( )
8

4

d 5f x x =∫ . 

Tính ( )
12

1

dI f x x= ∫ . 

A. 17I  . B. 1I  . C. 11I  . D. 7I  . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( )
12 8 12

1 1 8

d d dI f x x f x x f x x= = +∫ ∫ ∫ . ( ) ( ) ( )
8 12 8

1 4 4

d d d 9 3 5 7f x x f x x f x x= + − = + − =∫ ∫ ∫
. 

Câu 11: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;10  thỏa mãn ( )
10

0

7f x dx =∫ , ( )
6

2

3f x dx =∫ . Tính 

( ) ( )
2 10

0 6

P f x dx f x dx= +∫ ∫ . 

A. 10P = . B. 4P = . C. 7P = . D. 6P = − . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
10 2 6 10

0 0 2 6

f x dx f x dx f x dx f x dx= + +∫ ∫ ∫ ∫  

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )
2 10 10 6

0 6 0 2

7 3 4f x dx f x dx f x dx f x dx+ = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 12: Cho f , g  là hai hàm liên tục trên đoạn [ ]1;3  thoả: 

( ) ( )
3

1

3 d 10f x g x x+ =  ∫ , ( ) ( )
3

1

2 d 6f x g x x− =  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

df x g x x+  ∫ . 
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A. 7. B. 6. C. 8. D. 9. 
Lời giải 

( ) ( )
3

1

3 d 10f x g x x+ =  ∫  ⇔  ( ) ( )
3 3

1 1

d 3 d 10f x x g x x+ =∫ ∫  ( )1 . 

( ) ( )
3

1

2 d 6f x g x x− =  ∫  ⇔ ( ) ( )
3 3

1 1

2 d d 6f x x g x x− =∫ ∫  ( )2 . 

Đặt ( )
3

1

dX f x x= ∫ , ( )
3

1

dY g x x= ∫ . 

Từ ( )1  và ( )2  ta có hệ phương trình:
3 10

2 6
X Y

X Y
+ =

 − =
 ⇔  

4
2

X
Y

=
 =

.  

Do đó ta được: ( )
3

1

d 4f x x =∫  và ( )
3

1

d 2g x x =∫ . 

Vậy ( ) ( )
3

1

d 4 2 6f x g x x+ = + =  ∫ . 

Câu 13: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  và ( )
10

0

7f x dx =∫ ; ( )
6

2

3f x dx =∫ . Tính 

( ) ( )
2 10

0 6

P f x dx f x dx= +∫ ∫ . 

A. 4P =  B. 10P =  C. 7P =  D. 4P = −  
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
10 2 6 10

0 0 2 6

f x dx f x dx f x dx f x dx= + +∫ ∫ ∫ ∫ . 

7 3 4P P⇒ = + ⇒ = . 

Câu 14: Cho ,f g  là hai hàm số liên tục trên [ ]1;3  thỏa mãn điều kiện ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫  đồng thời 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

dxf x g x+  ∫ . 

A. 9 . B. 6 . C. 7 . D. 8 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫ ( ) ( )
3 3

1 1

dx+3 dx=10f x g x⇔ ∫ ∫ . 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ ( ) ( )
3 3

1 1

2 dx- dx=6f x g x⇔ ∫ ∫ . 

Đặt ( ) ( )
3 3

1 1

dx; v = dxu f x g x= ∫ ∫ . 
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Ta được hệ phương trình: 
3 10

2 6
u v

u v
+ =

 − =
 

4
2

u
v
=

⇔  =
 

( )

( )

3

1
3

1

dx=4

dx=2

f x

g x



⇒ 



∫

∫
 

Vậy ( ) ( )
3

1

dx=6f x g x+  ∫ . 

Câu 15: Cho f , g  là hai hàm liên tục trên [ ]1;3  thỏa: ( ) ( )
3

1

3 d 10f x g x x+ =  ∫  và 

( ) ( )
3

1

2 d 6f x g x x− =  ∫ . Tính ( ) ( )
3

1

dI f x g x x= +  ∫ . 

A. 8. B. 7. C. 9. D. 6. 
Lời giải 

Đặt ( )
3

1

da f x x= ∫  và ( )
3

1

db g x x= ∫ . 

Khi đó, ( ) ( )
3

1

3 d 3f x g x x a b+ = +  ∫ , ( ) ( )
3

1

2 d 2f x g x x a b− = −  ∫ . 

Theo giả thiết, ta có 
3 10 4

2 6 2
a b a

a b b
+ = = 

⇔ − = = 
. 

Vậy 6I a b= + = . 

Câu 16: Cho ( )
2

0

d 5f x x =∫
π

. Tính ( )
2

0

2sin d 5I f x x x = + = ∫
π

. 

A. 7I =  B. 5
2

I π
= +  C. 3I =  D. 5I π= +  

Lời giải 

Ta có 

( ) ( )
22 2

0 0 0

2sin d d +2 sin dI f x x x f x x x x
π

π π

= + =  ∫ ∫ ∫ ( ) ( )
2

2
0

0

d 2cos 5 2 0 1 7f x x x

π
π

= − = − − =∫ . 

Câu 17: Cho ( )
2

1

d 2f x x
−

=∫  và ( )
2

1

d 1g x x
−

= −∫ . Tính ( ) ( )
2

1

2 3 dI x f x g x x
−

 = + − ∫ . 

A. 17
2

I =  B. 5
2

I =  C. 7
2

I =  D. 11
2

I =  

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
2

1

2 3 dI x f x g x x
−

= + −  ∫ = ( ) ( )
2 2 22

1 11

2 d 3 d
2
x f x x g x x

− −−

+ −∫ ∫ = ( )3 2.2 3 1
2
+ − − = 17

2
. 

Câu 18: Cho hai tích phân ( )
5

2

d 8
−

=∫ f x x  và ( )
2

5

d 3
−

=∫ g x x . Tính ( ) ( )
5

2

4 1 d
−

= − −  ∫I f x g x x  
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A. 13 . B. 27 . C. 11− . D. 3 . 
Lời giải 

( ) ( )
5

2

4 1 d
−

= − −  ∫I f x g x x ( ) ( )
5 5 5

2 2 2

d 4 d d
− − −

= − −∫ ∫ ∫f x x g x x x ( ) ( )
5 5 5

2 2 2

d 4 d d
− − −

= − −∫ ∫ ∫f x x g x x x  

( ) ( )
5 2 5

2 5 2

d 4 d d
−

− −

= + −∫ ∫ ∫f x x g x x x
5

8 4.3
2

= + −
−

x 8 4.3 7= + − 13= . 

Câu 19: Cho 
2

1

( ) 2f x dx
−

=∫  và 
2

1

( ) 1g x dx
−

= −∫ , khi đó [ ]
2

1

2 ( ) 3 ( )x f x g x dx
−

+ +∫  bằng 

A. 5
2

 B. 7
2

 C. 17
2

 D. 11
2  

Lời giải 

Ta có [ ]
2 2 2 2

1 1 1 1

3 52 ( ) 3g(x) 2 ( ) 3 ( ) 4 3
2 2

x f x dx xdx f x dx g x dx
− − − −

+ + = + + = + − =∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 20: Cho ( )
2

0

d 3f x x =∫ , ( )
2

0

d 1g x x = −∫  thì ( ) ( )
2

0

5 df x g x x x − + ∫  bằng: 

A. 12 . B. 0 . C. 8 . D. 10  

Lời giải 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0 0

5 d 5 g d d− + = − +  ∫ ∫ ∫ ∫f x g x x x f x dx x x x x 3 5 2 10= + + =  

Câu 21: Cho ( )
5

0

d 2f x x = −∫ . Tích phân ( )
5

2

0

4 3 df x x x − ∫  bằng 

A. 140− . B. 130− . C. 120− . D. 133− . 
Lời giải 

( ) ( )
5 5 5

52 2 3

0
0 0 0

4 3 d 4 d 3 d 8 8 125 133f x x x f x x x x x − = − = − − = − − = − ∫ ∫ ∫ . 

Câu 22: Cho ( )
2

1

4 2 1f x x dx − = ∫ . Khi đó ( )
2

1

f x dx∫ bằng: 

A. 1. B. 3− . C. 3 . D. 1− . 
Lời giải 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2

1 1

4 2 1 4 2 1 4 2. 1
2

4 4 1

xf x x dx f x dx xdx f x dx

f x dx f x dx

− = ⇔ − = ⇔ − =  

⇔ = ⇔ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

Câu 23: Cho ( )
1

0

1f x dx =∫  tích phân ( )( )
1

2

0

2 3f x x dx−∫  bằng 
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A. 1. B. 0 . C. 3 . D. 1− . 
Lời giải 

Chọn. A. 

( )( ) ( )
1 1 1

2 2

0 0 0

2 3 2 3 2 1 1f x x dx f x dx x dx− = − = − =∫ ∫ ∫ . 

Câu 24: Tính tích phân ( )
0

1

2 1I x dx
−

= +∫ . 

A. 0I = . B. 1I = . C. 2I = . D. 
1
2

I = − . 

Lời giải 

( ) ( )
0 02

1
1

2 1 0 0 0I x dx x x
−

−

= + = + = − =∫ . 

Câu 25: Tích phân ( )( )
1

0

3 1 3 dx x x+ +∫  bằng 

A. 12 . B. 9 . C. 5 . D. 6 . 
Lời giải 

Ta có: ( )( ) ( ) ( )
1 1 12 3 2

0
0 0

3 1 3 d 3 10 3 d 5 3 9x x x x x x x x x+ + = + + = + + =∫ ∫ . 

Vậy : ( )( )
1

0

3 1 3 d 9x x x+ + =∫ . 

Câu 26: Giá trị của 
2

0

sin xdx

π

∫  bằng 

A. 0. B. 1. C. -1. D. 
2
π . 

Lời giải 

+ Tính được 
2

0

sin cos 12
0

xdx x

π π
= − =∫ . 

Câu 27: Tính tích phân 
2

0

(2 1)I x dx= +∫  

A. 5I = . B. 6I = . C. 2I = . D. 4I = . 
Lời giải 

Ta có ( )
2 22

0
0

(2 1) 4 2 6I x dx x x= + = + = + =∫ . 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 8 

Câu 28: Với ,a b  là các tham số thực. Giá trị tích phân ( )2

0

3 2 1 d
b

x ax x− −∫  bằng 

A. 3 2b b a b− − . B. 3 2b b a b+ + . C. 3 2b ba b− − . D. 23 2 1b ab− − . 
Lời giải 

Ta có ( )2

0

3 2 1 d
b

x ax x− −∫ ( )3 2

0

b
x ax x= − −  3 2b ab b= − − . 

Câu 29: Giả sử 
4

0

2sin 3
2

I xdx a b

π

= = +∫  ( ),a b∈ . Khi đó giá trị của a b−  là 

A. 1
6

−  B. 1
6

−  C. 3
10

−  D. 1
5
 

Lời giải 

Ta có 
4

4
0

0

1 1 1 2sin 3 cos3
3 3 3 2

xdx x

π
π

= − = +∫ . Suy ra 1
3

a b= = 0a b⇒ − = . 

Câu 30: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )( )
2

2

0

3 d 10+ =∫ f x x x . Tính ( )
2

0

df x x∫ . 

A. 2 . B. 2− . C. 18 . D. 18− . 
Lời giải 

Ta có: 

( )( )
2

2

0

3 d 10+ =∫ f x x x  ( )
2 2

2

0 0

3d d 10⇔ + =∫ ∫f x x x x  ( )
2 2

2

0 0

1d d0 3⇔ = −∫ ∫f x x x x  

( )
2

3

0

2
0

0
d 1⇔ = −∫ f x x x  ( )

2

0

10 8 2d⇔ = − =∫ f x x . 

Câu 31: Cho ( )2

0

3 2 1 d 6
m

x x x− + =∫ . Giá trị của tham số m thuộc khoảng nào sau đây? 

A. ( )1;2− . B. ( );0−∞ . C. ( )0;4 . D. ( )3;1− . 

Lời giải 

Ta có: ( )2

0

3 2 1 d 6
m

x x x− + =∫ ( )3 2 3 2

0
6 6 0 2

m
x x x m m m m⇔ − + = ⇔ − + − = ⇔ = . 

Vậy ( )0;4m∈ . 

Câu 32: Tính tích phân 2
1

1 1e

I dx
x x

 = − 
 ∫  

A. 1I
e

=  B. 1 1I
e

= +  C. 1I =  D. I e=  

Lời giải 
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2
1 1

1 1 1 1ln
ee

I dx x
x x x e

   = − = + =   
   ∫ . 

Câu 33: Tính tích phân 
3

0

d
2

xI
x

=
+∫ . 

A. 21
100

I = − . B. 5ln
2

I = . C. 5log
2

I = . D. 4581
5000

I = . 

Lời giải 

( )
3

3

0
0

d 5ln 2 ln 5 ln 2 ln .
2 2

xI x
x

= = + = − =
+∫  

Câu 34: 
2

1

d
3 2

x
x −∫  bằng 

A. 2ln 2 . B. 2 ln 2
3

. C. ln 2 . D. 1 ln 2
3

. 

Lời giải 

Ta có: 
22

11

d 1 2ln 3 2 ln 2
3 2 3 3

x x
x

= − =
−∫ . 

Câu 35: Tính tích phân 
2

1

1dxI x
x
−

= ∫ . 

A. 1 ln 2I = − . B. 7
4

I = . C. 1 ln 2I = + . D. 2ln 2I = . 

Lời giải 

Ta có 
2

1

1dxI x
x
−

= ∫
2

1

11 dx
x

 = − 
 ∫ ( ) 2

1
lnx x= − ( ) ( )2 ln 2 1 ln1= − − − 1 ln 2= − . 

Câu 36: Biết 
3

1

2 ln ,x dx a b c
x
+

= +∫  với , , , 9.a b c c∈ <
 Tính tổng .S a b c= + +  

A. 7S = . B. 5S = . C. 8S = . D. 6S = . 
Lời giải 

Ta có 
3 3 3 3

3

1
1 1 1 1

2 2 21 2 2ln 2 2ln 3.x dx dx dx dx x
x x x
+  = + = + = + = + 

 ∫ ∫ ∫ ∫  

Do đó 2, 2, 3 7.a b c S= = = ⇒ =  

Câu 37: Tích phân 
1

0

1 d
1

I x
x

=
+∫  có giá trị bằng 

A. ln 2 1− . B. ln 2− . C. ln 2 . D. 1 ln 2− . 
Lời giải 

Chọn C 

Cách 1: Ta có: 
1 1

1

0
0 0

1 d( 1)d ln 1 ln 2 ln1 ln 2
1 1

xI x x
x x

+
= = = + = − =

+ +∫ ∫ . Chọn đáp án C. 
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Câu 38: Tính 
3

2
2

d
1

xK x
x

=
−∫ . 

A. ln 2K = . B. 1 8ln
2 3

K = . C. 2ln 2K = . D. 8ln .
3

K =  

Lời giải 

3

2
2

d
1

xK x
x

=
−∫ ( )

3
2

2
2

1 1 d 1
2 1

x
x

= −
−∫ 2 31 ln 1

22
x= − 1 8ln

2 3
=  

Câu 39: Biết rằng hàm số ( )f x mx n= +  thỏa mãn ( )
1

0

d 3f x x =∫ , ( )
2

0

d 8f x x =∫ . Khẳng định nào dưới 

đây là đúng? 
A. 4m n+ = . B. 4m n+ = − . C. 2m n+ = . D. 2m n+ = − . 

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )d df x x mx n x= +∫ ∫  = 2 C
2
m x nx+ + . 

Lại có: ( )
1

0

d 3f x x =∫ 2 1
3

02
m x nx ⇒ + = 

 
 1 3

2
m n⇔ + = ( )1 . 

( )
2

0

d 8f x x =∫ 2 2
8

02
m x nx ⇒ + = 

 
 2 2 8m n⇔ + =  ( )2 . 

Từ ( )1 và ( )2  ta có hệ phương trình: 
1 3
2
2 2 8

m n

m n

 + =

 + =

 
2
2

m
n
=

⇔  =
. 

4m n⇒ + = . 

Câu 40: Biết rằng hàm số ( ) 2f x ax bx c= + +  thỏa mãn ( )
1

0

7d
2

f x x = −∫ , ( )
2

0

d 2f x x = −∫  và 

A. 3
4

− . B. 4
3

− . C. 4
3

. D. 3
4

. 

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )2d df x x ax bx c x= + +∫ ∫  = 3 2 C
3 2
a bx x cx+ + + . 

Lại có: ( )
1

0

7d
2

f x x = −∫ 3 2 1 7
03 2 2

a bx x cx ⇒ + + = − 
 

 1 1 7
3 2 2

a b c⇔ + + = −  ( )1 . 

( )
2

0

d 2f x x = −∫ 3 2 2
2

03 2
a bx x cx ⇒ + + = − 

 
 8 2 2 2

3
a b c⇔ + + = − ( )2 . 

( )
3

0

13d
2

f x x =∫ 3 2 3 13
03 2 2

a bx x cx ⇒ + + = 
 

 9 139 3
2 2

a b c⇔ + + =  ( )3 . 
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Từ ( )1 , ( )2  và ( )3  ta có hệ phương trình: 

1 1 7
3 2 2
8 2 2 2
3

9 139 3
2 2

a b c

a b c

a b c

 + + = −

 + + = −

 + + =

 
1
3

16
3

a
b

c


 =


⇔ =

 = −


. 

16 41 3
3 3

P a b c  ⇒ = + + = + + − = − 
 

. 

Câu 41: Cho ( )
1

2

0

4 2 d= −∫I x m x . Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để 6 0+ >I ? 

A. 1. B. 5. C. 2. D. 3. 
Lời giải 

Chọn D 

Theo định nghĩa tích phân ta có ( ) ( )
1 12 2 2 2

0
0

4 2 d 2 2 2 2= − = − = − +∫I x m x x m x m . 

Khi đó 2 26 0 2 2 6 0 4 0 2 2+ > ⇔ − + + > ⇔ − + > ⇔ − < <I m m m  

Mà m là số nguyên nên { }1;0;1∈ −m . Vậy có 3 giá trị nguyên của m thỏa mãn yêu cầu. 

Câu 42: Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của a  để ( )
0

2 3 d 4
a

x x− ≤∫ ? 

A. 5 . B. 6 . C. 4 . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( ) ( )2 2

0 0
2 3 d 3 3

aa
x x x x a a− = − = −∫ . 

Khi đó: ( )
0

2 3 d 4
a

x x− ≤∫ ⇔ 2 3 4a a− ≤ 1 4a⇔ − ≤ ≤  

Mà *a∈ nên { }1;2;3;4a∈ . 

Vậy có 4 giá trị của a  thỏa đề bài. 

Câu 43: Có bao nhiêu số thực b  thuộc khoảng ( );3π π  sao cho 4cos 2 1
b

xdx
π

=∫ ? 

A. 8. B. 2. C. 4. D. 6. 
Lời giải 

Ta có: 4cos 2 1
b

xdx
π

=∫ 2sin 2 1bx π⇔ =
1sin 2
2

b⇔ = 12
5
12

b k

b k

π π

π π

 = +
⇔ 

 = +

. 

Do đó, có 4 số thực b  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
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Câu 44: Cho hàm số ( )f x  có (0) 4f =  và 2( ) 2cos 1,f x x x′ = + ∀ ∈  Khi đó 
4

0

( )f x dx∫
π

 bằng. 

A. 
2 16 16

16
π π+ +

. B. 
2 4
16

π +
. C. 

2 14
16

π π+
. D. 

2 16 4
16

π π+ +
. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

 2 1 cos 2( ) (2cos 1)d 2 1 d cos 2 2 d
2

sin 2cos 2 d 2d 2 .
2

xf x x x x x x

xx x x x C

              

    

  

 
 

Lại có sin 2(0) 4 4 ( ) 2 4.
2

xf C f x x        

4 4 4 4 4

0 0 0 0 0

2
2

sin 2 1( )d 2 4 d sin 2 d(2 ) 2 d 4d
2 4

cos 2 16 4( 4 ) .4 4
4 160 0

π π π π π

xf x x x x x x x x x

π π
x π πx x

         

  
   

    
. 

Câu 45: Cho hàm số ( )f x  có ( )0 0f =  và ( ) 4sin ,  f x x x′ = ∀ ∈ . Tích phân ( )
2

0

df x x∫
π

 bằng 

A. 
2 6
18
−π . B. 

2 3
32
−π . C. 

23 16
64
−π . D. 

23 6
112
−π . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: ( )
2

4 21 cos 2 1sin 1 2cos 2 cos 2
2 4

xx x x− = = − + 
 

1 1 cos 41 2cos 2
4 2

xx + = − + 
 

( )1 cos 4 4cos 2 3
8

x x= − + . 

Suy ra ( ) ( ) ( )1 1 1 3' d cos 4 4cos 2 3 d sin 4 sin 2
8 32 4 8

f x f x x x x x x x x C= = − + = − + +∫ ∫ . 

Vì ( )0 0f =  nên 0C =  hay ( ) 1 1 3sin 4 sin 2
32 4 8

f x x x x= − + . 

Do đó ( )
2

0

df x x∫
π

2 2
2

0 0

1 1 3 1 1 3sin 4 sin 2 d cos 4 cos 2
32 4 8 128 8 16

x x x x x x x   = − + = − + +   
   ∫

π π
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2 21 1 3 1 1 3 16
128 8 64 128 8 64

  − = − − + − − + =   
  

π π . 

TÍCH PHÂN HÀM SỐ HỮU TỶ 

Tính ( )
( )

b

a

P x
I dx

Q x
= ∫ ? với ( )P x  và ( )Q x  là các đa thức không chứa căn. 

 Nếu bậc của tử ( )P x  ≥  bậc mẫu ( )Q x PP→  chia đa thức. 

 Nếu bậc của tử ( )P x  <  bậc mẫu ( )Q x  mà mẫu số phân tích được thành tích số PP→  
đồng nhất thức để đưa thành tổng của các phân số. 

Một số trường hợp đồng nhất thức thường gặp: 

+ 
( )( )

1 1 a b
ax m bx n an bm ax m bx n

 = − + + − + + 
 ( )1  

+ 
( )( )

( ) ( )
( )( )

A B mA B x Ab Bamx n A B
Ab Ba nx a x b x a x b x a x b
+ =+ − + +

= + = ⇒  + = −− − − − − − 
. 

+ 
( )( ) ( )2 2

1 A Bx C
x mx m ax bx c ax bx c

+
= +

−− + + + +
 với 2 4 0b ac∆ = − < . 

+ 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 A B C D
x a x bx a x b x a x b

= + + +
− −− − − −

. 

 Nếu bậc tử ( )P x  <  bậc mẫu ( )Q x  mà mẫu không phân tích được thành tích số, ta xét một 

số trường hợp thường gặp sau: 

+ 
( )

( )1 2 2
 , * . tann

PPdxI n N x a t
x a

= ∈ → =
+

∫ . 

+ ( )2 2 2

x, 0

2 4

dx dI
ax bx c ba x

a a

= ∆ < =
+ +  ∆   + + −    

     

∫ ∫ . Ta sẽ đặt tan
2 4
bx t
a a

∆
→ + = − . 

+ 3 2 .px qI dx
ax bx c

+
=

+ +∫  với 2 4 0b ac∆ = − < . Ta sẽ phân tích: 

( )

2

3 2 2

2 . .
2 2

IA

ax b dxp b p dxI q
a ax bx c a ax bx c

+  = + − + + + + ∫ ∫
 

 và giải A bằng cách đặt t =  mẫu số. 

Câu 46: Biết 
( )( )

2

1

d ln 2 ln 3 ln 5
1 2 1

x a b c
x x

= + +
+ +∫ . Khi đó giá trị a b c+ +  bằng 

A. 3− . B. 2 . C. 1. D. 0 . 
Lời giải 
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Ta có: 

( )( )
2 2

1 1

d 2 1 d
1 2 1 2 1 1

x x
x x x x

 = − + + + + ∫ ∫
2 2

1 1

1 12 d d
2 1 1

x x
x x

= −
+ +∫ ∫

 
2 212. ln 2 1 ln 1
1 12

x x= + − + ( ) ( )
2 2

ln 2 1 ln 1
1 1

x x= + − + ( )ln 5 ln 3 ln 3 ln 2= − − −

 
ln 2 2ln 3 ln 5= − + . 

Do đó: 1, 2, 1a b c= = − = . Vậy ( )1 2 1 0a b c+ + = + − + = . 

Câu 47: Biết ( )
0 2

1

3 5 1 2ln , ,
2 3

x xI dx a b a b
x−

+ −
= = + ∈

−∫  . Khi đó giá trị của 4a b+ bằng 

A. 50  B. 60  C. 59  D. 40  
Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
0 02

2

1 1

03 5 1 21 33 11 11 21.ln 2
12 2 2

x xI dx x dx x x x
x x− −

+ −    = = + + = + + −    −− −   ∫ ∫  

2 1921.ln
3 2

= + . Suy ra 1921,
2

a b= = . Vậy 4 59a b+ =  

Câu 48: Biết 
21

0

2 1 ln 2
1

x dx n
x m
− −

= +
+∫ , với ,m n  là các số nguyên. Tính m n+ . 

A. 1S = . B. S 4= . C. S 5= − . D. S 1= − . 
Lời giải 

Chọn A 

12 21 1 1 1
00 0 0

0

2 ( 1) 1( 1) ln | 1| ln 2
1 1 2 2
2, 1 1

x dx xdx x dx x
x x
m n m n

− − −
= − − = − + = −

+ +

⇒ = = − ⇒ + =

∫ ∫ ∫  

Câu 49: Tích phân ( )21

2
0

1
d ln

1
x

I x a b
x
−

= = −
+∫  trong đó a , b  là các số nguyên. Tính giá trị của biểu thức 

a b+ . 
A. 1. B. 0 . C. 1− . D. 3 . 

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( )
21 1 1 1 112 2

2 2 2 0 0
0 0 0 0

1 2 1d 1 d d d 1 ln 1 1 ln 2
1 1 1

x xI x x x x x x
x x x
−  = = − = − + = − + = − + + + ∫ ∫ ∫ ∫  

1
3

2
a

a b
b
=

⇒ ⇒ + = =
. 

Câu 50: Biết 
5 2

3

1d ln
1 2

x x bx a
x
+ +

= +
+∫  với a , b  là các số nguyên. Tính 2S a b  . 
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A. 2S = . B. 2S = − . C. 5S = . D. 10S = . 
Lời giải 

55 52 2

3 3 3

1 1 3d d ln 1 8 ln
1 1 2 2

x x xx x x x
x x

 + +  = + = + + = +  + +   
∫ ∫

8
3

a
b
=

⇒  =
 2 2S a b⇒ = − = . 

Câu 51: Cho 
2

2

1

10d ln
1

x ax x
x b b

 + = + + ∫  với ,a b∈ . Tính ?P a b= +  

A. 1P = . B. 5P = . C. 7P = . D. 2P = . 
Lời giải 

Ta có 
2 2 2

2 2 2

1 1 1

1 1 1d d 1 d
1 1 1

x xx x x x x x
x x x

+ −     + = + = + −     + + +     ∫ ∫ ∫  

23

1

10 10 2 10ln 1 ln 2 ln 3 ln ln
3 3 3 3
x ax x

b b
 

= + − + = + − = + = + 
 

. 

Suy ra 2; 3a b= = . Vậy 5a b+ = . 

Câu 52: Cho 
3

2
1

3 ln 2 ln 3 ln 5
3 2

x dx a b c
x x

+
= + +

+ +∫ , với a, b, c là các số nguyên. Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 0 . B. 2 . C. 3 . D. 1. 

Lời giải 

( )( )

( )

3 3 3 3

2
1 1 1 1

3 3 2 1
3 2 1 2 1 2

3
2ln 1 ln 2 2ln 2 ln 3 ln 5

1

x xdx dx dx dx
x x x x x x

x x

+ +
= = −

+ + + + + +

= + − + = + −

∫ ∫ ∫ ∫
 

Suy ra 2 , 1 , 1a b c= = = − . 

Nên 2 1 1 2a b c+ + = + − = . 

Câu 53: Cho 
4

2
3

5 8 d ln 3 ln 2 ln 5
3 2
−

= + +
− +∫
x x a b c

x x
, với ,  ,  a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 32 − +a b c  bằng 

A. 12  B. 6  C. 1 D. 64  
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: 
4

2
3

5 8 d
3 2
−

=
− +∫
xI x

x x ( )( )
4

3

5 8 d
1 2
−

=
− −∫

x x
x x

( ) ( )
( )( )

4

3

3 2 2 1
d

1 2
− + −

=
− −∫

x x
x

x x

4

3

3 2 d
1 2

 = + − − ∫ x
x x

 

( ) 4
3ln 1 2ln 2 3ln 3 2ln 2 3ln 2 3ln 3 ln 2 0.ln 5

3
= − + − = + − = − +x x  
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Suy ra 3 6

3
1  2 2 64

0

− +

=
 = − ⇒ = =
 =

a b c

a
b
c

. 

Câu 54: Biết 
5 2

3

1d ln
1 2

x x bx a
x
+ +

= +
+∫  với a , b  là các số nguyên. Tính 2S a b  . 

A. 2S = . B. 2S = − . C. 5S = . D. 10S = . 
Lời giải 

Chọn A 

55 52 2

3 3 3

1 1 3d d ln 1 8 ln
1 1 2 2

x x xx x x x
x x

 + +  = + = + + = +  + +   
∫ ∫

8
3

a
b
=

⇒  =
 2 2S a b⇒ = − = . 

Câu 55: Biết rằng 
1

2
0

1 d
1

ax
x x b

π
=

+ +∫  ( ), , 10a b a∈ < . Khi đó a b+ có giá trị bằng 

A. 14 . B. 15 . C. 13 . D. 12 . 
Lời giải 

Xét 
1 1

22
0 0

1 1d d
1 1 3

2 4

I x x
x x

x
= =

+ +  + + 
 

∫ ∫ . 

Đặt 1 3 tan
2 2

x t+ = , với ,
2 2

t π π− ∈ 
 

. Khi đó
 

( )23d 1 tan dt
2

x t= + . 

Với 0x = , ta có 
6

t π
= . 

Với 1x = , ta có 
3

t π
= . 

Khi đó 
( )
( )

2
3 3 3

2
66 6

3 1 tan 2 2 32 dt dt=3 93 31 tan
4

t
I t

t

π π π

ππ π

π+
= = =

+
∫ ∫ . Từ đó suy ra 

3
12

9
a

a b
b
=

⇒ + = =
. 

Câu 56: Biết 
2 2

2
0

5 2 d ln 3 ln 5
4 3

x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫ , ( ), ,a b c∈ . Giá trị của abc  bằng 

A. 8− . B. 10− . C. 12− . D. 16 . 
Lời giải 

Ta có: 

2 2

2
0

5 2 d
4 3

x x x
x x
+ +
+ +∫ ( )( )

2

0

11 d
1 3
x x

x x
 −

= +  + + 
∫

2

0

1 21 d
1 3

x
x x

 = − + + + ∫ ( ) 2

0
ln 1 2ln 3x x x= − + + +

2 3ln 3 2ln 5= − + . 

Vậy 2, 3, 2a b c= = − = , do đó 12abc = − . 
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Câu 57: Giả sử rằng 
0 2

1

3 5 1 2ln
2 3

x x dx a b
x−

+ −
= +

−∫ . Khi đó, giá trị của 2a b+  là 

A. 30 . B. 60 . C. 50 . D. 40 . 
Lời giải 

Ta có: 

0 02

1 1

3 5 1 213 11
2 2

x xI dx x dx
x x− −

+ −  = = + + − − ∫ ∫
02

1

3 1911 21.ln 2 21.ln 2 21.ln 3
2 2
xI x x

−

 
⇒ = + + − = + − 

 
 

2 1921ln
3 2

I⇒ = +
21
19
2

a

b

=
⇒ 

=

2 40a b⇒ + = . 

Câu 58: Biết 
4 3 2

2
1

7 3 d ln 5
3

x x x ax c
x x b
+ + +

= +
− +∫  với a , b , c  là các số nguyên dương và a

b
 là phân số tối 

giản. Tính 
2 3P a b c= − − . 

A. 5− . B. 4− . C. 5. D. 0. 
Lời giải 

Ta có 
4 3 2

2
1

7 3 d
3

x x x x
x x
+ + +

=
− +∫

( )4

2
1

3 2 1
2 d

3
x

x x
x x

− 
+ + − + 

∫  

( )4 24 42 2
2 1

11

d 31 27 272 3 3ln 3 3ln 5
2 3 2 2

x x
x x x x

x x
− + = + + = + − + = +  − +  ∫ . 

Mà 
4 3 2

2
1

7 3 d ln 5
3

x x x ax c
x x b
+ + +

= +
− +∫ , suy ra 27a = , 2b = , 3c = . 

Vậy 2 3 4P a b c= − − = − . 

Câu 59: Cho 
1 2

2
0

4 15 11d ln 2 ln 3
2 5 2
x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫  với a , b , c  là các số hữu tỷ. Biểu thức .T a c b= −  

bằng 

A. 4 . B. 6 . C. 1
2
− . D. 1

2
. 

Lời giải 

Ta có 

1 1 12 2

2 2 2
0 0 0

4 15 11 (4 10 4) (5 7) 5 7d d 2 d
2 5 2 2 5 2 2 5 2
x x x x x xx x x
x x x x x x
+ + + + + + + = = + + + + + + + ∫ ∫ ∫  

1

0

11 3 3 52 d 2 ln | 2 | ln | 2 1| 2 ln 2 ln 3
02 2 1 2 2

x x x x
x x

   = + + = + + + + = − +   + +   ∫  
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Vậy 2a = , 1b = − , 5
2

c =  nên 6T = . 

Câu 60: Biết 
1 2

0

2 1d ln 2
1

x x n
x m
− −

= +
+∫ , với m , n  là các số nguyên. Tính S m n= + . 

A. 1S = − . B. 5S = − . C. 1S = . D. 4S = . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
1 2

0

2d
1

x x
x
−
+∫

1

0

11 d
1

x x
x

 = − − + ∫
12

0

ln 1
2
x x x

 
= − − + 
 

1 ln 2
2
−

= − . 

Suy ra 2m = ; 1n = − . Vậy 1S = . 

Câu 61: Cho 
1

2
0

1 d ln 2 ln 3
3 2

x a b
x x

= +
+ +∫ , với ,a b  là các số hữu tỷ. Khi đó a b+  bằng 

A. 0 . B. 2 . C. 1. D. 1− . 
Lời giải 

Chọn C 

Xét 
( )( )

1 1 1

2
0 0 0

11 1 1 1 1d d d ln 2ln 2 ln 3.
03 2 1 2 1 2 2

xx x x
x x x x x x x

+   = = − = = −   + + + + + + +   ∫ ∫ ∫  

Vậy 2,  1 1.a b a b= = − ⇒ + =  

Câu 62: Cho 
1 2

2
0

2 3 d ln 2 ln 3
3 2

x x x a b c
x x

+
= + +

+ +∫  với a , b , c  là các số nguyên. Tổng a b c+ +  bằng 

A. 3 . B. 2 . C. 1. D. 1− . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
1 2

2
0

2 3 d
3 2

x x x
x x

+
+ +∫

1

2
0

3 42 d
3 2

x x
x x

+ = − + + ∫  

1

0

1 22 d
1 2

x
x x

 = − − + + ∫ ( ) 1

0
2 ln 1 2ln 2x x x= − + − + 2 ln 2 2ln 3= + − . 

Suy ra 2a = ; 1b = ; 2c = − . 

Vậy 1a b c+ + = . 

Câu 63: Cho biết 
2

2
0

1 ln 5 ln 3
4 3

x dx a b
x x


 

  , với ,a b . Tính 2 2T a b   bằng 

A. 13.  B. 10.  C. 25.  D. 5.  
Lời giải 

Chọn A 
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Ta có: 
  2

1 1
4 3 1 3 1 3

x x A B
x x x x x x

 
  

     
 

1 11, 2
1 33 1

x xA B
x xx x

 
   

  
 

2 2

2
0 0

2 21 1 2 ln 1 2ln 3 ln 3 2ln 5 2ln 3
0 04 3 1 3

2ln 5 3ln 3 ln 5 ln 3
2, 3 13.

x dx dx x x
x x x x

a b
a b T

                

   
    

 
 

Câu 64: Biết 
2 2

2
0

5 2 d ln 3 ln 5
4 3

x x x a b c
x x
+ +

= + +
+ +∫ , ( ), ,a b c∈ . Giá trị của abc  bằng 

A. 8− . B. 10− . C. 12− . D. 16 . 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có: 
2 2 22

2 2
0 0 0

5 2 1 1 2d 1 d 1 d
4 3 4 3 1 3

x x xx x x
x x x x x x
+ + − −   = + = + +   + + + + + +   ∫ ∫ ∫

( ) 2

0
ln 1 2ln 3 2 2ln 5 3ln 3 ln 3 ln 5x x x a b c= − + + + = + − = + + . 

2
3 . . 12

2

a
b a b c
c

=
⇒ = − ⇒ = −
 =

. 

Câu 65: Biết 
4 3 2

2
1

7 3d ln 5
3

x x x ax c
x x b
+ + +

= +
− +∫  với ,a ,b c  là các số nguyên dương và a

b  
là phân số tối giản. 

Tính giá trị của 2 3P a b c= − − . 
A. 5− . B. 3− . C. 6 . D. 4− . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )4 43 2

2 2
1 1

3 2 17 3d 2 d
3 3

xx x x x x x
x x x x

− + + +
= + + − + − + 

∫ ∫ ( )
42

2

1

2 3ln 3
2
x x x x

 
= + + − + 
 

27 3ln 5
2

= + . 

Vậy 2 3 4P a b c= − − = − . 

Câu 66: Cho 
( )( )

3

2

d ln 2 ln 3 ln 5
1 2

x a b c
x x

= + +
+ +∫  với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 2 3a b c+ −  

bằng 
A. 3 . B. 6 . C. 5 . D. 4 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
( )( )

3 3

2 2

d 1 1
1 2 1 2

x dx
x x x x

 = − + + + + ∫ ∫
3

2

1ln
2

x
x
+

=
+

4 3ln ln
5 4

= − 4ln 2 ln 3 ln 5= − − . 
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Suy ra 4, 1, 1a b c= = − = − . Vậy 2 3 6a b c+ − = . 

Câu 67: Cho 
4

2
3

2 3 d ln 2 ln 3 ln 7
3

x x a b c
x x

+
= + +

+∫  với ,  ,  a b c∈ . Giá trị của 2 3 7a b c+ +  bằng 

A. 9− . B. 6 . C. 15 . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( )
( ) ( )( )

4 4 4 4

2 3
3 3 3

32 3 1 1d d d ln 3 ln 28 ln18
3 . 3 3

x xx x x x x x
x x x x x x

+ ++  = = + = + = − + + + ∫ ∫ ∫  

14ln ln14 ln 9 ln 2 2ln 3 ln 7
9

= = − = − + . 

1a⇒ = , 2b = − , 1c = . 
Vậy 2 3 7 3a b c+ + = . 

Câu 68: Cho 
( )

2

2
1

.ln 2 .ln 3
1

x dx a b c
x

= + +
+∫ , với , ,a b c là các số hữu tỷ. Giá trị 6a b c+ +  bằng: 

A. 2− . B. 1. C. 2 . D. 1− . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
( ) ( )

2 2

2 2
1 1

21 1 1 1ln 1 ln 2 ln 3
11 1 61 1

x dx dx x
x xx x

   = − = + + = − − +    + + + + 
∫ ∫ . 

1 , 1, 1
6

a b c⇒ = − = − = , nên 6 1a b c+ + = − . 

Câu 69: Biết 
3

2
2

5 12 d ln 2 ln 5 ln 6
5 6

x x a b c
x x

+
= + +

+ +∫ . Tính 3 2S a b c= + + . 

A. 11− . B. 14− . C. 2− . D. 3 . 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( )
3 3

2
2 2

35 12 2 3d d 2ln 2 3ln 3
25 6 2 3

x x x x x
x x x x

+  = + = + + + + + + + ∫ ∫  

( ) ( )2ln 5 3ln 6 2ln 4 3ln 5 4ln 2 ln 5 3ln 6= + − + = − − + . 

4, 1, 3a b c⇒ = − = − = . 

Do đó 3 2 12 2 3 11S a b c⇒ = + + = − − + = − . 

TÍCH PHÂN ĐỔI BIẾN 

 Tích phân đổi biến: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ' .
b

a

b
f x u x dx F u x F u b F u a

a
= = −              ∫ . 

Có sẵn       Tách từ hàm       Nhân thêm 
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Các bước tính tích phân đổi biến số 

 Bước 1. Biến đổi để chọn phép đặt ( ) ( )' .t u x dt u x dx= ⇒ =  

 Bước 2. Đổi cận: 
( )
( )

t u bx b
x a t u a

== ⇒ = = 
 

 Bước 3. Đưa về dạng ( )
( )

( )
.

u b

u a
I f t dt= ∫  đơn giản hơn và dễ tính toán. 

Một số phương pháp đổi biến số thường gặp 

Đổi biến dạng 1. ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
1 2

'
. . . .

b b b

a a a

I I

f x g x
I dx h x dx f g x dx

g x g x
= = +∫ ∫ ∫




 với 

Đổi biến dạng 2. 

Nghĩa là nếu gặp tích phân chứa căn thức thì có khoảng 80%  sẽ đặt t =  căn trừ một số trường 
hợp ngoại lệ sau: 

1/  ( )2 2
1 .        .I f a x x dx= −∫ →  đặt .sinx a t=  hoặc .cosx a t= . 

Câu 70: Cho tích phân 
( )

1 7

52
0

d
1

xI x
x

=
+

∫ , giả sử đặt 21t x= + . Tìm mệnh đề đúng. 

A. ( )32

5
1

11 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . B. ( )33

5
1

1
d

t
I t

t
−

= ∫ . C. ( )32

4
1

11 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . D. ( )34

4
1

13 d
2

t
I t

t
−

= ∫ . 

Lời giải 

Ta có: 21t x= + d 2 dt x x⇒ = . 

Đổi cận: 0x = 1t⇒ = . 

1x = 2t⇒ = . 

( )
1 7

52
0

d
1

xI x
x

⇒ =
+

∫ ( )
1 6

52
0

. d
1

x x x
x

=
+

∫
( )32

5
1

11 d
2

t
t

t
−

= ∫ . 

Câu 71: Có bao nhiêu số thực a  để 
1

2
0

1=
+∫
x dx

a x
. 

A. 2  B. 1 C. 0  D. 3  
Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện tích phân tồn tại là [ ]2 1
0, 0;1

0
< −

+ ≠ ∀ ∈ ⇒  >

a
a x x

a
 

chẵn 
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Đặt 2 2xdx= + ⇒ =t a x dt . Khi đó 

21 1 2

2 2
0

2

1
11 1 1 1ln 1

12 2 1
1

+
 = + =+ −= = = ⇔ ⇔  −+ + = −  = +

∫ ∫
a

a

aa e ax dt a edx
t aa x a e a a

e

 

So sánh điều kiện ta được 2

1
1

=
−

a
e

. 

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  có ( )1 0f =  và ( ) ( )20182019.2020. 1 ,f x x x x′ = − ∀ ∈ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫  

bằng 

A. 2 .
2021

 B. 1 .
1011

 C. 2 .
2021

−  D. 1 .
1011

−  

Lời giải 

Chọn C 

Cần nhớ: ( ) ( )df x x f x C′ = +∫  và ( ) ( ) ( )
1

1d 1
1

ax b
ax b x C

a

α
α α

α

++
+ = + ≠ −

+∫ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )2018 2018d 2019.2020. 1 d 2019.2020 1 df x f x x x x x x x x′= = − = −∫ ∫ ∫ . 

Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = và 1x t= + . 

Suy ra ( ) ( ) ( )2018 2019 20182019.2020 1 d 2019.2020 df x t t t t t t= + = +∫ ∫  

2020 2019
2020 20192019.2020 2019 2020

2020 2019
t t C t t C

 
= + + = + + 

 
. 

Từ đó ( ) ( ) ( )2020 20192019 1 2020 1f x x x C= − + − + . 

Mà ( ) ( ) ( )2020 20191 0 2019 1 1 2020 1 1 0 0.f C C= ⇔ − + − + = ⇔ =  

Suy ra ( ) ( ) ( )2020 20192019 1 2020 1f x x x= − + − . 

Vậy ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12021 20201 1

2020 2019

0 0
0

1 1
d 2019 1 2020 1 d 2019. 2020.

2021 2020
x x

f x x x x x
 − − = − + − = +     

∫ ∫  

2019 21
2021 2021

 = − − + = − 
 

. 

Câu 73: Biết 
1 2

2
0

2 3 3 dx ln
2 1

x x a b
x x

+ +
= −

+ +∫  với ,a b  là các số nguyên dương. Tính 2 2P a b= + . 

A. 13 . B. 5 . C. 4 . D. 10 . 
Lời giải 
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Ta có 
1 2

2
0

2 3 3 d
2 1

x xI x
x x

+ +
=

+ +∫  

Đặt 1
1

dt dx
t x

x t
=

= + ⇒  = −
 suy ra 

0 1
1 2

x t
x t
= ↔ =

 = ↔ =
 

Khi đó ( ) ( )22

2
1

2 1 3 1 3
dt

t t
I

t
− + − +

= =∫
2 2

2
1

2 2 dtt t
t
− +

=∫
2

2
1

1 22 dt
t t

 − + = 
 ∫

2

1

22 lnt t
t

 − − 
 

3 ln 2= − . 

Suy ra 2 23 2 13P = + = . 

Câu 74: Cho  với m , p , q∈  và là các phân số tối giản. Giá trị m p q   

bằng 

A. 10 . B. 6 . C. 22
3

. D. 8 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có  23 1 5 2
1

1 1
3 3

xe e e    . Suy ra 1
3

m  , 5p   và 2q  . 

Vậy 1 225 2
3 3

m p q      . 

Câu 75: Biết rằng ( )2
1

2

0

d
2

x b caxe x e e+ = −∫  với , ,a b c∈ . Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 4 . B. 7 . C. 5 . D. 6 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )2 2 2
1 1

2 2 2 2 3 2

0 0

11 1 1d d 2 .
02 2 2

x x xxe x e x e e e+ + += + = = −∫ ∫  

Nên 1a = , 3b = , 2c = . 

Vậy 6a b c+ + = . 

Câu 76: Biết ( )2
1

1 ln
ln

e x dx ae b
x x x

+
= +

+∫ với ,a b  là các số nguyên dương. Tính giá trị của biểu thức 

2 2.T a ab b= − +  
A. 3. B. 1. C. 0. D. 8. 

Lời giải 

Chọn B 
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( )
( ) ( )

2 1
1 1 1

111 ln ln ln ln 1
ln ln ln

e e e
ex d x xxdx dx x x e

x x x x x x x

++ +
= = = + = +

+ + +∫ ∫ ∫
 

Vậy 1,  1a b= =  nên 2 2 1.T a ab b= − + =  

Câu 77: Biết ( )
2

1

1
21

p
x qxx e dx me n
−

+ = −∫ , trong đó , , ,m n p q  là các số nguyên dương và p
q

 là phân số tối 

giản. Tính T m n p q= + + + . 
A. 11T = . B. 10T = . C. 7T = . D. 8T = . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( )
1 12 2 1 1

2 2
2

1 1

2
2

1 1

1 2 1 1 2
x x x x

x x x xI x e dx x x e dx x e dx xe dx
− − − −

= + = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫  

Xét ( )
12 2 2 2

1
1 1 1

1 1 12
2

1

2 2 2
2

11 . . . 1x x x x
x x x xxI x e dx x e dx x e d xx

x
d e

x
− − − − +  = + = = =   

 
−

 
∫ ∫ ∫ ∫

( )
2 22 2

1 1

1 1

1

1
2

1

1
2 2 2

x x x x
x x x xx e e d x x e xe dx

− − − −
= − = −∫ ∫  

1 1 2 22

1
1 1 1

1 3
2 2 22 4 1

x x x
x x xI xe dx x e I x e e

− − −
⇒ + = ⇒ = = −∫  

Do ( )
2

1

1
21

p
x qxx e dx me n
−

+ = −∫ , trong đó , , ,m n p q +∈  và p
q

 là phân số tối giản 

4
1
3
2

m
n
p
q

=
 =⇒  =
 =

 

Khi đó, 4 1 3 2 10T m n p q= + + + = + + + = . 

Câu 78: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên   đồng thời thỏa mãn ( ) ( )0 1 5f f= = . Tính tích phân 

( ) ( )
1

0

df xI f x e x′= ∫ . 

A. 10I =  B. 5I = −  C. 0I =  D. 5I =  
Lời giải 

Chọn C 

( ) ( )
1

0

df xI f x e x′= ∫ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 0 5 5

0
0

d 0f x f x f fe f x e e e e e= = = − = − =∫ .
 

Câu 79: Giả sử tích phân 
5

1

1 ln 3 ln 5
1 3 1

I dx a b c
x

= = + +
+ +∫ . Lúc đó 

A. 5
3

a b c+ + = . B. 4
3

a b c+ + = . C. 7
3

a b c+ + = . D. 8
3

a b c+ + = . 
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Lời giải 
Chọn B 

Đặt 3 1t x= + . Ta có 2 23 1
3

t x dx tdt= + ⇒ = . 

Đổi cận 

 

Ta có 
5 4

1 2

1 1 2.
1 31 3 1

I dx tdt
tx

= =
++ +∫ ∫  

4

2

2
3 1

t dt
t

=
+∫  

4

2

2 11
3 1

dt
t

 = − + ∫  ( ) 42 ln 1
23

t t= − +  

4 2 2ln 3 ln 5
3 3 3

= + − . 

Do đó 4 2 2; ;
3 3 3

a b c= = = − . 

Vậy 4
3

a b c+ + = . 

Câu 80: Biết tích phân 
ln 6

0

e d ln 2 ln 3
1 e 3

x

x
x a b c= + +

+ +
∫ , với a , b , c  là các số nguyên. Tính 

T a b c= + + . 
A. 1T = − . B. 0T = . C. 2T = . D. 1T = . 

Lời giải 

Đặt 2e 3 e 3 2 d e dx x xt t t t x= + ⇒ = + ⇒ = . 

Đổi cận 
ln 6 3
0 2

x t
x t
= = 

⇒ = = 
. 

Suy ra 
ln 6 3

0 2

e 2 dd
11 e 3

x

x

t tx
t

=
++ +

∫ ∫  ( )
3

3

2
2

22 d 2 2ln 1
1

t t t
t

 = − = − + + ∫  ( ) ( )6 2ln 4 4 2ln 3= − − −  

2
2 4ln 2 2ln 3 4

2

a
b
c

=
= − + ⇒ = −
 =

. 

Vậy 0T = . 

Câu 81: Tích phân 
1

0

d
3 1

x
x +∫  bằng 

A. 4
3

. B. 3
2

. C. 1
3

. D. 2
3

. 

Lời giải 
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Đặt 3 1t x= + 2 3 1t x⇒ = + 2 d 3dt t x⇒ =
2 d d
3
t t x⇒ =  

Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 2x t= ⇒ =  

Khi đó 
1 1

0 0

d 2 1. d
33 1

x t t
tx

=
+∫ ∫

1

0

2 d
3

t= ∫
1

0

2
3

t=
2
3

= . 

Cách khác: Sử dụng công thức d 2x ax b C
aax b

= + +
+∫  thì 

11

00

d 2 3 1
33 1

x x
x

= +
+∫

2
3

= . 

Câu 82: Biết 
1

ln 2
1 ln

e x dx a b
x x

= +
+∫  với ,a b  là các số hữu tỷ. Tính S a b= + . 

A. 1S = . B. 1
2

S = . C. 3
4

S = . D. 2
3

S = . 

Lời giải 

Đặt 21 ln ln 1 2dxx t x t tdt
x

+ = ⇒ = − ⇒ =  

Đổi cận 
1 1

2

x t

x e t

= → =


= → =
 

Vậy 
( ) ( )

222 2 3
2

1 1 1 1

1 2ln 4 22 1 2 2
3 3 31 ln

e t tdtx tdx t dt t
tx x

−  
= = − = − = − 

+  
∫ ∫ ∫

 

Suy ra 4 2 2;
3 3 3

a b S a b= = − ⇒ = + =  

Câu 83: Cho tích phân 
2 2

2

0

16 dI x x= −∫  và 4sinx t= . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( )
4

0

8 1 cos2 dI t t

π

= +∫ . B. 
4

2

0

16 sin dI t t

π

= ∫ . 

C. ( )
4

0

8 1 cos2 dI t t

π

= −∫ . D. 
4

2

0

16 cos dI t t

π

= − ∫ . 

Lời giải 

Đặt 4sin d 4cos dx t x t t= ⇒ = . 

Đổi cận: 0 0x t= ⇒ = ; 2 2
4

x t π
= ⇒ = . 

4
2

0

16 16sin .4cos dI t t t

π

= −∫
4

0

4 cos .4cos dt t t

π

= ∫
4

0

4 cos .4cos dt t t

π

= ∫
4

0

16 cos .cos dt t t

π

= ∫ . 
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Mà vì 0;
4

t π ∈ 
 

 thì cos 0t >  nên khi đó 
4

2

0

16 cos dI t t

π

= ∫ ( )
4

0

8 1 cos2 dt t

π

= +∫ . 

Câu 84: Biết 
5

1

1 dx ln 3 ln 5
1 3 1

a b c
x

= + +
+ +∫  ( , , )a b c Q∈ . Giá trị của a b c+ +  bằng 

A. 7
3

. B. 5
3

. C. 8
3

. D. 4
3

. 

Lời giải 

Đặt  3x 1t = +  2 3 1t x⇒ = +  2tdt 3dx⇒ =
2dx tdt
3

⇒ =  

Đổi cận: 1 2x t= ⇒ = ; 5 4x t= ⇒ =  
5 4 4

1 2 2

41 2 t 2 1 2 4 2 2d dt (1 )dt (t ln t 1) ln 5 ln 3
23 1 t 3 1 t 3 3 3 31 3x 1

x = = − = − + = − +
+ ++ +∫ ∫ ∫ . 

4 2 2, ,
3 3 3

a b c⇒ = = = −  4
3

a b c⇒ + + = . 

Câu 85: Cho biết 
7 3

3 2
0

d
1

=
+

∫
x mx

nx
 với m

n
 là một phân số tối giản. Tính 7m n−  

A. 0 . B. 1. C. 2 . D. 91. 
Lời giải 

Đặt 
2

3 2 3 2 2 3 d1 1 3 d 2 d d
2

t tt x t x t t x x x x= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận: 

 

( )
27 2 23 3 2 5 2

4

3 2
0 1 1 1

1 3 3 3 141d . d . d .
2 2 2 5 2 201

x t t t tx t t t t
tx

 −
= = − = − = 

+  
∫ ∫ ∫ . 

7 141 7.20 1m n⇒ − = − = . 

Câu 86: Biết rằng 
1

0

ln 2 ln 3 ln 5
3 5 3 1 7

dx a b c
x x

= + +
+ + +∫ , với , ,a b c  là các số hữu tỉ. Giá trị của 

a b c+ +  bằng 

A. 10
3

−  B. 5
3

−  C. 10
3

 D. 5
3

 

Lời giải 

Chọn A 

1

0 3 5 3 1 7
dxA

x x
=

+ + +∫  
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Đặt 23 1 3 1 2 3t x t x tdt dx= + ⇒ = + ⇒ =  

Đổi cận: 0 1; 1 2x t x t= ⇒ = = ⇒ =  

( )( ) ( )
2 2 2 2

2 1
1 1 1

2
2 2 2 3 23 2ln 2 3ln 3
3 2 3 3 2 3 35 6

tdt tA dt dt t t
t t t tt t

− = = = + = − + + + + + + ++ +  ∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 2 20 42ln 4 3ln 5 2ln 3 3ln 4 10ln 2 2ln 3 3ln 5 ln 2 ln 3 2ln 5
3 3 3 3

= − + + − = − + + = − + +  

Vậy: 20 4 102
3 3 3

a b c+ + = − + + = − . 

Câu 87: Biết 
1

ln 2
1 ln

e x dx a b
x x

= +
+∫  với ,a b  là các số hữu tỷ. Tính S a b= + . 

A. 1S = . B. 1
2

S = . C. 3
4

S = . D. 2
3

S = . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 21 ln ln 1 2dxx t x t tdt
x

+ = ⇒ = − ⇒ =  

Đổi cận 
1 1

2

x t

x e t

= → =


= → =
 

Vậy 
( ) ( )

222 2 3
2

1 1 1 1

1 2ln 4 22 1 2 2
3 3 31 ln

e t tdtx tdx t dt t
tx x

−  
= = − = − = − 

+  
∫ ∫ ∫

 

Suy ra 4 2 2;
3 3 3

a b S a b= = − ⇒ = + =  

Câu 88: Cho 
3

0

ln 2 ln 3
34 2 1

x adx b c
x

= + +
+ +∫  với a,b,c  là các số nguyên. Giá trị a b c+ +  bằng: 

A. 9  B. 2  C. 1 D. 7  

Lời giải 
Chọn C 
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3

0

2

8 8 82 3 2 2

6 6 6

3 2

4 2 1

4 2 1 ( 4) 4( 1)
2( 4) 4
0 6
3 8

8 16 4 12 44 48 3 11 6.( 4)
8 8 8 2 2

83 11 7( 6ln ) 12ln 2 6ln 3
624 4 2 3

1

x dx
x

t x t x
t dt dx

x t
x t

t t t t t t tI t dt dt dt
t t t

t t t t

a b c

=
+ +

= + + ⇒ − = +
⇒ − =
= ⇒ =
= ⇒ =

− + − − + −
= − = = − + −

= − + − = − +

⇒ + + =

∫

∫ ∫ ∫

 

Câu 89: Cho 
3

0

d ln 2 ln
4 2 1

x aI x b c d
dx

= = + +
+ +∫ , với , , ,a b c d là các số nguyên và a

d
 là phân số tối 

giản. Giá trị của a b c d+ + +  bằng 
A. 16. B. 4. C. 28. D. 2− . 

Lời giải 

Đặt 21 1t x x t= + ⇒ = −  

d 2 dx t t⇒ =  

Đổi cận: 0 1;x t= → =  3 2x t= → =  

22 22 3
2 2

1 1 1

1 6 7.2 d 2 3 d 3 6ln 2 12ln 2 6ln 3.
4 2 2 3 3
t tI t t t t t t t t

t t
 −  = = − + − = − + − + = − +  + +   

∫ ∫  

Suy ra 7, 12, 6, 3a b c d= = − = = . Do đó 4.a b c d+ + + =  

Câu 90: Tính 

3

2
0

d
1

a x xI x
x
+

=
+

∫
. 

A. ( )2 21 1 1I a a= + + − . B. ( )2 21 1 1 1
3

I a a = + + −  . 

C. ( )2 21 1 1 1
3

I a a = + + +  . D. ( )2 21 1 1I a a= + + + . 

Lời giải 

Ta có 
( )23

2

2 2
0 0 0

1
d d 1d

1 1

a a ax xx xI x x x x x
x x

++
= = = +

+ +
∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 2 21 1 d du x u x u u x x= + ⇒ = + ⇒ = . 

Đổi cận: 0 1x u= ⇒ = , 2 1x a u a= ⇒ = + . 

Vậy ( )
22 11 3

2 2 2

1 1

1d 1 1 1
3 3

aa uI u u a a
++

 = = = + + − ∫ . 
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Câu 91: Giá trị của tích phân 

1
2

0

d
1

x x
x−∫  bằng tích phân nào dưới đây? 

A. 
4

2

0

2sin dyy

π

∫ . B. 

1
22

0

sin d
cos

x x
x∫ . C. 

24

0

sin dy
cosy

y
π

∫ . D. 
2

2

0

2sin dyy

π

∫ . 

Lời giải 

Đặt 2sinx y=  ta có ( )2d d sinx y= d 2sin .cos dx y y y⇔ =  

Khi 0 0x y= ⇒ =  và 1
2 4

x y π
= ⇒ = . 

Suy ra 

1
2 4

0 0

sind .2sin cos dy
1 cos

x yx y y
x y

π

=
−∫ ∫

4
2

0

2sin dyy

π

= ∫ . 

Câu 92: Biết 
2 2

2 2
3

d ln 5 ln 2
1 1
x bx c

ax x
= −

+ + −
∫  với , ,a b c  là các số nguyên và phân số a

b
 là tối giản. 

Tính 3 2P a b c= + + . 
A. 11. B. 12 . C. 14 . D. 13 . 

Lời giải 

Đặt 2 2 21 1t x t x xdx tdt= + ⇒ = + ⇒ =  

Đổi cận: 3 2, 2 2 3x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 

Khi đó 
32 2 3

22 2
2 23

1 2ln 1 ln 2
2 3 31 1

x tdtdx t t
t tx x

 = = − + + + −  + + −
∫ ∫  

1 2 2 2ln 2 ln 5 ln 4 ln 5 ln 2
3 3 3 3

   = + − = −   
   

. 

Vậy 3, 2, 1 3 2 14a b c a b c= = = ⇒ + + = . 

Câu 93: Cho tích phân 
1

2
0

d
4

xI
x

=
−

∫ nếu đổi biến số 2sin , ;
2 2

x t t  = ∈ − 
 

π π  thì ta được. 

A. 
3

0

d

π

I t= ∫ . B. 
6

0

d

π

I t= ∫ . C. 
4

0

d

π

I t t= ∫ . D. 
6

0

d
π

tI
t

= ∫ . 

Lời giải 

2sin d 2cos dx t x t t= ⇒ = . 

Với 0 0; 1
6

x t x t π
= ⇒ = = ⇒ = . 

6 6 6

2
0 0 0

2cos d cos d d
cos2 1 sin

π π π

t t t tI t
tt

= = =
−

∫ ∫ ∫ . 
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Câu 94: Biết 
1 3

2
0

 
151

x a b cdx
x x

+
=

+ +
∫  với ,  ,  a b c  

là các số nguyên và 0b ≥ . Tính 2P a b c= + − . 

A. 3P = . B. 7P = . C. 7P = − . D. 5P = . 

Lời giải. 

( )
1 1 1 13

3 2 3 2 4

2
0 0 0 0

1 1 1
51

xI dx x x x dx x x dx x dx A
x x

= = + − = + − = −
+ +

∫ ∫ ∫ ∫  

+ Tính A: Đặt 21     d dt x t t x x= + ⇒ =  

( ) ( )
22 2 5 3

2 2 4 2

1 1 1

2 2 21 .
5 3 15
t tA t t dt t t dt

  +
= − = − = − = 

 
∫ ∫  

1 2 2   2;  2;  1
15

I a b c− +
= ⇒ = = = −  

2 7P a b c= + − =  

Câu 95: Cho n  là số nguyên dương khác 0 , hãy tính tích phân ( )
1

2

0

1 d
n

I x x x= −∫  theo n . 

A. 1
2 2

I
n

=
+

. B. 1
2

I
n

= . C. 1
2 1

I
n

=
−

. D. 1
2 1

I
n

=
+

. 

Lời giải 

Với *n∈ , khi đó: 

Đặt 21 d 2 dt x t x x= − ⇒ = −
1d d
2

x x t⇒ = −  

Đổi cận: 0 1; 1 0x t x t= → = = → =  

Khi đó 
0 1 1 1

01 0

1 1 1 1d d .
2 2 2 1 2 2

n
n n tI t t t t

n n

+

= − = = =
+ +∫ ∫  

Cách 2: Ta có ( ) ( )2 21d 1 2 d d 1 d
2

x x x x x x− = − → − − =  

( ) ( ) ( ) ( ) 121 1 1
2 2 2

00 0

11 1 11 d 1 d 1 .
2 2 1 2 2

n
n n x

I x x x x x
n n

+
−

= − = − − − = − =
+ +∫ ∫  

Câu 96: Giả sử 
64

3
1

d 2ln
3

xI a b
x x

= = +
+∫  với ,a b là số nguyên. Khi đó giá trị a b−  là 

A. 17− . B. 5. C. 5− . D. 17 . 
Lời giải 

Đặt 6t x= 6x t⇒ = 5d 6. dx t t⇒ = . 

Đổi cận: 1 1; 64 2x t x t= ⇒ = = ⇒ = . 
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Suy ra 
2 5

3 2
1

6 dtI t
t t

=
+∫

2 3

1

6 d
1

t t
t

=
+∫

2
2

1

16 1 d
1

t t t
t

 = − + − + ∫  

( ) ( )
2 2

2

1 1

16 1 d 6 d 1
1

t t t t
t

= − + − +
+∫ ∫  

23 2
2

1
1

6 6 ln 1
3 2
t t t t

 
= − + − + 

 
( )8 56 6 ln 3 ln 2

3 6
 = − − − 
 

311 6ln
2

= −
26ln 11
3

= + . 

Từ đó suy ra 
6
11

a
b
=

 =
5a b⇒ − = − . 

Câu 97: Cho hàm số ( )f x  có ( )2 2f = −  và ( ) ( )2
, 6; 6

6
xf x x

x
′ = ∀ ∈ −

−
. Khi đó ( )

3

0

.df x x∫  

bằng 

A. 
3
4
π

− . B. 
3 6

4
π +

. C. 
2

4
π +

. D. 
3 6

4
π +

− . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( )
2

6; 6 .d .d
6

xx f x f x x x
x

′∀ ∈ − ⇒ = =
−

∫ ∫  

( )2

2

1 1 .d 6
2 6

x
x

= − −
−

∫ 21 .2 6
2

x C= − − + . 

Mà ( )2 2 6 2 2 0f C C= − ⇔ − − + = − ⇔ = . 

Suy ra ( ) 26f x x= − − . 

Do đó ( )
3 3

2

0 0

.d 6 .dI f x x x x= = − −∫ ∫ . 

Đặt 6 sin , ; 6 cos .d
2 2

x t t dx t tπ π = ∈ − ⇒ =  
. 

Đổi cận 0 0; 3
4

x t x t π
= ⇒ = = ⇒ = . 

Suy ra ( )
4 4 4

2 2

0 0 0

6 6sin . 6.cos .d 6 cos .d 3 cos 2 1 .dI t t t t t t t

π π π

= − − = − = − +∫ ∫ ∫
4

0

13 sin 2
2

t t

π

 = − + 
 

 

1 3 63 sin
2 2 4 4

π π π + = − + = − 
 

. 
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Câu 98: Biết 
2

2
1

d 2 35
3 9 1

x x a b c
x x

= + +
+ −

∫  với a , b , c  là các số hữu tỷ, tính 2 7P a b c= + + − . 

A. 1
9

− . B. 86
27

. C. 2− . D. 67
27

. 

Lời giải 

Ta có 

2

2
1

d
3 9 1

x x
x x+ −

∫ ( )
2

2

1

3 9 1 dx x x x= + −∫ ( )
2

2 2

1

3 9 1 dx x x x= − −∫
2 2

2 2

1 1

3 d 9 1dx x x x x= − −∫ ∫
2

23 2

1
1

9 1dx x x x= + −∫
2

2

1

7 9 1dx x x= + −∫ . 

Tính 
2

2

1

9 1dx x x−∫ . 

Đặt 29 1x t− = 2 29 1x t⇒ − =
dd
9

t tx x⇒ = . 

Khi 1x =  thì 2 2t = ; khi 2x =  thì 35t = . 

Khi đó 
2

2

1

9 1dx x x−∫
3535 3

2 2 2 2

d
9 27

t t tt= =∫
35 1635 2
27 27

= − . 

Vậy 
2

2
1

35 16d 7 35 2
27 273 9 1

x x
x x

= − +
+ −

∫ 7a⇒ = , 16
27

b = , 35
27

c = − . 

Vậy 2 7P a b c= + + −
32 35 17 7
27 27 9

= + − − = − . 

Câu 99: Biết 
( )

2

1

d
1 1

x a b c
x x x x

= − −
+ + +∫  với a , b , c  là các số nguyên dương. Tính 

P a b c= + + . 
A. 44P = . B. 42P = . C. 46P = . D. 48P = . 

Lời giải 

Đặt 
( ) ( ) ( )

2 2

1 1

d d
1 1 1 1

x xI
x x x x x x x x

= =
+ + + + + +∫ ∫ . 

Đặt 
( )
11 d d

2 1
x xt x x t x

x x
+ +

= + + ⇒ =
+ ( )

d d2
1

x t
tx x

⇔ =
+

. 

Khi 1x =  thì 2 1t = + , khi 2x =  thì 3 2t = + . 

( ) ( )
3 22 3 2

2
2 11 2 1

d d 12 2
1 1

x tI
t tx x x x

++

++

= = = −
+ + +∫ ∫

1 12
3 2 2 1

 = − − + + 
4 2 2 3 2= − −

32 12 4= − − 32a⇒ = , 12b = , 4c =  
Vậy 48P a b c= + + =  
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Câu 100: Biết ( )
4

0

2 1d 5ln 2 ln , ,
32 3 2 1 3

x x a b c a b c
x x

+
= + + ∈

+ + +∫  . Tính 2T a b c= + + . 

A. 4T = . B. 2T = . C. 1T = . D. 3T = . 
Lời giải 

( )( )
( ) ( )
( )( )

4 4 4

0 0 0

2 2 1 1 2 1 2 d2 1d 2 1d
2 3 2 1 3 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

x x xx x x xI
x x x x x x

+ + − + ++ +
= = =

+ + + + + + + + + + +∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4 4

0 0

2d d
2 1 2 2 1 1

x x
x x

= −
+ + + +∫ ∫ . 

Đặt 2 1 d du x u u x= + ⇒ = . Với 0 1x u= ⇒ = , với 4 3x u= ⇒ = . 

Suy ra 
.3 .3 .3 .3

1 1 1 1

2 d d 4 12 d 1 d
2 1 2 1

u u u uI u u
u u u u

   = − = − − −   + + + +   ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) 3 54ln 2 ln 1 2 4ln ln 2
1 3

u u u= − + + + = − +  

2a⇒ = , 1b = , 1c = 2.1 1 4 1T⇒ = + − = . 

Câu 101:  Cho 
2

2
0

cos 4d ln ,
sin 5sin 6

x x a b
x x c

π

= +
− +∫  tính tổng S a b c= + +  

A. 1S = . B. 4S = . C. 3S = . D. 0S = . 
Lời giải 

Đặt sin d cos dt x t x x= ⇒ = . 0 0x t= ⇒ = , 1
2

x tπ
= ⇒ = . 

2

2
0

cos d
sin 5sin 6

x x
x x

π

− +∫
1

2
0

1 dt
5 6t t

=
− +∫

1

0

1 1 dt
3 2t t

 = − − − ∫
1

0

3ln
2

t
t
−

=
−

3ln 2 ln
2

= −
4ln
3

=  

1, b 0, 3a c⇒ = = = 4S a b c⇒ = + + = . 

Câu 102: Cho tích phân 
2

0

2 cos .sin dI x x x

π

= +∫ . Nếu đặt 2 cost x= +  thì kết quả nào sau đây đúng? 

A. 
2

3

dI t t= ∫ . B. 
3

2

dI t t= ∫ . C. 
2

3

2 dI t t= ∫ . D. 
2

0

dI t t

π

= ∫ . 

Lời giải 

Ta có 
2

0

2 cos .sin dI x x x

π

= +∫ ( )
2

0

2 cos d cosx x

π

= − +∫  

( )
2

0

2 cos d cos 2x x

π

= − + +∫
2

3

dt t= −∫
3

2

dt t= ∫ . 
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Câu 103: Tính tích phân 
24

4
0

sin d
cos

xI x
x

π

= ∫  bằng cách đặt tanu x= , mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
4

2

0

dI u u

π

= ∫ . B. 
2

2
0

1 dI u
u

= ∫ . C. 
1

2

0

dI u u= −∫ . D. 
1

2

0

dI u u= ∫ . 

Lời giải 

24

4
0

sin d
cos

xI x
x

π

= =∫
4

2
2

0

1tan . d
cos

x x
x

π

∫ . 

Đặt tanu x= 2

1d d
cos

u x
x

⇒ = . 

Đổi cận: 0 0x u= ⇒ = , 1
4

x uπ
= ⇒ =  

Suy ra: 
1

2

0

dI u u= ∫ . 

Câu 104: Tính tích phân 

π
3

3
0

sin d
cos

xI x
x

= ∫
. 

A. 5
2

I = . B. 3
2

I = . C. π 9
3 20

I = + . D. 9
4

I = . 

Lời giải 

Đặt cost x= d sin dt x x⇒ = − . 

Đổi cận: 0x = 1t⇒ = ; π 1
3 2

x t= ⇒ = . 

Khi đó: 

1
2

3
1

1dI t
t
−

= ∫
1

3
1
2

1 dt
t

= ∫
1

2 1
2

1
2t
−

=
1 32
2 2

= − + = . 

Câu 105: Cho tích phân 
2

3

sin d ln 5 ln 2
cos 2

x x a b
x

π

π

= +
+∫  với , .a b∈  Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 2 0.a b+ =  B. 2 0.a b− =  C. 2 0.a b− =  D. 2 0.a b+ =  
Lời giải 

Đặt cos 2t x= + d sin dt x x⇒ = −  

Đổi cận 5
3 2

x tπ
= ⇒ = , 2

2
x tπ
= ⇒ =  
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2

3

sin d
cos 2

x x
x

π

π +∫
2

5
2

1dt
t

= −∫
5
2

2

1dt
t

= ∫
5
2
2

ln t=
5ln ln 2
2

= − ln 5 2ln 2= −

 
Vậy ta được 1; 2a b= = − . 

Câu 106: Có bao nhiêu số ( )0;20π∈a sao cho 5

0

2sin sin 2 d
7

a

x x x =∫ . 

A. 10. B. 9. C. 20. D. 19. 
Lời giải 

5 6

0 0

sin sin 2 d 2 sin .cos d
a a

I x x x x x x= =∫ ∫  

Đặt sin d cos dt x t x x= ⇒ =  và [ ]sin ;   1;1
.

sin 0 0
a b b = ∈ −


=

 

7 7
6

0 0

22 d 2. .
7 7

bb t bI t t= = =∫  

Theo giả thiết: 
7

5

0

2 2 2sin sin 2 d 1 sin 1 2 ;  .
7 7 7 2

a bx x x b a a k kπ π= ⇒ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = + ∈∫   

( ) 39 1 390;20 0 2 20 2 .
2 2 2 4 4

a k k kπ π ππ π π π∈ ⇔ < + < ⇔ − < < ⇔ − < <  

Mà k∈  nên suy ra { }0;1;2;...;9 .k∈  

Câu 107: Biết 
6

0

d 3
1 sin

x a b
x c

π

+
=

+∫ , với , ,a b c +∈ ∈   và , ,a b c  là các số nguyên tố cùng nhau. Giá trị 

của tổng a b c+ +  bằng 
A. 5 . B. 12 . C. 7 . D. 1− . 

Lời giải 

6 6

2
0 0

d d
1 sin

cos sin
2 2

x xI
x x x

π π

= =
+  + 

 

∫ ∫
22

6 6

2 2
0 0

1

1 tancos 22 d d
1 tan 1 tan

2 2

xx

x x
x x

π π  + 
 = =

   + +   
   

∫ ∫ . 

Đặt 21 tan 2d 1 tan d
2 2
x xt t x = + ⇒ = + 

 
 

Đổi cận: 0 1; 3 3
6

x t x tπ
= ⇒ = = ⇒ = − . 

3 33 3

2
11

2dt 2 3 3
3

I
t t

−− − +
= = − =∫ . 

Suy ra 1, 3, 3a b c= − = =  nên 5a b c+ + = . 
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Câu 108: Cho tích phân số 
2

3

s in d ln 5 ln 2
cos 2

x x a b
x

π

π

= +
+∫  với ,a b∈ . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 2 0.a b+ =  B. 2 0.a b− =  C. 2 0.a b− = . D. 2 0.a b+ = . 
Lời giải 

+ Xét: 
2

3

s in d
cos 2

xI x
x

π

π

=
+∫  

+ Đặt 2 d sin d sin d du cosx u x x x x u= + ⇒ = − ⇒ = −  

+ Đổi cận: 

5
3 2

2
2

x u

x u

π

π

 = ⇒ =

 = ⇒ =


 

2

5
2

2 11 5d ln ln 2 ln ln 5 2ln 2 .5 22
2

a
I u u

bu
=−  ⇒ = = − = − − = − ⇒   = −  

∫  

Câu 109: Cho 
2

2
0

sin 4d ln
cos 5cos 6

x x a b
x x c

= +
− +∫

π

, với a , b  là các số hữu tỉ, 0c > . Tính tổng S a b c= + +

. 
A. 3S = . B. 0S = . C. 1S = . D. 4S = . 

Lời giải 

Đặt cost x= d sin dt x x⇒ = − . 

Đổi cận: 0x = 1t⇒ = ; 
2

x π
= 0t⇒ =  

Ta có: 

( )

2

2
0

sin d
cos 5cos 6

x x
x x

π

− +∫
0

2
1

1 d
5 6

t
t t

= −
− +∫

1

0

1 1 d
3 2

t
t t

 = − − − ∫
1

0

3ln
2

t
t
−

=
−

3ln 2 ln
2

= −
4ln
3

=

4lna b
c

= + . 

Do đó: 
1
3
0

a
c
b

=
 =
 =

. 

Vậy S a b c= + + 4= . 
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Câu 110: Cho hàm số ( )y f x=  có (0) 1f =  và 3( ) tan tan ,f x x x x′ = + ∀ ∈ . Biết 

4

0

( ) ; ,af x dx a b
b

π

π+
= ∈∫  , khi đó b a−  bằng 

A. 4 . B. 12 . C. 0 . D. 4− . 
Lời giải 

Chọn A 

Từ giả thiết 3( ) tan tan ,f x x x x′ = + ∀ ∈  ta có 

3( ) ( ) (tan tan )f x f x dx x x dx′= = +∫ ∫  2tan (1 tan )x x dx= +∫ tan . (tan )x d x= ∫ 21 tan
2

x C= + , 

Ta có (0) 1f =  suy ra 1C =  vậy 21( ) tan 1
2

f x x= + . 

Tích phân 
4 4

2

0 0

1( ) (tan 2)
2

f x dx x dx

π π

= +∫ ∫  

4 42

00

1 1 1 4(tan 1 1) (tan ) (1 )
2 2 2 4 8

x dx x x

π π

π π+
= + + = + = + =∫ . 

Từ đây ta được 
4

4
8

a
b a

b
=

⇒ − = =
. 

Vậy 4b a− = . 

Câu 111: Cho tích phân 
e

1

3ln 1dxI x
x
+

= ∫ . Nếu đặt lnt x=  thì 

A. 
1

0

3 1d
et

tI t+
= ∫ . B. 

e

1

3 1dtI t
t
+

= ∫ . C. ( )
e

1

3 1 dI t t= +∫ . D. ( )
1

0

3 1 dI t t= +∫ . 

Lời giải 

Đặt lnt x=  1d dt x
x

⇒ = . Đổi cận e 1x t= ⇒ = ; 1 0x t= ⇒ = . 

Khi đó ( )
e 1

1 0

3ln 1d 3 1 dxI x t t
x
+

= = +∫ ∫ . 

Câu 112: Cho 
( )2

1

ln ln 3 ln 2
3ln 2

e x cI dx a b
x x

= = + +
+∫ , với , ,a b c∈ . Khẳng định nào sau đâu đúng. 

A. 2 2 2 1a b c+ + = . B. 2 2 2 11a b c+ + = . C. 2 2 2 9a b c+ + = . D. 2 2 2 3a b c+ + = . 
Lời giải 

Chọn D 
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Ta có 
( )2

1

ln
ln 2

e xI dx
x x

=
+∫ , đặt ln 2 dxx t dt

x
+ = ⇒ =  

3 3 3 3 3

2 2
2 22 2 2

2 1 1 2 2 2 12 ln ln 3 ln 2 ln 3 ln 2
3 2 3

tI dt dt dt t
t t t t
−

= = − = + = − + − = − −∫ ∫ ∫  

Suy ra 1; 1; 1a b c= = − = − , vậy 2 2 2 3a b c+ + = . Chọn D 

Câu 113: Biết ( )
4

2

0

ln 9 d ln 5 ln 3I x x x a b c= + = + +∫  trong đó , ,a b c  là các số thực. Giá trị của biểu thức 

T a b c= + +  là: 
A. 11.T =  B. 9.T =  C. 10.T =  D. 8.T =  

Lời giải 

Đặt 2 19 2 d d d d
2

x t x x t x x t+ = ⇒ = ⇔ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( )
25

9

251 1 1. ln .d .ln 25ln 25 25 9ln 9 9 25ln 5 9ln 3 8
92 2 2

I t t t t t= = − = − − − = − −  ∫ . 

Suy ra 25 9 8 8T a b c= + + = − − = . 

Câu 114: Cho ( )

e

2
1

ln d
ln 2

xI x
x x

=
+∫

 có kết quả dạng lnI a b= +  với 0a > , b∈ . Khẳng định nào sau đây 
đúng? 

A. 2 1ab = − . B. 2 1ab = . C. 3 1ln
2 3

b
a

− + = − . D. 3 1ln
2 3

b
a

− + = . 

Lời giải 

Đặt ln 2x t+ = ln 2x t⇔ = − 1 d dx t
x

⇒ = . 

Đổi cận: khi 1x =  thì 2t = ; khi ex =  thì 3t = . 

Khi đó 
3

2
2

2dtI t
t
−

= ∫
3

2
2

1 2 dt
t t

 = − 
 ∫

3

2

2ln t
t

 = + 
 

3 1ln
2 3

= −

3
2

1
3

a

b

 =⇒ 
 = −


. 

Vậy 2 1ab = − . 

Câu 115: Cho 
( )

e

2
1

2 ln 1 d ln
ln 2

x a cx
b dx x

+
= −

+∫  với a , b , c  là các số nguyên dương, biết ;a c
b d

 là các phân số 

tối giản. Tính giá trị a b c d+ + + ? 
A. 18. B. 15. C. 16 . D. 17 . 

Lời giải 

Đặt dln d xt x t
x

= ⇒ = . 

Đổi cận: 1 0; e 1= ⇒ = = ⇒ =x t x t . Khi đó: 
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( ) ( )

e 1

2 2
1 0

2 ln 1 2 1d d
ln 2 2

x tI x t
x x t

+ +
= =

+ +∫ ∫  
( )

11

2
0 0

3 2 3 9 1d 2ln 2 ln
2 2 4 22

t t
t tt

 −  = + = + + = −    + + + 
∫ . 

Vậy 9 4 1 2 16a b c d+ + + = + + + = . 

Câu 116: Cho 
( ) ( )

3 2
3

1

e 3 1 ln 3 1
d . .ln 1

1 l
e e

n
x x x

x a b c
x x

− + −
= + + +

+∫  với , ,a b c  là các số nguyên và ln e 1= . 

Tính 2 2 2P a b c= + + . 
A. 9P = . B. 14P = . C. 10P = . D. 3P = . 

Lời giải 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2
2 3

1 1

e e e

1

e

1

3 1 ln 3 1 3 1 ln 1 ln 1 ln
d d 3 d d 1

1 ln 1 ln 1 ln
e

x x x x x x x x
I x x x x x A

x x x x x x
− + − + − + +

= = = − = − −
+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

Tính ( )
1

e 1 ln
d

1 ln
x

A x
x x
+

=
+∫ . Đặt ( )1 ln d 1 ln dt x x t x x= + ⇒ = + . 

Đổi cận:
e
1

1e
1x t

x t
= ⇒ =

 = ⇒ = +
. Khi đó 

e1

1

e1

1

d ln ln( 1)etA t
t

+
+= = = +∫ . 

Vậy 3 1 ln( 1)e eI = − − + 2 2 2

1
1 3
1

a
b P a b c
c

=
→ = − ⇒ = + + =
 = −

.
 

Câu 117: Biết ( )
ln 2

0

d 1 ln ln ln
4e 3ex x

xI a b c
c−=

+
= − +

+∫  với a , b , c  là các số nguyên dương. 

Tính 2P a b c= − + . 

A. 3P = − . B. 1P = − . C. 4P = . D. 3P =  
Lời giải 

Ta có 
ln 2 n

0

l 2

20

d e d
e 3e e e 34 4

x

x x x x

x xI −= =
+++ +∫ ∫ . 

Đặt: e d e dx xt t x= ⇒ = . Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = , ln 2 2x t= ⇒ = . 

Khi đó ( )
2

2 2

1 12
1

1 1 1 1 1 1 1d d ln ln 3 ln 5 ln 2
3 2 1 3 2 34 2

tI t t
t t t t t

+ = = − = = − + + + + + +∫ ∫ . 

Suy ra 3a = , 5b = , 2c = . Vậy 2 3P a b c= − + = . 

Câu 118: Cho 
( ) ( )

21

0

e
d .e ln e

e−

+
= + +

+∫
x

x

x x
x a b c

x
 với a , b , ∈c . Tính 2P a b c= + − . 

A. 1P = . B. 1P = − . C. 0P = . D. 2P = − . 
Lời giải 
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Ta có: 
( )21

0

e
d

e−

+
=

+∫
x

x

x x
I x

x
( )1

0

1 e e
d

e 1
+

=
+∫

x x

x

x x
x

x
. 

Đặt e 1= +xt x  ⇒ ( )d 1 e d= + xt x x . 

Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 e 1= ⇒ = +x t . 

Khi đó: 
e 1

1

1d
+ −

= ∫
tI t

t

e 1

1

11 d
+  = − 
 ∫ t

t
( ) e 1

ln
1
+

= −t t ( )e ln e 1= − + . 

Suy ra: 1=a , 1= −b , 1=c . 

Vậy: 2 2P a b c= + − = − . 

Câu 119: Cho hàm số ( )=y f x  biết ( ) 10
2

=f  và ( ) 2
′ = xf x xe  với mọi ∈x . Khi đó ( )

1

0
∫ xf x dx  bằng 

A. 1
4
+e . B. 1

4
−e . C. 1

2
−e . D. 1

2
+e . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( ) ( )2 2 221 1.d . d .d
2 2

′= = = = +∫ ∫ ∫x x xf x f x x x e x e x e C . 

Mà ( ) ( ) 21 1 1 10 0
2 2 2 2

= ⇔ + = ⇔ = ⇒ = xf C C f x e . 

( ) ( )2 2 2
11 1 1

2

00 0 0

1 1 1 1
2 4 4 4

−
⇒ = = = =∫ ∫ ∫x x x exf x dx xe dx e d x e . 

Câu 120: Biết rằng 
 2

1

2 ln 1 d ln 2
ln 1

e x bx a
cx x


 

  với , ,a b c  là các số nguyên dương và b
c

 là phân số tối 

giản. Tính S a b c= + + . 
A. 3S = . B. 7S = . C. 10S = . D. 5S = . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt ln 1x t  . Ta có: 1 d dx t
x

= . 

Đổi cận: 1 1x t= ⇒ = ; 2x e t= ⇒ = . 

Ta có: 
 

 2

2 2
1 1

2 1 12ln 1 d d
ln 1

e tx x t
tx x
 


 

2

2
1

2 1 dt
t t

     
2

1

12 ln t
t

     
12ln 2
2

  . 

Suy ra: 2a = ; 1b = ; 2c = . Khi đó: 5S a b c= + + = . 

TÍCH PHÂN TỪNG PHẦN 

Nếu ,u v  có đạo hàm liên tục trên ( );a b  thì . . .
b bb

aa a
I u dv u v v du= = −∫ ∫ . 

Vi phân 

Nguyên hàm 
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Chọn 
                     

                        

...............  ........... 
........    ................

u du dx
dv dx v

 = → =


= → =
 

Nhận dạng: tích hai hàm khác loại nhân nhau 

Thứ tự ưu tiên chọn u là: "log – đa – lượng – mũ" và dv là phần còn lại. 

Nghĩa là nếu có ln hay loga x  thì chọn lnu =  hay 1log .ln
lnau x x

a
= =  và dv =  còn lại. Nếu 

không có ln;  log  thì chọn u =  đa thức và dv =  còn lại,… 

CHÚ Ý:. ∫ (hàm mũ). dxb
a    tích phân từng phần luân hồi. 

Nghĩa là sau khi đặt u, dv để tính tích phân từng phần và tiếp tục tính ∫ udv sẽ xuất hiện lại tích 
phân ban đầu. Giả sử tích phân được tính ban đầu là I và nếu lập lại, ta sẽ không giải tiếp mà xem 

đây là phương trình bậc nhất ẩn là I 
 giải 
���  I. 

Câu 121: Biết ( )
1

2

0

ln 1 d ln 2 bx x x a
c

+ = −∫ . Tính 13 10 84P a b c= + + . 

A. 193 . B. 191. C. 190 . D. 189 . 
Lời giải 

Chọn B 

Đặt: ( )2ln 1

d d

u x

v x x

 = +


=

2

2

2d d
1

1
2 2

xu x
x

xv

 = +⇒ 
 = +


 

Khi đó: ( )
1

2

0

ln 1 dx x x+∫ ( )
1 12

2

00

1 ln 1 d
2

x x x x
 +

= + − 
 

∫
1ln 2
2

= −  

⇒  1, 1, 2a b c= = = . Vậy 13 10 84P a b c= + + 191= . 

Câu 122: Cho hàm số ( )f x  có ( )0 1f = − và ( ) ( )6 12 ,xf x x x e x−′ = + + ∀ ∈ . Khi đó ( )
1

0

df x x∫ bằng 

A. 3e . B. 13e− . C. 14 3e−− . D. 13e−− . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( )6 12 ,xf x x x e x−′ = + + ∀ ∈  nên ( )f x là một nguyên hàm của ( )f x′ . 

( ) ( ) ( )2d 6 12 d 6 12 d dx xf x x x x e x x x x xe x− −′ = + + = + +∫ ∫ ∫ ∫  

Mà ( )2 2 36 12 d 3 4x x x x x C+ = + +∫  
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Xét dxxe x−∫ : Đặt 
d d

d dx x

u x u x
v e x v e− −

= = 
⇒ 

= = − 
 

( )d d 1x x x x x xxe x xe e x xe e C x e C− − − − − −= − + = − − + = − + +∫ ∫  

Suy ra ( ) ( )2 33 4 1 ,xf x x x x e C x−= + − + + ∀ ∈ . 

Mà ( )0 1 0f C= − ⇒ =  nên ( ) ( )2 33 4 1 ,xf x x x x e x−= + − + ∀ ∈ . 

Ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 112 3 3 4

0
0 0 0 0

d 3 4 1 d 1 d 2 1 dx x xf x x x x x e x x x x e x x e x− − −= + − + = + − + = − +∫ ∫ ∫ ∫  

Xét ( )
1

0

1 dxx e x−+∫ : Đặt 
1 d d

d dx x

u x u x
v e x v e− −

= + = 
⇒ 

= = − 
 

( ) ( )
1 1

1 11 1 1 1

0 0
0 0

1 d 1 d 2 1 2 1 1 2 3x x x xx e x x e e x e e e e e− − − − − − − −+ = − + + = − + − = − + − + = −∫ ∫  

Vậy ( )
1

1

0

d 3f x x e−=∫ . 

Câu 123: Biết ( )
4

2

0

ln 9 d ln 5 ln 3I x x x a b c= + = + +∫  trong đó a , b , c  là các số thực. Tính giá trị của biểu 

thức T a b c= + + . 
A. 9T = . B. 11T = . C. 8T = . D. 10T = . 

Lời giải 

Chọn C 

Cách 1 

Đặt ( )2ln 9

d d

 = +


=

u x

v x x
, ta có 

2

2

2d d
9
9

2

 = +


+ =


xu x
x
xv

. 

Do đó 

( )
4 42 2

2
2

00

9 9 2ln 9 . d
2 2 9

x x xI x x
x

+ +
= + −

+∫ ( )
4 42

2

00

9 ln 9 d
2

x x x x+
= + − ∫  

( )
442 2

2

0 0

9 ln 9
2 2

x xx
 +

= + − 
 

25 9ln 25 ln 9 8
2 2

= − − 25ln 5 9ln 3 8= − − ln 5 ln 3a b c= + + . 
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Suy ra 
25
9 8
8

a
b a b c
c

=
 = − ⇒ + + =
 = −

. 

Cách 2 

Ta có ( )
4

2

0

ln 9 dI x x x= +∫  

Đặt 2 19 d 2 d d d
2

t x t x x x x t= + ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận: 0 9x t= ⇒ = , 4 25x t= ⇒ =  

Suy ra ( )
4 25

2

0 9

1ln 9 d ln d
2

I x x x t t= + =∫ ∫  

Đặt 
ln

d d
=

 =

u t
v t

, ta có 
1d d =


 =

u t
t

v t
. 

25 25
25

9
9 9

1 1 1ln d .ln . d
2 2

 
⇒ = = − 

 
∫ ∫I t t t t t t t

t

25
25

9
9

1 .ln d
2

t t t
 

= − 
 

∫ ( )25 25

9 9

1 .ln
2

t t t= −  

25 9ln 25 ln 9 8
2 2

= − − 25ln 5 9ln 3 8= − − ln 5 ln 3a b c= + + . 

Suy ra 
25
9 8
8

a
b a b c
c

=
 = − ⇒ + + =
 = −

. 

Câu 124: Tích phân ( )
1

2

0

2 e dxx x−∫  bằng 

A. 
25 3e .

4
− −

 B. 
25 3e .

4
−

 C. 
25 3e .

2
−

 D. 
25 3e .

4
+

 

Lời giải 

Đặt 22

d d2
.1 ed e d

2
xx

u xu x
vv x

== − ⇒ 
== 

 

Suy ra 

( ) ( )
11 1

2 2 2

00 0
1 2

2 2 2 2 2

0

1 12 e d 2 e e d
2 2

1 1 1 1 1 3 5 5 3ee 1 e e 1 e e .
2 4 2 4 4 4 4 4

x x x

x

x x x x− = − −

−
= − + − = − + − + = − + =

∫ ∫
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Câu 125: Biết rằng tích phân ( )
1

0

2 +1 e d = + .exx x a b∫ , tích a.b  bằng 

A. 15− . B. 1− . C. 1. D. 20. 
Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: a , b∈ . 

Đặt 
2 1

d e dx

u x
v x
= +


=

 
d 2d

ex

u x
v

=
⇒ 

=
. 

( )
1

0

2 +1 e dxx x⇒ ∫ ( )
1

1

0
0

= 2 +1 e 2 e dx xx x− ∫ ( ) 1

0
= 2 1 exx − = 1+ e = + .ea b . 

= 1
= 1

a
b


⇒ 


. Vậy tích 1a.b = .
 

Câu 126: Cho tích phân 
2

2
1

ln ln 2x bI dx a
x c

= = +∫  với a  là số thực, b  và c  là các số dương, đồng thời b
c

 là 

phân số tối giản. Tính giá trị của biểu thức 2 3P a b c= + + . 
A. 6P = . B. 5P = . C. 6P = − . D. 4P = . 

Lời giải 

Đặt 
2

2
12

ln 2 2ln 1 ln 1 1 ln 2
1 1 1 2 2

dxu x du
x xx I dxdx x x x xdv vx x

= =  − − −   ⇒ ⇒ = + = + = −   −=    = 

∫  

11, 2, 2 3 4
2

b c a P a b c−
⇒ = = = ⇒ = + + = . 

Câu 127: Cho tích phân ( )
4

0

1 sin 2 d .I x x x

π

= −∫  Tìm đẳng thức đúng? 

A. ( )
4

0

1 cos2 cos2 dI x x x x

π

= − − − ∫ . B. ( )
4

4

00

1 1 cos2 cos2 d
2

I x x x x

π
π

= − − − ∫ . 

C. ( )
4

4

00

1 11 cos2 cos2 d
2 2

I x x x x

π
π

= − − + ∫ . D. ( )
4

4

00

1 cos2 cos2 dI x x x x

π
π

= − − + ∫ . 

Lời giải 

Đặt 
( )1

d sin 2 d
u x

v x x
= −


=

, ta có 
d d

1 cos 2
2

u x

v x

=



= −

. Do đó: 

( ) ( )
4 4

4

0 0

1 11 sin 2 d 1 cos 2 cos 2 d
2 2 o

I x x x x x x x

π π
π

= − = − − +∫ ∫ . 
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Câu 128: Biết rằng tồn tại duy nhất các bộ số nguyên , ,a b c  sao cho ( )
3

2

4 2 ln d ln 2 ln 3x x x a b c+ = + +∫ . 

Giá trị của a b c+ +  bằng 
A. 19 . B. 19− . C. 5 . D. 5− . 

Lời giải 

Đặt 
( ) 2

1ln d d

4 2 d d 2 2

x u x u
x

x x v x x v

 = ⇒ =

 + = ⇒ + =

 

Khi đó 

( ) ( ) ( )
3 3

2

2 2

3 74 2 ln d ln . 2 2 2 1 d 24ln 3 12ln 2 2. 7 12ln 2 24ln 3
2 2

x x x x x x x x+ = + − + = − − = − − +∫ ∫ . 

Vậy 7;  12;  24 5a b c a b c= − = − = ⇒ + + = . 

Câu 129: Cho ( )2

2
1

ln 1
ln 2 ln 3

x
dx a b

x
+

= +∫ , với ,a b  là các số hữu tỉ. Tính 4P a b= + . 

A. 0P   B. 1P   C. 3P   D. 3P   
Lời giải 

( ) ( )
2 2

2
1 1

ln 1 1d ln 1 d
x

x x x
x x

′+ − = +  
 ∫ ∫ ( )

2 2

1 1

1 1 1ln 1 . . d
1

x x
x x x
− −

= + −
+∫

2 2

1 1

1 1 1ln 3 ln 2 d d
2 1

x x
x x

−
= + + −

+∫ ∫ ( ) 2 2

11

1 ln 3 ln 2 ln 1 ln
2

x x−
= + − + +

1 3 3ln 3 ln 2 ln 3 2ln 2 ln 3 3ln 2 3,
2 2 2

a b− − −
= + − + = + ⇒ = = . 

Vậy 4 3a b  . 

Câu 130: Biết ( )
2

0

2 ln 1 dx a.lnbx x + =∫ , với *,a b∈ , b  là số nguyên tố. Tính 6 7a b+ . 

A. 6 7 33a b+ = . B. 6 7 25a b+ = . C. 6 7 42a b+ = . D. 6 7 39a b+ = . 
Lời giải 

Xét ( )
2

0

2 ln 1I x x dx= +∫ . 

Đặt 
( )

2

1ln 1
1

2 1

du dxu x
x

dv xdx v x

 == + ⇔ + 
=  = −

. 

Ta có ( ) ( ) ( )
22 22 2

2 2
0

0 0 0

11 ln 1 | 3ln3 1 3ln3 3ln3
1 2

x xI x x dx x dx x
x

 −
= − + − = − − = − − = +  

∫ ∫ . 

Vậy 3, 3 6 7 39a b a b= = ⇒ + = . 
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Câu 131: Biết rằng ( )
1

ln 1 2 ,  1 .
a

xdx a a= + >∫  Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. ( )18;21a∈ . B. ( )1;4a∈ . C. ( )11;14a∈ . D. ( )6;9a∈ . 

Lời giải 

Đặt lnu x=  1du dx
x

⇒ =  

dv dx=  v x⇒ =  

Ta có 
1 1

ln .ln ln 1 1 2
a a

xdx a a dx a a a a= − = − + = +∫ ∫  

3ln 3 ln 3 .a a a a a e⇒ = ⇔ = ⇔ =  

Vậy ( )18;21 .a∈  

Câu 132: Cho tích phân 
1

0

( 2) xxx e d a be− = +∫ , với ∈;a b . Tổng +a b  bằng 

A. 1. B. −3 . C. 5 . D. 1− . 
Chọn A 

Đặt 
1 1

1 1

0 0
0 0

2 x
( 2) x ( 2) x= 2 3 2e = 

x
x x x x

x x

u x du d
x e d x e e d e e a be

dv e d v e
= − = 

⇒ ⇒ − = − − − + − = − + 
= = 

∫ ∫  

với ; 3, 2 1a b a b a b∈ ⇒ = = − ⇒ + =  

Câu 133: Tính tích phân 
2

1

xI xe dx= ∫ . 

A. 2=I e . B. 2= −I e . C. =I e . D. 23 2= −I e e . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt 
= = 

⇒ 
= = 

x x

u x du dx
dv e dx v e

 

( )
2 2

2 2 2 2 2 2
1 1

1 1

2 2= = − = − − = − − − =∫ ∫x x x xI xe dx xe e dx e e e e e e e e . 

Câu 134: Biết rằng 
3

2

ln d ln 3 ln 2x x x m n p= + +∫  trong đó , ,m n p∈ . Tính 2m n p+ +  

A. 5
4

. B. 9
2

. C. 0 . D. 5
4

− . 

Lời giải 

Chọn C 
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Đặt 
2

1d dln
d d

2

u xu x x
v x x xv

 == ⇒ =  =


. 

⇒
33 32

2 22

1ln d ln d
2 2
xx x x x x x= −∫ ∫

3 32 2

2 2

ln
2 4
x xx= − 9 5ln 3 2ln 2

2 4
= − − . 

Suy ra 2 0m n p+ + = . 

Câu 135: Biết ( )
2

0

2 ln 1 d .lnx x x a b+ =∫ , với *,a b∈ , b  là số nguyên tố. Tính 3 4a b+ . 

A. 42 . B. 21. C. 12 . D. 32 . 
Lời giải 

Xét ( )
2

0

2 ln 1 dI x x x= +∫ . Đặt ( )ln 1
d 2 d    
u x

v x x
 = +


=
 

2

1d d
1

1     

u x
x

v x

 =⇒ +
 = −

. 

Ta có: ( ) ( )
2 222

0
0

11 ln 1 d
1

xI x x x
x
−

= − + −
+∫ ( )

2

0

3ln 3 1 dx x= − −∫
22

0

3ln 3 3ln 3
2
x x

 
= − − = 

 
. 

Vậy 3a = , 3b = 3 4 21a b⇒ + = . 

Câu 136: Biết 
3

2
0

3d ln
cos

xI x b
x a

π

π= = −∫ . Khi đó, giá trị của 2a b+  bằng 

A. 11. B. 7 . C. 13 . D. 9 . 
Lời giải 

Đặt 
2

d d
1 tand d

cos

u x u x
v xv x

x

= = ⇒  == 

 

3 3 3
3
0

0 0 0

sin d 3 d(cos )tan tan d . 3
3 cos 3 cos

x x xI x x x x
x x

π π π
π π π

= − = − = +∫ ∫ ∫  

3
0

3 3 1 3ln cos ln ln1 ln 2
3 3 2 3

x
ππ π π

= + = + − = −  3; 2a b⇒ = = . Vậy 2 11a b+ = . 

Câu 137: Cho 
( )2

2
1

ln 1 2
d ln 5 ln 3 ln 2

2
x ax b c

x
+

= + +∫ , với a , b , c  là các số nguyên. Giá trị của ( )2a b c+ +  

là: 
A. 0. B. 9. C. 3. D. 5. 

Lời giải 

Áp dụng phương pháp tích phân từng phần: 
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Đặt: 
( )

( )
2

2d dln 1 2
2 1

1 2 11d d chän 2

u xu x
x

xv x vx x x

 == +  + ⇒  − +=  = − − = 

. 

( ) ( ) ( )
22 2

2
1 11

ln 1 2 2 1 2d ln 1 2 d
x x

x x x
x x x
+ − +

⇒ = ⋅ + +∫ ∫  

2

1

5 ln 5 3ln 3 2ln
2

x = − + + 
 

 

5 ln 5 3ln 3 2ln 2
2
−

= + + . 

5a⇒ = − , 3b = , 2c = . 

Vậy ( )2 5a b c+ + = . 

Câu 138: Cho ( )2

2
1

ln 1
d ln 2 ln 3

x
x a b

x
+

= +∫ , với a , b  là các số hữu tỉ. Tính P ab= . 

A. 3
2

P = . B. 0P = . C. 9
2

P −
= . D. 3P = − . 

Lời giải 

Ta có ( )2

2
1

ln 1
d ln 2 ln 3

x
I x a b

x
+

= = +∫ . 

Đặt 
2

1ln(1 ) du d
1

1 1d d .

u x x
x

v x vx x

= + =   +⇒ 
=  = − 

 

Khi đó 
2 22

1 1 1

1 1 1 1 1ln (1 ) d ln 3 ln 2 d
(1 ) 2 1

I x x x
x x x x x

 = − + + = − + + − + + ∫ ∫  

2

1

1 1ln 3 ln 2 ln 3 ln 2 2ln 2 ln 3 3ln 2 ln 3.
2 2

3ln
1 2

x
x

 
 +

= − + + = − + + − = −
 

 

Suy ra 3a = , 3
2

b = − . Vậy 9
2

P ab −
= = . 

Câu 139: Cho tích phân 
1

0

( 2) xxx e d a be− = +∫ , với ;a b∈ . Tổng +a b  bằng 

A. 1. B. −3 . C. 5 . D. 1− . 
Lời giải 

Chọn A 
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Đặt 
 = − = ⇒ ⇒ − = − − − + − = − + 

= =  
∫ ∫
1 11 1

0 0
0 0

2 x
( 2) x ( 2) x= 2 3 2e = 

x
x x x x

x x

u x du d
x e d x e e d e e a be

dv e d v e
 

với ∈ ⇒ = = − ⇒ + =; 3, 2 1a b a b a b  

Câu 140: Biết 
12 1

1
12

11
cx

x dax e dx e
x b

+ + − = 
 ∫  trong đó , , ,a b c d là các số nguyên dương và các phân số ,a c

b d
 

là tối giản. Tính bc ad− . 
A. 12. B. 1. C. 24. D. 64. 

Lời giải 

Ta có: 
12 12 121 1 1

2 2
1 1 1

12 12 12

1 11 1 1
x x x

x x xI x e dx x e dx e dx
x x

+ + +    = − + = − +        ∫ ∫ ∫ . 

Đặt: 1 1

2
11

x xx x

u x du dx

dv e dx v ex
+

+

= = →  = −   = 

. 

Khi đó: 
1212 12 12 121 1 1 1 1

2
11 1 1 1

1212 12 12 12

11 .
x x x x x

x x x x xI x e dx e dx x e e dx e dx
x

+ + + + + = − + = − + 
 ∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 14512 12
12 12 121 14312

12 12
e e e

+ +
= − = . 

Vậy: 143; 12; 145; 12.a b c d= = = =  Dó đó: 12.145 143.12 24bc ad− = − = . 

Câu 141: Cho 
( )

( )

2

2
0

ln 1
d ln 3

2
x x a cx

b dx
+ +

= +
+∫ . Tính ( )( )P a b c d= + + . 

A. 7 . B. 7− . C. 3 . D. 3− . 
Lời giải 

Ta có 
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2 2 2

2 2 2
0 0 0 0

ln 1 ln 11 2d d d d
22 2 2

x x x
x x x x

xx x x
+ + +

= − +
++ + +∫ ∫ ∫ ∫ . 

( )

22 2

2
0 0 0

1 2 2 1d d ln 2 ln 2
2 2 22

x x x
x xx

 − = + + = − + + +∫ ∫ . 

( )
( )

2

2
0

ln 1
d

2
x

I x
x

+
=

+∫ . 
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Đặt 
( )

( ) ( )
2

1ln 1 d d
1

1 1 1d d 12 2 2

u x u x
x

xv x vx x x

= + = + ⇒  − +=  = + =+ + +

 

Suy ra ( )
( ) ( )

2
2

00

1 ln( 1) 1 3d ln 3 ln 2
2 2 4

x x
I x

x x
 + +

= − = −  + + 
∫ . 

Do đó ( )
( )

2

2
0

ln 1 1 3d ln 3
2 42

x x
x

x
+ +

= − +
+∫ ( )( )1 2 3 4 7P⇒ = − + + = . 

Câu 142: Cho hàm số ( )y f x=  có ( ) 11
2

f =  và ( )
( )21

xf x
x

′ =
+

 với 1x > − . Biết ( )
2

1

d ln bf x x a d
c

= −∫  

với , , ,a b c d  là các số nguyên dương, 3b ≤  và b
c

 tối giản. Khi đó a b c d+ + +  bằng 

A. 8 . B. 5 . C. 6 . D. 10 . 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
( ) ( )

( )2 2
1 1 1d d ln 1

1 11 1
x x x x C

x xx x

 
= − = + + + 

 + ++ + 
∫ ∫ , với C  là hằng số tùy ý. 

Do ( ) 1 1 11 ln 2 ln 2
2 2 2

f C C= ⇒ + + = ⇔ = − . 

Khi đó, ta có 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 dd ln 1 ln 2 d ln 1 d ln 2 d
1 1

xf x x x x x x x
x x

 = + + − = + + − + + ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Xét ( )
2

1

ln 1 dI x x= +∫ . Đặt ( ) dln 1 d
1

d d

xu x u
x

v x v x

= + = ⇒ + 
=  =

, khi đó ta có 

( )
2 2 2 2 2

2

1
1 1 1 1 1

d d d d.ln 1 2ln 3 ln 2 2ln 3 ln 2 d 2ln 3 ln 2 1
1 1 1 1

x x x x x xI x x x
x x x x

= + − = − − = − − + = − − +
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Khi đó, 

( )
2 1 2

1 0 1

d 3d 2ln 3 ln 2 1 2 ln 2 d 2ln 3 ln 2 1 2ln 3 2ln 2 ln 2 4ln 1
1 2

xf x x x
x

= − − + − = − − + − − = −
+∫ ∫ ∫ . 
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Suy ra 

4
3

10
2
1

a
b

a b c d
c
d

=
 = ⇒ + + + = =
 =

. 
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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 
MỨC ĐỘ VẬN DỤNG – VẬN DỤNG CAO 

DẠNG 1. TÍCH PHÂN HÀM ẨN 
DẠNG 1.1 GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN 

Câu 1: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  và thỏa mãn ( )
1

5

d 9f x x
−

=∫ . Tích phân ( )
2

0

1 3 9 df x x− +  ∫
 

bằng 
A. 15 . B. 27 . C. 75. D. 21. 

Câu 2: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  thỏa mãn ( ) ( )
10 10

0 2

d 7, d 1f x x f x x= =∫ ∫ . Tính 

( )
1

0

2 dP f x x= ∫ . 

A. 6P = . B. 6P = − . C. 3P = . D. 12P = . 

Câu 3: Cho
 

( )
5

1

d 26I f x x= =∫ . Khi đó ( )
2

2

0

1 1 dJ x f x x = + + ∫  bằng 

A. 15 . B. 13 . C. 54 . D. 52 . 

Câu 4: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   thỏa mãn 
( )9

1

4
f x

dx
x

=∫  và ( )
2

0

sin cos 2.f x xdx

π

=∫  

Tích phân 
3

0

( )I f x dx= ∫  bằng 

A. 8I = . B. 6I = . C. 4I = . D. 10I = . 

Câu 5: Cho biết ( )
5

1

d 15f x x
−

=∫ . Tính giá trị của ( )
2

0

5 3 7 dP f x x= − +  ∫ . 

A. 15P = . B. 37P = . C. 27P = . D. 19P = . 

Câu 6: Cho ( )
4

0

20 8d 1f x x =∫ . Tính tích phân ( ) ( )
2

0

2 4 d2I f x f x x= + −  ∫ . 

A. 0I = . B. 2018I = . C. 4036I = . D. 1009I = . 

Câu 7: Cho ( )y f x=  là hàm số chẵn, liên tục trên [ ]6;6− . Biết rằng ( )
2

1

d 8f x x
−

=∫ ; ( )
3

1

2 d 3f x x− =∫ . 

Giá trị của ( )
6

1

dI f x x
−

= ∫  là 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
– ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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A. 5I = . B. 2I = . C. 14I = . D. 11I = . 

Câu 8: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
2

0

d 2018f x x
π

=∫ , tính ( )2

0

d .I xf x x
π

= ∫  

A. 1008I = . B. 2019I = . C. 2017I = . D. 1009I = . 

Câu 9: Cho 
( )

2

1

d 2f x x =∫
. Khi đó 

( )4

1

d
f x

x
x∫

 bằng 
A. 1. B. 4 . C. 2 . D. 8 . 

Câu 10: Cho 
( ) df x x x+ =∫

2
2

1

1 2
. Khi đó 

( )dI f x x= ∫
5

2  bằng 
A. 2 . B. 1. C. 4 . D. 1− . 

Câu 11: Cho ,f g  là hai hàm số liên tục trên [ ]1;3  thỏa mãn điều kiện ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫  đồng thời 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ . Tính ( )
3

1

4 dxf x−∫ +2 ( )
2

1

2 1 dxg x −∫  

A. 9 . B. 6 . C. 7 . D. 8 . 

Câu 12: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
1

0

d 2f x x =∫  và ( )
2

0

3 1 d 6f x x+ =∫ . Tính ( )
7

0

dI f x x= ∫
. 
A. 16I = . B. 18I = . C. 8I = . D. 20I = . 

Câu 13: Cho ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )10f x f x= − và ( )
7

3

d 4f x x =∫ . Tính ( )
7

3

dI xf x x= ∫ . 

A. 80 . B. 60 . C. 40 . D. 20 . 

Câu 14: Cho 
( )

1

0

d 9f x x =∫
. Tính 

( )
6

0

sin 3 cos3 dI f x x x

π

= ∫
. 

A. 5I = . B. 9I = . C. 3I = . D. 2I = . 

Câu 15: Cho tích phân 
( )

4

0

d 32.= =∫I f x x
 Tính tích phân

( )
2

0

2 d .= ∫J f x x
 

A. 32J =  B. 64J =  C. 8J =  D. 16J =  

Câu 16: Biết ( )f x  là hàm liên tục trên   và ( )
9

0

d 9f x x =∫ . Khi đó giá trị của ( )
4

1

3 3 df x x−∫  là 

A. 0 . B. 24 . C. 27 . D. 3 . 

Câu 17: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn 
1

0

(2 ) 2f x dx =∫ .Tích phân 
2

0

( )f x dx∫  bằng 

A. 8. B. 1. C. 2. D. 4. 

Câu 18: Cho hàm ( )f x  thỏa mãn ( )
2017

0

d 1f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

2017 dI f x x= ∫ . 

A. 1
2017

I = . B. 0I = . C. 2017I = . D. 1I = . 

Câu 19: Cho tích phân ( )
2

1

df x x a=∫ . Hãy tính tích phân ( )
1

2

0

1 dI xf x x= +∫  theo a . 
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A. 4I a= . B. 
4
aI = . C. 

2
aI = . D. 2I a= . 

Câu 20: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( )
4

2

0

tan . cos d 2x f x x

π

=∫  và 
( )2 2ln

d 2
ln

e

e

f x
x

x x
=∫ . 

Tính ( )2

1
4

2
d

f x
x

x∫ . 

A. 0 . B. 1. C. 4 . D. 8 . 

Câu 21: Cho hàm số 
( )

2 23 ; 1
5 ; 1
x x x

y f x
x x

 + ≥
= = 

− < . Tính 
( ) ( )

12

0 0

2 sin cos 3d d3 2I f x x x f x x

π

= + −∫ ∫
. 

A. 71
6

I = . B. 31I = . C. 32I = . D. 32
3

I = . 

Câu 22: Cho ( )
2

1

d 2I f x x= =∫ . Giá trị của 
( )2

0

sin 3cos 1
d

3cos 1

xf x
x

x

π
+

+∫  bằng 

A. 2 . B. 4
3

− . C. 4
3

. D. 2− . 

Câu 23: Biết 
( )

4

1

5f x dx =∫
 và 

( )
5

4

20f x dx =∫
. Tính ( ) ( )

2 ln 2
2 2

1 0

4 3 x xf x dx f e e dx− −∫ ∫ . 

A. 15
4

I = . B. 15I = . C. 5
2

I = . D. 25I = . 

Câu 24: Cho ( )f x là hàm số liên tục trên  thỏa mãn 
2

( ) (2 ) . ,xf x f x x e x+ − = ∀ ∈ . Tính tích phân 
2

0

( )I f x dx= ∫ . 

A. 
4 1
4

eI −
= . B. 2 1

2
eI −

= . C. 4 2I e= − . D. 4 1I e= − . 

Câu 25: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )2 3f x f x= , x∀ ∈ . Biết rằng ( )
1

0

d 1f x x =∫ . 

Tính tích phân ( )
2

1

dI f x x= ∫ . 

A. 5I =  B. 6I =  C. 3I =  D. 2I =  

Câu 26: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 
83 3

2

0 1

( )tan . (cos ) 6f xx f x dx dx
x

π

= =∫ ∫ . Tính tích phân 

2 2

1
2

( )f x dx
x∫  

A. 4 B. 6 C. 7 D. 10 
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Câu 27: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
2018

0

d 2f x x =∫ . Khi đó tích phân 

( )( )
2018e 1

2
2

0

ln 1 d
1

x f x x
x

−

+
+∫  bằng 

A. 4 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 

Câu 28: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( )
4

0

tan d 3f x x

π

=∫  và ( )21

2
0

d 1.
1

x f x
x

x
=

+∫  Tính 

( )
1

0

d .I f x x= ∫  

A. 2I = . B. 6I = . C. 3I = . D. 4I = . 

Câu 29: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )162
2

1
4

cot . sin d d 1
f x

x f x x x
x

π

π

= =∫ ∫ . Tính tích 

phân ( )1

1
8

4
d

f x
x

x∫ . 

A. 3I = . B. 3
2

I = . C. 2I = . D. 5
2

I = . 

Câu 30: Cho hàm số ( )f x liên tục và là hàm số lẻ trên đoạn [ ]2;2− . Biết rằng

( ) ( )
0 1

11
2

1, 2 2f x dx f x dx
−

= − − =∫ ∫ .Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( ) ( )
2 2

2 0

2f x dx f x dx
−

=∫ ∫ . B. ( )
1

1
2

4f x dx = −∫ . 

C. ( )
1

0

1f x dx = −∫ .  D. ( )
2

0

3f x dx = −∫ . 

Câu 31: Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên   thỏa ( )1 1f =  và ( )
1

0

1d
3

f t t =∫ . Tính 

( )
2

0

sin 2 . sin dI x f x x

π

′= ∫  

A. 4
3

I = . B. 2
3

I = . C. 2
3

I = −  D. 1
3

I = . 

Câu 32: Cho hàm số  f x  liên tục trên   và 
 

 
9 2

1 0

d 4, sin cos d 2
f x

x f x x x
x



   . Tính tích phân 

 
3

0

dI f x x  . 

A. 6I = . B. 4I = . C. 10I = . D. 2I = . 
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Câu 33: Cho ( )f x liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )2020f x f x= −  và ( )
2017

3

x 4.f x d =∫ Khi đó ( )
2017

3

xxf x d∫  

bằng 
A. 16160.  B. 4040.  C. 2020. D. 8080.  

Câu 34: Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên   và thỏa mãn 2 334 ( ) 6 (2 ) 4
5

xf x f x x+ = + . Giá trị 
4

0

( )df x x∫
bằng 

A. 52
25

. B. 52. C. 48
25

. D. 48. 

Câu 35: Cho ( )f x liên tục trên  và thỏa mãn ( ) ( )
1

0

2 16, 2 d 2f f x x= =∫ . Tích phân ( )
2

0

dxf x x′∫  bằng 

A. 30 .  B. 28 . C. 36 . D. 16 . 

Câu 36: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( )
2

0

sin d 5f x x

π

=∫ . Tính ( )
0

sin dI xf x x
π

= ∫  

A. 5
2

I π= . B. 10I π= . C. 5I = . D. 5I π= . 

Câu 37: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên 1 ;3
3
 
  

 thỏa mãn 31( ) .f x x f x x
x

 + = − 
 

. Giá trị tích phân 

3

2
1
3

( )f xI dx
x x

=
+∫  bằng: 

A. 8 .
9

 B. 16 .
9

 C. 2 .
3

 D. 3 .
4

 

 
DẠNG 1.2 GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP TỪNG PHẦN 

Thông thường nếu bài toán xuất hiện ( ) ( )' d
b

a

g x f x x∫  ta sẽ đặt 
( )
( )d ' d

u g x

v f x x

=


=
 

Câu 38: Cho ( )f x  là hàm số có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  và ( ) 11
18

f = − , ( )
1

0

1. d
36

x f x x′ =∫ . Giá trị 

của ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 1
12

− . B. 1
36

. C. 1
12

. D. 1
36

− . 

Câu 39: Cho hàm số ( )f x  có ( ) 21f e=  và ( ) 2
2

2 1 xxf x e
x
−′ =  với mọi x  khác 0 . Khi đó ( )

ln3

1

dxf x x∫  

bằng 

A. 26 e− . B. 
26

2
e−

. C. 29 e− . D. 
29

2
e−

. 

Câu 40: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   và thỏa mãn 
2

0

(2) 16, ( ) 4f f x dx= =∫ . Tính 

1

0

(2 )I xf x dx′= ∫ . 
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A. 20I =  B. 7I =  C. 12I =  D. 13I =  

Câu 41: Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( )
1 2

0

1
21

x f x dx = −∫ , ( )1 0f =  và 

( )
1 2

0

1'
7

f x dx =  ∫ . Giá trị của ( )
1

0
f x dx∫  bằng 

A. 5
12

. B. 1
5

− . C. 4
5

. D. 7
10

− . 

Câu 42: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0 1;  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

1
3

x f x dx =∫  

Tính ( )
1

3

0

'  .x f x dx∫  

A. 1−  B. 1 C. 3  D. 3−  
Câu 43: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )0 1 0f f+ = . Biết 

( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

1d ,  cos d
2 2

f x x f x x x ππ′= =∫ ∫ . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. π . B. 3
2
π . C. 2

π
. D. 1

π
. 

Câu 44: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 7f x x′ =  ∫  và 

( )
1

2

0

1d
3

x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 7
5

 B. 1 C. 7
4

 D. 4  

Câu 45: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 4=f , ( )
1

2

0

d 36′ =  ∫ f x x  

và ( )
1

0

1. d
5

=∫ x f x x . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 5
6

 B. 3
2

 C. 4  D. 2
3

 

Câu 46: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;2  thỏa mãn ( )2 3=f , ( )
2

2

0

d 4′ =  ∫ f x x  

và ( )
2

2

0

1d
3

=∫ x f x x . Tích phân ( )
2

0

d∫ f x x  bằng 

A. 2
115

 B. 297
115

 C. 562
115

 D. 266
115

 

Câu 47: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 4=f , ( )
1

2

0

d 5′ =  ∫ f x x  và 

( )
1

0

1. d
2

x f x x = −∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 15
19

 B. 17
4

 C. 17
18

 D. 15
4
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Câu 48: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;2  thỏa mãn ( )2 6f = , ( )
2

2

0

d 7f x x′ =  ∫  

và ( )
2

0

17. d
2

x f x x =∫ . Tích phân ( )
2

0

df x x∫  bằng 

A. 8  B. 6  C. 7  D. 5  

Câu 49: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;3  thỏa mãn ( )3 6f = , ( )
3

2

0

d 2′ =  ∫ f x x  

và ( )
3

2

0

154. d
3

=∫ x f x x . Tích phân ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 53
5

 B. 117
20

 C. 153
5

 D. 13
5

 

Câu 50: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 2f = , ( )
1

2

0

d 8f x x′ =  ∫  và 

( )
1

3

0

. d 10x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 2
285

−  B. 194
95

 C. 116
57

 D. 584
285

 

Câu 51:  Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 0f =  và 

( ) ( ) ( )
1 1 2

2

0 0

1d 1 e d
4

x ef x x x f x x −′ = + =  ∫ ∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 2 eI = − . B. e 2I = − . C. e
2

I = . D. e 1
2

I −
= . 
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Câu 52: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn 0;
4
π 

  
 và 0

4
f π  = 
 

. Biết ( )
4

2

0

d
8

f x x

π

π
=∫

, ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ . Tính tích phân ( )
8

0

2 dI f x x

π

= ∫  

A. 1I = . B. 1
2

I = . C. 2I = . D. 1
4

I = . 

Câu 53: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )0 1 0f f+ = . Biết 

( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

1d ,  cos d
2 2

f x x f x x x ππ′= =∫ ∫ . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. π . B. 1
π

. C. 2
π

. D. 3
2
π . 

Câu 54: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

2

0

d 9f x x′ =  ∫  và 

( )
1

3

0

1d
2

x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng: 

A. 2
3

. B. 5
2

. C. 7
4

. D. 6
5

. 

Câu 55: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( ) ( )
2

2

1

11 d
3

x f x x− = −∫ , 

( )2 0f =  và ( )
2

2

1

d 7f x x′  = ∫ . Tính tích phân ( )
2

1

dI f x x= ∫ . 

A. 7
5

I = . B. 7
5

I = − . C. 7
20

I = − . D. 7
20

I = . 

Câu 56: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn: ( ) ( )
1

2

0

1 0, d 7f f x x′ = = ∫  và 

( )
1

2

0

1. d
3

x f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 1I = . B. 7
5

I = . C. 4I = . D. 7
4

I = . 

Câu 57: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )
1

2

0

41 3,
11

f f x dx′= =  ∫  và 

( )
1

4

0

7
11

x f x dx =∫ . Giá trị của ( )
1

0

f x dx∫  là 

A. 35
11

. B. 65
21

. C. 23
7

. D. 9
4

. 

Câu 58: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( )0 1f = ; ( )[ ]
1

2

0

1d
30

f x x′ =∫  và 

( ) ( )
1

0

12 1 d
30

x f x x− = −∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 
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A. 11
30

. B. 11
12

. C. 11
4

. D. 1
30

. 

Câu 59: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn 0;
4
π 

  
 và 0

4
f π  = 
 

. Biết ( )
4

2

0

d
8

f x x

π

π
=∫

, ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ . Tính tích phân ( )
8

0

2 dI f x x

π

= ∫ . 

A. 1I = . B. 1
2

I = . C. 2I = . D. 1
4

I = . 

Câu 60: Cho hàm số ( )f x  liên tục, có đạo hàm trên  , ( )2 16f =  và ( )
2

0

4f x dx =∫ . Tích phân 

4

0 2
xxf dx ′ 

 ∫  bằng 

A. 112 . B. 12 . C. 56 . D. 144 . 

Câu 61: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( ) ( )
2

0

2 16, d 4f f x x= =∫ . Tính ( )
1

0

. 2 dI x f x x′= ∫ . 

A. 7 . B. 12 . C. 20 . D. 13 . 
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DẠNG 1.3 BIẾN ĐỔI 
Dạng 1. Bài toán tích phân liên quan đến đẳng thúrc '( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x f x u x f x h x′ + =  
Phương pháp: 
Dễ dàng thấy rằng ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]u x f x u x f x u x f x′ ′ ′+ =  

Do dó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )u x f x u x f x h x u x f x h x′ ′ ′+ = ⇔ =  

Suy ra ( ) ( ) ( )du x f x h x x= ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 2. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúrc ( ) ( ) ( )f x f x h x′ + =  
Phương pháp: 

Nhân hai vế vói xe  ta durọc ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xe f x e f x e h x e f x e h x
′′  ⋅ + ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅   

Suy ra ( ) ( )dx xe f x e h x x⋅ = ⋅∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 3. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúc ( ) ( ) ( )f x f x h x′ − =  
Phương pháp: 

Nhân hai vế vói xe−  ta durọc ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xe f x e f x e h x e f x e h x
′− ′ − − − − ⋅ − ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅   

Suy ra ( ) ( )dx xe f x e h x x− −⋅ = ⋅∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dạng 4. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúrc ( ) ( ) ( ) ( )f x p x f x h x′ + ⋅ =  
Phương pháp: 

Nhân hai vế với ( )p x dxe∫  ta được 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x dx p x dx p x dx p x dx p x dxf x e p x e f x h x e f x e h x e

′
′  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅  

 

Suy ra ( ) ( )( ) ( )dp x dx p x dxf x e e h x x∫ ∫⋅ = ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 5. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúc ( ) ( ) ( ) 0f x p x f x′ + ⋅ =  
Phương pháp: 

Chia hai vế với ( )f x  ta đựơc ( ) ( )( ) 0 ( )
( ) ( )

f x f xp x p x
f x f x

′ ′

+ = ⇔ = −  

Suy ra ( )d ( )d ln | ( ) | ( )d
( )

f x x p x x f x p x x
f x

′

= − ⇔ = −∫ ∫ ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dạng 6. Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức ( ) ( ) [ ( )] 0nf x p x f x′ + ⋅ =  
Phương pháp: 

Chia hai vế với [ ( )]nf x  ta được ( ) ( )( ) 0 ( )
[ ( )] [ ( )]n n

f x f xp x p x
f x f x

′ ′

+ = ⇔ = −  

Suy ra 
1( ) [ ( )]d ( )d ( )d

[ ( )] 1

n

n
f x f xx p x x p x x
f x n

′ − +

= − ⇔ = −
− +∫ ∫ ∫  
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Câu 62: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 3 61 6
3 1

f x x f x
x

− = −
+

. Khi đó ( )
1

0

df x x∫  

bằng 
A. 4 . B. 1− . C. 2 . D. 6 . 

Câu 63: Cho hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên { }\ 0 thỏa mãn ( ) ( ) ( ) ( )2 2 '2 1 1x f x x f x xf x+ − = −

, với mọi { }\ 0x∈ đồng thời thỏa ( )1 2f = − . Tính ( )
2

1

df x x∫  

A. ln 2 1
2

− − . B. 1ln 2
2

− − . C. 3ln 2
2

− − . D. ln 2 3
2 2

− − . 

Câu 64: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 

( ) ( )2 3 5 3 21 3 31 4 5 7 6,
4 4 2

f x x f x x x x x x x + − − − = − − + + ∀ ∈ 
 

 . Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. 1
7

. B. 1
3

. C. 7 . D. 19
3

− . 

Câu 65: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f =  và 

( )( ) ( ) ( ) [ ]2 2 6 4 24 6 1 . 40 44 32 4, 0;1f x x f x x x x x′ + − = − + − ∀ ∈ . Tích phân ( )
1

0

f x dx∫  bằng? 

A. 23
15

. B. 13
15

. C. 17
15

− . D. 7
15

− . 

Câu 66: Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  và thỏa mãn và 

. Tích phân  bằng 

A. . B. . C. . D.  

Câu 67: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]2;4  và ( ) [ ]0, 2;4f x x′ > ∀ ∈ . Biết 

( ) ( ) [ ] ( )33 3 74 , 2;4 , 2
4

x f x f x x x f′= − ∀ ∈ =   . Giá trị của ( )4f  bằng 

A. 40 5 1
2
− . B. 20 5 1

4
− . C. 20 5 1

2
− . D. 40 5 1

4
− . 

Câu 68: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2  và thỏa ( )1 0f = , 

( )( ) ( )2 24 8 32 28f x f x x x′ + = − +  với mọi x  thuộc [ ]0;2 . Giá trị của ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 5
3

− . B. 4
3

. C. 2
3

− . D. 14
3

− . 

Câu 69: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  và ( ) ( )
2 2 31

1
x xf x f x

x
+ +

+ − =
+

, [ ]0;1x∀ ∈ . Tính 

( )
1

0

df x x∫  

A. 3 2ln 2
4
+ . B. 3 ln 2+ . C. 3 ln 2

4
+ . D. 3 2ln 2

2
+ . 

( )f x  (0) 3f =

2( ) (2 ) 2 2,f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈
2

0

( )dxf x x′∫
4

3
− 2

3
5
3

10
3
−
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Câu 70: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 2 2 13 2 2 1 e 4x xf x f x x − ++ − = − + . Tính tích 

phân ( )
2

0

dI f x x= ∫  ta được kết quả: 

A. e 4I = + . B. 8I = . C. 2I = . D. e 2I = + . 
Câu 71: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  và thỏa mãn ( ) ( )2 7 32 2 3 1f x xf x x x x+ = + − −  với x∈ . 

Tính tích phân ( )
1

0

dxf x x′∫ . 

A. 
1
4

. B. 
5
4

. C. 
3
4

. D. 
1
2

− . 

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 

( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1− − + + − − + = ∀ ≠ ≠ 
 

x x x xx f x f x x
x x

. Khi đó ( )
1

1

d
−
∫ f x x

 
có giá trị là 

A. 0 . B. 1. C. 1
2

. D. 3

2
. 

Câu 73: Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn 
2' '' 3( ) ( ). ( ) 2 ,f x f x f x x x x R  + = − ∀ ∈   và '(0) (0) 2f f= = . 

Tính giá trị của 2 (2)T f=  

A. 160
15

 B. 268
15

 C. 4
15

 D. 268
30

 

Câu 74: Cho  f x  là hàm số liên tục trên tập xác đinh 
  và thỏa mãn  2 3 1 2f x x x    . Tính 

 
5

1

dI f x x   

A. 37
6

. B. 527
3

. C. 
61
6

. D. 464
3

. 

Câu 75: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục, có đạo hàm trên R  thỏa mãn điều kiện 

( ) 2( ) ( ) 2sin cos ,f x x f x x x x x R′+ − = ∈  và 
2 2

f   = 
 
π π .Tính ( )

2

0

xf x dx′′∫
π

 

A. 0 . B. 
2
π . C. 1. D. π . 

Câu 76: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 24 . 3 1 1x f x f x x+ − = − . Tính 

( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 
4
π . B. 

16
π . C. 

20
π . D. 

6
π . 
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Câu 77: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên khoảng ( )0; .+∞  Biết ( )3 3f =  và 

( ) ( ) ( )3' 2 1 2 1 , 0; .xf x f x x x+ − + = ∀ ∈ +∞  Giá trị của ( )
5

3

f x dx∫  bằng 

A. 914
3

. B. 59
3

. C. 45
4

. D. 88 . 

Câu 78: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và đồng biến trên [ ]1;4 , thỏa mãn ( ) ( ) 2
2x xf x f x′+ =     với mọi 

[ ]1;4x∈ . Biết ( ) 31
2

f = , tính ( )
4

1

I f x dx= ∫  

A. 
1188

45
. B. 

1187
45

. C. 
1186

45
. D. 

9
2

. 

Câu 79: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   thỏa mãn 2. ( ). '( ) ( ) ,x f x f x f x x x= − ∀ ∈  và 

có (2) 1f = . Tích phân 
2

2

0

( )f x dx∫  

A. 3
2

 B. 4
3

 C. 2  D. 4  

Câu 80: Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị không âm và có đạo hàm liên tục trên   thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) 2
2 1 ,f x x f x x′ = + ∀ ∈     và ( )0 1f = − . Giá trị của tích phân ( )

1

0
df x x∫  bằng 

A. 1
6

− . B. ln 2− . C. 3
9

π
− . D. 2 3

9
π

− . 

Câu 81: Cho số thực 0a > . Giả sử hàm số ( )f x  liên tục và luôn dương trên đoạn [ ]0;a  thỏa mãn 

( ). ( ) 1f x f a x− = . Tính tích phân 
( )0

1 d
1

a

I x
f x

=
+∫ ? 

A. 2
3
aI = . B. 

2
aI = . C. 

3
aI = . D. I a= . 

Câu 82: Cho hàm số ( )f x  đồng biến, có đạo hàm đến cấp hai trên đoạn [ ]0;2  và thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
. 0f x f x f x f x′′ ′− + =       . Biết ( )0 1f = , ( ) 62f e= . Khi đó ( )1f  bằng 

A. 2e . B. 
3
2e . C. 3e . D. 

5
2e . 

Câu 83: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số lẻ trên   và đồng thời thỏa mãn hai điều kiện 

( ) ( )1 1f x f x+ = + , x∀ ∈  và ( )
2

1 f x
f

x x
  = 
 

, 0x∀ ≠ . Gọi ( )
( )

1

2
0

.d
1

f x
I x

f x
=

+∫ . Hãy chọn 

khẳng định đúng về giá trị của I . 
A. ( )1;0I ∈ − . B. ( )1;2I ∈ . C. ( )0;1I ∈ . D. ( )2; 1I ∈ − − . 

Câu 84: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;π . Biết ( )0 2ef =  và ( )f x  thỏa mãn hệ thức 

( ) ( ) [ ]cossin . cos .e , 0;xf x x f x x x π′ + = ∀ ∈ . Tính ( )
0

dI f x x
π

= ∫ . 

A. 6,55I ≈ . B. 17,30I ≈ . C. 10,31I ≈ . D. 16,91I ≈ . 
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Câu 85: Cho hàm số ( )f x  liên tục và nhận giá trị dương trên [ ]0;1 . Biết ( ) ( ). 1 1f x f x− =  với [ ]0;1x∀ ∈

. Tính giá trí 
( )

1

0

d
1

xI
f x

=
+∫  

A. 3
2

. B. 1
2

. C. 1. D. 2 . 

Câu 86: Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên khoảng ( )0;+∞  thỏa mãn ( ) ( ) ( )
3

.ln
.

xf x x
x f x f x

 
=   ′ − 

 

và ( )1 0f = . Tính tích phân ( )
5

1

dI f x x= ∫ . 

A. 12ln13 13− . B. 13ln13 12− . C. 12ln13 13+ . D. 13ln13 12+ . 
Câu 87: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên { }\ 0; 1−  thỏa mãn điều kiện ( )1 2ln 2f =  và 

( ) ( ) ( ) 21 . 3 2x x f x f x x x′+ + = + + . Giá trị ( )2 ln 3f a b= + , với ,a b∈ . Tính 2 2a b+ . 

A. 5
2

. B. 13
4

. C. 25
4

. D. 9
2

. 

Câu 88: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   thỏa mãn: 
2 2 13 ( ) (2 ) 2( 1) 4,x xf x f x x e x− ++ − = − + ∀ ∈ . 

Tính giá trị của tích phân
2

0
( )I f x dx= ∫ . 

A. 2I e= + . B. 2 4I e= + . C. 2I = . D. 8I = . 
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DẠNG 2. TÍCH PHÂN MỘT SỐ HÀM ĐẶC BIỆT 
DẠNG 2.1 TÍCH PHÂN CỦA HÀM SỐ LẺ VÀ HÀM SỐ CHẴN 

Nhắc lại kiến thức về hàm số lẻ và hàm số chẵn: 
Hàm số ( )y f x=  có miền xác định trên tập đối xứng D và 

Nếu ( ) ( ) ( ),  f x f x x D y f x− = ∀ ∈ ⇒ = : là hàm số chẵn. 

Nếu ( ) ( ) ,f x f x x D− = − ∀ ∈ ( )y f x⇒ = : là hàm số lẻ. 

. 
Thường gặp cung góc đối nhau của ( ) ( )cos cos ,  sin sinx x x x− = − = − . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục và lẻ trên [ ];a a−  thì ( ). 0
a

a

f x dx
−

=∫ . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục và chẵn trên [ ];a a−  thì 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

2

1

a a

a
a

x
a

f x dx f x dx

f x
dx f x dx

b

α

−

−


=



 = +

∫ ∫

∫ ∫
. 

Do những kết quả này không có trong SGK nên về mặt thực hành, ta làm theo các bước sau: 

 Bước 1. Phân tích: ( ) ( ) ( )
0

0

. . .
a a

a a

I f x dx f x dx f x dx A B
− −

= = + = +∫ ∫ ∫ . 

 Bước 2. Tính ( )
0

.
a

A f x dx
−

= ∫ ? bằng cách đổi biến t x= −  và cần nhớ rằng: tích phân không phụ 

thuộc vào biến, mà chỉ phụ thuộc vào giá trị của hai cận, chẳng hạn luôn có: 
02 20

2 22014
2014

3 cos 3 cos
1 sin 1 sin

t t x xdt dx
t x−

−

=
+ +∫ ∫ . 

2. Tích phân của hàm số liên tục 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên [ ];a b  thì ( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx= + −∫ ∫ . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thì 

+ ( ) ( )
2 2

0 0

sin cosf x dx f x dx

π π

=∫ ∫ . 

+ ( ) ( )sin sin
2

a a

a a

xf x dx f x dx
π ππ− −

=∫ ∫  và ( ) ( )
0 0

. sin sin
2

x f x dx f x dx
π ππ

=∫ ∫ . 

+ ( ) ( )
2 2

cos cos
a a

a a

xf x dx f x dx
π π

π
− −

=∫ ∫  và ( ) ( )
2 2

0 0

. cos cosx f x dx f x dx
π π

π=∫ ∫  

→  Về mặt thực hành, sẽ đặt x =  cận trên +  cận dưới  t−  ( )x a b t= + − . Từ đó tạo tích phân 

xoay vòng, rồi giải phương trình bậc nhất với ẩn I. 
 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên   và tuần hoàn với chu kỳ T thì 

( ) ( )
0

a T T

a

f x dx f x dx
+

=∫ ∫  và ( ) ( )
0 0

nT T

f x dx n f x dx=∫ ∫ . 

Lưu ý: Hàm số ( )f x  có chu kỳ T thì ( ) ( )f x T f x+ = . 
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→  Về mặt thực hành, ta sẽ làm theo các bước sau: 

Bước 1. Tách: ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

a T T a T

a a T

CA B

I f x dx f x dx f x dx f x dx
+ +

= = + +∫ ∫ ∫ ∫
 

 ( )i  

Bước 2. Tính ( )
a T

T

C f x dx
+

= ∫ ? 

Đặt x t T dx dt= + ⇒ = . Đổi cận: 
0

x a T t a
x T t
= + = 

⇒ = = 
. Khi đó: 

( ) ( ) ( )
0 0

0

a

a a

C f t T dt f t dt f x dx A= + = − = − = −∫ ∫ ∫  ( )ii  

Thế ( )i  vào ( )ii  ta được: ( )
0

T

I B f x dx= = ∫ . 

Câu 89: Cho ( )f x  là hàm số chẵn trên đoạn [ ];a a−  và 0k > . Giá trị tích phân ( ) d
1 e

a

kx
a

f x
x

− +∫  bằng 

A. ( )
0

d
a

f x x∫ . B. ( )d
a

a

f x x
−
∫ . C. ( )2 d

a

a

f x x
−
∫ . D. ( )

0

2 d
a

f x x∫ . 

Câu 90: Cho ( ) ( ),f x f x−  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( ) 2

12 3
4

f x f x
x

+ − =
+

. Biết 

( )
2

2

I f x dx
m
π

−

= =∫ . Khi đó giá trị của m  là 

A. 2m = . B. 20m = . C. 5m = . D. 10m = . 

Câu 91: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm lẻ và liên tục trên [ ]4;4−  biết ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫  và ( )
2

1

2 d 4f x x− =∫

. Tính ( )
4

0

dI f x x= ∫ . 

A. 10I = − . B. 6I = − . C. 6I = . D. 10I = . 

Câu 92: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]ln 2; ln 2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 1
1xf x f x

e
+ − =

+
. Biết 

( )
ln 2

ln 2

d ln 2 ln 3f x x a b
−

= +∫  ( );a b∈ . Tính P a b= + . 

A. 1
2

P = . B. 2P = − . C. 1P = − . D. 2P = . 

Câu 93: Cho ( )y f x=  là hàm số chẵn và liên tục trên .  Biết ( ) ( )
1 2

0 1

1d d 1
2

f x x f x x= =∫ ∫ . Giá trị của 

( )2

2

d
3 1x

f x
x

− +∫  bằng 

A. 1. B. 6 . C. 4 . D. 3 . 
 

Câu 94: Hàm số ( )f x  là hàm số chẵn liên tục trên 


 và ( )
2

0

d 10f x x =∫ . Tính 
( )2

2

d
2 1x

f x
I x

−

=
+∫ . 
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A. 10I = . B. 10
3

I = . C. 20I = . D. 5I = . 

Câu 95: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ]1;1−  và ( )
1

1

6f x dx
−

=∫ . Kết quả của 

( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫  bằng 

A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 5 . 

Câu 96: Tích phân 
2 2020

2

2.d
1

a

x

x x
e b−

=
+∫ . Tính tổng S a b= + . 

A. 0S = . B. 2021S = . C. 2020S = . D. 4042S = . 

Câu 97: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]ln 2; ln 2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 1
e 1xf x f x+ − =
+

. Biết 

( ) ( )
ln 2

ln 2

d ln 2 ln 3, ,f x x a b a b
−

= + ∈∫  . Tính P a b= + . 

A. 2P = − . B. 1
2

P = . C. 1P = − . D. 2P = . 

Câu 98: Cho ( )f x  là hàm số chẵn và ( )
1

0

2f x dx =∫ . Giá trị của tích phân ( )1

11 2019x

f x
dx

− +∫  là 

A. 2 .
2019

 B. 2 . C. 4 . D. 0 . 

DẠNG 2.2 TÍCH PHÂN CỦA HÀM CHỨA DẤU TRỊ TUYỆT ĐỐI 

Tính tích phân: ( ) .
b

a

I f x dx= ∫ ? 

Bước 1. Xét dấu ( )f x  trên đoạn [ ];a b . Giả sử trên đoạn [ ];a b  thì phương trình ( ) 0f x =  có 

nghiệm [ ];ox a b∈  và có bảng xét dấu sau: 

x    a  ox  b   

( )f x    +  0  −   

Bước 2. Dựa vào công thức phân đoạn và dấu của trên [ ] [ ]; , ;o oa x x b  ta được: 

( ) ( ) ( ).
o

o

xb b

a a x

I f x dx f x dx f x dx A B= = + − = +  ∫ ∫ ∫ . 

Sử dụng các phương pháp tính tích phân đã học tính ,A B I⇒ . 
 

Câu 99: Cho a  là số thực dương, tính tích phân 
1

d
a

I x x
−

= ∫  theo a . 

A. 
2 1
2

aI +
= . B. 

2 2
2

aI +
= . C. 

22 1
2

aI − +
= . D. 

23 1
2

a
I

−
= . 

Câu 100: Cho số thực 1m >  thỏa mãn 
1

2 1 1
m

mx dx− =∫ . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. ( )4;6m∈ . B. ( )2;4m∈ . C. ( )3;5m∈ . D. ( )1;3m∈ . 
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Câu 101: Cho tích phân 
5

1

2 ln 2 ln 3
1

x dx a b c
x
−

= + +
+∫  với a, b, c là các số nguyên. Tính P = abc. 

A. 36P = −  B. 0P =  C. 18P = −  D. 18P =  

Câu 102: Tính tích phân 
1

1

2 2x xI dx−

−

= −∫ . 

A. 1
ln 2

. B. ln 2 . C. 2ln 2 . D. 2
ln 2

. 

Câu 103: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và có ( )
1

0

d 2f x x =∫ ; ( )
3

0

d 6f x x =∫ . Tính 

( )
1

1

2 1 dI f x x
−

= −∫  

A. 8I =  B. 6I =  C. 
3
2

I =  D. 4I =  

Câu 104: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và có 
3

0

( ) 8f x dx =∫  và 
5

0

( ) 4.f x dx =∫ Tính 
1

1

( 4 1) .f x dx
−

−∫  

A. 9 .
4

 B. 11.
4

 C. 3.  D. 6.  

Câu 105: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
1

0

2 d 2f x x =∫  và ( )
2

0

6 d 14f x x =∫ . Tính 

( )
2

2

5 2 df x x
−

+∫ . 

A. 30 . B. 32 . C. 34 . D. 36 . 

Câu 106: Cho số thực a  và hàm số ( ) ( )2

2 0

0

x khi x
f x

a x x khi x

≤=  − >
. Tính tích phân ( )

1

1
f x dx

−∫  bằng: 

A. 1.
6
a
−  B. 2 1.

3
a
+  C. 1.

6
a
+  D. 2 1.

3
a
−  

Câu 107: Cho hàm số ( )
2

e         khi 0

2 3  khi 0

x m x
f x

x x x

 + ≥= 
+ <

 liên tục trên   và ( )
1

1

d = e 3f x x a b c
−

+ +∫ , ( ), ,a b c Q∈

.  Tổng 3a b c+ +  bằng 
A. 15 . B. 10− . C. 19− . D. 17− . 

Câu 109: Cho hàm số  
2 3 1

5 1
x khi x

y f x
x khi x

     
. Tính    

12

0 0

2 sin cos 3 3 2I f x xdx f x dx

π

     

A. 71
6

I  . B. 31I  . C. 32I  . D. 32
3

I  . 
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BÀI 2. TÍCH PHÂN 

 

MỨC ĐỘ VẬN DỤNG – VẬN DỤNG CAO 

DẠNG 1. TÍCH PHÂN HÀM ẨN 
DẠNG 1.1 GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN 

Câu 1: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  và thỏa mãn ( )
1

5

d 9f x x
−

=∫ . Tích phân ( )
2

0

1 3 9 df x x− +  ∫
 

bằng 
A. 15 . B. 27 . C. 75. D. 21. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 3 9 d 1 3 d 9df x x f x x x− + = − +  ∫ ∫ ∫ ( )
2

0

1 3 d 18f x x= − +∫ . 

Xét ( )
2

0

1 3 df x x−∫ , đặt 1 3t x= −  dd 3d d
3
tt x x⇒ = − ⇒ = − . 

Đổi cận khi 0 1x t= ⇒ = ; 2 5x t= ⇒ = − . Suy ra ( )
2 5 1

0 1 5

1 11 3 d ( )d ( )d
3 3

f x x f t t f t t
−

−

− = − =∫ ∫ ∫ . 

Khi đó ( )
2 1 1

0 5 5

1 11 3 9 d ( )d 18 ( )d 18 21
3 3

f x x f t t f x x
− −

− + = + = + =  ∫ ∫ ∫ . 

Câu 2: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;10  thỏa mãn ( ) ( )
10 10

0 2

d 7, d 1f x x f x x= =∫ ∫ . Tính 

( )
1

0

2 dP f x x= ∫ . 

A. 6P = . B. 6P = − . C. 3P = . D. 12P = . 
Lời giải 

Chọn C 

C
H

Ư
Ơ

N
G

       

III NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
- ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

HỆ THỐNG BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM. 

 
III 
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Ta có: ( ) ( ) ( )
2 10 10

0 0 2

d d d 6f x x f x x f x x= − =∫ ∫ ∫ . 

Xét ( )
1

0

2 dP f x x= ∫ . Đặt 12 d 2d d d
2

t x t x x t= ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận: 

 

Lúc đó: ( ) ( ) ( )
1 2 2

0 0 0

1 12 d d d 3
2 2

P f x x f t t f x x= = = =∫ ∫ ∫ . 

Câu 3: Cho
 

( )
5

1

d 26I f x x= =∫ . Khi đó ( )
2

2

0

1 1 dJ x f x x = + + ∫  bằng 

A. 15 . B. 13 . C. 54 . D. 52 . 
Lời giải 

Chọn A 

+ Ta có: ( )
2

2

0

1 1 dJ x f x x = + + ∫ ( )
2 2

2

0 0

d 1 dx x xf x x= + +∫ ∫ . 

+ Xét
 

2

0

dA x x= ∫ . 

2

0

dA x x= ∫
22

0

2
2
x

= = . 

+ Xét ( )
2

2

0

1 dB xf x x= +∫ . 

Đặt 2 1t x= + d 2 dt x x⇒ = . 

Đổi cận: 

( )
2

2

0

1 dB xf x x= +∫ ( )
5

1

1 d
2

f t t= ∫ ( )
5

1

1 d
2

f x x= ∫Ta có: 

1 .26 13
2

= = . 

Vậy 15J A B= + = . 

 x   0   2  
 t   1  5  
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Câu 4: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   thỏa mãn 
( )9

1

4
f x

dx
x

=∫  và ( )
2

0

sin cos 2.f x xdx

π

=∫  

Tích phân 
3

0

( )I f x dx= ∫  bằng 

A. 8I = . B. 6I = . C. 4I = . D. 10I = . 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt 1t x dt dx
2 x

= ⇒ = . Khi đó 1 1; 9 3x t x t= ⇒ = = ⇒ =  

Suy ra 
( )9 3 3

1 1 1

2 ( ) 4 ( ) 2.
f x

dx f t dt f t dt
x

= = ⇒ =∫ ∫ ∫  

Đặt ; cos
2

sin ;
2

t x x dt dxπ π ∈ − ⇒ =  
= . Khi đó. 0 0; 1

2
x t x tπ
= ⇒ = = ⇒ =  

Suy ra 
3 1 3

0 0 1

( ) ( ) ( ) 2 2 4.f x dx f x dx f x dx= + = + =∫ ∫ ∫  

Câu 5: Cho biết ( )
5

1

d 15f x x
−

=∫ . Tính giá trị của ( )
2

0

5 3 7 dP f x x= − +  ∫ . 

A. 15P = . B. 37P = . C. 27P = . D. 19P = . 
Lời giải 

Đặt 5 3t x= − d 3dt x⇒ = −
1d = d
3

x t⇒ − . 

Đổi cận: 0x = thì 5t = ; 2x = thì 1t = − . 

Ta có: ( )
2

0

5 3 7 dP f x x= − +  ∫  ( )
2 2

0 0

5 3 d + 7df x x x= −∫ ∫ ( )
1

2

0
5

d 7
3
tf t x

−

= +
−∫ ( )

5

1

1 d 14
3

f t t
−

= +∫  

1 .15 14 19
3

= + = . 

Câu 6: Cho ( )
4

0

20 8d 1f x x =∫ . Tính tích phân ( ) ( )
2

0

2 4 d2I f x f x x= + −  ∫ . 

A. 0I = . B. 2018I = . C. 4036I = . D. 1009I = . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2 2

0 0

2 4 2d dI f x x f x x H K= + − = +∫ ∫  

Tính ( )
2

0

2K f x dx= ∫ . 
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Đặt d2 2dt x t x= ⇒ = ; đổi cận: 0 2; 2 4x t x t= ⇒ = = ⇒ = . Nên ( )
4

0

1 100d 9
2

K f t t= =∫  

Tính ( )
2

0

d4 2H f x x= −∫ , 

Đặt 4 2 2t x dt dx= − ⇒ = − ; đổi cận: 0 4; 2 0x t x t= ⇒ = = ⇒ = . Nên ( )
4

0

1 100d 9
2

H f t t= =∫  

Suy ra 2018I K H= + = . 

Câu 7: Cho ( )y f x=  là hàm số chẵn, liên tục trên [ ]6;6− . Biết rằng ( )
2

1

d 8f x x
−

=∫ ; ( )
3

1

2 d 3f x x− =∫ . 

Giá trị của ( )
6

1

dI f x x
−

= ∫  là 

A. 5I = . B. 2I = . C. 14I = . D. 11I = . 
Lời giải 

Ta có ( )y f x=  là hàm số chẵn, suy ra ( ) ( )2 2f x f x− = . Khi đó: 

( ) ( )
3 3

1 1

2 d 2 d 3f x x f x x− = =∫ ∫ . 

Xét tích phân: ( )
3

1
1

2 dI f x x= ∫ . 

Đặt 12 d 2d d d
2

t x t x t x= ⇒ = ⇔ = . Đổi cận: 1 2x t= ⇒ = ; 3 6x t= ⇒ = . 

⇒ ( ) ( ) ( )
6 6 6

1
2 2 2

1 1. d d 3 d 6
2 2

I f t t f t t f t t= = = ⇒ =∫ ∫ ∫ ( )
6

2

d 6f x x⇒ =∫ . 

Vậy ( ) ( ) ( )
6 2 6

1 1 2

d d d 8 6 14I f x x f x x f x x
− −

= = + = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 8: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( )
2

0

d 2018f x x
π

=∫ , tính ( )2

0

d .I xf x x
π

= ∫  

A. 1008I = . B. 2019I = . C. 2017I = . D. 1009I = . 
Lời giải 

Xét ( )2

0

d .I xf x x
π

= ∫  

Đặt 2 1d 2 d d d .
2

t x t x x x x t= ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận: 20 0; .x t x tπ π= ⇒ = = ⇒ =  
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Khi đó ( ) ( )
2 2

0 0

1 1d d 1009.
2 2

I f t t f x x
π π

= = =∫ ∫  

Câu 9: Cho 
( )

2

1

d 2f x x =∫
. Khi đó 

( )4

1

d
f x

x
x∫

 bằng 
A. 1. B. 4 . C. 2 . D. 8 . 

Lời giải 

Đặt x t= 1 d d
2

x t
x

⇒ =
1 d 2dx t
x

⇒ = . Khi 1x =  thì 1t = ; 4x =  thì 2t = . 

Suy ra 
( )

( ) ( )
4 2 2

1 1 1

d .2d 2 d 2.2
f x

x f t t f t t
x

= = =∫ ∫ ∫ 4= . 

Vậy 
( )4

1

d 4
f x

x
x

=∫ . 

Câu 10: Cho 
( ) df x x x+ =∫

2
2

1

1 2
. Khi đó 

( )dI f x x= ∫
5

2  bằng 
A. 2 . B. 1. C. 4 . D. 1− . 

Lời giải 

Đặt dd d d .tx t x x t x x+ = ⇒ = ⇒ =2 1 2
2

 

Đổi cận ; .x t x t= ⇒ = = ⇒ =1 2 2 5  

Suy ra: ( ) ( )
2

2

1

5
2 1d d

2
2 1 x f t tf x == + ∫∫  ( )

5

2

d 4f t t =⇒ ∫ ( )dI f x x⇒ = =∫
5

2

4 . 

Câu 11: Cho ,f g  là hai hàm số liên tục trên [ ]1;3  thỏa mãn điều kiện ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫  đồng thời 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ . Tính ( )
3

1

4 dxf x−∫ +2 ( )
2

1

2 1 dxg x −∫  

A. 9 . B. 6 . C. 7 . D. 8 . 
Lời giải 

Ta có: ( ) ( )
3

1

3 dx=10f x g x+  ∫ ( ) ( )
3 3

1 1

dx+3 dx=10f x g x⇔ ∫ ∫ . 

( ) ( )
3

1

2 dx=6f x g x−  ∫ ( ) ( )
3 3

1 1

2 dx- dx=6f x g x⇔ ∫ ∫ . 

Đặt ( ) ( )
3 3

1 1

dx; v = dxu f x g x= ∫ ∫ . 
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Ta được hệ phương trình: 
3 10

2 6
u v

u v
+ =

 − =
 

4
2

u
v
=

⇔  =
 

( )

( )

3

1
3

1

dx=4

dx=2

f x

g x



⇒ 



∫

∫
 

+ Tính ( )
3

1

4 dxf x−∫  

Đặt 4 dt dx; 1 3; 3 1t x x t x t= − ⇒ = − = ⇒ = = ⇒ = . 

( ) ( )( ) ( ) ( )
3 1 3 3

1 3 1 1

4 d dt dt dx 4f x x f t f t f x− = − = = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

+ Tính ( )
2

1

2 1 dxg x −∫  

Đặt 2 1 dz 2dx; 1 1; 2 3z x x z x z= − ⇒ = = ⇒ = = ⇒ = . 

( ) ( ) ( )
2 3 3

1 1 1

1 12 1 d dz dx 1.
2 2

g x x g z g x− = = =∫ ∫ ∫  

Vậy ( )
3

1

4 dxf x−∫ +2 ( )
2

1

2 1 dx = 6g x −∫ . 

Câu 12: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
1

0

d 2f x x =∫  và ( )
2

0

3 1 d 6f x x+ =∫ . Tính ( )
7

0

dI f x x= ∫ . 

A. 16I = . B. 18I = . C. 8I = . D. 20I = . 
Lời giải 

( )
1

0

d 2A f x x= =∫ , ( )
2

0

3 1 d 6B f x x= + =∫  đặt 3 1 3t x dt dx= + ⇒ = . 

Đổi cận : 
0 1
2 7

= ⇒ =
= ⇒ =

x t
x t

 

Ta có: ( ) ( ) ( )
7 7 7

1 1 1

1 dt 6 dt 18 d =18
3

B f t f t f x x= = ⇒ = ⇒∫ ∫ ∫ . 

Vậy ( ) ( ) ( )
7 1 7

0 0 1

d d d 20I f x x f x x f x x= = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 13: Cho ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )10f x f x= − và ( )
7

3

d 4f x x =∫ . Tính ( )
7

3

dI xf x x= ∫ . 

A. 80 . B. 60 . C. 40 . D. 20 . 
Lời giải 

Đặt 10t x= − . Khi đó d dt x= − . 

Đổi cận: 3 7x t= ⇒ = . 
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7 3x t= ⇒ = . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )
3 7

7 3

10 10 d 10 10 dI t f t t t f t t= − − − = − −∫ ∫ ( ) ( )
7

3

10 10 dx f x x= − −∫  

( ) ( ) ( ) ( )
7 7 7

3 3 3

10 d 10 d dx f x x f x x xf x x= − = −∫ ∫ ∫ ( )
7

3

10 df x x I= −∫ . 

Suy ra ( )
7

3

2 10 d 10.4 40I f x x= = =∫ . Do đó 20I = . 

Câu 14: Cho 
( )

1

0

d 9f x x =∫
. Tính 

( )
6

0

sin 3 cos3 dI f x x x

π

= ∫
. 

A. 5I = . B. 9I = . C. 3I = . D. 2I = . 
Lời giải 

Đặt sin 3 d 3cos3 .dt x t x x= ⇒ =  

Đổi cận: 
0 0

1
6

x t

x tπ
= ⇒ =




= ⇒ =

 

( ) ( )
16

0 0

1 1sin 3 cos3 d d .9 3
3 3

I f x x x f t t

π

= = = =∫ ∫  

Câu 15: Cho tích phân 
( )

4

0

d 32.= =∫I f x x
 Tính tích phân

( )
2

0

2 d .= ∫J f x x
 

A. 32J =  B. 64J =  C. 8J =  D. 16J =  
Lời giải 

Đặt d2 d 2d d .
2

= ⇒ = ⇒ =
tt x t x x  

Đổi cận: 0 0; 2 4.= ⇒ = = ⇒ =x t x t  

( ) ( ) ( )
2 4 4

0 0 0

1 1 12 d d d 16.
2 2 2

= = = = =∫ ∫ ∫J f x x f t t f t t I  

Câu 16: Biết ( )f x  là hàm liên tục trên   và ( )
9

0

d 9f x x =∫ . Khi đó giá trị của ( )
4

1

3 3 df x x−∫  là 

A. 0 . B. 24 . C. 27 . D. 3 . 
Lời giải 

Xét ( )
4

1

3 3 dI f x x= −∫ . 

Đặt 3 3 d 3dt x t x= − ⇒ = . 
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Đổi cận: 
4 9
1 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
. Vậy ( ) ( )

9 9

0 0

1 1 1d d .9 3
3 3 3

I f t t f x x= = = =∫ ∫ . 

Câu 17: Cho hàm số ( )f x  thỏa mãn 
1

0

(2 ) 2f x dx =∫ .Tích phân 
2

0

( )f x dx∫  bằng 

A. 8. B. 1. C. 2. D. 4. 
Lời giải 

Đặt 2t x=  ⇒  2dt dx=  ⇒  2
dtdx = , 

0 0
1 2

x t
x t
= ⇒ =
= ⇒ =

 

Ta có 
1 2 2

0 0 0

( ) 12 (2 ) ( )
2 2

f t dtf x dx f t dt= = =∫ ∫ ∫
2

0

( ) 4f t dt⇒ =∫  

Theo tính chất tích phân 
2 2

0 0

(x) (t) 4f dx f dt= =∫ ∫  

Vậy
2

0

( ) 4f x dx =∫  

Câu 18: Cho hàm ( )f x  thỏa mãn ( )
2017

0

d 1f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

2017 dI f x x= ∫ . 

A. 1
2017

I = . B. 0I = . C. 2017I = . D. 1I = . 

Lời giải 

Đặt 2017 d 2017dt x t x= ⇒ =
1d d

2017
x t⇒ =  

Đổi cận: 0 0 ; 1 2017x t x t= ⇒ = = ⇒ =  

Vậy ( ) ( )
2017 2017

0 0

1 1 1. d d
2017 2017 2017

I f t t f t t= = =∫ ∫ . 

Câu 19: Cho tích phân ( )
2

1

df x x a=∫ . Hãy tính tích phân ( )
1

2

0

1 dI xf x x= +∫  theo a . 

A. 4I a= . B. 
4
aI = . C. 

2
aI = . D. 2I a= . 

Lời giải 

Đặt 2 1 d 2 dt x t x x= + ⇒ = . 

Đổi cận 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 2

2

0 1 1 1

d 1 11 d . d d
2 2 2 2
t aI xf x x f t f t t f x x= + = = = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Câu 20: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( )
4

2

0

tan . cos d 2x f x x

π

=∫  và 
( )2 2ln

d 2
ln

e

e

f x
x

x x
=∫ . 

Tính ( )2

1
4

2
d

f x
x

x∫ . 

A. 0 . B. 1. C. 4 . D. 8 . 
Lời giải 

* ( ) ( )24 4
2

1 2
0 0

cos1tan . cos d .sin2 d
2 cos

f x
I x f x x x x

x

π π

= =∫ ∫ . 

Đặt 2cos x t= sin 2 d dx x t⇒ = − . 

Đổi cận  

x  0  
4
π  

t  1 
1
2

 

Khi đó ( )
1
2

1
1

1 d
2

f t
I t

t
= − ∫  ( )1

1
2

d 4
f t

t
t

⇒ =∫ . 

* 
( ) ( )2 22 2e e

2 2
e e

ln ln1 2lnd . d
ln 2 ln

f x f x xI x x
x x x x

= =∫ ∫ . 

Đặt 2ln x t= 2ln d dx x t
x

⇒ = . 

Đổi cận  

x  e  2e  
t  1 4  

Khi đó ( )4

2
1

1 d
2

f t
I t

t
= ∫  ( )4

1

d 4
f t

t
t

⇒ =∫ . 

* Tính ( )2

1
4

2
d

f x
I x

x
= ∫ . Đặt 2x t= 1d

2
x dt⇒ = . 

Đổi cận  

x  
1
4

 2  

t  1
2

 4  
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Khi đó ( ) ( ) ( )4 1 4

1 1 1
2 2

d d d 4 4 8
f t f t f t

I t t t
t t t

= = + = + =∫ ∫ ∫ . 

Câu 21: Cho hàm số 
( )

2 23 ; 1
5 ; 1
x x x

y f x
x x

 + ≥
= = 

− < . Tính 
( ) ( )

12

0 0

2 sin cos 3d d3 2I f x x x f x x

π

= + −∫ ∫
. 

A. 71
6

I = . B. 31I = . C. 32I = . D. 32
3

I = . 

Lời giải 

Xét tích phân ( )
2

1
0

sin co dsI f x x x

π

= ∫ .Đặt sin dcosdt x t x x= ⇒ =  

Đổi cận 

x  0  
2
π  

t  0  
 

1 

Ta có ( ) ( ) ( )
11 1 1 2

1
0 0 0 0

d d d 95 5
2 2
xI f t t f x x x x x

 
= = = − = − = 

 
∫ ∫ ∫  

Xét tích phân ( )
1

2
0

3 2 dI f x x= −∫ .Đặt 3 2 2 dd d
2

d tt x t x x −
= − ⇒ = − ⇒ =  

Đổi cận 

x  0  1  
t  3 1 

Ta có 

( ) ( ) ( ) ( )
31 3 3 3 3

2
2

0 1 1 1 1

d d d d1 1 1 1 1 10 223 2 3 3 18
2 2 2 2 3 2 3 3

xI f x x f t t f x x x x x
   = − = = = + = + = − =   

  
∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy ( ) ( )
12

0 0

2 sin cos 3 3 2 9 31d 2d 2I f x x x f x x

π

= + − = + =∫ ∫ . 

Câu 22: Cho ( )
2

1

d 2I f x x= =∫ . Giá trị của ( )2

0

sin 3cos 1
d

3cos 1

xf x
x

x

π
+

+∫  bằng 

A. 2 . B. 4
3

− . C. 4
3

. D. 2− . 

Lời giải 

Đặt 2 23cos 1 3cos 1 d sin d .
3

u x u x u u x x= + ⇒ = + ⇒ − =  Đổi cận 
1
.2

0 2

x u

x u

π = ⇒ =

 = ⇒ =
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Do đó ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 22

0 2 1 1

sin 3cos 1 2 2 2 4d d d d .
3 3 3 33cos 1

xf x uf u
x u f u u f x x

ux

π
+ −

= = = =
+∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 23: Biết 
( )

4

1

5f x dx =∫
 và 

( )
5

4

20f x dx =∫
. Tính ( ) ( )

2 ln 2
2 2

1 0

4 3 x xf x dx f e e dx− −∫ ∫ . 

A. 15
4

I = . B. 15I = . C. 5
2

I = . D. 25I = . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 4 3 4t x dt dx= − ⇒ =  thì 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 5 4 5

1 1 1 4

1 1 1 254 3 5 20
4 4 4 4

f x dx f t dt f t dt f t dt
 

− = = + = + = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2 22x xu e du e dx= ⇒ =  thì 

( ) ( )
ln 2 4

2 2

0 1

1 5
2 2

x xf e e dx f u du= =∫ ∫ . 

Vậy 25 5 15
4 2 4

I = − = . 

Câu 24: Cho ( )f x là hàm số liên tục trên  thỏa mãn 
2

( ) (2 ) . ,xf x f x x e x+ − = ∀ ∈ . Tính tích phân 
2

0

( )I f x dx= ∫ . 

A. 
4 1
4

eI −
= . B. 2 1

2
eI −

= . C. 4 2I e= − . D. 4 1I e= − . 

Lời giải 

Đặt 2x t dx dt= − ⇒ =− . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 2

2 0 0

2 2 2I f t dt f t dt f x dx⇒ = − − = − = −∫ ∫ ∫ . 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 4

2 2
0

0 0 0

1 1 12 2
2 2 2

x x x eI f x f x dx xe dx e d x e −
⇒ = + − = = = =  ∫ ∫ ∫ . 

Vậy 
4 1
4

eI −
= . 

Câu 25: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )2 3f x f x= , x∀ ∈ . Biết rằng ( )
1

0

d 1f x x =∫ . 

Tính tích phân ( )
2

1

dI f x x= ∫ . 
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A. 5I =  B. 6I =  C. 3I =  D. 2I =  
Lời giải. 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

13 3.1 3. d 3 d 2 d 2 d 2 ,
2

f x x f x x f x x f x x x= = = = = ∀ ∈∫ ∫ ∫ ∫ 
. 

Đặt ( )2 d 2 dx t x t= ⇒ = , với 0 0x t= ⇒ = ; 1 2x t= ⇒ = . 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

0 0 0

1 1 13 2 d 2 d d ,
2 2 2

f x x f t t f x x x⇔ = = = ∀ ∈∫ ∫ ∫ 
. 

⇔  ( )
2

0

d 6,f x x x= ∀ ∈∫  ( ) ( )
1 2

0 1

d d 6,f x x f x x x⇔ + = ∀ ∈∫ ∫ 
. 

( )
2

1

1 d 6,f x x x⇔ + = ∀ ∈∫  . 

( )
2

1

d 5,f x x x⇔ = ∀ ∈∫  . 

Câu 26: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 
83 3

2

0 1

( )tan . (cos ) 6f xx f x dx dx
x

π

= =∫ ∫ . Tính tích 

phân 
2 2

1
2

( )f x dx
x∫  

A. 4 B. 6 C. 7 D. 10 
Lời giải 

+) Đặt 3 23 3t x t x t dt dx= ⇒ = ⇒ =  

Đổi cận 1 1x t= ⇒ =  và 8 2x t= ⇒ = . 

Khi đó 
8 2 23

2
3

1 1 1

( ) (t) (t)3 3 6f x f fdx t dt dt
x t t

= = =∫ ∫ ∫
2

1

(t) 2f dt
t

⇒ =∫  

+) Đặt 2 2 1cos 2cos sin 2cos tan tan
2

t x dt x xdx dt x xdx xdx dt
t

= ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −  

Đổi cận: 0 1x t= ⇒ =  và 1
3 4

x tπ
= ⇒ = . 

Khi đó 

1
13 4

2

10 1
4

1 (t) (t)tan . (cos ) 6 12
2

f fx f x dx dt dt
t t

π

= − = ⇒ =∫ ∫ ∫
 

+) Đặt 2 2 12 2
2

dx dx dtt x dt xdx dt x
x x t

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  
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Đổi cận: 1 1
2 4

x t= ⇒ =  và 2 2x t= ⇒ =  Khi đó 

2 2 1 22

1 1 1 1
2 4 4

( ) 1 (t) 1 (t) 1 (t) 2 12 7
2 2 2 2

f x f f fdx dt dt dt
x t t t

+
= = + = =∫ ∫ ∫ ∫  

Câu 27: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
2018

0

d 2f x x =∫ . Khi đó tích phân 

( )( )
2018e 1

2
2

0

ln 1 d
1

x f x x
x

−

+
+∫  bằng 

A. 4 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 
Lời giải 

Đặt ( )( )
2018e 1

2
2

0

ln 1 d
1

xI f x x
x

−

= +
+∫ . 

Đặt ( )2ln 1t x= +  
2

2d d
1

xt x
x

⇒ =
+

. 

Đổi cận: 0x =  0t⇒ = ; 2018e 1x = −  2018t⇒ = . 

Vậy ( )
2018

0

dI f t t= ∫  ( )
2018

0

d 2f x x= =∫ . 

Câu 28: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn ( )
4

0

tan d 3f x x

π

=∫  và ( )21

2
0

d 1.
1

x f x
x

x
=

+∫  Tính 

( )
1

0

d .I f x x= ∫  

A. 2I = . B. 6I = . C. 3I = . D. 4I = . 
Lời giải 

Ta có ( )
4

0

tan d 3K f x x

π

= =∫ . Đặt ( )2
2

1tan d d tan d 1 d
cos

x t t x x t x
x

= ⇒ = = = + . 

Vậy ( ) ( )
1 1

2 2
0 0

1 1. d . d 3
1 1

K f t t f x x
t x

= = =
+ +∫ ∫ . 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1 1

2 2 2
0 0 0 0

1 1d d d d
1 1 1

x f x
x f x f x x f x x f x x

x x x
 = − = − + + + ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Vậy suy ra ( )
1

0

d 4I f x x= =∫ . 
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Câu 29: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( )162
2

1
4

cot . sin d d 1
f x

x f x x x
x

π

π

= =∫ ∫ . Tính tích 

phân ( )1

1
8

4
d

f x
x

x∫ . 

A. 3I = . B. 3
2

I = . C. 2I = . D. 5
2

I = . 

Lời giải 

Đặt ( )
2

2
1

4

cot . sin d 1I x f x x

π

π

= =∫ , 
( )16

2
1

d 1
f x

I x
x

== =∫ . 

 Đặt 2sint x=  d 2sin .cos dt x x x⇒ = 22sin .cot dx x x= 2 .cot dt x x= . 

 

( )
2

2
1

4

cot . sin dI x f x x

π

π

= ∫ ( )
1

1
2

1. d
2

f t t
t

= ∫  ( )1

1
2

1 d
2

f t
t

t
= ∫

( ) ( )
1
4

1
8

41 d 4
2 4

f x
x

x
= ∫

( )
1
4

1
8

41 d
2

f x
x

x
= ∫ . 

Suy ra 
( )

1
4

1
1
8

4
d 2 2

f x
x I

x
= =∫  

Đặt t x=  2 d dt t x⇒ = . 

 

( )16

2
1

d
f x

I x
x

= ∫  ( )4

2
1

2 d
f t

t t
t

= ∫  ( )4

1

2 d
f t

t
t

= ∫  ( ) ( )
1

1
4

4
2 d 4

4
f x

x
x

= ∫  ( )1

1
4

4
2 d

f x
x

x
= ∫ . 

Suy ra ( )1

2
1
4

4 1 1d
2 2

f x
x I

x
= =∫  

Khi đó, ta có: 

( ) ( ) ( )
1

1 14

1 1 1
8 8 4

4 4 4
d d d

f x f x f x
x x x

x x x
= +∫ ∫ ∫ 1 52

2 2
= + = . 

Câu 30: Cho hàm số ( )f x liên tục và là hàm số lẻ trên đoạn [ ]2;2− . Biết rằng

( ) ( )
0 1

11
2

1, 2 2f x dx f x dx
−

= − − =∫ ∫ .Mệnh đề nào sau đây đúng? 
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A. ( ) ( )
2 2

2 0

2f x dx f x dx
−

=∫ ∫ . B. ( )
1

1
2

4f x dx = −∫ . 

C. ( )
1

0

1f x dx = −∫ . D. ( )
2

0

3f x dx = −∫ . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt t x= − ⇒ ( ) ( ) ( )
0 0 1

1 1 0

f x dx f t dt f t dt
−

= − − = −∫ ∫ ∫  

( )
1

0

1f t dt⇒ =∫ . 

Đặt ( ) ( ) ( )
1 1 2

1 1 1
2 2

12 2 2
2

t x f x dx f x dx f t dt−
= ⇒ − = − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

1 1

1 2 4.
2

f t dt f t dt−
⇒ = ⇒ = −∫ ∫  

Vậy ( ) ( ) ( )
2 1 2

0 0 1

1 4 3.f x dx f x dx f x dx= + = − = −∫ ∫ ∫  

Câu 31: Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên   thỏa ( )1 1f =  và ( )
1

0

1d
3

f t t =∫ . Tính 

( )
2

0

sin 2 . sin dI x f x x

π

′= ∫  

A. 4
3

I = . B. 2
3

I = . C. 2
3

I = −  D. 1
3

I = . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt sin , d cos dt x t x x= = . 

Đổi cận 

 

( ) ( )
12

0 0

sin 2 . sin d 2 . dI x f x x t f t t

π

′ ′= =∫ ∫ . 

Đặt ( ) ( )
2 d 2d

d d
u t u t

v f t t v f t
= =  ⇒ ′= =  

 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 16 

( )( ) ( ) ( )
1

0

1 1 42 . 2 d 2. 1 2.
0 3 3

I t f t f t t f= − = − =∫ . 

Câu 32: Cho hàm số  f x  liên tục trên   và 
 

 
9 2

1 0

d 4, sin cos d 2
f x

x f x x x
x



   . Tính tích phân 

 
3

0

dI f x x  . 

A. 6I = . B. 4I = . C. 10I = . D. 2I = . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 
       

9 9 3

1 1 1

d 2 d 2 d
f x

x f x x f t t
x

    . 

Mà 
 9

1

d 4
f x

x
x

  nên    
3 3

1 1

2 d 4 d 2f t t f t t     

Vì tích phân không phụ thuộc vào biến số nên    
3 3

1 1

d 2 d 2f t t f x x    . 

Ta có:        
12 2

0 0 0

sin cos d sin d sin df x x x f x x f t t

 

    . 

Mà  
2

0

sin cos d 2f x x x



  nên  
1

0

d 2f t t  . 

Vì tích phân không phụ thuộc vào biến số nên    
1 1

0 0

d 2 d 2f t t f x x    . 

Khi đó      
3 1 3

0 0 1

d d d 2 2 4I f x x f x x f x x        . 

Câu 33: Cho ( )f x liên tục trên   thỏa mãn ( ) ( )2020f x f x= −  và ( )
2017

3

x 4.f x d =∫ Khi đó ( )
2017

3

xxf x d∫  

bằng 
A. 16160.  B. 4040. C. 2020. D. 8080.  

Lời giải 

Chọn B 

Đặt 2020 2020u x x u= − ⇒ = − . Ta có xd du= − . 

Với 3x =  thì 2017u = . 
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Với 2017x =  thì 3u = . 

Khiđó ( )
2017

3

xxf x d∫ = ( ) ( ) ( ) ( )
2017 2017

3 3

2020 2020 2020u f u du x f x dx− − = −∫ ∫  

Suy ra ( ) ( )
2017 2017

3 3

2 x = 2020 x = 8080.xf x d f x d∫ ∫  Do đó ( )
2017

3

x  = 4040.xf x d∫  

Câu 34: Cho hàm số ( )y f x= liên tục trên   và thỏa mãn 2 334 ( ) 6 (2 ) 4
5

xf x f x x+ = + . Giá trị 
4

0

( )df x x∫
bằng 

A. 52
25

. B. 52. C. 48
25

. D. 48. 

Lời giải 

Chọn A 

2 2
2 3 2 3

0 0
2 2 4 4

2 2

0 0 0 0
4 4 4 4

0 0 0 0

3 34 ( ) 6 (2 ) 4 4 ( ) 6 (2 ) d 4 d
5 5

52 522 ( )d( ) 3 (2 )d(2 ) 2 ( )d 3 ( )d
5 5

52 52 522 ( )d 3 ( )d 5 ( )d ( )d
5 5 25

xf x f x x xf x f x x x x

f x x f x x f t t f u u

f x x f x x f x x f x x

  + = + ⇒ + = +    

⇒ + = ⇒ + =

⇒ + = ⇒ = ⇒ =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

Câu 35: Cho ( )f x liên tục trên  và thỏa mãn ( ) ( )
1

0

2 16, 2 d 2f f x x= =∫ . Tích phân ( )
2

0

dxf x x′∫  bằng 

A. 30 .  B. 28 . C. 36 . D. 16 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2

0 0 0

12 d 2 2 d 2 2 d 4
2

f x x f x x f x x= ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ . 

Đặt ( ) ( )
d d

d dx
u x u x

v f x v f x
= =  ⇒ ′= =  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

0
0 0

d d 2 2 4 32 4 28xf x x xf x f x x f′⇒ = − = − = − =∫ ∫ . 

Câu 36: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( )
2

0

sin d 5f x x

π

=∫ . Tính ( )
0

sin dI xf x x
π

= ∫  

A. 5
2

I π= . B. 10I π= . C. 5I = . D. 5I π= . 

Lời giải 

Chọn D 
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Ta có ( ) ( ) ( )
2

0 0
2

sin d sin d sin dI xf x x xf x x xf x x

π
π π

π

= = +∫ ∫ ∫ , 

Tính ( )
2

sin dxf x x
π

π
∫  

Đặt x tπ= −  

d dtx = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin d sin dt sin dtxf x x t f t t f tπ π π= − − − = −    

Đổi cận 2 2
0

x t

x t

π π

π

= ⇒ =

= ⇒ =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 2 2 2

0 0 0 0
2 2

sin d sin dt sin dt sin dt sin d sin dxf x x t f t f t tf t f x x xf x x

π π π π
π

π π

π π π= − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Do đó ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0
2

sin d sin d sin d sin d 5I xf x x xf x x xf x x f x x

π π
π π

π

π π= = + = =∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy Chọn D 

Câu 37: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên 
1 ;3
3
 
  

 thỏa mãn 31( ) .f x x f x x
x

 + = − 
 

. Giá trị tích phân 

3

2
1
3

( )f xI dx
x x

=
+∫  bằng: 

A. 8 .
9

 B. 16 .
9

 C. 2 .
3

 D. 3 .
4

 

Lời giải 

Chọn A 

3
2

1
1 ( )( ) . 1

1

f
f x xf x x f x x x

x x x x

 
    + = − ⇒ + = −  + + 

3 3 3

2
1 1 1
3 3 3

1
( ) 16d d (x 1)d

1 9

f
f x xx x x

x x x

 
 
 ⇒ + = − =

+ +∫ ∫ ∫ . 

Xét 
3

1
3

1

' d
1

f
xI x

x

 
 
 =
+∫ . 

Đặt 
2 2

1 1 dd d d tt x t x
x x t

−
= ⇒ = ⇒ =

−
. 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 19 

1
3 3 33

2 2 2
1 1 13
3 3 3

1
( ) d ( ) ( )' d d11 1

f
f t t f t f xxI x dt x I

x t t t x x
t

 
 
 = = = = =
+ − + ++

∫ ∫ ∫ ∫ . 

Suy ra 16 82
9 9

I I= ⇒ = . 

DẠNG 1.2 GIẢI BẰNG PHƯƠNG PHÁP TỪNG PHẦN 

Thông thường nếu bài toán xuất hiện ( ) ( )' d
b

a

g x f x x∫  ta sẽ đặt 
( )
( )d ' d

u g x

v f x x

=


=
 

Câu 38: Cho ( )f x  là hàm số có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  và ( ) 11
18

f = − , ( )
1

0

1. d
36

x f x x′ =∫ . Giá trị 

của ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 1
12

− . B. 1
36

. C. 1
12

. D. 1
36

− . 

Lời giải 

Chọn A 

Đặt 
( ) ( )

d d
d

u x u x
dv f x x v f x
= =  ⇒ ′= =  

, khi đó ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

0
0 0 0

1. d . d 1 d
36

x f x x x f x f x x f f x x′ = − = − =∫ ∫ ∫ ( ) ( )
1

0

1 1d 1
36 12

f x x f⇒ = − = −∫ . 

Câu 39: Cho hàm số ( )f x  có ( ) 21f e=  và ( ) 2
2

2 1 xxf x e
x
−′ =  với mọi x  khác 0 . Khi đó ( )

ln3

1

dxf x x∫  

bằng 

A. 26 e− . B. 
26

2
e−

. C. 29 e− . D. 
29

2
e−

. 

Lời giải 

Chọn D 

Xét tích phân ( ) 2
2

2 1d dxxf x x e x
x
−′ =∫ ∫  

Đặt 
( ) 2 2

2

2 1 d 4 d
11d d

x xu x e u xe x

vv x
xx

 = −  =
 ⇒ 

= −= 

, khi đó 

( ) ( )2 2 2
2

2 1 1d d 2 1 4 dx x xxf x x e x x e e x
x x
−′ = = − − +∫ ∫ ∫ ( ) 2 21 2 1 2x xx e e C

x
= − − + + . 

Do ( ) 21 0f e C= ⇒ = . Vậy ( ) ( ) 2 21 2 1 2x xf x x e e
x

= − − + . 



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 20 

Khi đó, ta có ( ) ( ) ( )
ln3ln3 ln3 ln3 2

2 2 2 2

1 1 1 1

1d 1 2 2 d d 9
2 2

x
x x x exf x x x e xe x e x e = − + = = = − ∫ ∫ ∫ . 

Câu 40: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   và thỏa mãn 
2

0

(2) 16, ( ) 4f f x dx= =∫ . Tính 

1

0

(2 )I xf x dx′= ∫ . 

A. 20I =  B. 7I =  C. 12I =  D. 13I =  
Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1

00 0 0

1 1 1 1(2 ) 2 2 d (2) 2 d 2
2 2 2 4

I xf x dx xf x f x x f f x x′= = − = −∫ ∫ ∫  

2

0

1 1 1 1(2) ( ) .16 .4 7
2 4 2 4

I f f x dx= − = − =∫ . 

Câu 41: Cho hàm số  f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( )
1 2

0

1
21

x f x dx = −∫ , ( )1 0f =  và 

( )
1 2

0

1'
7

f x dx =  ∫ . Giá trị của ( )
1

0
f x dx∫  bằng 

A. 5
12

. B. 1
5

− . C. 4
5

. D. 7
10

− . 

Lời giải 

Đặt ( ) ( )
3

2

'
.

3

du f x dxu f x
xdv x dx v

 = = ⇒ 
= =  

 

( )
1 1 12 1

00 0 0

1
21

x f x dx udv uv vdu− = = = −∫ ∫ ∫

 ( ) ( )
3 311

0 0
'

3 3
x xf x f x dx= − ∫  ( )

1 3

0

1 '
3

x f x dx= − ∫  

( )
1 3

0

1'
7

x f x dx⇒ =∫ . 

( )( ) ( ) ( )
1 1 1 12 23 6 3

0 0 0 0

1 1 1' 2 ' ' 2. 0
7 7 7

x f x dx x dx x f x dx f x dx− = − + = − + =  ∫ ∫ ∫ ∫

 

( )( ) [ ] ( ) [ ]23 3' 0, 0;1 ' , 0;1f x x x f x x x⇒ − = ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈ . 

Kết hợp điều kiện ( )1 0f =  ta có ( ) ( ) [ ]41 1 ; 0;1
4

f x x x= − ∀ ∈  

Vậy ( ) ( ) ( )1 1 14 4

0 0 0

1 1 11 1
4 4 5

f x dx x dx x dx= − = − = −∫ ∫ ∫ . 

Câu 42: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0 1;  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

1
3

x f x dx =∫  

Tính ( )
1

3

0

'  .x f x dx∫  
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A. 1−  B. 1 C. 3  D. 3−  

Lời giải 
Chọn A 

3
2

( ) '( )

3

u f x du f x dx
xdv x dx v

= ⇒ =



= ⇒ =  

1 13 3 3 3

0 0
1 1

3 3

0 0

1 1( ) '( ) (1) 0. (0) '( )
03 3 3 3

1 1 '( ) '( ) 1
3 3

x x xI f x f x dx f f f x dx

x f x dx x f x dx

α= − = − −

−
= ⇒ = −

∫ ∫

∫ ∫  

Câu 43: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )0 1 0f f+ = . Biết 

( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

1d ,  cos d
2 2

f x x f x x x ππ′= =∫ ∫ . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. π . B. 3
2
π . C. 2

π
. D. 1

π
. 

Lời giải 

Xét tích phân ( ) ( )
1

0

cos d
2

I f x x x′= =∫
ππ  

Đặt 
( )
( )

( )
( )

cos sin

'

u x du x dx

dv f x dx v f x

= π = −π π  ⇒ 
= =  

, ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1

0
0 0 0

cos sin 1 0 sin sinI f x x f x x dx f f f x x dx f x x dx= π + π π = − − + π π = π π∫ ∫ ∫  

Mà ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1sin sin
2 2 2

I f x x dx f x x dxπ π
= ⇔ π π = ⇔ π =∫ ∫  

Mặt khác: ( ) ( ) ( )
11 1

2

0 0 0

1 1 1 1sin 1 cos 2 sin 2
2 2 2 2

x dx x dx x x π = − π = − π =    π ∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

0

1 1 12. sin sin 2. 0
2 2 2

f x f x x x dx ⇒ − π + π = − + = ∫ . 

Khi đó ( ) ( )
1

2

0

sin 0f x x dx− π =  ∫  

Vì ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( ) [ ]2
sin 0, 0;1f x x x− π ≥ ∀ ∈    nên ta suy ra 

( ) ( ) ( ) ( )sin 0 sinf x x f x x− π = ⇔ = π . 

Do đó ( ) ( ) ( )
11 1

00 0

1 2d sin cosf x x x dx x= = − =∫ ∫ π π
π π  
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Câu 44: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 0f = , ( )
1

2

0

d 7f x x′ =  ∫  và 

( )
1

2

0

1d
3

x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 7
5

 B. 1 C. 7
4

 D. 4  

Lời giải 

Từ giả thiết: ( )
1

2

0

1d
3

=∫ x f x x ( )
1

2

0

3 d 1⇒ =∫ x f x x . 

Tính: ( )
1

2

0

3 d= ∫I x f x x . 

Đặt: 
( ) ( )

2 3

d d

d 3 d

′ =  = ⇒ 
= =  

u f x u f x x

v x x v x
. 

Ta có: 

( ) ( ) ( )
1 1

12 3 3

0
0 0

3 d . d′= = −∫ ∫I x f x x x f x x f x x ( ) ( ) ( )
1

3

0

1. 1 0. 0 . d′= − − ∫f f x f x x ( )
1

3

0

. d′= −∫ x f x x . 

Mà: ( )
1

2

0

3 d 1=∫ x f x x ( )
1

3

0

1 . d′⇒ = −∫ x f x x  

( )
1

3

0

. d 1′⇔ = −∫ x f x x ( )
1

3

0

7 . d 7′⇔ = −∫ x f x x ( ) ( )
1 1

23

0 0

7 . d d′ ′⇔ = −   ∫ ∫x f x x f x x ,. 

( ) ( )( )
1

23

0

7 . + d 0′ ′⇔ =  ∫ x f x f x x ( ) ( )
1

3

0

7 + d 0′ ′ ⇔ = ∫ f x x f x x  

( )37 + 0′⇒ =x f x ( ) 37′⇔ = −f x x ( ) 47
4

⇒ = − +f x x C . 

Với ( )1 0=f 47 .1 0
4

⇒ − + =C 7
4

⇒ =C . 

Khi đó: ( ) 47 7
4 4

= − +f x x . 

Vậy: ( )
1 1

4

0 0

7 7d d
4 4

 = − + 
 ∫ ∫f x x x x

15

0

7
4 5
 

= − − 
 

x x 7
5

= . 

Câu 45: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 4=f , ( )
1

2

0

d 36′ =  ∫ f x x  

và ( )
1

0

1. d
5

=∫ x f x x . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 
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A. 5
6
 B. 3

2
 C. 4  D. 2

3
 

Lời giải 

Từ giả thiết: ( )
1

0

1. d
5

=∫ x f x x ( )
1

0

5 . d 1⇒ =∫ x f x x . 

Tính: ( )
1

0

5 . d= ∫I x f x x . 

Đặt: 
( ) ( )

2

d d
5d 5 d
2

′== ⇒ 
= = 

u f x xu f x
v x x v x

. 

Ta có: ( ) ( ) ( )
11 1

2 2

00 0

5 55 . d . . d
2 2

′= = −∫ ∫I x f x x x f x x f x x  

( ) ( )
1

2

0

5 5. 1 . d
2 2

′= − ∫f x f x x ( )
1

2

0

510 . d
2

′= − ∫ x f x x , 

Mà: ( )
1

0

5 . d 1= =∫I x f x x ( )
1

2

0

51 10 . d
2

′⇒ = − ∫ x f x x ( )
1

2

0

18. d
5

′⇔ =∫ x f x x  

( )
1

2

0

10 . d 36′⇔ =∫ x f x x ( ) ( )
1 1

22

0 0

10 . d d′ ′⇔ =   ∫ ∫x f x x f x x , 

( ) ( )
1

22

0

10 . d 0 ′ ′⇔ − =   ∫ x f x f x x ( ) ( )
1

2

0

10 d 0′ ′ ⇔ − = ∫ f x x f x x  

( )210 0′⇒ − =x f x ( ) 210′⇔ =f x x ( )
310

3
⇒ = +

xf x C  

Với ( )1 4=f 10.14
3

⇒ = +C 2
3

⇒ =C . 

Khi đó: ( )
310 2

3 3
= +

xf x . 

Vậy: ( )
1 1 3

0 0

10 2d d
3 3

 
= + 

 
∫ ∫

xf x x x

14

0

5 2 3
6 3 2

 
= + = 
 

x x . 

Câu 46: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;2  thỏa mãn ( )2 3=f , ( )
2

2

0

d 4′ =  ∫ f x x  

và ( )
2

2

0

1d
3

=∫ x f x x . Tích phân ( )
2

0

d∫ f x x  bằng 

A. 2
115

 B. 297
115

 C. 562
115

 D. 266
115

 

Lời giải 
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Từ giả thiết: ( )
2

2

0

1d
3

=∫ x f x x ( )
2

2

0

3 d 1⇒ =∫ x f x x . 

Tính: ( )
2

2

0

3 d= ∫I x f x x . 

Đặt: 
( ) ( )

2 3

d d

d 3 d

′ =  = ⇒ 
= =  

u f x u f x x

v x x v x
. 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2

22 3 3

0
0 0

3 d . . d′= = −∫ ∫I x f x x x f x x f x x ( )
2

3

0

24 . d′= − ∫ x f x x , 

Mà: ( )
2

2

0

3 d 1= =∫I x f x x ( )
2

3

0

1 24 . d′⇒ = − ∫ x f x x  

( )
2

3

0

. d 23′⇔ =∫ x f x x ( )
2

3

0

4 . d 4
23

′⇔ =∫ x f x x  

( ) ( )
2 2

23

0 0

4 . d d
23

′ ′⇔ =   ∫ ∫x f x x f x x , ( ) ( )
2

23

0

4 . d 0
23
 ′ ′⇔ − =    ∫ x f x f x x

( ) ( )
2

3

0

4 d 0
23
 ′ ′⇔ − =  ∫ f x x f x x  

( )34 0
23

′⇒ − =x f x ( ) 34
23

′⇔ =f x x ( ) 41
23

⇒ = +f x x C  

Với ( )2 3=f 163
23

⇒ = +C 53
23

⇒ =C . 

Khi đó: ( ) 41 53
23 23

= +f x x . 

Vậy ( )
2 2

4

0 0

1 53d d
23 23

 = + 
 ∫ ∫f x x x x

2
5

0

1 53 562
115 23 115
 = + = 
 

x x . 

Câu 47: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 4=f , ( )
1

2

0

d 5′ =  ∫ f x x  và 

( )
1

0

1. d
2

x f x x = −∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 15
19

 B. 17
4

 C. 17
18

 D. 15
4

 

Lời giải 

Tính: ( )
1

0

. dI x f x x= ∫ . Đặt: 
( ) ( )

2

d d
1d d
2

u f x xu f x
v x x v x

′== ⇒ 
= = 
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Ta có: ( ) ( )
1

2 2

0

11 1. d
02 2

I x f x x f x x′= − ∫  ( )
1

2

0

12 d
2

x f x x′= − ∫ ,. 

Mà: ( )
1

0

1. d
2

x f x x = −∫  ( )
1

2

0

1 12 d
2 2

′⇒ − = − ∫ x f x x  

( )
1

2

0

d 5′⇔ =∫ x f x x , ( ) ( )
1 1

22

0 0

d d′ ′⇔ =   ∫ ∫x f x x f x x  

( ) ( )( )
1

22

0

d 0′ ′⇔ − =  ∫ x f x f x x  ( ) ( )
1

2

0

. d 0′ ′ ⇔ − = ∫ f x x f x x  

⇒  ( )2 0x f x′− =  ⇔  ( ) 2f x x′ =  ⇒  ( ) 31
3

f x x C= + . 

Với ( )1 4=f  ⇒  11
3

C = . 

Khi đó: ( ) 31 11
3 3

f x x= + . 

Vậy ( )
1 1

3 4

0 0

11 11 1 11 15d d
03 3 12 3 4

   = + = + =   
   ∫ ∫f x x x x x x . 

Câu 48: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;2  thỏa mãn ( )2 6f = , ( )
2

2

0

d 7f x x′ =  ∫  

và ( )
2

0

17. d
2

x f x x =∫ . Tích phân ( )
2

0

df x x∫  bằng 

A. 8  B. 6  C. 7  D. 5  
Lời giải 

Tính: ( )
2

0

. dI x f x x= ∫ . 

Đặt: 
( ) ( )

2

d d
1d d
2

u f x xu f x
v x x v x

′== ⇒ 
= = 

 

Ta có: ( ) ( )
2

2 2

0

21 1. d
02 2

I x f x x f x x′= − ∫  ( )
2

2

0

112 d
2

x f x x′= − ∫ ,. 

Theo giả thiết: ( )
2

0

17. d
2

x f x x =∫  ( )
2

2

0

17 112 d
2 2

′⇒ = − ∫ x f x x  

( )
2

2

0

d 7′⇔ =∫ x f x x  

⇔  ( ) ( )
2 2

22

0 0

d dx f x x f x x′ ′=   ∫ ∫  
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⇔  ( ) ( )( )
2

22

0

d 0x f x f x x′ ′− =  ∫  

⇔  ( ) ( )
2

2

0

. d 0f x x f x x′ ′ − = ∫  

⇒  ( )2 0x f x′− = ( ) 2′⇔ =f x x ( ) 31
3

⇒ = +f x x C . 

Với ( )2 6f =  ⇒  10
3

C = . 

Khi đó: ( ) 31 10
3 3

f x x= + . 

Vậy ( )
2 2

3 4

0 0

21 10 1 10d d 8
03 3 12 3

   = + = + =   
   ∫ ∫f x x x x x x . 

Câu 49: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;3  thỏa mãn ( )3 6f = , ( )
3

2

0

d 2′ =  ∫ f x x  

và ( )
3

2

0

154. d
3

=∫ x f x x . Tích phân ( )
3

0

df x x∫  bằng 

A. 53
5

 B. 117
20

 C. 153
5

 D. 13
5

 

Lời giải 

Tính ( )
3

2

0

. dI x f x x= ∫ . 

Đặt 
( ) ( )

32

d d
1d d
3

u f x xu f x

v xv x x

′= = ⇒ 
==  

. 

Ta có ( ) ( )
3

3 3

0

31 1. d
03 3

I x f x x f x x′= − ∫  ( )
3

3

0

154 d
3

′= − ∫ x f x x ,. 

Theo giả thiết: ( )
3

2

0

154. d
3

=∫ x f x x ( )
3

3

0

154 154 d
3 3

′⇒ = − ∫ x f x x  

( )
3

3

0

d 8′⇔ =∫ x f x x ( ) ( )
3 3

23

0 0

d 4 d′ ′⇔ =   ∫ ∫x f x x f x x ( ) ( )( )
3

23

0

4 d 0′ ′⇔ − =  ∫ x f x f x x  

( ) ( )
3

3

0

4 d 0′ ′ ⇔ − = ∫ f x x f x x . 

( )3 4 0′⇒ − =x f x ( )
3

4
′⇔ =

xf x ( )
4

16
⇒ = +

xf x C . 
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Với ( )3 6f = 15
16

⇒ =C . 

Khi đó: ( )
4 15

16 16
= +

xf x . 

Vậy ( )
3 3

4 5

0 0

31 15 1 15 117d d
016 16 80 16 20

   = + = + =   
   ∫ ∫f x x x x x x . 

Câu 50: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 2f = , ( )
1

2

0

d 8f x x′ =  ∫  và 

( )
1

3

0

. d 10x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 2
285

−  B. 194
95

 C. 116
57

 D. 584
285

 

Lời giải 

Tính: ( )
1

3

0

. dI x f x x= ∫ . 

Đặt: 
( ) ( )

43

d d
1d d
4

u f x xu f x

v xv x x

′= = ⇒ 
==  

. 

Ta có: ( ) ( )
1

4 4

0

11 1. d
04 4

I x f x x f x x′= − ∫  ( )
1

4

0

1 1 d
2 4

x f x x′= − ∫ ,. 

Theo giả thiết: ( )
1

3

0

. d 10x f x x =∫ ⇒  ( )
1

4

0

d 38x f x x′ = −∫  

( )
1

4

0

8. d 38.8′⇔ = −∫ x f x x ( ) ( )
1 1

24

0 0

8. d 38. d′ ′⇔ = −   ∫ ∫x f x x f x x  

( ) ( )( )
1

24

0

8 38 d 0′ ′⇔ + =  ∫ x f x f x x ( ) ( )
1

4

0

. 8 38 d 0′ ′ ⇔ + = ∫ f x x f x x  

⇒  ( )48 38 0′+ =x f x  ⇔  ( ) 44
19

′ = −f x x  ⇒  ( ) 54
95

= − +f x x C . 

Với ( )1 2f =  ⇒  194
95

=C . 

Khi đó: ( ) 54 194
95 95

= − +f x x . 

Vậy ( )
1 1

5 6

0 0

14 194 2 194 116d d
095 95 285 95 57

   = − + = − + =   
   ∫ ∫f x x x x x x . 
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Câu 51:  Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 0f =  và 

( ) ( ) ( )
1 1 2

2

0 0

1d 1 e d
4

x ef x x x f x x −′ = + =  ∫ ∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 2 eI = − . B. e 2I = − . C. e
2

I = . D. e 1
2

I −
= . 

Lời giải 

Xét ( ) ( )
1

0

1 e dxA x f x x= +∫  

Đặt 
( )
( )d 1 dx

u f x

v x e x

=


= +

( )d d

ex

u f x x

v x

′ =⇒ 
=

 

Suy ra ( ) ( )
1

1

0
0

e e dx xA x f x x f x x′= − ∫ ( )
1

0

dxxe f x x′= −∫ ( )
1 2

0

1d
4

x exe f x x −′⇒ =∫  

Xét 
1

2 2

0

dxx e x∫
1

2 2

0

1 1 1
2 2 4

xe x x = − + 
 

2 1
4

e −
=  

Ta có : ( ) ( )
1 1 1

2 2 2

0 0 0

d 2 d d 0x xf x x xe f x x x e x′ ′+ + =  ∫ ∫ ∫ ( )( )
1

2

0

d 0xf x xe x′⇔ + =∫  

Suy ra ( ) [ ]0, 0;1xf x xe x′ + = ∀ ∈  

( ) xf x xe′⇒ = − ( ) ( )1 xf x x e C⇒ = − +  

Do ( )1 0f =  nên ( ) ( )1 xf x x e= −  

Vậy ( ) ( ) ( )
1 1

1

0
0 0

d 1 d 2 2x xI f x x x e x x e e= = − = − = −∫ ∫ . 

Câu 52: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn 0;
4
π 

  
 và 0

4
f π  = 
 

. Biết ( )
4

2

0

d
8

f x x

π

π
=∫

, ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ . Tính tích phân ( )
8

0

2 dI f x x

π

= ∫  

A. 1I = . B. 1
2

I = . C. 2I = . D. 1
4

I = . 

Lời giải 

Tính ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ . Đặt ( ) ( )
sin 2 2cos 2 d d

d d
x u x x u

f x x v f x v
= =  ⇒ ′ = =  

, khi đó 
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( ) ( ) ( )
4 4

4
0

0 0

sin 2 d sin 2 . 2 cos2 df x x x x f x f x x x

π π
π

′ = −∫ ∫

( ) ( )
4

0

sin . sin 0. 0 2 cos2 d
2 4

f f f x x x

π

π π = − − 
  ∫ ( )

4

0

2 cos2 df x x x

π

= − ∫ . 

Theo đề bài ta có ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ ⇒ ( )
4

0

cos2 d
8

f x x x

π

π
=∫ . 

Mặt khác ta lại có 
4

2

0

cos 2 d
8

x x

π

π
=∫ . 

Do ( ) ( ) ( )
4 4

2 2 2

0 0

cos2 d 2 .cos2 cos 2 df x x x f x f x x x x

π π

 − = − +    ∫ ∫  2 0
8 8 8
π π π = − + = 
 

 nên 

( ) cos 2f x x= . 

Ta có 
8 8

00

1 1cos 4 d sin 4
4 4

I x x x

π π

= = =∫ . 

Câu 53: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  và ( ) ( )0 1 0f f+ = . Biết 

( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

1d ,  cos d
2 2

f x x f x x x ππ′= =∫ ∫ . Tính ( )
1

0

df x x∫ . 

A. π . B. 1
π

. C. 2
π

. D. 3
2
π . 

Lời giải 

Đặt 
( )
( )

( )
( )

cos d sin d

d d

u x u x x

v f x x v f x

π π π= = −  ⇔ ′= =  
. Khi đó: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

0
0 0

cos d cos sin df x x x x f x f x x xπ π π π′ = +∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

11 0 sin d sin d sin d
2

f f f x x x f x x x f x x xπ π π π π= − + + = ⇒ =∫ ∫ ∫ . 

Cách 1: Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

sin d d 2 sin d sin df x k x x f x x k f x x x k x xπ π π− = − +  ∫ ∫ ∫ ∫  

21 0 1
2 2

kk k= − + = ⇔ = . 

Do đó ( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0

sin d 0 sinf x x x f x xπ π− = ⇒ =  ∫ . Vậy ( ) ( )
1 1

0 0

2d sin df x x x xπ
π

= =∫ ∫ . 
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Cách 2: Sử dụng BĐT Holder. 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2d d . d
b b b

a a a

f x g x x f x x g x x
 

≤ 
 
∫ ∫ ∫ . 

Dấu “=” xảy ra ( ) ( ) [ ], ;f x kg x x a b⇔ = ∀ ∈ . 

Áp dụng vào bài ta có ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

2 2

0 0 0

1 1sin d d . sin d
4 4

f x x x f x x x xπ π
 

= ≤ = 
 
∫ ∫ ∫ , 

suy ra ( ) ( )sinf x k xπ= . 

Mà ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

1 1sin d sin d 1 sin
2 2

f x x x k x x k f x xπ π π= ⇔ = ⇔ = ⇒ =∫ ∫ . 

Vậy ( ) ( )
1 1

0 0

2d sin df x x x xπ
π

= =∫ ∫ . 

Câu 54: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f = , ( )
1

2

0

d 9f x x′ =  ∫  và 

( )
1

3

0

1d
2

x f x x =∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng: 

A. 2
3

. B. 5
2

. C. 7
4

. D. 6
5

. 

Lời giải 

Ta có: ( )
1

2

0

d 9f x x′ =  ∫  ( )1  

- Tính ( )
1

3

0

1d .
2

x f x x =∫  

Đặt 
( )
3d .d

u f x

v x x

 =


=

( )
4

d d

4

u f x x

xv

′ =
⇒ 

=

 

( )
1

3

0

1 d
2

x f x x⇒ = ∫ ( )
14

0

.
4
x f x

 
=  
 

( )
1

4

0

1 . d
4

x f x x′− ∫ ( )
1

4

0

1 1 . d
4 4

x f x x′= − ∫  

( )
1

4

0

. d 1x f x x′⇒ = −∫ ( )
1

4

0

18 . d 18x f x x′⇒ = −∫  ( )2  

- Lại có: 
11 9

8

0 0

1d
9 9
xx x = =∫

1
8

0

81 d 9x x⇒ =∫  ( )3  



CHUYÊN ĐỀ III – GIẢI TÍCH 12 – NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

 Page 31 

- Cộng vế với vế các đẳng thức ( )1 , ( )2  và ( )3  ta được: 

( ) ( )
1

2 4 8

0

18 . 81 d 0f x x f x x x ′ ′+ + =   ∫ ( )
1

4

0

9 d 0f x x x′ ⇔ + = ∫  

( )
1

4

0

. 9 d 0f x x xπ ′ ⇔ + = ∫  

Hay thể tích khối tròn xoay sinh bởi hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số ( ) 49y f x x′= + , 

trục hoành Ox , các đường thẳng 0x = , 1x =  khi quay quanh Ox  bằng 0  

( ) 49 0f x x′⇒ + = ( ) 49f x x′⇒ = − ( ) ( ).df x f x x′⇒ = ∫ 49
5

x C= − + . 

Lại do ( )1 1f = 14
5

C⇒ = ( ) 59 14
5 5

f x x⇒ = − +  

( )
1

0

df x x⇒ =∫
1

5

0

9 14 d
5 5

x x − + 
 ∫

1
6

0

3 14 5
10 5 2

x x = − + = 
 

. 

Câu 55: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]1;2  thỏa mãn ( ) ( )
2

2

1

11 d
3

x f x x− = −∫ , 

( )2 0f =  và ( )
2

2

1

d 7f x x′  = ∫ . Tính tích phân ( )
2

1

dI f x x= ∫ . 

A. 7
5

I = . B. 7
5

I = − . C. 7
20

I = − . D. 7
20

I = . 

Lời giải 

Đặt ( ) ( )d du f x u f x x′= ⇒ = , ( ) ( )3
2 1

d 1 d
3

x
v x x v

−
= − ⇒ =  

Ta có ( ) ( )
2

2

1

1 1 d
3

x f x x− = −∫ ( ) ( ) ( ) ( )
23 32

11

1 1
. d

3 3
x x

f x f x x
− −

′= − ∫  

( ) ( )
2

3

1

1 1 1 d
3 3

x f x x′⇔ − = − −∫ ( ) ( )
2

3

1

1 d 1x f x x′⇔ − =∫ ( ) ( )
2

3

1

2.7 1 d 14x f x x′⇒ − − = −∫  

Tính được ( )
2

6

1

49 1 d 7x x− =∫  ( )
2

2

1

df x x′ ⇒  ∫ ( ) ( )
2

3

1

2.7 1 dx f x x′− −∫ ( )
2

6

1

49 1 d 0x x+ − =∫  

( ) ( )
2 23

1

7 1 d 0x f x x ′⇒ − − = ∫ ( ) ( )37 1f x x′⇒ = − ( ) ( )47 1
4

x
f x C

−
⇒ = + . 

Do ( )2 0f = ( ) ( )47 1 7
4 4

x
f x

−
⇒ = − . 

Vậy ( )
2

1

dI f x x= ∫
( )42

1

7 1 7 d
4 4

x
x

 −
= − 

  
∫ 7

5
= − . 
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Câu 56: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn: ( ) ( )
1

2

0

1 0, d 7f f x x′ = = ∫  và 

( )
1

2

0

1. d
3

x f x x =∫ . Tính tích phân ( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 1I = . B. 7
5

I = . C. 4I = . D. 7
4

I = . 

Lời giải 

Xét tích phân ( )
1

2

0

. dx f x x∫ . 

Đặt 
( ) ( )

3
2

d d

d d
3

u f x xu f x
xv x x v

′ = = ⇒ 
= =  

 

( ) ( ) ( )
1 13

2 3

0 0

11 1. d d
03 3 3

xx f x x f x x f x x′= = −∫ ∫ ( )
1

3

0

1 d
3

x f x x′= − ∫  ( )
1

3

0

d 1x f x x′⇒ = −∫  

1
6

0

1
7

x dx =∫ . 

Ta có: ( ) ( )
1 1 1

2 3 6

0 0 0

d 14 d 49 d 0f x x x f x x x x′ ′  + + = ∫ ∫ ∫ ( )( )
1

23

0

7 d 0f x x x′⇒ + =∫  

Mà ( )( )
1

23

0

7 d 0f x x x′ + ≥∫ . Dấu “=” xảy ra khi ( ) ( )3 37 0 7f x x f x x′ ′+ = ⇒ = −  

( ) ( ) 3d 7 df x f x x x x′⇒ = = −∫ ∫
47

4
x C= − + . 

( ) 71 0
4

f C= ⇒ =  ( )
47 7

4 4
xf x⇒ = − + . 

( )
1

0

dI f x x= ∫
1 4 5

0

1 17 7 7 7d
0 04 4 20 4

x x xx
 

= − + = − + 
 
∫  7 7 7

20 4 5
= − + = . 

Câu 57: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )
1

2

0

41 3,
11

f f x dx′= =  ∫  và 

( )
1

4

0

7
11

x f x dx =∫ . Giá trị của ( )
1

0

f x dx∫  là 

A. 35
11

. B. 65
21

. C. 23
7

. D. 9
4

. 

Lời giải 

Xét ( )
1

4

0

7
11

x f x dx =∫  

Đặt 
( ) ( )

5
4

5

du f x dxu f x
xdv x dx v

′ = = ⇒ 
= =  
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( ) ( ) ( )
11 1

4 5 5

00 0

1 1
5 5

x f x dx x f x x f x dx′⇒ = −∫ ∫ ( )
1

5

0

3 1
5 5

x f x dx′= − ∫  

( )
1

5

0

3 7 25
5 11 11

x f x dx  ′⇒ = − = − 
 ∫ . 

Xét

( )

( )

1
2

0
1

5

0
1

110 11

0
0

4
11

2
11

1 1
11 11

f x dx

x f x dx

x dx x


′ =   


 ′ = −


 = =


∫

∫

∫

 ( ) ( )
1 1 1

2 5 10

0 0 0

4 4 0f x dx x f x dx x dx′ ′⇒ + + =  ∫ ∫ ∫

( )( )
1 25

0

2 0f x x dx ′⇒ + = ∫ ( ) ( )
6

52
3
xf x x f x C−′⇒ = − ⇒ = + . Do ( ) 101 3

3
f C= ⇒ =  nên 

( )
1 1 6

0 0

10 23
3 3 7
xf x dx dx

 −
= + = 

 
∫ ∫  

Câu 58: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( )0 1f = ; ( )[ ]
1

2

0

1d
30

f x x′ =∫  và 

( ) ( )
1

0

12 1 d
30

x f x x− = −∫ . Tích phân ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 11
30

. B. 11
12

. C. 11
4

. D. 1
30

. 

Lời giải 

Đặt 
( )
( )

( )
2

d d
d 2 1 d

u f x xu f x
v x x v x x

′ = = ⇒ 
= − = − 

. 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 112 2

0
0 0

2 1 d dx f x x x x f x x x f x x′− = − − −∫ ∫ ( ) ( )
1

2

0

dx x f x x′= − −∫  

( ) ( )
1

2

0

1d
30

x x f x x′⇒ − =∫  

Ta có: ( ) ( )
1 1

22 4 3 2

0 0

d 2 dx x x x x x x− = − +∫ ∫
15 4 3

05 2 3
x x x 

= − + 
 

1
30

= . 

Do đó, ( )[ ] ( ) ( ) ( )
1 1 1

22 2 2

0 0 0

d 2 d d 0f x x x x f x x x x x′ ′− − + − =∫ ∫ ∫ ( ) ( )
1 22

0

d 0f x x x x ′⇔ − − = ∫  

( ) 2f x x x′⇒ = − ( )
3 2

3 2
x xf x C⇒ = − + . 

Vì ( )0 1f =  nên 1C = ( )
3 2

1
3 2
x xf x⇒ = − + . 
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Vậy ( )
1 1 3 2

0 0

d 1 d
3 2
x xf x x x

 
= − + 

 ∫ ∫
14 3

012 6
x x x

 
= − + 
 

11
12

= . 

Câu 59: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên đoạn 0;
4
π 

  
 và 0

4
f π  = 
 

. Biết ( )
4

2

0

d
8

f x x

π

π
=∫

, ( )
4

0

sin 2 d
4

f x x x

π

π′ = −∫ . Tính tích phân ( )
8

0

2 dI f x x

π

= ∫ . 

A. 1I = . B. 1
2

I = . C. 2I = . D. 1
4

I = . 

Lời giải 

Ta có ( ) ( )
4 4

0 0

sin 2 d sin 2 df x x x x f x

π π

′ =∫ ∫ ( ) ( )
4

4
0

0

sin 2 dsin 2f x x f x x

π
π

= −   ∫  

( ) ( ) ( )
4

0

sin 2. 0 sin 2.0 2 cos 2 d
4 4

f f f x x x

π

π π   = − −   
    ∫  

( )
4

0

2 cos 2 d
4

f f x x x

π

π = − 
  ∫ ( )

4

0

2 cos 2 df x x x

π

= − ∫ . 

Do đó ( )
4

0

2 cos 2 d
4

f x x x

π

π
=∫ . 

Mặt khác: ( )
4 4

2

0 0

1cos 2 d 1 cos 4 d
2

x x x x

π π

= +∫ ∫
4

0

1 1 sin 4
2 8

x x

π

 = + 
  8

π
= . 

Bởi vậy: 

( ) ( )
4 4 4

2 2

0 0 0

d 2 cos 2 d cos 2 d
8 4 8

f x x f x x x x x

π π π

π π π
− + = − +∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4

2 2

0

2 cos 2 cos 2 d 0f x f x x x x

π

 ⇔ − + = ∫  

( ) ( )
4

2

0

cos 2 d 0 cos 2f x x x f x x

π

⇔ − = ⇒ =  ∫ . 

Nên: 

( )
8

0

2 dI f x x

π

= ∫
8

0

cos 4 dx x

π

= ∫
8

0

1 1sin 4
4 4

x
π

= = . 

Câu 60: Cho hàm số ( )f x  liên tục, có đạo hàm trên  , ( )2 16f =  và ( )
2

0

4f x dx =∫ . Tích phân 

4

0 2
xxf dx ′ 

 ∫  bằng 

A. 112 . B. 12 . C. 56 . D. 144 . 
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Lời giải 

Đặt 2 2
2
xt x t dx dt= ⇒ = ⇒ = . 

Đổi cận: 
0 0
4 2

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =
. Do đó ( ) ( )

4 2 2

0 0 0

4 4
2
xxf dx tf t dt xf x dx ′ ′ ′= = 

 ∫ ∫ ∫ . 

Đặt ( ) ( )
4 4u x du dx

dv f x dx v f x
= =  ⇒ ′= =  

. 

Suy ra ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
2 2 2

2

0
0 0 0

4 4 ( ) 4 8 2 4 8.16 4.4 112.xf x dx xf x f x dx f f x dx′ = − = − = − =∫ ∫ ∫  

Câu 61: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và ( ) ( )
2

0

2 16, d 4f f x x= =∫ . Tính ( )
1

0

. 2 dI x f x x′= ∫ . 

A. 7 . B. 12 . C. 20 . D. 13 . 
Lời giải 

Đặt 2t x= d 2dt x⇒ = . Với 0 0x t= ⇒ = ; Với 1 2x t= ⇒ = . 

Suy ra: ( ) ( )
2 2

0 0

d 1 d
2 2 4
t tI f t tf t t′ ′= =∫ ∫  ( )

2

0

1 d
4

xf x x′= ∫ . 

Đặt ( ) ( )
d d

d d
u x u x

v f x x v f x
= =  ⇒ ′= =  

. 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
2

0

21 1d 2 2 0 0 4
04 4

I xf x f x x f f
 

= − = − −    
 

∫ ( )1 2.16 4 7
4

= − = . 

DẠNG 1.3 BIẾN ĐỔI 

Dạng 1. Bài toán tích phân liên quan đến đẳng thúrc '( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x f x u x f x h x′ + =  

Phương pháp: 

Dễ dàng thấy rằng ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]u x f x u x f x u x f x′ ′ ′+ =  

Do dó ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )u x f x u x f x h x u x f x h x′ ′ ′+ = ⇔ =  

Suy ra ( ) ( ) ( )du x f x h x x= ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 2. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúrc ( ) ( ) ( )f x f x h x′ + =  

Phương pháp: 

Nhân hai vế vói xe  ta durọc ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xe f x e f x e h x e f x e h x
′′  ⋅ + ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅   
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Suy ra ( ) ( )dx xe f x e h x x⋅ = ⋅∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 3. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúc ( ) ( ) ( )f x f x h x′ − =  

Phương pháp: 

Nhân hai vế vói xe−  ta durọc ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xe f x e f x e h x e f x e h x
′− ′ − − − − ⋅ − ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅   

Suy ra ( ) ( )dx xe f x e h x x− −⋅ = ⋅∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dạng 4. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúrc ( ) ( ) ( ) ( )f x p x f x h x′ + ⋅ =  

Phương pháp: 

Nhân hai vế với 
( )p x dxe∫  ta được 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x dx p x dx p x dx p x dx p x dxf x e p x e f x h x e f x e h x e
′

′  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅  
 

Suy ra 
( ) ( )( ) ( )dp x dx p x dxf x e e h x x∫ ∫⋅ = ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dang 5. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúc ( ) ( ) ( ) 0f x p x f x′ + ⋅ =  

Phương pháp: 

Chia hai vế với ( )f x  ta đựơc 
( ) ( )( ) 0 ( )
( ) ( )

f x f xp x p x
f x f x

′ ′

+ = ⇔ = −  

Suy ra 
( )d ( )d ln | ( ) | ( )d
( )

f x x p x x f x p x x
f x

′

= − ⇔ = −∫ ∫ ∫  

Từ đây ta dễ dàng tính được ( )f x  

Dạng 6. Bài toán tích phân liên quan đến biểu thức ( ) ( ) [ ( )] 0nf x p x f x′ + ⋅ =  

Phương pháp: 

Chia hai vế với [ ( )]nf x  ta được 
( ) ( )( ) 0 ( )

[ ( )] [ ( )]n n
f x f xp x p x
f x f x

′ ′

+ = ⇔ = −  

Suy ra 
1( ) [ ( )]d ( )d ( )d

[ ( )] 1

n

n
f x f xx p x x p x x
f x n

′ − +

= − ⇔ = −
− +∫ ∫ ∫  
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Câu 62: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 3 61 6
3 1

f x x f x
x

− = −
+

. Khi đó ( )
1

0

df x x∫  

bằng 
A. 4 . B. 1− . C. 2 . D. 6 . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( ) ( )2 3 61 6
3 1

f x x f x
x

− = −
+

 ( ) ( )2 3 61 6
3 1

f x x f x
x

⇔ − − = −
+

 

( ) ( )
1 1 1

2 3

0 0 0

61 d 6 d d
3 1

f x x x f x x x
x

⇔ − − = −
+∫ ∫ ∫  ( )* . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 0 11

0 0 1 0

1 d 1 d 1 d d
u x

f x x f x x f u u f x x
= −

− = − − − = − =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Và ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
31 1 1 1

2 3 3 3

0 0 0 0

6 d 2 d 2 d 2 d
u x

x f x x f x x f u u f x x
=

= = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1* d 2 d 6 d d 6 d 4
3 1 3 1

f x x f x x x f x x x
x x

⇔ − = − ⇔ = =
+ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Vậy ( )
1

0

d 4f x x =∫ . 

Câu 63: Cho hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên { }\ 0 thỏa mãn ( ) ( ) ( ) ( )2 2 '2 1 1x f x x f x xf x+ − = −

, với mọi { }\ 0x∈ đồng thời thỏa ( )1 2f = − . Tính ( )
2

1

df x x∫  

A. ln 2 1
2

− − . B. 1ln 2
2

− − . C. 3ln 2
2

− − . D. ln 2 3
2 2

− − . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 '2 2 '2 1 1 1x f x xf x xf x f x xf x xf x+ + = + ⇔ + = +  

Do đó 
( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )

' '

2 2

1 1 11 1
11 1

xf x xf x
dx dx x c

xf xxf x xf x

+ +
= ⇒ = ⇒ − = +

++ +
∫ ∫  

( ) 11xf x
x c

⇒ + = −
+

 

Mặt khác ( )1 2f = −  nên ( ) ( ) 2

1 1 1 12 1 0 1
1

c xf x f x
c x x x

− + = − ⇒ = ⇒ + = − ⇒ = − −
+

 

Vậy ( )
2 2

2
12

1 1

1 1 1 1d ln | ln 2
2

f x x dx x
x x x

   = − − = − + = − −   
   ∫ ∫ . 
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Câu 64: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 

( ) ( )2 3 5 3 21 3 31 4 5 7 6,
4 4 2

f x x f x x x x x x x + − − − = − − + + ∀ ∈ 
 

 . Tích phân ( )
2

1

df x x∫  bằng 

A. 1
7

. B. 1
3

. C. 7 . D. 19
3

− . 

Lời giải 

Mặt khác : ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 5 3 2

1 1 1

1 3 3(*) d 1 d 4 5 7 6 d
4 4 2

f x x x f x x x x x x x x ⇒ + − − − = − − + + 
 ∫ ∫ ∫  

( )
2 2

3 3

1 1

4 1 3 3 1 3 3 1d d
3 4 4 2 4 4 2 3

f x x f x x x x   ⇔ + − − − − =   
   ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1

4 1 1d d d
3 3 7

f x x f x x f x x⇒ + = ⇔ =∫ ∫ ∫ . 

Câu 65: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( )1 1f =  và 

( )( ) ( ) ( ) [ ]2 2 6 4 24 6 1 . 40 44 32 4, 0;1f x x f x x x x x′ + − = − + − ∀ ∈ . Tích phân ( )
1

0

f x dx∫  bằng? 

A. 23
15

. B. 13
15

. C. 17
15

− . D. 7
15

− . 

Lời giải 

Chọn B 

( )( ) ( ) ( )2 2 6 4 24 6 1 . 40 44 32 4f x x f x x x x′ + − = − + −  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 6 4 2

0 0 0

4 6 1 . 40 44 32 4 .    1f x dx x f x dx x x x dx⇒ + − = − + −′∫ ∫ ∫  

Xét ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

4 6 1 . 24 4I x f x dx x f x dx= − = −∫ ∫ . 

Đặt 
( )
( )

( )
2 324 4 8 4

u f x du f x dx
dv x dx v x x

= ′ = ⇒ 
= − = − 

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 113 3 3

0
0 0

8 4 . 8 4 .  = 4 2 4 2 . .I x x f x x x f x dx x x f x dx′ ′⇒ = − − − − −∫ ∫  

Do đó: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

22 3 3 6 4 2

0 0 0 0

1 2 4 2 . 4 2 56 60 36 8 .f x dx x x f x dx x x dx x x x dx′ ′⇒ − − + − = − + −∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 23 3 4 2

0

4 2 0 4 2 .f x x x dx f x x x f x x x c ⇒ − − = ⇒ = − ′ ′ ⇒ = − +∫  
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Mà ( )1 1 1f c= ⇒ =  ⇒  ( ) 4 2 1.f x x x= − +  

Do đó ( ) ( )
1 1

4 2

0 0

131 .
15

f x dx x x dx= − + =∫ ∫  

Câu 66: Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  và thỏa mãn và 

. Tích phân  bằng 

A. . B. . C. . D.  

Lời giải 

Chọn D 

Cách 1. 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: .
 

Từ  
Thay  vào  ta được . 

Xét 
 

Đặt , đổi cận:  

Khi đó  

Do đó ta có  

Vậy 
 

Cách 2. 

Từ  

Thay  vào  ta được . 

Xét hàm số  từ giả thiết trên ta có . 

Vậy  suy ra . 

( )f x  (0) 3f =

2( ) (2 ) 2 2,f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈
2

0

( )dxf x x′∫
4

3
− 2

3
5
3

10
3
−

2 2
2

0
0 0

( )d ( ) ( )dxf x x xf x f x x′ = −∫ ∫

( )2( ) (2 ) 2 2, 1f x f x x x x+ − = − + ∀ ∈

0x = ( )1 (0) (2) 2 (2) 2 (0) 2 3 1f f f f+ = ⇒ = − = − = −
2

0

( )dI f x x= ∫

2x t dx dt= − ⇒ = −
0 2
2 0

x t
x t
= ⇒ =

 = ⇒ =

0 2 2

2 0 0

(2 ) (2 ) (2 )I f t dt f t dt I f x dx= − − = − ⇒ = −∫ ∫ ∫

( ) ( )
2 2 2 2

2

0 0 0 0

8 4( ) (2 ) d 2 2 d 2 ( )d ( )d .
3 3

f x f x x x x x f x x f x x+ − = − + ⇔ = ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫
2 2

2

0
0 0

4 10( )d ( ) ( )d 2.( 1) .
3 3

xf x x xf x f x x′ = − = − − = −∫ ∫

( )2( ) (2 ) 2 2 1
(0) 3

f x f x x x
f

 + − = − +


=

0; 1x x= = ( )1
1(2) 1; (1)
2

f f= − =

2( )f x ax bx c= + +

3 3
1 1
2 2

4 2 1 3

c c

a b c a

a b c b

 = =
  + + = ⇔ = 
 

+ + = − = − 

21( ) 3 3 ( ) 3
2

f x x x f x x′= − + ⇒ = − ( )
2 2

0 0

10( )d 3 d
3

xf x x x x x′ = − = −∫ ∫
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Câu 67: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên [ ]2;4  và ( ) [ ]0, 2;4f x x′ > ∀ ∈ . Biết 

( ) ( ) [ ] ( )33 3 74 , 2;4 , 2
4

x f x f x x x f′= − ∀ ∈ =   . Giá trị của ( )4f  bằng 

A. 
40 5 1

2
−

. B. 
20 5 1

4
−

. C. 
20 5 1

2
−

. D. 
40 5 1

4
−

. 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có: ( ) [ ]0, 2;4f x x′ > ∀ ∈  nên hàm số ( )y f x=  đồng biến trên [ ]2;4  ( ) ( )2f x f⇒ ≥  mà 

( ) 72
4

f = . Do đó: ( ) [ ]0, 2;4f x x> ∀ ∈ . 

Từ giả thiết ta có: ( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 34 4 1x f x f x x x f x f x′ ′= − ⇔ + =            

( ) ( ) ( )
( )

3
3

. 4 1
4 1

f x
x f x f x x

f x

′
′⇔ + = ⇔ =

+
. 

Suy ra: 
( )
( )

( )
( )

2

3 3

d 4 11d d
4 24 1 4 1

f xf x xx x x C
f x f x

+ ′  = ⇔ = +
+ +∫ ∫ ∫ ( )

2
233 4 1

8 2
xf x C⇔ + = +   . 

( ) 7 3 12 2
4 2 2

f C C= ⇔ = + ⇔ = − . 

Vậy: ( )
( )

3
24 1 1

3
4

x
f x

 − −  =  ( ) 40 5 14
4

f −
⇒ = . 

Câu 68: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;2  và thỏa ( )1 0f = , 

( )( ) ( )2 24 8 32 28f x f x x x′ + = − +  với mọi x  thuộc [ ]0;2 . Giá trị của ( )
1

0

df x x∫  bằng 

A. 5
3

− . B. 4
3

. C. 2
3

− . D. 14
3

− . 

Lời giải 

Chọn B 

Đặt ( )
2

1

2 dI f x x= ∫ . 

Dùng tích phân từng phần, ta có: 
( )

d 2d
u f x

v x
=


=

( )d d
2 4

u f x x
v x

′=⇒ 
= −

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

1
1 1

2 4 2 4 d 2 4 dI x f x x f x x x f x x′ ′= − − − = − −∫ ∫ . 
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Ta có ( )( ) ( )2 24 8 32 28f x f x x x′ + = − + ( )( ) ( )
2 2

2

1 1

d 2 2 df x x f x x′⇒ +∫ ∫ ( )
2

2

1

8 32 28 dx x x= − +∫  

( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

1 1 1

d 2 2 4 d 2 4 df x x x f x x x x′ ′⇔ − − + −∫ ∫ ∫ ( ) ( )
2 2

22

1 1

8 32 28 d 2 4 dx x x x x= − + + −∫ ∫

( ) ( )
2

2

1

2 4 d 0f x x x′⇔ − − =  ∫ ( ) 2 4f x x′⇔ = − ( ) 2 4f x x x C⇒ = − + , C∈ . 

Mà ( )1 0 3f C= ⇒ = ( ) 2 4 3f x x x⇒ = − + ( ) ( )
1 1

2

0 0

4d 4 3 d
3

f x x x x x⇒ = − + =∫ ∫ . 

Câu 69: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  và ( ) ( )
2 2 31

1
x xf x f x

x
+ +

+ − =
+

, [ ]0;1x∀ ∈ . Tính 

( )
1

0

df x x∫  

A. 3 2ln 2
4
+ . B. 3 ln 2+ . C. 3 ln 2

4
+ . D. 3 2ln 2

2
+ . 

Lời giải 

Chọn C 

Theo giả thiết, ta có: ( ) ( )
2 2 31

1
x xf x f x

x
+ +

+ − =
+

, [ ]0;1x∀ ∈  và ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  nên 

( ) ( )
1 1 2

0 0

2 31 d d
1

x xf x f x x x
x
+ +

+ − =   +∫ ∫ ( ) ( ) ( )21 1 1

0 0 0

1 2
d 1 d d

1
x

f x x f x x x
x
+ +

⇔ + − =
+∫ ∫ ∫  

Đặt 1 x t− =  thì d dx t= − , với 0 1x t= ⇒ = , với 1 0x t= ⇒ =  

Do đó: ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 1

0 1 0 0

1 d d d df x x f t t f t t f x x− = − = =∫ ∫ ∫ ∫ ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

d 1 d 2 df x x f x x f x x⇒ + − =∫ ∫ ∫ . 

Lại có 
( ) 121 1 2

0 0 0

1 2 2 3d 1 d 2ln 1 2ln 2
1 1 2 2

x xx x x x x
x x
+ +   = + + = + + + = +  + +   

∫ ∫  

Từ, và suy ra ( ) ( )
1 1

0 0

3 32 d 2ln 2 d ln 2
2 4

f x x f x x= + ⇔ = +∫ ∫ . 

Câu 70: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên  thỏa mãn ( ) ( ) ( ) 2 2 13 2 2 1 e 4x xf x f x x − ++ − = − + . Tính tích 

phân ( )
2

0

dI f x x= ∫  ta được kết quả: 

A. e 4I = + . B. 8I = . C. 2I = . D. e 2I = + . 
Lời giải 

Chọn C 
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Theo giả thuyết ta có ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

2 1

0 0

3 2 d 2 1 e 4 d *x xf x f x x x x− + + − = − +    ∫ ∫ . 

Ta tính ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

2 d 2 d 2 df x x f x x f x x− = − − − =∫ ∫ ∫ . 

Vì vậy ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

3 2 d 4 df x f x x f x x+ − =  ∫ ∫ . 

Hơn nữa ( ) ( )2 2 2
2 2 2

2 1 2 1 2 2 1

0
0 0

2 1 d e d 2 1 e 0x x x x x xx e x x x− + − + − +− = − + = =∫ ∫  và 
2

0

4d 8x =∫ . 

Suy ra ( ) ( )
2 2

0 0

4 d 8 d 2f x x f x x= ⇔ =∫ ∫ . 

Câu 71: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên  và thỏa mãn ( ) ( )2 7 32 2 3 1f x xf x x x x+ = + − −  với x∈ . 

Tính tích phân ( )
1

0

dxf x x′∫ . 

A. 
1
4 . B. 

5
4 . C. 

3
4 . D. 

1
2

− . 

Lời giải 

Chọn B 

Áp dụng công thức tích phân từng phần, ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
d d *

0
xf x x xf x f x x′ = −∫ ∫

 
Từ ( ) ( ) ( )2 7 32 2 3 1 1f x xf x x x x+ = + − −  
Thay 1x =  vào ( )1  ta được ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 1 1 2f f f+ = ⇒ =  

Mặt khác từ ( )1 ta có ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 7 3

0 0 0

d 2 d 2 3 1 df x x xf x x x x x x+ = + − −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2

0 0 0 0

1 1 1d d 2 d d 3
2 2 4

f x x f x x f x x f x x⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = −∫ ∫ ∫ ∫  

Thay ( ) ( )2 , 3  vào ( )*  ta được ( )
1

0

1 5d 1
4 4

xf x x′ = + =∫  

Câu 72: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa mãn 

( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1− − + + − − + = ∀ ≠ ≠ 
 

x x x xx f x f x x
x x

. Khi đó ( )
1

1

d
−
∫ f x x

 
có giá trị là 

A. 0 . B. 1. C. 1
2

. D. 3

2
. 

Lời giải 

Chọn A 
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Từ giả thiết suy ra ( )
4 3

2 3

2 2 2 4 41 − − + + − − + = 
 

x x x xf x f
x x x  

Ta có: ( )
2 2 2 4 3

2 3
1 1 1

2 2 2 4 41 d . d dx x x xf x x f x x
x x x
− − + + − − + = 

 ∫ ∫ ∫
 

( ) ( )
2 2 2

2 3
1 1 1

2 2 2 2 4 41 d 1 d 1 d− −     ⇔ − − − + = − + + −     
     ∫ ∫ ∫

x xf x x f x x
x x x x  

( ) ( )
1 1 2

2
0 0

24 2d d
12

−  
⇔ − + = − + − + 

 
∫ ∫

xf t t f t t x
x x  

( ) ( )
0 1

1 0

d d 0
−

⇔ + =∫ ∫f t t f t t ( )
1

1

d 0
−

⇔ =∫ f t t .
 

Vậy ( )
1

1

d 0
−

=∫ f x x . 

Cách trắc nghiệm 

Ta có: ( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1x x x xx f x f x x
x x
− − + + − − + = ∀ ≠ ≠ 

 
 

( )
4 3

2 2 2 4 41 2 , 0, 1x x x xx f x f x x
x x x
− − + − ⇔ − + = + ∀ ≠ ≠ 

 
 

( ) ( )2 22 2 2 21 2 1 2 , 0, 1x xx f x f x x x x
x x
− −   ⇔ − + = − + ∀ ≠ ≠   

   
 

Chọn ( ) ( )
1 1

1 1
.d .d 0f x x f x x x x

− −
= ⇒ = =∫ ∫ . 

Câu 73: Cho hàm số ( )y f x=  thỏa mãn 2' '' 3( ) ( ). ( ) 2 ,f x f x f x x x x R  + = − ∀ ∈   và '(0) (0) 2f f= = . 

Tính giá trị của 2 (2)T f=  

A. 160
15

 B. 268
15

 C. 4
15

 D. 268
30

 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 2' '' 3( ) ( ). ( ) 2 ,f x f x f x x x x R  + = − ∀ ∈   

( )'' 3( ). ( ) 2 ,f x f x x x x R⇔ = − ∀ ∈  

Lấy nguyên hàm hai vế ta có: 
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( ) ( )'' 3

4
' 2

( ). ( ) 2

( ). ( )
4

f x f x dx x x dx

xf x f x x C

= −

⇔ = − +

∫ ∫
 

Theo đề ra ta có: ' (0). (0) 4f f C= =  

Suy ra: 

2 2 4
' 2

0 0

( ). ( ). 4
4
xf x f x dx x dx

 
= − + 

 
∫ ∫  

22

0

( ) 104
2 15

f x
⇔ = 2 268(2)

15
f⇔ = . 

Câu 74: Cho  f x  là hàm số liên tục trên tập xác đinh 


 và thỏa mãn  2 3 1 2f x x x    . Tính 

 
5

1

dI f x x   

A. 
37
6

. B. 
527

3
. C. 

61
6

. D. 
464

3
. 

 
Lời giải 

Chọn C 

 
      

      

2

2

1 1
2

0 0

3 1 2

2 3 3 1 2 3 2

612 3 3 1 d 2 3 2 d
6

f x x x

x f x x x x

x f x x x x x x

   

      

        

 

Đặt  2 3 1 d 2 3 dt x x t x x       

x
 0 1 

t  1 5 

Suy ra  
5

1

61d
6

f t t  . 

Câu 75: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục, có đạo hàm trên R  thỏa mãn điều kiện 

( ) 2( ) ( ) 2sin cos ,f x x f x x x x x R′+ − = ∈  và 
2 2

f   = 
 
π π

.Tính ( )
2

0

xf x dx′′∫
π

 

A. 0 . B. 
2
π . C. 1. D. π . 

Lời giải 

Chọn A 
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Từ giả thiết ( ) 2( ) ( ) 2sin cosf x x f x x x x′+ − =  

( )( ) ( )
( )

2

2

2

( ) ( ) cos 2 sin

sin

sin

f x xf x x x x x

xf x x x

xf x x x C

′⇔ + = +

′′⇔ =

⇔ = +

 

Mặt khác: ( )0 sin .
2 2

f C f x x x  = ⇒ = ⇒ = 
 
π π

 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22 2
0 0

0 0

cos 2 sin 2xf x dx xf x f x dx x x x x f x′′ ′ ′=  − = + − ∫ ∫
π π

π π

 

2 2
0

2 2
0

cos 2 sin 2 sin

cos 0

x x x x x x

x x

= + − 

=  =

π

π  

Câu 76: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]0;1  thỏa mãn ( ) ( )2 24 . 3 1 1x f x f x x+ − = − . Tính 

( )
1

0

dI f x x= ∫ . 

A. 
4
π . B. 

16
π . C. 

20
π . D. 

6
π . 

Lời giải 

Chọn C 

Lấy tích phân hai vế, ta có ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0

4 . 3 1 d 1 d *x f x f x x x x + − = − ∫ ∫ . 

Xét tích phân 
1

2

0

1 dJ x x= −∫ . Đặt sin d cos dx t x t t= ⇒ = . Khi đó, ta có 

1 2 2
2 2 2

0 0 0

1 d 1 sin .cos d cos dJ x x t t t t t

π π

= − = − =∫ ∫ ∫ ( )
2 2

0 0

1 1 sin 21 cos 2 d
2 2 2 4

tt t t

π π

π = + = + = 
 ∫ . 

Xét tích phân ( )
1

2

0

4 . dK x f x x= ∫ . Đặt 2 d 2 dt x t x x= ⇒ = . Khi đó, ta có 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2

0 0 0

4 . d 2 d 2 dK x f x x f t t f x x= = =∫ ∫ ∫ . 

Xét tích phân ( )
1

0

3 1 dL f x x= −∫ . Đặt 1 d dt x t x= − ⇒ = − . Khi đó, ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 0 1 1

0 1 0 0

3 1 d 3 d 3 d 3 dL f x x f t t f t t f x x= − = − = =∫ ∫ ∫ ∫ . 
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Vậy ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

* 5 d d
4 20

f x x f x xπ π
⇔ = ⇒ =∫ ∫ . 

Câu 77: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên khoảng ( )0; .+∞  Biết ( )3 3f =  và 

( ) ( ) ( )3' 2 1 2 1 , 0; .xf x f x x x+ − + = ∀ ∈ +∞  Giá trị của ( )
5

3

f x dx∫  bằng 

A. 914
3

. B. 59
3

. C. 45
4

. D. 88 . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
3

4

2 2

'

2 ' 2 1 2 2 1
' 2 1 2 1 2, 0; .

2 1 2 1
2 2 . 1

x f x xf x
xf x f x x x

x

f x f x
x C

x x

+ − +
+ − + = ⇔ = ∀ ∈ +∞

+ + 
⇔ = ⇔ = + 

 

 

Cho 1x = từ ( )1
( ) ( ) ( )2 3 2
2 2

3 32.1 2.1 1 2 1 2 1 2 .
1 1

f
C C C f x x x x x⇒ = + ⇔ = + ⇒ = ⇒ + = + = +  

( ) ( )
22 2 4 3

3 2

1 1 1

592 1 2 2 .
4 3 6
x xf x dx x x dx

 
⇒ + = + = + = 

 
∫ ∫  

( ) ( )
5 2

3 1

592 2 1 .
3

f x dx f x dx⇒ = + =∫ ∫  

Câu 78: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm và đồng biến trên [ ]1;4 , thỏa mãn ( ) ( ) 2
2x xf x f x′+ =     với mọi 

[ ]1;4x∈ . Biết ( ) 31
2

f = , tính ( )
4

1

I f x dx= ∫  

A. 
1188

45 . B. 
1187

45 . C. 
1186

45 . D. 
9
2 . 

Lời giải 

Chọn C 

Do ( )f x  đồng biến trên [ ]1;4  nên ( ) ( ) 3 11
2 2

f x f≥ = > − , ngoài ra ( ) [ ]0, 1;4f x x′ ≥ ∀ ∈ . Khi 

đó ta có biến đổi sau: 

( ) ( ) ( )
( )

2
2

2 1
f x

x xf x f x x
f x

′
′+ = ⇔ =   +

 

( )( ) ( )3 32 22 1 2 1
3 3

f x x C f x x C
′′  ⇔ + = + ⇔ + = + 

 
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Mà ( ) 3 41
2 3

f C= ⇒ = ( )

2
3

3 3

2 4 1
2 8 73 3

2 9 9 18

x
f x x x

 + − 
 ⇒ = = + + . 

Vậy ( )
44

4 2

1 1

1 16 7 1186
18 45 18 45

I f x dx x x x x = = + + = 
 ∫ . 

Câu 79: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm liên tục trên   thỏa mãn 2. ( ). '( ) ( ) ,x f x f x f x x x= − ∀ ∈  và 

có (2) 1f = . Tích phân 
2

2

0

( )f x dx∫  

A. 3
2

 B. 4
3

 C. 2  D. 4  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 

( )

( )

2 2

2 2 2
2 2 2 2

0 0 0

2

. ( ). '( ) ( ) 2 . ( ). '( ) 2 ( ) 2

2 . ( ). '( ) ( ) 3 ( ) 2 . ( ) ' x 3 ( ) 2

2
. ( ) 3 4 2 3 4 2

0

x f x f x f x x x f x f x f x x

x f x f x f x f x x x f x d f x dx xdx

x f x I I I

= − ⇔ = −

⇔ + = − ⇔ = −

⇔ = − ⇔ = − ⇔ =

∫ ∫ ∫  

Câu 80: Cho hàm số ( )f x  nhận giá trị không âm và có đạo hàm liên tục trên   thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) 2
2 1 ,f x x f x x′ = + ∀ ∈   

 và ( )0 1f = − . Giá trị của tích phân ( )
1

0
df x x∫  bằng 

A. 1
6

− . B. ln 2− . C. 
3

9
π

− . D. 
2 3

9
π

− . 

Lời giải 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

2

22 1 , 2 1 ,

1 2 1 ,

f x
f x x f x x x x

f x

x x
f x

′−
′ = + ∀ ∈ ⇒ = − + ∀ ∈  

  
′ 

⇒ = − + ∀ ∈  
 

 



 

Vậy 
( ) ( ) ( )2

2

1 12 1 dx x x x C f x
f x x x C

= − + = − − + ⇒ =
− − +∫ . 

Do ( )0 1 1f C= − ⇒ = − . Vậy ( ) 2

1
1

f x
x x

= −
+ +

. 

( )
1 1 1

22
0 0 0

1 1d d d
1 1 3

2 4

I f x x x x
x x

x
= = − = −

+ +  + + 
 

∫ ∫ ∫ . 
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Đặt 1 3 tan , ;
2 2 2 2

x t t π π− + = ∈ 
 

. Suy ra 
( )
( )

2
3 3

2

6 6

3 1 tan 2 3 32 dt dt .3 3 91 tan
4

t
I

t

π π

π π

π+
= − = − = −

+
∫ ∫  

Câu 81: Cho số thực 0a > . Giả sử hàm số ( )f x  liên tục và luôn dương trên đoạn [ ]0;a  thỏa mãn 

( ). ( ) 1f x f a x− = . Tính tích phân 
( )0

1 d
1

a

I x
f x

=
+∫ ? 

A. 2
3
aI = . B. 

2
aI = . C. 

3
aI = . D. I a= . 

Lời giải 

Đặt d dt a x t x= − ⇒ = − . 

Thay vào ta được 
( )0

1 d
1

a

I x
f x

=
+∫ ( )0

1 dt
1

a

f a t
=

+ −∫ ( )0

1 d
1

a

x
f a x

=
+ −∫ . 

Suy ra 
( ) ( )
( )( ) ( )( )0

0 d
1 1

a f a x f x
x

f x f a x

 − −
=  

+ + −  
∫ , do hàm số ( )f x  liên tục và luôn dương trên đoạn 

[ ]0;a . Suy ra ( ) ( )f a x f x− = , trên đoạn [ ]0;a . 

Mà ( ). ( ) 1f x f a x− = ( ) 1f x⇒ = . Vậy 
0

1d
2 2

a aI x= =∫ . 

Câu 82: Cho hàm số ( )f x  đồng biến, có đạo hàm đến cấp hai trên đoạn [ ]0;2  và thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
. 0f x f x f x f x′′ ′− + =       . Biết ( )0 1f = , ( ) 62f e= . Khi đó ( )1f  bằng 

A. 2e . B. 
3
2e . C. 3e . D. 

5
2e . 

Lời giải 

Theo bài ra ta có hàm số ( )f x  đồng biến trên [ ]0;2 ( ) ( )0 1 0f x f⇒ ≥ = >  do đó 

( ) [ ]0 0;2f x x> ∀ ∈ . 

Ta có 
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

2

.f x f x f xf x
f x f x

′ ′′ ′−   ′  = 
    

 

Theo đề bài ( ) ( ) ( ) ( )2 2
. 0f x f x f x f x′′ ′− + =        

( ) ( ) ( ) ( )2 2
.f x f x f x f x′′ ′⇒ − =      

( )
( )

1
f x
f x

′ ′
⇒ = 

 
 

( )
( )

f x
x C

f x
′

⇒ = +
( )
( ) ( )

2 2

0 0

d d
f x

x x C x
f x
′

⇒ = +∫ ∫ ( ) ( )( )
2 22

00

1 d
2
xf x Cx

f x
 

⇒ = + 
 

∫  

( )
2

0

ln 2 2f x C⇒ = + 6ln e ln 1 2 2 2C C⇒ − = + ⇒ =
( )
( )

2
f x

x
f x
′

⇒ = + . 
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Do đó ( )
1 12

0 0

ln 2
2
xf x x

 
= + 
 

( ) 5ln 1
2

f⇒ = ( )
5
21 ef⇒ = . 

Câu 83: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số lẻ trên   và đồng thời thỏa mãn hai điều kiện 

( ) ( )1 1f x f x+ = + , x∀ ∈  và 
( )

2

1 f x
f

x x
  = 
 

, 0x∀ ≠ . Gọi ( )
( )

1

2
0

.d
1

f x
I x

f x
=

+∫ . Hãy chọn 

khẳng định đúng về giá trị của I . 
A. ( )1;0I ∈ − . B. ( )1;2I ∈ . C. ( )0;1I ∈ . D. ( )2; 1I ∈ − − . 

Lời giải 

- Đặt ( )y f x= . Khi đó từ giả thiết ta có : 

( )1 1f x y+ = + , 
( )2

1 1
1 1

yf
x x

+  = +  +
, 

( )2
1 1

1 1
yf

x x
+ − = − +  +

. 

Suy ra 
1 1

1 1
xf f

x x
   = − +   + +   

1 1
1

f
x

 = − + +  ( )2
1 1
1

y
x
+

= − +
+ ( )

2

2
2

1
x x y

x
+ −

=
+

 ( )1  

Và 
1 11xf f

x x
+   = +   

    2

11 1 yf
x x

 = + = + 
 

2

2

x y
x
+

= , 

1
11

xf f xx
x

 
   =    ++   
 

2

2

2 2

1

1 1

x x yf
x x

x x
x x

+  +
 
 = =
+ +   

   
   

( )

2

21
x y
x
+

=
+

 ( )2 . 

- Từ ( )1  và ( )2  suy ra : 
( ) ( )

2 2

2 2
2

1 1
x x y x y

x x
+ − +

=
+ +

2 22x x y x y⇒ + − = + y x⇒ =  hay ( )f x x= . 

Do đó: ( )
( )

1

2
0

.d
1

f x
I x

f x
=

+∫
1

2
0

.d
1

x x
x

=
+∫

( )21

2
0

d 11
2 1

x
x

+
=

+∫ ( )
1

2

0

1 ln 1
2

x= + 1 ln 2 0,35
2

= ≈ . 

Vậy ( )0;1I ∈ . 

Câu 84: Cho hàm số ( )f x  có đạo hàm liên tục trên [ ]0;π . Biết ( )0 2ef =  và ( )f x  thỏa mãn hệ thức 

( ) ( ) [ ]cossin . cos .e , 0;xf x x f x x x π′ + = ∀ ∈ . Tính ( )
0

dI f x x
π

= ∫ . 

A. 6,55I ≈ . B. 17,30I ≈ . C. 10,31I ≈ . D. 16,91I ≈ . 
Lời giải 

Chọn C 

Giả thiết ( ) ( ) cossin . cos .e xf x x f x x′ + =  ( ) ( )cos cose . e .sin . cosx xf x x f x x− −′⇔ + =  

( )cose . cosx f x x− ′ ⇔ =   ( )cos
1e . sinx f x x C−⇒ = + . 

Do ( )0 2ef = , thế vào ta được 1 2C =  suy ra ( ) ( ) cos2 sin e xf x x= + . 
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Dùng máy tính thì ( ) ( ) cos

0 0

d 2 sin .e d 10,30532891xI f x x x x
π π

= = + ≈∫ ∫ . 

Câu 85: Cho hàm số ( )f x  liên tục và nhận giá trị dương trên [ ]0;1 . Biết ( ) ( ). 1 1f x f x− =  với 

[ ]0;1x∀ ∈ . Tính giá trí 
( )

1

0

d
1

xI
f x

=
+∫  

A. 3
2

. B. 1
2

. C. 1. D. 2 . 

Lời giải 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( ). 1 1f x f x f x f x− + = +
( )

( )
( )

1
1 1 1

f x
f x f x

⇒ =
− + +

 

Xét 
( )

1

0

d
1

xI
f x

=
+∫  

Đặt 1 1t x x t= − ⇔ = −  d dx t⇒ = − . Đổi cận: 0 1x t= ⇒ = ; 1 0x t= ⇒ = . 

Khi đó 
( ) ( ) ( )

( )
( )

0 1 1 1

1 0 0 0

dd d d
1 1 1 1 1 1 1

f x xt t xI
f t f t f x f x

= − = = =
+ − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

Mặt khác 
( )

( )
( )

( )1 1 1 1

0 0 0 0

d 1d d d 1
1 1 1 ( )

f x x f xx x x
f x f x f t

+
+ = = =

+ + +∫ ∫ ∫ ∫  hay 2 1I = . Vậy 1
2

I = . 

Câu 86: Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên khoảng ( )0;+∞  thỏa mãn ( ) ( ) ( )
3

.ln
.

xf x x
x f x f x

 
=   ′ − 

 

và ( )1 0f = . Tính tích phân ( )
5

1

dI f x x= ∫ . 

A. 12ln13 13− . B. 13ln13 12− . C. 12ln13 13+ . D. 13ln13 12+ . 
Lời giải 

Chọn B 

Từ giả thiết và ( ) ( ) ( )
3

.ln
.

xf x x
x f x f x

 
=   ′ − 

( )
( ) ( )

3

ln
.

f x x
x x f x f x

⇔ =
′ −

 

( )

( ) ( )
3

e
.

f x
x x

x f x f x
⇔ =

′ −

( ) ( ) ( )

2

.
.e

f x
x

x f x f x
x

x
′ −

⇔ = ( ) ( )
.e

f x
x

f x
x

x

′ 
⇔ = 

 
 

Lấy nguyên hàm hai vế của suy ra 
( ) 2

e
2

f x
x x C= + . 

Do ( )1 0f = ⇒ 1
2

C = , nên
( )

( )
2 21 1e ln
2 2

f x
x x xf x x+ +
= ⇒ =  với ( )0;x∈ +∞ . 

( )
5 5 2

1 1

1d .ln d
2

xI f x x x x+
= =∫ ∫ . 
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Đặt 
2

2

1 2ln d d
2 1

x xu u x
x

+
= ⇒ =

+
; d dv x x= , chọn 

2 1
2

xv +
= . 

Theo công thức tích phân từng phần, ta được: 
5 552 2 2

1 11

1 1.ln d 13ln13
2 2 2

x x xI x x
 + +

= − = − 
 

∫ 13ln13 12= − . 

Câu 87: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên { }\ 0; 1−  thỏa mãn điều kiện ( )1 2ln 2f =  và 

( ) ( ) ( ) 21 . 3 2x x f x f x x x′+ + = + + . Giá trị ( )2 ln 3f a b= + , với ,a b∈ . Tính 2 2a b+ . 

A. 5
2

. B. 13
4

. C. 25
4

. D. 9
2

. 

Lời giải 

Chọn D 

Do hàm số ( )y f x=  liên tục trên { }\ 0; 1−  nên 

( ) ( ) ( ) 21 3 2x x f x f x x x′+ + = + +  

( )
( )

( )

( )

2
1 2

1 11

2
1 1

x xf x f x
x xx

x xf x
x x

+′⇔ + =
+ ++

′ + ⇔ = + + 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1
2

1

2
1 1

31 ln
1 2

2 1 32 1 1 ln
3 2 2
2 3 3 32 ln 2 1 ln 2 ln 3.
3 2 2 2

x xf x dx dx
x x

x f x
x

f f

f f

′ + ⇒ = + + 

 ⇔ = + + 

⇔ − = +

⇔ − = + ⇔ = +

∫ ∫

 

2 23 9 .
2 2

a b a b⇒ = = ⇒ + =  

Câu 88: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên   thỏa mãn: 
2 2 13 ( ) (2 ) 2( 1) 4,x xf x f x x e x− ++ − = − + ∀ ∈ . 

Tính giá trị của tích phân
2

0
( )I f x dx= ∫ . 

A. 2I e= + . B. 2 4I e= + . C. 2I = . D. 8I = . 
Lời giải 

Chọn C 
Cách 1: 

2 2 13 ( ) f(2 ) 2(x 1)e 4,x xf x x x− ++ − = − + ∀ ∈ . 
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2
2 2

2 2 2 1

0 0
0 0

3 ( )d (2 )d (2 2) d 4 d (1)x xf x x f x x x e x x− +⇒ + − = − +∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 
2 0 2 2

0 2 0 0
2 (2 )d( ) ( )d ( )d ( )d (2)t x f x x f t t f t t f x x= − ⇒ − = − = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Đặt 2
2 1

2 2 1

0 1

2 1 d (2 2)d (2 2) d d 0 (3)x x uu x x u x x x e x e u− += − + ⇒ = − ⇒ − = =∫ ∫ . 

Thay (2) và (3) vào (1)
2

2

0
0

4 ( )d 4 df x x x⇒ =∫ ∫
2

0
( )d 2I f x x⇒ = =∫ . Chọn phương án C . 

Cách 2: Do 
2 2 13 ( ) f(2 ) 2(x 1)e 4, (1)x xf x x x− ++ − = − + ∀ ∈  

Thay 2x x= −  vào (1)  ta có: 
2 2 13 (2 ) ( ) 2(x 1)e 4, (2)x xf x f x x− +− + = − − + ∀ ∈  

Từ (1)  và (2)  ta có hệ phương trình: 
2

2

2 1

2 1

3 ( ) f(2 ) 2(x 1)e 4,

( ) 3 (2 ) 2(x 1)e 4,

x x

x x

f x x x

f x f x x

− +

− +

 + − = − + ∀ ∈


+ − = − − + ∀ ∈





 

2

2

2 1

2 1

9 ( ) 3f(2 ) 6(x 1)e 12

( ) 3 (2 ) 2(x 1)e 4

x x

x x

f x x

f x f x

− +

− +

 + − = − +⇔ 
+ − = − − +

2 2 1( ) 2(x 1)e 1x xf x − +⇒ = − +  

( )2
2 2

2 1

0 0

( )d 2(x 1)e 1 d 2x xf x x x− +⇒ = − + =∫ ∫  

DẠNG 2. TÍCH PHÂN MỘT SỐ HÀM ĐẶC BIỆT 
DẠNG 2.1 TÍCH PHÂN CỦA HÀM SỐ LẺ VÀ HÀM SỐ CHẴN 

Nhắc lại kiến thức về hàm số lẻ và hàm số chẵn: 

Hàm số ( )y f x=  có miền xác định trên tập đối xứng D và 

Nếu ( ) ( ) ( ),  f x f x x D y f x− = ∀ ∈ ⇒ = : là hàm số chẵn. 

Nếu ( ) ( ) ,f x f x x D− = − ∀ ∈ ( )y f x⇒ = : là hàm số lẻ. 

. 

Thường gặp cung góc đối nhau của ( ) ( )cos cos ,  sin sinx x x x− = − = − . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục và lẻ trên [ ];a a−  thì ( ). 0
a

a

f x dx
−

=∫ . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục và chẵn trên [ ];a a−  thì 

( ) ( )

( ) ( )

0

0

2

1

a a

a
a

x
a

f x dx f x dx

f x
dx f x dx

b

α

−

−


=



 = +

∫ ∫

∫ ∫
. 

Do những kết quả này không có trong SGK nên về mặt thực hành, ta làm theo các bước sau: 
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 Bước 1. Phân tích: ( ) ( ) ( )
0

0

. . .
a a

a a

I f x dx f x dx f x dx A B
− −

= = + = +∫ ∫ ∫ . 

 Bước 2. Tính ( )
0

.
a

A f x dx
−

= ∫ ? bằng cách đổi biến t x= −  và cần nhớ rằng: tích phân không phụ 

thuộc vào biến, mà chỉ phụ thuộc vào giá trị của hai cận, chẳng hạn luôn có: 
02 20

2 22014
2014

3 cos 3 cos
1 sin 1 sin

t t x xdt dx
t x−

−

=
+ +∫ ∫ . 

2. Tích phân của hàm số liên tục 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên [ ];a b  thì ( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx= + −∫ ∫ . 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  thì 

+ ( ) ( )
2 2

0 0

sin cosf x dx f x dx

π π

=∫ ∫ . 

+ ( ) ( )sin sin
2

a a

a a

xf x dx f x dx
π ππ− −

=∫ ∫  và ( ) ( )
0 0

. sin sin
2

x f x dx f x dx
π ππ

=∫ ∫ . 

+ ( ) ( )
2 2

cos cos
a a

a a

xf x dx f x dx
π π

π
− −

=∫ ∫  và ( ) ( )
2 2

0 0

. cos cosx f x dx f x dx
π π

π=∫ ∫  

→  Về mặt thực hành, sẽ đặt x =  cận trên +  cận dưới  t−  ( )x a b t= + − . Từ đó tạo tích phân 

xoay vòng, rồi giải phương trình bậc nhất với ẩn I. 

 Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên   và tuần hoàn với chu kỳ T thì 

( ) ( )
0

a T T

a

f x dx f x dx
+

=∫ ∫  và ( ) ( )
0 0

nT T

f x dx n f x dx=∫ ∫ . 

Lưu ý: Hàm số ( )f x  có chu kỳ T thì ( ) ( )f x T f x+ = . 

→  Về mặt thực hành, ta sẽ làm theo các bước sau: 

Bước 1. Tách: ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

a T T a T

a a T

CA B

I f x dx f x dx f x dx f x dx
+ +

= = + +∫ ∫ ∫ ∫
 

 ( )i  

Bước 2. Tính ( )
a T

T

C f x dx
+

= ∫ ? 

Đặt x t T dx dt= + ⇒ = . Đổi cận: 
0

x a T t a
x T t
= + = 

⇒ = = 
. Khi đó: 
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( ) ( ) ( )
0 0

0

a

a a

C f t T dt f t dt f x dx A= + = − = − = −∫ ∫ ∫  ( )ii  

Thế ( )i  vào ( )ii  ta được: ( )
0

T

I B f x dx= = ∫ . 

Câu 89: Cho ( )f x  là hàm số chẵn trên đoạn [ ];a a−  và 0k > . Giá trị tích phân ( ) d
1 e

a

kx
a

f x
x

− +∫  bằng 

A. ( )
0

d
a

f x x∫ . B. ( )d
a

a

f x x
−
∫ . C. ( )2 d

a

a

f x x
−
∫ . D. ( )

0

2 d
a

f x x∫ . 

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( )0

0

d d d
1 e 1 e 1 e

a a

kx kx kx
a a

f x f x f x
x x x

− −

= +
+ + +∫ ∫ ∫ . 

Xét tích phân ( )0

d
1 ekx

a

f x
x

− +∫ . 

Đặt t x x t= − ⇔ = −  

d d d dt x t x⇒ = − ⇔ − =  

Đổi cận: 

x a t a= − ⇒ =  

0 0x t= ⇒ =  

Khi đó, 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

d d
1 e 1 ekx k t

a a

f x f t
x t

−
−

−
= −

+ +∫ ∫
( )

0

d
1 e

a

kt

f t
t−=

+∫  

( ) ( )
0 0

e . e .
d d

1 e 1 e

kt kxa a

kt kx

f t f x
x x= =

+ +∫ ∫  

Do đó, ( ) ( ) ( )
0 0

e .
d d d

1 e 1 e 1 e

kxa a a

kx kx kx
a

f x f x f x
x x x

−

= +
+ + +∫ ∫ ∫

( ) ( )
( )

0 0

e 1
d d

1 e

kxa a

kx

f x
x f x x

+
= =

+∫ ∫  

Câu 90: Cho ( ) ( ),f x f x−  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( ) 2

12 3
4

f x f x
x

+ − =
+

. Biết 

( )
2

2

I f x dx
m
π

−

= =∫ . Khi đó giá trị của m  là 

A. 2m = . B. 20m = . C. 5m = . D. 10m = . 
Lời giải 

Hàm số ( ) ( ),f x f x−  liên tục trên   và thỏa mãn ( ) ( ) 2

12 3
4

f x f x
x

+ − =
+

 nên ta có: 
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( ) ( )( )
2 2

2
2 2

2 3
4

dxf x f x dx
x− −

+ − =
+∫ ∫  ( )1  

Đặt ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

2 3 2 3K f x f x dx f x dx f x dx
− − −

= + − = + −∫ ∫ ∫  

Đặt ( ) ( );x t dx dt f x f t− = ⇒ = − − = , 2 2; 2 2x t x t= − ⇒ = = ⇒ = −  

Do đó ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

.f x dx f t dt f t dt f x dx
−

− − −

− = − = =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 3 5K f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− − − − −

⇒ = + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  ( )2  

Đặt 
2

2
2 4

dxJ
x−

=
+∫ ; 2 tanx α= , ;

2 2
π πα  ∈ − 

 
, 

Ta có: ( ) ( )2
2

22 tan 2 1 tan
cos

ddx d dαα α α
α

= = = + . 

Với 2
4

x πα= − ⇒ = − ; Với 2
4

x πα= ⇒ = . 

Do đó ( )24 4 4

2

44 4

2 1 tan 1
4 tan 4 2 2 4

dJ d

π π π

ππ π

α α πα α
α −− −

+
= = = =

+∫ ∫  ( )3  

Từ ( )1 , ( )2  và ( )3 , ta có ( ) ( )
2 2

2 2

5
4 20

K J f x dx f x dxπ π

− −

= ⇒ = ⇒ =∫ ∫  

Mà theo giả thiết, ( )
2

2

I f x dx
m
π

−

= =∫  nên 20
20

m
m
π π
= ⇒ = . 

Chú ý: Có thể tính nhanh 
2

2
2 4

dx
x− +∫  bằng công thức: 

2 2

1 arctandx x C
x a a a

= +
+∫  

Từ đó: 
2

1 arctan
4 2 2

dx x C
x

= +
+∫

( )( )
22

2
22

1 1 1arctan arctan1 arctan 1
4 2 2 2 2 4 4 4

dx x
x

π π π

−−

  ⇒ = = − − = − − =  +   
∫  

Câu 91: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm lẻ và liên tục trên [ ]4;4−  biết ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫  và ( )
2

1

2 d 4f x x− =∫

. Tính ( )
4

0

dI f x x= ∫ . 

A. 10I = − . B. 6I = − . C. 6I = . D. 10I = . 
Lời giải 
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Xét tích phân ( )
0

2

d 2f x x
−

− =∫ . 

Đặt x t− = d dtx⇒ = − . 

Đổi cận: khi 2x = −  thì 2t = ; khi 0x =  thì 0t =  do đó ( ) ( )
0 0

2 2

d dtf x x f t
−

− = −∫ ∫ ( )
2

0

dtf t= ∫

( )
2

0

dt 2f t⇒ =∫ ( )
2

0

d 2f x x⇒ =∫ . 

Do hàm số ( )y f x=  là hàm số lẻ nên ( ) ( )2 2f x f x− = − . 

Do đó ( ) ( )
2 2

1 1

2 d 2 df x x f x x− = −∫ ∫ ( )
2

1

2 d 4f x x⇒ = −∫ . 

Xét ( )
2

1

2 df x x∫ . 

Đặt 2x t= 1d dt
2

x⇒ = . 

Đổi cận: khi 1x =  thì 2t = ; khi 2x =  thì 4t =  do đó ( ) ( )
2 4

1 2

12 d dt 4
2

f x x f t= = −∫ ∫  

( )
4

2

dt 8f t⇒ = −∫ ( )
4

2

d 8f x x⇒ = −∫ . 

Do ( )
4

0

dI f x x= ∫ ( ) ( )
2 4

0 2

d df x x f x x= +∫ ∫ 2 8 6= − = − . 

Câu 92: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]ln 2; ln 2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 1
1xf x f x

e
+ − =

+
. Biết 

( )
ln 2

ln 2

d ln 2 ln 3f x x a b
−

= +∫  ( );a b∈ . Tính P a b= + . 

A. 1
2

P = . B. 2P = − . C. 1P = − . D. 2P = . 

Lời giải 

Gọi ( )
ln 2

ln 2

dI f x x
−

= ∫ . 

Đặt t x= −  ⇒ d dt x= − . 

Đổi cận: Với ln 2x = −  ⇒  ln 2t = ; Với ln 2x = ⇒  ln 2t = − . 

Ta được ( )
ln 2

ln 2

dI f t t
−

= − −∫ ( )
ln 2

ln 2

df t t
−

= −∫ ( )
ln 2

ln 2

df x x
−

= −∫ . 

Khi đó ta có: 2I ( ) ( )
ln 2 ln 2

ln 2 ln 2

d df x x f x x
− −

= + −∫ ∫ ( ) ( )
ln 2

ln 2

df x f x x
−

== + −  ∫
ln 2

ln 2

1 d
e 1x x

−

=
+∫ . 

Xét 
ln 2

ln 2

1 d
e 1x x

− +∫ . Đặt exu =  ⇒ d e dxu x=  
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Đổi cận: Với ln 2x = − ⇒ 1
2

u = ; ln 2x =  2u⇒ = . 

Ta được 
ln 2

ln 2

1 d
e 1x x

− +∫ ( )
ln 2

ln 2

e d
e e 1

x

x x
x

−

=
+∫ ( )

ln 2

ln 2

1 d
1

u
u u−

=
+∫  

ln 2

ln 2

1 1 d
1

u
u u−

 = − + ∫ ( ) 2
1
2

ln ln 1u u= − + ln 2=  

Vậy ta có 1
2

a = , 10
2

b a b= ⇒ + = . 

Câu 93: Cho ( )y f x=  là hàm số chẵn và liên tục trên .  Biết ( ) ( )
1 2

0 1

1d d 1
2

f x x f x x= =∫ ∫ . Giá trị của 

( )2

2

d
3 1x

f x
x

− +∫  bằng 

A. 1. B. 6 . C. 4 . D. 3 . 
Lời giải 

Do ( )
1

0

df x x =∫ ( )
2

1

1 d 1
2

f x x =∫ ( )
1

0

d 1f x x⇒ =∫ và

 

( )
2

1

d 2f x x =∫

 
( ) ( )

1 2

0 1

d df x x f x x⇒ +∫ ∫ ( )
2

0

d 3f x x= =∫ . 

Mặt khác ( )2

2

d
3 1x

f x
x

−

=
+∫  ( ) ( )0 2

2 0

d d
3 1 3 1x x

f x f x
x x

−

+
+ +∫ ∫  và ( )y f x=  là hàm số chẵn, liên tục trên   

( ) ( )  f x f x x⇒ − = ∀ ∈ . 

Xét ( )0

2

d
3 1x

f x
I x

−

=
+∫ . Đặt t x dx dt= − ⇒ = −  

( )0

2

d
3 1x

f x
I x

−

⇒ = =
+∫

( )0

2

d  =
3 1t

f t
t−

−
−

+∫
( )2

0

d  =1 1
3t

f t
t

−

+
∫ ( )2

0

3
d  =

3 1

t

t

f t
t

+∫
( )2

0

3
d

3 1

x

x

f x
x

+∫  

( )2

2

d
3 1x

f x
x

−

⇒ =
+∫

( ) ( )0 2

2 0

d d
3 1 3 1x x

f x f x
x x

−

+ =
+ +∫ ∫

( ) ( )2 2

0 0

3
d d

3 1 3 1

x

x x

f x f x
x x+ =

+ +∫ ∫
( ) ( )2

0

3 1
d

3 1

x

x

f x
x

+
=

+∫

( )
2

0

d 3f x x =∫ . 

Câu 94: Hàm số ( )f x  là hàm số chẵn liên tục trên 


 và ( )
2

0

d 10f x x =∫ . Tính 
( )2

2

d
2 1x

f x
I x

−

=
+∫ . 

A. 10I = . B. 10
3

I = . C. 20I = . D. 5I = . 

Lời giải 
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Đặt t x= − d dt x⇒ = − . Đổi cận: 2 2x t= − ⇒ = , 2 2x t= ⇒ = − . 
( )2

2

d
2 1t

f t
I t−

−

=
+∫ ( )

2

2

2 d
2 1

t

t f t t
−

=
+∫ ( )

2

2

2 d
2 1

x

x f x x
−

=
+∫  

( )2

2

2 d
2 1x

f x
I x

−

⇒ =
+∫ ( )

2

2

2 d
2 1

x

x f x x
−

+
+∫ ( )

2

2

df x x
−

= ∫ ( ) ( )
0 2

2 0

d df x x f x x
−

= +∫ ∫ ( )
0

2

d 10f x x
−

= +∫  

Mặt khác do ( )f x  là hàm số chẵn nên ( ) ( )f x f x− = . 

Xét ( )
0

2

dJ f x x
−

= ∫ , đặt d dt x t x= − ⇒ = −  

( )
2

0

dJ f t t⇒ = −∫ ( )
2

0

df x x= −∫ ( )
2

0

d 10f x x= =∫ 2 20I⇒ = 10I⇒ = . 

Câu 95: Cho hàm số ( )y f x=  là hàm số chẵn, liên tục trên đoạn [ ]1;1−  và ( )
1

1

6f x dx
−

=∫ . Kết quả của 

( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫  bằng 

A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. 5 . 
Lời giải 

Xét tích phân ( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫ . Đặt x t= − ; dx dt= − ; 1 1x t= − ⇒ = ; 1 1x t= ⇒ = − . 

( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫ = ( )1

1 1 2018 t

f t
dt

−

−

−
−

+∫ =
( ) ( )1 1

1 1

2018 .
1 1 20181

2018

t

t

t

f t f t
dt dt

− −

=
++

∫ ∫ = ( )1

1

2018
1 2018

x

x

f x
dx

− +∫ . 

Vậy ( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫ + ( )1

1

2018
1 2018

x

x

f x
dx

− +∫  = ( )
1

1

f x dx
−
∫  = 6 . 

Do đó ( )1

11 2018x

f x
dx

− +∫  = 1 .6 3
2

= . 

Câu 96: Tích phân 
2 2020

2

2.d
1

a

x

x x
e b−

=
+∫ . Tính tổng S a b= + . 

A. 0S = . B. 2021S = . C. 2020S = . D. 4042S = . 
Lời giải 

Chọn D 

Xét 
2 2020

2

.d
1x

xI x
e−

=
+∫ . 

Đặt d dx t x t= − ⇒ = − . Đổi cận 2 2; 2 2x t x t= − ⇒ = = ⇒ = − . 

Ta được ( ) ( )
20202 2 2 22020 2020 2020

2 2 2 2

. .. d .d .d .d11 1 11

t x

t t x

t

t t t e x eI t t t x
e e e

e

−

−
− − −

−
= − = = =

+ + ++
∫ ∫ ∫ ∫ . 

Suy ra 
( )2 202120212 2 22020 2020 2021 2022

2020

2 2 2 2

2 2. 22 .d .d .d
1 1 2021 2021 2021

x

x x

x x e xI I I x x x x
e e− − − −

− −
= + = + = = = =

+ +∫ ∫ ∫ . 
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Do đó 
20212

2021
I = . Suy ra 2021a b= = . Vậy 4042S a b= + = . 

Câu 97: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]ln 2; ln 2−  và thỏa mãn ( ) ( ) 1
e 1xf x f x+ − =
+

. Biết 

( ) ( )
ln 2

ln 2

d ln 2 ln 3, ,f x x a b a b
−

= + ∈∫  . Tính P a b= + . 

A. 2P = − . B. 1
2

P = . C. 1P = − . D. 2P = . 

Lời giải 

Chọn B 

Từ giả thiết suy ra ( ) ( )
ln 2 ln 2

ln 2 ln 2

1d d
e 1xf x f x x x

− −

+ − =   +∫ ∫ . 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 ln 2 ln 2

ln 2 ln 2 ln 2 ln 2

d d d 2 df x f x x f x x f x x f x x
− − − −

+ − = − − − =  ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Mặt khác 
( ) ( ) ( )

ln 2 ln 2 ln 2

ln 2 ln 2 ln 2

1 1 1 1d d e d e
e 1 e e 1e 1 e

x x
x x xx x

x
− − −

 = = − + ++  ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 ln 2ln 2

ln 2 ln 2
ln 2 ln 2

1 1 3d e d e 1 ln e 1 ln 2 ln 2 ln 3 ln ln 2
e e 1 2

x x x
x x x

− −
− −

= − + = − + = + − + =
+∫ ∫ . 

Suy ra ( )
ln 2

ln 2

1d ln 2
2

f x x
−

=∫ 1 1, 0
2 2

a b a b⇒ = = ⇒ + = . 

Câu 98: Cho ( )f x  là hàm số chẵn và ( )
1

0

2f x dx =∫ . Giá trị của tích phân ( )1

11 2019x

f x
dx

− +∫  là 

A. 2 .
2019

 B. 2 . C. 4 . D. 0. 

Lời giải 
Chọn B 

( )1

11 2019x

f x
I dx

−

=
+∫  

Đặt t x dt dx= − → − =  
Cận 

 

1
1 -1

-1
t
x
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1

1 0

2019
1 20191 2019 1 2019

2019
1 20192019

2
1 2019 1 2019 1 2019

2 2 2.2 2.

t

tt t

t

tt

t t t

f t f t f t
I dt dt dt

f tf t f t
I dt dt dt

I f t dt f t dt I

−

−
− −

− − −

−

−
= − = =

++ +

+
⇒ = + =

+ + +

⇒ = = = ⇒ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

DẠNG 2.2 TÍCH PHÂN CỦA HÀM CHỨA DẤU TRỊ TUYỆT ĐỐI 

Tính tích phân: ( ) .
b

a

I f x dx= ∫ ? 

Bước 1. Xét dấu ( )f x  trên đoạn [ ];a b . Giả sử trên đoạn [ ];a b  thì phương trình ( ) 0f x =  có 

nghiệm [ ];ox a b∈  và có bảng xét dấu sau: 

x    a  ox  b   

( )f x    +  0  −   

Bước 2. Dựa vào công thức phân đoạn và dấu của trên [ ] [ ]; , ;o oa x x b  ta được: 

( ) ( ) ( ).
o

o

xb b

a a x

I f x dx f x dx f x dx A B= = + − = +  ∫ ∫ ∫ . 

Sử dụng các phương pháp tính tích phân đã học tính ,A B I⇒ . 

Câu 99: Cho a  là số thực dương, tính tích phân 
1

d
a

I x x
−

= ∫  theo a . 

A. 
2 1
2

aI +
= . B. 

2 2
2

aI +
= . C. 

22 1
2

aI − +
= . D. 

23 1
2

a
I

−
= . 

Lời giải 

Chọn A 

Vì 0a >  nên 
0 2 2

1 0

1 1
2 2 2

a a aI x dx x dx
−

+
= − + = + =∫ ∫  

Câu 100: Cho số thực 1m >  thỏa mãn 
1

2 1 1
m

mx dx− =∫ . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. ( )4;6m∈ . B. ( )2;4m∈ . C. ( )3;5m∈ . D. ( )1;3m∈ . 

Lời giải 

Do 11 2 2 1
2

m m
m

> ⇒ > ⇒ < . Do đó với [ ]1, 1; 2 1 0m x m mx> ∈ ⇒ − > . 

Vậy ( ) ( )2 3 3

1 1

2 1 2 1 1 2 1
1

m m m
mx dx mx dx mx x m m m m m− = − = − = − − + = − +∫ ∫ . 
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Từ đó theo bài ra ta có 3
0

2 1 1
2

m
m m

m

=
− + = ⇔ 

= ±
. Do 1m >  vậy 2m = . 

Câu 101: Cho tích phân 
5

1

2 ln 2 ln 3
1

x dx a b c
x
−

= + +
+∫  với a, b, c là các số nguyên. Tính P = abc. 

A. 36P = −  B. 0P =  C. 18P = −  D. 18P =  
Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

( ) ( )
( )

5 2 5

1 1 2
2 5

1 2
2 5

1 2

2 2 2d d d
1 1 1

3 31 d 1 d
1 1

3ln 1 3ln 1

2 3ln 3 1 3ln 2 5 3ln 6 2 3ln 3
2 6ln 2 3ln 3

x x xx x x
x x x

x x
x x

x x x x

− − −
= − +

+ + +

   = − − + −   + +   

= − − + + − +

= − − + − + − − +

= − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

Vậy 2, 6, 3 36a b c P abc= = − = ⇒ = = − . 

Câu 102: Tính tích phân 
1

1

2 2x xI dx−

−

= −∫ . 

A. 1
ln 2

. B. ln 2 . C. 2ln 2 . D. 2
ln 2

. 

Lời giải 

1

1

2 2x xI dx−

−

= −∫  ta có 2 2 0x x−− =  0x⇒ = . 

( ) ( )
1 0 1 0 1

1 1 0 1 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x x x x x x x x x xI dx dx dx dx dx− − − − −

− − −

⇒ = − = − + − = − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

0 1

1 0

2 2 2 2 1
ln 2 ln 2 ln 2

x x x x− −

−

   + +
= + =   
   

. 

Câu 103: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và có ( )
1

0

d 2f x x =∫ ; ( )
3

0

d 6f x x =∫ . Tính 

( )
1

1

2 1 dI f x x
−

= −∫  

A. 8I =  B. 6I =  C. 
3
2

I =  D. 4I =  

Lời giải 

Chọn D 
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( ) ( ) ( )
1

1 12

1 2
11 1
2

2 1 d 1 2 d 2 1 dI f x x f x x f x x I I
− −

= − = − + − = +∫ ∫ ∫ . 

Xét ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

1
1 1

11 2 d 1 2 d 1 2
2

I f x x f x x
− −

= − = − − −∫ ∫ ( ) ( )
3 3

0 0

1 1d d 3
2 2

f t t f x x= = =∫ ∫ . 

Xét ( ) ( ) ( )
1 1

2
1 1
2 2

12 1 d 2 1 d 2 1
2

I f x x f x x= − = − −∫ ∫ ( ) ( )
1 1

0 0

1 1d d 1
2 2

f t t f x x= = =∫ ∫  

Vậy 1 2 4I I I= + = . 

Câu 104: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   và có 
3

0

( ) 8f x dx =∫  và 
5

0

( ) 4.f x dx =∫ Tính 
1

1

( 4 1) .f x dx
−

−∫  

A. 9 .
4

 B. 11.
4

 C. 3.  D. 6.  

Lời giải 

Ta có 

1
1 14

11 1
4

( 4 1) ( 4 1) ( 4 1)f x dx f x dx f x dx
− −

− = − + −∫ ∫ ∫  

1
14

11
4

(1 4 ) (4 1)f x dx f x dx
−

= − + −∫ ∫ .I J= +  

+) Xét 

1
4

1

(1 4 ) .I f x dx
−

= −∫  

Đặt 1 4 4 ;t x dt dx= − ⇒ = −  

Với 11 5; 0.
4

x t x t= − ⇒ = = ⇒ =  

1
0 5 54

1 5 0 0

1 1 1(1 4 ) ( )( ) ( ) ( ) 1.
4 4 4

I f x dx f t dt f t dt f x dx
−

= − = − = = =∫ ∫ ∫ ∫  

+) Xét 
1

1
4

(4 1) .J f x dx= −∫  

Đặt 4 1 4 ;t x dt dx= − ⇒ =  

Với 11 3; 0.
4

x t x t= ⇒ = = ⇒ =  
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1 3 3 3

1 0 0 0
4

1 1 1(4 1) ( )( ) ( ) ( ) 2.
4 4 4

J f x dx f t dt f t dt f x dx= − = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

Vậy 
1

1

( 4 1) 3.f x dx
−

− =∫  

Câu 105: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên   thỏa ( )
1

0

2 d 2f x x =∫  và ( )
2

0

6 d 14f x x =∫ . Tính 

( )
2

2

5 2 df x x
−

+∫ . 

A. 30 . B. 32 . C. 34 . D. 36 . 
Lời giải 

+ Xét ( )
1

0

2 d 2f x x =∫ . 

Đặt 2 d 2du x u x= ⇒ = ; 0 0x u= ⇒ = ; 1 2x u= ⇒ = . 

Nên ( )
1

0

2 2 df x x= ∫ ( )
2

0

1 d
2

f u u= ∫ ( )
2

0

d 4f u u⇒ =∫ . 

+ Xét ( )
2

0

6 d 14f x x =∫ . 

Đặt 6 d 6dv x v x= ⇒ = ; 0 0x v= ⇒ = ; 2 12x v= ⇒ = . 

Nên ( )
2

0

14 6 df x x= ∫ ( )
12

0

1 d
6

f v v= ∫ ( )
12

0

d 84f v v⇒ =∫ . 

+ Xét ( )
2

2

5 2 df x x
−

+∫ ( ) ( )
0 2

2 0

5 2 d 5 2 df x x f x x
−

= + + +∫ ∫ . 

 Tính ( )
0

1
2

5 2 dI f x x
−

= +∫ . 

Đặt 5 2t x= + . 

Khi 2 0x− < < , 5 2t x= − + d 5dt x⇒ = − ; 2 12x t= − ⇒ = ; 0 2x t= ⇒ = . 

( )
2

1
12

1 d
5

I f t t−
= ∫ ( ) ( )

12 2

0 0

1 d d
5

f t t f t t
 

= − 
 
∫ ∫ ( )1 84 4 16

5
= − = . 

 Tính ( )
2

1
0

5 2 dI f x x= +∫ . 

Đặt 5 2t x= + . 

Khi 0 2x< < , 5 2t x= + d 5dt x⇒ = ; 2 12x t= ⇒ = ; 0 2x t= ⇒ = . 
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( )
12

2
2

1 d
5

I f t t= ∫ ( ) ( )
12 2

0 0

1 d d
5

f t t f t t
 

= − 
 
∫ ∫ ( )1 84 4 16

5
= − = . 

Vậy ( )
2

2

5 2 d 32f x x
−

+ =∫ . 

DẠNG 2.3 TÍCH PHÂN NHIỀU HÀM 

Câu 106: Cho số thực a  và hàm số ( ) ( )2

2 0

0

x khi x
f x

a x x khi x

≤=  − >
. Tính tích phân ( )

1

1
f x dx

−∫  bằng: 

A. 1.
6
a
−  B. 2 1.

3
a
+  C. 1.

6
a
+  D. 2 1.

3
a
−  

Lời giải 

Chọn A 

Ta thấy, ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 2

1 1 0 1 0
2f x dx f x dx f x dx xdx a x x dx

− − −
= + = + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
12 302

1
0

11 1
2 3 6 6
x x ax a a

−

   = + − = − + = −   
  

. 

Câu 107: Cho hàm số ( )
2

e         khi 0

2 3  khi 0

x m x
f x

x x x

 + ≥= 
+ <

 liên tục trên   và 

( )
1

1

d = e 3f x x a b c
−

+ +∫ , ( ), ,a b c Q∈ . Tổng 3a b c+ +  bằng 

A. 15 . B. 10− . C. 19− . D. 17− . 
Lời giải 

Ta có ( ) ( )
0 0

lim lim e 1x

x x
f x m m

+ +→ →
= + = + , ( ) ( )2

0 0
lim lim 2 3 0
x x

f x x x
− −→ →

= + =  và ( )0 1f m= + . 

Vì hàm số đã cho liên tục trên   nên liên tục tại 0x = . 

Suy ra ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
+ −→ →

= =
 
hay 1 0 1m m+ = ⇔ = − . 

Khi đó ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0 1

2 2 2

1 1 0 1 0

d = 2 3 d e 1 d = 3 d 3 e 1 dx xf x x x x x x x x x
− − −

+ + − + + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
0

12 2

0
1

2 22= 3 3 e e 2 3
3 3

xx x x
−

+ + + − = + − . 

Suy ra 1a = , 2b = , 22
3

c = − . 

Vậy tổng 3 19a b c+ + = − . 

Câu 108: Tính tích phân  
1

1 2

0

max ,x xe e dx  
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A. 1e − . B. ( )33
2

e e− . C. 3e e− . D. 
1 1
2

e
e

 − 
 

. 

Lời giải 

Ta có: 1 2 11 2
3

x xe e x x x      . Suy ra:  
1 2

1 2

10
3max ,

1 1
3

x

x x

x

e khi x
e e

e khi x





    

 

Do đó  
1

1 13 1 1
1 2 1 2 1 2 3

1
0 310 0

3

1max ,
2

x x x x x xI e e dx e dx e dx e e          

 
1 1

33 31 1 3
2 2 2

e e e e e e      . 

Câu 109: Cho hàm số  
2 3 1

5 1
x khi x

y f x
x khi x

     
. Tính    

12

0 0

2 sin cos 3 3 2I f x xdx f x dx

π

     

A. 71
6

I  . B. 31I  . C. 32I  . D. 32
3

I  . 

Lời giải 

Chọn B 

+ Xét tích phân:  
2

1
0

2 sin cosI f x xdx

π

  . 

Đặt: sin cost x dt xdx   . 

Đổi cận: với 0x   thì 0t  , với 
2

x π
  thì 1t  . 

         
1 1 12 12

1 0
0 0 0 0

2 sin cos 2 2 2 5 10 9I f x xdx f t dt f x dx x dx x x

π

           . 

+ Xét tích phân:  
1

2
0

3 3 2I f x dx  . 

Đặt: 13 2 2
2

t x dt dx dx dt       

Đổi cận: với 0x   thì 3t  , với 1x   thì 1t  . 
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     

 

1 1 1

2
0 3 3

11
2 3

33

3 33 3 2
2 2

3 1 93 22.
2 2 2

I f x dx f t dt f x dx

x dx x x

   

        

  


 

Vậy:    
12

0 0

2 sin cos 3 3 2 9 22 31I f x xdx f x dx

π

       . 
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