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LUU Y MOT SO Ki HIEU DUJC DUNG TRONG SACH

Ki higu Y nghia Ki hiéu Y nghia
[ab] Tich ¢6 hudng cla hai vecto [P.a, Q) | Nhidién canh a tao bdi hai nira
’ avab [P, Q] mat phang (P), (Q)
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detA Binh thirc clia ma tran A Tv), T :[7] Ph(?p ti”,h tié’n’the.o Ve,‘f,w v
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d(M: A) | phang (o), dén dudng thang A unv uvav
d(P), (Q)), | Khoang cach gilta hai mat phang (P) o . .

di, &) | va(Q), gitta hai duong thang A va A’ V(OK). Vioy | Phép vitytam O, 1is6 k
—_— S6 do goc dinh hudng gitra hai dudng o e
(d,d") théng d va d" (X, X5, X5, %) | Toa do tf cy dGi vai tir dien

S " Phép déng dang; phép dong
e Tich hon t ba vecto . i
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(A tap hop cac phép dai hinh Z(0, A k) Phép vi ty-doi ximg
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P(0), B, | Phép doi ximg tam O khong song song
o . o . Vudng goc (gitra hai dudng
(Ou, Ov) Goc dinh hutng (56 do géc dinh 1 thang, hai mat phang, duong

hudng) gita hai tia Ou va Ov

thang va mat phang, ...)




LOI NOI PAU

Bo Tai licu chuven Todn 11 nay 1a tiép néi bo Tai lién (gido khoa) chivén Todn 10
da duoce xudt ban nam 2009. N6 nham :

- Phuc vu viéc day va hoc 1op 11 hé chuyén Todn, thé hién tinh than chuong trinh
chuyén Todn da duge Hot dong chuong irinh Bo duyét, khd gan véi chuong trinh
var sdch gido khoa (SGK) Toidn nang cao nham gitp hoc sinh ¢é thé chuyén doi tix
viee hoc ¢ hé chuven sang hé khong chuvén va nguge lai.

- Lam mot i liéu giang day cho ¢ido vién day cdc [6p chuyen Todn. Giip hoc
sinh ¢de 16p chuyeén ty hoe, gitip hoc sinh khi gioi & cic 16p dai tri ¢6 tai ligu deé
¢6 thé tu hoc, tu boi dudng them.

Bo sach Tai lieu cluevén Todn 1op 11 bao gom 4 cuon :

- Tai liéu chuyén Toan — Dai s6 va Giai tich 11

Tai liéu chuyén Todn — Hinh hoc 11

Tai licu chuyén Todn — Bai tap Dai s¢ va Giai tich 11

Tai liéu chuyén Todn — Bai tap Hinh hoc 11.

Chung toi da mai duge nhiéu thay day ¢ cic truong chuyén, 16p chuyén (day cdc
I6p bor dudng thi todn quéc € cting nhu trong nude, day cdc khdi chuyén ¢ cdc
trudng dai hoc....) tham gia bién soun dé 1ai licu sat véi thuc tién giang day hé
chuyén & nude ta. dong thoi gidi thiéu duge phan nao doi nét giang day & hé
chuyén Todn cua cdc trudng do.
Cuébn sach Tai liéu chuyén Toan — Hinh hoc 11 nay gém 3 chuong va 2 chuyén
dé. Céc tdc gia viét cudn Tai liéu chuyén Toan Hinh hoc 11 nay Ia :

- Thay Nguyén Pdng Phdt (Trudng Dai hoc Su pham Ha Noi) viét chuong I
( Phép doi hinh va phép dong dang trong mat phang) va Chuyén dé [ (Bo sung vé
phép doi hinh va phép déng dang).

- Thay Le Bda Khdnh Trinh (Truong Dai hoc Khoa hoc Tu nhién thanh pho Ho
Chi Minh) viét chuong I (Dudmg thing va mat phang trong khong gian. Quan hé
song song).

- Thay Pham Khdc Ban (Trudng Dai hoc Su pham Ha Noi) viét chuong 11
(Veeto trong khong gian. Quan he vuong goc trong khong gian).

- Thay Vén Nhu Cuong (Truong Dai hoc Su pham Ha Noi) viet chuyén de 11
(Hinh wt dién va khoi i dién).



Trong ting chuong ¢6 nhiéu vi dy, nhiéu bai tap, bai todn (k& ca bai thi cua hé
chuyén, thi hoc sinh gioi Todn quoc gia., qudc t€...). Cic bai tap déu c6 1oi giai
hoic hudng dan giai ddy di trong cudn Tai liéu chuyén Todn - Bai tdp Hinlhoc 11
Céc tdc gia clng chl bién va bién tap vién da rat c§ ging phoi hop bién soan va
bién tap bo tai lieu chuyén Todn nay. Tuy nhién, chiing t0i chéc hin bo sich vin
¢6 thé con c6 thi€u sét, ching t6i mong doc gid lugng thi va hi vong céc thay co
vi cdc em hoc sinh trong qua trinh day, hoc, doc tai liéu nay déng gép ¥ kién cho
chiing toi d¢é lan t4i ban sau, sach phuc vu duge tot hon. Cdc gép y xin gui Ve

Ban Todn, Cong ty ¢é phdn Dich vu xudt bdn Gido duc Ha Nji-

Nha xudt bdan Gido duc Viét Nam, 187B, Giang Vo, Ha Noi.
Chiing 16i rat cdm on cdc tdc gia d nhiét tinh tham gia bién soan tai liéu trong khi
bé bon bao cong viéc khac. Chung t6i ciing rdt cdm on bién mp vién Hoang Viet,
ngudi da gidp cac tdc gia va chh bién sta chifa cic sal sot, sap xép phdi hop cac
phén cia cdc tac gia khdc nhau, khac phuc cdc khé khan dé bo séach dugc xuat ban
ding thoi han, kip thdi phuc vu ban doc. Mong mudn duy nhat cua ching ta la bo
sdch nay thuc su bd ich cho cdc hoc sinh ham thich va hoc gioi mon Todn, dac biét
gidp hoc sinh chuyén todn c6 tai liéu hoc riéng cho hé chuyén ctia minh.

Chtl bién
Doan Quynh



Chzm’ng I |

a)

b)

PHEP DOI HINH VA PHEP DPONG DANG
TRONG MAT PHANG

§1. PHEP DOI HINH PHANG

Pai cuong vé cac phép doi hinh phing

Dinh nghia phép doi hinh

Mot phép bién hinh f: 7 — .2 dugc goi la mot phép doi hinh clia mit phing,
ki hi¢u [a 7, néu véi hai di€ém bat ki M, N nao clia 2 va cic anh M' = M),
N’ = f{N) cta chiing, ta déu c6 M'N' = MN.

N6i mot cich ngin gon, phép doi hinh ciia mat phing, hay goi vin tit 13 .
phép doi hinh phdng, 12 phép bién hinh bio toan khoang cdch gifia hai diém
bt ki nao clia mat phang. Vay la, néu ki hiéu tap cdc phép doi hinh clia mat
phang 12 {7} thi: f € {7} clia <> AM)f(N) = MN (¥ M, N € 7).

Cha thich: Chinh vi phép doi hinh béo toan khoang cich giita hai diém bat
ki nao nén nguoi ta con goi né la phép bién hinh ddng cuw, hay vin tit 1a
phép ding cu. _

Hé qua

Tu dinh nghia cua phép doi hinh ta suy ra:

- Phép bién hinh déng nhét Id 1a mét phép ddi hinh.

- Phép bién hinh ddo ngugc clia mot phép doi hinh ciing 12 mdt phép ddi hinh.

- Hgp thanh (cting tdc 14 tich) cta hai, hay n (n > 2) phép doi hinh la
mot phép doi hinh. _ »

- Phép déi xting - truc, phép d6i xing - tdm, phép tinh tién, phép quay
(xung quanh mét diém) 14 nhiing phép d&i hinh phéng.



c)

d)

Cdc tinh chdt cua phép doi hinh

DINH LI 1. Phép doi hinh bdo toan sy thdng hang clia ba diém va thi ty
ciia ching trén duong thdng chita ba diém do.

Cu thé 1a: Phép doi hinh bién ba di¢m A, B, C thang hing, trong dé B & giia
A va C thanh ba diém A’, B, C' thang hang ciing theo thi tu do.

Chiing minh xem la bai tap (tu ching minh).

HE QUA 1. Phép d6i hinh bién mot duong thang thanh mt dudng théng,
bién mot tia thanh mot tia, bién mdot doan thdng thanh mdt doan thang
bang né.

HE QUA 2. Phép doi hinh bién mt tam giac thanh mot tam giac bang
n6, bién mot gée thanh moét gée béng no, bién mdt duong tron thanh mot
dudng tron bang né, trong dé tam bién thanh tam.

DINH LI 2. M6t phép doi hinh phdng c6 ba diém bdt déng Lhong thing
hang la phép bién hinh déng nhat.

Chitng minh. Gia st [: . — ¥ 1a mt phép
phey

A
doi hinh phing ¢6 ba diém bat dong khong
thang hang (h.1.1):
A=A =fA), B=B =fiB),C=C"=fC). 5/ M
Thé thi theo tinh chat cta phép doi hinh, ¢
bat ki mot diém ndo trén cdc duong thing / \ \
(BC), (CA) hoac (AB) déu la diém bat dong ‘

Hinh 1.1

(hdy ching minh dicu do).
Tir d6 dé dang suy ra moi diém M clia mit phang (ABC) déu Ia diém bat
dong, vado d6 f=Id.

HE QUA 3. Mbt phép doi hinh phang / # Id thi hoac khong ¢o diém bat dong
nao, hodc c6 mdt diém bat déng duy nhét, hoac c6 mot dudng thang ma moi
diém ctia né dcu Ja diém bAt dong (tic 1a ¢6 mot dudng thing ¢6 dinh).

Khai niém vé hai hinh bdng nhau
Nhu ching ta da thay (H¢ qua 2), phép doi hinh bién mot tam gidc ABC

thanh mot tam gidc khdac A'B'C’ bang né (h.1.2), trong dé cdc canh tuong
ting bing nhau va cdc goéc tuong tng bang nhau:

~ —~

BC = BC.C'A =CA.AB =AB. A=A, B =B, C'=

3D



a)

Mot cich tong quit, gia st mot A

phép dot hinh 7/ bién mét hinh Al

(phang) -# thainh mot hinh .# ",

ki hicu.#" ="/(H). B C
B’
Ta ¢d dinh nghia sau:

Hinh 1.2

Hai hinh .7 va .7 ' duge goi la

bang nhau, néu ¢6 mot phép doi hinh 7 bién hinh .# thinh hinh .#" (va do

do. phép doi hinh 7 7', dao nguge cha phép doi hinh 7 bién.#" thanh ).

ki hi¢u nhu thong thusng: . 7" = M

an

Su xac dinh mét phép dai hinh phang

o Khi ching ta néi cho mét phép doi hinh 7 ma tong quat hon la cho mot
phép bién hinh / cha .2 (mat phang). tic 1a chi ra day du cdc ycéu 16 dé
xdc dinh hodn toan phép doi hinh (hay phép bién hinh) dé cia .#. bicu
d6 ¢o nghia la: Vi mot diem M bat ki cta -7, ta phai chi ra cdach (quy
tac) dung. cing la cach xdc dinh duoc diém tuwong ung (anh) M’ ctia né
qua phép dot hinh (hay phép bién hinh) nay.

e V¢ phép doi hinh, ta da bict rang mot phép doi hinh bien mot tam gidc
ABC thanh mot tam gidac A'B'C’ bang nd, wrong doé cic canh le’o’ng ung
bang nhau, cdc goc tuong tng bang nhau.

M¢nh dé sau day khing dinh dicu ngugc lai.

Dinh li 3 (vé su xdc dinh mét phép doi hinh phdng)

ABC va AB'C’la hai tam gidc biang nhau cho tricde trong mat phéng -»
(BC’'=BC, CA’= CA, AB’= AB). Bao gio cing c¢6 mot va chi mot phep
ddi hinh /: .7 —> Pbién A thanh A’ B thanh B’va C thanh C' Dong thol,
phép doi hinh 4/ nay c6 thé phan tich thanh tich cua khong qua ba pheép

dot xung - truc.



Chitng minh. Trudc hét, dé trinh bay dugc gon gang ta quy udc ki hi¢u nhu
sau: {[MN] 12 trung truc clia doan thaing MN, D, hodc D(A) chi phép dai

xiing - truc c6 truc 1a A, trong d6 i lachisé 1, 2, 3.

i) Ton tai. Néu A va A’ 12 hai diém phan biét, ta goi
A, = 1[AA']. Qua phép D(A,) tam gidc ABC bién thanh tam gidc A'B,C,
biang né nén AA'B,C, = AA'B'C’, do d6 A'B, = A'B' (h.1.3).

Hinh 1.3

Néu B, # B', ta goi A, = t[B,B'] thi theo ching minh trén, A’ € A,. Boi
vay, qua phép P(A,) tam gidc A'B\C, bién thanh tam gidc A'B'C, bang
né, nén AA'B'C, = A A'B'C' vi do dé: A'C, = A'C', B'C, = B'C’. Dén day,
néu C, = C', ta goi A, = 1[C,C’] thi A’ vd B’ déu thudc A,. Va cubi cung,
phép d6i xiing - truc D(A;) bién tam gidc A'B'C, thanh tam gidc A'B'C".
Nhu vay, thuc hién lién ti€p ba phép d6i xing - truc D(A), i =1, 2, 3 thi
tich f = D(A;)oD(4,) o D(4,) gﬁ mot phép doi hinh 7, bién tam gidc ABC
thanh tam gidc A'B'C’, trong d6 A" = 7(A), B' = dB)yvalc' = ,’]‘.(C).

Nhdn xét. Trong qué trinh ching minh, ching ta di ba lan sir dung dén tir

"néu" (ciing c6 nghia la "gia st ring") vd mbi lan nhu th€ déu xuat hién mot

phép déi xing - truc P(A) theo thitty i = 1, 2, 3.



b)

‘C)

Vi nhan xét nay, ta thay ring néu A’ = A thi khong phai thuc hién D(A)). |
Ciing vay, n€u B, = B' thi khong phai sit dung dén H(A,) va néu C, = C' thi
ciing khéng pheu st dung dén D(A,).

N6i tém lai, mbi 14n c¢6 mot cap diém trong ba cap diém chi ra & trén ma
tring nhau thi s6 phép d6i xdng - truc can phai thuc hién giam di mot.

i) Duy nhdt. Gia st rang c6 hai phép doi hinh 7 1 > #Pva ¥ ,: P — P clng

bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C". The thi phép bién hinh (1a hop
thanh ctia hai phép doi hinh) tich 7o 7, ciing la mot phép doi hinh 7 bién
A thanh A, B thanh B va C thanh C. Nhu vay la phép doi hinh
G =33 cbba diém bat dong khong thang hang 1a A, B va C. Theo dinh
li 2, phép doi hinh 7 nay phai 14 phép déng nhat (7 07, = Id) va do d6:
Do (D7G) = 2,0ld =, " ()
Mat khéc, ta lai c6 (theo tinh chat két hop ctia tich cdc phép bién hinh):
D50 ( Q"z‘ofi‘l)z(onQ;‘)le =ldo7, =7, (2)
Dai chiéu (1) va (2), tasuyra: 7, =7",.

Va dinh 1i 3 da dugc ching minh xong.

Hé qua 1

Tich ctia n (1 < n 1a mdt s6 nguyén duong bat ki) phép do6i xiing - truc
trong mit phing bao gid ciing phén tich dude thanh tich cia khéng qua
ba phép déi1 xiing - truc.

That vay, vi phép déi xing - truc 12 mot phép ddi hinh nén tich cia mét s6 n
tuy ¥ nhitng phép déi xing - truc ciing 12 mot phép doi hinh 7 nao dé. Boi

vay, theo dinh Ii 3 ta ¢6 diéu phai chiing minh (dpcm).

Hé qua 2 ,

M&bi phép doi hinh phing 7 néu khong phai 1a phép déng nhat thi, hoic
12 mot phép doi xiing - truc, hodc 14 (cling tiic tuong duong véi) tich cua
hai phép dé1 xiing - truc, hodc 1a (tudng duang véi) tich cua ba p,hep deé1
xing - truc.



3.

a)

b)

10

Quan hé giira cac phép tinh tién va cac phep quay
véi cac phép ddi xing - truc (trong mat phang)

Phdn ti sinh ctia tap hop {7} cdc phép doi hinh phdng

Ching ta da biét phép doi xing - truc, phép tinh tién va phép quay xung
quanh mot diém (bao gém trong dé ca phép d6i xing - tam) déu i nhimng
phép doi hinh. Nhung dinh 1i 3 (hé qua 2) & trén lai cho biét bat ki mot phép
doi hinh phang Z nao, khic Id - déu hoac ban than 1a mét phép doi xing -
truc, hoic twong duong véi tich ctia hai hay ba phép doi xing - truc. Vi the,
chiing ta c4n phai lam r6 méi quan hé gilra hai loai tich cdc phép doi xung -
truc ndy véi céc phép tinh tién va cdc phép quay. Ngodi ra, dinh 1f 3 va cdc hé
qua 1 v 2 clia né con c6 ¥ nghia hét sic dac biét va quan trong & chd chi ra
rang: Cic phép déi xitng - tryc déng vai trd nén ting trong viéc tao thanh tat
¢a cdc phép doi hinh phang. Ciing chinh vi vy, ngudi ta con ndi: Phép doi
xing - truc phang [d phan tr sinh cta tap hop {/} cac phép doi hinh phang.

Moéi quan hé gitta phép tinh tién phdng

va cdc phép doéi xitng - truc trong mdt phang

Tinh chat sau day ctia phép tinh tién phing 1am rd m6i quan hé cia phép
tinh tién phang va cdc phép déi ximg - truc phéng.

DINH LI 4. Tich cua hai phép doi
xung - truc (trong mat phdng co
truc song song la mot phép tinh -
tién phang theo vectd vuong goc vdi-

hai truc va gap doéi vecto cua phép
tinh tién bién truc thw nhdat o, M
thanh truc thi hat A, (h.1.4).

DINH Li 4. (Dinh li ddo ctia dinh Ii 4).

Bdo lai, moi phép tinh tién phdang 4, A

H, , i,

1%

theo mét vecto v (= 0) déu c6 thé Hinh 1.4
phan tich duwde bing vé s6 cdch
thanh tich cua hai phép déi xitng - truc co truc song song va vuong goc

vGi vectd tinh tién v, trong d6 truc thit hai A, duge suy ra tir truc thi

v L. o 1-
nhdt A; boi phep tinh tién theo vecto 50.

Chiing minh ca hai dinh 1i 4 vd 4’ xem la bai tap (danh cho ban doc).



c)

d)

Méi quan hé giita phép quay xung quanh mét diém

(trong dé c6 phép déi xiing - tam) va cac phép déi xing - truc
Ta ¢6 dinh 1i sau: M

DINH LI 5. Tich cua hai phép doi
xung - truc trong mat phc%ng qua hai
truc cat nhau ¢ diém O la phép quay
xung quanh tam O ma goc quay ¢ gap
doi goc quay 0 cua phép quay tam O
bién truc thi nhdt A, thanh truc thw
hai A, (h.1.5).

DAY B(A) = Q(O, ¢, trong do ’ M
p=20[mod 27| Hinh 1.5
{O} =1, " A, O=(A, Ay [mod #].

0(0, @) con dugce ki hiéu @, ,, (xem Tai li¢u chuyén toan Hinh hoc 10).
DINH LI 5. (Pinh li dao ctia dinh 1i 5).

Ddo lai, moi phép quay phang Q(0, @) déu c6 thé' phan tich duge bing vé
s0 cach thanh tich cia hai phép dot xing - truc qua hai dwong thdang cat
nhau 0 tam quay O, mién la truc dot xing thw hai .\, duge suy ra i truc

thw nhdt A\, boi phép quay tam O gic ()=(—2P— bang nita goc quay ¢ cua
phep quay duoe xét.

MGoéi quan hé gitia phép doi xiing - tam

(phép quay ddc biét géc n) va cdc phép doi xung - truc
trong madt phdang

Ta c6 dinh I sau: A,
DINH LI 6. Tich cua hai phép doi
xung - truc trong mdt p/zcin.g qua
hai dwong thing vuong goc la mét | - !

phép doi xitng - tam ma tam doi PR % : A,
xung O la giao diém cua hai duong
th(%ng do. Hon nwa, tich nay giao
hodn duge (h.1.6).

Hinh 1.6

11



e)

12

Ddo lai, moi phép doi xitng - tam trong mdt phc%,ng déu cé thé xem la tich
cua hai phép doi xing - truc qua hai dwong thing vuéng géc vdi nhau &
tam doi xitng. A, # Ay, Ay N Ay = {0);

D(4,)oD(A4,) = D(A)oD(4y) =D(0) < A, L A4y= 0.
Ch&ng minh cdc dinh 1i 5, 5’ va 6 dugc xem la bai tip, danh cho ban doc.
D(0) con duge ki hicu P, (xem Tai liéu chuyén toan Hinh hoc 10).

Téng hop cd ba dinh li 4, 5 va 6

Khi xét phép doi hinh 7 # Id 1a tich cta hai phép d6i xting - truc trong mat
phing, ta di dén két luan, phét biéu trong dinh If sau:

PINH LI 7. Moi phép doi hinh (khdc Id) ma tuong duong vdi tich ctia hai
phép déi xitng - truc thi, hodc la mét phép tinh tién, hodc la mét phép
quay xung quanh mot diém hay ddc biét la mét phép déi xitng - tam tuy
theo hai truc d6i xitng song song vdi nhau hodc cdt nhau, hay ddc biét
cdt nhau theo mét géc vubng.

Truong hop phép doi hinh la tich cia ba phép d6i xiing - truc
Tru6c hét, ta dé cap dén trudng
hop dac biét & dé hai truc doi -
xing song song va truc thi ba
vuéng géc véi hai truc song song M, - N M
dé. Nhu vay, trong trudng hop nay ! ! !

phép doi hinh la tich cha métphép A | i
unh tién va mot phép doi xing - M 1{/ M
truc c¢é truc cung phuong véi
vectd tinh ti€n theo thd tu d6 hay A, A,
theo thit tu nguoc lai (h.1.7). Dé
thdy rang tich ndy giao hodn dugc. Hinh 1.7
Ta c6 dinh nghia sau day: '

<t

DINH NGHIA (phép déi xiing - truot). Tich giao hoan ctia mgt phép d6i
xtng - truc P(A) v mdt phép tinh tién T(v) theo phuong cla truc déi
xiing A dudc goi 12 mdt phép d61 xiing - trugt ciia mit phéng, va A dudc
goi 14 truc d61 xing - trugt. Ki hieu: (A, v);

DA, v) = T(v) D) = D(A) - T(v).



Truong hop ba truc doi xdng song song véi nhau, hoic déng quy & mot
diém, ta c6 két qua sau:

DINH LI 8. Tich cia ba phép déi xing - truc ¢ cdc truc song song vdi
nhau hodc dong quy ¢ mét diém la mot phép doéi xiing - truc (c6 truc song
song vdi ba truc dau, hodc di qua diém chung cua ba truc doé).

Hay chiing minh diéu d6, xem la bai tap bat buoc (Bai tap 9, §1).

Tém lai, ngoai hai trudng hop phép doi hinh 7 1a phép déi xiing - truc hay
phép doi xiing - trugt vira n6i & trén, ching ta chi con phai xét trudng hop
tong quét, & d6 ba truc doi xiing khong song song véi nhau, ciing khong
dong quy, tic 1a:

o) Hoac d6i mot cat nhau tao thanh mot tam gidc;

B) Hodc mot truc nao dé cat hai fruc con lai song song.

Tuy nhién, chi viéc sir dung cdc dinh 1i 5 va 5', ching ta dé dang dua dugc
trudng hop B) vé trudng hop o), hodc nguoc lai (xem céc hinh 1.8a, 1.8b).

4,

4, /;42

Dac biét, c6 thé dua ca hai trudng hop nay, ching han dua trudng hop a) vé
truong hop hai tryc lién ti€p (cdc truc chia hai phép d6i xing lién ké) song
song va vudng géc Vvdi truc thit ba.

Hinh 1.8a - Hinh 1.8b

That vay, xét phép doi hinh
7 =D(Ay)-D(A,)-D(A)),

trong dé A, cét A, tai A.
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Theo dinh i 5 vd 5, ta c6 the thay cap truc Ay, A, bang cip truc A, A, cling

di qua A ma A, vuong goc véi A; tai H (h.1.8c).

Hinh 1.8¢
Sau d6 thay cap A, A, bang cap truc A}, Al cung di qua [ sao cho A
cung phuong A] (h.1.8d).
TA%

Hinh 1.8d
Khi d6 tich 7 da duoc phan tich thanh

7 =D(A,)-D(A?)-D(A])
ma A!, A} cung phuong va ciing vuong goc voi A

D6 1a truong hop cia phép doi xing - trugt, 0 d6 hai truc doi xing song song
con truc thit ba thi vuong géc véi hai truc nay, nghia la da quy dugc vé hinh
1.7 & trén.



4. Van dung cac phép ddi hinh phang
vao viéc gidi mot sé bai toan hinh hoc
Vidu 1. Chiing minh tinh chat sau day cta tryc tam tam gidc:
Trong moi tam gidc, khodng céch tir méi dinh dén truc tam gap doi khoang
cdch tr tam duong tron ngoai ti€p dén canh déi dién.
Gidi. (h.1.9) Ta can ching minh

d(A, H) =2d(0, BC) hay AH = 20A,,

trong d6 d 1a ki hiéu khoang cich va A, 1a
trung diém canh BC. Nhung ci hai doan
thing AH va OA, déu vuong géc véi BC,

hon ntra lai cting huéng. Boi vay, ta nghi
dén st dung vecto va bai toan trd thanh
chiing minh m-—-QOA” =00', trong dé
0’ doi ximg v6i O qua (BC): O' = D, (0). T d6 suy ra: AH = 204,

Hinh 1.9

That vay, vi diém H' doi xiing véi truc tam H ctia AABC qua canh BC thuoc
vio dudng tron ngoai tiép tam gidc d6 (h.1.9), nén cic dudng tron (ABC)
tim O va (HBC) tam O’ doi xing nhau qua BC thi bang nhau (cé ciing bin
xinh). Va do dé, ching lai con twong ting véi nhau trong phép tinh tién T(;)

theo vecto v = 00’ = 267&; Vi T( 00’ ) bién A thanh H nén ta cé
AH =204, .

Vi du 2. Trong mit phang cho hai dudng thang , va d, cit nhau & O va mot
diém P ¢6 dinh nim ngodi d,, >. A 1a mot dudng thing quay xung quanh P.
Goi M la diém chung ctia cdc dudng thing A,, A, d6i xiing v&6i A lan luot qua
d, v d,. Tim quy tich ctia M.
Nhan xét. Ching ta nhin thiy cdc yéu 6 déi xting - truc da xuét hién ngay
trong dt kién cta bai todn. V1 viy, bai toin ndy doi héi phai sir dung tinh chat
d , AT - ’ ~ , . ’ k] i . ~ 3 1
cua phép doi xing - truc va géc dinh hudng cta hai dudng thang (mod m)'"
viio viéc tim quy tich.

""" Khéi niém ndy dugc dé cgp & trong Chuyén dé | "B sung vé phép ddi hinh va phép dong dang”
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Hinh 1.10
Gidi. Goi P, 1a diém déi xtng v6i P qua d;, i = 1,2 (h.1.10). Vi P € A nén
suyraP, € A, =P (A). Tirdé ta duoc:

(A, A)=2(A,,d,) =2(d,,A) [mod 7]; (1)
(AA,) =2(dy, A,) =2(A,d,) [mod 7], | )
Tu (1) va (2) suy ra:

(A, A,)=2(d,,d,) =25 =0 [mod 7]; (3)

trong d(’).(dl,dz) =0 [mod 7].
ViA,NA,=MvaP €A, (i=1,2)nen(3) duoc viét lai nhu sau:

(MP,MP,)=2(d,,d,) [mod 7] 3"

Mat khéc, vi P, = D[,i(A), (i=1,2)va0=d, Nd,néntacod cic déang thic:

(OP,0P)=2(OP,,d,)=2(d,,OP) [mod 7] @)
(OP,0P,) =2(d,,OP,) = 2(OP,d,) [mod 7] 5)
Tix (4) va (5), nhd he thic Chasles ta duoc:

(OP,,0P,)=2(d,,d,) [mod 7] (6)

Poi chiéu (3') va (6), suy ra:

(MP,, MP,) = (OP,,OF,) [mod 7] R




Ding thiic (7) chiing té bén diém O, P,, P, va M = A, N A, cung thudc mot
dudng tron, d6 la dudng tron (OP,P,), v6i moi vi tri clia dudng thang A quay
xung quanh diém P c6 dinh. Vay, ta di dén két luan:

+ Neéu d, va d, khong vuéng géc véi nhau & O va do d6, O, P, va P, khong
thang hang thi {M = A, N A,} 1 dudng tron ngoal ti€p tam giac OP,P,.

+ Néu d, vuong géc vdi d, thi O, P,, P, thang hang va khi dé {M} 1a duong
thang PP, (di qua O).

Vi du 3. (Van dung giai todn dung hinh)

Qua giao diém P clia hai dudng tron ct nhau (0,) va (0,) da cho hay ké mot
cat tuyén A sao cho né dinh ra trén céc dudng tron dé hai day cung bang nhau.
Giai. (h.1.11)

Phdn tich: Gia s da dung duoc
cdt tuyén A di qua P cat (0)) 6 A
va (0,) 6 B sao cho AP = PB,
ciing tiic 1a A va B d6i xting nhau
qua P. Ta nghi dén viéc st dung
phép ddi xdng - tam P dé tim ra
tinh chat cla cdt tuyén A can
dung. Nhu vay la dd c6 A = D,(B)
va B € (0,) di cho. Suy ra diém A

can xdc dinh phdi thuoc dudng

Hinh 1.11

tron (O, ) d6i xiing véi dudng tron
(0,) qua diém P. Béi vay, cét tuyén A can dung di qua P va giao diém thit
hai A cta hai dudng tron (0,) va (0).

Tt d6 suy ra cach dung A theo trinh tu sau:

Trudc hét, dung O, = P,(0,), réi dung dudng tron tam O, di qua P, né cat
lai (O,) 6 A (# P). Sau clng, dung giao diém thit hai B cua tia [AP) va dudng
tron (O,).

Bién lugn: D& thdy rang AP = PB va bai todn luén ¢é nghiém duy nhat.

2 A. TLCT HINH HQC 11 17



5.

a)

b)

18

Nhitng diéu can luu y khi van dung phudng phap bién hinh
vao viéc giai toan hinh hoc (phan doc thém)

Phuong phdp bién hinh trong viéc gidi todn hinh hoc

Nhiing bai toan hinh hoc trinh bay duéi dang nhiing vi du minh hoa sap dat
vio muc 4, §1 & trén dé cap tuong doi ddy du cdc dang toan hinh hoc
(phang), chi thi€u dang tinh todn cédc dai luong hinh hoc. Dang ching minh
tinh chat hinh hoc ctia cdc hinh duge dé cap dén trong vi du L. Vidu 2 dé
cap dén dang todn quy tich (tim tap hop diém). Toan dung hinh dugc dé cap
dén trong vi du 3.

Tuy nhién, diéu mudn ndi 5 day 1a ca ba bai todn trén day déu c6 mot dac
diém chung vé phuong phdp giai. Phép tinh tién di ducc st dung dé giai bai
toan néu trong vi du 1. Phép doi xiing - tryc da duoc str dung dé giai bai todn
qu¥ tich néu trong vi du 2 va phép déi xiing - tam da dugc van dung deé giai
bai todn dung hinh néu trong vi du 3. Boi vy, co thé goi tén phuong phédp
gidi céc bai todn dé 1a phuong phdp tinh tién va phuong phap doi xung (cu
thé hon la d6i xtng - truc va doéi xing - tam) gin véi tén goi cua phép bién
hinh cu thé dugc st dung dén.

Luu y thém rang nhiing bai toin néu trong ba vi du minh hoa ¢ muc 4, §1
trén day déu c6 thé giai dugc vé co ban chi can huy dong vén kién thiic hinh
hoc thuoc sich gido khoa trung hoc co so, nhung dd dugc ching ta gidi lai
theo quan diém bién hinh. Nhu vay la, trong viée khao sat tinh chat hinh hoc
clia cdc hinh hinh hoc v néi day du hon la trong viéc giai todn hinh hoc,
ngoai phuong phap tong hop, phuong phdp toa do va phuong phap vectd ma
ching ta da biét va da st dung, con c6 phuong phap bién hinh. D6 la phuong

phép van dung tinh chat cta cdc phép bién hinh diém thudng gap nhu doi

hinh, déng dang, ... vao viéc khao sét tinh chat hinh hoc ctia cdc hinh, tinh
todn cac dai luong hinh hoc, tim tap hop diém va vao viéc giai ca todn dung
hinh.

Cdch nhdn biét lép cdc bai todn hinh hoc
c6 khd ndng gidi duogc bang phuong phap bién hinh

» Vé mat nguyén tic, bat ki bai todn hinh hoc ndo ciing déu cé thé giai
duogc bing phuong phdp toa do (ciing con goi la phuong phdp dai so).
Tuy nhién, nhiéu bai todn hinh hoc giai bang phuong phép téng hop

2 B. TLCT HINH HQC 11



thong thudng lai di dén két qua nhanh choéng, gon gang va dep hon
nhiéu. Ciing vay, nhiéu bai todn hinh hoc c6 thé gidi dugc nhanh chéng
va gon gang néu biét sir dung phuong phdp vecto.

o Nhu chiing ta da thdy, thudng thi mot bai todn hinh hoc cé thé giai duoc
bang nhiéu cdch khdc nhau, chi it 1A mot cdch: phuong phdp téng hop
hay phuong phdp toa d6. Tuy nhién, ding trudc mot bai todn méi v€ hinh
hoc ta nén xem xét can than dé lua chon phuong phép gidi thich hop sao
cho dat két qua nhanh, gon va dé dang nhat.

e DE c6 thé giai dugc mot bai todn hinh hoc bang phuong phap bién hinh,
trudc hét phai nhan ra duge ddu hiéu cla 16p cdc bai todn c¢6é kha nang
giai dugc bang phuong phap ndy. Duong nhién, khong phai bai todn nio
cling giai dugc bang phuong phép bién hinh. Mot cau hoi duogc dit ra la:
Lam thé€ ndo d€ nhan biét dugc mot bai toin hinh hoc nao dé c¢6 kha
nang giai dugc bang phuong phdp bién hinh?

Muén vay, ta hdy trd lai phan tich ting vi du da chi ra & trén. Co s clia viéc

¢6 thé sit dung phép bién hinh niy no vio mdi bai todn (vi du) di duoc chi

ra. Thuong thi trong dit kién ctia bai todn va (hoac) trong tinh chat ctia hinh
doi hoi phai thiét lap (ching minh) hodc trong diéu kién doi hdi ¢ hinh cin
dung da xudt hién nhiing y€u t6 ¢6 mai lien hé diang chd ¥ dén mot phép
bién hinh cu thé ndo dé. Chang han, trong vi du 1 khi thiét lap tinh chat ctia
truc tam tam gidc, sau khi su dung mot tinh chét khdc da biét clia truc tam la
cdc diém doi xing cla né qua mdi canh déu nam trén dudng tron ngoai ti€p
tam gidc thi tdc khic lam xuat hién hai duong tron bang nhau l1a (ABC) tam

O va (HBC) tam O’, trong d6 H 1a truc tam AABC con O' déi xing véi O qua

BC. Hai duong tron nay vira la tuong tng v6i nhau khong nhiing trong phép

doi xing - truc D(BC) va trong phép déi xiing - tam D(A,), trong dé A, la

trung diém chung ctia BC vi OO’ ma ciing con tuong Ging véi nhau ci trong
phép tinh tién T(;) theo vecto v=00' = Z*O-A_U‘ . Chinh mai lién hé nay cua
hai dudng tron bang nhau da gitp ta thiét lap dugc hé thic vecto:

AH =00 = 252; (vi phép tinh tién theo 00’ khong nhiing bién O thanh

O' ma ciing bién (O) thanh (0O'), trong dé diém A trén (O) bién thanh diém H
trén (0')).
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Tém lai, muon nhan biét dugc mot bai todn hinh hoc nao dé c6 kha nang
giai dugc bang phuong phap bi€n hinh (cu thé 1a phuong phép doi hinh, bao
gdm tinh tién, doi xdng - tam, do6i xing - tryc, quay hoac phuong phép dong
dang, ...), trudc hét ching ta phai xem xét, phan tich noi dung bai todn dé tim
ra yéu 16 nao trong d6 c6 moi lién h¢ dang chii y dén mot phép bién hinh cu
thé nito dé. Sau dé, van dung cdc tinh chat ctia phép bién hinh nay ma tim ra
107 gidi hay ddp s6 ctia bai todn dugc xét. Dac biét déng chu ¥ 1a phuong phap
bién hinh ciing thudng gap va dugc sl dung trong vige giai mot s bai todn
quy tich va dung hinh, nhét la todn dung hinh. Theo quan diém cua Ii thuyét
tap hop thi hinh la mot tap hop diém nio d6. Bai vay, viec dung mot hinh hinh
hoc nao d6 rét cude lai quy vé dung mot s6 diém hiu han du dé xac dinh,
cling ¢6 nghia la d dé tao nén hinh do. Trong mat phang, thong thudng mot
diém dugc xdc dinh bdi giao clia hai duong, trong d6 c¢6 dudng thang va
dudng conic ma dudng tron la mot elip dac biét. Trong hai dudng dung dé xdc
dinh diém phai dung 14 mot trong cdc giao diém ctia ching, thuong thi mot
dudng da ¢6 sdn trong dit kién cta bai todn con dudng thi hai 1a quy tich cla
nhitng diém c6 mot tinh chat dac trung hinh hoc nao dé va dugc suy ra tu mot
dudng da cho trong dit kién clia bai todn boi mot phép bién hinh nao dé. Phép
bién hinh nay duoc phét hi¢n dé st dung nhd viée phan tich cu thé noi dung
bii toan hinh hoc duoc dat ra nhu da néi ¢ trén. Vidu 3 trinh bay trong muc 4
& trén da minh hoa cho nhiing nhan xét chung vira néu xoay quanh vigc su
dung phuong phép bién hinh vao viec gidi todn dung hinh. Con vi du 2 dua ra
cling & muc 4 & trén lai minh hoa cho viéc can khai thdc tinh chat ctia phép
bi¢n hinh (cu thé 14 phép déi xtng - truc da xudt hién ngay trong noi dung cua
bai todan) nio dé ma ti day (co thé két hop véi mot vai tinh chat hinh hoc
khdc, chiing han trong bai todn nay la géc dinh huéng [mod 7] ctia hai dudng
thang) tim ra quy tich cta nhiing diém can tim. Tuy nhién, cling luu y thém
ring trong nhiéu truong hop khdc, ching ta lai gidi duge bai todn quy tich
bang phuong phdp bién hinh nho van dung dugc tinh chat hinh hoc dac trung
(ké ca dinh nghia) ctia phép bién hinh do.

Nhoém cac phép dai hinh

Trong hinh hoc, céc phép bién hinh xét riéng 1é cling da déong mot vai tro
quan trong. Nhung cédc phép bién hinh xét thanh nhitng nhém thoa min mot
s yéu cau nhat dinh nao do, lai con déng vai trd quan trong hon vi, Yl
nhitng nhém nhu vy ngudi ta co thé 16ng hop nhiéu hinh hoc khéc nhau vao
trong ciing mot h¢ thong 1i thuyét. Vay thé ndo 1a mot nhom?



@) Dinh nghia phép todn trong mot tap hop

b)

c)

Trudce khi dua ra khai niém nhém (ciing tic 1a cho dinh nghia thé nao la mot
nhom), ta hay dinh nghia the ndo 1a mot phép todn trong mot tap hop. Xét mot
tap hop nhitng phén tr (thudc loai bat ki). Néu ta c6 mot quy tic dé tir bat ci
hai phan (U «, b nao cta tap hop duge xét 1dy theo mot thi tu nhat dinh déu ¢o
dugc mot phan tir thi ba ¢ thi ta néi ring ta c6 mot phép todn & trong tap hop
da cho. Nguoi ta thuong goi mot phép todn nhu vay 1a “phép nhan” va phan ti
¢ dugc goi la “tich™ ctia hai phin tir @ va b |y theo thi tu da cho. Tich nay c6
thé thudc hay khong thuoc tap hop da cho. Néu né thudc tap hop da cho thi
ngudi ta néi rang tap hop ndy déng kin déi véi phép nhén ndi trén.

Dinh nghia 1 (khdi niém nhém)

Mot tap hop [T] trong dé ¢6 xac dinh mot phép nhan duge goi 1a lam

thanh mot nhém d6i vé6i phép nhan nao dé néu bén didu kién sau day

dugc thoa man:

1) Tap hop [T] déng kin d8i véi phép nhan da cho.

11) Phép nhan da cho c6 tinh chit k6t hop: (ab)c = albe).

ii1) Trong tap hop [T c6 mot phin ti e sao cho véi bat e phin ti @ nio
cua [T] ta déu cé:ue=u =e¢a; Mot phan ti e nhu V;fxy duge goi la-
phén tit don vi.

iv) Ung v6i moi phan ti a cta [T] bao gio cling c6 mot phin ti a' cua
[T] sao cho: aa'=e=a'a. Mot phan ti a’ nhu vay duge goi 1a phdn

tw ddo nguge ctia a va dugde ki higu 13 a™,

Vai vi du vé nhém (trong sé hoc)

Vi du 1. Tap hop Z céac s6 nguyén lam thanh mot nhém déi véi phép cong
cdc 6 nguyén (céc phan tr & day 1 cdc s6 nguyén, phép nhan ctia nhém la
phep cong s6 nguyén). Ta dé dang kiém tra duoc tap hop Z cac s6 nguyén
thoda min day du bon diéu kién (i) — (iv) néu ra ¢ tidu muc b) trén day dé Z
lam thanh mét nhém d6i véi phép cong cdc s6 nguyén. Trong nhom Z nay,
36 0 déng vai tro phan (& don vi va s6 nguyén —« déng vai tro la phan tlr dao
nguoc cua s6 nguyén «.
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d)

e)

22

Vi du 2. Tap hop @ cic & hitu ti, trir s6 0, lam thanh mot nhém doi véi
phép nhan céc so hiiu ti (hdly ching minh). Trong nhom @ nay, phén tir don

. ~ 4 N N Y o . ‘ . ~ El ~ 9 ~ Bl 1 Joo- X ~
vi 12 s6 1 va phan tr dao ngugc cua 6 hitu ti ¢ 12 $6 hitu ti —. De y rang ncu
a

ta khong trit s6 O ra thi dicu kién (iv) khong dugc thoa man vi $6 0 khong co
s6 dao nguoc.

Chit thich. Ta c6 nhan x¢ét ngay ring tap hop céc s6 nguyen, tri 6 0 (cling
tic 1a 7 \ {0}) khong 1am thanh mot nhom dai v6i phép nhan cdc s6 nguyén

~ <2 A M ke ~ 4 i 1 R ~ ~
vi diéu kién (iv) khong dugc thoi min (do s6 ddo ngugc — cua mot SO
a

nguyén a # | khong phai 12 $6 nguyén, ma la mot phan s toi gian).

M6t s6 khdi niém khdc lién quan dén khdi niém nhom

DINH NGHIA 2. N&u phép nhan trong mot nhém ma giao hoan duge thi
ngudi ta goi nhéom dé la nhém giao hodn hay nhom Abel.

DPINH NGHIA 3. Gia su 7" 1a mot tap hop con cia nhém T. Né&u véi phép
nhan trong T thu hep trén T (tGc 1a chi xét phép nhan cac phan ti
thude T) ma T" 1a mot nhom thi 7" goi 1a mot nhém con cua T.

Chéng han, tap hop cdc s6 chin ciing lam thanh mot nhém do1 véi phép
cong. Nhu vay, nhom cdc s& chin 12 mot nhém con ciia nhom cdc s0 nguyén
(d6i v6i phép cong).

DPiéu kién can va du dé mét bg phén cia mét nhom nao do

la mét nhém con ctia nhém do

PINH LI 9. Néu mét tdp hop [7'] khong réng rit tic mot nhom [.7 ] ra ma
thod man hai diéu kién (i) va (iv) trong dinh nghia 1, thi tap hop do la
mét nhom con cta [T]:[T] 7]

Chitng minh. Diéu kién (i1) d3 thoa min déi véi [7 ] thi 1at nhién ciing thoa
mén d&i véi moi bo phan cla [.7'], déc biét la doi voi [7'].

Vi [7] thoa man diéu kién (iv) nén phan 1l don vi ¢ cla [7] ¢6 thé xem la
tich clia hai phan t&r dao nguoc thuoc [7']. Nhung [.7'] cling thod man diéu

kién (i) nén e cling thuoc [.7'], nghia la [7"] thoa min diéu kién-(iii).



P

8)

Vay [7'] thoa man ca bon diéu kién (i), (ii), (iii), (iv), nén né 12 mot nhém.
Mat khdc, [-7'] dugc rdt ra t [.7 ] nén [7'] 12 mot nhém con cia [.7 ]; ki

al

hieu [7'] c [7].

Nhém doi hinh ctia mdt phdang
DINH LI 10. Tdp hop cde phép dii hinh trong mdt phdng lam thanh mot
nhoém goi la nhém doi hinh cia mdt phang, hay vdn tit la nhém doi
hinh phang.
Chitng minh. RS rang tich cla hai phép doi hinh trong mat phing 13 mot
phép doi hinh phéng va méi phép doi hinh phing 7 ¢ mot phép dio nguoc
™" ciing 1a mot phép doi hinh. Vay tap hop cdc phép doi hinh phéng Z thoa
man hai diéu kién (i) va (iv) trong dinh nghia [, tiéu muc b) ¢ trén.
Ngoai ra, dé thay ring tich cdc phép doi hinh cé tinh chat két hop:

Y io(Zy07)=(7 40D )o7 | (= Q‘;of]‘zof]‘,)

Sau cung, trong tap hop cdc phép doi hinh ta ¢6 phép bién hinh déng nhat /d

~ (déng vai trd phan tir don vi ¢) véi tinh chit @old = 7 du cho 7 Ia bat ki

phép doi hinh nao.

Tu d6, theo dinh nghia 1, ta két ludn dugc riang tap hop cdc phép doi hinh 7
clia mit phang [am thanh mot nhém déi véi phép todn lay tich cdc phép doi
hinh, goi 1a nhém doi hinh clia mat phang, hay vin tit 13 nhém doi hinh
phéng va ki hiéu 12 nhém {2}.

(Chii thich: D€ nghi ban doc tu chiing minh chi ti€t céc phép doi hinh phing
thoa man day di bon diéu kién (i) — (iv) néu trong dinh nghia 1 cia khdi
niém nhém).

Nhan xét

1") Nhém doi hinh phang khéng phai 1a mot nhém Abel vi tich ctia hai phép
doi hinh 7, 7, néi chung 1a khong giao hodn 7,07 | # 7 o7 ,.

2°) Tuy nhién, tich cta hai phép tinh tién "71(; ), -’/‘2(;';) la moét phép tinh

ti€n .7 (v=v +v,) theo vecto v=v,+v, =v, +v, vi dao nguoc ciia phép
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tinh tién .7 (v) 1a phép tinh tién .7 (~v) theo vecto ddi v TN =T ().
Hon nifa, tich hai phép tinh ti€n giao hodn dugc:

Ty )T (0,) = Ty )T vy ) = T (v =V +v,),
T d6 suy ra:
DINH LI 11. Tap hop cdc phép tinh tién trong mat phang lam thanh mét
nhém Abel, goi la nhém tinh tién phang, ki hiéu [7 ]. Nhom tinh tién
[.7 ] la mét nhém con cua nhém doi hinh [Z]: [T] <[Z].

BAI TAP

Bai tdp vé dai cuong cdc phép doi hinh phdng (1-7)

Ching minh dinh 1f 1 (muc lc, §1): Phép doi hinh bao toan su thang hang
clia bat ki ba di€m nao, va do d6, bién dudng thang thanh dudng thang.
Chiing minh phép doi hinh bao toan quan hé song song ctia hai dudng thing
v khodng céch gifia ching: Néu a // b; @’ = @(a), b’ = 7(b) thi: @’ J/ b V2
d(a', b') = d(a, b), trong dé d(x, y) hay d(x /] y) Ia ki hiéu chi khoang cich
giita hai dudng thang song song x va y.

Hay s dung phuong phdp ching minh phan chiing, chitng minh tinh chat
néu trong dinh 1 2 clia phép ddi hinh phang.

Ching minh chi ti€t hon hé qua 2 cta dinh 1i 1 vé tinh chat clia 7: Phép doi
hinh bién mot tam gidc thanh mot tam gidc bang né, trong dé trong tam G,
truc tam H, cdc tam [ vd O clia cdc dudng tron ndi va ngoai ti€p clia tam giac
tao anh ABC theo thi tu bién thanh cac tam tuong tng G', H', I' va O’ cla
tam gidc anh A'B'C".

Ching minh ring trong mot phép tinh tién, anh d' ctia mot dudng thang d
thi, hoac song song vdi d, hodc trung d (d' // d hoac d' =d). Th dé suy ra tap
hop tt ca céc dudng thing bt bien trong mot phép tinh tién.

ChL’i;ng minh ring phép déi xtmg - tam H,, (hoac ki hi¢u P(0)) bién mot vecto

MN = a thanh mot vecto doi M'N' v6iné: M'N' = —MN =—a . T d6 suy ra:



9.

Phép doi xting - tim bao toan phuong clla moi dudng thang; dong thoi tim
dugc tap hop tat ca nhitng dudng thing bat bién qua phép dsi xting - tam.
Ching minh rang phép d6i xing - truc P, (hoac ki hicu HD(A)) bi€n mot
dudng thang a thanh dudng thing o', doi xtng véi a qua truc A (ta viét
a' = Dy(a)). Tkt d6 tim dugc nhiing phuong dudng thang bat bién trong mot
phép doi xing - truc.

Bai tép vé su xdc dinh va hop thanh ciia cdc phép doi hinh (8-12)

Chitng minh djn/z li:

Trong mat phéng -# cho hai doan thidng bang nhau AB va A'B’. Thé thi t6n
tai hai va chi hai phép ding cu f: .# — .2, i = 1, 2 ciia .#bién A thanh A’, B
thanh B'.

Ching minh dinh i 8 (phdt biéu trong phan f) muc 3).

10°. Trong mat phing cho ba dudng thang A, (i = 1, 2, 3).

11.

12.

14.

Ching minh rang diéu kién cdn va du dé ba dudng thing A, (i = 1, 2, 3) dong
quy hoac song song 1a tich f= D,oD,0 D, cling 1a mét phép déi xing - truc,
trongdé D, =D(A),i=1,2,3.

Ching minh rang tich cia hai phép quay Q,(0,, 9,) va 0,(0, ©,) Véi
0, # 0, la mot phép quay hay mot phép tinh ti€n tuy theo éng ¢, + ¢, = @
cta cdc gée quay khong 1a boi ctia 27 (radian) hay 1a boi clia 27 (ciing tic 13
¢ =0 [mod 27)). '

Chiing minh rang tich clia mot phép quay va mot phép tinh tién (theo thit tu
d6 hay theo thit tw ngugc lai) 1a mot phép quay.

Bai tap vdn dung cdc phép doi hinh vao gidi todn hinh hoc (13-17)

Goi A la mot trong hai giao di€m ciia hai dudng tron (O,) va (0,). Mot

dudng thang A tiy ¥, quay quanh A, cit lai dudong tron (0,) & M,,

MM,

N | —

(k = 1,2). Tim quy tich tat ca nhitng diém M sao cho AM =
BC biét rang

=

Cho ba dudng thang song song a, b, ¢. Hiy dung tam gidc dé
Aca,Beb,Cec.
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15.

16.

1.
a)

26

Cho tam giac ABC déu va M la mot diém tly y ndm trong tam giac.
a) Chiing minh ring MA,MB va MC la d¢ dai ba canh clia mot tam gidc nao
d6, ki higu 1a 7(M).

b) Hay tinh cic s6c clia tam gide 7(M) bict ring AMB=110" va BMC =120"

Trong mat phang cho hai tam gidc ABC, ADE c6 cic géc ¢ dinh A chung bu
nhau, dong thoi AB L AD, AB = AD; AC L AE, AC = AE va hai tam gidc do
khong con diém chung nao khdc ngoai dinh A. Ching minh rang dudng
thing chifa trung tuyén xudt phit tr dinh chung A clia tam gidc nay ciling
chita dudng cao ha tir A cua tam gidc kia.

*. Dung ra phia ngodi tam gidc ABC hai hinh vuéng ACLM va BCNP. Chiing

minh ring néu git hai dinh A, B ¢6 dinh va cho C chay khip nita mat phang
m& (nira duong) ¢6 bd 1a dudng thang AB thi dudng thang MP ludn di qua
mot diém cd dinh. Hay xdc dinh diém dé.

§2. PHEP DONG DANG PHANG

. ~ . ~ 2
Dai cuong vé phép dong dang phang
Dinh nghia phép dong dang
Mét phép bién hinh f:.# — .27 dugc goi la phép dbéng dang cua mat phing
hay van tat 12 phép déng dang phang, ki hidu 1a Z, néu véi bat ki hai
diém M, N nao ctia -2 va cac anh M' = f(M) va N' = f(N) ctia chung, ta
déu c6 M'N' = EMN, trong d6 k 1a mot s6 dudng xac dinh. S6 & dudgc gol
]a ti 6 hay hé 8 ctia phép déng dang, hay néi gon hon la ti s6 (hay hé
$6) dong dang. Phép déng dang ti s6 k& dugc ki higu bai Z(k).
N6i mot cdch ngan gon, phép dong dang phéng ti s6 k la phép bién hinh cla
mat phang, nhan khoang cdch gitta bat ki hai diém nao clia né véi cung mot
s6 duong k xac dinh cho trudc.
o R rang la khi k = 1, phép dong dang tro thanh phép doi hinh, nghia la
Z(1) =7 va do dé, doi hinh la truong hop dac biét clia dong dang.



b)

e Tu dinh nghia cla phép dong dang, dé dang suy ra: Phép ddo ngugc cta

phép dong dang ti s6 & 1a phép dong dang ti s6 P’ ; ta VIEL:

oot (]
(4 (k)) =7, [7

A \

], hay Z,(k)<Z, (/l) =/ (trong d6 ¢/ la mot phép doi hinh)

Tich cua hai phép dong dang c6 céc ti s6 k,, k, la phép dong dang véi ti s6

k=l ky: '
Zo(ky) o Z,(k)) = Z,y(k ky), nhung Z, (k)0 Zy(ky) = Zy, (ko).

Phép bién hinh dong nhat /d 12 mét phép dong dang.

Cdc tinh chdt cia phép déong dang

Ciing tir dinh nghia cta phép déng dang, ta dé dang suy ra cic tinh chat sau
day ctia phép dong dang, trong d6 ¢d nhiing tinh chat cta phép doi hinh.
DINH Li 12. Phép déng dang bdo toan su thing hang ctia ba diém va thiz
tw ciia ching trén duong thang chita ba diém do.

Cu thé 1a: phép déng dang bién ba diém A, B, C thang hang theo lhﬁ"lL,l' dé
thanh ba diém A’, B, C' thang hang ciling theo thit tu dé.

HE QUA 1. Phép déng dang bién mot duong thing thanh mot dudng
thang, bién mot tia thanh mot tia, bién modt doan thdng thanh mot doan
thang c6 do dai duge nhan lén v6i hé s8 (ti s6) dong dang (A'B' = kAB,
Vv {A, B)).

HE QUA 2. Phép dong dang bién mot tam giac thanh mét tam gidc déng
dang véi né; bién mot géc thanh mot géc bang né; bidn mot duong tron
thanh mét duong tron, trong dé tdAm bién thanh tdm con ban kinh duge
nhén 1én véi hé s6 (t1 s6) dong dang (R’ = kR).

Chit thich. Phép déng dang tuy khong bao toan khoang cach gifta hai diém
nhung ciing giéng nhu phép doi hinh, phép déng dang bdo toan géc (nbi
ding ra [a bao toan d¢ 16n thong thudng cta goc, bao gdbm goc gilia hai tia,
gifta hai vecto, gilta hai duong thang). Vi thé, ngudi ta con néi: phép déng
dang la mot phép bién hinh bao giéc.
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c)

Khai niém vé hai hinh dong dang
PINH NGHIA. Hai hinh .#'va %' goi 12 déng dang v6i nhau néu c6 mot
phép dong dang Z bién hinh nay thanh hinh kia: 2(hy = 4" (h.1.12).

)
(/8
M
Bl
A A’
B
Hinh 1.12

'Néu phép dong dang Z bién hinh .#’thanh hinh .#"’ thi phép dong dang ddo

 nguoc Z ' clia Z bién .4’ thanh . #": ZNHy=H

2.
a)

28

Ki hiéu hai hinh déng dang bdi ddu: «; chang han: .#" v ./ (hinh .#"dong
dang v6i hinh.#”), AA'B'C' o> AABC. '

Chii thich. Phép bién ddi (bién hinh) déng dang trong mat phang hay goi van
tat 12 phép déng dang phéng lan diu tién duoc dua vao SGK Hinh hoc 10 va
Tai lieu chuyén Toan Hinh hoc 10 1a phép vi tu, mot phép dong dang dac
biét trong mat phang.

Sau day, chiing ta nhéc lai dinh nghia phép vi tu - mét phép dong dang dac
biét cia mat phang va khao sdt chi tiét cdc tinh chat cua phép vi tu phéing
cling nhing ting dung quan trong clia né vao viéc khao sét tinh chat cta hinh
cling nhu van dung vao viéc giai toan hinh hoc.

Phép vi tu trong mat phang

Dinh nghia |

Trong mé#t phidng cho mot diém O c¢§ dinh va k£ 1a mot s6 thyc khac
khéng cho trude. Phép bién hinh cia mit phing bién méi diém M thanh
didm M’ sao cho OM' = kOM , (1)
duge goi 1a mét phép vi tu tAm O, hé s6 (t1 s6) & va ki hiéu la V(O. k) hay

V. 1y (xem Tai liéu chuyén toan Hinh hoc 10). Piém O goi la tam vi tu
va k goi 1a hé s6 hay ti s6 vi tu (h.1.13).



b)

Mot phép vi tu hoan toan dugc xdc 1)
dinh néu cho biét tam O va ti s6 k.

Néu ¢6 dang thiic (1) thi ta néi: M’ I
anh hay diém tuong tng clia diém M M

qua phép vi tu V(0, k), hlozf\c r}gu'c‘)'i ta o
cting goi M’ 1a hinh vi tu ctia diém M.
Néu phép vi tw (0, k) bicn mot hinh Hinh 1.13
A" thanh mot hinh . (gém czic. anh M" ctia 14t ¢ cdc diém M thudc hinh . %)
thi ta cling néi -#”' 1a hinh vi tu clia hinh Jhay .#'va. /" 1a hai hinh vi tr vé6i
nhau.

Chii thich:

1") C6 hai trudng hop dac biét dang chu y ctia phép vi tu, dng v6i hai gia tri
clahéso klak=+l.

Néu k = +1, khi d6 OM' = OM (VM) thi M’ = M (VM).

Vay, trong trudng hop nay, phép vi tu ti s6 1 Ia phép dong nhat.

Néu k=1, thi OM'=~OM (VM) tic M’ d6i xting v6i M qua diém O.

Vay, trong truong hop nay, phép vi tu ti s6 —1 I phép doi xiing qua tam O.
2°) Tuy theo hé s6 vi tu & duong hay am, ngudi ta con goi 15 hon la: phép vi
tu duong hay phép vi tu am.

Tuy nhién, mot phép vi tw am hé s6 — & (k > 0) la tich ctia mot phép vi tu
duong he s6 k (k > 0) va mot phép ddi xting-tam (hay phép quay goéc ).
Cdc tinh chdt cia phép vi tu

DINH LI 13. Phép vi tw ti s6'k Ll mot phép déng dang ti s6 'kf, trong do
néu phép vi tw V(O, k) bién M thanh M, N thanh N”thi: M'N' = kMN .
Clui thich.

i) Ngudi ta con néi, phép vi tu ti s6 k bién mot vecto v thanh vectg v bang |

k 1an vecto v: v = kv, hoac néi gon hon la: phép vi tu ti $6 k nhan mot
vectog 1én k lan (h.1.14).
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c)

ii) Vi phép vi tu la mot phép dong B’
dang dac biét, nén phép vi tu co
moi tinh chét clia phép dong dang.
Tuy nhién, phép vi tu con c6 nhiing
tinh chat dac trung riéng cla no.

DINH Li 14. Trong mot phép vi tw

ma hé s6 vi tu khdc 1, tam vi ty

la diém b4t dong duy nhdt va 0 A A
mét dwong thang khong di qua Hinh 1.14

tam vi tw bién thanh mot duong

théng song song vdi né. Chum duwong thang cé tam o tam vi tw la tap hop
nhitng duong thdng bdt bién duwy nhédt ctia phép vi tw. Phép vi tu phang
gdy nén mot phép vi tu trén moi duong thing (bat bién) di qua tam vi ti.
Viéc chiing minh cdc tinh chat ciia phép vi tu néu trong hai dinh 1i trén day
khd don gian. Ching dugc suy ra truc tiép tur dinh nglﬁa cha phép vi tu va
dinh 1i Thales (xem hinh 1.14 chang han); xin danh cho ban doc.

Téam vi ty ctia hai duong tron
DINH LI 15. Phép vi tv bién mot duong tron thanh mot duwong tron, trong
dé tam bién thanh tam con bdn kinh dudc nhdan lén vdi tri tuyét dét cua
hé sé vi tu.

Pdo lai, néu (0, Ry va (O, Ry la hai dwong tron phdn biét cua mat
I dng thi, néi chung cé hai phép vi tu bién duong tron nay thanh duong
tron kia ma tam vi tu la cde diém chia trong va ngoai dogn noi tdm theo t
s6 hai ban kinh.

Chitng minh. Goi § la tam vi tu, k 1a hé $6 vi ty. The thi néu § = O thi phép vi

tu V(O, k) bién dudng tron (O, R) thanh dudng tron (0, ﬂl{

R) déng tam O,

ban kinh R = || R.

Néu S # O thi phép vi tu V(S, k) tam S, h¢ 56 k bién dudng tron (O, R) thanh -

duong tron (O, R'), trong dé O’ dugc xac dinh boi: SO =kSO vaR' = |k|R,
e . SO’
cling tiic 1a S chia 0'0 theo ti s6 don (O', O, 5) = —3‘—__— = k.



Ddo lai, gia st (O, R,), i = 1, 2 12 hai dudng tron khong doéng tam va ciing
khong c6 cuing béan kinh: O, # 0, R, # R,. Thé thi tén tai hai va chi hai phép
vitu V(S k), 1= 1,2 tam S, va S, theo thi tu chia ngoai va chia trong doan

.. L ) R R, ...
nét tam 0,0, theo cdc ti s§ tuong tGng k, = F va k, = —E;, bién (O, R))
1 ' 1
thanh (O,, R,), (h.1.135). Cic diém S, va §, theo thu tu duoc goi d6 la tam vi
fu ngoai va tam vi tu trong cta hai dudng tron (0, R),i=1,2.

Hinh 1.15

C6 hai tricong hop ddc biét:

e Hai dudng tron dong tam nhung khong ciing bdn kinh: 0,=0,=0,
R, # R,. Khi dé, cd hai phép vi tu cling tam $ triing v&i O va ti s6 vi tu
k= i% déu bién dudng tron (O, R,) thanh duong tron (O, R,).

1

° Hai dudng tron khong déng tam nhung ciing bén kinh: O0,#0,, R =R,=R,
cling tic la hai duong tron bang nhau (O,, R) v (O,, R). Trong trudng

hop nay, phép déi xing - tam O [a phép vi tu duy nhat (c6 hé s6 k =-1)
bién (O,, R) thanh (O,, R), hoac nguoc lai, trong d6 O la trung diém clia
doan noi tam 0,0,. phép do6i xing - tam O ciing 1a phép vi tu dac biét
tam O ti s6 k = —1: B(0) =V (0, -1).

Chut thich.

i) Néu hai duong tron ti€p xidc nhau & A thi ti€p diém A clia Chung la mot
trong hai tam vi ty S, i = 1, 2. A 1a tam vi tv trong hay tam Vi tu ngoai cua
hai dudng tron (0, R)) va (0,, R,) tuy theo hai dudng tron dé ti€p xiic
ngoai hay ti€p xic trong v6i nhau & diém A (h.1.16a) va (h.1.16b). Con
tam vi ty thd hai la diém chia ngoai hay chia trong doan néi tam 0,0,

theo ti s6 +—2
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Hinh 1.16

vii) Néu hai dudng tron khong dung nhau, hodc ngoai nhau thi giao diém clia
(0,0,) va mot 1iép tuyén chung ngodi hodc mot tiép tuyén chung trong
clia chiing ciing xédc dinh tam vi tu ngoai S, hodc tam vi t‘L_l' trong S, cua
hai dudng tron (O}, R,) va (05, R,) (h.1.17a) va (h.1.17b).

Hinh 1.17

d) Tich ctia hai phép vi tw
DINH Li 16. Tich ciia hai phép vi tu cé cdce il s6 k;va ky la mét phép vi ty
ti 6’k = k.kycotam théng hang vdi tam ctua hai phép vi tu d6 hodc mot
phép tinh tién tuy theo kiks = 1 hodc kiky=1.
Chitng minh. Gia st V,(0,, k) va V(0,, k,) 1a hai phép vi tu.
D& thdy ring néu 0, = 0, = 0 thi V,(0, ky)oV (O, k) =V(O, kiky).
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v vy ’ .
Néu O, # O, luge do cla tich 1a: MM, > M' vAV,oV i M = M.

Theo dinh nghia thi:

();AMI = AzaM! (h I 18)

Khu diem trung gian M, nhd quy

tic cong vecto:

OM, =0,M, -0,0, .
H¢ thic trén tré thanh: Hinh 1.18
(1

Vay di¢m bat dong O phai tim cta tich 1,217, néu 16n tai thi duoe xdc dinh

boi (1) (bdang cdch choM' =M = 0):
(2)

nghia [ (1=kk,)0,0 =(1-£,)0,0, .
Truomg hop tong qudt: &k, = 1. Diang thic (2') xdc dinh mot diém O duy
nhat, thang hang v6i O, O,. Bing cdch lay (1) trir (2) v& d6i v&. ta di dén:

He thuc nay xdc dinh phép vi VO, k&) tam O, 1 s6 k = kk, (= 1).

Trudmg hop dac bict: £k, = 1. Khong ¢6 mot dicm bat déong nao, nhung véi

ky = L thi dang thic (1) ¢ thanh: VM, O,M' = O,M ~k,0,0, ,

l
ma ta vict lai dudi dang: VM, MM’ =(1-k)0,0, . B
He thiic (3) nay xdc dinh phép tinh tién theo vecto v =(1-k, )Z)[—(f ; dpem.
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3.

Su xac dinh mét phép déng dang phéng

a) Dinh li 17. (vé su xdc dinh mét phép déng dang phang)

b)

34

ABC va A'B'C' la hai tam gidc dong dang cho trude trong mat phéng v
A'B BC CA

BC CA
phép dong dang Z: .# — #bién A, B, C theo thit tw thanh A, B'. C'.

(xdc dinh boi: =k). Bao gio cung c6 mdt va chi mot

Cluing minh. Xét phép vi

tw V(A, k); ndé bién tam

gidc ABC thanh tam giic

AB,C,, trong do :

AB, = kAB, B,C, = kBC,

C,A=kCA (h.1.19). B

Nhu vay, phép vi tu B1
V(A, k) bién AABC thanh
AAB,C, = AA'B'C.

Hinh 1.19

Th¢ thi (theo dinh 1i 3) c6 mot phép doi hinh 7 duy nhat bién A, B, C, theo
tht ty thanh A", B', C'. Do d6, tich 7o V(A, k) la mét phép dong dang Z([k])
ti sO ll\\ bién A thanh A’, B thanh B’ va C thanh .

Bay gidr gia sir ¢6 hai phép déng dang Z, va Z, déu bien AABC thanh AA'B'C’
thi phép Z;'oZ, 1a mot phép déng dang ti s6 1, tic la mot phép doi hinh 7
bién AABC thanh chinh né, trong dé bi¢n A thanh A. B thanh B va C thanh
C. Vivay, thcodinh li 3, §1 thi 7' eZ =ldvadods, Z,=Z,.

Dinh li da dugce ching minh.

H¢ qua

Mot phép dong dang phang bao gid cing cb thé phan tich duge thanh
tich ctia mdt phép vi tu va mot phép doi hinh (dang cy) theo thi tu dé
hay theo tha tu ngugce lai.
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c)

a)

Chu thich

i)  Dai véi phép doi hinh (dang cu) thi phép déi xing - truc déng vai trd
phan tir sinh, con déi véi cdc phép dong dang thi, déng vai tro phan tir
sinh 1a phép vi ty va phép doi xung - truc, trong dé phép vi tu déng vai

k| # 1.

tro noi bat, phan biét su khic nhau gita Zva/ o1 so

i) Néu z(k

., ) o LY l =7 —l——
) = 7o V(A k) thi: (Z(k)) “‘(’4’}3) / “Z'(W]'

iii) Su phan tich néi trén I khong duy nhat.

Van dung phép déng dang vao viéc giai mét sé bai toan
hinh hoc phing

Khao sdt tinh chdt hinh hoc ctia mét s6 hinh (hinh hinh hoc)
Vi du 1. Ching minh dinh If vé dudng tron Euler: Trong mot tam gidc, trung
diém cdc canh, chan cdc duong cao va trung di€m cta cdc doan thing néi
truc tam voi cdc dinh nay nidm trén mot dudng tron, goi 1a dudng tron chin
diém hay duong tron Euler clia tam gidc d6. Bdn kinh dudng tron Euler bing
nura ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc va tam O' cta dudng tron Euler
thi thang hang véi tam O dudng tron ngoai ti€p, trong tam G va truc tam H
tren dudng thang Euler sao cho O’ Ia trung diém ciia doan OH va hang diém
H,G,0,0' ladiéu hoa.
Gidi. Goi O' Ia tam duomg
tron  ngoai ti€p tam gidc
trung binh A'B'C’ cha tam
gidc ABC (h.1. 20). Th¢ thi
O'" 1a hinh vi tu cta tam O

dudng tron ngoai ti€p tam
gide ABC trong phép vi tu B

V(G, —%). Do dé6 O’ ciing

nam trén dudng thang Euler
OGH va ta c6:

Hinh 1.20
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b)

GO’ :‘—15(“)’, hay la: g—g:_—l—.
2 GO 2

Tu hé thiic trén ta d¢ dang suy ra:

11G =2GO0 = 40'G va OH =30G; 30'G =0'0=-0'H .

Vado dé, ta duge: O'I1 =-0'0 v (11GOO") OH OH.__\. 461 dpem.
oG 0G
o GO S
Ciing tur dé suy ra: -I—.{—O_:: - 0 =L, hay la: HO' :lH(); va do do, H 1a
HO GO 2 2

tam cla phép vi ty thit hai, bién dudng tron (0) = (ABC) thanh dudng tron

(0') = (A'B'C") theo ti s6 k =

| -

Vin dung vao gidi todn quy tich
Vi du 2. Ching minh ring: Quy tich nhiing di¢m cta mat phang ma ti s6
khodng cédch tir dé dén hai duong thing cit nhau & mot diém O bang k (k > 0)
khong doéi gém hai dudng thang di qua O.
Gidi. Gia st X'x va y'y 1a hai
dudng thing cho trudc cat
nhau & diém O (h.121) va M
[A mot diém ctia mat phang
MH N .
sao cho —— = k (hang so
' MK
‘duong cho trude), trong do: I,
K lan liro’l la hinh chidu cua M

trén ', yv'

Goi M, 1a diém tuong tng cla y)

diém M trong-mot phép vi

thay déi'"’ tam O. Vay quy X

tich nay s& gom nhiing dudng Hinh 1.21

thing di qua 0. Diéu d6 khien

U1 qic 1a chi ¢6 thay doi vé gid tri cua U s6 vi tu ma thol.

36



c)

ta nghl dén viéc tim nhiing diém thuoc quy tich can tim trén mot cdt tuyén
AB clia hai dudng thang Ox vt Oy sao cho OA = OB (A € Ox, B € Oy). Véi
moi diém M cla (AB), cdc tam gidc vuong MAH vi MBK c6 céc gbéc nhon
MH MA .
—— =——-. Do do,
MK MB

bang nhau & A va B thi déng dang véi nhau va ta cé:
o s e, . .. o MA C s
dieém M s€ la mot diém cta quy tich néu ti s6 VB = k; vl vay, 10 rang la:

Mit =k, MA = f.

MK MB
Khi ti s6 k # 1 thi trén (AB) ¢6 hai diém M va M' dép tng diéu kién ddi hoi
cua bai todn. Vay quy tich cdn tim bao gém hai dudng thing (OM) va (OM")
lien hop diéu hoa déi véi hai dudng thing Ox va Oy da cho (vi hang diém
(ABMM') la diéu hoa sao cho: A

M'A  MA

M'B  MB

=k (k> 0 cho trude)).

Van dung vao giai toan dung hinh

Vi du 3. Dung mét tam gidc biét cdc do dai h,. h,, h, ba dudng cao clia né.

Gidi

Phdn tich. Goi u, b, ¢ 1a do dai cdc canh BC, CA, AB cla tam gidc ABC phai

tim, Ung v6i cdc duong cao ¢6 do dai tuong tng /t,, i, /i, da cho. Thé thi ta ¢6:
[ | lli

dihic= —i—i—=Lt ) (*)

ho hoh h

o b ¢ u
Cdc dang thic (*) ching 6 ring néu tén tai, thi tam gidc can dung sé déng
dang véi mot tam gidc -7 c6 do dai cdc canh «, b, ¢ mi ta ki hiéu I
. hh

S, b, ) VoL ' = —;4—— b'=h vac =h, (**)
I

[
Vay, viéc dung tam gidc ABC phai tim dua vé viéc dung tam gidc .7 (A'B'C")
¢6 cdac canh ma do dai xdc dinh bdi cdc dang thic (**).

AABC v A7 (A'B'C").
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Tuy nhién, viéc dung tam gidc -7 lai rat don gian bdi vi chi can dua vé viéc

dung doan ti 1¢& thd tu a'.
dung dugc AABC can tim.

Tir su phan tich trén day, ta suy ra tiing budc dé

.. A
Buéc dung cudi cung la dung tam /
gidc ABC, vi tu véi tam giac AB,C,, G B,
(h.1.22) trong phép vi tu V(A, k)
. / . N
tam A, ti sO k = ——Ii, trong do AB,C, B, _[‘_1 &
] 0
la mot tam giac dung bat ki, mién
. . H=A, C
la AAB,C, v» AY (d', b, ¢') va
I’ = AH, la chiéu cao AH, ha tr A AA =) h,
1 u?
ctia AAB,C,. Dé dang ching minh BB =h,, hy,
tam gidc ABC cé cdc chiéu cao la CC, =h |
o 1,
h,, h,vah,. . °
Hinh 1.22

Bién Iudn. Bai toan cé 1oi giai khi va

chi khi t6n tai tam gidc .7 (¢, b', ¢’). Boi vay, bai todn c¢6 nghiém khi va chi

1 1 l
khi —/—— —/— vi — biéu thi s6 do do dai cdc canh clta mdt tam gidc nao do;
ll l}
11
cling tuc la: 3.7 [T 7—/——J Néi khic di 1a, trong ba s6 nghich déo ctia cdc

s6 I, h,, h,, méi $6 nho hon thuc su téng clia hai s6 con lai, nghia la thoa

o2

man bat dang thiic tam gidc.

Nhém cac phép déng dang

Bay gir dén lugt ching ta dé ¥ dén phép bién doi (bién hinh) dong dang
trong mat phang dugc xem xét trén binh dién tap hop {Z} 14t ca cdc phép
dong dang Z(k), Ui s6 k (trong dé k 1a mot s6 duong bat ki) bao gom ca cic
phép ddi hinh 7 1a nhiing phép dong dang dac biét Z(1) c6 ti s6 dong dang

k =1. Cu thé 14, xét {Z} theo quan diém nhém bién hinh.



a) Nhoém déng dang ciia mdt phdng

b)

DINH LI 18. Tdp hop cde phép dong dang trong mdt phing lam thanh
mét nhém goi la nhém déng dang ciia mat phing, hay vdn tdt la nhém
dong dang phdng.

Chiing minh. R& rang tich cta hai phép dong dang Z,(k,) va Z.(k,) 1& mot
phép dong dang Z,,(k k,), c6 ti s6 dong dang k = kk, biang tich céc ti $6
dong dang ctia hai phép dé.

Néu &k, = 1 thitich Z,5(1) = Z,(k,) o Z,(k,) (hoac tich Z,,(1) = Z,(k,) o Z,(k,))
tr¢ thanh mot phép doi hinh 4 nao dé.

Ngoai ra, méi phép déng dang phang Z(k) c6 mot phép diao nguoc

(Z,(k))" = /(/lj

A9

U fr e ga |

cling la mot phép dong dang véi ti $6 dong dang — .
i
Cling nhu tich cdc phép doi hinh, tich cic phép déng dang c¢6 tinh chat két
hop: ’
AR VALVAVE R VALV AV EVAR CVACVALVAY)

Sau cung, trong tap hop cdc phép dong dang ta ¢é phép bién hinh dong nhat
ld (doéng vai tro phan ta don vi ¢) véi tinh chat Ze [d = Z du cho Z la bat ki
phép dong dang nao.
Tir do, ta di dén két luan: Tap hop cdc phép dong dang {Z} cia mat phing
[am thanh mot nhém déi vai phép todn 1dy tich cac phép dong dang.
Cdc nhém con cia nhém dong dang
Dé dang ching minh dugc dinh If sau day:
DINH LI 19

t) Tap hop cdc phép vi tw va tinh tién trong mdt phdng lam thanh mot
nhom, goi la nhom vi tw va tinh tién. Nhém nay la mét nhém con cua
nhom dong dang phang, nhung lai chita mét nhém con la nhém tinh tién.

it) Nhom doi hinh p/zd)ng la mgt nhém con ctia nhom dong dang ph(ing.
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c)

18.

19.

20.

40

Hinh hoc ctia mét nhém cdac phép bién hinh
DINH NGHIA

i) Céac khai niém, cac tinh chat hay cac dai lugng duge bao toan qua bat
¢ mot phép bién hinh nao cua mét nhém cac phép bién hinh goi la
cac bat bién cia nhéom dé.

ii) Tap hop cac bat bién cta mdt nhéom cac phép bién hinh goi la hinh

hoc ctia nhém cac phép bién hinh dé.

iii) Hinh hoc cia nhém déng dang phang [Z] goi la hinh hoc phang Euclide.

Bai tdp vé phép vi tir va su xdc dinh mot phép dong dang (18-25)
Chiing minh rdng trong mot tam gidc:

a) Ba dudng trung tuyén déng quy ¢ mot diém, diém nay cich méi dinh cla

tam gidc ndy bang = do dai clia dudng trung tuyén phat xuat tir dinh do.

W

b) Trong tam G, truc tam / va tam dudng tron ngoai ticp O cung nam trén
mot dudng thang, goi I dudng thing Euler va gilta cdc diém dé c6 h¢
. l
thic: == =-—.
GH 2

Cho hinh thang ABCD (AB // CD). Goi M 1a giao di¢m cua hai duong thang
AD,BC va N la giao diém hai dudmng chéo cua tf gidc.

a) Chimg minh ring dudng tron ngoai ti€p clia cac tam gidc ABM, CDM 1i&p
xtc vd1 nhau. ‘

b) Ching minh ring dudong tron ngoai ticp cla cdc tam gidc ABN. CDN uep
Xtic vdi nhau.

Trong mat phang cho trudc dudng tron @ véi tam O ban kinh K va hai diém

A B. Xét diém C thay déi trén dudng tron o, tim quy tich trong tam cua

tam gidc ABC.



21. Cho trude duong tron (Q). Hiy dung tam gidc ABC noi ticp dudng tron (O)
véi dinh A va truc tam /7 cho trude.

22", Ching minh dinh li: Trong mat phiang cho hai doan thing AB va A'B' = kAB
(0 <k = 1). The thi ¢6 lai va chi hai phép déng dang Z: .7 — .7 (i = 1, 2) cta
#'bien A thanh A’, B thinh B, trong d6é mot phép 1a déng darig thuin con
phép kia la dong dang nghich (déng dang guong hay phan dong dang).

23. Ching minh rang hai tam gidc ABC vi' A'B'C’ ¢6 cdc canh tuong tng song
song v6i nhau nhung khong bang nhau a hai tam gidc vi tw véi nhau. (N6i
mot cdch khdc. cic dudng thing AA', BB, CC' noi cdc cap dinh tuwong tng
dong quy ¢ mot diem O ndo d6. Didm O chinh 1a tam ctia phép vi tu bién
tam gidc nay thanh tam gidc kia).

24. Cho hinh thang ABCD ¢6 hai ddy AB va CD. Chitng minh riang ¢6 thé chia
hinh thang dé thanh hai hinh thang nho dong dang véi nhau (DCNM o
MNBA) bang mot doan thang MN song song v6i hai ddy, M trén AD va N
trén BC.

25. Mot hinh chit nhat ma maéi canh (hoac canh kéo dii ctia nd) chia mot dinh
cua mot td gide (161) ABCD goi 1a hinh chit nhat ngoai tiép i gide dé: nguoce
lal, ABCD goi la t& gidc ndi 1i€p hinh chi nhat. Ching minh ring ¢é vo s6
hinh chit nhat MNPQ ngoai tiép mot 1 gide (16i) ABCD ¢6 hai dudng chéo
AC, BD vuong géc véi nhau, va tat ca cdc hinh cht nhat d6 déu dong dang
(dong dang thuan)'" véi nhau.

Bai tap vdan dung phép vi tu va phép dong dang vao viéc gidi todn (26-34)

26. Goi A, B, C,, D, lan lugt 12 trung diém cic canh AB, BC, CD. DA ctia mot
hinh vuong ABCD vi P la mot diém bat ki cia mat phang. Ching minh rang
cde dicm A, B,, C, va D, déi xing véi diém P lan luot qua A, B, C, va D,
cing la cdc dinh cta mot hinh vuong.

27. Cho ba diém A, B, C thing hang theo thi tu d6. Goi (v,), (1) theo thi ty la céc
dudng tron dudng kinh AB va AC. Mot diém M chuyén dong trén (1)), dudng
thang AM cét lai (v,) & diém N. Tim quy tich giao diém P ctia BN va CM.

! Cdce khdi niem "thuan” va "nghich" duoc dua ra ¢ trong Chuyén dé 1 (bao gém dinh hudng thuan
hay nghich: doi hinh thuan. doi hinh nghich va déng dang thuan. dong dang nghich).
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28.

73]
w

12

Gia st ba duong tron (A,), (B,) va (C,) ¢6 cung bdn kinh, theo thi tu ticp xuc
vGi hai canh ctia cdc goc A, B va C clia mot tam giac ABC. Goi D, 1a duong
tron thi tu tiép xtc ngoai véi ca ba duong tron ndi trén. Ching minh rang tam
D, thang hang véi tam cdc dudng tron ndi, ngoai tiép tam gidc ABC.

Cho hai tam gidc déu khong bang nhau ABC va A'B'C’. Hoi ¢6 bao nhicu

phép dong dang bién tam gidc thd nhat thanh tam gidc thd hai?

. Goi A, B' vd C" 1a cdc hinh chi€u (vuong géc) clhia mot diém M bat ki nam

trong mat phang ctia mot tam gide ABC da cho lan luot trén cdc dudng thing
chia duong cao AA,, BB, va CC, cla tam gidc d6. Ching minh ring tam
gidc A'B'C' luon dong dang véi chinh né khi M chay khap mat phing.

CD 12 dudng cao ha xuong canh huyén AB clia mot tam gidc ABC vudng o C.
Chting minh rang cdc dudng trung tuyén AM va CN cua hai tam gidc ACD
va CBD vuédng goc voi nhau.

Cho i gidc 16i ABCD noi ticp mot duong tron tam O. Phép quay goc ¢
(0 < ¢ < ) xung quanh O bi¢n nd thanh it gidc A'B'C'D'. Chiing minh rang cac
cap canh tuong ung AB, A'B'; BC, B'C'; CD, C'D" va DA, D'A’ cua hai t giac
d6 giao nhau tai cdc diém M, N, P vir Q la cdc dinh ctia mot hinh binh hanh.

. Cho hai dudng tron (O, R,) vt (O, R,) cit nhau & A va B. Hai dong tr M, va

M, xudt phat tir A lan luot chuyén dong tron déu trén (O,) va (0,) theo cung
mot hudng, sau mot vong trd lai A cing mot hic.
a) Chang minh rang:
i) AAM M, luon déng dang véi chinh né va dudng thang MM, luon di qua B.
if) Trong mit phang c6 mot diém P duy nhét luon cich déu M, va M, o
moi thoi diém (D¢ 1hi Olympic Todn quoc 16, IMO, London [979).
b) Tim quy dao chuyén dong cua cdc diém sau day:
i) Trung diém M ctia doan thang M, M,;
it) Tam C duong tron (AM M,),
iii") Trong tam G, truc tam / cla tam gidc AM M,.
Cho tam gidc ABC. Dung tam gldL XYZ noi ticp tam gidc da cho véi cdc dinh
X, Y, Z lan luot nim trén cdc canh BC, CA, AB sao cho né dong dang (thugn)

v6i tam gidc ABC va ¢é dién tich nho nhat.



@hu’o’ng II = =

DUGNG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN. QUAN HE SONG SONG

Tt trude dén nay trong phédn hinh hoc phing, chiing ta xem xét cdc véan dé,
cdc bai todn trong d6 cdc doi tugng, cdc hinh thé va cdc chuyén dong déu
dugc cho trong mét mat phang. Tuy nhién, trong thuc té, khong gian ma
ching ta dang séng khong chi b hep trong mot mat phing; cdc vat thé, céc
dich chuyén ma ching ta vin quan sdt hang ngay khong phai lic nao ciing
¢6 thé dugc mo té bang nhiing mo hinh da ¢6 trong hinh hoc phéng. Hinh
hoc khong gian (hay con dugc goi 1a hinh hoc khéi) da phan nao giip ta

khac phuc nhiing thic¢u sét dé. O day, bén canh diém va dudng thang nhu da

c6 trong hinh hoc phang, chiing ta cin xem thém mot doi tuong co ban nita

la mat phang va cdc hinh thé dugc xét dén trong hinh hoc¢ khong gian chu
y€u déu c6 dang “khoi” nhu td dien, hinh chép, hinh lang tru, hinh cau, ...

§1. DAl CUONG VE BUGNG THANG VA MAT PHANG

Piém, dudng thing, mit phang va cac tién dé

Ta da bi¢t rang trong hinh hoc phing, diém, duong thang 1a céc doi tuong co
bdn va xuat phdt tir cdc d6i tugng ndy ciing nhu tir cic méi tuong quan ban
dau gilta chiing (ma ngudi ta thuong goi dé 1a cde tien dé), ta ¢6 thé xay
dung va dinh nghia cdc d6i tugng, cdc khéi niém khdc va thiét lap cdc méi
tuong quan mdi gifta ching.

Trong hinh hoc khong gian, ta s¢ xuat phat tir cdc d6i tuong co ban li diém,
dudng thang, mat phing. Day la cdc doi tuong duge thira nhan (o dau, khong
qua dinh nghrta.

C6 thé ndi rang ching chinh 12 su thé hién cta nhiing hinh tuong, nhiing
duong nét quen thuéc ma chiing ta vin thudng gap va cam nhan duoe khi
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quan sdl cdc vat the xung quanh cung nhiing chuyén dong clia chiing trong
cudc song hang ngay.

Chang han, di¢m c¢6 th¢ duge xem la bidu tuong chung cua nhiing ngoi sao lap
linh trén bau trdi vé dém hodc nhiing 16 khoan trén mot tim bang 20,... duong
thdng 12 dudng nét chinh hién hitu trong nhiing tia sang mat tro1 hodc trong
nhiing soi day dugc kéo cang,... Con mat bién yén 4 khong gon séng hoac bé
mét mot biic twong 1a nhitng hinh anh thuc t& cua mot phan mit phang,...

Trong hinh hoc khong gian cdc diem thuong dugc biéu thi trén hinh vé bang

cdc chdm nho va duge ki hicu bang cac chii in 16n nhu: A, B, C, ... (h.2.1a).

A a
A 0

Diém A Duone thing a Mt phing (@)
) b) )

Hinh 2.1
Céc dudng thang thudng duoc bifu thi bing cdc nét ké thang va ki hi¢u bang
céc chit in thuong nhu: «, b, ¢, ... (h.2.1b).
Con cic mit phing thuong duogc bicu thi bang cdc hinh binh hanh va ki hi¢u
bang chit cdi Hy Lap hoic chir in hoa duge ghi trong ngodc don nhu: (@),
(), (7, ... hoac (P), (Q), ... (h.2.1¢).
Pudng thang va mat phing 1a cdc tap hop dicm.
Néu digm A thuoc dudng théng , ta ki hiéu A € « va doi khi con néi rang
dudng thang « di qua diém A.
Néu diém A thuoc mat phing (@), ta ki hi¢u A € () va doi khi con noi rang
mat phang (@) di qua dieém A.
Néu dudng thang o chia trong mat phing (@), ta ki hiéu ¢ < (@) va doi khi
con néi ring mat phang () di qua (hoac chia) dudng thing .
Ben canh viee 1dy diém, dudmg thing, mat phang lam cdc déi tugng co bdn
(ma khong dinh nghia), ching ta con thira nhan mot 6 tuong quan co ban
gifta ching (méa khong ching minh). Cac tuong quan nay thudng xuat phat
(¢ nhimg nhan dinh don gidn nhat vé cdc moi quan he gitta diém, dudng
thiang, mat phang c6 trong thuc € va thudng dugce goi la céc ticn dé.



Trén co 86 cic doi tuong co ban la diém, duong thang, mat phang va cdc tién
d¢ duoc thira nhan, ngudi ta xay dung cdc doi tugng, cac khai niém khdc va
thi€t 1ap mot cédch chit ché cdc tinh chat ciing nhu cic méi tuong quan gita
cic doi tugng mdi ndy.

Dudi day xin lict ke mot s6 tién dé can thict cho vice trinh bay vi phat trién
cdc van dé cua hinh hoc khong gian & cidc phan tiép theo.

Tién dé 1. Trong khong gian vdi hai diém phén biét cho truwde co mot va
chi mgt dwong thang di qua.

Nhu vay véi hai diém phan bi¢t A, B 16n tai- duy nhat mot duong thang chta
cd hai di¢ém ndy va dudng thing dé thudng duoc goi la duong thing AB.
Tién dé 2. Trong khong gian, vdi ba diém cho trude khoéong cung thuoc
mot duong thang, ¢ mgt va chi mot mdt phéng di qua.

Do dé doi véi ba diem A, B, C khong ciing thuéc mot dudng thing, tn tai
duy nhat mét mat phang chia ¢ ba diém nay va mat phang dé thudng duoc
goi 1a mat phang di qua A, B, C va ki hiéu 1a (ABC).

Tién de 3. Trong khéng gian, hai mdt phdng phan biét c6 mot diem
chung thi phai ¢é diém chung thi hai.

Tién de 4. Trong khong gian ¢6 it nhdt bon diém khong cung thuge bat cir
mat phdang nao.

NEu ¢6 mot s6 diem cing thuoc mot mat phang thi ta thudng ndi ring cic
di¢m d6 dong phang. Tién dé 2 cho thay riang ba diém bat ki thi luon luon
dong phing. Nhung déi véi bon diém, tien dé 4 cho thay ring diéu tuong tu
khong phai bao gi¢ ciing ding.

Tién deé 5. Trong méi mdt phang cia khong gian, cdc tién dé ciia hinh
hoc phang déu dung.

Nhu vy tién dé nay cho phép ching ta st dung cdc két qua da ¢6 clia hinh
hoc phéang trong trudng hop néu cdc déi tuwgng ma ta dang luu y xem x¢ét va
cdc chuyén dong ctia ching duoc giéi han trong pham vi mét mét phang nao
dé cua khong gian.

Ti cdc tien dé vira duge phdt biéu, ching ta ¢é thé thiét lap duoc mot téng
thé vé vi trf tuong déi clia cdc dudng thang va mat phang trong khong gian.



2. Vi tri tirong d&i clia cac dudng thang va mat phang
trong khong gian

a) Vi tri tuong déi cia mot duong thdng va mét mdt phang
Cho dudng thing d va mat phang (). C6 thé xdy ra mot trong cdc kha néng sau:
- DPudng thing d va mat phing (@) khong cé diém chung (h.2.2a). Trong

trudng hop nay ta s& néi rang duong thang d song song véi mat phang (@)
va ki hieu d // (o).

- Duong thing d va mat phang (@) cé ding mot diem chung (h.2.2b).
Trong trudng hop nay ta s&€ ndi rang dudng thang d cat mat phang (@) tai
diém A va ki hieud N (a) = {A}.

- Pudng thing d va mat phing (@) ¢6 nhiéu hon mot diém chung (h.2.2c).
Lic nay ta s& ching minh rdng dudng thang ¢ thudc mat phiing (o) va ki

hiéu d c ().

: oy

dirfo) dna)={A} dc(o)
o) b) c)
Hinh 2.2

That vay, gia st d va (@) ¢6 hai diém chung la P va Q. Xét duong thiang a di
qua P va Q trong mat phiang (a). Theo tién dé 1 thi d va « phai trung nhau,
thanh thir dudng théng d phai thuoc mat phang ().

Vay v6i mot duong thiang va mot mat phéng cho trudc thi:

Pudng thing hoac song song, hodc cit mat phang tai mot diém hodac thudc
mat phang do.

b) Vi tri tuong déi clia hai mdt phdng

Cho hai mat phang phan biét (o) va (f). C6 thé x4y ra mot trong cdc khd
nang sau:
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c)

L/ (,
L/

- Cdc mat phang (a) va () khong c6 diém chung (h.2.3a). Trong truong
hop nay ta s¢ néi rang cdc mat phing (o) vi (/) song song vé6i nhau va ki
hicu: (@) /7 (B).

- Cédc mat phang (@) va (B) ¢6 it nhat mot diém chung (h.2.3b). Lic nay ta
s¢ ching minh ring cdc mat phing (&) vi (f) c¢6 phan chung 1a mot
dudng thing. That vay theo tién dé 3, cdc mat phang (@) va (f) phai ¢6 it
nhat hai diém chung 1a A vi B. Theo phan vi ui tuong doi ctia dudng
thing va mat phdng & trén thi (@) vi (f) déu chita dudng thang AB. Hon
nlfa ¢ the thdy ching khong thé ¢6 diém chung nao khdc ngoai dudng
thang AB. N¢u khong, goi C la diém nhu vay thi cdc mat phing () va (L)
déu di qua ba diém A, B, C khong thang hang nén phai triing nhau. Vo Ii!

Vay (a) va (f) co phén chung la dudng thing .

o

A B
B
(o) 1/ () (n(P)=d
a) ‘ b)
Hinh 2.3

Trong truong hop ndy ta thudng néi rang cac mit phang (@) va (f) ¢t nhau
theo giao tuyén la duong thang d va ki hicu (@) M () =d.
Vay v6i hai mat phing phan biét cho trude thi: Haj mat phang dé hoac song
song hoac cét nhau theo giao tuyén la mot dudmg thing.

. . %o 4 . < 2
Vi tri tuong déi cua hai duong thdng
Cho hai duong thang phan biét u va h. Cé thé xdy ra mot trong cdc khd nang sau:

- " Cic duong thang « va b cung thuoc moét mat phang. Trong trudng hop
nay ta thuong néi rang cdc dudng thang « va b dong phang va trong hinh
hoc phing ta biét rang « va b lic dé hodc cit nhau tai mot diém (h.2.4a)
hodc khong cét nhau (h.2.4b). Truong hop hai dudng thdng « va b doéng
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phang va khong cat nhau, cling nhu trong hinh hoc phiang, ta s¢ ndi rang
a vivb song song vOi nhau va ki hicu: a // b.

. ~ 2 N ~ ~ ~ NS . ~ - 2 N
Cdc dudong thang « viv b khong cung thudc bat ¢t mot mat phang nao.
Trong trudng hop nay ta thudng noi ring cdc dudng thang a va b chéo

nhau (h.2.4¢).

: ‘ / : /
b
0 b
o L N

anb ={0} ailh a. b chéo nhau
u) h) ¢)
Hinh 2.4

Nhin xét rang néu cic duong thang « vit b chéo nhau thi ching khong co
diém chung. That vay, néu « va b chéo nhau va ¢o diém chung la 0. Lay
reén o va b cde diém A va B khdc O. Ra rang O, A, B khong cung thude
mot dudmg thang. Do do theo vi tri tuong doi gitia dudng thang va mat
phing thi cdc dudong thang ¢ v b déu thuoe mat phing (OAB). Vo lil Viy
a va b khong ¢6 di¢m chung.

Nhu vay ¢6 thé thdy rang khdc véi hinh hoc phiang. trong hinh hoc khong

giun, hai dudng thang khong ¢6 diém chung khong nhat thict phai song song

vGi nhau ma ¢6 the chéo nhau.

Vay v6i hai dudng thang phan bict trong khong gian thi: Hai dudng thing do

hoic déng phiang hoidc chéo nhau. Trong truong hop déng phang, chting

hoiic cit nhau tai mot dicm hodc song song va1 nhau.

Xac dinh mat phang trong khéng gian

Tir tien dé 2 & trén, ta bidt ring mot mat phing duoc xdc dinh boi ba dicm
cho trude khong cuing thudoe mot duong thang. Trong cdc phan If thuyct va
biii tap vé sau, mat phang con ¢o th¢ duoe xdce dinh bang cédc cdch thie khac.
Ta n6i rang mat phang duge xdc dinh boi mot cich thic ncu ton tai duy nhat
mot mat phang thod mén at ca cde yeu cau cua cach thuce do.

Meénh dé sau day cho ta mot 56 cdch thie xdc dinh mat phang quan trong nhat.



MENH DE 1. M6t mat phéng trong khong gian cé thé dudc xac dinh béi

mot trong cac cach thic sau: ‘

a) Mat phing d6 di qua ba diém khéong cling thudc mot dudng thing;

b) Mit phing dé di qua mét dudng thdng va mot diém ngoai dudng
thing 4y;

c) Mat phéng d6 di qua hai dudng thing cit nhau;

d) Mat phang d6 di qua hai dudng thing song song v41 nhau,

Chitng minh

a) Chinh la tién dé 2.

“b) Cho dudng thing d va diém A & ngoéli d. Ta chiing minh ton tai duy nhat
mot mit phéng (o) di qua d va A. That vay, 1ay trén dudng thing d hai
diém B, C va goi (o) 1a mat phing di qua ba diém A, B, C thi dudng
thang d phéi thuoc mat phang (¢) thanh thir (@) di qua d vi A.

Do moi mat phing chia d va A déu phai di qua ba diém A, B, C nén theo
tién dé 2, (@) chinh 12 mat phéng duy nhat di qua duong thing d va diém A.
¢) Cho hai dudng thang a va b cit nhau hoic song song v6i nhau. Theo vi
tri tuong doi clia hai dudng thang thi @ va b cling thuéc mot mat phang
(). Theo vi tri tuong d6i cha hai mat phang thi hai mat phang phan biét
khong c6 chung hai dudng thédng khdc nhau nén () chinh I mat phing
duy nhat di qua cdc dudng thang a va b.
- Mt phang di qua dudng thing d va diém A & ngodi né thudng duoc ki
hiéu 12 mat phang (d; A).
Mat phang di qua hai‘du’(mg thang a va b cit nhau hoac song song véi
nhau thuong dugc ki hiéu la mat phang (a; b).
Vi du 1. Cho mat phang (&) va hai dudng thing a, b ciing thudc (@) sao cho
a va b khong song song v6i nhau. Goi A 1a moét diém thuoc dudng thang a
nhung khéng thudc b va P 1a mot diém nam ngoai ().
a) Ching minh rang cdc dudng thang PA va b chéo nhau;

b) Xaéc dinh giao tuyén clia hai mét phang (a; P) va (b; P).
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Gidi (h.2.5)
a) Gia sit PA va b khong chéo nhau.
Lic d6 ching ciing thuéc mot mat

phing (8). Cic mat phang (o) va
() déu di qua dudng thang b va

diém A & ngodi b nén theo ménh O\ p

dé 1, ching phai tring nhau. Suy
ra diém P phai thuoc mat phang Hinh 2.5
(@). Vo 1i! Vay PA va b chéo nhau.
b) Theo gia thiét a v b cit nhau va goi O 1 giao diém clia ching.
Tacé P € (a;P) N (b;P) va O € (a;P) M (b;P). Do d6 giao tuyén cua céc
mat phang (a;P) va (b;P) chinh la dudng thang PO.
Nhdn xét. Ta biét ring giao tuyén clia hai mat phing 1a mot dudng thang; do
viy viéc xdc dinh giao tuyén clia hai mat phang tuong duong véi viéc xéac
dinh hai diém ciing thuoc déng thdi hai mat phiang da cho. Ngoai ra, n€u bi€t
duoc rang ba diém cung thudc don0 thoi hai mat phing thi ba diém dé phai
niam trén mot dudng thang.
Vi du 2. Trong mat phEmg (&) cho tam gidc ABC va mot diém S & ngoai (). Goi
D, E 12 cac diém thuoc cic doan SA, SB sao cho DE khong song song vdi AB.
a) Xdac dinh giao tuyén ctia hai mat phang (CAB) va (CDE);
b) P la mot diém thay déi trén doan SC. Gia su cac duong thang PD va PE
lin luot cit cdc dudng thing CA vi CB tai M va N. Ching minh rang
dudng thang MN luén di qua mot diém cd dinh.

Hinh 2.6
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Giai (h.2.6) ,
a) Theo gia thiét cdc dudng thing AB va DE cat nhau va goi F 12 giao diém
cta chiing.
Ta cé C € (CAB) N (CDE) va F € (CAB) n (CDE) (theo cich dung diém F)
nén dudng thang CF chinh la giao tuyén ctia cic mat phing (CAB) va (CDE).

b) Tacé M e (CAB) n (PDE) va N € (CAB) n (PDE) (theo cdch xdc dinh

cidc diém M, N).

Mat khdc, F 1a giao diém cta AB va DE nén I € (CAB) n (PDE).

Do d6 céc diem M, N, F cing thudc mot dudng thang 1a giao tuyén cla
cdc mat phang (CAB) va (PDE). Suy ra dudong thang MN ludn di qua
diém F c§ dinh.

Cha y

1) O day ta gia thiét rang DE khong song song vdi AB. Trong trudng hop
DE song song v6i AB, c6 thé thay ring dudng thing MN thay déi nhung
ludn song song vdi dudng thing AB (xem phan quan hé song song & sau)
va do d6 khong di qua diém c6 dinh nao.

2) Viéc cho tam gidc ABC va mot diém S & ngoai mat phang (ABC) trong vi
du trén thuc chat 1la cho mot hinh chép S.ABC (hoic tit dién SABC). Day
la cdc hinh quan trong dugc xét dén nhiéu nhat trong cdc bai tap clia hinh
hoc khong gian. Dudi day ta s& dé cap cu thé hon dén cdc doi tugng nay.

3. Hinh choép va tir dién
a) Hinh chép

Hinh chép S.AA,...A, (h.2.7) 1a hinh dugc
lap thanh tir mot da gidc A A,...A, va diém

S nam ngoai mat phang chia da gidc. Diém

S duoc goi la dinh cha hinh chép. Da gidc
AA,... A, duoc goi la ddy ctua hinh chép va A
cac doan A\A,, AA,, ..., A,A, dugc goi la

cac canh ddy cua hinh chép. Cdc tam gidc
SAA,, SAA,, ..., SAA, duge goi 1a cdc mdt Hinh 2.7
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b)

bén chia hinh chép. Cidc doan SA,, SA,, ..., SA, dugc goi la cac canh bén cla

“hinh chép. Néu ddy 1a tam gidc, t& gidc hodc ngi gidc, ... thi hinh chép

tuong ting dugc goi [a hinh chép tam gidc, ti gide hodc ngd gidc,...
Ti dién | A

Ta dién ABCD (h.2.8) la hinh dugc lap

thanh tir bon diém khong déng phéang A, B,

C. D. Cic diém A, B, C, D dugc goi la cic

dinh cla td dién, cdc tam gidc BCD, CDA,

DAB, ABC ducc goi la cdc mdt cua ti dién

dsi dién véi cac dinh A, B, C, D va cac  p D
doan AB, CD, AC, BD, AD, BC dugc goi la

canh cua tt dién. Trong d6 céc cip canh

AB va CD, AC va BD, AD va BC thudng C

| dudc g01 Id cdc cdp canh doi cua i dien. Hinh 2.8

Nhu vay khéc V6i hmh chop tdm gidc khl mot dmh da du(x chon trudc va ba
diém con lcu lap thanh day hinh chép, trong (& di¢n m01 mot trong bon diém
da cho deu 14 dinh vA ba diém con lai lap thanh mat dai clia dinh dé.

:’Vl du 3 Cho hmh chop tt gidc S.ABCD v6i ‘ddy ABCD c6 céc canh d6i

‘ khong Song Song VGl nhdu va M 13 mot dlcm trén canh SA.

a) Xac dinh giao diém ctia dudng thang SB véi mdt phdng (MCD)

b) Xéc dinh giao diém clia duong thang MC véi mat phang (SBD).

Gigi o o

a) Trong mal phang (ABCD), AB cat CD tai diém E (h.2.9a).
TlOl’W mdt phdng (SAB), SB ciat EM tai diém N.

Ta ¢6 EM thuoc mat phdno (MCD) nén N € SB n(MCD). Suy ra N
chinh I 01c10 dlem ctia dudng thang SB v6i mat phéng (MCD).

" b) Trong mat phang (ABCD) AC cit BD tai diém [ (h.2. 9b)
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. Tlong mat phdng (SAC) MC cat Na tcu dxem K.

Ta co SI thuoc mat phing (SBD) nén K € MC ~ (SBD). Suy ra K chinh la
giao diém cua dudng thing MC v6i mat phdng (SBD).



Hinh 2.9

Nhdn xét

1) Dé xdc dinh giao diém clia dudng thang d v6i mét phang («), ta thudng di

* fim truéc mot dudng thing a trong m;fn phéng () sao cho a vi d-dong
phing (nhu dudng thing EM trong cau a), dudong thang SI t;‘png cau b))

2)

va ldy giao diém clia d va a.

Viéc tim dudng thang « nhu vay thudng yéu cdu phai dung thém mot vai
diém bo sung trong mat phang (a) (nhu diém E trong mat phing (MCD)
cau a), diém [ trong mat phang (SBD) cau b)).

Viéc xac dinh giao tuyén ciia hai mat
phing va xdc dinh giao diém cla
dudng thang va mat phang chinh la
phuong tién gilip ching ta giéi quyét
vén dé xdc dinh thiét dién clia mot
hinh cdt béi mot mat phang. Ta ndi
qua mot doi diéu vé van dé nay.

Cho hinh chép S.A\A4,...A, va mat

phang (). Lic d6 mat phang () c6
thé cdt mot s6 mat cha hinh chép
(mp(&) c6 thé khong cit hét cdc mat
cta hinh chép). M6i mat nhu vay

Hinh 2.10

duoc () cit theo mot doan thing goila-doan giao tuyén (h.2.10).
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Khi sdp cdc doan giao tuyén dé mot cdch lién tigp: PPy, PyPs, ..., PP,
(diém dau ctia doan sau 12 diém cudi clia doan trudc), ta duge céc canh lién
nhau ctia mot da gidc P,P,...P,. Da gidc nay chinh la thi€t dién (doi khi con
goi 1a mat cat) ctia hinh chép cét boi mat phang (o).
Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD cé didy ABCD la hinh thang véi AD la day
16n va P 1a mot diém trén canh SD.
a) Xéc dinh thiét dién cha hinh chép cét bdi mat phang (ABP);
b) Goi M, N 1a trung diém cdc canh AB, BC. Xic dinh thiét dién cua hinh
chép cét boi mat phang (MNP).
Gidi
a) Trong mat phang (ABCD), AB cit CD tai diém E (h.2.11a).
Trong mat phing (SCD), EP cit SC tai diém Q.
Ta ¢6 EP < (ABP) nén Q la giao diém ctia SC v6i (ABP).

Vay ti gidc ABQP chinh Ia thiét dién cta hinh chép cit bdi mat phang
(ABP).

Hinh 2.11

b) Trong mat phing (ABCD), MN cat AD va CD lan lugt tai F va G -
(h.2.11b).

Trong mat phang (SAD), PF cat SA tai H.
Trong mat phang (SCD), PG cat SC tai K.



Ta c¢6 PF < (MNP) nén H la giao diém clia SA v6i (MNP).

Ta c¢6 PG < (MNP) nén K 1a giao diém ctia SC vdi (MNP).

Vay ngil gide MNKPH chinh 13 thiét dién cta hinh chép cat bdi mat

phang (MNP).
Nhdn xét. Dé xédc dinh thiét dién cha hinh chép S.A\A,...A, cét boi mat
phang (), ta tim giao diém ctia mat phang () véi cdc dudng thang chia cdc
canh cta hinh chép. Thiét dién can xdc dinh chinh 1a da gidc véi cdc dinh
phai 1a cdc giao diém clia (@) v6i cdc canh clia hinh chép (va méi canh clia
thiét dién phai la mot doan giao tuyén véi mét mat cua hinh chép).

BAI TAP

1. Cho bon diém A, B, C, D khong ciing thuéc mot mat phing va /, J lan luot 1a

trung diém cta AD, BC.

a) Ching minh AJ, BI khong déng phing. Xdc dinh giao tuyén cha (AJD) va
(BIC).

b) M, N la cic diém thudc cic doan AB, AC. Xic dinh giao tuyén cta (BIC)
va (MDN).

c) K la mot diém thuéc doan MN. Xdc dinh giao diém cta DK véi (BIC).

2. a) Cho n diém trong khéng gian (# >4 ). Biét ring bon diém bat ki trong n
diém da cho cang thugc mot mat phang. Chiing minh 1at ca n di€ém clng
thudc mot mat phang.

b) Cho n mat phing trong khong gian (# >4 ). Biét ring bon mat phang bat
ki trong n mat phang di cho c6 mot diém chung. Chiing minh tat ca n mat
phing c6 mot diém chung. '

3. Cho hai mat phing (o) va (f) cét nhau theo giao tuyén d, dudng thang a

thude (), diém O ngodi (a) va ngoai (f). M 1a mot diém thay doi trén

dudng thiang ¢, OM cit (f) tai diém N.

a) Ching minh N luén thugc mot dudng thang c6 dinh.
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b) P 1a mot diém thay ddi trong mat phang (&), OP cét () tai diém Q. Goi
K 1a giao diém cha MP va NQ. Chtng minh K ludén thuéc mot dudng
thang c6 dinh.

Cho hai mat phing (&) va (f) cét nhau theo giao tuyén d, hai diém A, B

ngoai («) va ngoai (f) sao cho dudng théng AB khong song song véi ()

va véi (f). P 1a mot diém thay doi trén («); PA, PB cét (B) tai M, N.

a) Ching minh MN luén di qua mot diém c6 dinh.

b) MN cit d tai diém Q. Chiing minh PQ luén di qua mot diém c¢6 dinh.

¢) Cho a 1a mot dudng thang thuoc mit phing («) (a khong song song véi d).
Gia st diém P thay déi trén (&) sao cho P luén thudc a. Chiing minh M, N
luén thudc 14n lugt hai dudng thang 6 dinh d,, d, va d,, d,, d dbng quy.

Cho t& dién ABCD c6 M la trung diém canh AB, N 1a diém trén canh BC:
2N =2CN.

a) X4c dinh giao diém clia MN véi mp(ACD).
b) Pla mét diém thudc canh CD. X4c dinh giao tuyén ctia (MCD) va (ANP).
c) Xéc dinh thiét dién cla td dién cat boi mp(MNP).

Cho tit dién ABCD c6 G 1a trong tam mat (ABC), I 1a trung diém canh BD va

J 1a diém thudc canh CD: € _ 2.
JD

a) Xéc dinh thiét dién cla t¢ dién cit bdi (GIJ).

b) M 13 mot diém trén doan AJ. Xéc dinh giao diém ctia GM véi (ABD).

Cho ti& dien ABCD va cac diém M, N, P, Q lan luot thudc céc canh AB, BC,
CD, DA.

a) Chiing minh néu M, N, P, O ciing thudc mot mit phing thi

AM BN CP DQ _,
BM CN DP AQ

b) Khang dinh ngugc lai c¢6 ding khong? Vi sao?
Cho t& dién ABCD c6 M, N 1a trung diém canh AB, CD va P la mot diém
thuoc canh BC (P khong la trung diém BC).



a) Xdc dinh thiét dién cta tit dién cat bdi (MNP).
b) Ching minh MN chia déi dién tich thiét dién.
9. Cho ti dien ABCD c6 M 1a trung diém canh AB va N 1a diém thuoc canh AC:

% =2. Mit phéng (&) thay déi di qua M, N cét cdc canh BD, CD & P, 0.

a) Ching minh MN, PQ va BC dong quy.
b) Goi K la giao diém clia MQ va NP. Ching minh K luén thudc mot
dudng thing c6 dinh.
c) Goi I 1a giao diém clia MP vd NQ. Biét ID = AD, tinh céc ti s6
B oc
PD’OD’
10. Cho hinh chép S.ABC c6 M 1a trung diém canh bén SA, N 1a diém thugc

canh bén SB: SN = %SB va O 1a mot diém thuoc mat day (ABC).

a) Xdc dinh thiét dién ctua hinh chép cit bsi (MNO).
b) P lamot diém thudc canh bén SC. Xac dinh giao diém ctia SO véi (MNP).

11. Cho hinh chép S.ABC, D 12 mot diém thudc canh bén SA, M 13 mot diém thay
ddi trén canh BC va N la trung diém AM. Goi K 1a giao diém cha SN va DM.
a) Ching minh K luon thuéc mot dudng thing d c6 dinh va xdc dinh
dudng thang d.
b) E1a mot diém thudc canh bén SC. Xac dinh giao diém cla d v6i (AEM).

12. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh, M 12 trung diém
canh bén SA va N 1a mot diém thudc canh BC. '

a) Xdc dinh giao diém ctia SC vé6i (MND).
b) P la mét diém thudc canh CD. Xéc dinh giao tuyén cua (MND) va (SBP).
c) Xdc dinh thiét dién cha hinh chép cat bdi (MNP).

13. Cho hinh chép S.ABCD cé diy ABCD 1a hinh thang véi day 16n AD, M la
trung diém canh bén SA va N 12 mot diém thudc canh bén SC (N khong 1a
trung diém SC).

a) Xdc dinh giao tuyén ctia (ABN) va (CDM).
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14.

15.

16.

17.
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b) Xdc dinh giao diém clia MN véi (SBD).

¢) P l1a mot diém thuoc canh AB. Xdc dinh thiét dién cua hinh chop cit boi
(MNP).

Cho hinh chép S.ABCD va M 1a mot diém thugc mat bén (SCD).

a) Xdc dinh giao tuyén cua (SAC) va (SBM).

b) Xdc dinh giao diém cua AM véi (SBD).

c) Goil, Jla trung diém AB, AD. X4c dinh thiét dién cua hinh chop cat bai
(M1J).

Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD 1a hinh binh hanh va M la diem thudc

canh bén SD: SM = éSD .
3

a) Xdc dinh giao diém clia BM véi mat phang (SAC).

b) N 1a mot diém thay ddi trén canh BC. Xdc dinh giao tuyén clhia (AMN) va
(SBC). Chiing minh giao tuyén nay luon di qua mot diém c6 dinh.

¢) G la trong tam mat bén (SAB). Xdc dinh thiét dién cua hinh chop cat boi
(MNG).

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh thang véi canh ddy 16n AD, M
12 mot diém thugc mat bén (SCD).

a) Xéc dinh giao tuyén clia mat phiang (SAM) v6i mat phang (SBC).
b) N la mot diém thuoc canh AB. Xdc dinh giao diém cua SB v6i (DMN).

¢) P la mot diém thudc canh bén SB. Xdc dinh thiét dién cua hinh chop cat
boi (MNP).

Cho hinh chép S.ABCD, M la trung diém canh bén SB va N 1a diém thuoc

2
canh bén SC sao cho: SN -—-—g—S(' .

a) Xdc dinh giao diém ctia CD vé6i mat phing (AMN).

b) P la mot diém thudc mat bén (SAD). Xdc dinh giao tuyén ctia mat phang
(AMN) va mat phé’ing (PBD).

c) Xac dinh thiét dién clia hinh chop cat bdi mat phiang (MNP).



18. Trong khong gian cho n (n 23 ) dudng thing khong ciing thuoc mot mat phing.

a) Biét rang hai dudng thang bat ki trong n duong thang di cho cat nhau,
chiing minh rang tat ca n dudng thdng déng quy.

b) Keét luan gi néu hai dudng thang bat ki déng phang? Vi sao?

19. Cho tt dién ABCD Cé G, G, G, G,val,l, I, I, lan luot la trong tam va

a)

tam dudng tron noéi ti€p cdc mat BCD, CDA, DAB, ACB cua ti dién.
a) Ching minh AG,, BG,, CG,, DG, dong quy.

b) Biét ti dién ABCD thoa man: AB.CD = AC.BD = AD.BC . Ching minh
Al BI,, Cl,, DI, déng quy.-

§2. QUAN HE SONG SONG

O trén ta da thay ring qud trinh xdc dinh thiét dién ctia mot hinh cit bdi mot
mat phang thudng duoc thuc hién thong qua viéc tim giao tuyén ciia hai mat
phang ciing nhu tim giao diém ctia mot duong thang vi mot mat phang.
Trong qud trinh d6, mdi dinh ctia moét thiét dién cian dung cé thé xac dinh
nhu 1a giao diém cta hai dudng thiang déng phiang dugc chon lua phit hop
vdi tinh hinh cu thé clia ting bai todn.

Trong mot vai trudng hop, khi hai dudng thing déng phing dugc chon lua
khong thé cat nhau, viéc tim cdc yé€u 6 can thi€t cho bai toan xdc dinh thiét
dién (nhu giao tuyén, giao diém) c6 thé duogc thuc hién dua trén mot s0 tinh
chat lién quan dén cdc méi quan hé song song. Cdc tinh chit nay con cho
phép ching ta bé sung thém nhiing cach thic khdc dé xdc dinh mot dudng
thang hoic mot mat phang trong khong gian.

Puéng thang song song v&i dudng thang

Dinh nghia

Trong phan vi trf tuong doi clia hai dudng thang trong khong gian, ta da biét
rang hai dudng thang phan biét bt ki hoac chéo nhau hodc déng phang va
néu déng phéng thi hai dudng thang d6 hodc cit nhau tai mot diém hodc
khong céat nhau.



b)
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Néu hai dudng thing phan biét dong phéng va khong cat nhau thi ciing nhu |
trong hinh hoc phing ta ndi ring hai dudng thang dé song song véi nhau..
Vay, trong khong gian:

Hai dudng thdng a va b duge goi la song song vl nhau, ki hiéu a // b,
néu ching ddng phéng va khéng cat nhau.

Tinh chdt

Trong hinh hoc phéng, ta biét rang v6i mot dudng thang d cho trudc va mot
diém A cho trudc nim ngoai d, ton tai duy nhat mot dudng thang a di qua A
va song song véi d.

Khéng dinh nay cho ta mot cich xdc dinh dudng thang trong mat phéng va
dugc thira nhan nhu 12 mot tién dé. Tién dé nay thudng duoc goi la tién dés
ctia hinh hoc phéng.

Trong khong gian, tinh chat nay cling ding nhung khéc vé6i trong mat phang,

n6 c6 thé dugc chiing minh bang céch sir dung tién dé 5 cta hinh hoc phang
ma ta vira nhac dén & trén.

PINH Li 1. Trong khong gian, cho duong thdng d va diém A ngoai d. Liic
dé ton tai duy nhdt mét duong thdng a di qua diém A va song song vdi
duong thing d.

Chiing minh. Xét mat phang (d; A).

Trong mat phang nay theo tién dé 5 4 -
clia hinh hoc phang, tén tai mot

dudng thing a di qua A va song d

song v6i dudng thang d (h.2.12).

Néu trong khong gian con cé mot Hinh 2.12

‘dudng thang b ciing di qua A va song song v6i d thi mat phang (d;b) xac

dinh bdi cac dudng thang song song b va d ciling chinh la mat phéng (d;A).
Theo tinh duy nhat ciia tién dé 5 trong mat phéng nay thi cdc dudng thang a
va b phéi tring nhau. Vay dudng thang a ton tai va duy nhat.

Pinh li vira dugc chiing minh cho ta thém mot cdch xdc dinh dudng thang
trong khong gian: d6 12 dudng thing di qua mot di€m va song song v6i mot
dudng thiang cho trudc khong chia diém d6. K&t hop véi ménh dé dudi day,
né con cho mot phuong thiic bd sung dé tim giao tuyén cuia hai mat phang



MENH DE 1. N&u hai mit phing chia 14n lugt hai dudng thing song
song véi nhau va hai mit phdng dé cit nhau theo mét duong thang thi
dudng thing nay song song véi ca hai dudng thing trén hodc triing véi
mot trong ching.

Chiing minh. Gia sit cdc mat phang (&) va (f) chita

14n lugt cdc dudng thang a va b song song véi nhau / d\

va (@), (f) cit nhau theo giao tuyén d (h.2.13).
Xét mat phang (a; b).

Néu mit phang nay triing véi () thi ta cé:- p
(@) N () = bvadodd b trung véi d.
Tuong ty n€u mat phang (a; b) tring véi (f) thi a \@
tring véi d va ménh dé duoc chiing minh. V/

Hinh 2.13

Bay gio gia st rang (a; b) khong tring véi ca ()
lan (f). Lay diém P bat ki trén d.
Néu P € a thi P ¢ b, suy ra cdc mit phang (/) va (a; b) phai trung nhau vi
cing chita P va b. Vo li! Thanh thtr v6i moi diém P thuoc d thi P khong
thuoéc a nén d // a.
Lap luan tuong tu ta cling dugc d // b.
Vay d song song vGi ca a va b.
“Tir ménh dé 1, ¢6 thé ching minh tinh chat sau:
MENH DE 2. Hai dudng thing phan biét cing song song véi mot dudng
thdng thd ba thi song song véi nhau.
Ménh dé nay thudng dugc goi la tinh bic cau trong quan hé song song giita cic
dudng théng va c6 thé dugc ghi van tat dudi dang:

dy /] dyd, [l dy=>d, [] ds.
'Trong hinh hoc phé”'mg, day Ia hi(f)t'ti’nh chat quen thuoc v Ia hé qua cua tién
des. Con trong hinh hoc khong gian, ta ching minh né nhu sau:
Chitng minh. Gia sit hai dudng t’h‘é"lng a, b éﬁﬁg;sbng song véi duong thang c.
Néu a, b va ¢ cling thuéc mot mat phang thi theo tinh chdt quen thudc da
biét trong hinh hoc phéng, hé qua dugc chitng minh.



Gié sit ba dudng thing nay khong ciing thudc mot mat phing.
Lay mot diém P trén dudng thang a (h.2.14).

Céc mat phing (b; P) va (¢; ) khong tring nhau va c6
diém P chung nén ching cat nhau theo giao tuyén la mot tp
duong thang. Dudng thang nay ciing di qua P va song
song v6i ¢ nhu dudng thang a nén d6 chinh la dudng
thang a.

Theo ménh dé 1 vira chiing minh trén, giao tuyén a song b ¢

song vGi b va c.
Meénh dé dugc chimg minh. Hinh 2.14
Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thang v6i canh ddy 16n
AB.

a) Xéac dinh giad tuyén cua cac mat phing (SAB) va (SCD);

b) M la mot diém trén canh SD. Xac d'mh thiét dién ctia hinh chop cét boi

mat phing (ABM). '

Gidi (h.2.15) |
a) Cdc mat phing (SAB), (SCD) déu di qua

S d
diém S va chda lan lugt cdc dudng thang
AB, CD song song véi nhau nén giao tuyén ‘
chia ching chinh 12 dudng thang d di qua
diém S va song song véi AB (hodc CD). 4 B

b) Trong mat phang (SCD), ké dudng thang di
qua diém M va song song v6i AB cat SC tai
diém N. D

Céc mat phang (ABM), (SCD) déu di qua Hinh 2.15

diém M va chura lan lugt cac duong thdng

AB, CD song song véi nhau nén giao tuyén cua chung chinh la duong
thang MN.

Suy ra thiét dién can tim la tit gidc ABNM.
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. 2 ' A 2
Pudng thang song song véi mat phang
DINH NGHIA.
Trong phan vi tr twong d6i cla dudng thang va mat phang trong khong gian
ta da biét rang doi v6i mot dudng thang va mot mat phang cho trude thi
dudng thang va mat phang dé hoac khong ¢é diém chung hoac ¢6 ding mot
diém chung hoac dudng thang thudc mat phing dé.
Néu dudng thang vad mat phang khong cé diém chung, ta néi ring dudng
thang va mit phing d6 song song véi nhau.
Vay trong khéng gian:
Dudng thang d va mat phing (&) duge gol la song song véi nhau, ki hiéu
d // (@), néu ching khéng cé diém chung.
TINH CHAT.
Trong thuc t&, viéc chiing minh moét dudng thang vi mot mat phang,song
song v6i nhau thudng dugc quy vé viéc chiing minh hai dudng thang song
song v6i nhau nhu ndi dung dinh 1i sau:
DINH LI 2. Cho mdt phing (o) va duong thang d khéng thudc (o). Lic dé
d va (o) song song vdi nhau khi va chi khi tén tai moét duong thing a
thude (o) sao cho d va a song song vdi nhau.

Chiing minh (h.2.16)

d
Phdn thudn. Gia st d song song v6i ().
. 0 . e A
Lay mot diém A thudce (o) va goi u la giao d
tuyén clia cic mat phang (o) va (d; A).
Khong khé thay ring cdc dudng thang d o
va a déng phang va khong cé diém chung Hinh 2.16

nao nén d va a song song véi nhau.

Phdn ddo. Gia st t6n tai mot dudng thang o thuoc (@) sao cho d song song
v6i a. Xét mat phang (d;a), ta thdy ngay ring giao tuyén cia cic mat phing

(d;a) va (@) chinh Ia dudng thang «.
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Néu dudng théng d va mat phang khong song song v6i nhau. Xét P la diém
chung clia d va (&) thi P phai 1a diém chung clia cdc mat phang (d; A) va (o)
nén P thudc giao tuyén a clia cdc mat phang nay.

Suy ra P 12 diém chung cta d va a. Vo li!

Vay d va («) song song v&i nhau.

Dua vio dinh i trén, ¢6 thé chiing minh ménh dé 3 duéi day. Ménh dé nay cé
thé xem 12 md rong ctia ménh dé 1 & phan trudce va cho phép ta xdc dinh giao
tuyén clia hai mat phang ciing song song véi mot dudng thang cho trudc.
MENH PE 3. Néu hai mét phdng ciing song song hodc chita mot dudng
thdng va chiing cit nhau theo giao tuyén 12 mot duong thing thi giao
tuyén nay song song hoic trung véi dudng thang trén.
Chitng minh. Gia st cdc mat phang (@), () cing
song song hoac chita dudng thang d va (@), (B cat

nhau theo giao tuyén i dudng thing c. b ¢
Theo dinh 1i 2 vira ching minh & trén, ton tai céc ¢ &

dudng thing g, b 1an lugt thudc (@), (B) sao choa, b a

song song hodc trung véi d. _—
Né&u « va b trung nhau thi d6 chinh la giao tuyén ¢ ,///

nén ¢ phai song song hodc tring véi d. \

Né&u a va b phan biét thi chiing song song vdi nhau. Hinh 2.17

Theo ménh dé 1 & phén trude, cdc mat phang (@), (5)

chda cdc dudng thing «, b song song v6i nhau nén giao tuyén ¢ ctiia ching
phai song song v6i a va b hodc tring v6i mot trong hai duong thang nay.

Suy ra ¢ song song hodc triing véi d.

Tinh chat song song giita dudng thédng vd mat phang cdn cho ta mot cach
thic xac dinh mat phang khd phé bién. D6 la mat phang di qua mot diém
cho truéc va song song véi hai dudng thang cho trudc.

Mot cach chinh xdc va ddy du hon, ta cé dinh li sau:

PINH LI 3. Cho diém P va hai duong thdng a, b chéo nhau. Lic dé ton
tai duy nhdt mét mdt phc%ng (n) di qua diém P sao cho (n) song song hodc
chita a va song song hodc chia b.



Chitng minh (h.2.18)
2]
Goi @ l1a dudng thing di qua P vi /,

D

song song hodac tring véi «
(@’ tring vé6i a néu P thudc a). Goi y b’
b" la duong thing di qua P va song — P ‘

song véi b. Ta ¢6 cdc dudng thing

) ] o, Hinh 2.18
a’ va b' cat nhau tai diém P.
Ki hiéu (7) 1a mat phing («*b"), ta ching minh «, b déu song song hoac
thudc (7). That vay, néu a thudc (7) thi ta c6 ngay diéu phai ching minh.

Néu a khong thuoc () thi\ do a // @' ma a' thudc (77) nén a song song VGi (7).
Vay a song song hoic thuoc (7). |

Lap luan tuong tu cho dudng thang b, suy ra « v b déu song song hoic
thudc (m).

Cuoi cung ta chiing minh réng mat phing () ton tai duy nhat. That vay, néu
c6 mat phang () khic cling di qua P sao cho () song song hoic chia a va
(7) song song hodc chia b. Liic d6 ta thay (7) va () phdi cit nhau theo mot
duong thang va dudng thing nay vira phii song song hodc chia a vira phai
song song hoac chita b. Thanh thit « va b phai song song vé6i nhau. Vo Ii!

Vay mit phéing () t16n tai va duy nhat.

Cha y. Trong phiét biCu cdc dinh li va ménh dé cta phan quan hé song song,
ching ta hay bat gap cum tr “song song hoac triing” thay cho tir “song
song” trong quan hé giita hai dudng thang va cum tir “song song hoéc thuoc”
cling nhu “song song hoac chita” thay cho tir “song song” trong quan hé giita -
dudng thang va mat phing. ”

S& di ¢6 su bd sung nay 1a vi “tring nhau” va tuong tu 13 “thudc”, “chia” c6
thé xem nhu [ truong hop dic biét chia hai dudng thang song song (tuong tu
la clia dudng thang song song véi mat phing), trong dé tinh chat cét yéu cla
quan h¢ song song 1a “chi ciing mot phuong” van duge ddm bao. Vi viéc sir
dung cédc cum tir néu trén cho phép chiing ta trinh bay cic ménh dé lién quan
dén cdc tinh chat song song mot cdch don gian, chinh xdc vd ddy di ma
khong phai dua ra céc diéu kién gidi han dé loai bd cdc trudng hop dac biét.
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Dé minh hoa cho diéu nay, xin din ra day ménh dé sau ma thuc chat la
twong duong véi dinh 1i 3 & trén. '

MENH PE 4. Cho diém P va hai dudng thing a, b chéo nhau sao cho P
khong thudc @ va b. Gia st duong thdng a khéng song song vdi mat
phéng (P; b) va dudng thing b khéng song song v6i mat phéng (P; a).
Lidc d6 tén tai duy nhit mot mat phang (7) di qua P sao cho (7) song
song véia va b. '

Chitng minh. Theo dinh 1i 3, ton tai duy nhat mat phéng (7) di qua P sao cho
(7) song song hoic chifa ¢ va song song hodc chifa b. Nhung néu () chia «
thi (7 chinh 1a mat phang (P;a) va (P; a) phéi song song vdi b. Diéu nay vo
li v&i gia thiét b khong song song véi (P; a). Vay () khong thé chita a va
twong tu () cling khong thé chiia b. Do d6 (7) song song véi a va b va ménh
dé dugc chiing minh.

R rang viéc tranh st dung cdc cum tit “song song hoic chua” ¢ day lam cho
phat biéu clia ménh dé 4 tr& nén khé khan hon so vdi dinh If 3. O day cin
thiét phai bd sung mot vai gia thi€t nhu a khong song song véi (P; b),
b khong song song Vvéi (P; u) va diém P khong thuoc cdc dudng thang a, b.
Trong trudng hop néu P thuoc mot trong hai duong thang a hodc b dinh li 3
cho ta mot hé qua don gian nhung quan trong. N6 cho phép ching ta Xac
dinh khdi niém mat phang di qua mot dudng thang va song song v6i mot
dudng thiang khac.

HE QUA. Cho hai dudng thing a va b chéo nhau. Luc d6 ton tai duy nhét
mét mét, phéng (7 di qua a va song song véi b.

Chitng minh (1.2.19). Ldy mot diém P trén dudng thang « va dp dung dinh li
3. R6 rang trong trudng hop nay b

mat phing (7) trudc hét khong thé

song song Vv6i a (vi ¢6 diém P
chung) va (7) lic d6 lai khong thé p a
chtta b (vi a, b chéo nhau) thanh

thit (7#) phai chita ¢ va song song
. ‘ Hinh 2.19
v6i b.

5 B. TLCT HINH HOC 11



Tinh chat béc cdu trong quan hé song song gifta dudng thing va mat phang
c6 thé dugc phdt biéu nhu sau: ‘ '
MENH PE 5. Cho dudng thing a song song véi mat phing (n). Néu dusng
thing b song song véi duong thing a thi b song song hodc thudc (n).
Chitng minh (h.2.20). Néu b thuoc () thi ménh dé hién nhién nén gia s b
khong thudc (n). Theo dinh li 2, trong mat phé“'mg () ton tai mot dudng
thiang ¢ song song véi dudng thang « va do a song song véi b nén ¢ ciing
song song véi b. Suy ra b song song véi mat phéing (7).

a

b a

S N

Hinh 2.20 Hinh 2.21

HE QUA. Cho mét dudng thang va mot mit phé“)mg song song v6i nhau.
Né&u mot dudng thing di qua mét diém thude mat phdng da cho va song
song vdi dudng thing da cho thi né phai thudc mat phang nay.

'Chitng minh (h.2.21). Gia sir dudng thing « song song v6i mat phang (n) va
b la dudng thang di qua diém P thuoc mp(n) va song song véi a. Theo ménh
dé 5 & trén, b song song hoic thuéc mp () nhung do b va mp(n) c6 chung
diém P nén b phai thuoc mp(rw).

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh va M, N la
trung diém cdc canh AB, BC.
a) Ching minh MN // (SAC);
b) Goi (o) 1a mat phang di qua CM va song song v6i SB. Xéc dinh thiét
dién hinh chép cét boi (o).
¢) Goi (f) la mat phang di qua diém M va song song véi SB, AC. Xdc dinh
thiét dién hinh chép cat boi (f). '
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Giai

a)

b)

Truéc hét nhan xét ring dudng
thing MN khong thudc mat phang
(SAC) vi néu nguoc lai diém S phai
thudc mat phang (ABCD) di qua AC
va MN, vo li!

Ta c6 MN // AC vi la dudng trung
binh tam giac BAC (h.2.22) suy ra
MN [] (SAC).

Trong mat phéng (SAB), k¢ dudng
thing qua M va song song véi SB
cat SA tai P. Ta ¢c6 MP la doan giao
tuyén cta (¢) véi mat bén (SAB) (vi Hinh 2.22

(@) va (SAB) cing di qua diém M va

cling song song hoac chia SB).

Trong mat phang (ABCD), CM cat AD kéo dai tai K. Trong mat phang
(SAD), KP cit SD tai H. Ta c6 PH 1a doan giao tuyén clia (&) v6i mat bén
(SAD). Vay thiét dién can tim la tt gidc CMPH.

Trong mat phang (SAB), ké dudng thing qua M va song song véi SB cat
SA tai P (h.2.23).

Hinh 2.23

Do MN qua M va song song v6i AC nén MN chinh la doan giao tuyén
ctia (f) v6i mat day (ABCD). '

Trong mit phing (ABCD), dudng thang MN cit DA va DC kéo dai tai E, F.
Trong mat phéng (SAD), EP cit SD tai R. Trong mat phiang (SDC), FR cat
SC tai Q. Ta cé ngii gidc MNQRP chinh la thiét dién can tim.



‘3. M3t phang song song véi mit phang

DINH NGHIA
Trong phan vi tri tuong d6i clia hai mat phang, ta di biét ring hai mat phing

- bat ki hoac khong c¢6 diém chung hodc cat nhau theo giao tuyén 1a mot
dudng théng. Néu hai mat phing khong c¢6 diém chung, ta néi ring hai mat
phang dé song song v6i nhau. Nhu vay trong khong gian:
Hai mat phing (a) va (B dudc goi la song song véi nhau, ki hiéu
(@) //(P), néu ching khong c6 diém chung.
TINH CHAT.
Trudc hét ching ta phdt biéu mot dinh If vé diéu kién cdn va di dé hai mat
phang song song. Dinh 1i ndy cho phép dua viéc chiing minh hai mat phing
song song vé chiing minh dudng thang song song véi mat phing di quen
biét & trén.
DINH Li 4. Cho hai mdt ph'c%ng (o) va (B). Lic do (&) va (f) song song vdi
nhau khi va chi khi trong mdt phing (B) ton tai hai dudng thing a,, a,
cdt nhait sao cho a,; va a, déu song song vdi ().
Chitng minh.
Phdn thudn (h.2.24a). Gia st hai mat phéng (@) va () song song véi nhau.
Ldy trong mat phang () hai dudng thing a,, a, cit nhau. Hai dudng thing
nay déu khong c6 diém chung véi mat phing (@) nén ching déu song song

véi ().

Hinh 2.24
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Phdn ddo. Gia sit trong mat phing () tén tai hai dudng thang a,, a, cat nhau

sao cho ching déu song song v6i mat phéng (o).
Ta ching minh (@) // () (h.2.24b).

That vay, néu (@) vi (f) khong song song v6i nhau thi ching phai cat nhau
theo giao tﬁyén 12 mot dudng thing d. Do a, va a, khong song song véi nhau
trong (f) nén phai cé it nhat mot dudng trong ching cit duong thiang d. Suy
ra dudng thing ndy lai c6 diém chung (12 giao di€m néi trén) v6i mat phéing
(o). Vo 1i!

Vay () 11 (D).

Vi ciing nhu quan hé song song gilta dudng thing vd mat phing & phan
trudc, quan hé song song gilta mat phang va mat phang cho ta mot cch thic
xéc dinh mat phéng kha thuan lgi. D6 1a mat phang di qua mot diém va song
song véi mot mat phang cho trudc. Céch xédc dinh nay c6 thé dugc xem nhu
mé rong cha viéc xdc dinh mot dudng thang di qua mot diém va song song

© v6i mot dudng thang cho trudc clia tien dé 5 trong hinh hoc phang. Khéc

biét & day la d6i véi dudng théng, cach xdc dinh ndy dugc chap nhan nhu
mot tién dé con d6i véi mat phang trong khong gian, ta c6 thé ching minh
né dua vio dinh li da c¢6 & trén va tién.dé 5 trong hinh hoc phéng.

DPINH Li 5. Qua mét diém ndm ngoai mét mat phc'”zng, ton tai duy nhdt
moét mat phdng song song vdi mdt phc%ng do.

Chitng minh (h.2.25). Gia sit P la
diém ndm ngoai mat phang (). Lay by /
hai dudng thang a,, a, cit nhau trong § AP ‘

mat phang ().

Trong mat phang (P; a,) dung dudng
thang b, di qua P va song song voi a A’

a,; tuong tu trong mat phang (P; a,) o .

dung duong thang b, di qua P va Hinh 2.25
song song véi a,. Ki hiéu mat phang

(by; by) 12 (D).




Dé y ring cdc dudng thing b,, b, déu song song véi mat phing () (do
chiing 1an luot song song véi cic dudng thang a,, a, thudc (@)) nén theo dinh
Ii 4 & trén, cdc mat phing (a) va (f) song song vé6i nhau.

Bay gio ta chiing minh ring () chinh 12 mat phing duy nhat di qua diém P va
song song véi mit phang ().

That vay, néu () ciing 12 mot mat phing di qua P va song song véi mat phing
(@) thi cdc dudng thang a,, a, déu song song véi () (do khong c6 di€ém chung
v6i (7). Cac dudng thang b,, b, déu di qua P va lan lugt song song véi a,, a,
nén theo hé qua ctia ménh dé 5 o trudc, b,, b, thudc (), vo li!

Vay (f) chinh la mat phing duy nhat di qua P va song song véi mit phang (&).
Chi y ' '

1) TLI’Gﬁg tu nhu cic dudng
thing b,, b, phai thuoc mat b V
phéang () trong ching minh 4}’
B b bg

trén, néu ta xét mot duong

thang b di qua diém P va
song song v6i mat phang (a) 4 V
thi do b phai song song véi ﬂﬁ

4 2

mot dudng thang « trong

mat phang (@) ta cling suy ra Hinh 2.26

duogc b phai thuoc mat phang (B) di qua P vi song song véi mat phang
(o) (h.2.26).

Dinh Ii vira dugc chiing minh c6 thé phét biéu bé sung nhu sau:

PINH Li 5 (b6 sung). Cho mét diém P ndm ngodi mdt phang (o). Lic dé

ton tai duy nhdt mét mét phang di qua P va song song vdi (o), Mt phdng

nay chita moi dwong thang di qua diém P va song song vdi mdt phang (o).

2) Ngoai diéu kién di qua mot diém & ngoadi mot mat phang va song song
v6i mat phang dé, ta con cé thé xdc dinh mot mat phang bang diéu kién:
di qua mot dudng thang & ngoii mot mat phang va song song vdi mat
phing dé. Pudng thing & ngodi mat phing & day dugc hiéu la dudng
thing song song v6i mat phang. Ta c6 ménh dé sau:
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MENH DE 6. Cho dudng thing d song song véi mat phéng (). Luc d6 tén
tai duy nhat mot mat phé‘ing di qua d va song song véi ().

Chitng minh (h.2.27). LAy mot diém
P trén dudng thang d va mot dudng

, , d /
thang a trong mat phang (&) sao cho /P
a khong song song véi d va dung B b

dudng thang b qua P, song song véi

a. Lap ludn twong tu nhu ching | '
minh dinh If 5 ta c6 mat phang (d;b) #
12 mit phéng duy nhat di qua d va =

song song Véi (). Hinh 2.27

Meénh dé 7 ti€p theo c6 thé xem la hé qua ctia dinh 1i 5. N6 cho phép ta xdc dinh
giao tuyén clia hai mat phang dua vao quan hé song song ctia hai mat phang.
MENH DE 7. Cho (@) va (f) la hai mat phdng song song véi nhau. Néu
mit phang () cdt (@) theo mot dudng théng thi () ciing cit () theo mot
dudng thang va cic dudng thang nay song song véi nhau.

- Chitng minh (h.2.28)

Gia str () cét () theo dudng thing
a. Néu (» khong cit (f) theo mot
dudng thang thi () va (f) phdi song
song véi nhau. Ldy mot diém P trén

dudng thang « thi () va () déu di

qua P va song song véi (f) nén theo
dinh li 5 & trén (@) va () trung nhau.
Vo li! Vay (y) cit (f) theo mot dudng
thang b. Cdc dudng thang a, b cing

\
T

thuoc mat phang (y) va khong cé
Ny +phane o Hinh 2.28
diem chung (do (@) va (f) khong cé
diém chung) nén chiing song song vdi nhau.
Tir ménh dé vira dugc chiing minh, ta cé ngay tinh chét bic cdu trong quan
hé song song gifta cdc mat phang.



MENH DE 8. Hai mit phdng phan biét cung song song véi mot mat
phéng thi ba thi song song véi nhau.

Chiing minh. Gia sir cdc mat phang (@) va (f) cling song song véi mét phing
(. Néu (a) va (f) cét nhau theo mot dudng thé“'mg thi do () // (») nén tx
ménh dé 7 suy ra (@) va () ciing phai cit nhau theo mot dudng thang. Vo 1i!
Vay cdc mat phang (@) va (f) song song vé6i nhau.

Vi du 3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh va M, N, P
lan lugt 14 trung diém ctia AB, CD, SA.

a) Chung minh (SBN) // (DPM);

b) Q la mot diém thudc doan SP (Q khdc S, P). Xdc dinh thiét dién hinh
chép cat boi mat phang (@) di qua Q va song song véi mat phéing
(SBN);

¢) Xdc dinh thi€t dién hinh chép cét bdi mat phang () di qua MN va song
song v4i mit phang (SAD).

Gidi

a) Dé y rang BN // DM va BS /| MP
nén BN va BS déu song song véi
mat phing (DPM). Suy ra mat
phang (SBN) song song véi mat
phiang (DPM) (h.2.29).

'b) D€ y rang (@) // (SBN) nén giao
tuyén clia (@) véi (SAB) phai song

song v6i SB. Do dé trong mat phing
(SAB) ké dudng thang di qua Q v
song song v&i SB va cat AB tai R thi

Hinh 2.29

OR chinh la doan giao tuyén clia (@) v6i mat bén (SAB).

Tuong tu trong mat phang (ABCD) ké dudng thing di qua R, song song
v6i BN va cat CD tai U thi RU chinh 13 doan giao tuyén clia (@) v6i mat
ddy (ABCD) (h.2.30). Trong mat phang (ABCD) dudng thang RU cét
AD kéo dai tai T. Trong mat phdng (SAD), TQ cét SD tai V. Ta cé tit
gidc QRUV la thiét dién can tim.
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c)

Hinh 2.30

Chi y. Giao diém V" cia (&) v6i canh SD con ¢6 thé duoc dung nhu sau:
Do (SBN) // (DPM) suy ra (@) // (DPM) nén néu trong mat phang
(SAD) ké dudng thang di qua Q, song song V6i PD va cit SD tai V thi
OV’ chinh 1a doan giao tuyén cla () v6i mat bén (SAD).

Trong mat phang (SAB) ké dudng g 4

thing di qua M, song song vdi SA
cat SB tai K (h.2.31).

Do (B) /1 (SAD), giao tuyén cua
(f) v6i (SAB) phai song song voi
SA suy ra MK chinh la doan giao
tuyén clia (f) v6i mat bén (SAB).

.
{
i
i

Tuong tu, trong mat phang (SCD)
ké dudng thang di qua N, song
song v6i SD va cat SC tai H thi NH Hinh 2.31

chinh 1 doan giao tuyén cta (/)

v6i mit bén (SCD). Ta c6 ti gidc MNHK chinh 14 thiét dién can dung.

Chit ¥. C6 thé thdy t& gidc MNHK 1a hinh thang.

That vay, HK chinh la giao tuyén cua () véi (SBC) ma céc mat phéng
nay lai song song hoac chita MN kéo theo HK song song v6i MN.



4. Hinh lang try, hinh hép, hinh chép cut

a) Hinh ling tru

Hinh lang tru AA,...A,.B,B,...B, 13 hinh A
dugc lap thanh tr hai da gidc AA,...A,,

B\B,...B, bang nhau va nim trén hai mat A

phang song song vdi nhau sao cho céc canh
AlAy AZA,, ..., A A, tuong ting song song va
bang céc canh B,B,, B,B,, ..., B,B,.

- Cic da gidc A\A,...A, vd BB,...B, dudc
goi la cdc mdr ddy cha hinh ling try
(h2.32). '

- Cic doan AA,, AA.,..., AA, vi BB,
B,B,,..., B,B, dugc goi la cdc canh ddy chia’ B, B,
hinh lang tru. ‘ '

- CéC d'd. giéC AIAZB?BI’ AZA;B}BZ, ceny
A,A BB, 1a cdc hinh binh hanh. Ching dugc goi 1a cdc mdr bén clia hinh
lang tru.

- Cic doan A,B,, A,B,, ..., AB

nn

Hinh 2.32

déu song song va bing nhau. Chiing dudc goi
la cac canh bén cia hinh lang tru.

- Néu cdc mat ddy Ia tam gidc, (¢ gidc, ... thi hinh lang tru tuong tng dugc
goi la hinh lang tru tam giéc, tif gidc,...

b) Hinh hép

Ta xét truong hop cdc mat ddy ctia hinh
lang tru la hinh binh hanh (h.2.33). Lic
nay tat cd cdc mat cta hinh lang tru déu
la hinh binh hanh va hinh lang tru dugc
goi la hinh hop. Vay hinh hop
ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh lang tru tt gidc
trong d6 cac mat day ABCD va A'B'C'D’
la cdc hinh binh hanh.

Hinh 2.33
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Da gidc AA,...A, dugc goi 1a ddy nhd, da

Hinh hop c6 tat ca 6 mat déu 1a cdc hinh binh hanh. Hai mat cia hinh hop song
song véi nhau dugc goi cdc mdt doi dign. Nhu vay 6 mat ctia hinh hop duogc
chia 1am 3 cap mat ddi dién (trong d6 c6 1 cap mat ddy va 2 cdp mat bén).

Hai dinh ctia hinh hop khong cling thudc bat ci mot mat nao cla nd (thi du
AvAC',Bva D', CvaA', D vaB') duogc goi 1 céc dinh doi dién.

Céc doan thing ndi hai dinh déi dién dugc goi 1a difong chéo cua hinh hop.
Khong khé thdy ring hai dudng chéo bat ki 1a hai dudng chéo clia mot hinh
binh hanh nén chiing cit nhau tai trung diém clia méi dudng. Suy ra tat ca 4
dudng chéo clia hinh hop déng quy tai mot diém O 1a trung diém clia ching.
Piém O dugc goi la tam hinh hop.

Chu y

Hinh hop 14 trudng hop dac biét clia hinh lang tru khi ma hai mat day déu 1a céc
hinh binh hanh va chiing dugc chia lam ba cap mat déi dién.

Mbi ciap mat doi dién déu gom 2 hinh binh hanh ndm trén hai mat phéng
song song vi c6 cic canh tuong ing song song bang nhau nén thyc ra ching
binh ding véi nhau va c6 thé xem bat ki cap mat d6i dién nao ciing la cic
mat ddy va cdc mat con lai 13 mat bén. Do d6 dé khong lam mat tinh binh
dang gifta céc cap mat déi dién, ta thudng khong phan biét mat ddy v6i mat
bén va déu goi chiing 1a cdc mat ctia hinh hop.

Hinh chop cut

Hinh chép cut A\A,...A,.B\B,...B, la hinh
dugc lap thanh tir hai da gidc A/A,...A, va
B,B,...B, nim trén hai mat phang song song
v6i nhau, ¢ cdc canh A\A,, AA,, ..., AA, va
B,B,, B,B., ..., B,B, tuong tung song song véi

nhau va %zé—éi:...:éﬂél—=k<l.
BI_BZ BZB3 BMBl

giac B,B,...B, dugc goi la ddy I6n cha hinh
chép cut (h.2.34).

Hinh 2.34



Céc i gidc A A,B,B,, A,A,B:B,, ..., A,A,B,B, 1a cic hinh thang va dugc goi
la cac mdt bén; Cic doan A,B,, A,B,, ..., A,B, duoc goi 1a cdc canh bén cia
hinh chép cut. ,

Dé€ ¥ ring hai canh beén bat ki AB, va AB; kéo dai vé phia A, va A, cat nhau

5 ., . SA . Y . X . N e N
tai mot diém S thod man SA = E[;’— =k nén tat ca cac canh bén kéo dai dong
i J
quy tai mot diém S thod man
SA _SA, SA, '
SB, SB, ~ SB,

Nhu vay c6 thé thdy réang hinh chép cut 1a hinh nhan dugc tir hinh chép I6én
S.B\B,...B, sau khi “cat” di hinh chép nhd S.A A,...A,.
Neéu cdc ddy 1a tam gidc, 1 gidc,... thi hinh chép cut tuong ung dugc goi la
hinh chép cut tam gidc, tit gidc, ...
Vi du 4. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C' ¢6 M 1a trung diém canh A'B'.
a) Chiang minh B'C // (AC'M).
b) N la mét diém trén canh BC. Xdc dinh thiét dién ctia hinh lang tru cét boi
mit phang (o) di qua N va song song véi B'C', A4'B .
. < aex R b4A' 3 .. e iAo
c) Goi D Ia diém trén doan A'B : —BB—=—2— Xdac dinh thi€t dién cta hinh
lang tru cit béi mat phang () di qua D va song song véi B'C, AC".

Gidi

Hinh 2.35
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a)

b)

Goi I 1a trung diém AC’ thi do mat bén (ACC'A") la hinh binh hanh nén /
ciing 1a trung diém A'C (h.2.35). Suy ra B'C // MI.

Thanh that B'C // (AC'M).

Trong mat phang (BCC'B') ké duong thang di qua N song song véi B'C
cat BB’ tai P va cat C'B’ kéo dai tai Q. ‘

Do B'C // (&) nén NP chinh la doan giao tuyén clia () v6i mat bén
(BCC'B') (h.2.36).

Hinh 2.36

" Trong mat phing (ABB'A") k& dudng thing qua P song song véi A'B cat

A'B’ tai R va cat AA’ kéo dai tai U.

Do A'B // (&) nén PR chinh la doan giao tuyén cia (@) v6i mat bén
(ABB'A").

Trong mat phing (4'B'C"), QR cat A'C' tai S thi RS chinh la doan giao
tuyén clia (@) voi mat ddy (4'B'C").

Trong mat phing (ACC'A"), US cat AC tai T thi ST chinh la doan giao
tuyén cla (&) véi mit bén (A(7C"A . |

Ta c6 ngil gidc NPRST la thiét dién can tim.



c) Dé y ring theo cdu a), mat phang (AC'M) di qua AC' va song song Vi
B'C nén (B) I/ (AC'M).
Do dé (f) ciing 1a mat phang di qua D va song song véi mat phéng
(AC'M) (h.2.37).

Hinh 2.37
Trong mat phang (ABB'A") ké duong thing di qua D, song song véi AM
cit ABva A'B' tai E, F thi EF chinh [a doan giao tuyén cua (f) v4i mat
bén (4BB'A4").

Trong mat phing (A'B'C") ké duong thing qua F song song véi MC'

cit B'C' tai G thi FG chinh 14 doan giao tuyén cua () véi mat ddy
(A'B'C").
Trong mat phang (BCC'B') ké dudng thing di qua G song song véi B'C
cat C'C' tai H thi GH chinh [a doan giao tuyén ciia (f) v6i mat bén
(BCC'BY).
Trong mat phang (ACC'A") ké dudong thing di qua H song song véi
AC" cat AC tai K thl MK chinh la doan giao tuyén ciia (f) v6i mat bén
(ACC'A4").

Ta c6 ngil gidc EFGHK la thiét dién can tim.
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Pinh li Thales trong khéng gian

Bén canh viéc dung cdc giao tuyén cua cdc mat phéing va cdc cdch thic xéc
dinh mat phing trong khong gian, quan hé song song con cho phép ching ta
thuc hién khé thuan lgi cdc tinh todn trong hinh hoc; dac biét 1a cidc phép
tinh lién quan dén ti s6 clia cdc doan thang.

Nguyén li: “Quan hé song song béo toan ti s6” khong nhiing cho phép ching
ta don gian héa céc van dé tinh todn trong nhiéu tinh hudng khac nhau ma
con 1 co s& dé chuyén déi tir cdc tinh chét hinh hoc thuan tiy (nhu song
song, vuong géc, ...) sang céc hé thic tuong duong gilia céc dai luong sé.
Trong hinh hoc khong gian, ciing nhu trong hinh hoc phiang, mot trong
nhiing cong cu don gian nhung hiéu qud cho phép ching ta thuc hién dugc
nhanh chéng viéc “chuyén déi” giita “hinh tinh™ va “hé thic lugng” chinh la
céc dinh I Thales thuan va dao.

DINH LI 6 (Dinh li Thules trong khong gian).

Ba mdt phing song song chdn trén hai cdt tuyén bdt ki cdc doan thang
tuong tng ti lé.

Chitng minh. Gia su (a), (B), () la céc

mat phang song song va cdc dudng thang
d,, d, cit (o) tai A, A,, cit (f) tai By, B,,
cit () tai C,, C, (h.2.38).

AlBl — BICI
A,B, BC,

Ta can chiing minh:

That vay, goi B' 1a giao diém clia dudng
thdng A,C, v6i mat phang (8). D¢ y rang
A A, va B, B' 1a giao tuyén clia (A,A,C))
véi (o), (B) nén AA, // B,B'. Ap dung
dinh 1i Thales trong mat phang (4,4, C))
ta duoc: Hinh 2.38

AB _ AB

BC, B'C

Tuong tu dp dung dinh li Thales trong mat phéing (C,C,A,) ta dugc:



A,B
B,C

A,B’
B'C,~

[N
[

b

B, 4B,
BC, BC,

Suy ra

Trong thuc t&, doi khi dé ching minh cdc tinh chat song song trong mot s6
bai todn hinh hoc, ta c¢6 thé xem xét va dai chiéu ti s6 ciia cdc doan thing
thich hgp. D6 chinh 1a y nghia cta dinh 1i Thales ddo. Trong khong gian,
dinh Ii nay c6 thé phat biéu nhu sau:

DINH LI 7 (Pinh Ii Thales ddo trong khong gian).

Cho hai duong thang d,, d, chéo nhau va cdc diém A, B, C,trén dl, cdc
AB, _AB,

diém A,, B,, C,trén d, sao cho:
B C, BwC_

Lic dé cic dudng thang A A,, B,B,, C,C,ciing song song véi mot mat phéng.

Chuy

1) Khi cho cdc diém A,, B, C, trén d, ta can hiéu ring B, nim giiia A,, C,
tuong tu khi cho A,, B,, C, trén d, can hiéu rang B, nam giita A,, C,.

2) Khang dinh cdc duong thing A A,, B,B,, C,C, cing song song v4i mot
mat phing c6 thé thay thé bang mot khing dinh tuong duong khac: Tén
tai ba mat phang lan luot di qua A,A,, B,B,, C,C, va song song voi nhau.

Chiing minh (h.2.39). Trudc hét nhan xét d, d,

rang A,A,, B,B, khong déng phing vi néu / ,

ching dong phang thi A,B,, A,B, ciing AJ;L"/J\A3

dong phang, mau thudn véi d,, d, chéo ~ ’," \\‘

nhau. | \

Ki hiéu (o) la mat phang di qua A,A, va B/Z/XBB /
song song v6i B\B,, (f) 1a mat phang di By v

qua BB, va song song véi (¢), con (y) la / \

mat phang di qua C, va song song véi N
(@). Goi C la giao diém ciia d, véi (). /{Cz /
Y

Theo dinh Ii 6, ta c6:

Hinh 2.39
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BZ Yl B2C'."]
A y £ N\ K v S 2
Suy ra ——’ij = 45 thanh tht C; trung véi C,.
' B,C,  B)G, )

LAy mot mat phiang () song song voi (d), (B) va (y) thi AA,, B\B,, C,C,

cling song song véi (). Dinh i dugc ching minh.

Vi du 5. Cho tt dien ABCD va M, N la céc diém thay déi trén cdc canh AB,
AM CN

CD saocho —— =——.
ND

“a) Chiing minh dudng thang MN ludn song song v&i mt mat phang c6 dinh.

82

b) Cho M _EN o k>0va P 1a mot diém wén canh AC. Xéc dinh thiét
MB ND

dién ctia tit dién cit v6i mat phang (MNP).
¢) Tinh theo k ti 56 gifta dién tich tam gidc MNP va dién tich thiét dién.

Gidi.

a) Do ﬂz—g—v— nén theo dinh li
MB ND

Thales dao, cdc dudng thing MN,
AC, BD cung song song v6i mot
mat phang (n), ma () cling song
song véi mat phang (o) di qua AC
va song sbng v6i BD nén suy ra

MN ludn song song véi mat phing
¢d dinh (o) (h.2.40). Hinh 2.40

b) Xét trudng hop -;ig— =k, ldc ndy MP // BC nén BC // (MNP).

Ké dudng thang di qua N va song song v6i BC cit BD tai Q thi NQ la
doan giao tuyén cta (MNP) v6i mat (BCD).

Ta c6 tt gide MPNQ la thiét dién can tim (h.2.40).

6 B. TLCT HINH HQC 11



Xét truong th'A—Pik.
rc - .

Trong mat  phéing
(ABC), MP néi dai cat
BC noi dai tai R.

Trong mat phing
(BCD), RN cat BD tai Q
thi NQ la doan giao
tuyén cua (MNP) véi
mit (BCD). ‘ Hinh 2.41
Ta c6 tit gidc MPNQ la thiét dién cdn tim (h.2.41).
¢) Goi K 1a giao di€ém cla cdc dudng chéo MN va PQ trong tit gisic MPNQ.

Khong khé dé thdy ring ti s6 giita dién tich tam gidc MNP véi dién tich
thi€t dién béng ti so -fz Do %:g nén theo dinh i Thales dao
AC, MN, BD lan lugt thuoc ba mit phiang song song véi nhau va dé y
rang dudng thang PQ cat mat phing nay tuong tng tai P, K, Q nén 4p
dung dinh li Thales ta duogc

PK AM CN _ i

KO MB ND

Suy ra PK__k_ thanh thir ti s6 can tim bang ——lf—
PO k+1 K+l

6. Phép chiéu song song

Tir trudc dén nay, cac hinh v& minh hoa ctia cdc vat thé khong gian ma chiing
ta can xem xét déu dugc thyc hién trén mat gidy. N6i cach khéc, d6 1a nhiing
hinh biéu dién mang tinh quy uéc clia cdc hinh trong khong gian dugc vé thu
lai trén mot mat phang. Quy udc & day la hinh vé& phai it nhiéu phit hop véi
cam nhan bang mat thudng déi véi cac vat thé khong gian cdn xem xét. Do
d6, thong thudng cdc hinh vé& c6 dugc & day chinh la anh clia céc hinh khong
gian ban dau qua mot phép chiéu song song lén mot mat phang. Ching ta hiy
xem qua dinh nghia va cdc tinh chat clia phép chiéu nay.
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a) Pinh nghia phép chiéu song song lén mdt phdng

84

Cho mat phang (F) va mot dudng thing / cat (P). Phép chi€u song song lén
mat phang (P) theo phuong dudng thang / dugc dinh nghia nhu sau:
Véi mai diém A trong khéng gian, xét duong thdng a di qua A va song
song (ho#c trang) véil (h.2.42).
Giao diém A’ cha dudng théng a véi mit phing (P) dudc goi la anh cua
diém A cho phép chiéu song song nay.
M3t phéng (P) duge goi 1a mat phing chiéu, con dudng thang [ dudc goi
14 phuong chiéu cia phép chiéu song song.

\

S O W
ALY

Hinh 2.42 Hinh 2.43
Puong thang a di qua diém A va song song (hodc trung) véi phuong chiéu /
dugc xét trong dinh nghia trén luén tén tai duy nhét nén diém anh A’ ciing
luén t6n tai duy nhat.
Tix nay, dé tién cho viéc trinh bay, mot duong thang song song hoac trang
v6i phuong chiéu / s& duge goi van tat la cing phuong v6i / (h.2.43).
Khong khé dé thdy rang anh A4' cla diém A tring vé6i chinh A khi va chi khi
A thuoc mat phing chiu (P); ngoai ra cdc anh 4' va B' cha hai diém A va
B tring nhau khi vi chi khi dudng thang AB cling phuong v6i /.
Cho mot hinh .# trong khong gian.
Tap hop -#' nhiing anh M ' clia céc
diém M thudc -4 duge goi la anh
cua hinh # qua phép chi€u song
song.
Poi khi .#' con dugc goi 1a 1a hinh
chiéu cha.#’qua phép chiéu song song
(h.2.44).

Hinh 2.44



b) Tinh chdt ciia phép chiéu song song

MENH DE 9. Anh cta ba diém cung thude mot duong thing qua phép
chiéu song song ciing 14 ba diém cung thudc mot dudng thing.

Chitng minh. Gia stt A, B, C 12 ba diém cung thudc dudng thang d vd A',
B', ' la anh ca ching qua phép chiéu song song lén mit phing (P) theo
phuong chiéu /. Ta ching minh A4', B', (' cling cling thuéc mot dudng
thang d’.

Néu d cling phuong véi / thi A', B' vi (' tring nhau nén khing dinh cin
chiing minh Ia hién nhién.

Xét trudng hop d khong ciing phuong véi /. Ki hiéu (8) 1a mat phing di qua
d va song song hoac chia / thi cic
dudng thing AA’, BB' vai CC' déu

thuoc (). Suy ra cdc diém A’, B’ v

d A

C' phai thudc giao tuyén d' cta céic

mit phang (P) va (5). i
B L

Ménh dé did dugc chiing minh
(h.2.45). ' Hinh 2.45

Qua ménh dé trén. ta thiy ring néu mot dudng thang ciung phuong véi
phuong chiéu thi anh ctia dudng thing dé qua phép chiéu song song chi la
mot diém duy nhat. Duéi day ta chi xét anh clia mot dudng thang (hodc mot
doan thing) qua phép chiéu song song néu dudng thing (hoic doan thang)
d6 khong cung phuong véi phuong chiéu. Lic d6 ching ta c6:

PINH Li 8. Anh ctia mét dudng thing qua phép chiéu song song ciing la
mét dudng thing.

Chiing minh. Theo ching minh
ménh dé 9, néu M A mat diém
thuoc dudng thing d thi anh M'
cla né phai thudc giao tuyé'ﬁ d' clua
mat phiang (P) véi mit phang (8) di

qua d va song song hoic chita /. Mit
khic néu c6 dinh hai diém A, B

Hinh 2.46
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thuoc d va goi A', B' la anh clia ching (h.2.46) thi v6i mdi diém M trén d ta

Thanh thit mdi diém M' trén d' 14 anh clia diém M trén d va chia doan AB
theo cling mot ti 86 (ti s6 dai s0).

Suy ra anh clia dudng thing d qua phép chi€u song song chinh la dudng
thang d"'.

Tir ching minh nay ta c6

HE QUA. Anh ctia mét doan thdng qua phép chiéu song song ciing 1a mét
doan thing.

Nhu vay phép chi€u song song khong chi bao toan su thang hang ma con
bdo toan ti s& clia hai doan thang nam trén cling mot dudng thing.

Dusi day chiing ta s& ching minh tinh chét téng quat hon.

DINH LI 9. Phép chiéu song song bdo toan ti s6 cua hai doan thdng ndm
trén hai duong thang song song hodc trung nhau.

Chitng minh. Gia st céc doan thang AB va CD nam trén céc doan thang d, va
d, song song hoic ciing phuong. Goi A'B', C'D’, d,, d, 1a anh cua chiing qua

phép chi€u song song (h.2.47, h.2.48). Ta chiing minh =D ==

Hinh 2.47 Hinh 2.48
Néu d] va d, trung nhau (va ki hiéu chung la d") thi cic duong thang d,, d,
vd d' cing thuoc mot mat phing va dang thic cén chiing minh khong khé
suy ra tir dinh 1 Thales.



Xét truong hop di va d, khoéng tring nhau. Lic dé d| va d} chinh 12 giao
tuyén clia mat phang chi€u (P) véi cdc mat phing (8,), (8,) lan luot di qua
d,, d, va song song hoac chita phuong chiéu /.
Do d, va d, song song nén (8,) va (8,) song song v6i nhau va suy ra d va
d, song song. Lay trén d, diém E sao cho AE =CD va goi E'laanhcua E
qua phép chiéu song song. Ta ¢c6 AEDC la hinh binh hanh nén AC // ED.
Lap luan tuong tu nhu trén suy ra A'C’' va E'D' song song va A'E'D'C’
ciing la hinh binh hanh.

T8 4B AB AB
Tu day theo dinh 1i Thales suy ra : ﬁ = Q = _{1_1_3’— = ﬁ_ .

C'D'" AE AE CD

Chii y
Dinh I 9 dugc ching minh dua vao tinh chat khd quan trong sau day cla
phép chi€u song song: né€u hai dudng thang song song hoac trung nhau thi
anh cua ching ciing 12 hai dudng thang song song hoic tring nhau.

Tuy nhién c6 thé thay ring diéu nguoc lai 12 khong ding: ‘
Hai dudng thang cat nhau hodc chéo nhau van cé thé cé anh 12 hai dudng
thang song song hoac triing nhau.

Chiing ta hay 1am rd hon diéu nay bang ménh dé sau.

MENH DE 10. Cho hai dudng thing d,, d». Ki hiéu (3,), (5,) 1a chc mat
phang lan lugt di qua d,, d, va song song hoic chtia phuong chidu [ va
d/, d; 1a anh cla d,, d, qua phép chiéu song song.

Lic d6 d| song song hoidc tring

v6i d, khi va chi khi (8,) song

dy

d;

song hodc trung véi (J,).
Cliing minh. Ta c6 d|, d, chinh la

giao tuyén clia mat phang (P) véi

cdc mat phang (8,), (8,). Do dé néu Hink 2.49
(7,) song song hoac trung véi (y,)

ta suy ra ngay d, //d,.
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Ngugc lai néu d; va d; song song hoac tring nhau, do (8,) va (,) lan luot

di qua d| va d; déng thoi song song hodc chita I nén (3,) va (3,) phai song

song hoac trung nhau (h.2.49). .

Vi du 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Xéc dinh cdc diém M, N tuong

ting trén cic doan AC', B'D' sao cho MN song song véi BA' va tinh ti s6
MA

vk

Gidi. Xét phép chiéu song song lén mat phing (A'B'C’'D’) theo phuong chi€u
BA'. Ta c¢6 N 1a anh ctia M nén N chinh 1a giao diém ctia B'D’ va anh cua
AC" qua phép chi€u song song nay. Do d6 M va N dugc xac dinh nhu sau: '
Ldy trén B'A' ndi dai diém K sao cho A'K = B'A' thi ABA'K la hinh binh
hanh nén AK // BA' thanh thir K 12 4nh cta A vd KC' chinh 12 dnh ctia AC’
aua phép chiéu song song. 4

Goi N la giao diém ctia B'D' v6i KC'. Dudng thang qua N va song song véi
AK cit AC' tai diém M. Ta ¢c6 M, N chinh Ia cdc diém can xdc dinh (h.2.50).

Hinh 2.50

Theo tinh chat bao toan ti s6 va dinh li Thales, ta co:

M/I__NK_KB‘_2

Mc' NC' C'D'
Nhu vay tinh chét bdo toan ti s ctia phép chiéu song song c6 thé dua cic
van dé tinh ti s6 clia cdc doan thing trong khéong gian vé cdc van dé tinh
todan dé dang hon trong mat phang.



Ngugc lai, mot s6 bai todn lién quan dén tinh thang hang trong mat phang c6
thé dugc suy ra kha nhanh chéng tlr cac bai todn kha don gian trong khong
gian thong qua tinh chat bao toan sy thang hang ctia phép chiéu song song.
Vidu 7 (dinh li Desargues). Trong mat phang cho cic duong thing d,, d,, d,
cing di qua diém O. Trén d, 1y céc diém A va A', trén d, 18y céc diém B va
B', trén d, ldy céc diém C va C'. Gia sit BC va B'C' cit nhau tai diém M,
CA va C'A' cat nhau tai diém N, AB vd A'B' cit nhau tai diém P. Chiing
minh M, N, P thing hang.

Giai. Trudc hét ta phat trién va chiing minh bai todn khong gian tuong tu sau
day: “Trong khong gian cho cdc dudng thang 4,, 4,, 4, cing di qua diém O
sao cho chiing khong clng thuéc mot mat phing.

Trén 4, 1dy cdc di€ém D va D', trén 4, 1y cdc diém E va E', trén A, céc
diém F va F'.

Gia stt EF va E'F' cét nhau tai diém X, FD va F'D' cét nhau tai diém Y,
DE va D'E' cat nhau tai diém Z. Ching minh X, ¥, Z thé‘ing hang” (h.2.51)

Hinh 2.51

That vay, khong khé dé thay ring céc giao diém X, Y, Z déu cling thudc céc
mat phing (DEF) va (D'E'F") nén chiing phai nam trén giao tuyén cla hai
mat phang nay. Suy ra X, Y, Z thing hang va bai todn duoc ching minh.

Bay gid chiing ta hay sir dung phép chi€u song song dé suy ra két qua cia
bai todn phang. '
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Ki hiéu (P) 1a mat phang (d,, d;, ds). Ldy mot duong thang d, di qua O va
khéng thudc (P) va hai diém A,, A4, trén d, sao cho A\A 1 4, A" (h.2.52).

M

Hinh 2.52

Xét phép chiéu song song lén mit phang (P) theo phuong chigéu A,A. Ta co
A, A' vad, chinh |2 &nh cla A,, 4, va d, qua phép chi€u nay.

Lai ¢c6 AB vd A'B' 1a énh cha AB, A4 B' ma AB, A'B cit nhau tai diém P
vd A,B vd A;B' dong phing nén ching phai cit nhau tai mot diém P, (va P

12 anh ctia P, qua phép chi€u).



Tuong tu, A,C va A,C" phai cit nhau tai mot diém N, (vd N 1a 4nh ctia N,
qua phép chi€u). Theo bai toan khong gian thi M, N,, P, thing hang, suy ra
anh ctia chiing 1a cdc diém M, N, P ciing phai thang hang.

Hinh biéu dién ciia mot hinh khéng gian

Nhu da néi & trén, hinh vé minh hoa (hay hinh biéu dién) ctia cdc vat thé
khong gian ma ching ta cdn thuc hién trén mat gidy phai it nhiéu phd hop
v6i cam nhan bing mat thudng déi véi cdc vat thé d6. Do dé thong thudng
cdc hinh v& nay chinh 1a dnh clia céc hinh khong gian ma ching ta quan tam
qua mot phép chiéu song song duoc lya chon thich hgp. '

Vi the khi tién hanh céc hinh vé minh hoa ctia phan hinh hoc khéng gian,
can luu ¥ trude tién dén cdc tinh chat ctia phép chi€u song song ma chiing ta
da dé cap ¢ trén, cu thé 1a:

- Phép chiéu song song béo toan tinh thing hang.

- Anh clia hai dudng théng song song 13 hai dudng thing song song (hoic
triing nhau).

- Phép chi€u song song bao toan ti s6 clia hai doan thang trén hai dudng
thdng song song (hodc triing nhau).

Chang han trung diém mot dudng thiang hoac trong tim moét tam gidc trong
hinh bicu dién ciing phdi 12 trung diém doan thidng hoac trong tam tam gidc
tuong ting. Céc hinh thang, hinh binh hanh trong céc hinh vé& minh hoa ciing
phai la hinh thang, hinh binh hanh va néu ti s6 do dai ca cic ddy cla hinh
thang duoc cho trudc thi né ciing phdi giit nguyén trong biéu dién.

Phép chi€u song song khong bio toan géc giita hai dudng thang ciing nhu ti s6
clia hai doan thang trén hai dudng thing cit nhau. Do d6 hinh biéu dién trong
hinh hoc khong gian ctia hinh chi nhat hoac hinh vuéng khéng nhat thiét
cling phai la hinh chit nhat hoic hinh vuéng ma cé thé 1a hinh binh hanh.

Doi v6i duong tron, ngudi ta chiing minh dugc rang anh clia né qua phép
chiéu song song 1a mot elip trong dé tam ctlia elip chinh I3 4anh cha tam
dudng tron. Do d6 hinh bi€u dién ctia dudng tron 1a mét elip va cic dudng
kinh cia dudng tron 6 biéu dién 1a cdc “day cung” di qua tam cia elip.
Hinh bi€u dién tam gidc ABC véi cic trung tuyén va trong tam trong mat
phéng (P) (h.2.53).
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 Hinh253 Hinh 2.54
Hinh biéu dién hinh chit nhat ABCD ndi ti€p dudng tron (O) trong mat
phang (P) (h.2.54).
Mot diém cdn luu ¥ nita 1 cdc vat thé khong gian (nhu t& dién, hinh chop,
hinh lang try, ...) déu 1 cdc hinh khdi nén thong thudng khi xem xét tr mot
géc nhin cu thé (ching han géc nhin ma ta chon lam huéng cua phép chiéu
song song khi ti€n hanh v& minh hoa), s€ c6 nhiing doan thang, nhiing cung
tron, ... bi che khuat. Nhitng doan thing, nhitng cung tron bi che khuat nhu
vay thuong quy uéc duge vé bang nhiing nét dit doan.
Hinh biéu dién cta hinh chép S.ABCD véi ddy la hinh thang va cic dudng
chéo cua day (h.2.55).

s D

0 B ¢
\3'&::'—_‘ 1
NIc~o Iy
SOty SURRRERLNRSE SN Y
~ N
\\\ \\
~ \
~ Y
- SN
~ - NN
\5\ ~ N
~\\\:\\\\
SV
Hinh 2.55 ' Hinh 2.56

Hinh biéu dién cta hinh hop ABCD.A'B'C'D' véi céc dudng chéo chinh va
tam O (h.2.56).



BAI TAP

20. Cho tt dién ABCD. Goi I 12 trung diém canh AB va M, N 1a cdc diém thay

déi trén c4c canh AC, AD sao cho AM _ AN
) - CM DN

a) Ching minh giao tuyén d clia cdc mat phang (BMN) va (ICD) luon song
song v6i mot dudng thing c6 dinh.
b) Goi P la giao diém cla d véi mat phang (ABC); AP cit BC tai H. Ching
minh giao diém K cia NP va DH lu6n thudc mot dudng thing c6 dinh.
21. Cho t dién ABCD. Mot mat phang (a) thay déi cét cdc canh AB, BC, CD,
DA lan lugt tai M, N, P, Q.
a) Chung minh t& gidc MNPQ 13 hinh binh hanh khi va chi khi
AM _CN CP _ AQ
BM BN DP DQ
b) Gia st mat phéng (o) thay d8i sao cho MNPQ I3 hinh binh hanh. Tim
quy tich tam O cta hinh binh hanh MNPQ.

22. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh. Mot mat phing ()
thay déi di qua AB va cit SC, SD tai M, N.

a) T gidc ABMN la hinh gi? Vi sao?
b) Chiing minh giao diém / cia AM va BN luén thuoc mot dudng thing c6 dinh.

c¢) Ching minh giao diém K cia AN va BM luén thudc mot dudng thing cé

dinh va A5 BC khéng déi.
MN  SK

23. Cho hinh lang tru ABC.A’B'C". Goi I, J 1a trung diém AB', B'C'.
a) Xdc dinh giao tuyén clia cdc mit phing (ACC'A’) va (A'1J);

b) K la mot di€m thudc canh AC. Xéc dinh thiét dién ctia hinh ling tru cét
bdi mat phang (IJK).

24. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. Goi M, N, P, Q, R, S lan luot 13 trung diém
céac canh AB, BC, CC', C'D', D'A', A’A.
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a) Ching minh cdc diém M, N, P, Q, R, S cung thudéc mot mat phing va
mat phing nay di qua tam cta hinh hop.

b) K la diém tren B'D': KB' = 4KD'. Xdc dinh thiét di¢n ctia hinh hop cét
bdi mat phing (MNK).

25. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. Mot mat phang (c) thay déi di qua AA’ va cét
cic canh BC, B'C' tai M, M'.

a) T gidc AA’M'M 1a hinh gi? Vi sao?

b) Goi I la trung diém AM. Ching minh giao diém K cla AM" va A'[ ludn
thuoc mot dudng thang cd dinh.

¢) B'C cat MM' tai N. Goi H 1a giao di€ém clia AN va A'M'. Ching minh
trung diém J ctia D'H luén thudc dudng thang A'C".

26. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD 1a hinh binh hanh. Goi M, N, I la trung
diém céc canh AB, CD, SA.

a) Chiing minh SC // (MNI)

b) P la mot diém thuoc canh SB. Xéc dinh giao tuyén clia cdc mat phang
(CIM) va (APN).

c) Q la mot diém thuoc mat bén (SAD). Xdc dinh thiét dién ctia hinh chép
cét bai mat phing (CPQ).

27. Cho tit dién ABCD. Goi M la trung diém AD va N 1a mot diém thay doi trén |
canh BC. Ki hiéu (o) 12 mot mat phiang di qua MN va song song v6i CD.

4 Xéc dinh thiét dien cha ti dién cit bsi mat phing (o). Tim vi trf clia
diém N dé thiét dién nay I hinh binh hanh.

b) Goi P, Q la giao diém ctia AC, BD véi (o). Chiing minh giao diém K clia
MN va PQ luén thuoc mot dudng thang d c6 dinh va d di qua trong tam
clia td dién. '

28. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thang véi day lon AD, M 1a
diém thuoc canh CD va N 1a mét diém thudc canh bén SB.

a) Ki hiéu (o) 12 mat phing di qua MN va song song v6i AB. Xéc dinh thiét
dién tao bdi hinh chép véi (av).

b) Ki hiéu (B) 12 mat phang di qua M va song song vdi BD, SC. Xéc dinh
thiét dién chia hinh chép cat bdi mat phang (B).
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29. Cho hinh chép S.ABCD. Goi F, G 1a trong tdm cdc mat bén (SAB), (SAD) va
E 1a di€ém thuoc canh AB: 4 ~1~
EB 3
a) Xdc dinh giao tuyén clia cic mat phing (EFG) va (SBD).
b) M la mét diém thudc canh CD. Xdc dinh thiét dién cha hinh chép cét bai
mat phang (FGM).

30. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh, E 1a trung diém
canh bén SC va M 1a mot diém thay déi trén canh bén SA. Ki hiéu (o) 12 mat
phang di qua EM v song song véi BD.

a) Ching minh mat phang (a) di qua mot dudng thang ¢ dinh. Xac dinh
giao di€m cta SB, SD vdi (o).

b) F la mot diém thuoc mat bén (SAB). Ki hiéu (B) Ia mot mat phing di qua
EF va song song v6i BD. X4c dinh thiét dién ctia hinh chép cat boi mat
phang (B).

31. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C'. Goi I 1a trung diém canh AB va (o) 13 mat
phang di qua / va song song véi AB', BC'. B
a) Xdc dinh giao tuyén clia cdc mat phéng (BCC'B') va (o). Ching minh (o)

di qua trung diém clia AC'.

b) J la di€ém trén doan AC': -A% = 4. Ki hiéu (B) 12 mat phang di qua J va

song song v6i A'l, BC'. Xdc dinh thiét dién ctia hinh lang tru cat bdi mat
phang (B).
32. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’. Goi I 12 trung dié'm canh B'C".
a) Chuing minh AB' // (A'IC). "
b) M 1a mot diém thuoc canh A'C', AM cit A'C tai P, B'M cit A'l tai Q.
Ching minh PQ // AB'. Tim vi tri diém M dé dién tich tam gidc A'PQ

s 2 .
bang ° dién tich tam gidc ACI.

c) Jla di€ém thuoc canh AC: JA = 3JC. Ki hiéu (o) Ia mat phing di qua J va
song song v6i AB', IC. Xéc dinh thiét dién ctia hinh lang tru cdt boi mat
phéng ().
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33.

35.

36.

37.
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Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Goi I la trung dié‘m AB'.

a) Ching minh C'I // (ACD").

b) M 1a mot diém thudc canh DD'. Xdc dinh giao tuyén cua cdc mat phéang
(C'IM) va (ACD’). Tim vi trf diém M dé giao tuyén nay di qua trung
diém AD'.

¢) N 1a mot diém thuoc canh C'D'. Xdc dinh giao di€m cla AB, AD v6i mat
phang (IMN).

. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D' va M 1a mét di€m thay doi trén doan B'C.

a) Chung minh D'M // (A'BD).

b) Xéc dinh giao diém K cha AM vé6i (A'B'C'D"). Ching minh K luon thudc
mot dudng thang d c6 dinh va d // A'C".

¢) N la diém thudc doan AC: —g% = 2. Ki hiéu (o) 1a mat phang di qua N
va song song v6i DA', D'M. Xéc dinh thiét dién ctia hinh hop cét boi mat
phang (o).

Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’, M la mot diém thudc canh AB va N 1a mot

diém thudc doan B'C.

a) Ki hiéu (o) 12 mat phang di qua MN va song song v6i BC. Xac dinh giao
tuyén cuia cac mat phang (A'B'C") va (o).

b) P 1a mot diém thuoc canh AC va @ 1a mot diém thudc canh A'B’. Xac
dinh thiét dién ctia hinh lang tru cit boi mat phang (NPQ).

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Goi I, J, K 1an lugt 1a trung diém AB, B'C', D'D.
a) Chdng minh cdc mat phang (AB'D"), (BDC") va (I/K) d6i mot song song.
b) M la mot diém thuoc canh B'C'. Ki hiéu (o) 1a mat phang di qua M va song

song véi mat phang (/JK). Xac dinh thiét dién cua hinh hop cit bai (o).
¢) H 1a mot diém thudc canh DD'. Xdc dinh thiét dién cta hinh hop cit boi
mat phang (IHM).

a) Trong khong gian cho hai dudng thing a, b chéo nhau. Tim tat ca cdc
diém M sao cho t6n tai duy nhat mot dudng thang di qua M va cat dong thdi
cdc dudng thang a, b.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

minh ton tai vo s6 dudng tb@(‘g a,‘?‘?zt{
Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ va M ;@ mot .@19m mu o dof%n AB’-
) Xdc dinh cde giao diém I,/ cita BC', DA’ véi mit phing (MCD').
b) Chl’mg minh M, '1 jthérig fhémg - R

doéng thoi a, b
b) Tim diéu ki¢n ctia ¢ dé dudng thang d ton tai.
a) Cho ba dudng thang a, b, ¢ d0i m(‘)t chéo nhau. Tim diéu kién cla chiing
dé ton tai duy nhat mot hinh hép c6 3 canh pém trén ba dudng thang da cho.
b) Cho bén mat phang (), (B) ) (6) $20 cho ba mat phang bét ki trong

ching c6 ding mot dlem chung Chung mmh ton tai mot hinh hop cé céc
canh bing nhau va céc dmh nam trén cac mat phang da cho.

Cho tit dién ABCD. Goi / 1 trung diém AB va J 12 diém trén canh CD sao
choJC =2JD.

a) Xac dinh cdc diém M, N thuoc cdc dudmg thing AD, BC sao cho MN # 1J.
b) Xdc dinh céc diém P, Q thudc céc dudng thing AC, DI sao cho PQ // BI.
Cho hinh chép S.ABCD va (o) 1a mat phépg cét ééc canh SA, SB, SC, SD tai
M,N,P,Q. :

a) Chung mmh c6 v s6 mat phang (oc) dé MNPQ 12 hinh binh hanh.

b) Xdc dinh mat phgng (o) dé hinh binh hanh MNPQ c6 dién tich 16n nhat.
a) Cho hai duong thfmg a, b chéo nhau va hai diém A, B thay déi trén a, b.

Tim quy tich diém M thudc doan AB sao cho % =k (k duong, cho trudc).

b) Cho hai duong thang a, b chéo nhau va duong thang ¢. Tim diéu kién clia ¢
de ton tai duy nhat mot duong thang d cét dong thoi cac dudng thang a, b, ¢

tal A B C sao cho C thuoc doan AB va % =k (k duong, cho trudc).
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VECTO TRONG KHONG GIAN.

QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

§1. VECTO TRONG KHONG GIAN.
SU PONG PHANG CUA CAC VECTO

Vecto trong khong gian

Khai niém vecto va cac phép toan vecto da dugc dé cap trong chuong trinh

hinh hoc 16p 10. Tuy nhién, khi d6 tat ca cdc vecto ma chiing ta xem xét déu
nam trén cling mot mat phang.

O chuong II, ching ta da lam quen véi viéc nghién cttu hinh hoc khong gian
ma déi tuong cha né la cdc hinh cé thé khong ciing ndm trong mot mat
phéng. Chang han tt dién ABCD la mot hinh c6 tinh chat d6 va nhu th€ cac
vecto AB, BC, CD khéng cling ndm

trong mdt mit phang nao ca (h.3.1). A

Trong chuong nay, ching ta s€ néi dén
cac vecto trong khong gian. Vecto, cic
phép todn trén cdc vecto da dé cap trong
hinh hoc phang, vé co ban duoc chuyén
tuong tu cho hinh hoc khong gian nén
khong danh thdi gian nhac lai. Tuy
nhién, cdn phai nam viing thém mot s6
két qua néu duéi day dé van dung vecto
vao viéc giai cac bai tap trong hinh hoc
khong gian.

1) C4c diéu trinh bay vé tam ti cu cia hé diém {A,, A,, ..., A,} V6i cac hé s6
tuong tng {a,, a,, ..., o, } trinh bay trong tai liéu chuyén Todn Hinh hoc 10
van cdn dung trong khong gian, cu thé la:

7 B. TLCT HINH HQC 11



) n B . n -
Khi Y o, #0, tam ti cu G ciia he diém dé xic dinh bdi Y o, GA =0 va véi
i=1 ;

i=1
)
mot diém O nao ddy (hay véi moi diém 0) ta c6: OG =-=——— (khi moi

2.4
i=1

o; bang nhau, ta dugc trong tam ctia he diém).

a) Ching han, d6i véi tt dién ABCD (h.3.2) ta luon cé:

e AB+AC+AD=44G (G la trong tam clia ABCD)

o MN-= -;—( AD + R*) (M, N lan lugt Ia trung diém ctia AB vi CD)

* Diém G la trong tam cita hinh t& dien ABCD khi va chi khi mot trong hai
di€u kién sau day xay ra:
+ GA+GB+GC+GD =0

+ FE:%(?Z+1‘J§+FE+@) v6i moi diém P.

A
A N
B/\“\\‘
\‘ \\
M
\“ /\/"\,\
A
B ‘v,/{'
D ,,/’)LA _______
e
N .
C B’
Hinh 3.2 Hinh 3.3

b) D6i v6i hinh hop ABCD.A'B'C'D’ (h.3.3) ta luén cé:
o AC'=AB + AD + AL (quy tac dudng chéo ctia hinh hop)

* C6 diém O sao cho OA+0B+0C+0D+04 +0B +0C +0D =0 va
véi di€m P bt ki trong khong gian ta c6

— s e e

PA+PB+PC+PD+PA +PB +PC +PD =8P0. tir ds suy ra diém O
1a duy nhat (O 1a trong tam ctia hé dinh clia hinh hop).
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2) Ve tich vo hudng clia hai vecto trong khong gian can luu ¥ hai tinh chat

sau day vin con ding.

e Trong tam gidc ABC ta cé 24B.AC = AB> + AC* - BC?

o Tinh chat phan phéi cia tich vo huéng dGi véi phép cong vecto tic la
i (B+d)=abac, cuhé
Khi @, b, ¢ cing nim trong mot
mat phéng thi tinh chat d6 luén xay
ra, con khi a, b, ¢ 1a ba vecto bat
ki, né duoc giai thich:
T mot diém © ta dit Od=a,
OB=b, OC=c¢ (h.3.4). Liy diém
D sao cho OBDC 13 hinh binh hanh, Hinh 3.4
titc 1a OD = OB+OC . Khi dy ta c6:

2abh =04 +OB> —AB*, 2a.c =04 +0C? — AC?

Boi vay 2(ab +Z:.E) =204 + OB +0C* —(AB’ + AC?) (1)
Mat khéc, trong hinh binh hanh OBDC ta ¢6
2(0B’+0C?)=0D* + BC" (2)
Goi I 1 tam ctia hinh binh hanh OBDC thi Al la trung tuy€n cua hai tam
gidc ABC va AOD nén

o AB +ACT BC® 04’ +4D*> OD’

2 4 2 4

Vay AB*+ AC? =04’ + AD? +—;—(BC2 -0D?) 3)

Tu (1), (2), (3) tacod

ab+ac= l[20A2 +'-1-(01)2 +BC?)-04* - AD? —-l(BCz ~0D? )}
2 2 2

(04> + 0D’ —AD2)=—0_A7.55=21.(13+15),

_1
2
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Sau day la mot s vi du nhim muc dich on tap lai nhiing kién thic da c6 vé
vectd trong mat phang dé 4p dung vao khéong gian.

Vi du 1. Cho t¢ dién ABCD. Gia st E va F lan luot Chld AB va DC theo ti s6
kcon P, O, R 14n luot chia AD, EF, BC theo ti s6 L. Chu’ng minh ring ba
diém P, O, R thing hang (dlem M goi 1a chia doan thang AB theo ti s6 k # 1

néu MA kMB)

Giai (h.3.5)

Cdach 1

Ta céd P—Q=F4+E+EQ (-
PO=PD+DF+FQ )
T (2) tacéd

PO =IPD+IDF +1FO. 3)

Trir dang thic (1) cho (3’) taco:
(1—51)—1@=:4_E—15_ﬁ hay

Tuong tu ta c6 @Q =

Mat khdc EA=kEB, FD=kFC nén @:—l—k—l‘éﬁ %ﬁ-~kQR hay

/

OP = kQR , tic 1a ba diém P, Q, R thing hang.
Cach 2
Ta chon mét diém O wy § va dat Od=a, OB=b, OC =c, OD=d.

Vi E chia AB theo ti s6 k nénf)wljf = OAI_ l‘;{OB = al_];{b

F chia DC theo ti $6 k nén b_f:ODl_I;COC ___'dl—/l‘;c )
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Cic diém P, Q, R chia AD, EF, BC theo ti s6 [ nén

—P__Zz-zZi opb-le.
T P
55 OE=IOF _ 1 a-kb d=ke)| 1 (a-i@ k(b-lc)

-1 1-1| 1=k 1=k | 1=k| 1= 14

Vay 00 = —1;(01) kOR).

—

Ta lai c6 i——l—/;Jr—l——lEk——l nén tir dang thiic trén suy ra ba diém P, Q, R thang

hang.
Vi du 2. Cho hai t&t dién ABCD va A'B'C'D'. Goi G va G' lan lugt 1a trong

tam cta hai tit dién d6. Ching minh ring GG’ < %(AA’ +BB'+CC'+DD').

Gidi. Vi G va G' la trong tam cta ti dien ABCD va A'B'C'D’ nén

GA+GB+GC+GD=0, GA+GB +G'C +G'D' =0,
Mat khic ta c6: GG' =GA+ AL + A'G’
GG =GB+BB +B'G'
GG =GC +CC' +C'G
GG' =GD+DD + D'G’

OIS U ———

Tit d6 4GG' = A4’ + BB’ +CC' + DD’ hay

~}A7Y+§Z_3~’+E‘-5’+Z)‘ﬁ .

~Tir d6 suy ra GG' < %(AA’ +BB' +CC'+ DD').
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Vi du 3. Cho bén diém A, B, C, D bat ki trong khong gian. Chiing minh ring
AB.CD < AC.BD + AD.BC. _

Gidi. Do vai trd clia A, B, C, D nhu nhau nén ta xét mot trong bon diém dé,
ching han diém A.



Néu A tring v6i mét trong cdc diém B, C, D thi bat dang thitc pha1 ching
minh hién nhién ding.

Néu A khong tring véi B, C, D thi AB, AC, AD déu khéc khong. Khi ay
bat dang thic AB.CD < AC.BD + AD.BC tuong duong véi

CD __BD .\ BC
AC.AD ~ AB.AD AB.AC

()

D¢ ching minh bat ding thitc (*), ta chon cdc diém B, C', D' sao cho
I o= = 1 ——

AB =—L B, 4C - 4D
AB? D
Khidy tacé D' =—2 _ pp= B8P  po_ BC
AC.AD AB.AD AB.AC
That vay ta c6:
C/DIZ____(ADI_AC,)Z___ 17"—"’ 17_:]
AD? AC?
__1_, 1 _24DAC |
AD*  AC* AD*AC?
=AC“+AD7'—2?AD.AC _ C,D'_, wds opr = CD
AD*AC? AD*AC? AD.AC

Cac déng thic con lai dugc ching minh tuong tu.

Mat khdc ta luon ¢6 C'D' < B'D' + B'C".

Vay bat dang thic (*) duge chiing minh,

tifc 1a bat dang thic AB.CD < AC.BD + AD.BC dugc ching minh.

Vi du 4. Cho tit dien ABCD c6 AB=c,CD =¢', AC =b, BD = b', BC = a,
AD = &'. Tinh géc giita hai vecto BC va DA .

Gidi. Ta ¢6 BC.DA = BC(DC +CA)=CB.CD~CB.CA

=~l-(CB2 +CD? —131)2)—‘1(CB2 +CA* ~ AB?)
2 2
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Vay géc giita hai vects BC vd DA xéc dinh bdi

2 2 2 2
¢+ =b" =0

1

cos (EE EZ) - -

Vi du 5. V6i bon diém A, B, C, D bat ki, ching minh ring
AB.CD+BC.AD+CABD=0.
Tir d6 suy ra' trong & dién ABCD néu c6 AB L CD, BC L AD thi
CALBD.

Gidi. Ta <6 ABCD + BC.AD+CABD

:Z—B(@ +Z5)+(732 +74—5)E+~Cj4'(32+7473)

— AB.CA+ ABAD + BAAD+ AC.AD + CABA+CAAD =0.
1Chi tif dien ABCD 6 AB LCD, BC LAD, tic la ABCD =0, BC.AD=0,
{if k&t qua chiing minh & trén suy ra CABD =0, ticc 1a CA L BD .

Vi du 6. Chtng minh ring dién tich S cla tam gidc ABC c6 thé tinh theo

cong thic S = %\/ AB* AC? -(Z’1§.}Tc)2 .
Gidi. Dat «/la goc giita hai vectd AB, AC . Tacé
AB*.AC? —(ZB.’ZE)" = AB* AC*(1-cos’ &)= AB.AC’sin’

2

:4(%AB.ACsina) =457,

Vay S:%\/ABZ.ACZ ~(4B.AC) .

Vi du 7. Tinh do dai d ciia dudng chéo OD clia hinh hop bi€t d6 dai OA = a,
OB = b, OC = ¢ clia ba canh xuat phat t diém O va cic géc BOC=a,
COA = B, AOB = y . Tinh céc géc ¢y, ¢,, @, gilta vecto OD va vecto O4,
OB, OC .



Gidi. D& thiy OD = OA+ OB +OC , tix d6
d*=0D" =(04+0B+0C)

=a’+b>+c’ +2abcosy +2accos B+ 2bccosa,

Vay d =,\/02 +b* +c* +2abcosy +2accos f+ 2bccos a ’
OA.OD 52(52+51§+55)
oifor Ao

Ta co cosq, =

a’ +abcosy +accos

a\/a +b +¢? +2abcosy+2accosﬁ+2bccosa

a+bcosy+ccosf

\/a2 +b* +¢* +2abcosy + 2ac cos B+ 2bccos o

Tuong tu ta c6

acosy+b+ccosax
cosQ, = =
\/a +b* +¢* +2abcosy +2ac cos B+ 2bccos o
acosff+bcosa+c
cos @, =

\/a2 +b° +¢* +2abcos y +2ac cos B+ 2bc cos o

Vi du 8. Cho tt dien ABCD. Goi P va Q lan luot I trung diém cta AC va
BD. Chiing minh ring AB* + BC* + CD* + DA’ = AC* + BD’ + 4PQ".

Gidi. Dat DA=a, DB=56, DC = ¢ . Khi dé ta c6:
PO = PA+AD+13@~§£+ZB+2§_“‘C a+l 1(-&+1§—E).
2 2 2 2

Tu doé
AC? + BD* + 4P(? :(2—5)2 +b +(~Zz+lﬂn~2)~
=24 +2b +2¢ —2ab-2bc.

Vay AB* + BC* + CD* + DA* = AC* + BD* + 4PQ".
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Vi du 9. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 AB = a, AD = b, AA’" = ¢. Céc gbc
tai dinh A clia hinh hop cling bing o
(0° < a < 90°). Tinh dién tich mat
chéo ABC'D'.

A
M//»

B

Gidi (h.3.6). Ta c6 AD' =AD+ AA',
W dé AD" =b* +¢* +2becos .
Mat khic AB.AD = a(b+c)cosa.

Do ABC'D' 1a hinh binh hanh nén

— el

S sy = AB AD" —(AB.AD) Hinh 3.6

2
=a\/b2 +¢’ +2bccosa—(b+c) cos’a .

Vi du 10. Cho hinh chép S.ABC c6 SA=SB=SC =a, ASB=BSC =CSA=a .
Tinh dién tich thiét dién cia hinh chép cit béi mat phang di qua A va céc
trung diém B', C’ lan luot cha SB, SC.
Gidi (h.3.7). D& thdy thiét dién thu
duoc la tam gidc can AB'C’ (can tai A).
Ta co

2

Sy = ‘;‘\/AB'ZAC’2 —('/1—337:4‘—("7)

:-;-\/AB"‘ (4B ACY .

Mat khdc 4B’ =SB’ —SA4 nén Hinh 3.7
2 2

AB” :—a4;(5——4cosa) va AB AC :(@~§2)(§€"—§2):%(4-3cosa).

4 4
Khi dy S, :—;-\/?—6—(5 ~4cosa)’ —-§1—6—(4—3c050:)2

:%_\/9+7cosza——16cosa .



a)

Vi du 11. Cho tit dién ABCD. Goi N 1a diém thugc canh CD (N khéc C, D)
NC tCA2 —Cle
ND ]DA2 —D82I '

sao cho NA = NB. Chiing minh ring

2

Gidi. Ta c6 CA> —CB? -_—(m—J\T"C)2 ~(NB-NC)
= NA> = NB* =2NA.NC +2NB.NC
- 3NC(NB - NA) = 24B AT

Twong tu ta ciing c6 DA’ — DB> =2AB.ND
NC ——

Mit khic do N, C, D théng hang nén NC = —XTEND .
Tudé CA’ -8 =2 Y Np 7B =-_A_/—_C.(DA2 —DBE).
ND ND

NC CA* ~CB?
Y Wb~ |DA* —DB?

Su déng phang cla cac vectd.

Diéu kién dé ba vecto déng phing

Cdc vecto phu thuéce tuyén tinh, déc lap tuyén tinh

+Cho k vecto @, a, , ..., a, , k> 1 va ks6 p,, p, ..., p,. Ngudi ta goi vectd
PG+ Pyt +...+ poa;, 12 mot 8 hop tuyén tinh cla céc vecto a,, a, , ..., a,
VGi cdc SO py, p,, ..., p; 12 cdc he s6 cha t6 hop tuyén tinh dy.

+ Céc vecto ch, c: Z,,“ ‘goi la phu thudc tuyén tinh néu tén tai cic so
Pi» P2 -, p; khong dong thdi bing 0 sao cho pa, + p,a, +..+pa, =0.
Trong trudng hop nguoc lai, cic vecto 5; goi la doc lap tuyén tinh. N6i cach

khac, néu cdc vecto «;, a, , ..., a, doc lap tuyén tinh thi ta chi c6 déng thic

p,a+p2;2+...+pk&;:6 khip,=p,=...=p,=0.
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b)

c)
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Diéu kién dé cdc vecto phy thudc tuyén tinh

PINH LI 1. Cdc vecto a,, ay, .. E; (k > 1) phu thudc tuyén tinh khi va

chi khi ¢6 it nhdt mot trong cdc vectd Gy la mot t6 hop tuyén tinh cua cdc
vecta con lai. ‘

Chitng minh. N&u a,, a, , ..., a, phu thudc tuyén tinh, tic lataco
P+ pyay +otpa, =0

trong dé cé it nhat mot hé so p; khac 0, chéng han p,.

Tur d6 suy ra g, S 2 R Py

k Py

ak

Hé thitc nay ching td @, 12t hop tuyén tinh clia cdc vecto con lai.

—_—

Nguoc lai, gid sit vectd a, = p,ay + p,a, + ...+ Py » U dé

pay+ pyay +et P —a, =0,
Vay ching to hé 27:, 27; y e E,: phu thudc tuyén tinh.
Tt cdch chiing minh ménh dé trén ta suy ra ket qua sau:
Néu cic vecto ;1 , 21_: s e E,: doc lap tuyé'n tinh thi bat cii vecto nao trong tap
hop cdc vecto dy ciing khong thé 12 t8 hop tuyén tinh cla céc vectd con lai.
Pinh 1i sau day néi lén y nghIa hinh hoc clia hai vecto phu thudc tuyén tinh
(d& dang ching minh dugc dinh 1i d6).
PINH LI 2. Piéu kién cén va di dé hai vecto phu fhuéc tuyén tinh la
chung ciing phuong.
Ba vecto dong phdng
Ta biét rang v6i hai duong thang phan biét trong khong gian luon co mét
phéng song song véi hai dudng thing d6. Nhung néi chung khong c6 mat

phang song song véi ba dudng thang phan biét cho trudc. Néu c6 mit phéng
nhu the thi ta néi ring ba vecto nam trén ba dudng thang ay la dong phéng.

DINH NGHIA. Ba vectd a, b, ¢ goi 1 dong phdng néu gia caa ching

cung song song v6i mot méat phang.



Trén hinh 3.8 gid ctia ba vecto Zz, Z;, c déu song song v6i mat phéng (P)
nén ba vecto dé dong phang.

Hinh 3.8
Nhdn xét. Tir dinh nghia néu trén suy ra: Néu tir diém O ta dit Od=a,
OB=b, OC =¢ thi ba vecto a, b, ¢ dong phing khi va chi khi bén diém
0, A, B, C nam trén mot mat phé‘ing hay ba dudng thiang OA, QB, OC cung
ndm trong mot mit phing.
Vi du. Déi véi tit dién ABCD (h.3.9), goi M va N lan luot la trung diém cua
AB va CD thi ba vecto Ef MN, AD dong phing. Diéu nay suy ra bon
diém M, N, P, Q cuing trong mot mat phang, & d6 P, Q la trung diém cia
AC, BD.
Diéu kién ba vecto dong ph(fng
Tir dinh nghia ba vecto dong phfmg va su khai trién mot vecto theo hai vecto
khong cing phuong trong hinh hoc phang chiing ta ¢6 thé chiing minh dugc
dinh Ii sau.
PINH Li 3. Cho ba vecto a, b, c trong dé a va b khong cung phuong.
Diéu kién cin va di. dé ba vecto a, 5, ¢ déng phdng la ¢ cdc s6'm, n

sao cho ¢=ma+nb. Hon nita, cdc sé m, n la duy nhdt.

Dinh 1i 3 néi dén diéu kién dé c6 thé biéu /
thi mot vecto qua hai vecto khong ciing LA — C
phuong (h.3.10). Pinh 1i duéi day s& néi M
vé biéu thi mot vecto qua ba vecto khong 0 = B
. , A A
dong phang.
&P & Hinh 3.10
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DPINH Li 4. Néu a, b, ¢ la ba vecto khong dong phdng thi vdi mbi vecto
d ta tim duoc cdc s6'm, n, p sao cho d =ma+nb+ pc. Hon niza cde s6'm,
n, p la duy nhat.

Chitng minh. Tu diém O, ta dat
OA-;. OG5, OC=:, OD-4.
Do a, b, ¢ khong dong phang nén
bon diém O, A, B, C khong cling nim
trong mot mit phang.

Tir diém D ké dudng thang song song
(hodc triing) v6i dudng thang OC, cat
mat phing (OAB) tai diém D'
(h.3.11). Khi d6 OD=0D +D'D.

Theo dinh 1i 3 ta ¢ céc s6 m, n sao cho OD' = ma+nb . Ngoai ra, D'D = pe
(vi D'D va ¢ 1a hai vectd ciing phuong va ¢ #0).

Vay 55=m&+n5+p2,tﬁ'c la E:mgt+n5+p5.

Néu con c6 OD=m'a+n'b+ p'c thi (m—m’)21+(n—n’)5+(p~—p')5 =0.
Doa,b,c khong déng phang nén m —m' =n—n'=p —p' =0, tic lam = m',
n=n',p=p'. Viy cdc s6 m, n, p 1a duy nhat.

«hi ¢6 dang thiic d =ma+nb+ pZ’ nhu trén, nguodi ta con ndi vecto d khai

trién theo ba vecto khong dong phang a, b, c.
Tu hai dinh If khai tri€n néu trén ta thay:

1. Trong khéng gian cho hai vectd a, b doc lap tuyén tinh. Tap hop tat ca
céc vectd ¢ sao cho a, b, ¢ phu thudc tuyén tinh dugc ki hiéu la
<a, b>va goi 1a khong gian vecto hai chiéu sinh bdi hai vecto a, b.
T dinh li 3 suy ra rdng néu ¢ e <a, b>thi c=ma+nb. Vay khong
gian vecto hai chiéu sinh basi a, b c6 thé xem nhu tap hop tat ci cac

vecto dang ma+ nb trong dé m, n 1a nhiing s6 thuc bt ki.



C6 the chiing minh duoc ring néu ta lay hai vecto @', b doc lap tuyén
tinh cla <Zz, b> thi<2f’, 17’>=<Zz, b>.

2. Trong khong gian, cé nhiing bo ba vecto doc lap tuyén tinh, cu thé chi
cén chon ba vecto sao cho chiing khong déng phang.

Ta ching minh rédng bat ki bon vecto ;1: , d,, d,, a, nao ciing phu
thudc tuyén tinh.

That vay, xét ba vecto ;1: Z, 21: néu ching phu thuoc tuyén tinh thi
tat nhién 217 , ‘Z , 5; , aj phu thugc tuyén tinh. Néu ching doc lap tuyén
tinh thi 1y diém O nao d6 va cdc diém A, Ay, A, sao cho _OZ;=EI~I
OA,=a,, OA =a,. Pt OM=a,. Vi a, a,, a doc lap tuyén tinh
nén O, A, A, A, khong nim trén mot mat phdng Khi dé
OM = an +/La +/Larq tuc 1a bén vecto al, a,, ax, a phu thuoc

tuyén tinh.

Trong khong gian, ba vecto ¢é thd tu Z, } k doc 1ap tuyén tinh dugc
goi la mot co s& clia khong gian. Moi vecto u bat ki ¢é biu dién duy
nhat du6i dang u=xi+yj+zk. Bo ba (x; y; z) duoc goi Ia toa do clia
vecto u d6i véi co SO Z, } E di cho va viet u = (x; ¥; z) hay
z?(x; y:iz).

Chi ¥ rang néu Zt(x;y;z), ;(x’;y’;z’) thi Au =(Ax;Ay;Az) va

u+v=(x+x;y+ y’;z+z') .

d) Chiéu vecto trong khéng gian
Trong hinh hoc phang da dé cap dén phép chi€u vecto, & muc ndy ta dé cap
dén phép chi€u vecto trong khong gian theo cdc khia canh:
+ Khi xét phép chi€u song song clia mot diém lén mot mat phang (P) theo
mot phuong / cho trudc, ching ta ciing ¢c6 mot s6 két qua vé phép chiéu
vectd lén mat phang theo mot phuong cho trugc. Cac két qua ay tuong tu
nhu chleu vecto trong mat phang. ‘
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+ Xét phép chi€u len mot dudng thing theo phuong clia mot mat phing.
DINH NGHIA

e Mot duong thing trén dé da chon mdt vectd don vi goi 14 mot truc.
Hudéng ctia vects don vi goi 1a hudng cua truc.

e Cho mdt truc A, mot mét phing (P) khéng song song véi A va mot

vectd a =AB tuy y trong khéng gian. Qua A va B dung cac méat phéng
song song véi (P) cit A lan ludt 6 A, va B,. Cac didm A,, B, goi 1a céac
diém chifu cla cac diém A, B trén A theo phuong (P); A;B, goi la

vecto chidu ctia AB trén A theo phuong (P) (h.3.12).

) + [.B
Hk=am iR
o E | A B,
Hinh 3.12

Ta cd ZE; = pb—E (OE 12 vectd don vi trén A), p > 0 néu ZI_E, va OE ciing
huéng, p < 0 néu Z,E va OE nguoc huéng. Ngudi ta goi s6 dai sO p la
chi€u cha vecto AB trén truc A theo phuong (P) va viet pohAx—‘I—E hay
p= ChAZI . Nguoi ta con goi p 1a do dai dai s6 cia A, B, va ki hieu p = ;11—37 .
TINH CHAT 1. N&u a =5 thi ch,a=ch,b

TINH CHAT 2. Chiéu ctia vectd téng bing téng cac chiéu cta cac vecto
thanh phan, nghta la ch,(a+8)=ch,a+ch,b.

Chitng minh. T mot diém A dat AB =a réidat BC =b (h.3.13).

Nhu vay AC = AB+BC.

Goi A,, B,, C, la cdc diém chiéu cia A, B, C trén truc A theo cing mot

phuong (P) thi 16 rang 4,C, = A4 B, + B, va suy ra diéu phai chiing minh.



AN
a - >
ATy
A, B, C,
[
Hinh 3.13

Chat y. Bang phuong phéap quy nap todn hoc, c¢6 thé chitng minh dugc

chA(Zz;+5;+...+¢—7;)=chAZr:+chA5;+...+chA21:.
TINH CHAT 3. ch,pa = pch a.

Chitng minh. Lay mot diém O tuy § trén truc A va dung Od=a, OB = le.
C6 hai trudng hgp: p > 0 (h.3.14a) va p < 0 (h.3.14b). Goi A,, B, 1a cic diém
chi€u clia A, B trén truc A. Trong ca hai trudng hgp theo dinh Ii Thales ta ¢6

OB — e
—L =|p|. Trdé OB, = pO4, va suy ra diéu phai ching minh.

04,
A /‘ -B A
04:::7/: -7 A‘ --B/ /:-7 A
. A/ B/ L//O A/
1B
Hinh 3.14a Hinh 3.14b

Sau day la mét s6 vi du véi muc dich dp dung cic két qua cua muc nay vao
giai mot s6 bai tap.

Vi du 1. Cho tam gidc ABC va mot diém O bat ki. Ching minh rang di€u
kien cdn va di dé diém M thuoc mp(ABC) 1 OM = xOA+ yOB+z0C ,
trong d6 x + y + z = 1. Ngoai ra, cdc s0 x, y, - khong phu thuoc vao diém 0.
Véi diéu kién nao cta x, y, z thi diém M thuoc mién tam gidc ABC? '
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Gidi (h.3.15). Vi hai vecto AB vi
AC khéng cing phuong nén diém M
thudoc mp(ABC) khi va chi khi

AM = mAB +nAC .

Diéu nay tuong duong véi

W—Z)’Z:;n(bﬁ_fﬂ)+n((jf_z}g) Hinh 3.15

< OM = (1 --m-n)?)71+ma—l§+n%

batl —m—n=x, m=y, n=zthi hé thic .trén tuong duong voéi
sz@+y@+zb?’, trongdé x+y+z=1.

Di nhién x, y, z khong phu thudc vao diém O.

Diém M thuoc vao mién tam gidc 4 C
ABC khi va chi khi AM cit canh BC

tai diém N vi diém M thuoc doan M _=>

thang AN (h.3.16). 5

V6i méi diém O bat ki thi diéu néi Hinh 316

trén xay ra khi va chi khi
OM =kOA+ k' ON véik + k' = 1k, k' 20va Z)sz@+q56
véip+qg=1,p,q=0.
Nhu vay OM =kOA + k’pﬁé + k’qa—é .
Néu dat x = k, y = k'p, z = k'q thi tat nhién
X+y+z=k+kp+kg=k+k(p+q)=k+k =
déng thoi x20,y>0,z>0.
Vi du 2. Cho hinh chép S.ABC. Ldy céc diém A, B', C’ lan luot thudc céc tia
SA, SB, SC sao cho SA = aSA’, SB = bSB', SC = ¢SC', trong d6 a, b, ¢ la cic

s6 thay déi. Tim hé thic lién hé gitta a, b, ¢ dé mat phdng (A'B'C") di qua
trong tdm G cua tam gidc ABC.
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Gidi. Tit gi4 thiét ta c6 SA=aSA , SB=bSB’, SC =cSC’ .

. [
Goi G 12 trong tam ciia tam gidc ABC thi SG = -3-( SA+SB+ SC) .

Vay 5G=257+ 258+ <50,

3 3 3
Déng thiic nay khang dinh mp(A'B'C’) di qua trong tam G clia tam gidc ABC
khi va chi khia + b + ¢ = 3.
Vi du 3. Cho hinh hép ABCD. A'B'C'D’. Goi M va N lan luot 1a cdc di€ém
chia A’C va C'D theo céc ti s6 k va I (k, | khac 1). Xac dinh &, | dé dudng
thing MN song song v6i dudng thing BD'.

Gidi (h.3.17). Pat BA=a, BB =b, A D
BC=c. N
B = \‘ C C
Vi M chia A'C theo ti s6 k tic la AN STy /\i /
MA = kMC ta suy ra ‘:\::;{i\l .
. N NG T\ TN
——  BA'-kBC b Vo
BM =——— \ YA N 22y
hay BM =——a+ L j_* ¢ 5 ¢
1-% 1-k  1-k
Hinh 3.17
Tuong tu ta c6
BN=—la+ L e
1-1 -/
Tt do6
—_— - - k)~
MN=BN—BM:( L1 a+ L jb+[1+————]c (D)
1-1 1-k% 1-1 1-%k 1-k
Mat khéc, BD' =a+b+¢ , )

Do BD’ va C'D la hai duong thang chéo nhau va N thuoc dudng thang C'D
nén dudng thing MN khong thé tring vé6i dudng thang BD'. Ta suy ra dudng
thang MN song song véi dudng thang BD' khi v chi khi

MN = pBD' 3)
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Mat khéc, Zz, b , ¢ 1a ba vectg khong dong phé"mg nén tir (1), (2), (3) tasuy ra

R
1;] 1~1k J=—1
im*:;c':p <:><k=—l3.
1+i%=p Lp:Z

Vay khi k = =3, /= —1 thi dudng thang MN song song véi dudng thang BD'.

Vi du 4. Cho ti dién ABCD, céc di€ém M, N 1an luot 1a trung diém cua AB,
CD. Goi P, Q la cdc diém lan lugt chia AD va BC theo ti s k (nghia la
PA=kPD, OB=kOC, k # 1). Ching minh ring cdc diém M, N, P, Q cing

thuoc mot mat phing.

Giai (h.3.18) A
Cach 1
P

. . e MA— D M

Tor PA=kPD tacé MP:M..AT_%A/_[Q.
— MB-kMC
Tuong tuta cé6 MQ = ——-——.
& C=T Q N
Tix d6 suy ra v ¢
Hinh 3.18

MP + M = (MC + MD).

Mat khic, do N la trung diém ctta CD nén MC +MD =2MN .

Vay MP+ MO = ';;%]EIW .

Heé thic niy khing dinh cdc vecto MP, MQ, MN dong phéng, tic 1a bon
diém M, N, P, Q cing thuéc mot mat phang.

Cdch 2

Ldy mot diém O tuy §, dat Od=a, OB=h, OC =c, OD =d . Khi dy tir gia
thiét ta c6: :



(22)74“ —2kZ)7V) hay

Tir d6 OP + 00 = jk[a+b k(c+a’)]

— 2 — 2k —

OP=—"—0OM-—""-ON-00 .
1-k 1-k
2k
Tlong khai trién nay ta c6 ———--—"——-1=1.
-k 1-%k

Vay bén diém M, N, P, Q ciing thuéc mot mat phing.

Chit y. C6 thé xdc dinh giao diém ctia mp(MNP) vé6i duong thing BC, goi
giao diém dé6 12 Q, va chitng minh Q, tr ung véi Q.

Vi du 5. Cho hinh ling tru tam gidc ABC.A'B'C’. Hiy chung to ba vecto
AC', BA', CB khong dong phang va biéu thj vecto AA' theo ba vecto do.

Gidi (h.3.19). Dit AC' =a, BA' =5, c

CB'=c, Ad=x, AB=y, AC=z.

Dé thiy x, v, khong dong phang va
a=x+z (1)
b=x-y 2)
c=x+y-z. (3)

Hinh 3.19

Gia st a, b, ¢ déng phang. Do b va ¢
1 hai vecto khong ciing phuong nén ¢6 cac s6 k, I sao cho a =kb+Ic hay

}+2=k(}—;)+1(}+;—2) o (k+1- 1)r+( k+l)y—(l+1)z=0-

Vi x, y, z khong déng phing nén

k+1-1=0
~k+1=0
[+1=0
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Dé thay hé trén vo nghiém. Vay a, b, ¢ khong déng phing.
Tauy(m,o)mcé&+B+E=3}h%ﬂZ?:%@R?+EZ+Eﬁ)

Vi du 6. Cho bon di€ém A, B, C, D khong cung thugc mot mat phing. Hai
diém M va N 1an lugt chia AC va BD theo céc ti 6 kva k' (k, k' = 1). Tim
diéu kien vé k va k' dé ba dudng thdng AB, CD, MN cung song song v6i mot
mat phéng.

Gidi (h.3.20). Ba duong thing AB, CD va A

MN ciing song song v4i mot mat phang

khi va chi khi ba vecto AB, —CT), MN

déng phang.
 Dat ba vecto xudl phat tr dinh D: p D
DA=a, DB=b, DC=c thi a, b, ¢
khong dong phing. C
Do M chia AC theo ti s6 k£ nén Hinh 3.20
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D = DA—-kDC _ a—kc

1—k 1-k
Vi N chia BD theo ti s6 k' nén 'DT\/:TJPB.
e e — 1= 1 k-
Tu dé6 MN = DN - DM = a+ b+ c.

-k 1=k 1-k

Ta lai c6 AB=b-a, CD =—c, AB, CD 1la hai vecto khong cung phuong
nén AB, CD, MN déng phéng khi va chi khi MN = mAB+nCD , tic 1a

1 L p R miembone
%k 1-k  1-k.
Vi a b ¢ khong déng phing nén ——-1———m ——l———m -—lf—u*—n
o gdong prang nen o= 10 T T 1k

Tir d6 k = k'. Vay ba duong thang AB, CD, MN cung song song v4i mot mat
phéng khi va chi khi k= k".



Vi du 7. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’, M 1a diém chia AD theo ti s6
k =~——1—, N la diém chia A'C theo ti s6 k’=—;2—. Chiing minh ring dudng
J

thang MN song song véi mit phéng (BC'D).
Gidi (h.3.21). Pat BA=a, BB =5,

Har bt oA A M D
BC=c thi a, b, ¢ khong déng s
phing vi BD=da+c¢, BC =bh+c, B T - ~___AC
BA =a+h. R
_ B+ BD -
Tacé BM =——34 = , VA ) Y
1 5 ‘ .
I+ L
4 2 ,
B’ C
YIS - \
___ B4 +~3—BC 30 +3h+ 20 Hinh 3.21
BN: 2 =
1+= >
3

~2a+3b+c

s
Do M thudc AD, AD cit mp(BDC') tai D, N ¢ mp(BDC’) nén dudng thing
MN khong ndm trong mp(BDC").

Vay MN song song véi mp(BDC') khi va chi khi ¢6 m, n sao cho

MN =mBD +nBC' hay

Tirdé MN = BN — BM = (*)

Da+3b+c . - S - . -

hq—%%i:m(a+c)+n(b+c)=1ncz+n_b+(m+n)c

Doa,b,c khong déng phang nén hé thic trén xay ra khi va chi khi
3

m=——,n=—.

5 5
Vi du 8. Cho hinh chép S.ABC, mp(P) cit céc tia SA, SB, SC, SG (G 1a trong
tam tam gidc ABC) lan luot tai A’, B', C', G'. Chiing minh ring
S4 SB SC SG

e
S4'" SB'" SC' SG’
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e . DA SB SC SG
Giai. Dat =a, =p, =c, -
Y SB' SC’ SG’

Ta phai ching minh a + b + ¢ = 3d.

That vay, vi G la trong tdm tam gidc ABC nén SA+SB +SC =3SG hay
aSA +bSB' +¢SC' =3dSG' . (1)
ViA', B, C', G’ ciing thudc mp(P) nén c6 cdc s6 m, n,pmam+n+p =1
sao cho SG' = mSA’ +nSB’ + pS’Z’? . )
Thay (2) vao (1) ta c6 aSA +bSB' +cSC' =3dmSA’ +3dnSB’ +3dpS—C7 .
Mat khic do SA', SB', SC' khong déng phing nén

a=3dm, b=3dn,c=3dphaya+b+c=3dm+n+ p)=3d (dpcm).

Vi du 9. Cho tt dién ABCD. Ldy cic diém A,, B,, C,, D, 1an luot thudc cic
zanh AB, BC, CD, DA sao cho tén tai diém O thoa min

5;1+5§+55+@=52;+OB,+0C1+0D1.

Chiing minh rang 24 - B8 _ CC, _ DD,

AB BC CD DA

Gidi. Dat A4 =1, AB, BB =1,BC, CC,=1,C,D, DD,=t,DA.

Truong hop 1: t,=1,=t,=1,=0va A,, B,, C,, D, khong trung dinh t dién
thi dang thic phai chitng minh 12 hién nhién ding.

Trueong hop 2: Tén tai mot ¢, nao d6 khac khong, chang han ¢, # 0.

Tir gia thiét OA+ OB +0C + 0D = 04, + OB, + OC, + OD; ta suy ra

— —_— —_— —— -

A4, + BB, +CC, + DD, =0 | - (1)

hay {, 4B+1,BC+1,C,D+1,D,A=0 2)

Ta lai c6 A4, + 4B+ BB, + BC +CC,+C,D+DD,+DA=0

K&t hop véi (1) tacé AB+BC+CD+DA=0 (3)

Nhan hai v€ ctia (3) vdi ¢, 16i trix cac v€ véi (2) ta duogc



(t,~1,)BC+(t, ~1,)CD+(t, —1,) D,A=0. O]
Mat khac 23,_5 , —C—,—[) , E;I la cac vecta doc lap tuyén tinh nén
f—1,=
A4, BB, CC, DD,
Y4B BC CD DA

~_tq—t"_’4—0tuCla,l~")'—tq [4

A

Vi du 10. Cho t dién SABC c6 SA = SB = SC = 1. Mat phang () thay ddi
luon di qua trong tdm ctia tif dién va cat SA, SB, SC lan luot tai A,, B, C,.
1 1
+ + .
SA4,.8B,  SB.SC, SC,.54,

Gidi (h.3.22). Goi G la trong
tam cua tr dién da cho thi
4SG = SA + SB+SC
A B se
S4, SB, SC,
I '— 1 == 1 =
=—84, +—3S8B, + SC,
S4, SB, SC,

(do SA=SB=5C = 1)

Tim gié tri I6n nhat cta

Hinh 3.22

_. (54 SB 5C
=— + + .
4\ 84, SB, SC,
Mat khéc bon diém A,, B,, C,, G cling thuéc mp(a) nén tix dang thic trén ta
1 1 1 1 1 1
cd + + =1 hay + +—=4,
454, 4SB, 4SC, S4, SB, SC,

1 1 1 i1 1 1 16

0 + S| —+—+— | =—-
SA.SB, | SB.SC, SC.s4 3\s4  SB  sC) 3

1 1 16

Vay gia tri 16n nhat cla + + bing —
SA,.SB, SB.SC, SC\.54, 3

Gia tri d6 dat duogc khi G € mp(A,B,C),) song song v4i mp(ABC).
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Vi du 11. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. Goi P 1a trung diém ctia canh B'C".
Mot dudng thing A di qua diém P vi cét cdc dudng thang AB, DD’ lan luot
tai M, N. Cac diém M, N lan lugt chia AB, DD’ theo ti 56 bao nhiéu?

Gidi (h.3.23). Chi€u ba diém
M, P, N 1én mp(A'B'C'D’)
theo phuong AA’ ta dugc ba
diém M’', P, D'. Dé thdy
MA =2MB', tr 46 M chia
AB theo ti $6 2.

Tuong tu bang cdch chiéu
cic diém M, P, N lén
mp(BCC'B’) theo phuong
D'C' ta cling suy ra diém N
chia DD’ theo ti s6 2.

Vi du 12. Cho M 12 diém ndm trong tit dien ABCD. Céc dudng thang AM,
BM, CM, DM theo thi tu cit cdc mat phang (BCD), (CDA), (DAB), (ABC)
tai A, B', C’, D'. Mat phéng () di qua diém M, song song v6i mp(BCD) lan
lugt cit A’B’, A'C’', A’D' tai B,, C,, D,. Ching minh rang M la trong tam tam
gidc B,C\D,.

Gidi (h.3.24). Vi trong khong gian
bdn vecto bat ki luén phu thudc

Hinh 3.23

tuyén tinh nén tén tai cdc so x, y, z,
tmix’ +y + 2+ >0saocho
XMA+ yMB+zMC +iMD =0 (1)
ma theo gia thi€t M nam trong td
dién nén co thé coi x, y, z, 1 > 0.
Mat khac, mp(a) di qua M va song
song v6i mp(BCD), cit A'B' tai B,
nén MB, /| BA' va B, thudc doan Hinh 3.24
A'B'.




Xét AB'A'B c6 MB, // BA' nén MB, = %?.,—73?47' )
Chiéu cdc vecto xac dinh béi (1) 1én dudng thing BB' theo phuong mp(ACD)
ta dugc: ' '

XMB + yMB + zMB +tMB =0 hay (x+z+[)A—/[_B7+)»A—/7§ =0

= (x+z+!)MB' = yBM

_MB__BM ____ BB
Yy X+z+1 x+y+z+t

(T A — 3)
BB x+y+z+t

T (2) va (3) tacé MA =—2 B4 . (4)
X+y+z+t

Tuong tu ta cling c6 Xf,:-_--fm——f}? (5)

S ox+ytz4t

MC -—" D7, 6)

X+y+z+t

Mat khic néu chi€u cdc vecto xdc dinh bdi (1) l1én mp(BCD) theo phuong
AA’ ta duoc

yAB+zAC+tAD=0 (7)

T (4), (5), (6), (7) tacé

MA,+MBI+MCI=-——-L———(yM+zC7+[D?47)=6 (8)
X+y+z+t

He thiic (8) khang dinh M la trong tam tam gidc A,B,C,.
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BAI TAP

1. Cho tit dién ABCD c6 céc canh d6i dién bang nhau timg doi mot, M la diém
bat ki trong khong gian.

Chiing minh ring tdng cic binh phuong cic khoang cich tir M dén ba dinh
nio dé khong nhd hon binh phuong khoang céch tir diém M dén dinh con lai.
2. Cho ttt dien ABCD c6 AB = AD = a, AC = b, BAD =90, BAC = DAC . -

Tinh dién tich thiét dién chia hinh t dién cat bdi mat phang qua trung diém
cuia cac canh AB, BC, CD.

3. Cho hinh chép S.ABC. Goi G 1a trong tam tam gidc ABC, M la diém bat ki
thudc mién trong cta tam gidc ABC, M # G. Duong thang A di qua diém M
va song song véi SG cit cdc mat SBC, SCA, SAB lan luot tai diém A", B, C'.
Ching minh rang SA’ + SB' + SC' =2 3GM.

‘4. Cho tam gidc ABC. Goi G, I lan luot 12 trong tam, tam dudng tron ndi ti€p
tam gidc ABC va r 14 ban kinh dudng trdn noi tiép, h,, hy, h., m,, m,, m_lan
luot 12 do dai dudng cao, trung tuyén ctia tam gidc ABC ke tir cdc dinh A, B,

C.Pat M =max —ni"—,—nl”—,in—i .
h, h, h

/g

Chitng minh rang M > gl
-

5. Cho ba tia khong déng phang Oa, Ob, Oc. Dat o = aOb, B=bOc, y = cOa.
a) Ching minh rang cosa +cos f+cosy > —-—;— .

b) Goi Oa,, Ob,, Oc, ldn luot 1a céc tia phan gidc cha aOb, bOc, cOa.
Ching minh ring néu Oa, L Ob, thi Ob, L Oc,, Oc, 1 Oa,.

6. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’'D’ ¢6 canh bang 1. Goi M va N lan luot
1a trung diém ctia AB va AD.

Tinh dién tich thiét dién cta hinh lap phuong cit bdi mat phang (MNC").
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10.

11.

12.

13.

Trong khong gian cho bon tia Oa, Ob, Oc, Od sao cho géc tao thanh giia
ching doi mot bang nhau va khic 0°. Cho tia thit nam Or tao véi céc tia Oa,
Ob, Oc, Od lan luot céc goc a,, o, o, .

Ching minh rang cos ¢ + cos a, + cos o + cos ¢, = 0.

Cho tit dién ABCD. Goi A, B', C', D' 1a cdc diém lan luot thudc dudng thing
AB, BC,CD, DAsaocho A'A=kAB, BB=kBC, C'C=kC'D, DD =kD'A.

Vi gid tri ndo cta k thi bon diém A’, B, C', D' cliing thuéc mot mit phang?

Cho n diém A, i =Ln phan biét trong mét phing hay khong gian va cic s6
thuc o; i=1,n sao cho o +o,+...+a,#0.
Tim diém M sao cho ZoziMAi2 "dat gid tri bé nhat hoac 16n nhat.

’ i=]
Cho wt dién ABCD ¢6 AB = ¢, CD = ¢', BC = a, AD = o', AC = b,
BD =b'. Goi G 1a trong tam cla tir dién ABCD. Biét ring c6 mot diém O
cdch déu bon dinh ctia hinh ti dién, ki hiéu méi khoang cich d6 1a R.
@ +ar+b b+t

4R

Cho tam gidc ABC va di€ém O. Vé6i méi diém M trong khong gian, dit
fiM) = MA*> + MB* + MC* - 3MO”. (*)

Chiing minh ring O Ia trong tim cia tam g1ac ABC khi va chi khi AM)
khong phu thudc vao vi trf clia diém M.

Chitng minh rang GA+GB+GC +GD >

Cho hinh t& dién ABCD ¢4 tét ca cdc canh cling bang a. Goi / va K lan luot
la trung diém céc canh AB va CD. Mat phing (P) thay déi di qua IK cit tit
dién ABCD theo thiét dién.

Xac dinh vi trf cia mp(P) dé dién tich thiét dién dat gia tri 16n nhat hoac nho
nhat. Tinh dién tich thiét dién dé. -

Cho hinh hop ABCD.A’B'C'D’, I 1a trung diém ctia B'C'; M 13 diém chia CD’
theo ti $6 k, = —2; N 1a diém chia BD theo ti 56 k, = 2.

Ching minh rang ba di€m /, M, N thing hang.
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14. Cho hinh hop ABCD.A,B,C,D,. Céc diém M, N lan luot la trung diém cua
AB va A,D,. Xéc dinh cédc giao diém P, Q cta mat phing (CMN) véi céc
dudng thing B,C, va DB,.

15. Cho hinh chép S.ABC. Trén céc canh SA, SB, SC lay cic diém A,, B,, C,. Goi
M la diém chung cla cdc mat phing (ABC,), (BCA)), (CAB,). Dudng thang
SM cat (A,B,C,) tai M, va cat mat phing (ABC) tai M,. Ching minh ring

MM, _ MM
Ms T MS

16. Cho hinh lang tru ABC.A’B'C’. Goi G va G' lan lugt la trong tam tam giac
ABC va A’B'C', I 1a giao diém cta AB' va A'B. Chiing minh ring hai duong
thing GI va CG' song song véi nhau.

17. Cho ba mait phing song song (P), (@), (R) va hai duong thang chéo nhau A,
A’ cit chiing theo thi tu tai A, B, C va A’, B, C". Tt mot diém O trong khong
gian dat cac vecto oM =Z~Aﬁ', bw = EE’, (*)_13=C—'(_:’ Chirng minh rang ba
diém M, N, P thiang hang. '

18. Cho hinh chép S.ABC véi SA = a, SB = b, SC = ¢c. MOt mat phéang (o) thziy
ddi luon di qua trong tam clia SABC cit céc canh SA, SB, SC tai cic diém A,

1 |

SA? ’ SB! +,SC,2 '

19. Cho tt dién ABCD. Trén cdc dudng thang AB, AC, AD lan luot 18y cac diém
i3, Cy, Dy sao cho ZE=0(;X—B_;, ZEz,BZa, E:ym.

B,, C,. Tim gid tri nho nhat cla

a) Ching minh ring néu y= o + B+ 1 thi mat phang (B,C,D,) di qua diém
¢6 dinh, x4c dinh diém c6 dinh dé.

b) Ching minh ring néu f= o+ 1, y= B+ 1 thi cac mat phang (B,C D)) di
qua mot dudng thang c¢d dinh, x4c dinh dudng thang c6 dinh do.

20. Cho ttt dien ABCD va diém M thod man diéu kien o MA + SMB+y MC + SMD=0.
Pudng thing A di qua diém M va cit cac mat phang (BCD), (CDA), (DAB),
(ABC) lan luot tai A, B,, C,, D,. Chiing minh ring

- p R — J =0.
MA, MB, MC, MD,
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a)

b)

§2. PUONG THANG VA MAT PHANG VUONG GOC

Hai dudng thang vudng géc

Vecto chi phuong ciia duong thdng

DINH NGHIA. Mét vecto w dugc goi 1a vectd chi phuong cta dudng
thang A néu u khac vectd 0 va gia clia u la dudng thing A hoac song
song vdi A (h.3.25).

Twr dinh nghia d6 suy ra: A

Mot dudng thing ¢6 nhiéu vecto chi phuong, /
cu thé 13 néu « 13 mot vecto chi phuon cua =
' 2 - ' p g 7 /H'
dudng thang A thi ki (k = 0) cling 1a vecto chi /
ku

phuong cla duong thang A va di nhién cic
vecto chi phuong clia mot dudng thing déu
cong tuyén (phu thudc tuyén tinh) véi nhau.

Hinh 3.25

Hai dudng thing A vi A’ ¢ vecto chi phuong cong tuyén khi va chi khi hai
dudng thang dé song song hodc trling nhau.

Néu « 1a vecto chi phuong clia dudng thang A thi ta ding ki hiéu 1a u // A.

Gdc gita hai duong thdng
DINH NGHIA 1. Cho hai dudng thang A, va A, lin ludt c6 vects chi

phuong la LZ, LT_, Ta xac dinh mét géc ¢ sao cho cos<p:‘cos(u1,u2) v6i

0 < <90 Gia tri ¢ d6 dude goi 1a s§ do ctia géc hgp bdi hai dudng
thdng A, va A, (hay géc gitta hai dudng théng A, va Ay).
Chd ¢ rang dinh nghia géc ¢ néu trén khong phu thudc vao viéc chon céc

vecto chi phuong clia A, va A,.

~ That vay, néu /‘HT;’ /(2;; (ky, ky # 0) 1an luot 1a vecto chi phuong ciia A, A,

thi ta c6 (klﬂ;,/czzTQ):<;l:,sz) néu kik, > 0 va (k,z_zl‘,kzuz>=180”—(ul,uz)

néu kk, < 0.
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= \cos(ul Sy )

Tu dinh nghia géc gitta hai duong thing néu trén ta suy ra

Trong c4 hai trudng hop ta déu cé ‘cos(k,ﬂ;,kZIZ)

+ Géc giiia hai dudng thang A,, A, bing géc gilia hai vectd chi phuong néu
(u,,uz) <90” va bu voi (;;1;1:) néu (ztl,uz ) >90°..
+ Néu A! song song (hay triing) véi A, A}

song song (hay trang) véi A, thi goc gitta A,
va A, bing géc gilta A} va A,. Vithe€ thong A

thuong ta xdc dinh géc gilta hai duong
thing A,, A, nhu sau: \
T mot diém O ndo d6 ta v& hai dudng

thing A/, A, lan luot song song (hay trung) 0
véi A,, A, 16i trong cdc gbc tao thanh boi

Al, A} ta ldy géc ¢ ma 0 < ¢ < 90° bé ' 2
chinh 12 géc gilta hai dudng thang A,, A, Hinh 3.26
(h.3.26).

PINH NGHIA 2.

+ Hai duong théng A,, A, dudc goi la vudng géc vdi nhau néu goc gitia
ching bang 90°.

+ Khi hai duong thing A,, A, vudng géc v6i nhau ta dung ki hiéu A; L A,.
Tir dinh nghia trén suy ra néu E , Z 1a hai vecto chi phuong clia A, A, thi

A, vudng géc véi A, khi va chi khi ;: vuong goc Vol i, .
Vi du 1. Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA =SB =SC = AB = AC =ua, BC = a2 .
Tinh géc giita hai dudng thang SC va AB.

Gidi (h.3.27)

Cdch 1. Ta tinh géc gifta hai vecto SC va AB.

2

Tir gi4 thiét ta 6 SA.AB = -—“2— va AC.AB=0.



Ta co

SC.AB
cos(SC AB) WE’
(SA+4C) 4B
=
_ SAAB+ACAB
= =
3 1 Hinh 3.27
T2

Tir dé (EE XE) =120". Vay géc giita hai dudng thang SC va AB 1a 60°.

Cdch 2.
" Goi M, N, P lan luot I trung diém cita SA, SB, AC. Khi d6 MN /| AB, MP Jj SC.
Dé tinh géc giita hai dadng thing SC va AB, ta tinh géc NMP. |
3a 5a

SP? = , BP? =

Tir gi thict ta c6 MN =<, mp=2 . .
2 2 4 4

2 2
Mat khic BP? +SP* = 2PN> +§§—- tir d6 NP’ =3—Z—. Ap dung dinh 1f ham

s3 cosin trong tam gidc MNP ta c6 NP* = MP* + MN* —2MP.MN cos NMP
Do d6 cos NMP = -% , titc 1a NMP =120,

Vay géc giita hai dudng thang SC v AB 12 60°.

Vi du 2. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D' ¢6 céc canh bing a, ba géc tai dinh
B ctia hinh hop bang 60°. Tinh dién tich mat chéo A'B'CD.

Gidi (h.3.28). D& thay A'B'CD 1a hinh binh hanh. Mat khic B'C = a = CD. Vay
A'B'CD 1a hinh thoi. Ta con thdy A’B'CD 1a hinh vuéng. That vay, ta cé

2 2
a

CB.CD = (CB+BB')BA CBBA+BB’BA:-%—+~Q——O T d6 Sygep =
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Hinh 3.28

Vi du 3. Cho hinh t& dién ABCD trong d6 AB L AC, AB 1. BD. Goi P va Q 1a
cdc diém l4n lugt chia AB va CD theo ti s6 k # 1. Tinh géc gitta hai dudng
thang AB va PQ.

Gidi. PQ=PA+AC +CQ (D
PQ =PB+BD+DQ = kPQ = kPB+kBD +kDQ . 2)

Vi P, O 1an lugt chia AB va CD theo ti s6 k nén tit (1), (2) ta c6
(1-k)PQ=AC-kBD .

Vay PG = —(AC-kBD).

Xét POAB =——(AC.AB - kBD.AB).
Vi AB | AC nén AC.AB=0, AB 1 BD nén BD.AB=0. Vay PQ.AB=0,
titc 1a géc gitta hai dudng thang AB va PQ bing 90°.

Vi du 4. Tinh cédc géc a, B, y giita céc cip dudng thang DA va BC, DB va
AC, DC va AB cta tt¢ dién ABCD biét rang DA = BC = a, DB = AC = b,
DC = AB = c. Tt d6 suy ra trong ba s6 a’cosa, b’cosf, c*cosy c6 mot s§
bing tong hai s con lai.

2 2
— —\ " =b7

Gidi. Theo két qué’t ctia vi du 4 §1 muc 1 ta suy ra cos(BC, DA) —

’(fz - b*

2
da

Vay géc gitta hai dudng thang BC va AD bing c thi cosa =
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2 2 .
Tuong tu géc B giita AC va BD duoc tinh bdi cos 8 = ' x; l va goc y giira

a’ —b*
AB va CD dugc xéac dinh bdi cosy = I—Z———I
¢

o en e . b’ ¢’ a -c
Ta cé thé gia thi€t a > b 2 ¢, khi d6 cosa =———, cosff=——,
a b*

2 2

cosy =——, tit d6 a’cosa = b — ¢, b’cosfi = a* — ¢*, c*cosy = a* — b2

e
Vay bcosff = a’cosa + c’*cosy, tic 1a trong ba s6 a’cosa, b’cosf, c*cosy ¢6
mot s bing téng hai s6 con lai.

Vi du §. Chiing minh réing néu ba dudng thing a, b, ¢ ciing vuong géc véi
dudng thang A thi a, b, ¢ cling song song véi mot mat phang.

Gidi (h.3.29). Goi a, b, ¢, d lan luot 1a vecto

a
chi phuong ctia cdc dudng thing a, b, c, A. / d
Theo gia thiét ta ¢6 ad=bd=cd=0.Ta xét * _
céc trudng hop sau: \\b\h

Truong hop 1: Cé hai trong ba vecto a, l;, ¢
a,

ciing phuong, ching han @ va 5. Khi dé a, b, ¢ ¢

¢ dong phing, t(r.c la ba du'érr}g thang a, b, ¢ Hinh 3.29
cung song song v6i mot mat phang.

Truong hop 2: a, b khong cling phuong.

Trong trudng hop nay ba vectd a, b, d khong déng phé"lhg. That vay, néu
a, b, d déng phing thi c6 d =ma+nb. Khi d6 d° =d.d = ma.d-+nbd =0,
diéu nay xay ra mau thuln.

Do a, b, d khong déng phing nén xét bon vecto a, b, ¢, d ta c6 khai
trién ¢ = xa+yb+zd. T dé c.d = xa.d+ yb.d +zd.d, tic 1a z = 0.

. Nhu vay c= sz+yl;, diéu nay khéng dinh a, b, ¢ cling song song v6i mot

mat phing.
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Vi du 6. Cho hai dudng thang A,, A, phan biét va khong song song. Chiing
minh ring cdc dudng thing cing vuong goc véi ca hai dudng thang A, A,

.déu song song v4i nhau hay trung nhau.

132

Gidi (h.3.30). Gia sir hai dudng thing a va b
cling vuong goc véi A, A,. '

Goi a, b, u,, u, 1an luot 1a vecto chi phuong V
chaa, b, A, A,.
. e e e s \AL’
Theo gia thiét ta c6 a.u, = au, =b.u =ba, =0.
) — Hinh 3.30
Tu ching minh cla vi du 5 néu trén ta ¢6 u,,

u, , a khong déng phéng. Vi thé v6i bon vecto a, b, u,, u, tacé

b= xu, +yu, +za. ey

Dat w=xu +yu, thi b=w+za.

—2 - — - — —— —2

- —2
T dé bw=w +zaw=w + z(,\ca.uI + ya.uz) =w

—

bw =(x;;+ yu_;)g = x-z;;.5+ yiu,.b=0.

Vay w =0. @)

Két hop (1), (2) tacéd b="za. T dé suy ra hai dudng thing a va b hoic song
song hoac trung nhau.

Vi du 7. Cho t& dién ABCD. Chiing minh ring t dién d6 c6 cic canh d6i
dién vuong géc khi va chi khi AB.AC = AC.AD = AD.AB.
Gidi. Ta c6 AB.AC = AC.AD <> AC(AB-AD)=0
| & AC.DB=0 < AC L BD.
Tuong tu, tix AC.AD = AD.AB <> AD 1 BC va
| AD.AB = AB.AC < AB L CD.

Vi du 8. Cho hinh chép S.ABC c6 SA = SB = SC va ASB=BSC =CSA.
Chitng minh rang SA L BC, SB L AC, SC 1 AB.



a)

Gidi. Xét SA.BC = SZ(§5 -EE) — SA.SC -SASB

 DatSA=SB=SC=a, ASB=BSC =CSA=a thi

SA.SC = a* cosar, SASB=d*cosa .
Vay SA.BC =0, tic 1a SA L BC.
Tuong ty ¢é SB L AC, SC L AB.

Pudng thing vuéng géc véi mit phing

DPinh nghia dudng thdng vuéng géc véi mdt phdng

Bai toan. Cho hai dudng thing cit nhau b va ¢ cing nim trong mit phéng
(P). Ching minh rang néu dudng thang a vudng géc véi ca b va ¢ thi né
cling vudng géc véi moi dudng thang nim trong (P).

Gidi (h.3.31). Gia sit d 1a dudng a
thing bat ki trong mp(P). Goi u, . T

v, w, r lin lugt I3 vecto chi S R e BV |
phuong ctia dudng thang a, b, c, d. />><..___._ ./
>

Theo gia thiét thi ba vecto v, w, 1

doéng phang va v, w khong cung

L, Hinh 3.31
phuorng Do d6 c¢6 khai trién

= mv +nw . Tix dé

= (m;+n;;');¢ ::(m;);t +(n%)ﬁ=’0 (vialb,alc).
Nhu vay a vuong géc véi d.
Khi a vuong géc véi moi dudng thing nim trong mat phéng (P) thi ta néi
ring dudng thing a vudng géc véi mit phing (P).
Vay ta c¢é dinh nghia.
DINH NGHIA 1. M6t dudng thing goi 1a vubng gbéc véi mot méat phing
néu né vudng géc véi moi dudng thing ndm trong mit phéng d6.

~ Khi dudng thang a vuong géc v6i mp(P) ta con néi mat phing (P) vuong

goc véi a hoac a va (P) vudng géc véi nhau va ki hiéu a L (P) hoic (P) L a.
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Tit bai todn va dinh nghia néu trén ta cé dinh 1i sau néi vé diéu kién dé

- duong thang vuong géc véi mat phang.

DINH LI 1. Néu mét duong thdng vuéng géc vdi hai dwong thding cdt
nhau cing ndm trong mdt phcﬁng tht duong th(ing dy vuéng géc vdi mgt
phc%ng do.

Tir dinh 1i 1 suy ra két qua sau: Néu mot dudng thang vuong géc véi hai
canh clia mot tam gidc thi n6 vuong géc véi canh thi ba, ching han vé6i tam

~ gidc ABC:

b)
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Néu a L AB va a L AC thia L BC a
(h.3.32). | ¢

Vecto u trong cach ching minh bai
toan néu trén goi la mot vecto phap -
tuyén cta mp(P). Tir d6 ta cé dinh

nghia vecto phdp tuyén cua mat B
phéng ) Hinh 3.32

PINH NGHIA 2. Vecto n dude goi 1 vectd phéap tuyén ctia mat phing (P)
néu n#0 va gia cia n vudng géc véi (P).

Tir dinh nghia 2 ta suy ra:

- Néu n la vecto phdp tuyén clia mat phéng (P) thi kn véi k # 0 ciing 12 mot
vecto phéap tuyén cuia (P).

- Vecto phdp tuyén clia mat phang vuéng géc v6i moi vecto ndm trong mat

phang dé.

Khi 7 13 mot vecto phdp tuyén cia (P), ta sit dung ki hieu n L (P).

Lién hé giita quan hé song song va quan hé vuéng géc cua .
, 3 LY (4 2
duong thang va mdt phang

TINH CHAT1.

+ Mat phc%ngl nao vubéng goéc vdi mét trong hai duong thdng song song thi
ciing vubng goc vdi dudng thing con lai.

+ Hai duong thang cing vudng géc vdi mot mdt ph(“ing thi song song hay
trung nhau.



Chitng minh (h.3.33). D& dang c6 a a’
duoc két qua.

Ldy trén (P) hai dudng thing cat
nhau b va ¢ thi g va @' cling vuéng A | |

géc v6i b va ¢. Tir dé theo vi du

muc 1 thi a // a' hay a trung véi a'.
TINH CHAT 2. Hinh .33

+ Cho dudng thdng a va mp(P) song song voi nhau. Puing thing nao
vubng goc vdi mp(P) thi ciing vudng goc vdi a.

+ Néu mot duong thiang va mét mdt phdng cing vuéng géc vdi mét
duong thang khde thi duong thing va mdt phdng dy song song vdi nhau

hay dudong thang Gy ndm trong mét phdng. /

Chitng minh. D& dang c6 duoc két qua. A a
9 ’ ‘1

Lay trén (P) hai dudng thang a, va a, cit nhau p

thi a,, a, cing vuong géc véi b (h.3.34). Do -2 P’

dudng thang a vuéng géc véi b, nhu viy ba

dudng théng a, a,, a, cling vuéng géc véi b nén

theo két qua clia vi du 5 muc 1 thi g, a,, a, cling B/

song song véi mot mat phang. Viy hoac Hink 3.4

a // (P) hoac a c (P).

TINH CHAT 3. a

+ Duong thc%ng nao vudng goéc vdi mot

trong hai mdt phdng song song thi ciing / : / '

vubng goc vdi mdt phc%ng con lai. E

+ Hai mdt phdng cung vubng goc vdi

mét dudng thing thi song song hay /
triung nhau. Q

Chiing minh (h.3.35). D& dang c6 dugc két qua.

Theo tinh chat 2 muc b), moi dudng thing Hinh 3.35
nim trong mp(Q) déu song song véi (P) hoic nim trong (P).

Boi vay hoac (P) // (Q) hodc néu (P) va (P') ¢6 diém chung thi ching tring nhau.
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c)

~ (R) phan biét va cing chita

136

Su tén tai mdt phdng vuéng goéc véi duong thdng va duong
thdng vuéng géc véi mdt phang

DINH Li 2 '

i) C6 duy nhét mét mdt phang (P) di qua diém O cho trudc va vuéng géc
voi duong thang cho trude.

it) C6 duy nhdt mét duwong thing A di qua mét diém O cho trude va
vubng goc vdi mot mat phdng (P) cho trude.

Chitng minh. 1) Goi a' la
dudng thing di qua O va
song song v4i a hoac chinh
la a khi O thuoc a (h.3.36),
ldy hai mat phang (Q) va

a'. Goi b va ¢ 1a hai duong Hinh 3.36

thing ldn luot thuoc (Q),

(R) cliing di qua diém O va cung vuéng goc véi a’. Khi &y chon (P) 1a mat
phing xdc dinh bdi hai dudng thing b va c. D6 1a mat phang qua O va vuéng
g6c vé6i a. Tinh duy nhat ciia mp(P) suy tir tinh chit 2 muc b).

ii) Goi a la duong thang
nao d6 ndm trong mp(P) thi
theo a) ¢cé6 mp(Q) di qua O

va vudng goc véi a (h.3.37).
Ki hiéu b 1a giao tuyén clia
(P) va (Q), khi d6 trong
mp(Q) ¢6 dudng thing A di Hinh 3.37
qua O va vudng goéc véi b,

1& tat nhién A vuéng géc véi a. Khi dé6 A vudng géc véi hai dudng thfmg cét
nhau a va b, ticc 1a A L (P), d6 la dudng thing di qua O va vudng géc véi
(P). Tinh duy nhat clia dudng théng A suy tif tinh chat 1 muc b).

Nhdn xét. Trong tinh chdt 1 néu ta thay cédc cum tir “mat phang” thanh
“dudng thing”, “dudng thing” thanh “mat phing” con cdc tir khdc giit
nguyén thi ta c6 tinh chat 3.



d) Mgt phdng trung truc clia mét doan thing

e)

Tir dinh 1i 2 phan a) ta thdy né€u O 1a trung diém ctia doan thing AR thi c6

- duy nhat mot mat phing vudng géc véi AB tai diém O. Mt phing d6 duoc

goi 1a mat phéng trung truc ctia doan thing AB. Tir d6 ta ¢6 dinh nghia.
DINH NGHIA 3. Cho doan thing AB. Mit phing vudng géc véi dudng
thdng AB va di qua trung diém O ctia doan thing AB goi 12 mit phing
trung truc clla doan thing AB (h.3.38).
Tir dinh nghia 3 dé thdy ring mat phing
trung truc clia mot doan thang la tap hop

M
cdc diém cdch déu hai ddu mut cha doan .
thang 4y, nghia 12 néu goi (P) la mat / E\

phang trung truc clia AB thi M thuoc (P) A 0 B

khi va chi khi MA = MB. >/
P

Dinh li ba duong vuéng géc Hinh 3.38

+ Phép chi€u vuong géc
M9t trudng hop thuong gip cla phép chi€u song song 12 phép chiéu vudng
g6c khi phuong chi€u vuong géc véi mat phang chi€u. Tir d6 ta cé dinh nghia.
DINH NGHIA 4. Phép chiéu song song 1én mit phing (P) theo phuong [
vudng géc véi mit phing (P) goi la phép chidu vudng géc 1én mit phing (P).

Phép chi€u vuong géc dugc st
dung réng rdi trong hinh hoc
hoa hinh. Co s& cha né 1a
phuong phdp Monge, d6 1a hinh
chi€u vuong géc clia mot hinh
lén hai mit phang vuong géc

v6i nhau ma ngudi ta goi 1a mat
chiéu ding va mat chi€u bang
(h.3.39). “
A,;B\C, 1a hinh chi€u bang cla
tam gisgc ABC con A,B,C, la Hinh 3.39 .
hinh chi€u ding clia tam gidc ABC.
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Vi phép chiéu vuong géc 1én mat phang (P) la trudng hop dac bi¢t chia phép
chiu song song nén né cé moi tinh chat cha phép chi€u song song. Phép
chiéu vuong géc 1én mat phang (P) con duge goi don gian l1a phép chi€u lén
mat phing (P). Néu (#") 1a hinh chi€u vuong géc ctia hinh (#’) trén mat
phéng (P) thi ta ciing ndi (") 1 hinh chi€u cua (#’) trén mat phéng (P).

+ Dinh i ba dudng vudng goéc

PINH LI 3. Cho dudng thdng a khong vudng géc véi mit phdng (P) va
dudng thang b ndm trong (P). Khi d6 diéu kién can va du dé b vubng géc
v6i a 1a b vudng géc véi hinh chiéu o' cua a trén (P).

Chitng minh. Néu a nam trong (P)
thi a = d’ va dinh 1i 12 hién nhién A/
ding. :

Néu a khong nidm trong (P) thi ta
14y hai diém phan biét A va B thudc B

a. Goi A’ va B’ lan lugt 13 hinh 7 A A4 B’

chiéu cia A va B weén (P), khi d6 Hinh 3.40

hinh chiéu ' cla dudng thing a '

trén (P) chinh la dudng thé‘ing di qua hai diém A’ va B’ (h.3.40)

Vibc (P)nénb L AA'. Vaynéu b L athib L mp(a, a'),dodé b La'.
Ngugc lai,néu b L a' thib L mp(a,a’)doddé b L a.

Dinh 1i 3 dugc chitng minh.

Géc giwa duong thdng va mdt phdng

Cho dudng thing ¢ vi mat phang (P). Ta c6 dinh nghia sau (h.3.41).

a
a
7

| A
p AR i
. .

a) 7

Hinh 3.41



DINH NGHIA 5. Néu dudng thing a vudng géc véi mat phang (P) thi ta
néi rang géc gitta dudng thdng a va mat phing (P) bing 90°. Néu dudng
thng a khéng vudng géc v6i mp(P) thi géc gitta a va hinh chifu o' cla
né trén (P) goi 1a géc gifta dudng thing a va mit phang (P).

Nhdn xét

1) Chd y rang géc B giita dudng thing v mit phing thod man diéu kién
0 < #<90°. Géc nay c6 tinh chat: Trong tdt ca cic géc ma dudng thing AB
(v6i B thuoc mat phang, A ndm ngoai mat phing) tao véi dudng thing bat ki
clia mat phang thi né 12 géc nho nhat.
That vay, ké AC L mp(P) thi BC I
hinh chi€u cla dudng thing AB
trén (P) (h.3.42). Gia str b 1a dudng
thang bét ki di qua B va nim trong
(P). Dat BD = BC.

Xét cac tam gidc ABC va ABD ta
thady AB la canh chung, AD > AC,

- BC =BD.

Hinh 3.42

T dé ABD > ABC ma ABC I goc

gitta dudng thang AB v6i mat phing (P), d6 1a diéu phai ching minh (chd y
ring khi b= BC thi ABD 1a géc giita AB va mp(P), tir d6 ABD > ABC ).

2) Néu goi B1a géc giita dudng thang a va mp(P), tiic 1a géc giita @ va hinh
chi€u @’ cta a trén (P). Goi ¢ 1a géc giita dudng thang a va dudng thing b

vuodng géc véi mp(P) thi S+ ¢ = 90°. b

Tir d6 sinf = cosg (h.3.43). He thiic nay %/"

cho ta tinh géc cha dudng thing va mit /NB_ @
phing néu biét vecto chi phuong cla /’( A /
dudng thing va vecto phdp tuyén cla ‘ /

mp(P). Cu thé 1a néu ki hiéu u 1 vecto

chi phuong clia dudng thang a, n 1a vecto Hinh 3.43

o i
phdp tuyén ciia mp(P) thi sin f = QHMI .

ul.in
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3) Cho hai mat phéng song song (P) va (Q) va dudng thang a. Khi &y dudng

thing a tao véi (P) va (Q) hai géc bang nhau.

That vay, néu a ndm trong (P) hoic (Q)
hay song song véi (P), (Q) thi két qua la
hién nhién. Néu dudng thang a cat mp(P)
ching han, ta 18y diém A thudc a va vé
duong thang b di qua A, vuong géc véi
(P), khi d6 b L (Q). Qua-a va b xac dinh
mat phang (R), mp(R) cét (P) va (Q) theo
hai giao tuyén song song ¢, va ¢,
(h.3.44). Cic dudng thang c,, ¢, 1an luot
12 hinh chi€u cta a trén (P) va (Q). Trong
mp(R) ta c6 géc giita a va c,, ¢, nhu nhau,

tuc 1la (a,c,)= (a,cz).

Vay a tao véi (P) va (Q) hai géc nhu nhau.

Hinh 3.44

4) Quan hé gifta do dai doan théng AB va hinh chigu ctia né trén mit phing
(P) cho truéc thé hién qua két qua sau: Do dai hinh chiéu clia doan thing
chiu bing do dai chia doan thing nhan véi cosin clia géc giita dudng thing

chita doan thing chi&u v6i mat phéang chiéu.

That vay, giad s AB la doan thang
chiéu, mat phiang chiéu la (P) va fla
goc gilta dudng thing AB va (P). Ta
vé qua AB mat phang chi€u (o). Khi
d6 (o) cét (P) theo dudng thang A'B'
(h.3.45). Trong mp(c) vé BC song
song véi A'B' thi B = ABC . Xét tam
gidc vuong ABC ta c6 BC = ABcosf
ma BC = A'B', tt d6 A'B’' = ABcosp.

Hinh 3.45

Sau day 12 mot s6 vi du dp dung cdc kién thic c6 tinh chét If thuyét da trinh

bay & trén vao giai mot s6 bai tap hinh hoc.



Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a.
SA 1 mp(ABCD).
1) Goi B,, Cy, D, 1an lugt 12 hinh chiéu ctia diém A trén céc dudng thing SB,
SC, SD.
a) Ching minh B,D, // BD va SC L mp(AB,D,)
b) Chiing minh cdc diém A, B,, C, D, cing thuéc mot mat phing va t
gidc AB,C D, ndi ti€p mot dudng tron.
2) Tinh géc giifa duong thing SC va mp(ABCD) khi SA = av/2 .
Gidi (h.3.46)
1) a) Hai tam gidc vuéng SAB va SAD
bang nhau va c6 cdc dudng cao tuong
tng l1a AB,, AD, nén BB, = DD,. Mat
khéc, tam gidc SBD can tai dinh § nén’
B\D, song song véi BD.
Ta c6 BC L (SAB) nén BC L AB,, mit
khic AB, L SB nén
AB, L mp(SBC) do d6 AB, 1 SC.
Tuong tu ta cling c6 AD, L SC, tx d6
SC 1 mp(AB,D)).
b) Tt chiing minh & trén ta ¢c6 AB, L SC, AD, 1. SC ma AC, L SC.
Vay céc diém A, B,, C,, D, ciing thuéc mot mit phing.

Hinh 3.46

Ciing tir chiing minh trén ta c6 ABC, = ZISTCI =90°.

Vay tit gidc AB,C,D, ndi ti€p mot dudng tron.

2) Vi SA L mp(ABCD) nén SCA<90°, tit 46 SCA 13 géc giita dudng thing
SC va mp(ABCD). Theo gi4 thiét ta c6 AC = SA = a2 .

Vay SCA =45, tic 1 géc gifta dudng thing SC va mp(ABCD) béng 45".
Vidu2 |

a) Tim tap cédc diém céch déu ba dinh clia tam gidc ABC.

b) Tim diém O cdch déu bon dinh ciia ti dién ABCD.
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Gidi
a) Cdch 1 (h.3.47a). M 1a diém cach déu ba dinh ctia tam gidc ABC
- MA=MB M thuoc mit phing trung truc (P) clia AB
= N ,

MB = MC M thuoc mat phéng trung tryc (Q) cla BC.
Vi (P) va (Q) déu di qua tm dudng tron ngoai ti€p AABC nén ching cat
nhau theo dudng thang A.
Vay tap M néi trén 12 dudng thing A.
Chd ¥ ring duong thing A vudng géc v6i mp(ABC) tai tam dudng tron ngoai
ti€p AABC. N6 dugc goi 1a truc clia dudng tron ngoai tiép AABC.

Hinh 3.47

Cdch 2. (h.3.47b)

Ké MH 1 mp(ABC) tai H.

Céc tam gidc vuong MHA, MHB, MHC ¢6 MH chung.

Vay MA = MB = MC < HA = HB = HC <> H la tam dudng tron ngoai ti€p
tam gidc ABC.

Vay tap hop céc diém M cach déu ba dinh cia tam gidc ABC la dudng thang
vudng géc véi mp(ABC) tai tam dudng trdn ngoai ti€p tam gidc ABC.

b) Cdch 1. (h.3.48a)

Goi O 1a diém phai tim thi OA = OB = OC, theo két qua ciia cau a) thi diém
O thuoc truc A cha dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.



Mat khdc, OA = OD nén O thu¢c mat phang trung truc (P) ctia AD.

Vay O chinh la giao diém ctia truc A va mat phing trung truc ctia AD.

Chd ¢ ring mp(P) phdi cit A vi néu A // (P) hoic A < (P) thi tr DA L (P)
suy ra DA L A. Khi &y DA ndm trong mp(ABC), diéu nay mau thuin véi bén
di€ém A, B, C, D khong déng phang.

D

a) b)
Hinh 3.48

Cdch 2. (h.3.48b). C6 thé tim diém O bing cach xét céc truc A cia dudng
tron ngoai ti€p tam gidc ABC v truc A’ ctia dudng tron ngoai ti€p tam gidc
ABD (hai dudng A va A’ cling ndm trong mat phang trung truc ciia AB, d6 12
mp(/0,0,), 6 d6 I la trung diém cla AB va O,, O, lan luot 12 tam dudng tron
ngoai ti€p tam gidc ABC, ABD tir d6 dan dén A va A’ cit nhau tai O, dé la
di€ém cdch déu bén dinh A, B, C, D cia tit dién ABCD.

Vi du 3. Cho hinh .#'va mp(P). Ung véi méi diém M thuoc .#'ta dung diém
M’ sao cho (P) la mat phang trung truc clia doan thiang MM'. Piém M’ goi Ia
anh clia diém M trong phép d6i xting qua mp(P). Tap hop (#') gém tat ci
cdc di€m M’ goi 1a &nh cla hinh .#trong phép d6i xiing qua mp(P).

Chung minh rang khoang cdch gifta hai diém bat ki A, B thuoc hinh bing
khodng céch giita hai &nh A’, B’ clia ching trong phép doi xing qua mp(P).
Gidi (h.3.49). Ta c¢6 (P) vudng géc véi AA’ tai trung diém I clhia AA’, (P)
vuong géc véi BB’ tai trung diém J clia BB'.
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a) b)
Hinh 3.49

Tir d6 mp(AA’, BB') N (P) = 1J. Trong mp(AA’, BB') doan thang A'B’ 13 anh
cia doan thang AB trong phép d6i xing qua truc 1J.

Vay AB=A'D'.

Chu y. Trong phép d6i xding qua mp(P) néu hinh (#”) va (.#’) tring nhau thi
ta n6i (P) 12 mot mat phing déi xting cha hinh ().

Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 ASB=CSD, BSC = ASD, diy ABCD la
hinh binh hanh tam /. Ching minh ring dudng thing SI L mp(ABCD).

Gidi (h.3.50). Ta ching minh SA = SC. That vay, gia st SA < SC. Lay diém
C, thugc tia SC sao cho SA = SC,. Goi I, la giao diém clia AC, va SI. Trong
mp(SBD) ké qua I, dudng thdng vuong géc véi tia phan gidc trong ctia géc
BSD, cét cic duong thang SB, SD 1an
luot tai B, va D, tr d6 SB, = SD,.

Ta ¢6 AASB, = AC,SD,

(SA=SC,, ASB=CSD, SB, =SD,)
tit d6 AB, = C\D, - (1)
AB,SC, = AD,SA ‘

(B,S =D,S, BSC = ASD, SC, = SA)
tir d6 B,C, = AD, 2)

Hinh 3.50
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Twr (1), (2) suy ra AB,C,D, 1a hinh binh hanh, tx dé I,A=1,C,.
Mat khéc /A = IC. |
Vay 11, 1a duong trung binh cta tam gidc ACC, tic la 11, // CC,, diéu nay
méu thuan véi /I, va CC, cét nhau tai S.
Tt chitng minh dan dén SC < SA.
Tuong tu ta cling chitng minh duoc SA < SC, tir d6 SA = SC.
Xét tam gidc SAC ¢6 SA = SC vaIA =IC suy ra SI L AC. 3)
Tuong tu ta duoc SI L BD, 4)
Tu (3), (4) taco SI L mp(ABCD).
Vidu S. Cho tit dién OABC c6 OA, OB, OC d6i mot vuong goc.
1) Chitng minh rang tam gidc ABC c6 ba géc nhon;
2) Ching minh rang hinh chi€u H cta diém O trén mp(ABC) triing véi truc
1 1 1 1
o* 04’ 0B ' oC
3) Tim tap hop céc diém M trong khéng gian sao cho
MA® + MB* + MC? = 3MO*.

Gidi (h.3.51) | A
1) Tacé AB* = OA* + OB,
BC* = OB* + OC?,
CA*=0C* + OA®
Tix ba dang thiic dé ta c6

BC? < AB* + AC?,

tam tam gidc ABC va

ttc géc BAC clia tam gidc ABC Ia
nhon.

Hinh 3.51

Tuong tu nhu trén ta ching minh
dugc tam gidc ABC ¢4 ba géc nhon.

2) + Vi H 1a hinh chi€u ctia diém O trén mp(ABC) nén OH 1. (ABC).
Mit khac, OA L mp(OBC) nén OA L BC.

10 A. TLCT HINH HOC 11 145
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Theo dinh 1i ba dudng vuong géc ta c6 AH L BC, titc 1a H thudc mot dudng
cao AA’ ctia tam gidc ABC.
Tuong tu nhu trén ta cling ¢6 H thudc dudng cao thif hai cua tam gidc ABC.
Vay H 1a truc tdm cua tam gidc ABC.
+ T AH L BC tai A, ta c6 OA’ L BC. Nhu vay OH la dudng cao cla tam
gidc vuong AOA’ va OA’ 1a dudng cao clia tam gidc vuong BOC.
Ta co 17: l7+ 17,matkhéc 17= 12+ 12.

OH® OA" OA” OA” 0B° OC

1 1 1 1

Vay =ttt
OH®> O0A* OB* 0OC?

3) Goi I 1a diém céach déu bén diém O, A, B, C va G la trong tam tam gidc
ABC.Tacé O, G, I thing hang va 10 = -Z-(’;B .Ta cé
MA* + MB* + MC2 =3MO?
o (i +TA) +(Mi +1B) +(MI+IC) =3(Mi+10)
& 2(IA+IB+IC)MI +IA* + 1B +IC? =610.MI + 310
Do IA = IB = IC = IO nén dang thudc trén tuong duong véi
(7/71+71§+75)M7 =310.MI
Mat khac, IA+IB+1C =3IG .
Vay ta c6 hé thic 31G.MI = 310.MI hay OG.MI =0 < MI L 0G. "

Vay M thuéc mat phang di qua diém 7 va vuéng géc véi dudng thing OG,
mat phing nay c6 dinh vi diém / c6 dinh va dudng thang OG ciing ¢6 dinh

Vi du 6. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ABCD la hinh vuéng tam O, canh a,
SO L mp(ABCD). Goi M, N lan lugt 1a trung diém ciia SA va BC. Cho biét
géc giita dudng thang MN va mp(ABCD) bang 60°.

Tinh géc giita dudng thang MN va mp(SBD).

10 B. TLCT HINH HQC 11



Giai (h.3.52)

Cach 1.

Ke MH 1 mp(ABCD), dé thidy H
thuéc AC va 3HA = HC, tx d6

MNH chinh 1a géc gitta mp(ABCD)
v6i MN.

Theo gia thiét thi MNH =60°.
Xét tam gidc NCH ta c6

NH* = HC? + NC? —2HC.NC cosNCH
2 2 2 2 2 2
2 : 3 5
hay NH? =| Sa2 | +[ &) -2 342,832 24 @ 3a _>a
4 2 4 2 2

o5
22

Xét tam gidc vudng MHN ta cé

1 axfg ‘ a\/-l—g

AN os60" =L = N =25 MH = HN tan 60° = :
MN 2 NG 22

Goi I 1a trung diém clia OB, J 1a trung diém cia SO thi d& thdy MJ // IN va

= HN =

MJ = IN, MN cét IJ tai K thi JK = %IJ va MJ L mp(SBD), tir d6 MKJ la

goc gitta MN va mp(SBD).
2 2 2
Tacé I7% = JO* +OI* = MH? + O = %, a2 _6a s
8 4 8
T dé 1J = a2 va 1[<=“22.
a2

Dat MKJ =« thi tanaﬁy—!—: 4 :—1—.

JK a2 2

2
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Vay géc giita dudng thang MN va mp(SBD) la « dugc xéc dinh boi
' 1
tano =—.
| 2
Cdch 2. St dung vecto

Ta c6 MN = (SC + 4B) =~ (50+0C + 0+ 0B) =~ (50 + AC + OB).
2 2 2

Tir d6 MN=—1—,/50 +-5—"—
2 2

Vi ala géc giita duimg thing MN va mp(SBD) nén

. IMN nSBl)i —_— . L,
sina = p—r—— (ng,, 1a vectd phép tuyén ctia mp(SBD)).
lMN} ‘”5151)

Dé thdy ng,, = AC , tit d6

L(o+acoB)ac i N
: 2
= = (1)
2 : 2 2 2
%\/SO2 +§£21—.ax/§ % SO? +§—62’—.a\/—2. V250" +5a

sing =+

Do géc giita dudng thang MN va mp(ABCD) bang 60° nén

1

2
3 |MNSO 550 E

‘MNl |SO1 \/S; s 2
2 2

& 850* = 3(2S0* + 5a°)
= 280% = 154° 2)
2a 2a 1

V154 +54° " 254 _7—5

T (1), (2) tacd sina =

Vay géc giita MN va mp(SBD) bang o dugc tinh boi sina =

1
=



3. Hai mat phdng vuéng géc

a) Géc giica hai mdt phcfng a

Cho hai mat phang (P) va (Q).
Lay hai dudng thing bat ki a va / l
P

b lan luot vuong géc véi (P) va
(Q) (h.3.53).

Khi dé goéc gitta hai dudng
thédng a va b khong phu thudc
vao cidch lua chon ching va
duoc goi la géc gifta hai mat
phing (P) va (Q). Tix d6 ta c6 Hinh 3.53
dinh nghia sau.

DPINH NGHIA 1. Géc gitia hai mat phéng la géc gita hai dudng thing 14n
lugt vudng géc véi hai mét phing dé.

Chii y. Néu n va n' 1an luot la vecto phdp tuyén chia mat phing (P) va (Q)
thi tor dinh nghia trén ta cé: Géc gifta hai mat phang (P) va (Q) hoidc bang

gbc gilta hai vecto nvan hodc bu véi gbc giita novan

Vay néu ki hiéu ¢ 1 géc giita (P) va (Q) thi cos = lws(ﬁ,?)] -

Tir d6 0° < ¢ < 90
Cdch xdc dinh géc giita hai mdt phdng

Khi hai mét phang (P) va (Q) song song hay tring nhau thi géc giita (P) va
(Q) dé thay bang 0°.

Khi (P) va (Q) cét nhau theo giao
tuyén A. Ta ldy mat phang (R) bat ki
vuong goc véi A va goi p, ¢ lan lugt
la giao tuyén cta (R) véi (P), (Q)
(h.3.54). Khi ay géc giita (P) va (Q)
bang géc gita p va ¢. That vay, _
trong mat phang (R), xét cac dudng Hinh 3.54
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thing a va b lan lugt vuong goéc véi p va g thi thady a L (P) va b L (Q) va
ciing dé thdy géc gifta p va ¢ bing géc gilta a va b, tirc 1a gée gitia (P) va (Q)
bang gdc giita p va q.
Chi y.
Tir giai thich trén, trong thuc hanh dé tinh géc giita hai mat phéng (P) va (Q)
khi chiing cét nhau, ta lam nhu sau:
Xét mot mat phang (R) vuong géc vdi giao tuyén A, lan lugt cét cdc mat
phéing (P) va (Q) theo giao tuyén p, ¢ va tinh géc giita hai dudng thing p va q.
Néu giao tuyén cua (P) va (Q) la
A va ¢ 1a géc giita (P) va (Q) thi
@ > @' trong d6 @' la goc gila
duong thang bat ki thudc (Q) voi
(P) (h.3.55). That vay, ta c6

tang = AL tan A4

=ap " Tac

Mit khic, A'B < A'C, tx d6

Hinh 3.55 -

tang > tan¢’ hay ¢ > ¢/,
Vi du 1. Cho hinh chép S.ABC c6 SA L mp(ABC). Goi ¢ la géc gifta hai mat
phing (ABC) va (SBC). Ching minh ring S, = SgcCos, trong d6 ki hiéu
S s 12 dién tich tam gidc ABC.
Gidi (h.3.56). K& dudng cao AA, cua tam g
gidc ABC.
Do SA L mp(ABC) nén SA, 1 BC.

Tir dé ta cé6 SAA chinh 12 ¢.

Ta cd AA, = SA cosg. A C
SO
N 1 A
T d6 — AA,.BC =—=SA, cos¢.BC, !
2 2 B
tic 1a S, = SgpcCOSQ. Hinh 3.56

Mé rong két qua cha vi du trén ta c6 dinh 1i tong quat sau day.



DINH Li 1. Gid stz S la dién tich ciia da gidc H'trong mdt phdng (P) va S’
la dién tich hinh chiéu ' cia A trén mdt phing (P') thi S' = S.cosg,
trong dé ¢ la goc gita hai mdt phdang (P) va (P').

Ching minh (h.3.57). Nhan xét ‘
rang khi (P) song song véi (P') hay

trung véi (P') thi két qua Ia hién
nhién. Vay chi phai xét truong hop
(P) va (P') cat nhau.

Truwong hop 1./ 1a tam gidc ABC

+ Khi tam gidc ABC cé6 moét canh

ndm trong mp(P’) thi do vi du trén
ta c6 di€u phai chiing minh.

+ Khi tam gidc ABC ¢é mot canh, chiang han AC // (P) ma AC ¢ (P) thi ¢
thé tw chting minh duoc két qua.

+ Khi tam gidc ABC khong c6 canh nao nim trén mat phang chi€u va ciing
khong song song véi mat phing chiéu:

Qua dinh C vé duong thing song song véi giao tuyén A ciia mp(ABC) va
mp(A'B'C’) cét dudng thing AB tai diém D. V& qua CD mat phang song
song vdi mat phing (P'). Do cdch xay dung d6 hinh chiéu clia tam gidc ABC
trén mp(P') dugc quy vé hinh chi€u cta hai tam gidc BCD, ADC trén mait
phéng song song voi mp(P’) ma diéu kién cta truong hop trén duoc thuc
hién, tic 1a Sy = Syepcos@, Serpy = Sepacos e,

tr dé suy ra S,y = S ,,-COS Q.

Truong hop 2. Gia st hinh dem chiéu la da gidc bat ki A\A,...A,. C6 thé chia
da gidc d6 thanh cdc tam gidc, chang han A,AA,, AAA,, ..., AA, A, mi
doi v6i méi tam gidc dinh i da dugc chitng minh & trudng hop 1, tic la

SAI‘/\iAI! = SAI AZA.\ cos ¢ v SA!’A/I|-IA/’1 = SAIAH—IAH cos ¢ '

Vithe S, , =S,, , cOsqp.

"
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Cha y. Pinh 1i vé dién tich hinh chiéu ding khong chi dsi véi da gidc phing
ma né con diing ca ddi v6i hinh phéng bat ki ¢6 dién tich. Cu thé ta c6 dinh
Ii sau.

DINH Li 2. Dién tich hinh chiéu ciia mét hinh phding bdt ki bang dién
tich ctia hinh dem chiéu nhdn vdi césin clia géc giita mdt phang chita
hinh dem chiéu va mdt phdng chiéu.

Cu thé néu #’1a hinh phang bat ki trdng mp(P), #" 1a hinh chiéu cua #'trén
mp(P’) va ki hiéu S(#’) 1a dién tich hinh .#. S(#”) 1a dién tich hinh .#" va ¢
1a géc gilta mat phang (P) va (P') thi S(#") = S(H') cos .

Ching ta khong dua ra céch ching minh mot cdch hoan chinh dinh 1f nay
ma chi dua ra ¥ tudng clia chiing minh, cu thé nhu sau:

Ta dat hinh .# vao mot khung bao gém céc 0
vuodng va tinh cdc 6 vudong ma . chita va céc 6
vudng cé chung véi it nhdt diém chung trong.
Ki hiéu cac 6 vuong loai thd nhat 1a A, va cac 6
vuéng loai tht hai 1a B, (h.3.58). Hién nhién A,,
B, 1a céc hinh da giac va A, ¢ # < B, va cling
nhu vay A) <’ < B, (A} 1a hinh chiéu ctia
A, trén (P')). Theo dinh 1i 1 thi

S(A!) =S(A,)cosp, S(B. ) = S(B,)cos .

Hinh 3.58

Vi vay S(A,)cosp < S(H") < S(B,)cos . (*)

Khi khung cac 6 vuong duge tao minbhom thi gid tri S(A,) va S(B,) c6 thé coi
12 gan v6i S(#7). T d6 theo (*) ta ¢ S(H”') = S(H )cos@.

Vi du 2. Cho tam gidc ABC c¢6 AB = 3a, dudng cao CH = u vd AH = u ndm

trong mp(P). Trén céc duong thing vuong géc vdi (P) ké tir A, B, C 1an luot
14y c4c diém A,, B,, C, nim vé mét phia clia (P) sao cho

AA,=3a,BB,=2a,CC, =a.
Tinh dién tich tam gidc A,B,C,.



Gidi (h.3.59). Ta ¢6 S, = 3% A

ViCH L AB,CH =a, AH = a nén

AC = a2 va BAC =45" .
Goi 7 12 giao cua B,C, va BC,

do CC, =—;—BBl nén BC = CI.

Goi J 1a giao diém cta A,C, va AC,

Hinh 3.59

do CC, =%AA1 nén

CJ=1AC=“\5.
2 2

Xét tam gidc BCH ta c6 BC* = BH” + CH* tit d6 BC = a+/5 .
2 |
Mat khdc, AB* = CA® + CB* —= 2CA.CBcosC = cosC = TS tidc 1a

COS]C/T]=~‘il—.

X6t AICT ta ¢6 1J° = CI* +CJ* —2CLCJ cos ICT = 224

Ké duodng cao CK ciia tam gidc ICK, do CC, L mp(ICJ)nén C,K L IJ.

Vay C,KC chinh la géc gifta mp(ABC) va mp(4,B,C,).

Dat (,TK\C =@ thi S, = SAIB.C. cos @ (D

< 1 3a’ 3 . 1 N _ 3a
Dé thay SICJ ZESABC :T . Mat khac, S(_‘IJ :EIJCK th dé6 CK __\/5__6— .
Xét tam gidc C,CK ta c6 tang = =—\/;’2_—§—.

Sie
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Vay cos¢ dugc dinh nghia bdi 1+ tan’p = ——— va nhu vay
| cos’ ¢
cosp = 2. 2)
35

o

T (1), 2)suyra S, ,. = Swe 2 NP
B cosgp 3 2
J35

Chit y.
Cdch 2. Cé thé tinh Spnc, boi tinh do dai ba canh ctia né (h.3.60), cu thé khi

tinh duge AC =av2 thi AC/ =(2a) +(av2) =64 = AC, =a6

Mit khic A,B? =(3a)’ +d’ =10a> = A B, = av10.

[ ] ' B
D

Hinh 3.60 Hinh 3.61
Sau khi tinh duge BC = a5 ta ¢ BC} =5a> +4a* =6a” ti dé BC, =av6.
Nhu vay tam gidc A,B,C, can tai C, (h.3.61).
Goi D la trung diém cha A B, thi C\D 1 A,B, va

2 ) )
C[DZ =A]C12—AIBl =6a2_10(1 =14(l tiic 13 CID:(I\/—IZ .
Vay SAIH|C1 :%AIBI'CID:%(I\/—IB.G 214 :.@az .



b)

Cdch 3

—— et e e et ot e ey

= AB’ = AB’ +C,C2 =10a’, AC} = AC” + 3,32 =64’

4B, AC = ABAC+CCEB =50

=~1—\/10az.6a2 —(Sczz)2 = 352’ .
2 2

= SAIRI(,'l

Hai mdt phdng vuéng goéce
DINH NGHIA 2. Hai mat phéng goi 1a vudng géc véi nhau néu gbc gitia
ching bing 90°.
Khi hai mat phang (P) va (Q) vudng gdéc véi nhau ta con néi gon 1a hai mat
phang (P), (Q) vuong goéc va ki hiéu 1a (P) L (Q).
Chi y. Vi méi mat phang cé vecto phdp tuyén nén tir dinh nghia 2 va cach
xdc dinh géc gilta hai mat phéng ct nhau ta suy ra: Hai mat phing vuong
goc v4i nhau-né€u hai vecto phép tuyén cla ching vuong géc véi nhau.
Vi du 3. Cho hinh tit dién ABCD c6 AB, AC, AD d6i mot vuong géc.
1) Ching minh rang cdc mat phang (ABC), (ACD), (ABD) doi mot vuodng géc;
2) Goi &, B, ylan luot 1a géc gita mp(BCD) véi céc mat phing (ACD),

(ABD), (ABC). Chiing minh ring cos’a + cos’f + cos’y= 1.
Giai (h.3.62) B
1) ViBA L AC, BA 1 AD nén

BA L mp(ACD).

Mit khac, BA 1a giao tuyén clia hai mit
phing (ABC) va (ABD) nén goc giita
hai dudng thing AC va AD bing géc
gilta hai mat phang (ABC) va (ABD).
Vi ACL AD nén géc gitta AC va AD

bang 90°, tr d6 mp(ABC) L mp(ABD). Hinh 3.62

Tuong tu nhu trén ta cling c6
mp(ABC) L mp(ABD) va mp(ACD) L mp(ABD).
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Chii y. C6 thé thay AB 1a vecto phdp tuyén clia mp(ACD), AC 1a vecto
phédp tuyén ctia mp(ABD), AD la vecto phdp tuyén ctia mp(ABC) ma AB,
AC . AD doi mot vuong géc nén ba mat phing (ABC), (ACD), (ABD) doi
mot vudng géc.

2) Ké duong cao AH cla tam gidc ACD, do AB L (ACD) nén BH 1 CD, tu
dotacd o= AHB . ;

Kihiéu AB=b, AC = ¢, AD =d thi tana =—b— ma ! 5
AH AH® ¢ d

tana =
cd
= . 2 2 Czdz
Mit khéc, l+tan"o =——— = cos" d =——5—5 55,7
cos” o b’c* +cd” +d°b”
. b2d2 b?_CZ
Tuong tu ta cé cos” B = cos’ y =

b’ +ctdt +d’h b’ +c*d* +d*b

Tir d6 suy ra cos’a + cos’ + cos’y = 1.

Diéu kién hai mdt phdng vuong goc

Dinh 1f dusi day néi vé mot diéu kién dé hai mat phang vuéng géc

PINH LI 3. Néu mét mdt phdng chita mét dwong thdng vudng géc véi mot
mdt phang khdc thi hai mdt ph(%ng dé6 vuéng goc vdi nhau.

Chitng minh (h.3.63). Gia su (P) la
mat phing chita dudng thang ¢ ma a /é
vuodng géc véi mat phang (Q). Goi H

la giao diém cla a va (Q) thi H
thuoc giao tuyén cta (P) va (Q).

Trong mp(Q) k¢ dudng thing b di / cl b )9/
qua H va vuéng géc véi giao tuyén H

dé. Khi 4y géc giita hai dudng thang

a

a, b chinh 12 géc giita hai mat phéng "
(P) va (Q). Mit khédc, a vuong goc /

vGi (@) nén a L b, tir d6 suy ra mat

phang (P) vudng géc v6i mp(Q). Hinh 3.63



Vén dé dat ra la diéu nguoc lai ¢6 ding khong? Dinh 1i duéi day tra 1i cau
hoi dé.

DINH LI 4. Néu hai mdt phang (P) va (Q) vubng géc vdi nhau thi bt cu
duong thc%ng a nao nam trong mdt phc%ng (P) ma vubng goc vdi giao
tuyén cua (P) va (Q) déu vudng géc vdi mdt phing (Q).

Chitng minh (h.3.63). Goi ¢ la giao tuyén clia (P) va (Q), H 1a giao diém cia
a va c. Trong mp(Q) ké dudng thang b vuéng géc véi ¢ vi di qua diém H.
Khi dé géc gilta @ va b chinh 1a géc gita (P) va (Q). Do hai mat phang (P)
va (Q) vuong goéc nén a L b. Nhu vay a vuong géc véi hai dudng thing b va
¢ thudc mp(Q), tic 1a a vudng géc véi (Q). )

Chi y. C6 thé sir dung vecto phap tuyén clia mat phéng dé chiing minh hai
dinh If 3 va dinh If 4 néu trén. Hai két qua dé cé thé phat biéu duéi dang sau:
Diéu kién cin va di dé hai méat phdng vudng géc véi nhau 1a mot trong
hai mat phezlng d6 chtta mot dudng thdng vudng goéc véi mét phang kia.
Chitng minh. Goi n va n' lan lugt 1a hai vecto phdp tuyén cta hai mat
phéng (P) va (Q).

T diém A cla mat phing (P) vé
dudng thing ¢ nhan 1’ 1am vecto chi g -
phuong, khi d6 a 1 (Q) (h.3.64). Hai AT =~

mat phang (P) va (Q) vuong géc véi a

nhau khi va chi khi n va n" vuong AL g
s, e ~ . ~ 7 M = !
goc voi nhau, tic la khi va chi khi » Lo

vuong géc véi vecto chi phuong clia

a. Vi n la vecto phédp tuyén cua (P)

va A thudc (P) nén dicu dy xay ra
S vy chl khi oo na . D .

k\lu va chi khi ¢ nam tlong’ (P), nghia Hinh 3.64

la mp(P) chia duong thang vuong

g6c v mat phang (Q).

Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 SA vuéng géc véi mat phang (ABCD),

ddy ABCD la hinh vuéng. Tim nhiing mat phang chita cac mat ctia hinh chép

vuong goc véi nhau.
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Gidi (h.3.65). Vi SA L mp(ABCD) S X

> . . y
nén cdc mat phang di qua SA déu / \
vuong goéc véi mp(ABCD), tu dé \\
suy ra mp(SAB), mp(SAD), cing \\- c
vuong géc véi mp(ABCD). S
Do ABCD la hinh vuong nén Doxess -2 L -2 C
CB L AB. AT, SaN
Mait khdc, do SA L mp(ABCD) A B
nén CB L SA, tu dé Hinh 3.65
CB L mp(SAB).

Vay moi mit phang chita CB déu vuong géc véi mp(SAB), tic la
mp(SBC) L mp(SAB).
Tuong tu nhu trén ta cé mp(SCD) L mp(SAD).

Chi y. Trong hinh chdp trén chi cé cdc cap mit phang vudéng géc v6i nhau
nhu d3 ké trén vi cdc mat phang (SAD) vé6i (SBC) khong vuong gbéc v6i nhau,
mat phang (SAB) va (SCD) khong vuong géc, mat phéng (SBC) va (SCD)
khong vudng géc. Cu thé cé thé giai thich diéu dy nhu sau:

Ta thay (SAD) cat (SBC) theo giao tuyén Sx ma Sx // AD.

Dé thay Sx L r;lp(SAB), tic 1a Sx L AS va BS tir dé suy ra ASB 1a gbc giita
hai mat phing (SAD) va (SBC) ma ASB < 90" .

Diéu giai thich tuong tu doi véi cdc mat phang (SAB) Vﬁ (SCD).

Dé6i véi hai mat phang (SBC) va (SCD): Goi O la giao diém ctua AC va BD.
Trong mp(SAC) k& OC, vuong géc véi SC. Khi dy dé thay SC L mp(BC,D),
tu dé B/CI\D hay 180° —BE‘I\D 12 géc giita hai mat phang (SBC) va (SCD).

Xét tam gidc BC,D can tai C,. Mat khdc, OC, < OC = OB ti d6 0/6’73 >45°,
suy ra B/C,\D >90°.

Vay hai mat phang (SBC) va (SCD) khéng thé vuoéng géc véi nhau‘.

Tu céc dinh 1i 3 va 4 néu trén ta dé thdy cic hé qua sau:
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HE QUA 1. N&u hai mat phing (P) va () vudng gbéc v6i nhau va A 1a
diém thuodc (P) thi dudng thing a di qua A va vudng géc véi (Q) sé ndm
trong (P) (h.3.66).

a4

Hinh 3.66 Hinh 3.67

HE QUA 2. N&u hai mat phing cing vudng géc véi mit phing thi ba thi
giao tuyén ctia hai mit phang (néu c6) ciing vudng géc véi mat phing
tha ba (h.3.67).

Chitng minh. Gia st mp(P) L mp(R) va mp(Q) L mp(R). Khi &y mp(P) chita
dudng thang a vuéng géc véi (R) vi mp(Q) chita dudng thing b vuong géc
v6i mp(R). Tt d6 suy ra a // b. Néu (P) cét (Q) theo giao tuyén c thi ¢ song
song véi a, tir d6 ¢ L (R).

Tir dinh If néu trén ta nhan thay P——
néu dudng thang a vuoéng géc

v6i mp(Q) thi bat ctt mp(P) nio

qua a déu vuong géc véi (Q), 0

tic 1a c6 vo s6 mat phing vuong Hinh 3.68

g6c v6i (Q) (h.3.68). Vay khi a

khong vuong géc véi (Q) thi s6 luong mat phéng qua a va vuong géc véi (Q)
la bao nhiéu. H¢ qud sau day tra 15i cau hdi dé.

HE QUA 3. Qua dudng thing a khéng vudng géc véi mat phing (Q) co
duy nh&t mét mit phéng (P) vudng géc véi ().
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Chitng minh (h.3.69). Lay
diém A thuoc a va ké dudng
thing b di qua A, vuong goc

v6i (Q). Khi d6 mp(a, b) chuia
duong thing b vudng géc voi /
(Q) nén mp(a, b) L (Q). Q

Vay (P) = mp(a, b). Hinh 3.69
Tinh duy nhét cia mp(P) suy tit hé qua 2.

Hinh ling tru ding. Hinh hép chu nhat. Hinh ldp phuong
Trong chuong 11, ta dd néu dinh nghia hinh lang tru. O phin nay, ta s& xét
mot s6 hinh lang tru dac biét.

DINH NGHIA 3. Hinh lang tru ding la hinh ldng tru cé canh bén vudng
géc vdi mgt ddy (h.3.70).

Ay Aq
B ; /: < 0 ;: .
. A A
A : C 1 T f T 4
L N
! A 5
, 61 :
E ! , D 2|_ --—’I~—JI\
/I£3N\ // \\\;///A'B\\
- I S A, —— \_\____ - /.\14
A ¢ l //0 N
£ D | Ay AT
Hinh 3.70 Hinh 3.71

PINH NGHIA 4. Hinh ling tru déu 1a hinh ldng tru ding co ddy la da
gidc déu (h.3.71).

PINH NGHIA 5. Hinh hép ding la hinh lang tru ding c6 day la hinh
binh hanh (h.3.72).

1
!
|
i
> /: ______ L
\g el 0
Hinh 3.72 Hinh 3.73



PINH NGHIA 6. Hinh hép chit nhat 1a hinh hop
“diing c¢6 day la hinh chi nhat (h.3.73).

PINH NGHIA 7. Hinh l4p phuong 13 hinh hop chi
nhat c¢6 tdt ca cic canh bang nhau (h.3.74). j S -
Vi du 5. Tinh do dai dudng chéo clia hinh hop chit - .
nhat khi bi€t d6 dai ba canh xuat phdt tit mét dinh 12 a, Hinh 3.74
b, ¢ (a, b, ¢ goi la ba kich thudc cha hinh hop chit

nhat).

A

Gidi (h.3.75). Tt AC’ = AB + AD + AA’ - B ¢
I
va AB.AD = AB.AA' = ADAA’ =0 !
1

J—
tacéd AC" = a? + b + 2 -
hay AC/ — ;aZ + b2 + CZ. ' Hinh 3.75
Tuong tu cic dudng chéo con lai ciing bing Va® + b% + 2.

d) Hinh chép déu. Hinh chép cut déu

DINH NGHIA 8. M5t hinh chép dude goi 14 hinh chép déu néu day clia né
1& da giac déu va cac canh bén bing nhau (h.3.76).

a)

Hinh 3.76

Ta biét rang d6i v6i mot hinh chép bat ki, dudng thdng vuéng 2éc véi mat
ddy ké tir dinh goi 12 duong cao ctia hinh chép.
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DINH NGHIA 9. Khi cit hinh chép déu bdi .
mot mit phing song song véi day dé dude
mdét hinh chép cut thi hinh chép cut dé
dudc goi 1a hinh chép cut déu (h.3.77).
Doan néi tam cua hai ddy duoc goi la duong
cao cua hinh chép cut déu.

Vi du 6. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D' ¢c6
AB=a,BC=b,CC'=c.

Néu ¢6 AC'=BD' =BD=+a +b*+c* thi
hinh hop d6é c6 phai la hinh hop chit nhat
khong? Vi sao?

Gidi (h.3.78). Vi ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh hop

nén
A D
AC” + AC* + BD" + B'D’ = 4d” +4b” +4¢° N c
: B AN o
Mat khéc, AN ,,f,
\:\\ \\ 'éfz
AC'=BD' = B'D=va* +b* +¢* I
AN
[} ,/’/ \\ \\\
nén A'C =+va' +b* +c*. A’:»’//',’ N N
J SR N A IO M
Nhu vay bdén duong chéo cla hinh hop a \
bing nhau. , B s
Ta lai ¢c6 ACC'A’ 12 hinh binh hanh ma Hinh 3.78

AC' = A'C nén ACC'A’ 1a hinh chit nhat, tir d6 AA" L AC.

Tuong tu ta cé BB’ L BD ma BB' /| AA' vay AA" L mp(ABCD).

Tuong tu nhu vay ta cling c6 AB L mp(ADD'A’).

Do d6 ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh hop chit nhat. ‘

Vi du 7. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ c6 éanh bang a.

1) Chiing minh ring AC’ vuéng géc véi hai mat phang (A'BD) va (B'CD').

2) Cit hinh lap phuong dé bsi mat phang trung truc clia AC'. Xéc dinh thiét
dién thu dugc. Thiét dién 1a hinh gi? Tinh dién tich thié€t dién.
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Gidi (h.3.79) B M _C

1) Tacs AC' = AB+ AD+ A4’ va ATy
BD=AD-AB. RS

Vay NN 1P

AC'.BD=(AB+AD+AA')(AD—AB)=o SKE \ e

tic 1A AC' L BD. R oo

Tuong tu ta c6 AC' L BA'. Hinh 8.79

Vay AC’ vuong géc véi mp(A’'BD).

Mit khc, mp(CB'D') /| mp(A'BD) nén AC' L mp(CB'D").

2) Goi M 1a trung diém cta BC thi c6 MA = MC' (vi cing bang %[5—) nén M
thudc mat phang trung truc ctia AC'. ‘ | |
Tuong tu nhu trén néu goi N, P, O, R, S 14n luot 14 trung diém cta CD, DD’,
D'A’, A’B', B'B thi céc di€m d6 ciing thudc mat phang trung truc cla AC'.

Twr d6 thiét dién thu dugc 1a MNPORS.

Néu goi O 1a tam hinh lap phuong thi dé thay cdc canh cia tam gidc OMN

song song voi cdc canh clia tam gidc A’BD ma tam gidc A'BD déu canh a2

av2

nén tam gidc OMN déu canh bing 5

Tuong tu nhu vay d6i v6i cdc tam gidc ONP, OPQ, OOR, ORS, OSM.

a2
2

Vay MNPQRS la hinh lyc gidc déu c¢é canh bang

av'2
2 4 4

[6.55,

Tir d6 dién tich § cha thiét dién 1a S = 6[

Chii y. C6 thé tinh S bi cong thie S = Scosg bang cach chiéu luc gidc déu
MNPQRS 1én mp(A'B'C'D").
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Vi du 8. Cho hinh chép S.ABCD c6 canh SA = a, cdc canh con lai bang x.

1) bkChl’mg minh ring mp(SAC) vuong géc vé& hai mat phang (ABCD) va (SBD).
2) Tinh dudng cao cta hinh chép S.ABCD theo a, x.

3) Tim su lién hé gitta a va x dé S.ABCD Ia hinh chép déu.

Giai (h.3.80) ’

1) Goi O 1 giao diém ctia AC va BD.
Vi ABCD ¢6 cdc canh bing x nén
ABCD 1a hinh thoi, tir d6 BD L AC va
O la trung diém cta BD.

Mait khéac, SB = SD = xnén SO L BD.
Nhu vay BD 1 mp(SAC), Suy ra moi
mat phing chia BD déu vuong géc véi
mp(SAC), nghia 1a mp(SBD) . va Hinh 3.80
mp(ABCD) déu vudng géc véi mp(SAC).

2) Vi mp(SAC) L mp(ABCD) theo giao tuyén AC nén ké dudng cao SH cua
tam gidc SAC thi SH L mp(ABCD), tic 1a SH 1a duong cao cla hinh chop
S.ABCD.
Tir gia thiét cac canh con lai clia hinh chép ¢6 do dai bing x nén suy ra ba
tam gidc SBD, ABD, CBD la ba tam gidc cin chung canh BD nén

SO0 =A0 =0C.
Nhu vay tam gidc SAC vuong tai S. T d6 SH.AC = SA.SC tic la
' a.x
Jat+x0
3) Hinh chép S.ABCD 1a hinh chép déu thi di¢u kién can la cdc canh bén
bang nhau, tdc 1a g = x. Khi 8y AC = aN2 ma ABCD la hinh thoi canh « nén
ABCD la hinh vuéng.
Vay S.ABCD 1a hinh chép déu.
Nhu vay S.ABCD la hinh chép déu, diéu kién can va db la ¢ = x. Lic do
chan duodng cao ctia hinh chép 1a O.

SH =



Chu y. Khi a = x, c6 thé tinh duoc cic goc tao bdi hai mat phang bat ki ctia
hinh chép S.ABCD. (ban doc tu lam)

Vi du 9. Cic ménh dé sau day cé dung khong?

1) Céc mat phing cling di qua mot diém cho trudc va vuong géc véi mot
mat phang cho truéc thi luén di qua mot duong thang c6 dinh.

2) Hinh lang tru cé hai mat bén 12 hinh chit nhat 1a hinh lang tru ding.
3). Hinh chdp cé ddy la da gidc déu va ba canh bén bing nhau 13 hinh chép déu.

Gidi (h.3.81) (0]

1) Gia st (P) 1a mat phang cho truéc va O la

diém da cho. a

Tt O ké dudng théng a vuong géc véi (P) | |ooooooomo .

khi d6 bat ¢t mat phang nio qua O va vudng
gbc vdi (P) déu chita dudng thang a.

. ) . , . Hinh 3.81
Do O va (P) cho truéc nén dudng thang a ¢d

dinh.

Vay ménh dé 1) luon ding.

2) Néu hai mat bén cla hinh lang tru khong song song 1a hinh chit nhat thi

hinh lang tru dé la hinh lang tru ding.

Néu hai mat bén cta hinh lang tru 12 hinh ch@ nhat nhung lai nam trén hai

mat phéng song song thi hinh lang tru d6 khong chic 14 hinh lang tru ding.

Vay ménh dé 2) khong diing.

3) Gia st hinh chép S.A/A,...A, ddy

AA,... A, 1a da gidc déu va ba canh

bén SA, = SA; = SA,. Goi H la hinh

chi€u ctia S trén mat phang day thi
HA, = HA; = HA,.

T dé6 H phai tring véi tdm cua ddy

AA,.. A, SuyraSAA,.. A, la hinh

chép déu (h.3.82).

Vay ménh dé 3) luon ding. Hinh 3.82
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Vi du 10. Canh huyén clia tam gidc vuong ABC nam trén mat phang (P) va
céc canh géc vuong tao v6i mp(P) hai géc ¢, p. Tinh géc gilta mat phéng
chita tam gidc ABC va mat phang (P).

Tim su lién hé giita ¢, B dé€ mat phang (ABC) vuong goc v6i mit phang (P).
Gidi (h.3.83). Gia st ABC la tam
gidc vuong tai C.

Ké CH L mp(P), ké CK L AB.
Khi d6 HK L ABva CKH 1a goc
gitta mp(ABC) va mp(P); Cﬁ,

CAH 14n luot 12 cac goc tao boi
hai canh goéc vudng véi mp(P).

o Hinh 3.83
Theo gia thiét, ta c6 CAH=«,
CBH=J.
- . h h N
DatCH=hthi CA=——, CB=— va

sin o sin 8
[ . 2 .2

ABZ=CA2+CB2=hZ '17 + 17 :}AB:h Slr'l O!—F-Sln IB.

sin“a  sin” f sina sin

Xét tam gidc ABC ta,c6 AB.CK = CA.CB, tu do
CACB _ h

CK = = .
AB  [sin’ o +sin’ 3

Xét tam gidc vudong CHK ta c6

. == CH ; . ' .
sinCKH g \/sm2 a +sin® f =\/l—cos(a+ﬂ)cos(a—ﬁ) (*)

Vay géc gitta mp(ABC) va mp(P) dugc tinh boi (*).

Chuy.

+ Bai todn luon c6 16i giai vi CH < CK. Dac biét khi CH = CK hay a+ =90
thi sinCKH = 1, titc 12 mp(ABC) L mp(P). Vay hé¢ thiic lién hé giita o va j
dé€ mp(ABC) vuéng géc véi (P) 1a o+ f=90".



+ Tu hé thic sin CKH = +/sin’ & +sin’ f , néu dat géc gitta mp(ABC) va (P)
12 @ thi ta c6 sin’@ = sin’a + sin’f.

Vi du 11. Cho hinh lang tru tam gidc déu ABC.A'B'C’ c6 tit ci céc cénh
ciing bang a. Goi M, N, P 14n luot 12 trung diém cdc canh AA’, AC, A'B’.

1) Xdc dinh thiét dién cta hinh lang tru bdi mp(MNP);

2) Tinh dién tich thiét dién.

Gidi (h.3.84)

1) Goi E, F lan luot 13 giao diém
clia dudng thang MN véi cac dudng
thang A'C’' va CC'.

Goi R 1a giao diém cta EP va B'C’,
goi O 1a giao diém ctia FR va BC.
Khi dé thiét dién thu dugc la
MNQRP (ngii giac).

2) Tinh dién tich S cha thiét dién
MNQRP. Hinh 3.84
Dé thdy

3u a

AE=2=CF="2 =5 CF=
2 2 2
Xét tam' gidc A'EP c6 A'E = A'P va EA'P=120° nén A'EP =30°, tir dé
AERC' vuéng tai R.
Do FC' L (A'B'C") nén RF 1 ER.
Vay géc gitta mp(MNP) va mp(A'B'C") 1a FRC'.

Tacé RC'=%,tErdé 0C =

AN

Xét phép chi€u 1én mat phang (A’B'C’) thi thiét dien MNQRP c6 hinh chiéu
1a A'N'Q'RP.

Vay S,voue = Sunows-COS FRC' .
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Dat ﬁ?E’z(p.

Taco tan¢=_a_=2._.>1+tanz(/)=5= 5 :>c08¢=__.5..
la cos™ @ 5
2
Swvare=Swwe =Svee = Sewx
_az\/—i S “laa‘600_ 2\/—3—
S =5 Sree =350 =5y
l aa . a3
Spyr ==.—.—sin60" =
PB'R 27774 7
Tu d6 a \/— \/— 3a” \/5
U do SANQRP 4 T T
A 3a°\3 o _3a'is
Vay Sunorr = ¢ NEES —
BAI TAP

21. Cho ti dién ABCD c6 céc canh bing a. Goi M, N lan luot 1 trung diém cla '
AB, CD.

a) Tinh do6 dai MN;
b) Tinh géc giita dudng thang MN va BC;
¢) Ching minh rang MN 1 AB, MN L CD.

22. Cho t dién ABCD c6 céc canh bang a. Goi M, N, P lan luot 12 trung diém
clia AB, BC, AD. Tinh géc gifta hai dudng thing MG va NF, & d6 G la trong
tam tam giac BCD.

23. Cho hinh ti dién ABCD c6 AB = AC = AD, BAC = BAD =60", CAD =90
a) Tinh géc giita hai dudng thang AB va CD;

b) Goi I, J lan luot 12 trung di€ém cta AB, CD. Ching minh IJ L AB va
1J 1L CD.
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24,

25.

26.

217.

28.

29.

Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam gidc déu canh bing 442, SC
vuong géc véi CA va CB, SC = 2. Goi E, F lan luot 13 trung diém ciia AB,
BC. Tinh géc giira hai duong thiang CE va SF.

Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C'D’ canh bing 1. Lay M thuoc tia AD sao

cho AM = 2\/%. GQi E va F 1an luot 1a trung diém cta A'B' va DD', P va Q
1a cdc diém lan lugt thuoc AE va CF. Tim gid tri 16n nhat cla ti s& 70

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’. Céc diém M, N 14n luot chia cic doan
thang AD' va DB theo cing ti s6 k (k # 0; 1).
a) Chiing minh rang MN ludn song song véi mit phing (A’BCD');

b) Ching minh rang khi k = ——-;— thi MN /[ A'C va MN L AD' va DB.

Cho hinh t&t dién ABCD cé AB, BC, CD déi‘mét vuéng géc va AB = a,

BC=b,CD=c.

a) Tinh dién tich toan phan ctia tit dién do;

b) Tim diém cdch déu cdc diém A, B, C, D va tinh khoang cdch tit diém dé

dén moi dinh.

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA vuéng géc v6i mat phing (ABC) va tam gidc

ABC khong vuong. Goi H va K lan luot Ia truc tam clia tam gidc ABC va

SBC. Chitng minh ring:

a) AH, SK, BC déng quy;

b) Hinh chi€u cia tryc tam clia AABC trén mat phing (SBC) la truc tam ciia
tam gidc SBC.

a) Cho ti dién ABCD c6 AB L CD, AC L BD. Chiing minh ring AD 1 BC.
Vay cdc canh dé6i dién cla ti dién Vﬁc”mg géc vai nhau. T dién nhu thé
gol la tt dién truc tam.

b) Chiing minh cdc ménh dé sau la twong duong:

1) ABCD la tt dién truc tam;
1) Chéan duong cao cta td dién ha tir mdi dinh tring véi truc tam clia mat
déi dién;
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30.

32.

33.

34.

iii) AB’ + CD* = AC* + BD* = AD” + BC%;
iv) Bon dudng cao cua td dién déng quy.
Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC 1a tam gidc déu canh a, cac canh bén
bang nhau va bang b.
a) Goi H la truc tam tam gidc ABC. Tinh SH;
b) Xét mat phang (P) di qua dinh A va vuong géc v6i SC. Tim hé thic lién
hé giita a va b dé (P) cét canh SC tai diém C,. Khi d6 tinh dién tich thiét
dién ctia hinh chép S.ABC cit bi mat phang (P).

. Cho tt dién A,A,A.A,. Goi G, la trong tam cba mat doi dién véi A

(i =1, 2,3, 4) cla tit dién. Xét cdc dudng thang d, di qua G, va vuong gdc

v6i mat chia G, (z' = T,Z). Cho biét bon dudng thing dé déng quy.

Ching minh ti dién A,A,A,A, 1a t& dién truc tam.

Cho tit dien ABCD c6 céc canh biang nhau (ti dién déu). Goi A, B', C', D'
lan luot 12 hinh chi€u clia diém M bt ki ndm trong td dién trén cdc mat
phéng dsi dién véi cac dinh A, B, C, D da cho. Goi G’ 1a trong tam cta t
dién A'B'C'D’. Ching minh ring dudng thang G'M di qua di€ém c6 dinh khi
diém M thay déi.

Cho tif dién ABCD. Goi O va R 1a tam va ban kinh mat cdu qua cic dinh cua
td dién. Goi A', B’, C’, D' lan luot 1a trong tam cdc mat d6i dién véi dinh A,
B,C,D.Dbit AA' =m,, BB' =m,, CC' =m,,DD' =m,, OG =d.

Chitng minh ring 4(R’ —d2)= %(m: +m+m’ +mf,).

ar

< 1z 3
Tu d6 suy ra R=-—(m, +m, +m_+m,).
16 ¢ [

Dau bing xay ra khi nao?
Cho tit dién ABCD c6 bén dudng cao dong quy tai diém H.

Tim diém M trong khong gian khong thuoc mat phiang chia mat ndo cla ti
dién sao cho HG, = HG, = HG, = HG, trong d6 G,, G,, G, G, lan luot la

trong tam cua t& dién MBCD, MCDA, MDAB, MABC.

170



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Cho it dién ABCD.

Ching t6 rang n€u c¢6 diém / nam trong mién gidi han bdi ti dién sao cho

BIA=CID va AIC = BID, BIC = AID thi véi moi diém M trong khong gian

tacO MA+MB+ MC +MD=2IA+IB+IC + ID.

Cho tit dién ABCD. Goi O 1a diém cdch déu bdn dinh A: B,C,DvaRla

khoang cach tir O dén méi dinh dé.

Chitng minh rdng BC* + CD* + DB* < AB* + AC* + AD* + 4R".

Canh géc vuong AC clia tam gidc vuodng can ABC nim trong mat phang (P),

canh géc vuong BC tao véi mat phang (P) géc a.

Tinh géc gilta dudng thang chia canh huyén AB va (P).

Cho hinh chit nhat ABCD. Mot dudng thang / di qua dinh A khong nim

trong mat phang (ABCD) va tao véi AB, AD cic géc bing nhau. Hinh chiéu

clia dudng thang / trén mat phing (ABCD) cét dudng thing BD tai M'.

Tinh M'B va M'D khi cho AB = a, AD = b.

Cho tam gidc ABC vuong cén tai C ndm trong mat phang (P) va mot doan

thang MN nam ngoai mat phing (P). Cho biét diém M cach déu ba dinh cia

tam gidc ABC va diém N cdch déu ba canh clia tam gidc dé.

Tinh géc gifta dudng thang MN va mat phang (ABC) khi cho biét do dai MN

=/, canh huyén cla tam gidc bang c.

Cho hinh lap phuong ABCD.A B,C\D, canh a. Mot doan thang thay déi c¢6

hai dau mit 1an luot nam trén hai dudng thang AB,, BC, va tao véi mat

phéng (ABCD) géc 60°.

Tim vi tri ciia doan thang d6 sao cho do dai ctia né ngén nhat.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuéng canh a va SA vuéng géc

v6i mat phang (ABCD), SA = x.

a) Xdéc dinh x dé hai mat phang (SBC) va (SDC) tao véi nhau géc 60

b) Khi diéu kién cua a) dugc thuc hién, hay tinh cdc géc tao boi hai mat
phéng chita hai mat bén déi dién clia hinh chép, tic 1a géc gilta mat
phang (SAB) va mat phing (SCD); mat phing (SAD) va mat phing (SBC).
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42. Cho hai mat phing (P) va (Q) vudng géc. Trén giag tuyén A cta (P) va (Q)
14y hai diém A va B. Goi C va D 13 cdc diém 1an luot thudc mat phang (P) va
(Q) sao cho AC L AB, BD 1 AB va AB = AC = BD. Mot mat phang (o) di
qua diém A va vuong géc v6i CD. Xdc dinh thiét dién cha t¢ dien ABCD ciét
bdi mat phang (a).

Tinh dién tich thiét dién khi AB =AC = BD = a.

43. Cho hai tam gidc ACD va BCD nam trén hai mat phang vuéng g6c¢ v6i nhau
va AC = AD = BC = BD = a, CD = 2x. Goi I va J 14n luot 1 trung diém cta
ABva CD.

a) Tinh d6 dai AB va IJ theo a va x;
b) Vi gi tri ndo cha x thi hai mat phdng (ABC) va (ABD) vuéng géc véi
nhau?

44. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh vudéng canh a.
SA 1 (ABCD). Hai diém M va N lan luot thay d6i trén hai canh CB va CD.
DatCM =x, CN=y (0 <x,y<a).

" Tim hé thiic lién hé gifta x vd y dé xay ra mot trong hai diéu kién sau:
a) Hai mat phang (SAM) va (SAN) tao v6i nhau géc 45°;
b) Hai mat phiang (SAM) va (SMN) vuéng géc v6i nhau.

45. Cho t¢ dién OABC c¢6 OA, OB, OC d6i moét vuong goéc voi nhau,
OA =a, OB =b, OC = ¢. Goi H 13 hinh chiéu clia O trén mat phang (ABC).
Tinh dién tich cac tam giac HAB, HBC va HCA.

46. Cho hinh lang tru ding ABC.A'B'C' ¢6 ddy ABC la tam gidc vuong tai C,
CA = a, CB = b, mat bén ABB'A’ 1a hinh vuong. Goi (P) la mat ph'czmg di qua
diém C va vuong géc véi AB'.

a) Xdc dinh thi&t dién cta hinh lang tru da cho khi cdt bsi mat phang (P).
Thiét dién la hinh gi?
b) Tinh dién tich thiét dién.

47. Hinh hop ABCD.A’B'C'D’ 1a hinh hop gi néu ¢6 mot trong cdc dicu sau day

xay ra?

a) T dién AB'CD’ c6 céc canh doi dién bang nhau;
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b) Ti dién AB'CD’ c¢6 céc canh ddi dién vudng géc

c) T dién AB'CD’ 1a tit dién déu.

48. Cho tam gidc ABC vuong 6 A, AB = a, BC = 2a. Hai tia Bx, Cy cling vuong
géc v6i mp(ABC) va nam vé mot phia doi véi mat phang dé. Ly cdc diém

B', C' 1an lugt thudc cdc tia Bx, Cy sao cho BB' = a, CC' = m.

a) Vi gid tri ndo clia m thi tam gidc AB'C’ 1a tam gidc vudng?

b) Khi tam gidc AB'C’ vuong tai B', goi H 1 hinh chi€u cla A trén BC.
Ching minh ring B'C'H 1a tam gidc vuong va tinh géc gifta hai mat
phang (ABC) va (AB'C").

49. Cho hinh lang tru t& gidc déu ABCD.A,B,C,D, c6 do dai dudng cao bing nita
canh ddy; M 1a diém bat ki thudc canh AB.

Tim gid tri I6n nhat ctia géc A MC, .

50. Cho hinh vudong ABCD va tam gidc SAB can tai S nam trén hai mat phing
vuong gdéc véi nhau.
a) Tinh géc gilta hai mat phang (SAD) vi (SAB).
b) Goi [ la trung diém cta AB, K 1a trung di€m clia AD. Ching minh rang

mat phang (SCK) va mit phing (SID) vuéng géc véi nhau.

51. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh biang ¢. Mot mat phang ()
song song hay tring v4i mat phing (A’BD) cat hinh lap phuong theo thiét
dién.

Tinh dién tich 16n nhat cua thiét dién dé.
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§3. KHOANG CACH. NHI DIEN. GOC DA DIEN

1. Khoang cach
a) Khodng cdch ti mét diém dén mét mdt phdng,
dén mét duong thdng
Trong khong gian dé di dén khéi niém khoang céch tir mot diém M dén mot
mat phing (P) hoac mot dudng thang A, ta xét hinh chi€u vuong géc H cua
M trén mat phang (P) hodc trén dudng thing A (h.3.85).
M

o,

a) b)
Hinh 3.85

Ta c6 dinh nghia sau:

DINH NGHIA 1. Khoang cach ti diém M d&n mét phéng (P) (ho#c dudng
thing A) 12 khodng cach giita hai diém M va H, trong d6 H 14 hinh chiéu
clia diém M trén mit phing (P) (hodc trén dudng thing A).

Khoang céch tir diém M dén mat phing (P) (hoac dudng thang A) lan luot
dugc ki hiéu la d(M; (P)) (hoac d(M; A)).

M
M
L
P H A
A
a) MH < MA b) MH < MA

Hinh 3.86
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b)

Dé thdy két qua sau:

Khodng cich tir di€ém M dén mat phing (P) 13 nhd nhat so véi khoang céch
tr di€m M dén mot diém bét ki thuoc mat phing (P). Ciing c6 keét qua tuong
tw doi véi khodng céch tir diém M dén dudng thing (h.3.86).

Khodng cdch gil?fl duong thdng va mdt phdng song song,
gita hai mdt phdng song song

Cho duong thing a song song véi mit

phing (P). Véi hai diém A, B bat ki

trén a, dé thdy d(A; (P)) = d(B; (P)) a
(h.3.87).

Nhu vay khodng céch d(A; (P)) khong K
phu thuéc vao vi tri cia diém A khi A o

thay doi trén dudng thing a. Tt dé ta Hinh 3.87
c6 dinh nghia:

DINH NGHIA 2. Khoang cich gitia dudng thing a va mat phing (P) song
song v6i a 14 khoang cach tu mét diém nao dé ctia a dén miét phéng,(P).
Ki hi¢u khoang céch giita dudng thang a va mit phing (P) song song vdi nd
la d(a; (P)).

Hién nhieén 1a khi dudng thang a song song v6i mat phing (P) thi d(u; (P)) la
nho nhat so véi khodng cach tir diém bat ki clia a dén diém bat ki ciia mat
phing (P) (h.3.88), nghia la d(a; (P)) < MN véi moi diém M € ava N e (P).

x

Hinh 3.88 ' Hinh 3.89

Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Khi 4y dé thay d(A; (Q)) = d(B; (Q))
V61 A, B 1a hai diém bat ki thugc (P), tic 1a d(A; (Q)) khong phu thude vao vi
tri clia di€ém A khi A thay déi trén (P) (h.3.89).
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c)

176

Tir d6 ta c6 dinh nghia:
PINH NGHIA 3. Khoang cach gitia hai mat phang song song la khodng
céch tit mot diém bat ki cia mat phing nay dén mit phang kia.

Ki hiéu khoang céch gifta hai mat phé“ing song song (P) va (Q) 1a d((P); (Q)),
thi d((P); (Q)) = d(A; (Q)) = d(C; (P)) trong d6 A la mot diém nao doé thudc
(P) con C 1a diém nao do thudc (Q).

o, A M
Ciing dé thay két qua sau: / \ /
\

[
\ |
Khi (P) va (Q) la hai mat phang song I

song thi khodng céch gitia (P) va (Q) la \
nho nhat so véi khoang cach gifta hai H /
diém bat ki lan lugt thuoc hai mat 0

phang, tic 12 d((P); (Q)) < MN véi moi Hinh 3.90
diém M thudc (P) va moi N thuoc (Q) (h.3.90).

Khodng cdch giita hai duong thang chéo nhau

Bai toan. Cho hai dudng thing chéo nhau g va b. Chiing minh ring cé duy
nhét dudng thing ¢ cit c4 hai dudng théng a va b dong thoi vuong géc vdi ca
avab.

Gidi (h.3.91). Vi a va b 1a hai dudng
thing chéo nhau nén c6 duy nhat
mit phang (Q) chda dudng thang b
va song song véi dudng thang a. Khi
4y mat phing (P) chia dudng thing

a va vuong géc véi mat phang (Q) s&
cit (Q) theo giao tuyén a' va cit Hinh 3.91

duong thing b tai J. Goi ¢ 1a dudng thang di qua diém J va vuong géc véi
mat phing (Q) thi dudng thing ¢ nim trong mat phéng (P), do dé ¢ cat
duong thang a tai diém . Khi dy ¢ la dudng thang can tim.

Néu con c6 dudng thang ¢’ khéc ¢ cling cat a va b va vudng gbéc voi cauva
b thi dudng thing ¢’ s& vuong géc v6i mit phang (Q), tr d6 ¢ va ¢’ song
song, vi vdy @ va b cling nam trong mat phéng chita ¢ va ¢', trdi véi gia thiét
a va b 12 hai dudong thang chéo nhau.



Dudng thang ¢ néi trén goi 1a dudng vuong géc chung a
clia hai duong thang chéo nhau a va b. /jl/
Néu dudng vuong géc chung cét hai dudng thang chéo c

nhau tai cdc diém / va J thi doan thing IJ goi la doan

vuong géc chung ctia hai du’dng.théng égé (hii.92). . \N
Tw d6 ta ¢6 dinh nghia:

PINH NGHIA 4. Khoéng cach giita hai dudng thing
chéo nhau 1a dé6 dai doan vudng géc

chung ctia hai dudng thing dé. /(/%/
Néu goi (P) va (Q) la hai mat phang song L L

song v6i nhau va lan lugt di qua hai

dudng thang a va b thi 16 rang 1a / \J\/
1] = da; () = dib; (P)) = d((P); (@) ) _J 4

(h.3.93). Hinh 3.93

Vay ta con cé:

1) Khoang céch gifta hai dudng théang chéo nhau bang khoang cdch gitta mot
trong hai dudng thing d6 va mat phing song song véi né, chita dudng thang
con lai.

2) Khoang cich giita hai duong thang chéo nhau bang khoang cach gitia hai
mat phing song song lan luot chia hai dudng thing dy.

Hinh 3.92

Ki hiéu khoang cach giita hai dudng thiang chéo nhau a va b la d(a; b), cling
nhan thay:

Khoang cich giita hai dudng thang chéo
nhau 12 ngan nhat so v6i khoang cach
gifta hai diém bat ki lan lugt nidm trén
hai dudng thang dé, tic 1a d(a; b) < MN
véimoi diém M € a va N € b (h.3.94).
Sau day la mot so6 vi du dp dung trong
mot s6 bai todn tinh khoang cach.

Vi du 1. Cho hinh hép chit nhat ABCD.A'B'C'D' ¢6 AB=a, AD=b, AA’=c.
1) Tinh khoang céch tit diém B dén mp(ACC'A");

2) Tinh khoang cdch gifta hai dudng thang BB' va AC';

3) Tinh khoang cach giita hai mat phang (AB'C) va (A'C'D).

Hinh 3.94
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Gidi (h.3.95)

A
D
1) K& BH vuéng géc véi AC (H e AC). N 7
Do mp(ABCD) | mp(ACC'A") nén BET L KA
\\#\J // \\ /:// //l/ //1
BH L mp(ACC'A"). T ol
Vay d(B; mp(ACC'A")) = BH. PN s (N
I’ /// /y\":'\ """" ‘l“""' 7/" : :::—\ D'
Vi BH.AC = BA.BC nen BH = 2ABC S
AC , /I&:;—"'— K"\\\
B C’
tirdé BH =2 | Hinh 3.95

Jat +b?

2) Ta c6 BB’ va AC’ 1a hai dudng thang chéo nhau ma BB’ // mp(ACC'A")
ab

Na' +b? '

nén d(BB'; AC') = d(BB'; mp(ACC'A")) = d(B; mp(ACC'A")) =

3) Cach 1. .

Dé thady mp(AB'C) // mp(A'C'D).

Ké DK 1 AC (K € AC) va KK' vudng géc véi mp(A'B'C'D’). Ké dudng cao
KI cua tam gidc KK'D. Khi d6 AC L mp(KK'D), mit khiac A'C’ // AC, tir d6
A'C'" L mp(KK'D).

Vay mp(KK'D) L mp(A’C'D). Do K'D la giao tuyén clia hai mp(A'C'D) va
(KK'D) va KI 1. K'D nén KI 1 mp(A'C'D). Tl d6 khoang cach giita hai mit
phang (A'C'D) va (ACB') 1a KI.

Xét tam gidc vuong KK'D véi dudng cao K1 ta c6

1 1 1 1 1

= + = 1
KI* KK? DK* ¢ DK’ )
Vi tam gidc ADC vuéng tai D va DK 1a dudng cao clia né nén
1 1 1 1 1
DK* DA* DC* & b’ @)
TU (1), (2) ta €6 — =+ = =5 KT = abe
KlI a b ¢ \/azb2 b2 + A
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Cach 2. | B

Vi ABCD.A'B'C'D' 13 hinh hop nén /
mp(ACB') // mp(DA'C') va dudng chéo / GZ_H

BD' cét hai mat phéang trén ldn luot tai

G, G' (trong tam tam gidc ACB’ va tam
gidc A'C'D) ma BG =GG' =G'D'.

Ké qua B dudng thing vuéng géc véi
mp(ACB'), cit mp(ACB') va mp(A'C’'D)
lan lugt tai H va H' thi c6 BH = HH'
(h.3.96).

Nhu vay khoang cdch giita hai mat phang (ACB') va mp(A'C’'D) bang HH' va
bing BH la khoang cach tir dinh B dén mp(ACB’) cla t dién BACB' c6 BA,
BC, BB’ vuo6ng géc ting doi.

1 1 1 1

Hinh 3.96

1

2

+

R | 1
Ta lai c6 PE e b
‘ BH® BA® BC” BB" a b

abc
Nab® + b2 + 2d?
Chu y. Khi ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh 1ap phuong thi tir cich giai trén ta thdy:

1) d(B;mp(ACC’A')):%BD=f.i‘/_§_

to dé6 BH =

2) d(BB;AC")=d(B;mp(ACC'A")) = “‘f

3) d((ACB');(A'C'D)) =_1_s_;z =-‘1\3—@-.

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vuong ABCD canh a,
canh bén SA L mp(ABCD) va SA = a. Tinh khoang cach giita hai dudng
thang

1) SBva AD,

2) BD va SC.
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Gidi (h.3.97)

1) Ta c6 DA L mp(SAB) tai A. Goi AH
12 dudng cao cua tam gidc vuong SAB
thi AH 14 dudng vudng géc chung clia
SBva AD.

Vay d(SB; AD) = AH.
Vi tam gidc SAB vuong can nén
a2

2
2) Ta c6 BD vuong géc véi mp(SAC) tai tam O cua hinh vuong ABCD. Ké
OK vuéng géc véi SC (K € SC) thi OK la dudng vuong géc chung ctia BD

Hinh 3.97

AH=—SB—
2

va SC. Nhu vay d(BD;SC) =0K = %AI (& d6 Al 14 dudng cao clia tam gidc

11 1 1 1 a6
-

vuong SAC), mat khic — =—F+—5 =5+t = Al =
AIF AST ACT a 2a

f

Vay d(BD;SC) =

Chu y. Tu cach giéi trong vi du 2, ta suy ra: Néu hai dudng thing a va b
chéo nhau va vuong géc thi viéc tim dudng vuéng goc chung ciia chiing quy
vé viéc xé4c dinh giao di€ém cta duong thang a v6i mat phéing di qua duong
thang b va vuong goc véi a va tlr giao diém 4y ké dudng vuong goc véi b, do
1a dudng vuong géc chung, déng thoi tir d6 cling tinh duge khoang cach gifta
hai dudng thang ay.

Vi du 3. Dudng thing AM tao véi mat phéng chita tam gidc déu ABC mot
géc 60°. Tinh khoang cdch gilta dudng thang AM va dudng thdng BC, biét

ring canh clia tam gidc déu bang a va MAB = MAC .

Gidi (h.3.98). Vi MAB = MAC nén hinh chi€u ctia dudng thing AM trén mat
phéng (ABC) 1 dudng phan gidc AH ciia géc BAC .

Dé thay BC L mp(AHM), tix d6 MAH chinh I gbc gitta AM v6i mp(ABC ).



Trong mp(AHM) ké dudong cao HK M
ctia tam gidc AHM thi HK chinh Ia
khodng cdch gifta hai dudng thang
AM va BC.

a3 —

Ta ¢6 AH-—-T, KAH =60, tir d6
HK = AHsin60" hay

_aV3 V3 _3a

2 2 4

HK Hinh 3.98

Vay khoang cach giita AM va BC bang %fl.

Vi du 4. Ching minh ring néu AC = BD, AD = BC thi dudng vudng goc
chung clia AB va CD la dudng thing néi trung diém cla AB va CD. Diéu
ngugc lai c6 ding khong? Tinh khodng céch gifta cdc dudng thing chia cdc
cap canh déi dién ctla ti dién ABCD biét
AC=BD=b,AD=BC=a,AB=c,CD=¢.

Tl d6 suy ra khoang cach gifta cdc cap canh d6i dién cua tit dién ABCD khi
AB=CD =c¢,AC=BD=b,AD=BC =a.

Gidi (h.3.99)

+ Vi AC = BD, AD = BC nén tam
gidc ACD bang tam gidc BDC, tix d6 -
hai duong trung tuyén tuong ting AJ
va BJ bang nhau (& d6 J Ia trung
diém cta CD). Goi I 1a trung diém
ctia AB thita cé IJ L AB.

Tuong tu nhu trén ta c6 1J L CD.

Hinh 3.99

- Vay IJ la duong vuong géc chung

cta AB va CD. ,

Diu nguoc lai cha két luan néu ra trong bai todn ciing dﬁng, titc 1a néu
IJ L AB va IJ L CD véi I, J lan luot la trung diém cta AB va CD thi
AC =BD, AD = BC.
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That vay, vi IJ L AB va I 1a trung di€ém ctia AB nén AJ = BJ.
Mat khac ta co

2 2

AC? + AD* =2AJ + ¢D . BC*+BD* =2BJ’ + ¢D
T d6 ta c6 AC* + AD* = BC? + BD? (1)
Tuong tu nhu trén ta ciing c6 CB* + CA® = DB® + DA’ (2)
Tir (1) va (2) suy ra AD* — BC* = BC* — DA’ titc 12 DA = BC (3)

Két hop (1) va (3) tacé AC = BD.
+ Tinh d(AB, CD) = 1J

2 2
Tacé IJ> = AJ* —Al* = AJ* — Af Y

, AC’+AD* CD* _a’+b _?_2a 4207 ="

2 4 2 4 4

AJ

2a* +2b* —(c2 +c” )
4
(diéu kien 24 + 2b*> — (¢* + ¢'*) > 0)

+ Tir két qua trén suy ra khi ABCD 1a t& dién ¢c6 AB=CD = ¢, AC = BD = b,
AD = BC = a (t dién nhu th& goi 1 ti dién gan déu) thi

Vay IJ? = ,tacla 1J =%\/2a-2 +2b ——(cz +C'2)

d(AB,CD) =—;—\/2a2 +2b* -2¢%, d(AC, BD) =-§\/2a2 +26F =20,

d(AD,BC)=—;—\[2b" +26% 24

Chi ¥ ring ti dien ABCD c6 tinh chat trén thi cic mat clia né déu la céc tam
gidc nhon nén diéu kién a* + b* > ¢* duoc thuc hién.

C6 thé giai thich k&t qua d6 nhu sau: |

Ké& qua B, C, D céc dudng thing song song véi cdc canh cla tam giac BCD,
chiing cét nhau tai B, C,, D, (h.3.100). Khi d6 BC, BD, CD la dudng trung
binh ctia tam giac B,C,D,, tr d6 CD, = CB, = BD = AC.



Vay B,A L D|A.

Tuong tu nhu vay CiA L DA va
C\A 1 B\A tiic la AB,C\D, 1a tit dién
vuong tai A.

Vay tam gidc B,C,D, cé ba géc
nhon, tr d6 BCD 1la tam giac cé ba
goc nhon.

Nhdn xét. C6 thé ching minh lap

A ., seo, . R N Hinh 3.100
luan nguoc lai cha bai todn néu trén

van ding nhd phép chiéu vusng géc.
Cu thé 1a xét mat phéng (P) di qua CD va song song vdi AB.
Do IJ 1a duong vuong géc chung chia AB va CD nén IJ vudng géc v6i mat
phang (P).
Goi A’ va B’ la hinh chi€u clia A va B trén (P) thi J, A’, B' thing hang va do
IA =IBnén JA' = JB', tix d6
AJCB' = AJDA’, tic 1a B'C = A'D.
Khi dy hai tam gidc vuéng BB'C va
AA’D bing nhau, tir d6 suy ra

BC = AD.

Lap luan twong tu nhu trén ta suy ra Hinh 3.101
AC = BD (h.3.101).

V6i nhan xét néu trén, ching ta dé cap dén noi dung sau:

Ung dung cua phep chiéu vuéng goc de tinh khodng cdch
gitta hai duong thang chéo nhau

Cho hai dudng thang AB va CD chéo nhau.

Xét mat phing (P) vuong géc véi CD tai diém O.

G(ji 1J 1a dudng vuodng géc chung clia AB va CD (I thuoc AB, J thuoc CD).
Khi d6 hinh chiéu ctia A, B, I trén mp(P)la A', B',I' thi IJ = OI', tt d6

d(AB, CD) =d(0, A'B).
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Vay trong ting bai todn ma c6 thé chon

(P) 12 mat phang di qua C hay D hoac
mot diém nao dé thudce dudng thang CD
(h.3.102).

Ciing nhu vay d6i véi (Q) 12 mat phéing
vuong géc véi dudng thang AB.

Ching ta néu ra mot s6 vi du minh hoa
cho phuong phap nay.

Hinh 3.102

Vi du 1. Cho t& dién ABCD ¢6 DC L mp(ABC). Goi M, N lan luct 1a trung
diém cla cic canh DB, AB, goi K la diém thuoc canh CD sao cho

CK :%55 Chitng minh ring khoang cdch gilta BK va CN bang khoang

cach gitta AM va CN.

Gidi (h.3.103). Xét mat phang (P)
vudng goc véi CN tai N.

Chiéu tt dién ABCD 1én mp(P). Goi A',
B, C', D', M, K', N' 1a hinh chiéu cia
cac diém A, B, C, D, M, K, N trén mp(P).
TacoN'=N=C".

Do CD 1 (ABC) nén CD 1 CB va
CD L CA,CD LCNtudoé CD /[ (P).

Vay ND' [/ CD.
Do (—,’I?::%EB nén W=%ﬁﬁ va vi

CD 1L AB= ND' L A'B £ai N.

T d6 d(BK, CN) = d(N, B'K'"),
d(AM, CN) =d(N, A'M").

Vay chi can chiing minh

d(N, BK') =d(N, A'M").
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Hinh 3.103

Dl

K’

A NEN
Hinh 3.104



That th€ vi M 1a trung diém ctia BD nén M’ la trung diém clia B'D’; N 1a

trung di€ém cta AB nén N’ 14 trung diém ctia A'B'.
Mit khéc NK' = é-zVE’ , tir d6 K’ 1a trong tam clia tam gidc A'B'D’ (h.3.104).

Mat khéc tam gidc A’K’'B’ can tai K', tt d6 d(N, B'K') = d(N, A'M").

Vi du 2. Cho td dién déu ABCD canh a. Goi M va N lan lugt 1a trung diém
clia AB va CD. Tinh khoang cach gifta hai dudng thing BN va CM.

Gidai (h.3.105). Vi tam gidc BCD déu
nén BN 1L CD. Xét mp(P) di qua N va
vuong géc véi BN thi CD thudc
mp(P). Goi H la hinh chiéu cta dinh
A trén mp(BCD) thi AH L BN, tit d6
AH // (P). Chiéu hinh td dién ABCD
lén mp(P) theo phuong BN, goi A', B,
C', D', H', M', N' 1a hinh chi€u cta
cac dxem A, B, C, D, H M, N trén . Hinh 3.105
mp(P) thi

N'=N=B=H,C'=C,D' =D,
AA' [/ HN, M' 1a trung diém clia A'N, tix d6 A
d(CM, BN) = d(N, CM"). ‘
Véi cach xac dinh trén thi d(N, CM') chinh
bing dudng cao NK cla tam gidc CNM'

(h.3.106) . M
Ta c6 A'N = AH—a\/— r a6 N =6
Do tam gidc BCD déu nén CN =g-. Vay xét Hinh 3.106
btam giac vuéng CNM' véi duong cao NK ta co
1 1 1 1 1 4 6 10
P >t 2 Syt E 5
NK® NC° NM'" a a"  a

A
4 6
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av/10

10

T dé NK =

Vay khoang céch giita hai dudng thing CM va BN bang

a10
10

Vi du 3. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bang a. Goi M va N
lan luot 1 trung diém clia AB va B'C'. Tinh khoang cdch gilta hai dudng
thing AN va DM. Chi rd dudng vudng géc chung clia ching.

Gidi (h.3.107). Goi P 1 trung diém A M B
ctia BC thi PN // AA'. ST

Do M la trung diém clia AB nén !
DM 1 AP, | N ;
Vay DM L mp(APN). i

Xét phép chi€u theo phuong DM | \
len mp(APN) thi hinh chi€u cta ) ,;<=:_-_-_—_-:_-:::\}\-7 B’
DM 1a diém I, hinh chi€u cta AN -7 N

12 AN. Nhu vay o

d(DM, AN) =d(I, AN) = Hinh 3.107

(trong d6 IJ vudng goc véi AN, J € AN).

a5 (l\/_ NP a\/g a

Dé thay AI:—-—— 1J = Al sinJAI hay 1] = .
"AN 5 AN
2
Mat khéc AN? = AP* 4 PN? =22 4 9i;«,/w:?ﬁ.
. 4 4 2
Vay U_a\/— 2a 2a\/§.
3a 15

Duodng vuong géc chung cua DM va AN la 1J.
Vi du 4. Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD canh ddy béng a, géc tao boi
mat phing chita mat bén hinh chép va mat phang ddy bang o.

Tim dudng vudng goc chung ctia SA va CD.



a)

Gidi (h.3.108). Goi M va N lan luot
la trung diém cta AB va CD thi c6
CD 1 mp(SMN). D& thay hinh chiéu
clia SA trén mat phang (SMN) 1a SM,
hinh chi€u cha CD trén mat phing
(SMN) la N. Vay khoang cach giita
SA va CD bang khoang cich tr N
dén SM va bang dudng cao NK clia
tam gidc SMN.

Dé thdy NK = MNsina = asina

Tir K ké dudng thing song song véi CD, cit SA tai diém /. K& IJ song song
v6i NK thi c¢6 IJ la dudng vuong géc chung cia SA va CD.

Hinh 3.108

Nhi dién. Géc da dién

Nhi dién

Tuwong ty v6i khéi niém nlra dudng thang trong mat phang ta dua ra khéi
niém nlta mat phang trong khong gian.

Mot dudng thang nim trong mit

phing chia mit phing 1am hai , u
phan, méi phan cing véi dudng ‘

thang 4y goi la mot nira mat
phang. Dudng thing di cho goi la Hinh 3.109

bd cla hai nra mat phang ma né

xdc dinh (h.3.109).

Tt khdi niém d6 ta dua ra dinh nghia sau:

DINH NGHIA 1. Hinh hgp bdi hai nta méat phang (P) va (Q) ¢6 chung b3
a dugc goi 14 mot nhi dién. Hai nia mat phang (P) va ()) goi 14 hai mat
cua nhi dién. Pudng thang a goi 14 canh cta nhi dién (h.3.110).

Ki hiéu nhi dién c6 hai mat 1a (P) va (Q), canh a la [P, a, Q] hoac [P, Q]'.
Ciing c6 lic dung ki hiéu [M, a, N] trong d6 M, N la diém lan luot thudc hai
mat (P), (Q) va M, N khong thudc bo a.
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Hinh 3.110 . Hinh 3.111
Nhdén xét. Cho nhi dién [P, a, Q]. Cit nhi dién do bing mat phang (R) vuong
gbc véi canh a tai O (h.3.111). Giao clia (R) vé6i cdc nlra mat phéng P), (@)
14n luot 14 cic tia Ox, Oy (hay cdc nira dudng thdng Ox, Oy). Khi d6 s6 do
géc xOy khong phu thudc vao vi trf cta (R). Tu dé ta c6 dinh nghia sau:
DINH NGHIA 2. Géc xOy duge tao nén nhu trén goi 14 géc phéng cta nhi
dién [P, a, Q].
Chd ¥ ring mot nhi dién c6 nhiéu géc phang nhung s6 do cic goc phéing dé
déu bing nhau. S8 do cia géc phang nhi dién dugc goi 1a s6 do nhi dién do.
Ki hiéu ¢ = X/O\y thi 0° < @ < 180" ¢ = 0° khi hai nlra mat phéng (P), (Q)
tring nhau; ¢ = 180" khi hai nra mat phéng dy tao thanh mot mat phéng; khi
@ = 90° ta goi nhi dién d6 la nhi dién vuong, khi xOy la géc nhon ta c6 nhi
dién nhon, khi xOy la géc tu ta c6 nhi dién tu.
Hai nhi dién c6 géc phing bing nhau dugc goi la hai nhi dién bang nhau.
Sau day la mot vai vi du: S
Vi du 1. Cho hinh chép tam gidc déu
S.ABC cé canh ddy 3a, canh bén 24. Tinh 2a
s6 do nhi dién [S, BC, A].
Gidi (h.3.112). Goi M la trung diém cla

canh BC thi mp(SAM) L BC, tit d6 SMA A C
N 7 2 . A ‘
lg géc phang nhi dién [S, BC, A]. 3 7
Ta ¢6 AM=3a\/§,tﬁ'dé =43 B
2 2 Hinh 3.112



94° B T4’ a\[7—

SM? =SB* —BM* =44 - —— =" txdé SM =
4 4 2
a3 =
VaycosfﬂjlﬁzHMs 2_ 21.
SM a7 7
: 2

Ta c6 két luan:
S6 do nhi dién [S, BC, A] 1a ¢ dugc xac dinh boi cos =——7—, 0°< @< 180°.

Chit y. Tir vi du 1 néu trén c6 thé tinh duoc nhi dién [S, A4, , . A] véi
J# 1,1 +1 trong hinh chép déu n-gidc S.AA,...A, biét canh ddy bang a, canh
bén bing b. ‘

Vi du 2. Cho mit phang (P) va diém M nim ngoai (P). Ké MA vuéng goc
v6i mit phang (P) va MB, MC 14 hai dudng xién d6i véi mat phang (P). Cho
biét MA = a; MB, MC tao v6i mat phang (P) cdc géc 30° va MB L MC.

1) Tinh do6 dai BC;

2) Tinh s6 do nhi dién [M, BC, A].
Giai (h.3.113)

1) Vi MA 1L mp(P) nén MBA
va MCA la géc giita MB vi MC
v6i mp(P). Theo gia thiét
MBA=MCA=30". Tir d6 MB
=MC =2ava AB=AC =a /3.

Do MB 1L MC nén BC = MB2 © Hinh3.113
titc 13 BC =2a+/2 .

2) Goi I la trung diém ciia BC thi BC L mp(MIA), tit d6 MIA 1a géc phing

nhi dien [M, BC, A]. Dit MIA =g . Tacé MI =%BC:a\/5.
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T d6 sin¢=—A—/—I~4=——l— = @ =45"
MI 2

Vay goc nhi dién [M, BC, A] bang 45°.
Vi du 3. Cho tt dién ABCD c6 AB 1 mp(BCD), tam giac BCD vuong tai C,
CD* BC?

nhi dié¢n canh AB bing nhi dién canh AD. Ching minh ring —-—=1.
CB~ BA

Giai (h.3.114). Vi AB L mp(BCD), BC 1. CD
nén AC L CD. Ké cac duong cao BH va BK
clia tam gidc ABC va ABD thi cé

mp(BHK) L AD.

Do dé BKH la géc phiang nhi dién canh
AD. Mat khiac CBD 1a gbc phing nhi dién
canh AB. Do gi4 thiét ta c6 BKH =CBD.
bat céc goc d6 bang o

BH CD BD CD

= hay =
BK  BD BK BH

Hinh 3.114

Khi d6 sina =

BD* CD?

= .
BK* BH’

Mait khac ! =
BK

A ) 1 1 1 1
Vay tacé BD’ ( Y ) =CD? (BCZ too ) hay

BD* CD* CD?

1+ = +
BA* BC? BA’

CD* CD’ BD* CD’ BC’

Tt T T A a2
BC® BA® BA°~ CB° BA
Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 diy ABCD la hinh vuéng canh aq,
SA L mp(ABCD), SA = a. Tinh céc s8 do nhi dién c6 canh la canh cla hinh
chép da cho, mat 1a mat chia hinh chép dé6.

<l=

(dpcm). -



Gidi (h.3.115)

+ Dé thdy s6 do nhi dién canh SA
va hai mat 1a (BSA), (DSA) bing
90°. S6 do nhi dién canh AD, hai
mat 1a (SAD), (ABCD) bing 90°,

S6 do nhi dién canh AB, hai mat
la (SAB), (ABCD) bing 90°.

+ Xét nhi dién Hinh 3.115
[A, SD, C], [A, SB, C]. _

Vi CD L mp(SAD) nén mp(SCD) L mp(SAD).

Viy s6 do nhi dién d6 bang 90°.

Tuong tu ta ciing c¢6 s6 do nhi dién [A, SB, C] bing 90°.

+ Xét cac nhi dién [S, CD, (ABCD)] va [S, BC, (ABCD)] «

Vi CD L mp(SAD) nén 57)74 la géc phing nhi dién [S, CD, (ABCD)], mat
khic SA = AD = a nén SDA =45,

Tuong tu ta ciing c6 s6 do nhi dién [S, BC, (ABCD)] biang 45°.

+ Xét nhi dién [B, SC, D] :

Ké OC, L SC (C, thuoc SC), do BD L SC nén SC L. mp(BC,D) suy ra EICTD
la g6c phéang nhi dién [B, SC, D].

Tacs %S —sincoo-34__¢_ _ L
oc SC a3 3
Mt khéc OC = OD nen 21— L | N
oD 3
, . . . 0C, ——
Xét tam gidc vuong OC,D ta c6 oD - cotOC,D . (2)

T (1), (2) suy ra 5&1\1) =60".

Tuong tu nhu vay ta c6 B/C\IO =60". Vay s6 do nhi dién [B, SC, D] bang 120°.
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Nhdn xét. Tu cich xét nhi dién [B, SC, D] ta thay khi SA # a thi c6 thé két
luan s6 do nhi dién [B, SC, D] > 90°.

That vay, ta c6 OC, < OC = OD, tix d6 OC,D > 45".

Tuong tu ciing ¢6 BC,0 > 45°, tic 1a [B, SC, D] > 90".
Nhu vay c6 két luan chung sau day:

Véi hinh chép S.ABCD, ddy ABCD 1a hinh vuéng, canh bén SA vudng goc vai
mp(ABCD) thi trong tdm nhi dién c6 canh la canh hinh chdp, ¢6 mat 1a mat
hinh chép thi c6 nam nhi dién vuoéng, hai nhi dién nhon, mot nhi dién tu.

Vi du 5. Cho ti dién SABC c¢6 canh SA vuong géc v6i mp(ABC), nhi dién
canh SB 12 nhi dién vudng. Cho biét

SB=aJ2, BSC =45, ASB=or (0<a<12”-].

1) Chting minh réng BC L SB;
2) Xdc dinh a dé géc phing nhi dién canh SC bang 60°.
Gidi (h.3.116)
1) ViSA L (ABC) nén (SAB) L (ABC).
Do nhi dién canh SB vu6ng nén

(SAB) L (SBC).
Mat khac BC la giao tuyén cta (SBC) va
(ABC). Tt d6 suy ra BC L (SAB) tic la
BC 1 SB.

2) Goi B,, C, lan lugt 1a hinh chi€u cla A
trén SB va SC. Hinh 8.116

Dé thdy SC L mp(AB,C)) va AB, L (SBC), tix d6 XCTE la géc phiang nhi
dién canh SC. Pat AC,B, =¢.

[ s : . . ~ AB
Xét tam gidc AB,C, vudng tai B, ta co tang = —L

BC,



SB
Mat khic AB, = SB,tane;, B.C, =SB, sin45° =22

NG

Tur d6 tan¢=§~B‘L;ﬂ\/5=\/5tana.

1

Vi p=60°nén v3 =2 tana :tana%—\é——é

Vay néu géc o duoc cho béi tana = —26— thi'sé do nhi dién canh SC bing 60°.

Vi du 6. Cho tit dien ABCD ¢6 AB = CD, AC = BD, AD = BC (tit dién nhu
the goi 1a tit dién gadn déu). Chitng minh ring
coSAB + cosBC + cosCA + cosDA + cosDB + cosDC =2

(6 d6 ki hiéu cosAB 1 cosin ciia s6 do nhi dién canh AB cta tit dién di cho).
Gidi (h.3.117). K& qua B, C, D céc |

dudng thang lan luot song song véi
cic duong thing CD, BD, BC,
ching cit nhau tai B,, C,, D,. Khi
dé do tit dién ABCD 1a gan déu nén
ti dién AB,C\D; ¢6 ba canh AB,,
AC,, AD, d6i mot vuong géc, tir dé
tam gidc B,C,D, cé ba géc nhon.
Goi H la hinh chiéu clia A trén
mp(B,C,D,) thi H nam trong tam
gidc B,C\D,. Hinh 8.117

C6 thé xay ra cdc trudng hop H nam trong tam gidc BCD hoic thuoc mot
canh ctia tam gidc d6 hay H ndm ngoai tam gidc BCD.

Néu H nam trong tam gidc BCD, ap dung cong thitc S’ = Scos¢ trong phép
chi€u vuong géc ta cé:

Siupe = S p.c08BC ‘ (1)
Sucp = SacpcosCD (2)
Sips = SaspC0SBD ‘ | 3)

193 -



b)

194

Mat khdc dé thdy bon mat ciia ABCD c6 dién tich bing nhau, ki hiéu 1a S, tu
d6 S0 + Syen + Supy = S(cosBC + cosCD + cosDB) hay

S = S(cosBC + cosCD + cosDB) = cosBC + cosCD + cosDB = 1.

Néu H nim ngoai tam gidc BCD, chéng han thuoc tam gidc B,CD thi tuong
tuy nhu trén ta ciing c6

s = Sppcc0SBC, Sy = Sappc08BD, Sycp = =S opc0sCD
0 d6 S, + Syups = Suen = Spcc0SBC + S 5,c08BD + S ,opc0sCD hay
cosBC + cosCD + cosDB = 1.
Khi H thudc canh CD thi dang thifc trén van ding. Vay ta luén c6

cosBC + cosCD + cosDB =1 4)
Tuong tu nhu trén ta c6

cosAB + cosAD + cosBD =1 (5)
cosAD + cosAC + cosCD =1 6)
cosAC + cosAB + cosBC = 1 ' (7)

Tix déng thitc (4), (5), (6), (7) tacd
coSAB + cosBC + cosCA + cosDA + cosDB + cosDC = 2.

Géce da dién
. Tam dién
DINH NGHIA.
1) Hiroxh hgp bdi ba tia Oa, Ob, Oc khong dong 0
phéng dudc goi 1& tam dién (con goi la goc
tam dién).
2) O goila dinh cua tam dién. a
3) Cac tia Oa, Ob, Oc goi 1a canh caa tam dién. ¢
4) Céac mién géc aOb, bOc, cOa dude goi la céc b

mgt cla tam dién. S§ do cla cac goéc aOb,
bOc, cOa dudc goi 1a cdc géc phang & dinh
cta tam dién. : Hinh 3.118

Ki hiéu tam dién nhu trén 12 Oabc (h.3.118).

13 B. TLCT HINH HQC 11



Tinh chdt cua tam dién
Trong mét tam dién:

1) Maéi géc phing ¢ dinh nhd hon téng hai géc phéng con lai.
2) Téng ba géc phang & dinh nhd hon 360°.
Chitng minh

1) Gi4 sir v6i tam dién Oabe, géc aOc 16n

nhét. Khi dé ta cd

p— e e

aOb <bOc+c0a, bOc’< aOb+cOa.
Vay chi con phai chitng minh

aOc <bOc+a0b .

—

Vi aOc > bOc nén trong géc aOc c6 tia
0d sao cho bOc = cOd (h.3.119). Hinh 3.119

Trén cic tia Ob, Od 1ay hai diém B va D
sao cho OB = OD va xét mot mat phang qua BD va cét hai canh Oa, Oc lan
luot tai A va C. Khi 4y ta ¢6 tam gidc BOC bang tam gidc DOC (c.g.c) nén
BC = DC.

Mait khéc trong tam gidc ABC ta c6 AC < AB + BC hay AD + DC < AB + BC,
tt dé6 AD < AB.

Xét cdc tam gidc AOD va AOB c6 cic canh OA chung, OD = OB va
AD < AB tir d6 AOD < AOB, titc la aOd < aOb .

— — e e

Nhu vay aOc = a0d +dOc < aOb + bOc,
d6 1a diéu phai chiing minh.

2) Ldy céc diém A, B, C lan lugt trén ba
canh Oa, Ob, Oc cla tam dién Oabc.

Khi &y ta c6 cdc tam dién dinh A: AOBC,
tam dién dinh B: BOCA, tam dién dinh C:
COAB (h.3.120).

Hinh 3.120
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Ap dung két qua phan 1) vao céc géc tam dién do, ta cé:

BAC < OAB + OAC (1)
CBA < OBC +0BA @
ACB <OCA+OCB. (3)

Cong cac v€ cﬁa (1), (2),(3)tacéd

180° <(5A\B+(’)’B74)+(O/R’+O/CT4)+(5RJ+O/C\B) hay
180° < 180° — 20b +180° —cOa +180° —bOc,
tir d6 aOb+ bOc +c0a <360°, dé la diéu phai ching minh.

Vi du 1. Cho tam dién Oabc ¢6 aOb =45", aOc =60° . Tinh gid tri clia goc

phéng thi ba bOc, biét rang nhi dién doi dién véi mat do 1a nhi dién vudng
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(tdc 1a nhi dién canh Oa vuéng).

Gidi (h.3.121). Ldy diém A tuy ¥ trén canh
Oa cia nhi dién [c, Oa, b]. Qua A v€ mait
phing vuong géc véi Oa, né cat mp(bOc)
theo giao tuyén BC, cit mp(aOb) theo giao
tuyén AB, cit mp(aOc) theo giao tuyén AC.
Khi &y BAC 1a géc phing nhi dién canh Oa,
theo gi thiét ta c6 BAC =90° .

Dit OA = athi AB=0A=a, OB=a\2. Hinh 3.121
Xét tam gidc vuong AOC ta 6 AC = 0Atan60° = av3, OC =20A = 2a.
Tir tam gidc vuong ABC ta c6 BC? = AB® + AC® hay BC* = 3a® + a* = 4d’.
Xét tam gidc BOC ta c6 |

— OB*+0C?*-BC? 2a*+4d*-4d 1
cos BOC = = =
20B.0C - 2.a22a 22

) . — 1
Vay géc phang phai tim dugc xdc dinh bdi cos BOC = —=.
Ve d 22



Vi du 2. Chiing minh ring néu tit dién ABCD 1a truc tam thi géc tam dién tai
moi dinh c6 tinh chat ba géc phing tai dinh hoic ciing nhon, hodc cling
vuodng, hodc cung ti. Tr d6 suy ra tir dién d6 c6 it nhat mot mat ¢é ca ba goéc -
cung nhon.
Gidi (h.3.122). Vi ABCD la tit dién truc A
tam nén ,

AB* + CD* = AC” + BD* = AD? + BC”.
Xét tam dién dinh A cia tit dién ABCD:

Néu BAC <90° thi CAD, DAB < 90°. B D
That vay, néu BAC <90° , tic 1a
BC? < AB® + AC. ¢
Hinh 3.122

Mat khdc tit AB* + CD* = AD* + BC” suy

ra BC* =AB* + CD* — AD*. _
Tir d6 ta c6 AB* + CD* - AD* < AB* + AC® hay CD” < AC* + AD”.
Bit déng thitc nay khing dinh CAD <90°.

" Twong tu ta cling cé DAB <90°.

Néu BAC = 90" tic a BC? = AB* + AC”.

Li luan twong tu nhu trén ta ciing c6 CAD va DAB cling bang 90°.

Néu BAC >90° tic 1 BC* > AB + AC” va ciing chiing minh nhu trén ta cé
CAD va DAB 'ctlng tu.

‘Vay tam dién dinh A clia tt dién ¢6 tinh chat di néu.

Dai véi tam dién dinh B hoédc C hay D ciing dugc trinh bay nhur trén.

Vi téng géc trong clia tam gisc bing 180° nén khong thé c6 hai tam dién tai
hai dinh c6 tinh chat cdc géc phang tai d6 cling vuéng hay cing ti hay néi
khéc di chi ¢6 nhiéu nhat mot tam dién ma cdc géc phang tai d6 ciing vuong
- hoac cung t0, tir d6 suy ra c6 it nhat mot mat cla ti dién d6 ma ca ba géc
déu nhon. "
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Vi du 3. Cho tam dién Oabc va géc phang & dinh a, B, v (ching han
bOc=a, cOa=p, aOb = y). Cdc goc phing nhi dién déi dién tuong ting
12 A, B, C. Chting minh ring

cosa =cosﬂcbsy+sin fsinycos A

cos B =cos y cos +sin ysina cos B

cos y = cosa cos 3 +sina sin fcosC
(c4c cong thiic trén giong nhu cong thic dinh i cosin trong tam gidc ABC, vi
du @* = b* + ¢’ — 2bccosA).
Gidi (h.3.123). Ta ching minh cong thic
thit nhat trong ba cong thic trén khi =
90°, vy # 90° (h.3.123a).
Trén canh Oa lay di€ém A sao cho OA = 1.
Xét mat phing (P) di qua diém A va
vuong goéc véi Oa, mp(P) cat Ob, Oc lan
luot tai B, C. Khi d6 BAC chinh 1a géc
phéng nhi dién canh Oa (nhi dién déi dign Hinh 3.123a
véi mat bOc). Pat BAC = A . Ta c6:
BC? = OB* + OC* - 20B.0Ccos0.,
BC* = AB* + AC* — 2AB.ACcosA.

Nhung OB = oA =—1———, OC = L , AB = OAtany = tany, AC = tanf
cosy cosy cos 3

Tir cac hé thic trén ta suy ra
1 1
cos’y cos’ B cosfcosy

cosx

=tan’ y +tan’ f—2tan ftany cos A
Tir d6 suy ra coso = cosp cosy + sinf siny cosA
Khi B = 90° (h.3.123b) ciing lam twong ty nhu trén voi chu yla
(P) = mp(BAC,) ma AC, /| OC.



batOC =c¢ thi cosa = c;)s;/ +sinycos 4.
m

Néu coi m — oo thi cong thic nay dugc coi la
cong thic cosa = cosf cosy + sinf siny cosA ung
véi f = 90°.

Tuong tu khi y = 90° ta cling ¢6 diéu cdn ching
minh.

Cac cong thic con lai duge chitng minh tuong tu.
Chu y.

a

1) Tr cong thitic cosa = cosf cosy + sinf siny cosA ta suy ra

' cosa —cos fcos
COSA= P Y .

sin fsiny

o
R W2 I
C,
B
b
Hinh 3.123b
(1)

Cong thic nay cho ta tinh dugc mot s6 do nhi dién cha tam dién khi biét cac

g6c phéng tai dinh ctia tam dién dé.

2) Cac cong thic trong (1) goi la dinh i cosin thit nhat trong tam dién.

3) Vén dé dat ra 1a véi tam dién cho trudc, né€u biét cac s6 do nhi dién cla
tam dién thi c6 thé tinh dugc cdc géc phang tai dinh ctia tam dién khong?

D€ gidi quyét van dé nay chiing ta cing dwa vao khéi niém tam dién bu.

Cho tam dién Oabc. Qua dinh O ké cac
tia Od’, Ob', Oc¢’ lan lugt vuodng goéc véi
cac mat bOc, cOa, aOb va hai tia Oa, Od’
nam vé€ cing mot phia doi véi mit bOc;
hai tia Ob, Ob’ ndm vé cling mot phia doi
v6i méat ¢Oa; hai tia Oc, Oc’ nam vé cling
mot phia d6i v6i mat aOb.

Tam dién Oa'b'c’ goi la tam dién bl cua
tam dién Oabc (h.3.124).

Chi ¥ ring néu tam dién Oa’b'¢’ 1A tam
dién bu ctia tam dién Oabc thi Oabc cling

la tam dién bl ctia tam dién Oa'b'c’.

Hinh 3.124
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Neéu dat boc =o', LTO\a'=ﬂ’, CY—O\b’=7/' thi
A+a’=B+B’=C+y'=A’+d=B’+B=C'+y=n,6dc’>A',B',C'thl’xtu

12 nhi dién dai dién v6i mat b'Oc’, ¢'Od’, a'Ob' trong tam dién bu Oa'b’c’.

cosa —cos 3 cos s )
peosy cho tam dién b Oa'b’'c’ ta c6

St dung cong thic cos A = —
S sin fsiny

cosa'—cos f'cosy’

cos Al = —
sin #'sin y

cos A+cosBcosC

ViA'+oa=nB+p =n,C+y =nnéntacéd cosa = e
: sin BsinC

Tuong tu nhu trén ta cé

cosB+cosCcos A cosC+cosAcos B
cosff = . - , COSy = ; :
sinCsin A sin Asin B

Cic cong thitc nay khang dinh khi biét cdc s6 do nhi dién clia tam dién Oabc
ta tinh duoc cdc géc phing clia tam dién dé.

‘Tix cdc cong thic trén ta c6;

cosA=-—cosBcosC +sinBsinC cosa

v_cosBz—cochosA+sinCsinAcos,6’ (2)
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cosC =¥cosAcosB+sinAsinBcosy.

Cac cong thic néu trong (2) goi l1a dinh 1i cosin thi hai trong tam dién.

Dinh i cosin thit hai goi 12 dinh 1i d6i ngdu cua dinh 1i cosin thi nhat trong
tam dién. '
Céc cong thitc (1), (2) x4c dinh m6i quan hé gifta mat va nhi dién ciia mot tam
dién. Ngudi ta goi d6 1a cdc cong thic co ban clia hinh hoc cac tam dién.
Ngudi ta con néu dugc mdi quan hé gifta cdc canh va géc cua mot tam gidc
v€ trén mot mat cau (goi tat 1a tam gidc cdu) tuong tu nhu cac cong thic néu
trén. Cu thé la:

Cho trudc hai diém trén A, B khong d6i xiing v6i nhau qua tam mot mat cau
da cho. C6 duy nhat mot dudng tron 1én clia mat cau di qua hai diém A, B.
Vi thé trén mot mat cdu moi dudng tron 16n c6 vai trd tuong ty nhu mot
dudng thang trén mat phang.



V6i hai dudng tron 16n cit nhau & mot diém M ta hiéu géc giita hai dudng

tron 16n d6 la géc o giita hai ti€p tuyén ldn lugt cha hai dudng tron do tai
diém M, géc d6 ciing Ia géc giita hai mat phing chita hai dudng tron 16n dé
(h.3.125).

Hinh 3.125 Hinh 3.126
Xét ba diém A, B, C thuéc mot mat cdu trong d6 khong cé hai diém nio d6i
xung nhau qua tm mat cdu va ching khong ciing ndm trén mot dudng tron
16n ctia mat cau, qua méi cap diém trong ba diém dé c6 mot dudng tron 16n.
Hinh tao bdi ba cung clia ba dudng tron 16n d6 goi 1a tam gidc ciu. Véi ba
di€ém A, B, C nhu trén ta ¢6 tam gidc cAu ABC. Chi ¥ ring qua hai diém A, B
c6 hai cung tron clia dudng tron 16n, ta chi gi6i han xét cung nho (h.3.126).

Goi a, b, ¢ lan luot 1a do dai cic cung BC, CA, AB, R 1a ban kinh mat ciu va
1,3”(%,“:&, @:ﬂ, /TO\Bzy.

el a b c p N .

Khi d6 a = rE p :—]? y= = (o, B, y dugc tinh bing radian).

Ki hiéu cic géc A, B, C clia tam gidc cdu ABC la g6c tao bdi cdc cung néu
trén thi cac géc nay chinh 1a cdc s6 do cic nhi dién cla tam dién OABC. Ap
dung dinh If césin thi nhat d6i véi tam dién OABC ta cé

cosou = cosf cosy + sinf siny cosA hay
cosg—=vcos£cos£+sin£sin—c-cosA- 3)
R R R R R

D6 1a cong thitc cosin thit nhat ctia tam gidc cau.
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a aY a
‘ cos— —> 1—(—) ml-—
R
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L& tat nhién ta ciing c6 hai cong thic twong tu nhu (3)

b ¢ a . ¢ . a
COS— = COS— COS— + sin—sin—cos B3,
R R R R

¢ a b . a . b
CcOS— = c0S—CoSs— +sin—sin—cos C .
R R R R R

. } cos A+cos BcosC .. .
Néu 4p dung cong thiic cosa = - - cho tam dién OABC thi
sin BsinC
ta co
a cosA+cosBcosC
cos— = - _ '
sin BsinC
b cosB+cosCcosA
cos— = . - 4
R sinCsinA
¢ cosC+cosAcosB
cos— = - - .
R sin Asin B

Cic cong thic (3) va (4) cling goi 1a cdc cong thic co bdn cua lugng gidc
cdu. Ching xdc dinh méi quan hé giita cdc canh, cdc goc clia mot tam gidc
cdu trén mot mit cau cho trudc.

Tix céch trinh bay nhu trén ta da thdy céc cong thic ciia dinh 1i cosin cho tam
gidc phéng, cho cdc tam dién va cho cdc tam gidc cau. Céc cong thic d6 cé
mdi quan he, diéu d6 dugc thé hién qua cich xay dung cdc cong thiic néu trén.
Néu ban kinh mat cdu 16n vo ciing thi cong thiic cosin ctia dinh li cosin
trong tam gidc phang c6 thé coi I truong hop gidi han clia cong thic cosin
trén mat cau.

That vay, khi R — oo thi sin% N % do dé

R 2R’

2
titc 13 cos— = 1-—‘%+% (v6i € 12 dai luong ddn dén 0 khi R — +oo).

2R

L& - ) v .. .. b b c
Céc két qua tuong tu ciing xay ra doi vol smE, sm—k, cos}—, cos—ﬁ.



Khi dé céng thiic (3) trd thanh

2 i

2 2 .2 N
i (1 b )(1 2 )+%cosA+—]§2—(a’—>OkhiR——>+oo) 3

R | TR TR

2 2 2 2 "
Chd y rang | 1 - b || 1-= A:l— b L+ f (6" 0khi R - +o0).
2R’ 2R ] 2R* 2R* R

Vay khi R — +o0 cong thidc (3') trd thanh a® = b* + ¢* — 2bccosA, d6 1a cong
thic cosin cta dinh 1i cosin d6i véi tam giac phing.

Ta xét truong hop riéng cta tam gidc cau c6 mot géc vuong, ching han géc

A, lic d6 cos A= cosg— =0 va khi d6 cong thitc (3) trd thanh

cos < = cosﬁcos—c— . ' (3"
R R

Khi cho R — o thi (3”) tr& thanh

2 ‘ 2 2 2 2 " »
O SR A | PR S (" 0 khi R +).
2R 2R\ 2R 2R> 2R R

~ Tir d6 dan dén @’ = b* + ¢* nghia 12 (3") tr& thanh cong thic Pythagoras
trong mat phang. Vi vay (3") con dugc goi 1 cong thic Pythagoras cho tam
gidc cau.

Vi du 4. Cho tam dién Oabc sao cho aOb=60", bOc =90, cOa=120".
Lay cdc diém A, B, C lan luot thuoc Oa, Ob, Oc sao cho OA = OB = OC = a.
1) Tim di€m cédch déu cdc dinh O, A, B, C va tinh khoang céch tir diém dé

dén cdc dinh.

2) Tinh cdc 56 do nhi dién ¢6 canh la canh cla & dien OABC.

Giai (h.3.127) A

1) Tacé AB = a, BC =ay2, AC =av/3. Tix d6 c6 tam gidc ABC vuong & B.
Vi OA = OB = OC nén diém cach déu cic diém O, A, B, C phai thugc tryc
cua dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Mat khdc tam gidc ABC vuong tai
B nén tryc dé chinh 12 dudng thédng OH, H la trung diém clia AC.

Vay diém phai tim chinh 1a tam dudng tron ngoai tiép tam gidc OAC.
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Ta lai c6 AOH =60° nén OAH =30".
Tt d6 tam dudng tron ngoai ti€p tam
gidc OAC la diém O’ ma 00’ = 20H
sao cho H 1a trung diém ctia 0O'.

Tir d6 khoang céch tir diém O’ dén céc
dinh clia ti dién OABC bang a.

2) Nhi dién canh OA ciia td dién OABC
chinh 12 nhi dién canh Oa ctia tam dién

Oabc. Vay

—

_ c08bOc —coscOa.cos aOb

0sA — — ,
sincOa.sin aOb o
_ 0~-c0s120°.cos60° _cos’60° 1 Hinh 3.127

sin120°.sin60°  sin’60° 3’

Tuong tu ta c6

| =

—

— ———— .
coscOa—cosaOb.cosbOc

sin a/O\b. sin b/O\c

cos B=

1
J3

—

. cosa0b —cosbOc.coscOa
cosC = e — =
sinbOc.sincOa .

1

NE

NI&NIH N]&lw

Nhi dién canh AC ctla ti dién OABC la vuong.

Nhi dién canh AB clia 1 dién OABC: Dé thdy géc phang d6 1a OIH , & d6 I

a3

1a trung diém cita AB. Tac6 01 ===, OH = -g— tir d6

o | Q

o[,
B

sinO/IFI =
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Nhi dién canh BC cua tt dién: géc phang 1a OKH , K 12 trung diém cta BC.

: 2 ) OHzfl",tfl’dé Sin@=%=
2 2 OK

DR

Tacé OK =

V2,
) y

°l5

OKH =45
Chii y. C6 thé tinh hai s6 do nhi dién canh AB, BC ciia tit dién bang cdch xét
tam dién nhéan nhi dién AB 1a d6i dién v6i mat twong tng, twong tu d6i véi
nhi dién BC. Sau d6 4p dung dinh 1{ césin thit nhat trong géc tam dién.
e Goc da dién
DINH NGHIA.
Gid st AA,...A, 1a da giac tuy y thude mit phdng (o). S 14 diém nim
ngoai méit phing chia da giac.
Tap hop cac diém chaa cac tia SM dugc tao nén d8i véi mdi diém M
thudc da giac A,A,...A, dudc goi 14 géc da dién.
Diém S goi 1a dink cia géc da dién, cac tia SA,, SA,, ..., SA, goi la cac
canh cua géc da dién; cac gée AT:S’Z , ASA,, ... gol la cac mat (hoac
cac géc phing chia nod) cua géc da dién. Cac mét clia géc da dién tao
nén mat (hodc bién cta né). Céc diém thudc ntta dudng thdng SM
(khong ké S) véi M 1a diém trong ctia da giac AA,.. A, goila cac diem
trong. Tap cac diém trong goi 14 mién trong cua géc da dién (h.3.128).

S

Hinh 3.128
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Néu da gidc A,A,...A, 1a da giac 16i thi géc da dien dugc goi 1a goc da dién

16i (h.3.128a), truong hop ngugc lai ta co géc da dién 16m (h.3.128b). Ching

206

ta chi xét géc da dién 16i. Ki hiéu géc da dién nhu trén 1a SA/A,.. A,

Géc da dién dugc phan loai theo s6 mat cla né, tir d6 cé tén goi goéc tam
dién, gbc ti dién, ...

DINH LI 1. Méi géc phéng ctia géc da dién 16i bé hon téng cdc géc phéing
con lai cua né. '

Chitng minh

+ Khi géc da dién 12 tam dién thi ket quéa cta dinh 1f dd dugc ching minh
trong phan géc tam dién.

+ Trudng hop téng quat, ta ching minh két qua cua dinh li bing phuong
phép quy nap todn hoc.

Gid st SAA,...A, 1a géc da dién, ¢, ¢, ..., @, 1a gid i cdc goc phéng cta
né. Ta da c6 dinh 1i ding trong trudng hop n = 3, gia str dinh li ding trong
trudng hop n =k — 1, nghia la ta c6

Q<P+ Pyt FO QT TPy

Chung ta sé chtiing minh dinh li ding cho trudng hop n = k, nghia la

Q<@ F Pyt Py TP T F P
Pé dat dugc diéu dé qua canh [SA)) va
[SA,.,) V& mot mat phang, va nhu vay c6
tam dién SA,AA,, (1.3.129). D6i véi
tam dién nay thi

—

A_SA <@ +o,. (D)

Theo gia thiét quy nap déi véi goc da
dién SA,A,...A, ;. Vi s6 mat cua goc da Hinh 3.129

dién nay bing k — 1 nén ta ¢

Q<P+ Pyt P+ Py T T ASAL (2)
Kéthop (1) va (2)ta cé @, < @y + @yt oo + @y + @iy + oo + Qe b6 1a diéu
phai ching minh.



DINH LI 2. T6ng cdc géc phéng ciia gée da dién 16i nhé hon 360,

Chitng minh. Ta xét géc da
dién 16i SABCDE chang han.
V& mit phéng khéng di qua
dinh § va cét tdt cd cdc mat
cua géc da dién dé (h.3.130).
Méi dinh cta da gidc nhan

duoc 1a dinh cta tam dién. Ap
dung két qua dinh 1 1 ta c6

1@@@1‘-@, Hinh 3.130

BCD < BCS +8CD,

CDE <CDS +SDE,,

DEA < DES +SEA, EAB < EAS + SAB.

Cong cdc v& ciia cdc bat déing thic trén ta thdy gid tri vé& trai thu duoc chinh
1a tdng cdc géc trong clia da gidc 161 ABCDE, gia tri d6 chinh 1a 180°(n — 2),
trong d6 n la s6 canh clia da gidc, con v€ phai ctia bat ddng thiic nhan duoc
1a téng cac géc trong clia tam gidc trir di téng cdc clia cac tam gidc ma cé
dinh tai S cia géc da dién, nghia 12 bing 180°.x trix di Y, (tdng cac géc phing
tai dinh S). Nhu vay 180°(n — 2) < 180°z — 3. hay 180°n — 360° < 180°%: — ¥,
tr dé 2. < 360" d6 la diéu phai chitng minh.

BAI TAP

52. Cho hinh lang try ABC.A'B'C’ ¢6 cdc canh ddy clng bang a, géc tao bdi
duong thing chita canh bén va mat ddy bang «; hinh chi€u clia diém A trén
mat phang (A’B'C") trung véi trung diém H cia canh B'C'.

a) Tinh khoang céch giita hai mat phing ddy;
b) Tinh khodng céch giita hai dudng thang AA’ va B'C';
c) Tinh géc giita hai mat phiang (ABB'A’) va (A'B'C").
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53.

54.

55,

56.

57.

58.

Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D" ¢6 AB = AA" = a, AC' = 2a.

a) Tinh khoang céch tir diém D dén mat phang (ACD');

b) Tim dudng vudng goéc chung cua hai dudng thang AC' va CD'. Tinh
khoang cach giita hai dudng théng ay.

Cho hinh hop thoi ABCD.A'B'C'D’ ¢6 céc canh cung bang a,

BAD = BAA' = DAA = 60"

Tinh khoang cich gilta hai mat ddy clia hinh hop d6 va khoang cach giita
CC' va BD.

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD 1a hinh chit nhat va AB = 2a, BC = a.

Céc canh bén hinh chép béng nhau va bang a2,

a) Tinh khoang céch tir S dén mat phang (ABCD);

b) Goi E va F lan luot 1a trung diém cdc canh AB va CD; K la diém bat ki
thuoc dudng thing AD. Ching minh ring khoang cdch giifa hai duong
thing EF va SK khong phu thudc vao vi trf cua K; tinh khoang cach do
theo a.

Cho tif dién OABC c6 OA = OB = OC = a, AOB = AOC = 60", BOC =90".

a) Chtng minh ring tam gidc ABC vuong va OA L BC;

b) Tim dudng vuong géc chung IJ cha OA va BC; tinh khoang céch gitta hai
dudng thang ay;

c) Chiing minh rang hai mat phéng (ABC) va (OBC) vuéng géc véi nhau.
Cho hinh chép S.ABC. Goi K va N lan lugt 12 trung diém cla SA va BC, M la
diém bt ki thuéc canh SC. X4c dinh thi€t dién cda hinh chép S.ABC khi cat
bdi mp(KMN). Chiing té rdng KN chia thiét dién thanh hai phan c6 dién tich
bang nhau.

Cho hinh chép déu S.ABCD canh déy bing a, canh bén a/2.

a) Tinh khoang céch tir S dén mat phang (ABCD);

b) Tinh khoang céch giita dudng thang AB va mit phang (SCD);

¢) Tinh khodng céch giita dudng thng AB va SC;
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d) Goi (P) la mat phing di qua diém A va vuong géc véi SC. Xac dinh thiét
dién cua hinh chdp khi cét bdi mat phing (P). Tir}h dién tich thiét dién;
e) Tinh géc gita dudng thang AB va mat phang (P).
59. a) Hai rriét ABC va ABD ctia hinh tit diéen ABCD cé dién tich biang nhau.

Ching minh rang dudng vuéng géc chung cta AB va CD di qua trung
diém cia CD.

b) Bon mat cta hinh t ‘dief:n ABCD c6 dién tich bang nhau. Chiing minh
rang céc cap canh d6i dién clia ti dién bing nhau, nghia 12

BC =AD, AC = BD, AB=CD.

60. Cho hinh chép S.ABCD c¢é ddy ABCD la hinh vuong canh a, canh bén SA
vuong goc véi day ABCD va SA = a.
a) Tinh khoang céch tir § dén mat phang (A4,CD), trong d6 A, 1a trung diém
clia SA;
b) Tinh khodng cich giita AC va SD.

61. Day hinh chép A.BCD la tam gidc déu BCD. Du’dng cao cua hinh chép ké tir
dinh A di qua trung diém ctia canh CD. Cit hinh chép d6 bdi mit phang
song song v6i AB va CD va céch dinh B mot khoang d.

Tinh dién tich thiét dién thu dugc biét canh ctia tam gidc déu BCD bing a va
AB=a\2 .

62. Cho hinh chép S.ABC cé day ABC la tam giac vuong tai C, canh SA vuong
géc vdi mat phang chita ddy, AC = a, BC = b, SA = h. Goi M va N lan luot 1a
trung diém ctia AC va SB.

a) Tinh do dai MN;

b) Tim h¢ thic lién he giita a, b, h dé MN la dudng vuong géc chung cla
AC va SB.

63. Cho hinh hép ding ABCD.A'B'C'D' ¢6 ddy ABCD 13 hinh thoi canh a,
A= 60°, géc giita dudng chéo A’C va mat phéng ddy hinh hop bang 60°.
a) Tinh duong cao cuia hinh hop;

b) Tim dudng vudng géc chung chia A’C va BB'. Tmh khodng céch giita hai
dudng thiang dé.
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64.

65.

66.

67.

68.

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh vuong canh a; mat bén SAB 1a
tam giac can tai S, mat phang (SAB) vudng géc vdi mat phéng (ABCD); canh

bén SC tad v6i mat phang ddy hinh chép géc .

a) Tinh chiéu cao cta hinh chép S.ABCD;

b) Tinh khoang cich tir chan dudng cao cha hinh chép dén mat phéng
(SCD);

¢) Tinh dién tich thiét dién cia hinh chép S.ABCD khi cit bdi mat phing
trung truc cua BC.

Cho tit dien ABCD. Goi céc s6 do nhi dién c6 canh la AB, AC, AD, CD, BD,

BC cta ti dién d6 lan luot 12 o, o, o5, oy, o5, 0.

- Chiing minh ring

cosay + cosa, + COSQ, + COSar, + COS s + Cos g < 2.
D4u bang xay ra khi nao? ‘
(Bai todn con nhim) Cho tit dién A,A,A;A,. Goi S, 1a dién tich mat doi dién
vGi dinh A, ;e: 1a vécta don vi vudng géc voi mit d6i dién dinh A; va cling

chiéu vdi vécto phéap tuyén ngoai cia mat dé (i = I,Z) . Chitng minh rang

Sie, +S,e,+S,e,+5,¢, =0.
Goi I 13 tam mat cdu noi tiép t¢ dien ABCD; S,, S,, S,, S, 1an luot 1a dién tich
céc mat doi dién véi cdc dinh A, B, C, D cha td dién. Ching minh ring
SNTA+S,,173+S(,E+S‘,m=6.
Cho tit dién ABCD. Goi cdc s6 do nhi dién canh AB, AC, AD, CD, DB, BC

lan luot 13 o, @,, o, @, as, 0. Ching minh rang véi cic s6 x, y, z, ¢ khong
déng thoi bang khong, ta cé

’ 1
ztcosq, +1ycosa, + yzCosd, + Xy cos, + Yz COS 05 + XI COS &g S~2-(x2 +y2 +7 +t2).

69.
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Tim diéu kién cia tit dien ABCD biét rang t6ng cdc khoang cich tir mot
diém M bat ki ndm trong tit dién dén cac mat ciia né 12 khong déi.
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70.

71.

72.

Cho ti& dién ABCD ¢6 Sy, = S, dién tich ba mat con lai bang nhau va bang 1.
Cho biét céc s6 do nhi dién canh AB, AC, AD cia tit dién lan luot 12 «,, @,
o,ma o, =2a, o= 3a. .
Ching minh rang 2 3«8 <3.

Cho tit dien ABCD. Mat phang phan gidc cla nhi dién canh DC, DA, AB, BC
4n luot cit céc canh AB, BC, DC, AD tai M, N, P, Q.

MA NB FPC QD
MB NC PD QA

Ching minh ring

Dau bang xay ra khi nao?

Cho hinh hop thoi ABCD.A’B'C'D' (c6 cdc mit déu la hinh thoi) canh bing
a, moi mat ¢6 géc bang 60°. Tinh khoang cich gitta hai mat ddy (ABCD) va
(A'B'C'D").

Tinh c}iefn tich cac hinh BDD'B' va ACC'A’.

Bai doc thém
TiCH cO HUOGNG CUA HAI VECTO

Khong gian dinh huéng

Trong khong gian cho ba vecto a, b, c khong dong phang va gia sir chiing
c6 cling diém géc 1a O. Khi ay vecto c phai nim hoan toan vé mot phia clia
mat phang (P) chita vecto avab. Trong mit phing (P) ta quay vecto a
theo con dudng ngin nhat dé né dén cling hudng véi vecto b . Khi d6 néu
nhin tir diém ngon cla vecto ¢ thdy chiéu quay dé ngugc véi chiéu quay
kim déng ho thi bo ba ¢6 thi tu (a, b, ¢) goi 12 bo ba ¢ hudng thuan hay
bo ba thuan, con néu ta thay chiéu quay cing véi chiéu quay kim déng ho
thi bo ba vecto (Zz, b, E) goi la bo ba nghich.

Trén hinh 3.131 a) ta c6 b6 ba (@, b, ¢) 12 b6 ba thuan, con hinh 3.131b) ta
cé6boba(a, b, ¢)1a bo ba nghich.
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oy
o

Y
QY

7

Khi dd c6 quy uéc nhu trén, khong gian cia ta tr& nén khong gian dinh hudng.
Chu y
a) Vi trong khong gian ba vecto khong déng phang tao thanh co s¢ cla

S

a) b)
Hinh 3.131

khong gian nén néu bo ba (a, b, ¢) 1a bo ba thuan (nghich) thi ngudi ta
cling néi (Zz, b , 2) 12 mot co s& dinh huéng thuan (nghich) ctia khong gian.
b) Ngudi ta con cé thé dinh nghia bo ba thuan hay nghich nho quy tac van
nut chai hodc quy tic ban tay phdi hay trai. Cu thé la:

- Bo ba vecto (;z, b, 2) dugc goi 1a bo ba thuan (co s& dinh hudng thuan)
néu khi quay cdi van nit chai theo chiéu quay ngén nhat tir vecto a dén
vecto b thi cdi van niit chai tién theo vecto c. Trong trir(?ng hop nguoc lai,
bo ba d6 goi la bo ba nghich.

Trén hinh 3.132a) bo ba (a, b, ¢) 1a bo ba thuan, con hinh 3.132b) thi bo
ba (a, b, ¢)1abo ba nghich.

-

Cic

Sl

B
b

a ,
a) . b)
Hinh 3.132



-Bo ba (a, b, ¢) dugc goi 12 bo ba thuan néu cic vectd a, b, ¢ lan lugt
huéng theo cac ngén tay céi, ngén tay trd va ngoén tay giita clia bin tay phai
(h.3.133a). Tuong tu x4c dinh dugc bo ba nghich theo ban tay tréi (h.3.133b).

a) b)
Hinh 3.133

¢) Quy tic van niit chai hay quy tic ban tay phai, tay trdi c¢6 y nghia vat Ii.
Trong todn hoc ngudi ta thudng néi vé sy dinh huéng nhu nhau (cling
huéng) hay su dinh huéng khéc nhau (nguoc huéng) ctia hai bo vecto. Nho
vay ma tap hop cidc bo ba vecto nhu thé dugc chia thanh hai 16p: Hai bo ba
vecto dugc goi la thudc vao cing mot 16p néu ching c6 dinh huéng nhu
nhau; hai bo ba vecto thudc vao hai 16p khdc nhau néu chiing cé dinh huéng
nguoc nhau. Mot trong céc 16p clia cdc bo ba vecto goi 1a 16p duong, 16p con
lai 1a 16p am.

Phan cudi clia muc nay c6 thé dinh nghia khong gian dinh huéng tuong tu
nhu mat phang dinh huéng.

Pinh nghia tich ¢6 hudng cla hai vecto

Trong khong gian diﬁh hudéng cho hai vecto bat ki a va b. Tich c6 huéng cua
hai vecto a va b khong cong tuyén 1a vecto ¢ thod mén cac diéu kién sau:

a) ¢ vuong géc véi ca hai vectd a va b;-

—

b) l ] I ! lblsmgo & dé6 o 1a géc gitta hai vecto avab;

c)Boba(a, b, ¢)la bo ba thuan.
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Khi @ va b 13 hai vecto cong tuyén thi tich c6 hudng cua hai vecto dé
duoc dinh nghia la vecto khong.

 Tich ¢6 huéng clia hai vectd a vi b duoc ki hiéu 1 [Zz, B] hay anb.

Chu y:
1) Néu dinh huéng khong gian bdi b ba thuan thi hudng cla vecto tich (khi
a va b khong cong tuyén) duoc xéc dinh theo quy tac sau: (h.3.134 a, b)

[a,b]’ y A [3 ;]

Sy

QY

a) b)
Hinh 3.134

~ Néu ngén tay cdi clia ban tay phai hudng theo vectd a, ngén tay tro hudng
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theo vecto b con theo phuong vudéng goc véi ban tay phai thi ngén gilta s€

chi theo hudng cua [(;E] (h.3.134a) hodc néu ding doc theo vecto [:Zl, E}

‘hudng cha vecto 12 hudéng tir chan dén dau thdy hudng quay clia vecto tha

nhdt @ dén vecto thi hai b theo géc nhd nhat 1a ngugc hudng quay cua kim
déng hé (h.3.134b).

2) Néu khong gian dugc dinh huéng bdi bo ba nghich thi huéng ciia vecto
tich dugc xdc dinh theo quy tic ba ngén tay clia ban tay trai (h.3.135a) hodc

néu ding doc theo vecto [Zt,l;:', huéng clia vecto 1a huéng tur chan dén dau

thdy huéng quay cua vecto thit nhat o dén vecto thit hai b theo géc nhd
nhat 12 ciing huéng quay ctia kim déng ho (h.3.135b).



[ 7]

QY

st

Rl

a) b)
Hinh 3.135

Mét s6'tinh chdt ciia tich ¢6 hudng ctia hai vecto

TINH CHAT 1. [a, 13] =0 khi va chi khi a va b la hai vecto cong tuyén.

TINH CHAT 2. Néu o, b khong cong tuyén thi dé dai ciia vecto [&,5]

bdng dién tich hinh binh hanh dung trén hai canh OA va OB ma

OA=a, OB=b.
TINH CHAT 3. [a,z;] = -[8,&].

TINH CHAT 4.
@) [(ka),b)|=k[a,b]
b) [5,(/@5)] =k[a,b]
TINH CHAT 5.

W [3+5,8)=[a,]+[8,E]
0 [a.a+5]=[a]+[¢5]

Chitng minh cdc tinh chdt trén.

Tinh chat 1.

Néu a, b cong tuyén thi theo dinh nghia ta cé [Zz, l;] =0.
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Gia st [;z E:] =0 ma a, b khong cong tuyén thi a, b déu khic vecto
khong va géc ¢ giita chiing khac 0 hay =, bdi vay “:Zz,l;] =’ZZHI;I sin@ phai
khc 0, tiic 12 | a,b ] 0, diéu nay dan dén mau thudn v6i gia thiét.

Tinh chat 2, 3 suy truc ti€p tir dinh nghia tich c6 hudng.

Tinh chat 4. Chi can chiing minh tinh chit 4a.

Néu k = 0 hoac a, b cong tuyén thi ca hai vé€ clia tinh chat 4a déu bang 0,
do dé tinh chat 4a dugc chiing minh.

Néu k# 0 va Zz, b khoéng cong tuyén, khi d6
k[ab]| =k @b ] =kl |a|-[o[sino.

e [(13)5].
(re).6]-

(ka).B] = kd] ]sin (=~ ¢) = ¢|-|a]-[sino
(40))-p(27]

+) Hai vecto k[&,B

Né&u k> 0 thi ﬂsinq)zka -sin(p.

b
Neéu k < 0 thi b

tic la

E

] va [(k&)l;} cong tuyén vi ching ciing vuéng géc véi
chavab.

+) Néu k > 0 thi k[ a,b | cing huéng véi [a,b ], con ka cing hudng véi a
nén [(kc;),é] cung huéng véi [gz, l;]

—

- Néu k < 0 thi ca hai vecto k[a,b] va [(k&),b] déu nguge huéng véi
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[a.b], trd6 k[ab] va [(ka),z}} ciing huéng.

Vay tinh chét 4a dugc ching minh.



Tinh chat 4b suy tit tinh chat 3 va 4a. Cu thé Ia [Zz, ki;] - —[kB, Zz] = k[&, B] .

Tinh chat 5. Ta chitng minh 5a.

Néu mot trong céc vecto a, b, ¢ li vecto khoéng thi 5a hién nhién ding.

Néu ca ba vecto a, b, ¢ déu khic vecto khoéng thi goi Z:, ==, nghia la
g

E; la vecto don vi ciing hudng véi ¢ vata ching minh

[a +b, c(,:] = [a,cn:l + l:b,c()] . ‘ A

That vay, tr diém O ta dat

OA=a, OC=c,. Goi (P) I c, 4

mat phing di qua diém O va =

vudng goc vai ocC, goi OA' g > A’

13 hinh chi€u ctia OA trén mat 2

phing (P). Quay vecto OA’ P A”

quanh diém O mot géc g theo Hinh 3.136

chiéu kim déng hé néu nhin tir diém C ta dugc vecto OA" (h.3.136). Theo
dinh nghia thi OA" chinh 1 vecto tich clia a va Z; . That vay, goi ¢ 1a géc
gilta vecto a va ;(; thi ]5217[=|5”A7] :laicos(—g—@)ﬂ&‘zl.lcj sin¢@ , mat
khic OA" va [&,EE] cung huéng. Nhu vay OA" =[:ZI,Z’;:I

Bay gis tir diém A dat AB=5, |
khi d6 OB=a+b (h.3.137). Goi
OB’ 1a hinh chiéu ctia OB trén

(P) va OB" 1a két qua cla viéc

quay OB’ qua phép quay da néi &
en. Khi d6 OB"=[a+b,c, |.

reo . Hinh 3.137
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Vi A'B 12 hinh chiéu cba AB trén (P) va A"B" la &nh cia A'B’ qua phép
quay dang xét nén A'B" [b c(,}

e — —

Tac OB"=OA"+ A'B" nén [a+b,c, |=|ac, |+|b.c, |-

Bay gi¢ ta chiing minh tinh chat 5a.

Vi ¢, == néntu [a+b ¢ | [a, c(,]+[b, co] ta cé

[+bl—}=[i——d+[bﬂ hay ﬁ[m,;]: Ié\([* 7o) e
[avhe]=lac]+|be].

Vay tinh chét 5a dugc ching minh.

Dang thiic cha tinh chat 5b dugc chiing minh nhu sau:

[cavb]=~[avbec]=—([ac]e[be])=~[ac]-[ne]=[ca]+|eh]

Chut y. T dinh nghia va cdc tinh chat cta tich ¢6 hudng cla hai vecto ta cé
két qua sau:

Trong khong gian dinh huéng boi bd ba vecto  thuan z,},lz) ma

P=f =k =1vaij=jk=ki=0tacé [?,}]:12, [}‘,12]:?, [/"é,?J:}.
Trong khong gian dinh huéng boi bo ba néu trén, cho ba vecto a, b, c.
Khi d6 ta c6 a=a17+a2;+a3;, B=b1;+b2;'+b3/;, E=c1;+cz}+c37<.. Tu

dé [Zz,l;] = —a_rzbll;+a3bl;'+albz%—aabj—aleJraZbJ
=(azb3 ab )H—(a2 ab)j+(ab b)ié

a a |- \d
2 3 3
i+

+
b, b’

—

a, a,
bl bZ

k




a, d, a a a

b, b,

3 4 a,

b, b,

1 2
¢, + c, + C
1 2 bl bz 3

= a,byc, +abic, +ab,c, —a,byc, —abye, — a,bc,.

Tich hon tap
T phép toan tich c6 hudng clia hai vecto va phép toéan tich vé hudng, chiing
ta dua ra phép todn tich hén tap ctia ba vecto nhu sau:

Trong khong gian dinh huéng cho ba vecto a, b, ¢ bat ki.

-

Tich hén tap clia ba vecto «, b, ¢ 13 mot s6 ki hidu 12 D(Zz, B,Z), duge xéc
dinh nhu sau: D (Zz, I;,Z) = [;z, I;:I <. 0)

Véi dinh nghia d6 ta c6 két qua sau: ,
DINH LL. Néu a, b, ¢ khong déng phdng thi ]D(&, b, c)' bing thé tich

ctia hinh hép dung trén ba vectdo OA, OB, OC, § d6 OA=a, OB=0,
OC =c. |

Chiing minh. Goi OE 1a vecto don vi vuéng

géc véi b—A, OB sao cho (E&, D—E bﬁ) la

bo ba thugn (h.3.138) khi d6 [&,B] 1a vecto g

cung huéng véi OE va I[Zz,lg],zS (dién tich

hinh binh hanh dung trén OA=a, OB=b. O
(4, E]l =5. Hinh 3.138

Xét hinh hop dinh O véi ba canh Ia OA, OB, OC.

Ta c6 thé tich cla khéi hop d6 V = S.h, & d6 h la chiéu cao clia hinh hop, tic

Nhu vay

1a bang do dai hinh chiéu clia vecto OC trén duong thang OE.
Tur dé
[4,6]¢=5.0E0OC =5.ch,,OC =S.h =2V .
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Déu cong khi bo ba (Zz, B,E) 12 bo ba thuan.

Déiu trir khi bo ba (a,b,c) 1a bo ba nghich.

Dinh li dugc ching minh.

Chit y. Tir chiing minh trén c6 thé phat bi€u thanh két qua sau:

Tich hén tap cla ba vectd a, b, ¢ khong dong phing c6 gid tri tuyét doi
bang thé tich clia khai hop dung trén ba vecto OA=a , OB=b , OC=c.

Déu ciia tich hdn tap 13 duong khi bo ba (Zz,B,E) 14 thuan va 4m khi bo ba
(Z:,B,E) 12 nghich.
Mot s6 tinh chdt ctia tich hon tap

TINH CHAT 1. D(a, B,‘c’) ~ 0 khi va chi khi ba vecto a, b, ¢ déng phdng.

Chitng minh. Néu a, b, c déng phang thi [ZI,E] hodc bang 0 hodc vuong
géc v6i ¢ nén D(a,b,c)=0. |
Néu D(Zz, B,E) =0 ma a, b, ¢ khong déng phéng khi d6 c6 hinh hop dung

[N

nhu phan chiing minh & trén va ID(a, b,c) bang thé tich hinh hop nén

D(a, b,c) # 0. Diéu nay dan dén mau thuan.

TINH CHAT 2. D(a,b,c) =-D(b,a,¢c)=-D(a,c,6)=-D(c,b,a) (nghia la
tich hén tap déi dGu néu ta hodn vi hai trong ba vecto do).
Chitng minh. Néu a, b, ¢ déng phang thi két qua 12 hién nhién.

Néu a, b, ¢ khong déng phing thi khi (a, b, ¢) 12 bo ba thuan va hodn vi
hai trong ba vecto d6 ta duge bd ba nghich, tir dé ¢6 dpem.

>

Chi y. Tix tinh chat trén ta c6 D(b,a,c)= D(&,E,B) = D(c, b.a).



TINH CHAT 3. Néu nhén mQt trong cdc vecto cta tich hén tap vdi s6'k thi
tich hén tap duoc nhdn vdi sé do.

Chitng minh. D( (ka).B, 2) ~[ka,b = K[ab]e - kD(a,b.c).

Tuong tta co: D(a,(kB).¢ ) = kD (0.5,2) va D{a5,(k7)) = D(2,5.2).
TINH CHAT 4. Tich hén tap c6 tinh phan phéi déi vdi phép céng, ching
han D(&j+&;,8,2~)=D(CT,,B,E)+D(E;,B,E).
Chiing mink. D(a, +a,,5,¢) =[a+a,b]e =(

~[@b)e+[a@5]

-

Tuong tu ta cé D(Zz,bTJ;IZ,Z):D(Q,E,Z)Jr])(;}j;; 2)

D(Zz,l;,a+g)=D(a,b,cl)+D(gz,l;,c2).

Dinh thirc ca ma tran |

Trong khong gian dinh hudng béi bo ba thuan (7,j,k) ma i =" =& =1 va
ij=jk=ki=0.Xétbavecto a, b, ¢. Khi dé ta c6

Zz=al;+a2;+aal;, B=b1?+ bz}+b3/z va ¢ = cl?+c2;+c3/;.

Bang 9 56 dugc sip nhu sau:

a, Y
A=|a, b,
a, by ¢

dugc goi la mot ma tran cap ba. »

Mai sd trong bang duoc goi 1a mot phan tlr cia ma tran, méi phan t&r nim &
moét dong va moét cot nhat dinh.

Ung v6i méi ma tran ta xdc dinh mot s6 goi 1a dinh thitc clia ma tran A, ki
hiéu la detA nhu sau:
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det A =a,b,c, +a,b,c, +a,b,c, —ab,c, —a,bc, —a,b,¢

=d, (bzc.w = by, ) -b, (azc.% =0y ) +¢ (azbs —a,b, )*’ (1)
b—, Cr, 9 C') a’) b2

Nhu vay detA=a,| ©=  “|=b| |+¢ ' (2)
b, «, . G a, b,

Cong thiic (2) goi la cong thic khai trién cla di‘nh thitc theo dong thit nhat.
Két hop cong thitc (0) & phan 3 va cong thitc (2) & phan nay ta suy ra trong
khong gian dinh hudng bdi b ba thuan (7, j,k) néu wrén thi

det A=D(a,b,c). ().
Tir c4c tinh chat ca tich hén tap dd ching minh & trén va h¢ thiic (*), ta suy
ra cac tinh chat sau cla dinh thiic:
1) Néu mét dong nao dé cta dinh thic gém toan s6 0 thi dinh thicc dé
bang 0 (bSi vi khi dé mét trong ba vecto a,b,c bing vecto 0 nén tich
hén tap ctia chiing bdng 0).
2) Néu hai dong nao dé cia dinh thiic ti 1é véi nhau thi dinh thic bang 0
(vi khi d6 hai vecto twong ing vdi hai dong dé cong tuyén nén
D(a,b,¢c)=0).
3) Néu c6 mot dong la t6 hop tuyén tinh cia hai dong con lgi thi dinh
thite bdng 0 (vi khi d6 ba vecto tuong iing dong phdng.
4) Néu mét dong nao dé duge nhdn lén vdi mét s6 k thi dinh thic cing
duge nhdn lén vdi k.
5) Hodn vi hai dong bdt ki thi dinh thic déi ddu.
Bay gid ta tim ddu hiéu dé hai bo ba vecto thudc cung mot 16p hay thuoc hai
16p, tiic 12 hai bo ba c6 cing hudéng thuan hay bo ba nay c6 huéng nghich so
v6i bo ba kia. Trudc hét ta c6 két qua sau:
Trong khong gian dinh huéng vé6i bo ba thuan bat ki (7,;]2), cho ba vecto
a,b,¢ bat ki, khi d6

a=aji+a,j+ak, b=bi+b,j+bk,c=cit+c,j+ek.



a, d,

b2 b3

a;, q

by b

¢+ ¢, +

: ZQ)D@;Q.

Tur d6 ta cé
p(ahe)-[a]e-|
S -2 -2 -2
Dic biet néu bo ba (i, jk) c6 husng thuan va i =j =k =1,
ij=jk=ki=0 thi

a, a,
b, b,

.

D(i.j.k)=1vatid6 D(a.b,c)=

a, a,

b, b,

a, a, .
C] + ‘2 C3 .
b3 bl

Tir ket qua trén ta c6 v6i hai bo ba vecto doc lap bat ki (i,j,k) va (i', j',k’)
ta cé ‘

D(, },/E) = det A.D(E’,?,i?) () & d6

a a, a,
A=|b b, b,
[ e

vai'=ai+bj+ck, j'=ayi+b,j+c,k, k'=a,i+b,j+c k.

Do ',k khong déng phing nén detA # 0, tir d6 detA > 0 hodic detA < 0.

o

Nhu vay néu bo ba (i,j,k) c6 huéng thuan thi dang thitc (**) ching to ring:
Néu detd > 0 thi bo ba (7, j,K') 6 huéng thuan hay hai b ba (4,).k) va
(?, 7,/?) thudc cling mot 16p.

Néu detA < 0 thi bo ba (Z]/?) ¢6 huénig nghich hay hai bo ba (i,/,k) va

(Z}'/?) thugc vao hai 16p.
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Mot s6 vi du

Vi du 1. Cho tam gidc ABC; M va N la céc diém ldn lugt thudc cdc canh AC

NC

va BC sao cho —A—M-—:———=oc.

NB

PM gy
N =a . Dat § = Sae S

Gidi (h.3.139). Tu gia thiét
AM = aMC hay
CM —CA =aMC , tix d6

ta ¢b

E;l=(oc+l)a\7f hay

L A,
o+1

cM
M =—2CA.
o+1

Liy diém P thuoc doan thing MN sao cho

= Sppp So = Sagyp- Chiing minh réng

Hinh 3.139

1] —

Tuong ty ta c6 CN = ———CB va CP=——CN+——CM .

o+l

Mat khéc ta c6

a+1 a+1

25, 7. 57] - 5.

{7 ][,

[FP,W}' (vi CA cong tuyén voi A_M)

CM,

o+1

{_‘La‘m
o+

(a+1)

2

]

(o +1)°

1 — -—OLEZ
1 a+1

.

[co.ca]




{cm) [owlCB’a}

_ (oc+1)" [CB.CA|. (1)
Tuong ty nhu trén ta c6 25, = - i m [CA CB]I | @)
25 = ![CA CB}| | B

Tu (1), (2), 3)tacd J: \[— va tr dé % \/‘
oc+1 a+1

tic 1a \/—l' +~\/—2 =s.
Vi du 2. Cho hinh chit nhat ABCD; M 14 diém khong thuoc dudng thiang AB,
M thuéc mat phang (ABCD). Trong mat phing (ABCD) tix D va C ké cdc
duong théng lan lugt vuéng géc véi cic dudng thing MA va MB, hai dudng
thang dé cdt nhau & N. Ching minh
rang Syyp = Syey-

Gidi. Goi O la tam cta hinh chit nhat N
ABCD (h.3.140).

A B

Vi MA L DN nén AM.DN =0

o (0¥ ~0A) (0N -0DB) =0 P\ )

M
hay ('0_1&47—-52).(5N+5§)=0 Hinh 3.140

< OM.ON —OA.ON +OM.OB—OA.OB =0 (1)
Mgt khdc, MB L NC nen BM.CN =0 < (OM -0B).(ON-0C)=0

& OM.ON ~OB.ON ~OM.OC + 0B.OC =0
& OM.ON -~OB.ON +OM.OA—0OA.OB =0 (2)
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Tit (1), (2) ta c6 OM.OB~0OA.ON = OM.OA~ON.OB
hay (0M+0N).OB=(0M+0N).0A & OM+ON L OA-OB
Ta lai ¢6 OA’ = OB® (b_A—EB)(BZer'E):o & OA+OB LOA-OB.
Vay OA+OB cung phuong véi OM +ON .
Tir d6 [’éﬁfo’ﬁ OA+0B|=0 [W,bﬁ+5§]=[5§+5§,5ﬁ] 3)
Ta lai c6
25, = '[W,NB}I = |[6’A ~ON,0D —5171]’
=1[O—A—-5ﬁ,—0_3—5ﬁ]‘ =)[b71-5ﬁ,b§+(7ﬁ]l
:I[aaﬁ}+[b§+5ﬁ5—ﬁ]l 4)
Tuong tu 2S,.,, =‘[52(ﬁ]+[_0_ﬁ_0—/5+0—8:u (5)

Tur (3), (4), (5) ta c6 Synp = Spem-

Vi du 3. Cho ti giac 16i ABCD, goi M la giao diém hai dudng chéo AC va
BD. M', C', D' 1an luot 1a hinh chiéu cha M, C, D trén dudng thing AB. Dat
AB.CC'.DD'

S =S, ching minh ring S =
ABCD g g MM

Gidi. Vi 28, = ‘[ZE,ZE]\ va 28, —_—I[ZE,E]{ nén
2[5 [ 2.7
Mt khic [AT)’,ZE] va [ZE,TB] a hai vecto cling chiéu nén
25 = 4D, AC | +[[ 4C, 4B | = [ AC, 4B - 4D .

Goi a va b 1a hai vecto don vi sao cho a ciing chiéu véi AB va b 1 AB
(h.3.141). Khi d6 AB = pa, C'C=qb, DD=rb, M'M =sb .
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Vi M 1a giao diém clia AC va C

BD nén BD = A, BM hay D
AD - A = 4, (A1 - AB);
AC = 4, AM . Khi &y b

L . I
25 =11, I[AM,AM—AB]' AT F D M C

- —_— Hinh 3.141
= A2, @AM |

Do a L b nen (E,m)=90“ _(z,m) tir do

l[&XM’]{ =b.AM =b(AM + MM )=bMM =sb =
Nhu vay 25 = 4, 4,ps (1)

Ta lai c6 ZEB:@ZMB:@ hay (:4—57+E7E)I;=ﬂzs<:> Era.l;:ﬂzs

& qbb=1lys = q=ls= A =1. , 2)
N
Tuong tu ta ciing c¢6 ‘/1[ =, | (3)
S
: pqr CC'.DD’
Tir (1), (2), 3) ta ¢6 28 = P4- hay §=L9" g 1a 5 = ABLC DD

s 2s 2MM'

Vi du 4. Cho tit dién ABCD. Trén mot mat nio dé cla ti dién, ching han
mét ABC ldy diém S va dat vecto SS'=d sao cho [$5]=5, ., SS' vuong
goc voi mp(ABC) va c6 hudng sao cho D, §' nim vé hai phia clia mit phing
(ABC). Tuong tu cho vecto PP =a ddi véi méit BCD; vecto @Zj’ =b dsi
véi mat ACD va vecto RR =c d6i véi mat ABD. Ching minh rang
a+b+c+d=0. |

Gidi. Dt DA=x, DB=Yy, DC=7 thi CA=x—z, CB=y—z (h.3.142).

Khi d6 &:%D,E], b= I[E,}E], E:%[},}],
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‘phuong thi tlr déng thic

Tdétacé a+b+c+d=0. A
Vi du 5. Chiing minh réng néu

ba vecto 5,132 khong cung

(a5)=[5.5)=[2.a] wsuy a

a+b+c=0 vanguoc lai.

Tur gid thiét [Zz, Z)] = [E,Zz] fa suy ra [
pﬁumg véi a. Tuong tu ta co [5+5+E,E]=6 & a+b+c cung phuong
véi b. Mat khic @ v b khong ciing phuong. Tu dé a+b+c=0.

Néu a+b+c=0 thi [&+B+Z,&]=6 hay [Z:,Z:]{B,Z:]{E,Zz] =0 tic Ia
[a.b]=[c.a]. Tuong tytacs [a.b]=[bic].

Vi du 6. Chiing minh ring néu [&,B] + [E,E] +[e, Zz] ~ 0 thi céc vectd a,b,c
déng phing. Didu nguoc lai ¢6 ding khong?

Gidgi. Tt [a,b|+[ b, ]+[¢.a]=0 tacs ([a2] +[b,c]+[c.a])a=0 e

[a.5)a+[bc]a+[c.a]a=0.

Mt khac [&,B].Zz = [E,&]Ix -0 (vi [5, 13] La; F,‘ﬂ La).

Vay [13,2] 2 =0. Diéu nay khing dinh a,b,¢ 1 ba vecto déng phing.
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Piéu ngugc lai khong ding. Vi néu chon ¢=0: a va b khong ciing phuong

thi a,b,c dong phéng nhung khi dé ta cé [&,B]{B,Z] + [C,(l} £0.



Chuyén deé I

BO SUNG VE
PHEP DOI HINH VA PHEP DONG DANG

Cac phép doi hinh va déng dang trong mat phang la noi dung chuong I.
Chuyén dé I nay van trd lai cdc phép bién hinh néi trén, nhim muc dich bé
sung mat s6 ki€n thic sau hon vé cdc phép doi hinh va dong dang trong mat
phang.

Ciling tr nhitng kién thic dugc trang bi bé sung nay, chuyén dé con cé tic
dung khong kém phan quan trong la gidp cdc em hoc sinh chuyén Toan (von
da yéu thich toan hoc) rén luyén ki nang (dé ngay cang thudn thuc hon),
trong viéc van dung linh hoat cdc phép bién hinh vao viéc giai todn hinh
hoc; trén co s d6, gildp cdc em rén luyén va phat trién tu duy hinh hoc néi
riéng va tu duy todn hoc néi chung.

§1. PHEP DOI HINH PHANG

1. Nhéc lai va bé sung mét s& van dé vé nhitng ddi tudng
hinh hoc ¢6 hudng va sé do (d6 16n) dai s&
ctia nhitng dai lugng hinh hoc lién quan

a) Doan thdng dinh huéng va d¢ dai dai sé ciia mét vecto
trén mét truc
1) Nhu chiing ta dd biét, d6i tugng hinh hoc c6 huéng dau tién duoc dé cap
dén trong hinh hoc (Tai liéu chuyén Toan Hinh hoc 10) chinh 13 doan
théang dinh huéng, mot doan thing duoc phan biét bdi thit tw hai ddu muit
cua né. T d6 xudt hién mot khdi niém hinh hoc méi, dé 1a khdi niém
vecto, c6 ngudn goc (xuat xi) tir vat 1i hoc do nhu cau thuc tién cla viéc
bi€u thi huéng chuyén dong (ching han, chuyén dong thing déu) clia mot
luc (luc F, ki hiéu boi F )- Sau d6, nguoi ta da dua vao khai niém truc, tic
la da dinh hudng mot dudng thing A nao d6 bang cich dua vao trén A mot
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diém gdc O va mot vecto don vi e 16i xéc dinh tia duong Ox ™ e vatia
am Ox' N e®.
ii) Do dai dai s6 cﬁa mot vecto trén mot truc va hé thitic Chasles
Khdi niém do dai dai s6 clia mot vecto trén mot truc di dugc dinh nghia
trong Tai liéu chuyén Toédn Hinh hoc 10. Chiing ta da goi d¢ dai hay mo6-dun
ciia mot vecto AB 1a do dai (thong thuong) clia doan thang AB, ki hiéu 1a
A3

Jo——

AB| = AB=d(A, B).

Néu vecto AB nim trén truc A (c6 diém goc 1a O va vecto don vi ;) thi
ngudi ta dua vao khdi niém do dai dai s6 cla vecto AB trén A va ki hiéu la
AB. D6 1a mot s6 dai s6 ma nhan véi vecto don vi ¢ trén A thi duge AB;
nghia 1a (theo dinh nghia): |

AB-ABe.
Diéu d6 c6 nghia 1a AB = +AB, ldy ddu + hay — tuy theo AB cing hudng
hay ngugc huéng véi e.
Vé do dai dai s6 clia mot vecto trén mot truc, ta c6 cac hé thic tuong duong
sau day goi 1a hé thic Chasles:

Vi bat cii ba diém A, B, C nao thang hang trén mot truc A, ta déu cé:

E+EZ2R@ZE=E§—&@ZE+E+@=O@E:-—XE;

e
e B

\

x' cC O A B
Hinh 4.1
That vay, ta dé& dang kiém nghiém sy ding dan clia mot trong ba dang thic
AB + BC = AC, hoac AC + CB = AB, hoac BA + AC = BC tuy theo trén A,B
& giita A va C, hoac C ¢ giita A va B, hoac A & giita B va C (nhu trén hinh
4.1, A & giita Bva C vata cé BA+AC = BC va BA,AC,BC déu am).

) C4c ki hiéu M va T theo tha tu chi song song va ciing hudng hodc nguogc hudng.
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Chii thich: C6 thé lap luan nhu sau dugc khong?

Theo dinh nghia, véi ba diém A, B, C bat ki trén truc A, tacé AB = AB e,
BC = BCeva AC = AC e.
Lai theo dinh nghia ta ciing c6: AB + BC = AC.
The thi, tir bon dang thitc vecto trén day ta cé: AB + BC = (AB + BC)e,
va do dé: AC = (E + -1_3_6); = AC e. T dé suy ra hé thic Chasles:

AB + BC = AC (khi d6i chiéu ding thiic cudi & trén).
Thuyc ra, trong lap luin nay ta da st dung tinh chét phan phéi clia phép toan
tich vecto v6i mot s6 (s6 dai s6) ma chitng minh chat ché tinh chat nay lai

chinh 1a chiing minh hé thitic Chasles vé dé6 dai dai s6 (ctia moét vecto trén
mot truc)!!!

b) Géc dinh hudng gitta hai tia (hay giita hai vecto) va sé do
cua né '

i) Géc dinh hudng giita hai tia (cla hai tia) 12 d6i tugng hinh hoc c¢é huéng
thit hai ciing dugc dé cap dén trong Tai liéu chuyén Todn Hinh hoc 10.
Chiing ta nhic lai khdi niém ndy mot chit, mot khdi niém duoc xem 1a
d6i ngau cha khai niém “doan thang dinh huéng”.

Géc dinh huéng giita hai tia Ou, Ov, ki hiéu (Ou, Ov) 1a mot géc dugc phan

biét bdi thit tu hai canh Ou, Ov cha né (trong khi géc théng thudng giita hai

canh (hai tia) Ou va Ov duge ki hiéu la «Ov hay vOu déu dugc). Ngoai ra,
dé xédc dinh huéng clia géc dinh huéng gidia hai tia (hay gilra hai vecto, ta
can chi 16 s6 do (d¢ 16n) dai s6 clia né nita theo nghia sau:

Géc dinh hudng gitia hai tia Ou, Ov la cap tia sap thit tu, ki hiéu (Ou, Ov)

ma s6 do la s6 do ctia mot géc lugng gidc (Ou, Ov), nhung xdc dinh sai khéc -

moét boi nguyén cua 2w; néi khéc di 1a mot géc dinh huéng cé vo s s6 do.

Trong céc s6 do d6 c¢6 s6 do duy nhat o thod min —n < o < 7.

Néu 0 < o < 7, ta néi géc dinh hudng (Ou, Ov) c6 huéng duong hay huéng

thuan; néu —n < o < 0, ta ndéi né c6 huéng am hay huéng nghich, con néu

o = 0 hay o = 7 ta néi né cé hudng bat dinh (ciing tdc 1a c¢6 hudng khong

xac dinh).
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ii) Chd thich

232

Dé ¥ rang gia tri tuyét d6i clia o 12 s6 do géc hinh hoc uOv (hay yOu ) ta
dugc ¥ nghia hinh hoc théng thudng vé hudng ciia géc dinh hudng,
Chéng han, géc hinh hoc #Ov xéc dinh hai géc dinh hudng (giffa hai tia)
c6 huéng nguoc nhau.

Xét tia Om nam trong géc hinh hoc LI/O\V; Om quay tit Ou dén tring v6i
Ov, néu quay theo chiéu duong thi (Ou, Ov) ¢6 huéng duong, néu quay
theo chiéu am thi (Ou, Ov) cé huéng am. Chéng han:

Hai géc dinh huéng (Ou, Ov) va (Ov, Ou) ludn c6 hudng nguoc nhau
(mot géc c6 hudng duong thi goéc kia cé hudng am).

Tia Ou thuoc mot dudng thang d
(h.4.2) chia mat phang lam hai mién
(hai nira mat phang) thi hai tia Ov,
OVv' cing nam trong mot nira mat
phing (nlra trén) cho hai géc dinh
hudng (Ou, Ov) va (Ou, Ov') cé cung
hudng (hudng duong) con hai tia Ov,

Ov" nim trong hai nira mat phing

khdc nhau s& cho hai géc dinh hudng

¢6 huéng nguoc nhau.

Go6c dinh hudng gifta hai vecto duoc

quy vé gbc dinh hudng gifta hai tia Hinh 4.2
(cing gdéc). That vay, tf mot diém O

bt ki trong mat phing ta dung hai tia Ou va Ov lan luot song song va
cing hudng véi hai vecto a vi b cho trudc thi d& thdy ring géc dinh
huéng (Ou, Ov) khong thay déi vé hudng ciling nhu vé s6 do (néi khdc di
12 khong phu thuoc vao vi trf clia diém O trong mat phang).

Tir d6 ta c6 dinh nghia sau cho khai niém géc dinh hudng gilfa hai vecto.
Géc dinh huéng giiia hai vecto @ va b 1a cap vecto, ki hieu (a, b) duge sap
dat theo thit tu d6 ma s6 do (do 16n) dai s6 clia n6 la s6 do cua goéc dinh
huéng (Ou, Ov) giiia hai tia c6 chung géc O 1a mot diém bat ki clia mat



phang sao cho hai tia Ou va Ov theo thi tu song song va cing huéng véi a
va b. Déng thai, ta ¢ két luan sau:

Géc dinh huéng (a, b) cha hai vecto a vi b c6 ciing hudng vi ciing 58 do
(do 16n) véi géc dinh hudng (Ou, Ov) gitta hai tia Ou va Ov dung theo cich
nodi trén. '

iii) Su bang nhau cta hai géc dinh huéng giita hai tia (hay giita hai vecto)
Hai géc dinh huéng (Ou, Ov), (O'1', O'v'), (trong d6 O’ c6 thé tring hay khéc
O) hodc hai goc dinh huéng (;z , 1;), (E[' b ) goi 12 bang nhau néu s6 do cla
ching bang nhau theo modulo 27 (tttc sai khdc mot boi nguyeén ciia 27).

Do d6 dé dién ta su bang nhau clia cic géc dinh hudéng ngudi ta diing s6 do
clia chiing. Chang han hai géc dinh huéng (Ou, Ov), (01, O'V') bang nhau
duoc viét la
(Ou, Ov) = (0O'u', O'V') + 2km, k € Z hoac (Ou, Ov) = (0", O'v') [mod 27]
Ciing nhu thé, (Ou, Ou) = 0 [mod 27] néi ring géc dinh huéng (Ou, Ou)
bang géc dinh hudng tuy ¥ c6 s6 do 0 modulo 27.
Néu géc dinh huéng (Ou, Ov) c¢6 s6 do a [mod 2n] thi géc dinh hudng
(Ov, Ou) c6 $6 do —ar [mod 27] nén con viét

(Ov, Ou) = —(0Ou, Ov) [mod 2x].
Tuong tu nhu thé d6i véi géc dinh hudng gitta cdc vecto, chang han ta ¢é véi
cac vécto 17, v khic 0:
17, v cung huéng < (;1;) = O[modZn], (;,;l) = —(ﬂ,;)[mod 27t]

i, v nguge huéng < (fz,;) = nt[mod 27|
Chu y:

- Dé thay, theo dinh nghia, ring (?1,17) = (17, ?)[mod 2n] khi va chi khi v va

v' cling hudng.
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Do s6 do chia géc dinh hudng giita hai vecto xac dinh sai khac 27 nén c6
thé néi dén sin(u,v) va 15 rang géc dinh hudng (u,v) c6 huéng duong
hay am tuy sin(ﬁ,;) la s6 duong hay am.
iv) He thic Chasles vé s6 do géc dinh huéng giita hai tia (hai vecto)
Phép cong cic s6 do modulo 27 ciia cac géc dinh hudng gifrai hai tia cé y
nghia hinh hoc r& rang thé hién trong cong thic (goi 12 hé thic Chasles):
Vi ba tia tuy ¥y Ou, Ov, Ow cliing goc O thi A
(Ou, Ov) + (Ov, Ow) = (Ou, Ow) [mod 27].
N6 dugc suy ra truc ti€p tir hé thic Chasles vé géc lugng gidc (chuong tich
v6 hudng, Tai liéu chuyén Todn Hinh hoc 10) ma ta cé thé nhic lai & day
ching minh ngay cho s& do cua géc dinh hudéng giita hai tia:
Dé thay cong thiic d6 ding cho trudng hop ba tia Ou, Ov, Ow khong phan biét.

Trong trudng hop ba tia Ou, Ov, Ow phan biét, khi quay tia Ou quanh O
theo chiéu thuan thi hodc ta gidp Ov réi méi gap Ow (h.4.3a) hoac ta gap Ow
réi méi gap Ov (h.4.3b)

u u

a) b)
Hinh 4.3
Trong trudong hop dau, cic géc dinh hudng (Ou, Ov), (Ov, Ow), (Ou, Ow) c6
nhiing s6 do ¢, f, ¥ thudc khoang (0; 2n) ma o + f = y, trong trudng hop sau,
cic goc dé c6 nhitng s6 do «’, B, ¥’ thuoc khoang (—2m; 0)ma o' + B =y
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c)

Vay ta ludn c6:
(Ou, Ov) + (Ov, Ow) = (Ou, Ow) [mod 2n].

Ciing tir d6, theo dinh nghia khai niém géc dinh hudng giita hai vecto dugc
dé cap dén & trén, ta ciing c6 hé thiic Chasles vé s6 do goc dinh hudng giita
hai vecto. Cdc hé thiic sau day vé hé thic Chasles vé s6 do géc dinh huéng
la twong duong:

(a,b)+(b, ¢)=(a,c) [mod 2n];
(a,b)=(a,c)=(b, ¢)=(c,b)-(¢,a) [mod 2n].
(a, b)+ (b, ¢)+ (¢, a) =0 [mod 2n], véi moi bo ba vecto @, b, ¢ khic
0 trong mat phing.
Tir d6 suy ra ching han
(;1, ——l;) = (Zz,l;)+(l; -5) = (Zz,l;) +7 [mod 27]
(—;t,l;) = (—Zz,a)+(21,l;) = (21,1;)+ 7 [mod 27].
Géc dmh huéng giita hai duong thing trong mdt phbiﬁg
va s6 do cua né
1) Goc dinh huéng gitta hai duong thang d, d' trong mit phing 12 cip dudng
thing d, d' c6 phan biét thit tu va dugc ki hiéu la (d, d'). LAy céc vecto chi

phuong tuy y ¢, ¢ theo thi tw clia d, d' thi s6 do (Eg> modulo n khong

phu thudc chon ¢, e vi chang han (E —Z) = (e,e')wt = (—;,?) .
Do d6 nguoi ta coi s6 do cta géc dinh huéng (d, d') gifta hai dudng thang
d, d' trong mat phang ciing bing s& do ciia géc dinh huéng (Eg’) gifta hai

vecto chi phuong ¢, e’ cia d, d' nhung xac dinh sai khac mot boi nguyén
clia 7 va viét

(d.d') = (e,¢’) [mod m]. | | (7
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Ciing c6 thé coi géc dinh hudng (d, d') c6 vo s6 s6 do (hai s6 khdc nhau

mot boi nguyén cia n), trong d6 ¢ s6 do duy nhat 8 e [0;7) goi 1a s6 do

chinh tic cta géc dinh huéng d6. Néu & E[O;-;—j thi & 1a s& do gbc hinh

hoc gifta hai dudng thing; néu & € (—725;7[) thi m — & 12 s6 do géc hinh hoc

giita hai dudng thang.
Hai géc dinh hudng gita cdc cap duong thang (d,, d,) va (dl',dz') goi 1a
bing nhau néu chiing c6 céc s6 do sai khac nhau mot boi nguyén cua 7; ta

viét (d,,d,)=(d},d}) [mod n] (vay céc géc d6 bang nhau khi va chi khi

chiing ¢6 ciing s6 do chinh tac)

Dé thay:

- Hai dudng thing d, d’ cing phuong khi va chi khi (d,d")=0 [mod n].

- Hai dudng thing d, d' vuong goc khi va chi khi (d,d') :_725 [mod 7].

- Néu (d,d')=a [mod =] thi (d',d)=~ca [mod 7]; ta viét

((1',d) = —(d,d') [mod m].

- Cho dudng thang d thi (d,dl)z(d,dz) [mod 7] khi va chi khi d,, d,
cung phuong.
Chii thich: Dé dugc tinh nhit quan (vé€ mat hinh thic) vé cach trinh bay
géc dinh hudng cha ba loai géc dinh hudng (gilta hai tia (nhu goéc luong
gi4c), gifta hai vecto va gifta hai duong thang), sau khi dua ra khai niém
géc dinh hudng (d, d') gitta hai dudng thang d, d’ trong mat phang va thira
nhan s6 do géc d6 1a s6 do & clia géc dinh hudng gifta cap vecto don vi chi
phuong clia d va d’, ngudi ta c6 dé xudt khai niém huéng ctia géc dinh

huéng (d, d') gita hai dudng thing d, d' . Bang cdch xem 5] 1a 56 do clia

géc hinh hoc gifta d va d’, nghia 1a |8] thoa man bat dang thic 0 < [9] < g—;
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khi d6 mot géc dinh-huéng (d, d') giita hai dudng thang d, d' ¢6 vo s6 s6 do.

]

P o a B e s 42 p n
Trong céc s6 do d6 cé s6 duy nhét o thoa méan bat dang thiic 3 <a< 5

Tuy theo O < a < g hay —g— < o <0, tandi goéc dinh huéng (d, d') giita hai

dudng thang d, d' c¢6 huéng duong hay huéng am (ciing tic 12 huéng thuan
hay nghich). Nhu vay, viéc dua ra khdi niém hudng ctia géc dinh huéng giita
hai dudng thang trong mat phang nhu trén day khong chi nhat quan vé hinh
thitc trinh bay chung ctia ba loai (thuc ra chi ¢6 hai loai, mod 27t va mod =)
géc dinh huéng trong mat phing ma con hop i vi cling phl hop véi cdch
hi€u (quy dinh) truyén thong vé s6 do clia géc hinh hoc gifta hai dudng
thang trong mat phang (chi 14y géc khong ti). Tuy nhién, trong thuc t€
khao sat géc dinh huéng (d, d') gitta hai dudng thang d, d' thudng ta chi

quan tam dén gid tri s6 do (dai $8) & cua goc dé thude khoang (0, ) va

(-7, 0), chtt it khi dé § dén gid tri clia s6 do goc dé thuoc khoang (%, g).

ii) D3 véi géc dinh huéng giita hai dudng thing, ta cling ¢ hé thic Chasles:

(a,b)+(b, ¢)=(a,c) [modn| < (a,b)=(a,c)—(b,c) [mod n].

o (a, b) = ((‘,b) —(c',a) [mod TC] P (b, a) = ——(a,b) [mod n]

(a, b) + (b, c) + (c', a) =0 [mod n];

1) Chii thich
Trong céc tiéu muc b) va ¢) trén day, khi néi vé géc luong gidc, géc dinh
hudng (hai loai: gilta hai vecto va gifta hai duong thang), chii yéu chiing ta
néi vé s6 do cta chiing; cong cac géc (cung loai) d6 1a cong céc s6 do cua
ching. Diéu nay duoc thé hién 16 trong hé thiic Chasles.

d) Mgt phdng dinh huéng

D€ thuan tién cho viéc nghién ctiu tinh chat ctia cic hinh hinh hoc trong mat
phang, ngudi ta ciing con dua vao khai niém mat phéng dinh huéng (chiing ta
da néi dén trong phan ndi vé géc lugng gidc (xem Tai liéu chuyén Todn Hinh
hoc 10)). Chiing ta s& lam r6 khai niém nay moét cach truc quan hinh hoc,
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thong qua viéc quan sit cu thé mot cich tryc gidc su chuyén dong clia mot
diém trén mot dudng tron, hay trén mot tam gidc, mot da gidc don (ciing tirc
12 mot dudng gdp khic khép kin khéng ¢ diém tu cat) hay trén mot dudng
cong kin.

o Mot diém M chuyén dong trén mot dudng tron (v) c6 thé di chuyén theo
hai huéng khic nhau. Mét cdch truc quan, chiing ta chap nhan sy viéc
quan sat nay: trén moi dudng tron (v) cia mat phang %, tén tai hai hudng
di. Ta c6 cac dinh nghia sau day:

PINH NGHIA 1. Pinh huéng dudng tron (v) 12 chon mdt trong hai huéng
di trén (v).

e Khi da cho hai dudng tron dinh hudng (v) va (v')
trén mat phing %, ching ta c¢6 kha nang nhén biét
ring (v') duoc dinh huéng theo “cing mot hudng”
véi (v) hay theo hudng nguoc lai.

e Mot nira dudng thang (ciing dugc goi 1a mot tia)
Oz c¢é gdc ¢ tam O ctua mot dudng tron (v) quay

Hinh 4.4

xung quanh diém géc O cia né theo hai huéng

khéc nhau nhu huéng chuyén dong ctia diém M trén dudng tron (v), & d6

tia goc Oz cét (v): {M} =0z N (v), (h.4.4).
PINH NGHIA 2. Dinh huéng mét phéng 214 chon ciing moét hudng di trén
t4t ca cac dudng tron ciia mit phing, hudng nay goi 1a hudng thuan.
Thudng ngudi ta quy udc hudng thuin cha phép quay trong mat phéng 1a
huéng twong tng véi huéng nguoc chiéu quay cha kim doéng ho (h.4.4).
Hudng nguoc lai goi la huéng nghich.
Huéng thuan ciing con dugc goi 12 huéng duong hay huéng lugng gidc,
huéng nghich con dugc goi la huéng am, va ki hiéu duong hay am boi déu +
hay —.
Nhu vay, mit phing 2 goi la di dugc dinh huéng. Chiéu di thudn trén moi
dudng cong kin khong tu cat va dac biét trén moi da gidc don (trong d6 c6
tam gidc) hodc moi dudng tron cua mat phéng ng véi chiéu thuan trong
mat phang. '

238



e) Tam gidc dinh huéng
i) DINH NGHIA 3. Né&u chidu di trén céc canh AB, BC va CA clia mot

tam gidc ABC trong mat phéng dinh huéng 2 tuong tGng véi chidu
thuin clia mét phing 2 thi ta néi tam giac ABC c6 hudng duong, hay
dugc dinh huéng duong (h.4.5a). Trai lai, néu chiéu di trén tam giac
dé tng véi chiéu nghich ctia # thi ta néi tam gidec ABC c6 hudng am,
hay dugc dinh huéng 4m (h.4.5b).

A C, A

Vs /-
B °C B
a) b)
Hinh 4.5

Nhdn xét. Hai tam gidc c6 cung ba dinh A, B va C thi ABC va BAC 1a hai
tam gidc trong mat phang dinh huéng 2 c6 huéng nguoc nhau. Ngoai ra,

dé thdy ring: Trong mat phing dinh huéng .2, huéng clia mot tam gidc
dinh huéng ABC tring véi huéng clia céc goc dinh huéng (AB,AC),

hoac (EE,EZ), hodc (&EEE) ™

Ttr cdc nhan xét trén ta cling thdy rang: Huéng clia mot tam gidc khong thay
d6i khi ta hodn vi vong quanh cc dinh cla né (phu hop véi dinh nghia 3 &
trén).

ii1) Chi thich. Ciing chinh vi 1& d6 ma ngudi ta va ding dinh nghia sau:

DINH NGHIA 3'. Mot bo ba diém phan biét khong thdng hang sép thu
tu {A, B, C} cia mét mat phang dinh huéng 7 duge goi 1a mét tam
gidc dinh hudng (hay c6 hudng) ciia mit phdng d6 va ki hiéu 1a AABC
nhu théng thudng (nhung chd y dén cach viét theo thi tu cac dinh).

‘' Ciing chinh vi tinh chdt nay, nguoi ta c6 thé 18y né lam dinh nghia ctia khéi niéem tam gidc dinh
huéng, réi trén co s& d6 dua vao khdi niém mat phang dinh huéng (nhim muc dich trinh bay van
dé huéng clia hinh (trong mat phing) duogc gon gang va nhe nhang hon).
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2.

a)

Géc dinh huéng va tam giac dinh huéng trong thyc hanh
va irng dung

(Phan doc thém “Vé tng dung clia géc dinh hudng va tam gidc dinh hudng”)
Qua muc 1, §1 & trén chiing ta da thay (vé mat 1i luan) su can thi€t phai dua
vio cdc khai niém dudng thing dinh huéng, doan thang dinh huéng ciing s6
do ctia né, mat phang dinh hudng, hai loai géc dinh huéng (trong mat phéng
dinh hudng) cling s6 do clia ching va tam gidc dinh hudng.

Sau day, bai doc thém nay s€ luu ¥ ban doc quan tdm dén mot vai iing dung
thiét thuc va rat bd ich clia nhiing doi tugng hinh hoc c6 hudéng va s6 do (do
16n) cha nhiing dai lugng hinh hoc lién quan (d6 dai doan thang, do 16n cua
gdbc, dién tich hinh phang) trong viéc van dung gidi toan hinh hoc.

Xéay dung khdi niém phép quay (phéng)
xung quanh mét diém

Nhu & muc 3 chuong I, cdc dinh 1 5 va 5' dé chi ra ring tich cua hai phép
d6i xting - truc (trong mat phing) c6 truc cit nhau la mot phép quay phing
xung quanh giao diém O cla hai truc d6. Bdi vay, ta ciing co thé 14y noi
dung dinh 1i 5 1am dinh nghia ctia phép quay nhu mot so tdc gia da lam
(trinh bay) trong mot s cudn SGK hinh hoc. Tuy nhién, khi da dua vao khai
niém mit phing dinh huéng, géc dinh hudng gifta hai tia (cing goc) hoac
gbc gifta hai vecto thi, ta cé thé dua ra dinh nghia phép quay mot céach truc
quan hinh hoc hon nhu sau:

i) DINH NGHIA 4 (phép quay phing).
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Trong mit phdng 2 gia st da duge
dinh hudng, cho mot diém O c&
dinh va mét géc dinh hudng ¢, xéc
dinh sai khac k2n (k € Z). Ta goi
14 phép quay tdm O géc dinh huéng
¢ (hay phép quay tdm O véi géc
quay ¢) trong mét phdng 2, ki hidu H
12 QO, ¢) hay Qo mdt phép bién
hinh diém cta mit phéng, bién

diém O thanh chinh né va bién méi Hinh 4.6a



diém M khéc O thudc 2 thanh diém M’ ciing thudc 2, xac dinh béi cac
hé thiec:
(OM, OM') = ¢ va OM' = OM.
Khi diém M vach nén mot hinh # thi diém M’, tuong ting v6i n6 vach nén
hinh tuong ting (hinh bién déi, hay anh) chia .#’ trong phép quay dé (h.4.6a),
ki hiéu '
H' =0 0 H).
Chii thich. Theo dinh nghia trén, néu @ va ¢’ 1a hai géc dinh huéng ma s6
. do dai s6 ctia ching hon kém nhau mot boi nguyén cta 27 thi Q(O, ¢) va

0(0, ¢') la mot. Boi vay, ngudi ta thuong chon ¢ sao cho —m < ¢ < 7 (hay
doi khi: 0 < ¢ < 27). |
Ciing theo dinh nghia trén thi Q(O, ¢ = 0) 1a phép dong nhat va Q(O, m)
hoac Q(0, —m) 1a phép dai xing D(O) qua tam O.

ii) B8 sung tinh chat clia phép quay phang (lién quan dén géc guay dinh
huéng)
Néu phép quay Q(0, @) tam O géc quay « [mod 2n] bién cdc di€ém phan
biét A, B thanh cdc diém A’, B' thi ta c6: '

(AB,A'B') =@ [mod 2n], (AB,A'B)=a [mod .

Thuc vay, lay diém B,
- (h.4.6b) saocho

O—B; = AB (trung diém
doan OB trung véi trung
di€ém doan AB)), lay diém
B sao cho 5517 = AR
(trung diém doan OB’
tring v6i  trung  diém
doan A'B)) thi dé thy

phép quay Q(O, @) bién Hinh 4.6
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B, thanh B (vi phép quay bién doan thing thanh doan thing, bién trung di€m

doan thing thanh trung diém doan théng) nén (573",,5237) = o [mod 27].
Vay (4B, A'B')=(0B,,0B]) = o [mod 27] tit d6 (AB,A'B)=a [mod m]. -

b) Vé sé do cdc géc (géc dinh hudng) trong mét tam gidc

dinh huéng

D6i v6i tam gidc ABC khong dinh hudng, do 16n céc goc & cac dinh A, B, C
clia né thong thudng ching ta ki hiéu la ;1, E, C (hoac LA, 4B, ZC) vata
co dé"mg thic: A + ﬁ + 6 = 180°, hay A+ B+C=n (tuy theo don vi do
gbc 1a do hay radian).

Tuy nhién, khi mat phang cla tam gidc
ABC (khong suy bién) dad dugc dinh
huéng thi cdc gbc & céc dinh A, B, C cua
né (AB,AC), (BC,BA), (CA,CB) (gifta
hai vecto, modulo 2m) ciing nhu cédc goéc
(AB, AC), (BC, BA), (CA, CB) (gifta céac
dudng thang chita canh cla ching, Hinh 4.7

modulo ) déu cé cung hudng hoac cing
khdc huéng clia mat phang 7 chia tam gidc (h.4.7).

- Diing géc dinh huéng thi déi véi moi tam gidc ABC, t
(AC.CA)=(CB,BC)=(AB,BA) = [mod 2,

nhd he thic Chasles ta suy ra

(AB,AC)+(CA,CB)+(BC,BA)=(AB,BA)=n [mod 2n]. (*)

Néu tam gidsc ABC dinh hudng thuan, cdc géc (ZE,A_C‘), (CACB),

——

EE,EZ) c6 huéng duong, s6 do géc thudc (0; m) clia ching theo thi tu Ia

~ ~

. B, C nen tir ding thic (*) dé suy ra A+B+C=n.

N
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Trong trudong hgp tam gidc ABC dinh huéng nghich, 1ap luan tuong tu, tl
dang thitc (*) cling suy ra dugc A+B+C=m.

- Doi v6i moi tam gidc ABC, ciing dé thay

(AB,AC)+(CA,CB)+(BC,BA)=(AB,BA)=0 [mod 7]
(suy ra tir dang thttc (*) hoac tir hé thitc Chasles vé géc dinh huéng gifta cap
dudng thing). Tir ding thic nay ciing c6 thé suy ra A+ B+C=m.
Lap luan tuong tu, nhd hé thitc Chasles vé hai loai géc dinh huéng [mod 27]
va [mod 7], ta cling thdy lai dinh 1i vé g6c ngoai clia mot tam giac:

i) (BC,CA)=(BC,BA)+ (AB,AC) [mod 2n] .

it) (BC,CA)=(BC,BA)+(AB,AC) [mod =] .
c) Méi quan hé giita cdc géc (dinh hudng) ndi tiép va J tam
cung chan mét cung (dinh huéng) irén duong tron
i) DINH LI 1. Khi ba diém A, B, M cing thudc mét duong tron tam O thi
ta co hé thuc:

VM e v(0, R): (MA.MB) :%((")Z,@’FB’) ‘hn ke Z. *)

Dinh 1i trén dugc phat biéu lai nhu sau: Mot géc dinh hudng (cta hai
dudng thing) ndi tiép mot dudng tron thi bang mdt nita géc § tdm dinh
huéng cung chin mét cung.

Goi P va Q 1a cic diém d6i xiing v6i O lan luot qua AM va BM, ciing la doi
xiing véi O lan luot qua trung diém ctia AM va BM (h.4.8); the thi AOMP va

BOMQ 1a nhiing hinh thoi, nén MP = OA va _M—Q = OB.Ta chitng minh :
| (OA,OB)=2(MA, MB), [mod 2n] .

That vay,

(OA,0B)=(MP,MQ)=(MP, MO)+ (MO, MQ)

=2(MA,MO) +2(MO ,MB) = 2(MA ,MB).
Tir d6 suy ra hé thac (*), dpcm.
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(v)

Hinh 4.8

ii) Chii thich. Cic dang thic géc dinh hudng trén day gitta hai duong thang
(MA, MB) ding véi moi diém M trén dudng tron. Khi M trung véi A (hay
B), coi dudng thing MA (MB) la tiép tuyén cla dudng tron tai A (B)
Ngoai ra, vdi A khdc B thi hai diém C, D khac A, B cung thudéc mot cung
tron ACB khi va chi khi

(b—g,ﬁ)z (EA,EE)ZOL [mod 2x], o # 0, o # 7.

Tir d6 ta c6 cdc két luan sau day:

iii) PINH Lf 2. Muén cho bén diém A, B, C, D (khong thang hang) cung
thude mot duong tron, can va du la:

(CA,CB) = (DA,DB) (=¢#0) [modn]. D v

Chit y. Néu (CA,CB)=(DA,DB)=0 thi bon diém
A, B, C, D thang hang.
PINH Li 3.

o) {M|(MA, MB) = o (# 0) [mod nl} la mot duing (v)

tron di qua A va B, goi la duong tron chia Hinh 4.9
géc dinh hudng a cta cdc dudng thang di
qua A va B. (h.4.9).
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d)

—

B) {Ml(m, ME) = o [mod 2x], o # 0, o # n} la mét cung tron AyB
(h.4.9) c6 hai dau mit la A va B, goi la cung chita goc dinh hudng
o [mod 2r] ctia hai tia di qua A va B.
Chit y. Chang han khi M triing véi A, coi MA 1a vectd u chi phuong clia
ti€p tuyén tai A ma (;,ZE) cung hudéng (ﬁﬁé)

Hé thitc Chasles vé dién tich dai sé ctia tam gidc dinh hudng
Trong mat phang dinh huéng %, dién tich dai s6 clia mot tam gidc dinh
huéng ABC, (ki hiéu §(ABC ) hay gon hon ABC ) 12 mot s6 thuc ma tri tuyét
doi clia n6 1a dién tich clia tam gidc d6 véi ddu + hay — tuy theo tam gidc
ABC c6 hudng thuan hay nghich (cling tdc 1a ¢6 huéng duong hay am):

s(ABC) = £s(ABC).

Trudng hop AABC suy bién, tiic A, B, C thang hang thi E(ABC ) =0(< C € AB).

Khi dé ta c6 hé thiic sau day goi 1a hé thiic Chasles vé dién tich dai s6 cla
tam gidc dinh huéng:

5(MBC)+5(MCA)+s(MAB) = s (ABC)

v6i moi bo bon diém M, A, B, C trong mat phang. Ngoai ra, ta con viét dugc
hé¢ thirc Chasles duéi dang sau:

MBC + MCA+ MAB = ABC , véi VM € mp(ABC). (*)
Déang thiic (*) nay con duoc goi la déng
nhat thic Jacobi (d6i v6i tam gidc dinh
hudéng trong mat phang).

Chitng minh. DE thay ta c¢6 hé thic d6 khi A,
B, C thang hang. Sau day xét trudng hop A,
B, C khong thang hang.

Chiing ta biét rang ba dudng thang doi mot
cat nhau (nhung khong dong quy) thi tao p C

thanh mét tam giac ABC nao dé va chia mat N\
!

2 4 A N A A =
phang ra lam bay mién, gom mién [ABC], M =M,
‘ Hinh 4.10
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ba mién goc ddi dinh véi cc géc BAC , CBA, ACB va ba mién géc A cut,

B cut, C cut (tiic 12 ba mién goc clia AABC sau khi duogc cat bo di mién
A .
[ABC} (h.4.10). Khong mat tinh tng quét, d€ ching minh heé thic Chasles

(*) vé dién tich dai s6 clia tam gidc dinh hudng, ta chi can phai xét ba truong
hop vé vi tri hinh hoc clia diém M d6i v6i mién tam gidc (dinh hudng) ABC.

A
Trudng hop 1: M = M,, thudc mién {ABC:\. Dé thay cac tam gidc MBC,

MCA va MAB cung hudng véi ABé : vi vay hé thic (*) dugc nghiém duing
(xét ca khi M thuoc céc canh ctia AABC).

Truong hop 2: M = M, thuoc mién géc B'AC’, d6i dinh véi mién géc
BAC . Khi dé: A thuoc mién [MBC} va ba tam gidc ACM, MBC va AMB

cting huéng véi AABC. B&i vay, quy vé trudng hop 1, ta co:

MBC = ABC + ACM + AMB = ABC — MCA — MAB .

T d6 suy ra (*) dugc nghiém ding.
~ —— A
Trudng hop 3: M = M, thudc mién géc A cut (= mién géc [BAC ] \'mién {ABC } :

Khi dé ABMC 12 mot ti giac 16i hoac suy bién thanh tam gidc ACM hay
ABM tuy theo M thugc tia d6i cla tia [BA) hay cla tia [CA). Pé ¥ rang
hai AABM vi CAM cing huéng véi AABC nhung BCM ngugc hudng v6i
ABC va ti: (ABMC =) ABC + CBM = ABM + CAM rbi dé y ring
ABM = MAB, CAM = MCA va CBM = -MBC , ta ciing thay hé thiic
(*) dugc nghiém ding (dpcm).

Chii y. Con c6 thé trinh bay dién tich dai s6 cla tam giac dinh huéng trong

'mit phang nhu sau:

PINH NGHIA. Tich léch ctia hai vects u, v, ki hidu u Av 12 s thuc, xéc
dinh bdi: khi z hay v bing 0 thi u Av=0; con khi % va v khac O thi

UAD= Iu”vlsin(u,v).



Chii y:
1) Dién tich dai s6 clia tam gidc dinh huéng (theo dinh nghia trén) ABC la

E(ABC)=%X§AZE (tt dé tam gidgc ABC dinh huéng thuan (hay

nghich) néu va chi néu AB A AC duong hay am).

2) R6 ring vAu=-uAv va hai vécto cling phuwong khi va chi khi
uAv=0. Géc dinh huéng gifta hai vécto w, v (khc 0) c6 huéng
duong (hay am) khi va chi khi UAY duong (hay am).

Cdch tinh:

Xét mat phéng toa do sao cho goi i 1a vécto don vi cua truc hoanh, } la

. Y m Coa T A
vecto don vi cua tryc tung thi <l,j) =5 [mod 2x]. Khi dé néu u c6 toa do

(1, 1t,), v cb toa doé (v,, v,) thi

UNY =1V, — U,V =

Thuc vay, khi 1 hay v bing 0 thi o rang u,v, — 1,v, = 0.
Khi « va v khdc O thi ta c6
sin(;l,;)=sin((?,;)—(;,;t))

=sin (;,;)cos (7, ;l) ~Cos (;, ~1;)sir1 (;, 17)

v, 1 v, U, R
=TT ST nen ll/\V=LllV2 ——uzvl .
Ml ]

N}
)

< i

HE QUA. Tt cach tinh d6, d& thay (ku)av=u A (kv)=k(uAv) véi moi s&
thuc k, (Z+L7)A5=;AB+ZL7/\5, L:A(l;+l7)=;Alj+;Al7.
Chitng minh lai hé thitc Chasles:

s(ABM ) +5(BCM) +5(CAM) = s(ABC).

247



Thuc vay, ta cé:

b s rh et b,

AB A AM + BC A BM +CAACM

= AB A (Ap+CM)+BC/\(BC+C_‘M)+C_A/\C_M
=ZEAX6+(ZE+EE+E4)AEM=EAZE.

3. Suxac dinh va dang chinh tic ctia phép dai hinh phing
@) Phén logi cdc phép ddi hinh phdng
Co sd ciia su phdn loai cdc phép doi hinh phdng
i) DINH LI 4. Phép déi xitng - truc trong mdt phdng bién mét tam gidc
(dinh hudng) thanh mét tam gidc bang né, nhung nguge hudng vdi né.
Chitng minh. Ta chi cén ching '
minh tinh chat sau day la du:
Phép ddi xiing - truc bi€n mot
go6c dinh hudng (gifta hai vecto,
hoac giita hai dudng thing)
trong mat phang dinh hudng
thanh géc doi voi nd (sai khic A
2km, hoac kn, k € 7).
Goi A', B' va C' lan luot 1a anh
cac dinh A, B va C cua tam

gidc ABC trong phép doi xing

- truc P(A) qua dudng thang A
(h.4.11a). Gia st AABC dinh
huéng duong. Xét cdc géc dinh hudng (gilta hai duong thang) (AB, AC) va
(A'B’, A’C") cia AABC va AA'B'C’.

Hinh 4.11a

Xét trudng hop téng quat (AB) X A va (AC) X A; the thi vi i do doil xing qua
truc Anén (A'B') N (AB) =P € A va ACYNAC)=0 €A (h.4.11a), dong
thoi ta dugc:

(A, A'B"Y=—(A,AB) [mod 7] va (A,A'C") =—(A, AC) [mod ~]; *)
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Tir hai dang thic géc dinh hudng (*) va hé thitc Chasles trong muc 1 ta
dugc: (A'B', A'C") = —(AB, AC) = —a [mod nt];

Lai vi cdc géc dinh hudng (AB, AC) va (A'B', A’C") theo th tu cing hudng
véi (;rB, :4?) va (?—B;, X’E;) nén:

(Z’:};’, ?5") = ~(ZE, Z@) = —a, [mod 2m];

trong d6 0 < o< 7, o = BAC 1a o 16n thong thudng géc A clia AABC.
ViAA'B'C' = DA(AABC) va AA'B'C' = AABC nén dinh 1i 4 da dugc chitng minh.

Chu y: Con c6 cach ching minh c
dinh I 4 nhu sau (h.4.11b):

Phép do6i xing truc A bién tam
“gidc ABC thanh tam gidc A'B'C".
Cén ching minh (XE,ZE) cé

huéng ngugc v6i hudng cia
(4B, 4C).
Ldy diém O trén A, 1dy B, sao

cho OB =AB (irung diém cia

OB tring véi trung diém cia
AB)), 1dy B sao cho OB = A'B’ Hinh 4.11b

(trung diém cla OB’ tring véi

trung di€ém clia A'B]) thi phép dsi xtng-truc A bién B, thanh B]. Ldy C, sao
cho 5C_; = AC, lay C, sao cho O—CY = A'C’ thi phép doi xiing-truc A bién C,

thanh C; . Goi u la mot vécto chi phuong ciia A thi

(17,—0_8;)2—(;;,0_3?) [mod 27], (;1,0—6’1):—(;1,56—’?) [mod 2x]. Tur d6

(48,1 (05,06 (.06 - :0% ) (106} +:0%)

- -(07.3) (35 7€)
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ii) HE QUA. Phép ddi xting - truc (trong mat phéng) 1a mot phép doi
hinh, 1am ddo ngugc hudng cta hinh.

iii) Dén day chiing ta di c6 co s& dé phan loai cdc phép doi hinh (dang cu)
phang. '

Phan logi cdc phép doi hinh phdng

PINH NGHIA 4. Cac phép doi hinh phéng &uqc chia lam hai loai, loai

‘'mbt va loai hai tuy theo né bao toan huéng hay ddo nguge huéng cta
hinh.

Phép doi hinh loai mot ciing cdn dugc goi 1a phép doi hinh thuan, hay ngan

gon 1a phép doi hinh. Phép doi hinh loai hai ciing con duge goi la phép doi

hinh nghich, hay phép phan chi€u hoac phép phan doi hinh.

PINH NGHIA 5.

- Hai hinh .#va .#" 1a anh ctia nhau trong mdt phép doi hinh thuan
dugc goi 14 hai hinh bang nhau thuan, hay ngin gon la hai hinh
bang nhau, ki hiéu: . #" = ./, '

- Hai hinh .#'va.#’ 1a anh cia nhau trong mot phép doi hinh nghich
dudgc goi 1a hai hinh bing nhau nghich, hay phan bang nhau, dé6i khi
dugc ki higu bdi: #’ = .#, chdng han:

AA'B'C' = AABC.

b) Dang chinh tdc ctia phép doi hinh phdng

Tir noi dung chia phin b), c), d), e) va f) muc 3, §1, chuong I, sau khi thyc
hién viéc bién ddi twong duong tich clia ba phép déi xing - truc, k€t hop voi
céc dinh 1i 7 va 8 ctia §1, chuong I ta thu dugc két qua sau day néi lén moi
quan he gifta mot phép doi hinh bat ki vé6i cac phép d6i xing - truc trong mat
phéing va tich ctia chiing, goi 12 dang chinh tic clia mot phép ddi hinh phang.
DPINH LI 5 (vé dang chinh tdc ciia mot phép doi hinh ph(ing)

M6t phép doi hinh phdang néu khong phdi la phép déng nhdt thi, hodc la
mét phép déi xiing - truc, hodc la mot phép quay hay mét phép tinh tién,
hodc la mét phép déi xiing - trugt. '
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Chit thich

i) Cédc phép quay va tinh ti€n néi trong dinh 1i 5 trén day c6 thé goi 1a nhiing
phép quay hay tinh tién thuc su, tic 12 géc quay ¢ # O, vecto tinh tién
v = 0.Con phép quay géc @ = 0 hay phép tinh tién v = 0 déula khong
thuc su va la phép déng nhat: Q(P, 0) = Id, T 6) =1d.

ii) C6 thé xem phép déi xting - truc 12 trudng hop dac biét clia phép doi xing
- trugt, & d6 vecto trugt (vecto tinh tién) bang 0, tic a: (A, 0) = D(A)

iii) Phép quay (thuc su) c6 mot diém bat dong duy nhdt 1a tam quay; phép
tinh ti€n (thyc su) khong c6 di€ém bat dong nao; phép d6i xtng - truot
ciing khong c6 diém bat dong nao. Tuy nhién, phép déi xtng - truc cé
mot dudng thing c6 dinh ma moi diém trén d6 déu 1a diém bat dong
(diém kép). D6 1a truc dsi xtng.

Dang chinh tdc ciia phép doi hinh thudn va phép doi hinh nghich

Vi mot phép doi hinh 1a thuan hay nghich dugc phan biét béi né biéu thi duoc

duéi dang tich ctia 2 hay 2 + 1 (ttic 3 hodc 1) phép déi xiing - truc nén ta thu

dugc dang chinh tic chi ti€t hon cho tiing loai trong hai loai doi hinh phéng.

DINH LI 6 (vé dang chinh tdc ciia cdc phép doi hinh va phdn doi hinh

phang).

i) Mot phép doi hinh thudan trong mdt plic%ng thi, hodc la phép bién
hinh déng nhdt, hodc la mét phép quay xung quanh mét diém, hodc
la mét phép tinh tién.

it) Mot phép doi hinh nghich (phdn di hinh) trong mdt phing thi, hodc
la mét phép doi xiing - truc, hodc la moét phép doi xiing ' truot.

Chu y

o) Phép quay thuc su (khdc /d) 1a phép doi hinh thuan cé duy nhat moét diém

~bat dong (la tam quay).

B) Phép déi xting - truc 1a phép phan doi hinh c6 mot dudng thang c6 dinh

gom toan nhiing diém bat dong.

) Phép tinh tién va phép d6i xding — truot (thuc su) theo thy tu la phép doi

hinh va phép phan doi hinh khong c6 diém bat dong.
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Van dung cac phép dgi hinh phéng vao giai toan hinh hoc

Ap dung phép déi hinh vao viéc khdo sdt tinh chdt cia hinh
Vi du 1. Ching minh ring néu mot tam gidc ¢6 dudng trung tuyén va dudng
phan gidc phat xudt tir cing mot dinh ma tring nhau thi tam giac do6 la can.

That vay, gia s tam gidc ABC c6 dudng

trung tuyén AD dong thoi la dudng phéan gidc
(h.4.12). /ﬂ%\
S T N 2 .. B * : C
Vi sdn ¢6 D 1a trung diém canh BC réi, hay N D
B va C d6i xting véi nhau qua diém D nén ta
nghi dén phép doi xing — tam D(D). A
Hinh 4.12

Phép nay bién A thanh A’ va do d6, A’ la
dinh thi tu ctia hinh binh hanh BACA' tam D.
Boi vay, AC = BA' va fll\; = Z = 1/4\1 ; suy ra tam gidc BAA' can ¢ B va do d6
BA' = BA.
Tir d6 ta dugc AB = AC va tam gidc ABC can ¢ A.
Chii thich. V& co ban, bai todn nay chi doi hoi van dung kién thic SGK
Hinh hoc 7, tuy nhién cdn phai vé thém hinh phu dé dugc hinh 12. O day
ching ta sir dung ngon ngit bién hinh trong viéc trinh bay 15i gidi cha bai
toan (cu thé 1a phép doi xiing — tam).
Vi du 2. Tam gidc ABC noi tiép dudng tron (O) cho trude 6 hai dinh A, B
¢6 dinh. Chiing minh rang:
i) Khi C di dong trén dudng tron (O) thi tryc tam H ciia tam gidc ABC di dong
trén mot dudng tron (0'); hiy xdc dinh tam va ban kinh dudng tron do.
i1) Véi moi vi tri caa C trén (0), vectd CH luén duoc nhin thr A duéi mot
g6c dinh hudng (gitta hai duong thang) khong déi (h.4.13).
Gidi
i) Trudc hét, goi C, la trung diém canh AB, thiét 1ap hé thic vecto
CH =20C,

(tinh chat tryc tam tam gidc, xem Vi du 1 trong muc 4, §1, chuong I).



Tur dé suy ra: {H} 1a dudng tron
(0"), dugc suy ra tir dudng tron
(O, R) da cho boi phép tinh tién
T(;) theo v = 2_0—6;; ngoai ra

(0') cling do6i xting véi (0) qua
(AB).

Sau day la 1oi giai khic cho
Ménh dé€ i), khong st dung bién Hinh 4.13

hinh tuy nhién c6 dong cham

dén khdi niém mot phép bién hinh. Trong trudng hgp tam gidc ABC khong
vuong, ta co:

(HA, HB) = (HA, CB) + (CB, CA) + (CA, HB) = (CB, CA) [mod 7]..

Suy ra {H} 12 mot duong tron (O') di qua A va B.

Lai vi (CB, CA) = —(CA, CB), [mod 7] nén (O') la dudng tron doi xing véi
duong tron (O) qua (AB).

it) Goi B’ la anh clGa B trong phép tinh tién theo v o= 20C,, th€ thi
B' = D,(A) 1a di€ém xuyén tam - d6i xdng clia A trén dudng tron quy tich
(O, R) cha diém H.

T déng thac (5@ ,—O—'ﬁ) = (@ ,b?) [mod 27t] ta suy ra:

(AB', AH) = (AB, AC) [mod 7] *)
va ti€p theo, tr (*), nho hé thic Chasles ta thu dugc dpem:

(AC, AH) = (AB, AB') = - (Ao A0) khong déi, [mod 7.

Cdch khdc: _

V& ménh dé ii), goi A’ 1a hinh chi€u clia A trén BC ta c6:

(a , Z’X’) = (_071‘, 55;) [mod 27], (xét ddy du hai trudng hgp vé vi tri cla
C thuoc hai nlra mat phang c6 b 12 (AB)). Suy ra hai tam gidc CAA' va
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OAC, déng dang thuan, tir dé (AC, AA') = (AO, AC,), cling c6 nghia la:
(fTC, AH ) = (AO E ) khong ddi khi C chuyén dong trén (O).

Vi du 3. Gia st P 12 mot diém nim trong tam giac ABC sao cho PAC = 10°,
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PCA =20". PAB =30 va ABC = 40°. Hay xdc dinh do 16n géc BPC .
Nhdn xét. Day 13 mot bai todn thuoc loai tinh todn cic dai lugng hinh hoc;
cu thé 12 tinh do 16n (s6 do) clia mot géc gifta hai tia. Bai todn nay vi the c6
thé c6 nhiéu 1i gidi khac nhau, dic biét 1a tim huéng tinh todn dua trén van
dung dinh Ii sin va cosin trong hinh tam gidc. Tuy nhién, d6i v6i truong hop
bai todn nay, tir dic thi clia tam gidc ABC ching ta lai nghi dén viéc st dung
mot phép bién hinh. D6 chinh 1a phép déi xing - truc.

That vy, theo gia thiét ctia bai todn thi, rd rang la tam gidc ABC can ¢ C, c0
g6c & dinh C = 100° (vi hai géc A vd B mdi géc 40°). Do dé, dudng cao ha
tir C tring v&i trung truc {[AB] (ctia [AB]) 1a truc d6i xting clia tam gidc ABC.
Goi A = {[AB], A > C. Dung diém Q = Da(P), ta dugc CP = CQ va
OCB = PCA = 20°. Tt d6 suy ra tam gidc CPQ 1a déu (h.4.14) 18 tinh duoc
BOP =150° . Vi vay, BOP=BQC =150° va ABQC = ABQP (c, g, c). B3i thé,
BQ khong nhiing 1a phan gidc clia géc CBP ma con phan gidc cua goc
COP , déng thoi phép d6i xting - truc H(BQ) bién ABQC thanh ABQP, trong
d6 BC — BP, BP — BC va BCP — BPC .
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Vi vily: BPC=BCP= 20" + 60° = 80° va do d6, tam gic BCP can & B c6
géc & dinh B bang 20°.

Trd loi: BPC = 80"

b) Ap dung phép d?’i hinh vao viée tim quy tich
(tim tdp hop diém)
Vi du 4.
i) Ching minh dinh 1i Pompiu: Gi4 st P 12 mét diém bat ki nim trong mat
phéng clia mot tam gidc déu ABC cho trudc. Bao gi0 cling ton tai mot tam
- gidc .7 ¢6 do dai ba canh bing cdc khoang céch tir diém P dén cdc dinh
clia tam gidc déu da cho dé, ké ca trudng hop .7 cé thé suy bién thanh
doan thang; ki hiéu.7=.7 (PA, PB, PC).

ii) Hay tim quy tich ctia diém P dé .7 suy bién thanh doan thing

Nhdn xét. Dinh 1i Pompiu néu trén day cho ta biét mét tinh chat dac trung
clia tam gidc déu. C6 nhiéu céch ching minh dinh 1i Pompiu. Sau day la
cach chitng minh nho sir dung phép quay géc 60°.
Phdn tich. Gia sit PA = max{PA, PB, PC}.
Néu t6n tai tam gidc .7 (PA, PB, PC) thi
at phai t6n tai mot diém Q trong mat
phéng sao cho PQ = PB va QA = PC
(h.4.15). Thé thi, hai tam gidgc BAQ va
BCP (dd ¢6 BA = BC va AQ = CP) sé
bang nhau khi va chi khi BQ = BP, va
do d6, khi va chi khi PBQ = 60".
Su phan tich nay lam nay sinh ¥ tudng
st dung phép quay géc 60° xung
quanh diém B mot cich hét sic tu
nhién.

i) That vay, n€u tam gidc déu ABC

da cho c6 huéng thuan thi, phép

Hinh 4.15
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quay Q(B, +60°) giit bat dong diém B, bién C thanh A va bién P thanh
diém O (sao cho BPQ 1a mot tam gidc déu va cling c6 hudng thuén) va do
dé, bién ABCP thanh ABAQ (h.4.15). Tlr d6 suy ra: PQ = OB = PB va
QA = PC. Néi khéc di 13, AQAP chinh 12 mot tam gidc 7 (PA, PB, PC)
ddi hdi, duge sinh ra tir diém P do thuc hién phép quay Q(P, 60°); dpcm.
ii) Tam gidc 7 nay dugc sinh ra bdi diém P tuong dng s& suy bién thanh
doan thang khi va chi khi P, Q, A thing hang, nghia la:
7 (PA, PB, PC) suy bién khi va chi khi (QP, QA) = 0° [mod 180°}; (1)

Lai tt ABAQ = ABCP, ta c6: (OB,QA)=(PB,PC), hay la (hé thic
Chasles): VP € mp(ABC), ta c6: ‘

(OB,QP)+(QP,QA) = (PB,PC) [mod 180°] )
Mt khéc, do ABPQ la déu va ciing huéng (thuéan) v6i ABCA déu, nén ta co:

(OB,QP) =(AB,AC) = 60° [mod 180°] (3)
D6i chiu (1), (2) va (3) ta suy ra: Tam gidc 7 (PA, PB, PC) = AQAP suy
bién khi va chi khi:

(PB,PC)=(AB,AC) [mod 180°]. 4)

Heé thiic (4) cho ta bi€t: Quy tich nhiing diém P dé .7 (PA, PB, PC) suy
bién 1a dudng tron ngoai ti€p AABC.
iii) Chd thich
o) Tir két luan trén day ta suy ra tic khac hé qua sau day.
Tam giéc .7 (PA, PB, PC) thyc su (khong suy bién) ton tai véi moi diém
P ndm trong mit phing cla tam gidc déu ABC di cho nhung khong
thuoc dudng tron (ABC) ngoai ti€p tam gidc d6. Hay néi cach khéc: {P}
dé tén tai thuc sy tam gidc .7 (PA, PB, PC) la mat phing (ABC) \ dudng
tron (ABC).
B) Piéu nhan xét néu trén ngay sau phat biéu no6i dung cta dinh 1i Pompiu
12 mot diéu khéng dinh nhung chua dugc ching minh. Dinh li Pompiu
méi chi cho chiing ta bi€t mot tinh chat thd vi cha tam gidc déu, nhung
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chua khang dinh duoc tinh chat dé 1a mat tinh chat déc trung cua tam
gidc déu. ' o
Sau day la Ménh dé ddo ciia dinh li Pompiu.
ABC la mbt tam gi4dc nim trong mat phing 2. N&u v6i moi diém P cha 7
déu ton tai moét tam giac -7 (PA, PB, PC) c6 dd dai ba canh bang cac

khoang cach tit P dén céac dinh A, B va C ctia tam giac d6, bao gdm ca
trudng hop -7 suy bién thanh doan thing thi, nhat thiét ABC phai la mot

tam giac déu.

Chitng minh rﬁénh dé nay xin danh cho ban doc cé thoi gian ranh roi dé tap
dugt va suy ngim, chiém ngudng vé dep va su hdp dan cia van dé dat ra.-

Vi du 5. Trong mat phang cho mot cung tron ;1‘)—/?? Mot tia Ax quay xung
quanh A, déng thdi mot dong t& M cling chuyén dong trén tia d6 sao cho hé
Ax cét cung X]—;E & mot diém N nao dé thi luon luon ta c6 AM = BN. Tim

hinh vach nén boi diém M khi N vach nén cung tron di cho.

Gidgi. Dat (NA, NB) = ¢ [mod 2n] thi {N} = AyB.

The thi: {(EN,W) == [mod27]

BN = AM.
Hai dang thiic ndy hoan toan xdc dinh mot phép doi hinh 7 (xem bai todn 8
ctia chuong I).
DE ¥ ring khi N = Bthi M = A va
¢ # 0 [mod 2n] nén 7 la mot phép
quay.
Dé thdy réng 7 6 diém bit dong
(tam quay) duy nhat 13 trung diém o
clia cung ;1_7_/73 (6d6 M =N =o0)va
do dé, 7 la phép quay O(w, —¢) tam

w, géc quay —¢ [mod 2n]. Phép quay
nay bién B thanh A va A thanh A’, xéac

Hinh 4.16
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c)
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: phat tr diém A (gan diém géc R cla

dinh bdi cdc hé thic (wA, wA') = —p va ®A’ = ®A. N6 con cho ta biét
A" =D ,,(B), doi xing véi B qua (Ao) (h.4.16).

Két ludgn. Quy tich cha M 1a cung tron Ay’'A’ dugc suy ra tit {N} = ;lj—/E boi
phép d6i xiing - truc P(Aw) qua dudng thing (Aw), trong dé w 14 trung diém
cung AyB.

Ap dung phép doi hinh vao gidi cdc bai todn dung hinh

Vi du 6. Tim dudng di cia mot qua bi-a, sao cho sau khi cham hai lan vao
thanh ban, né di tir di€ém A dén diém B (h.4.17).

Gidi. Trudc hét, dé ¥ rang do tédc dung ciia luc ddy ban vio quéa bi-a clia
ngudi choi, qua bi-a sau khi cham vao thanh ban (ban bi-a c6 dang hinh chit
nhat hodc hinh vuéng PQORS) thi phan xa tr¢ lai theo quy luat nhu phan xa
anh sdng, tic 1a géc phan xa biang géc t6i: tia phan xa d6i xdng véi tia t6i
qua phdp tuyén ctia thanh ban tai diém cham (h.4.17).

Nhu vay, ro rang phép doi xumg - truc da phat huy tdc dung gidp ta giai bai
todn dung hinh nay.

Goi M va N lan luot 1a diém cham lan 0

thit nhat va lan thi hai ctia qua bi-a véi
cdc thanh ban RS va SP sau khi xuat

ban) trén mat ban dé roi bat trd lai diém
B (gin diém géc P clia ban) ciing da

dugc dinh san trén mat ban bi-a hinh
chit nhat PORS (h.4.17). Thé thi, theo R
quy luat phan xa néi trén, dudng thing
MN chua tia phan xa & M va ciing la tia

Hinh 4.17

t6i 6 N phai di qua cdc diém
A" = Dy(A) va B' = Dy (B). Tir d6 suy ra cach xac dinh cac vi tri M va N cla
qua bi-a cham vao cdc thanh ban RS va SP: [A'B'] N {[RS], [SP]} = {M, N}.
Két lugn: Pudng gap khiic ba d6t AMNB la dudng di phai tim clia qua bi-a
sau khi cham hai lan lién ti€p vao cdc thanh ban [RS] va [SP].
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Cha y. Bién luan vé kha nang c6 1oi gidi clia bai ton phu thuoc vao vi tri
clia cdc diém A va B (da sip dat sdn trén mat ban bi-a). '

Vi du 7. Dung mot hinh thang biét do dai clia mot canh ddy, do dai hai
dudng chéo va géc (gbc nhon) giita ching.

Phdn tich. Gia st hinh thang ABCD (AB // CD) da dung duoc, c6 cic canh
V2

< =
=3

ddy AB = a, hai dudng chéo AC = m, BD = n va géc (AC,BD)

- Dé lam xuat hién mot tam gidc c6 mot géc bing ¢ hodc m — ¢ va hai canh
g6c d6 bang m va n, 1€ ty nhién ta nghi dén st dung phép tinh tién theo vecto
DC . Vado do, bai todn dugc quy vé dung tam gidc ACE ¢6 CA=m, CE = n
va ACE bang 7 — ¢ hodc o, trong d6 E dugc suy ra tir B trong phép tinh tién
theo vecto v=DC (h.4.18), nghia la BE=DC hay E 1a dinh thit tu cha hinh

binh hanh CDBE va ¢ (Sg) la géc clia hai duong chéo AC, BD. Tix dé6 ta

suy ra cich dung hinh thang cén tim theo trinh tu nhu sau:
Dung hinh:
Truéc hét, dung tam gidc ACE
nhu da ndi o trén.
Sau d6, trén tia [AE) dung diém
B xéc dinh bdi AB = a.
- Cudi cing, dung diém D xéc
dinh bdi CD=EB, l1a dinh tht Hinh 4.18
tu ctia hinh binh hanh CEBD.

Bién ludn. Bai todn c¢6 nghiém hinh khi va chi khi a < o', trong d6 o' 1a do

dai doan thang AE, AE =a’' v6i d' = \/m2 +n’ +2mncosg .
Cuéi cung, bai todn cé nghiém hinh khi va chi khi:
a —-( m® + nz)

0 < o < @, = arccos
2mn
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BAI TAP

Bai tdp vé dién tich dai sé' cia da gidc dinh hudng (1-6)
Goi 1,J theo thit tl_i 1a trung diém hai ddy AB,CD cua hinh thang ABCD
(AB J/ CD). Chiing minh ring M e (I7) < s(MDA) = s(MBC)

Goi F,G theo thit tu Ia trung diém hai dli‘fmg chéo AC,BD ctla td gidc 16i

" ABCD. Céc dudng thing AB,CD cit nhau tai E. Chiing minh rang

w
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s(EFG)= —-%E(ABCD).

Cho ti gidc 16i ABCD . Goi M,N theo thif tu la trung diém hai dudng chéo
AC,BD cla ti gidc. Chiing minh rang

P e(MN) < s(PAB)+s(PCD) =s(PBC) +s(PDA).
Cho ti gidc 161 ABCD véi dién tich S. Tren duong thang CD ldy diém P,
320 cho S, =—'§— va hai diém C,P, nim vé cing mot phia cia dudng thang
AB. Cic diém P, (BC),P, €(AB) va P, e(DA) dugc xéc dinh tuong tu.
Chiing minh ring cdc diém P, P,, P, va P, thing hang.

> Tn

. a)Choho n diém A,,A,,...,A, (n=3) trong mat phéng. Chiing minh rang tong

Y TA NTA +TA ATA ++ TA_ ATA +TA, NTA,
2 1 2 2 3 n—1 n 1] 1

(viét tat %Z—IX’ AJA.,,, V6iquyudc A, =A)khong phu thuoc vao vi tri

=1

cha diém J trong mat phang.
Gi4 tri khong ddi d6 goi 1a dién tich dai 56 ciia ho diém dd cho (ho diém nay

con duoc goi la “hinh n-dinh” hay “n-gidc”), ki hiéu s(AA,...A,).

b) Vi bén diém A, B,C,D trong mat phang, chiing minh

E(ABCD):iXéAEB.
2



Tir d6 suy ra E(ABCD) =0 khi va chi khi AC vd BD clng phuong (gia sut
A#CvaB#D).

Khi ABCD 1a mot ti gidc don (khong nhat thiét phai 1a t& gidc 161), dinh
huéng thuan, chitng minh ring E(ABCD) la dién tich thong thudng cua t
gidc (tdc 1a mién giGi han bdi tt gidc don do).

¢) Cho ba diém M,N, P theo thit ty nim trén c4c dudng thang chia cdc canh
BC,CA,AB cla tam gidc ABC ma M,N,P khong thang hang va khong
tring véi cdc dinh clia tam gidc. Ching minh rang néu cé diém O trong mat
phiing sao cho s(ONAP)=s(OPBM)=s(OMCN) thi O 1a trong tam ciia
tam gidc tao boi cic duong thang theo thi ty di qua A,B,C va tuong tng
song song v6i NP,PM,MN.

. a) Cho tam gidc ABC. V6i méi diém M nam trong cing mat phing véi tam

s(MBC)  s(MCA)  s(MAB)
s(aBC) T 5(aBC)’ " S(ABC)

(x;y;z) 12 toa do trong tam chia M déi véi tam gidc ABC, tic la thoa man

gidc ABC, dat x =~ . Chting minh rang

x+y+z=1 vavéi moi diém O déu cé sz@?l+y5§+25(f.

b) Biét toa do trong tam clia cdc diém M,N,P d6i vé6i tam gidc ABC, hay
tinh s(MNP).

¢) Biét toa do trong tam ciia cdc diém M,N,P,Q d6i véi tam gidc ABC, hdy
tinh s(MNPQ).

d) Cho tam gidc ABC va diém J nim bén trong tam gidc do.

Tim céc diém M,N,P theo thi tu trén cdc canh BC,CA,AB (khong trung
v6i cdc dinh) sao cho ba tif gidc (khong nhat thiét phai 16i) JNAP, JPBM,
JMCN cé dién tich bang nhau. -
Bai tdp vé su xdc dinh va dang chinh tdc ctia phep doi hinh phdng (7-13)

Trong mit phing cho hai tam gidc can bang nhau ABC va A'B'C’, vacan 6 A
va A’. Tim cdc phép ddi hinh va phan doi hinh bién tam gidc thi nhat thanh
tam gidc thua hal.
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8. Cho hai tam gidc déu c6 canh bing nhau ABC va A'B'C'. Hiy xéc dinh rtat
ca cac phép doi hinh va phan doi hinh (phang) bién tam gidc thit nhat thanh
tam giac thi hai.

9. Trong mat phang cho hai tam gidc ABC, A'B'C’ bang nhau va ciing hudng
nhung khong c6 hai canh tuong ting nao song song v6i nhau. Chiing minh
ring c6 mot diém O duy nhat cach déu ca ba cap diém A, A'; B, B'va C, C".

10". Trong mat phing cho hai tam gidc phan bang nhau: AABC = AA'B'C'.
Ching minh ring cic trung diém A,, B, va C, cta cdc doan thang AA', BB'
va CC’ néi céc cap dinh tuong ting, 1 ba diém thang hang.

11. Cho ABCD va A’'B'C’'D’ 14 hai ti gi4c 16i clia mat phang P. Chiing minh
rang néu A’'B' = AB, B'C' = BC, C'A' = CA, A'D' = AD va C'D' = CD thi
B'D' = BD va hai tt gidc d6 bang nhau (thuan hay nghich):

A'B'C'D' = ABCD hoac A'B'C'D' = ABCD.

12. Cho hai hinh vuéng ABCD va AB'C'D’ c6 canh béng nhau va c6 moét dinh A
chung. Tim tdt cd cac phép doi hinh va phan doi hinh bién hinh vuéng thi
nhat thanh hinh vuodng thi hai.

13", Gia st A,A,A,A, 12 mot i gide (161) noi ti€p mot duong tron (0). Goi H, 1a
truc tam cla tam gidc AAA, v6i {i, j, k, 1} = {1,2, 3, 4}.
Chitng minh rﬁng hai tit gidc A,A,A,A, va H H,H,H, bang nhau thuan:
HC'(H H,HAH,) = H(AAAA,).
Bai tap vdn dung cdc phép doi hinh vao gidi todn hinh hoc (14-26)

14. Chiing minh ring tén tai mot tam gidc .7 ma cdc canh bang cdc duong trung
’ s 7y . ~ ’ ~ . s .9 Vel 3 3 . s
tuyén cia mot tam gidc ABC nao d6 va dién tich cua .7 bang 7 dién tich
tam gidc ABC.

15. Hinh binh hanh ABCD c6 dudng chéo AC = a. Qua A ké cac dudng cao AE
va AF xuéng cac canh BC va CD. Tinh khoang cach tir A dén truc tam H cua
tam gidc AEF, cho bi€t EF = b (b < a).
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16",
. gidc ABC sao cho MN =AB. Goi D va E lan lugt 1 hinh chi€u cia M trén

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Hai diém M va N chuyén dong trén dudng thing chita canh AB clia mot tam

dudng thang (BC) va ctia N trén dudng thang (CA); S 1a trung diém ctia AN
va Q la tam duodng tron (CDE). Chitng minh SQ cé do dai khong déi; tir d6
suy ra qu§ tich ctia Q khi MN trugt trén duong thing AB.

Hai ngudi choi mot tro choi “dat dong xu 1én mat ban hinh chit nhat”. Quy
tac choi nhu sau: Déng xu duge phép dat vao bat cit chd trong nao, hai nguoi
lan lugt dat cdc dong xu 1én mat ban. Ai dén luot di ma khong thé dat duoc
dong xu vao dau thi bi thua. Chiing minh ring néu biét cach choi thi ngusi
di dau luon thing cudc.

Hay cat mot tam gidc ABC cho truéc bing ba dudng th?lﬁg song song V4i cic
canh ctia tam gidc dé thu dugc mot luc gidc (16i) ngoai tiép duoc mot dudng tron.

Mot dudng tron thit ba (y) cat hai dudng tron déng tam O lan luot trén () &
cic diém A, C, B, D. Chiing minh ring néu A, B, O thing hang thi C, D, O
cling thang hang.

Hai dudng tron bang nhau (0,) va (0,) clng tiép xic trong véi dudng tron
(0) & céc diém A, va A,. Mot diém M tuy ¥ ca (O) duoc néi véi A, va A,.
Céc doan thang MA, cit (0,) & céc diém B, tuong tng, (i = 1, 2). Chiing minh
rang B,B, // A/A,.

Cho tam gidc ABC can & A. Mot dudng thing A quay quanh A. Goi D la
diém d6i xing véi C qua A. Tim quy tich giao diém M cha dudng thing BD
va A.

Cho dudng thang xy va hai diém A, B nim cing phia v6i duong thing dé. Hay
tim trén dudng thang xy mot dié_m P sao cho géc APx bang hai 14n géc EP\y .

Cho hai duong tron biang nhau (0,) va (0,). Tim tat ca cac phép doi hinh
thuan va nghich (doi hinh va phan doi hinh) bién dudng tron nady thanh
dudng tron kia. '

Chiing minh rang hai dudng tron bang nhau va cat nhau & hai diém thi tuong
ting v6i nhau trong mot phép quay ma tam quay 1a mot trong hai giao diém
d6 va cdc dudng thang néi cic cap diém tuong tng trén hai dudng tron thi
doéng quy & giao diém thit hai. '
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25.

26"

a)

Cho ba diém A, C, B phan biét va thang hang theo thit ty d6. Dung hai tam
gidc déu BCM va CAN. Goi D va E lan lugt 1a trung diém ctia BN va AM.
Ching minh rang CDE 1a mot tam gidc déu.

Cho mot tam gidc déu ABC. Tim quy tich nhiing diém M trong mat phéng
sao cho MA, MB va MC la do dai cdc canh clla mot tam gidc vuong nao do.

§2. PHEP DONG DANG PHANG
Pidm bt ddéng va dang chinh tic
clia mét phép déng dang phang

Phdén loai cdc phép dong dang phc%ng
Ciing giéng nhu phép doi hinh, phép dong dang duogc chia 1am hai loai, loai

'mot va loai hai tuy theo né bao toan hudéng hay ddo ngugc hudng ctia hinh.

Ta goi 12 phép dong daﬁg thuan, hay vin tit 12 phép dong dang, mot phép
dong dang phang bdo toan hudng cua hinh.

Ta goi la phép dong dang nghich, hay con goi la déng dang guong hoac
phan déng dang, mot phép déng dang phang ddo ngugc huéng cta hinh.

- Chu thich.
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i) Phép déng dang thuan 13 mot phép bién hinh bio gidc dong thoi cling bao
toan do 16n dai s6 cia géc dinh huéng (gitia hai tia, gifta hai dudng thing).
Phép dong dang nghich 12 mot phép bi€n hinh bao gidc nhung chi bao toan
d6 16n s6 hoc cha géc dinh huéng do 1am déo hudng cla géc, tic la bién
géc duong (do 16n duong) thanh géc am (do 16n am) va ngugc lai.

i) Vi c6 hai loai phép déng dang, thuan va nghich nén dé phan biét rd hai
hinh nio d6 1a déng dang thuan hay déng dang nghich, néu thdy can
thiét, doi khi ngudi ta ciing dua vao ki hiéu dé chi rd diéu do. Chang han,
W A AA'B'C' ¢ AABC chi ring hai hinh ., .’ va hai tam giac nay
la déng dang nghich. |

iii) Tir hé qua ctia dinh 1i 17 trong muc 3, §2, chuong I, ta suy ra:



a) Mot phép déng dang thuan trong mat phang twong duong véi tich cha |
mot phép vi tu va mdt phép quay hay mot phép tinh tién (theo thit tu
dé hay theo thir tu nguge lai).

) Mot phép déng dang nghich trong mit phang tuong duong véi tich
ctia mot phép vi tu va mot phép d6i xing - truc hay doi xing - trugt
(theo thit tu d6 hay theo thid tu nguoc lai).

b) Dang chinh tdc ctia mét phép déng dang thudn
trong mdt phdng |
DINH Li 7 VA DPINH NGHIA. Mét phép déng dang thuén hé sé'k =1 trong
mdt phang bao gio cing phan tich duoc mét cach duy nhdt thanh tich
giao hodn dugc cua mét phép vi tw tam O ¢ s6' k va mot phép quay goc ¢
tam O, O la diém bat déng duy nhét clia phép dong dang (tich giao hodn
nay duge goi la phép vi tu — quay'”, ¢ goi la géc déng dang).

Chitng minh

Mt s6 nhdn xét:

Tich clia mot phép Vi tu véi mot phép quay cung tam luén giao hodn
dugc va nhan tam dé 1am diém bat dong;

Diém bat dong ctia phép dong dang hé s6 k # 1, néu c6, 1a duy nhdt vi
néu phép dong dang d6 bién O thanh O' = O, bién O, thanh O] =0, thi
0'0; =k0O, tic OO0, = kOO, néntrk+#1suyraO=0,.

T d6 n€u c6 phan tich QoV (vi ty va quay cing tam O) =Q, oV, (vi ty
va quay cfmg tam O,) thi khi cdc phép vi tu V, V| ¢6 ti s6 duong khéc 1,
cdc diém O, O, phai triing nhau, tt d6 V =V, va suy ra Q = Q, titc 1a
phan tich trén 1a duy nhat.

Vi moi phép déng dang thuin hoan toan dugc x4c dinh bdi anh A', B’ cia
cap diém phan biét A, B cho truéc nén viéc chiing minh dinh 1i dua vé: cho
A, B(Akhéc B)va A’, B ma A'B' = kAB (k> 0, k # 1), hdy tim diém O sao

' Pay 1a mot danh tir ghép (ghép hai thuat ngit déu chi hai phép bién hinh), vi vay nén thém mot
“dau gach ndi dé phi hop vé6i quy uéce thong 1é quac t€ vé mat ngon ngit. (Cac thuat ngit "d6i xtng -

"o

tam’",

doi xiing - truc", "ddi xing - trugt” cling 12 nhiing danh tir ghép.)

265



266

cho c6 phép quay tam O géc ¢ bién A, B thanh A,, B, ma phép vi tu tam O,
ti s6 k bién A,, B, thanh A’, B’ di cho. Khi d6

(07.0%)~(03.0%) == (5.0 - (5.0

(oz(ﬁ—é,ﬁ):(ﬁﬁ) nén dua vé P

hdy tim diém O sao cho
(0A.04")=(0B,0B') =(AB,A'B') [mod 27]

ma trude hét 1a tim diém O sao cho

(OA,0A")=(OB,0B')=(AB,A'B') [mod ].

Xét truong hop ciac dudng thang AB, A'B'
khong ciing phuong. Goi P 1a giao diém
ctia hai dudng thing dé va gia st P, A, A’
khong thing hang, P, B, B' khong théng B

hang. Hinh 4.19
Ta c6

(PA,PA")=(AB,A'B') =(0A,04") [mod m]

(PB,PB')=(AB,A'B')=(0B,0OB') [mod 7]

nén O phai thudc giao cta hai dudng tron qua P, A, A’ vaqua P, B, B'.
Bay gio gia st P va O la céc giao diém cta hai dudng tron qua P, A, A’
va qua P, B, B'. Hiy ching minh rdng c6 phép vi tu-quay tam O bién A,
Bthanh A", B'.

Ta co: .

(0A,04")=(PA,PA")=(PB,PB')=(OB,0B') [mod 7]

(A'0,A'A) =(PO,PA)=(PO,PB)=(B'0,B'B) [mod n]

(AA',AO) =(PA',PO)=(PB',PO)=(BB',BO) [mod n]



c)

nén hai tam gidc OAA’, OBB' c6 cic géc dinh huéng giita cdc dudng thang
chita cdc canh theo thtt tu bing nhau. T dé suy ra duoc hai tam gidc dé
dong dang thuan (chi y ring hai tam gidc c6 céc canh theo thi tu cung

phuong thi déng dang thuan). Tir dé (55,52('):(573,51}"') [mod 27] va

phép quay tim O véi géc quay (52,5_/?) bién A, B thanh A,, B, sao cho

'n!

OAB, vi tu (tam O hé s6 k =—i—§—) vG6i OAB. Lap luan trén van ding khi O
tring v6i P (hai dudng tron qua P, A, A’ va qua P, B, B’ tiép xiic tai P) va
cling dé suy ra truc tiép ké’; luén do lic nay cdc duong thang AA’' va BB’
cling phuong. '

Chung minh trén, thay ddi it nhiéu ciing dung dugc cho trudng hop AB, A'B’
khong cling phuong nhung P = AB N A'B', A, A’ thang hang hay P B, B
thang hang.

Khi AB, A’B’ cung hudng, dé thiy c6 phép vi tu ti s6 duong bién A, B thanh
A', B' con khi AB, A'B’ cung phuong nhung khéc huéng thi con cin thém
mot phép quay géc w nita.

Chi y. Ta da bi€t moi phép doi hinh thuan ma khong phai 1a phép tinh tién deu
la mot phép quay. Chiing minh trén day cting cho phép tim tdm quay: giao diém
thit hai ciia dudng tron quaP,A,A'vaquaP,B,B' (P=ABNA'B).

Phép dong dang thuan tam O, géc ¢ va ti s6 k dugc ki hiéu 1a Z(0, o, k).
Nhu vay:

Z(0, ¢, k) = Q(0, )°V(0, k) =V(0, k)> Q(O, ).

Dang chinh tde ctia mot phép déng dang nghich
trong mdt phang

DINH LI 8 VA DINH NGHIA. Mot phép dong dang nghich hé s6’ k = 1
trong mdt phang phén tich duge mét cdch duy nhét thanh tich giao hodn
dugc ciia mét phép vi tw tam O ti s6'k va mot phép déi xing qua mot
duong thang A di qua O, O la diém bdt dong duy nhét cia phép dong
dang (tich giao hodn nay duge 8ot la phép vi tv — déi xiing, A goi la truc
ciia phép dong dang, O goi la tém déng dang).
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Chiing minh:
e Mot s6 nhdn xét:

- Tich cha mot phép vi tu tam O v6i mot phép doi xing qua mot dudng
thing di qua O luén giao hodn dugc va nhan O lam diém bat dong;

- Piém bat dong ctia phép déng dang hé s6 k # 1, néu cé, 1a duy nhat. T
d6 néu c6 phan tich DoV (vi tu tam O véi phép dei xting qua dudng
thing di qua O0) = DoV, (vi ty tam O, v6i phép doi xtng qua dudng
thing di qua O,) thi khi cdc phép vi tu V, V, ¢6 ti s6 duong khac 1, cac
diém O, O, phai tring nhau, tr d6 V =V, va suy ra D = D, tic la phan
tich trén 1a duy nhat. '

Hinh 4.20

e Vimoi phép déng dang nghich hoan toan dugc xéac dinh bdi 4nh A’, B’ clia
cip diém phan biét A, B cho trudc nén viéc ching minh dinh 1i dua vé: cho
A, B (A khac By v A', B ma A'B' = kAB (k> 0, k # 1), hay tim diém O va
dudng thang A di qua O sao cho tich clia phép d6i xiing qua A voi phép vi
tu tam O, ti s6 k bién A, B thanh A’, B'.
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Néu c6 phan tich nhu thé thi A phdi c6 vécto chi phwong # ma
(ﬁ,?ﬁ) = -(&,XE) [mod 2m] vd A phdi di qua cdc diém P, Q ma
PA' = —kPA (néu A" khidc A), OB =-kOB (néu B' khdc B) (khi A’ tring véi
A,coi P=A=A"; khi B truing véi B, coi P=B=B').

Bay gio hdy ching minh c¢6 phan tich néi trén.

Lay u la mot vecto khac 0 thoa man (;t?l?) = —(&Xé) [mod 27].

Xét diém P thod min PA' = —kPA (néu A’ khac A) (khi A’ = A, xét B, B’ va
0 ma éﬁz—k@). Goi A 1a dudng thing qua P (hay Q) vdi vecto chi
phuong u, goi A, la diém déi xtng cha A qua A thi dudng thing A’A, cit A
(d€ y rang k # 1) tai O (néu A’ = A thi xét B, d6i xting véi B qua A, ...). Khi
0, A, A’ khéong thing hang thi A 13 dudng phan gidc trong cla tam gidc
OA" QA" PA
OA, OA PA

OAA' nén =k (khi O, A, A’ thing hang, d& thdy ring ta

cling c6 céc dang thic dé), tir d6 OA' = —kOA, . Goi B, 12 diém doi xing cia

B qua A thi t (;,ﬁ): ~(;¢,ZI§)= (ﬁ,ﬁ) [mod 27] suy ra ”AT]}: va A'B

cung hudng, nén ZZ =% =k kéo theo OB = kb—[};. Vay tich cta phép

déi xting qua A véi phép vi tu tam O ti 86 k bién A, B thanh A', B'.

Chu y.

- A’ 1a dudng thang di qua O vudng géc véi A thi A’ cit AA" & P/ ma
P'A'=kPA,cit BB 8 Q' ma Q'B' =kQB.

- Khi £ = 1 tdc xét phép doi hinh nghich (phan doi hinh) bién A, B thanh
A', B (A’B' = AB) thi n6 l1a mot phép doi xing-trugt: tich cia mot phép
dGi xing qua mot dudng thang A véi mot phép tinh tién trén theo mot
vectd ¢6 cling phuong véi A. Ching minh trén cling chiing t6 c6 phan tich
nhu thé: Goi A 1a duong thing di qua trung diém P clia AA’, di qua trung
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2.
a)

270

diém Q cua BB’ thi tich clia phép d6i xting qua A v6i phép tinh tién theo
vécto AA' (A, 1a didm d6i xing clia A qua A) bién A, B thanh A', B'.

- Tich giao hoén néi trong dinh 1i 8 dugc goi 1a phép vi ty - doi xding va ki
hiéu vén tat 1a: Z(0, A, k).

Hai dang Z(O, ¢, k) va Z(O, A, k) - phép vi tu - quay va phép vi tu - doi
xtng goi 1a hai dang chinh tac ¢tia phép dong dang trong mat phang.

Van dung phép déng dang vao giai toan hinh hoc phang
Ap dung phép déng dang vdo viéc khdo sdt

tinh chdt hinh hoc ctia hinh

Vi du 1. S&t dung phép vi tu, ching minh dinh 1i Menelaus.

DINH Li. Diéu kién cdn va du dé ba diém A', B', C' nam trén ba duong
théng chita cdc canh BC, CA, AB ciia mgt tam gidc ABC thang hang la:

|

!

PN
=Y
oy
3

2]
AN

=+1. (1)

AC BA C'B
Chitng minh. Trudc hét, ta ki hiéu
nhu sau cho don gian:

V,=V(C", k), V,= V(B ky),
V,= V(A k),

trong dé: k, = g-é Ky = EE ,
C'B B'A Hinh 4.22
=28, (2)
T AC

Thé thi, rd rang ta c6 két qua nhu saw: V: B> A,V A C, Vi B_F) C.

Mat khéac, V,.V: B> C.

Nhung theo dinh If 16 (trong muc 2, §2, chuong I) vé tich clia hai phép vi tu
thi V,oV, 1a mot phép vi tu cé tam thing hang véi C' va B', va c6 ti s6 Vi tu
k=k.k,#1 (Vi B'C' XBC va BC' " BC ={A'}). Laido V,oV, bién B thanh



thanh C, bdi thé tam clia phép vi tu — tich V,oV, phai la giao diém A’ clia hai
dudng thing BC va B'C'. Néi cdch khéc lé:A V,oV, =V, Vay, ta phai cé: -
kyk, = ks, hay: k .k, k' = +1, : (3)
Cudi cung, thay céc gid tri cua k; (i = 1, 2, 3) tr (2) vao (3), ta dugc hé thic
(1) cén tim.
Vi du 2. Xét mot tam gidc ABC va mot diém D cho truée. Ta dung cac tam
gidc ADE va DBF déng dang (thuén) véi tam gidc ABC. Hay so sdnh céc
tam gidc ABD, ACE va CBF: tir d6 tim hiéu ban chat cla ti gidc CEDF.
Giai
) Tx AABC «» AADE (h.4.23) ta D
suy ra AABD v AACE. Cic tam
gidc BAC va BDF la déng dang
thuan; tir dé cling suy ra

ABAD v ABCF.

Vi vay, ba tam gidc ABD, ACE va
CBF la dong dang thuan.

Nhdn xét. Nhu vay, xudt phat tr ba
tam gidc ABC, ADE va DBF déng
dang thuan ta da thu dugc ba tam
gidc ABD, ACE va CBF ciing déng dang thuan.

Hinh 4.23

Nhan xét nay giiip chiing ta nhanh chéng nhan ra rang: vai trd cta hai diém C,
D la hoan toan binh ding, nghia 12 c6 thé hodn déi vai trd ciia C va D cho nhau.

ii) Bay gio tadit: (AB, AC) = o [mod 27] v AC = kAB. The thi phép déng
~ dang thuan Z(4, a, &) s¢ bién BD thanh CE, con phép déng dang thuan
Z(D, o, k) s& bién BD thanh FD . |
Tt d6 ta dugc: CE = kBD va FD = kBD; suy ra CE = FD. (1)
Mat khic, (EB,FE)# ova (BD,FD) = a:
suy ra: (CE,FD) = 0 [mod 27]. (2)
Cui ciing, tir (1) va (2) suy ra CE=FD va do d6 CEDF I3 mot hinh binh hanh.
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Vi du 3. Lay cdc canh clia mot tam gidc ABC bat ki (khong suy bién) lam
day, dung ra phia ngoai tam gidc ABC ba tam gidc déu BCA', CAB' va ABC".
Chting minh ring céc tam A,, B, C, clia ba tam gidc déu vira dung la cac
dinh clia mot tam gidc déu (Bai todn Napoléon: Vé tam giac déu A,B,C, sinh
bdi mot tam gidc bat ki ABC).

Gidi. Bai toan ndy cé thé c6 nhicu
cdch giai khéc nhau, trong dé co
céch giai chi doi hoi st dung kién
thitc SGK hinh hoc 9 nhung cin phai
vé thém hinh phu. Sau day la céch
gii st dung phép dong dang thuan,
vi thé 10i giai duge gon gang hon.

Truéc hét, dé dang thay rang ABC,

B,CA va C,AB la ba tam giac can

déng dang, c6 géc & ddy 30" (va O

dinh 1a 120°) (h.4.24).

Xét hai phép déng dang thuan (vi tu , ¢

— quay) c6 tam lan luogt & C va B, ¢6 Hinh 4.24

cing gbéc quay 30° (v6i gid thiét

AABC dinh huéng duong) va ti s6 dong dang lan luot 1a
k=3 vak,= 1

J3

Ta ki hiéu hai phép vi tu — quay d6 lan luot la:

7, =2(C, 30", \3): Z, = Z(B, 30", 1y
NE)

Xét tich Z,0 Z,. D& thdy: Z,: Ay A', By Ava Zy: A=A, A C.
Do dé: Tich Z,0Z,: By> Co V2 Ay A,

1
V3

12 mot phép doi hinh Z, cu thé 1a phép quay géc 60°, tam A, va bién B, C,,.

Mait khac, kk, = J3.——=1, déng thoi @, + ¢, = 2.30° = 60° nén tich Z,0Z,

Vay A,B,C, 12 mot tam gidc déu; ta dugc dpem.



b) Ap dung phép déng dang vao gidi todn quy tich
(tim tdp hop diém)

Vi du 4. Tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (O) cho truéc cé hai dinh A, B
c6 dinh.

1) Tim qu¥ tich trong tam G clia tam gidc ABC.
2) Tu dé suy ra quy tich tryc tam H cta tam gidc ABC.
Giai

Hinh 4.25

1) Goi C, la tl’uhg diém canh AB, ta c6 (h.4.25): C, :-31~—C(,C. Suy ra: {G}
nhén duoc tx {C} = (O) trong phép vi tu V,(C,, %). Vay {G} la duong
tron tam O, ban kinh R, = g, trong d6 R 1a ban kinh cua (O) con O, dugc
xdc dinh bai:

00, =-0C, ; | (1)

2) Ta c6: OH = 30G (xem Vidu 1, trong muc 4, §2, chuong I). Do d6, {H}
dugc suy ra tir {G} béi phép vi tu V,(0, 3) tam O, ti s6 k, = 3.

Vay {H} la duong tron (O’, R), trong d6 O’ dugc xéac dinh boi
00’ = 355:, hay theo (1):
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00'=20C, . ’ 2)

Heé thiic (2) con ching té ring O’ d6i xing véi O qua C, va qua ci AB. Tur

do ta di dén két luén:

Quy tich truc tam H clia tam gidc ABC l1a duodng tron (O', R), doi xing véi
duong tron (O, R) ngoai ti€p tam gidc ABC qua canh AB.

Nhdn xét. Theo lap luan trén thi {H} dugc suy ra tir {C} = (O, R) béi phép
déng dang Z = V,0V, 1a tich cla hai phép vi tu V,(C,, %) va V,(0, 3) ¢6
tich céc ti s6 vi tu kk, = 1. Vi vay, Z 1a mot phép tinh ti€n theo vecto

00’ =20C, (khong déi) (theo dinh If 16 trong muc 2, §2, chuong I).

Vi du 5. Trén hai dudng thang a va b cit nhau & mot diém C c6 hai dong tir
chuyén dong thang déu nhung vdi van téc khdc nhau: A chay suét ca duong
thdng @ vé6i van tdc v, B chay suét cd dudng thang b v6i van toc v,, v, # v,.
Chiing khong gap nhau & C.

1) Chitng minh ring & bat ki thdi diém ndo, dudng trdon ngoali tiép tam gidc

ABC ciing luon di qua mot diém cé dinh O nao d6, khéc C.

2) Tim quy dao chuyén dong ctia dong tlr M luén & Vi tri trung diém clia doan

thang [AB].

Gidi

1) Truéc hét, ta chiing minh rang dnh xa f: A(z) > B(z) (¢ 1a thoi gian, ¢ 1a s6
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thuc tuy y) tir dudong thang @ dén dudng thang b 12 thu hep lén a ctia mot
bién déi déng dang thuan Z clia mat phang. That vay, gia st 7, , la hai
thoi diém khac nhau nao do.

Dé cho gon ta ki hiéu nhu sau: A(r) = A, B(t,) =B, (i = 1, 2).

The thi: |

BB t,—t \
By _nlh=t) v _, (0 < k, khong ddi),
AA, Vl(rz_tl) Vi

va: (AA, ,BB,)= ¢, [mod 2n];

trong dé (a, b) = @, [mod 7] 12 géc dinh huéng giita hai dudng thiang a va b.
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Boi vay, trong mat phang c6 mot
phép dong dang thuan Z(O, o, k)
bién g thanh b, trong d6 diém
A(t) dugc bién thanh diém B(r)
(h.4.26).
Theo dinh 1f 7 (muc 1) thi tam
déng dang (diém bat dong) O cua
Z 1a giao diém tht hai cta hai
duong tron (A,B,C) va (ABC), O
khac C vi hai dong tit khéng gap
nhau tai C. Vay duong tron
(ABC) luén di qua diém O (khac Hinh 4.26
C) ¢ dinh. ‘

2) Ki hiéu: A, = A (1, = 0), B, = B (1, = 0), M, 1a trung diém ctia doan [A,B,];

v, va v, lacdc vecto van toc clia A va B.
Trd loi: Quy tich cha M 1a dudng thing M, m di qua M, va c6 vectd chi

phuong 1a v = —;—(1—/;4-;/;) (suy tr 2M,M = (v, +v,)1).

Vi du 6. Trong mat phing cho tam gidc ABC". Mot dudng tron (O) thay doi
di qua A, khong tiép xiic v6i cac dudng thing AB, AC va c6 tam O chuyén
dong trén duong thang BC. Pudng tron nay cit lai cdc dudong thang AB va AC
lan lugt & M va N. Tim quy tich truc tam H cua tam gidc AMN. (Mot phién
bdan'"’ Dé thi chon hoc sinh gici Todn toan qudc, Bang A, VMO, 3/2002).

Gidi. Sau day la 10i gidi st dung phép dong dang nghich cua bai todn.

Gia sir A= 90° (vinéu A=90° thi H tring A véi moi dudng tron (O) c6 tam
0 e BC). |

Goi D la diém xuyén tam - d6i clia diém A trén dudng tron (O). Thé thi M va
N theo tht tu chinh la cdc hinh chi€u (vuéng géc) ctia D trén AB va AC. Va
do dé, truc tam H cta AAMN la diém déi xing v6i D qua trung diém MN.
Goi M’ va N' lan luot 1a hinh chiéu cta H trén AC va AB.

") Nguyén gdc clia dé thi c6 gia thiét: “AABC can & A”.
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Hinh 4.27
D& thay ring: ENAHM' & ENADM. Tix d6 ta duoc (h.4.27):

(AH,AM')=—(AD,AM) [modz]; M

_@_:é—ﬂ/l—zicosl/izél\(f:]COSE‘\\C‘;
AD AM

va do dé (v6i o. = BAC):

AH

—A—E:Z|cosl§;lz’|=2|cosa ] (2)

Ciac dang thic (1) va (2) néi lén rang (AH) déi xing véi (AO) qua phan giac

Ap clia géc A ciia AABC va —3—%: k (khong déi), trong dé k = 2|cos a] .

Vay H 1a 4nh ctia O trong phép déng dang nghich (vi ty - déi xing) Z(A, Ap, k).

~ Trd loi. Néu ki hiéu (BC) = a thi {H} la dudng thang o', anh cla a trong
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phép déng dang nghich (vi tu - d6i xting) Z(A, A = Ap, k = 2lcos Ai) tam A,

truc A = Ap va ti s6 k = 2|cos A|, bo di hai diém H, 1a anh ctia O, (i = 1, 2)
trén a = (BC), & d6 BAO, = CAO, = 90° (h.4.27).

Vay 1a: (H} = a' \{H,, H,}; v6i H, = Z(0), (i = 1, 2).



Cha thich.

i)

i1)

{H} U {H,, H,} = a' di qua hai diém E va F, trong d6 E = PE 1 AC,
F = QF L ABva P = P,(A), Q = P(A). Dudng thing PQ ciing dugc suy
ra tit a = (BC) qua phép vi tu V(A, 2) tam A, ti s6 k = 2. .

V& co ban, bai toan quy tich trén day c6 thé giai dugc chi nho dinh li
Thales va do dai dai s6.

c) Ap dung phép dong dang vao gidi todn dung hinh

Vi du 7. Dung moét dudng tron tiép xitic v6i mot dudng tron (O) cho truée va

v6i mot duong thang A cho trudc, biét mot trong cic tiép diém.

Gidi. Gia st () 12 mot duong
tron ti€p xdc véi dudng tron
(0) & A va véi dudng thang A &
B (h.4.28). Ta nghi dén mot
phép vi tu tam A 12 tiép diém
ciia (O) va (w). That vay, (O)
la anh clia (@) trong mot phép
vi tu tdm A bién B thanh mot
trong hai dau mit C hoac D
ciia duong kinh CD cua ()

vuong géc voi A. Ta xét hai

C

Hinh 4.28

truong hop nhu bai toan da dat ra.

1)

Néu diém A cho trudc trén dudng tron (O), thé thi ching han, dudng

) c o a aea ' . AB v
thang CA cat A & diém B va do d6, phép vitu V(A, k = TE—) tam A t1 s0

k= AB:AC sé bién dudng tron (O) thanh 'mot dudng tron (w) ti€p xic
v6i (0) 6 A va véi A & B. (Mot 1oi giai thit hai duge thuc hién véi dudng
thang DA).

Néu diém B cho trudc trén dudng thang A, thé thi dudng thang CB cit lai

(0) 6 diém A va phép vitu V(A, k = %—g) s& cho mot dudng tron (o) ti€p
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xtc véi A & B va véi (O) & B. (Mot 15i gidi thit hai dugc thuc hién tuong
ty v6i duong thing DB).
Vi du 8. Dung mot td gidc (161) noi ti€p ABCD biét do dai cdc canh: AB =a,
BC =b, CD = ¢, DA = d, trong d6 a, b, ¢, d 1a nhiing do dai cho trudc.
Gidi

Hinh 4.29

Phan tich. Gia st t& gidc ABCD cén tim da dung dugc. Td giéc ABCD noi
{i€p khi va chi khi A+C = 180° (hoac B+D= 180"). Chinh vi vy, kéo dai
canh BC vé phia C dé xuit hién géc DCx = BAD va ké b véi DCB. Trén
tia Cx (tia d6i cta tia [CB)) ldy diém E sao cho ADCE «» ADAB. Bai toan
dung tit gidc noi ti€p ABCD, trudc hét duge quy vé viéc dung mot tam giac,
dé 1a tam giac DCE. }
Gia st ADCE o ADAB. Hai tam gidc nay chung dinh D, bdi vay ADCE
duoc suy ra tt ADAB béi phép vi tu — quay Z(D, ¢, k), trong d6
— = . DC ¢

¢ = (DA, DC), [mod 2n], va k:fD—ATz—df'
Chinh vi vay, ta nghi dén viéc sir dung phép vi tu — quay dé giai bai todn
dung hinh nay. |
Xét phép vi ty — quay Z(D, ¢, k) ndi trén. Z bién D= D, A C va B> E
sao cho C € [BE] (h.4.29).

 Thé thi: ADCE > ADAB va do 46 DCE=DAB va B, C, E thing hang theo
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thu tu d6, dong thoi ta dugc:
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Nhu thé 13, bang cach sir dung phép vi tu — quay Z (tam A, géc quay & = @ va

9 g C Ca ~ A N« ’ ’ ., e P N ~
t1 s6 k 221—) nay ta da chuyén bai todn dung ti gidc ndi ti€p ABCD vé bai

todn “dung tam gidc DBE cé céac yé€u t6 da biét”: BC = b, CE = ga va do

actbd p_ . PE_C
DB d

- Dén luot bai toén dung tam gidc DBE lai quy vé viéc dung dinh D cta nd,

do, BE =

12 mot trong cdc giao diém clia dudng tron ,(C, ¢) tam C ban kinh r, = ¢

va dudng tron Apollonius (y,) ¢6 dudng kinh IJ ma I va J 1a céc diém chia

trong va ngoai doan thang [BE] theo ti s6 s6 hoc k =—:7.

- Cuéi cing la dung dinh A, mot trong hai giao diém cla y3(B, ry=a) va
Vo(D, ry = d).
Bién ludn. Bai todn c6 thé cé mot 161 gidi hodc khong ¢6 10i giai ndo tuy theo

(y,) va (y,), ciing nhu (y,) va (y,) c6 cat nhau hay khong.

BAI TAP
Bai tdp vé phdn loai, su xdc dinh va dang chinh tdc cia phép dong dang
(27-33)

27. Hai dudng chéo A\A, va BB, clia mot tit giac (16i) noi ti€p A,B,A,B, cat
nhau & diém P. Goi A, va B, lan luot 12 trung diém cta PA, va PB,.
Chtng minh ring A,A,B, va B,B,A, 12 hai tam gidc déng dang nghich.

28. Chiing minh ring trong mot phép déng dang thuan thi tam déng dang O, hai
diém tuong dng M, M' va giao diém P clia hai dudng thang tuong tng a, a'
xudt phat tir hai diém tuong ing dé cling ndm trén mot dudng tron.

29", Chitng minh ring tam ctia phép vi tu — quay bién AB thanh A'B’ cling la
tam ciia phép vi tu — quay thit hai bién AA’ thanh BB’ (hai phép déng dang
thuan cé tam chung).
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30°.

31.

34,

35,

36.

Goi C la giao diém clia hai duong thdng AA’ va BB', C' 1a giao diém ctia hai
dudng thing AB va A'B’. Chitng minh ring bén dudng tron (AA'C"), (BB'C'),
(ABC) va (A'B'C) déng quy & mot diém O nao dé.

Cho hai dudng tron (O, R) va (O', R') cit nhau & hai diém P va Q.

Chiing minh ring ching tuong Gng véi nhau trong mot phép dong dang
thuan (vi tu — quay) c6 tam & giao diém thi nhat P (hoac Q) va hai diém
tuong Gng M, M’ thi thiang hang véi giao diém thy hai Q (hoic P).

.Gia st P 12 mot diém nam trong doan thang [AB]. V€ cing mot phia ciia

dudng thing AB ta dung hai hinh vuéng APEF va PBCD. Ching minh ring:
a) Ba duong thing AD, BE va CF dong quy & mot diém Q ndo dé.

b) Khi P chuyén dong trén doan thang [AB] thi dudng thing (PQ) luén di
qua mot diém c6 dinh S, cach déu A va B. Tim quy tich diém Q.

. Cho moét ti gidc (161)) ABCD c6 hai dudng chéo cét nhau ¢ O nhung khong

vuong géc véi nhau. Goi A’ va C' lan luot 1a hinh chi€u (vuodng goc) cia A
va C trén BD; B’ va D' lan luot 12 hinh chi€u (vudong goc) cua B va D trén
AC. Ching minh rang td gidc A'B'C’'D’' déng dang nghich véi ti gidc ABCD
(ta Vi€t A'B'C'D' <P ABCD).

Bai tdp vin dung phép dong dang vao gidi todn hinh hoc (34-48)

T gidc 161 A,A,A,A, noi ti€p duodng tron (O, R). Goi B, 1a trong tam tam gidc
AjAkA/7 l= 1’ 23 37 47 {iaj? k, ]} = {1’ 27 37 4}

Ching minh ring ti gidc B,B,B,B, nodi ti€p mot dudng tron; hay xac dinh
tam O, va ban kinh R, cia dudng tron dé.

Dudng tron (J) tiép xic trong véi dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC can ¢
A, dong thai ti€p xic v6i hai canh AB va AC 6 M va N.

Chitng minh ring trung diém ciia doan thang MN la tam dudng tron noi ti€p
tam giac ABC. (D¢ thi Olympic Todn quéc té, IMO, Romania, 1978).

Ching minh ring: Néu goi O 1a trong tam cla hinh “t¢ diém phang”
{A,, Ay, A, A,) va P 1a giao diém hai dudng chéo A,A,, A,A, cla ti gidc 16i
AAAA, thi trong tam T cha hinh t& gidc phéang, 161 hai chiéu (ttc mot
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miéng phing déng chat c6 dang mot mién ti gidc 16i) [A,4,4.4,] 12 hinh vi

tu ctia diém P trong phép vi tu V(O, _%), nghia la: OT = __;_5—15 _

. Cho hai duong tron (O,, R)) va (O,, R,) ti€p xtc ngoai nhau & diém C. Mot

gboc vudng x/C\v quay xung quanh C; Cx va Cy cat lai (0,) va (O,) theo thi
tw & A va B. Tim qu§ tich hinh chi€u vuodng géc H cta C trén AB.

. Cho hai dudng tron (v,) va (v,) déng tam O.

~ Hay dung mot day cung AD ctia dudng tron 16n cit dudng tron nhd & B va C

39.

40.

41.

42,

sao cho AD = 3BC.
Cho hai hinh vuoéng béng nhau cing huéng OABC va OA'B'C' ¢é chung dinh O.
a) Ching minh:
o) AA', BB' va CC' déng quy;
B)AA" L CC'va AA' = CC'.
b) Tim do 16n cla géc gilta cdc tia AA’ va BB', AA’ va CC'.
Gia sit OAA’, OBB' va OCC' 1a ba tam giac can cung dinh O, bing nhau va
cung huéng. Ching minh ring cdc cdp canh tuong tng BC, B'C'; CA, C'A’
va AB, A'B’ cua hai tam gidc ABC va A'B'C’ giao nhau theo ba diém A,, B,
va C, tao thanh AA,B,C, v» AABC va AAB,C, »» AA'B'C'.
Dung ra phia ngoai mot tam gidc ABC bt ki ba tam gidc BCM, CAN va ABP
sao cho MBC = CAN = 45°, BCM = NCA = 30" va ABP = PAB = 15°.
Ching minh rang tam gidc MNP vuéng can & P.
Mot hinh vuéng ABCD c6 dinh D ¢6 dinh va dinh A chuyén dong trén mot
duong (y) cho trude trong mit phang, khong di qua D.

Tim quy dao chuyén dong ciia hai dinh B, C con lai va cla tam O hinh
vuéng ABCD trong cac trudng hop sau day:

a) (y) 1a mot dudng thang a;

b) (y) 1a mot dudng tron tam S, ban kinh R.
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43.

44,

45.

46.

47".

Mot diém P chuyén dong trén nira dudng tron dudng kinh AB. Tim quy dao
chuyén dong clia hai didm M va N trén dudng thang BP sao cho
PM = PN = PA.
Dung tam gidc MNP noi ti€p tam gidc ABC da cho, c6 dinh P cho trudc trén
canh AB va dong dang véi mot tam gidc XYZ cho trudc. '
Dung mét hinh binh hanh noi ti€p mot hinh binh hanh ABCD cho trudc va
dong dang v6i mot hinh binh hanh khic MNPQ cho trudc.
Dung mot & gidc (16i) ABCD biét téng do 16n hai goc d6i dien A+C =6 va
do dai cdc canh AB=a,BC =b,CD =c¢, DA=d. ‘
Trong mat phang cho hai tam gidc déu ABC va A'B'C cung hudng, c6 dinh C
chung sao cho A’ va B' khong trung véi tam O dudng tron (ABC). Goi M va
N l4n luot 13 trung diém ctia cdc doan thang A’B va AB'. Ching minh rang:
a) AOB'M & AOA'N. '
b) Hai géc A'OB’ va MON c6 chung dudng phan gidc.

. Mot diém P chuyén dong trén dudng thang chia canh BC clia mot tam gidc

ABC khong vudng da cho. Cic dudng thang di qua P vuong géc véi AC va
AB theo thit tu cit cic dudng thang AB va AC & M va N.

Tim quy tich ctia diém Q, d6i xtng véi diém P qua trung di€ém cia MN.
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Chuyén dé 11
HINH TU DIEN VA KHOI TU DIEN

§1. TU DIEN VA MOT SO TiNH CHAT

1. Cac dinh nghia
Cho bon diém khéng déng phing A,,
A, A A, (hSLDD).

Khi d6 hinh nr dién A A,AA, la tap
hop gém céc diém sau day (h.5.1):

A

+ Cac di€m A, A,, A,, A,, goi la cdc

dinh cha hinh td dién.

+ Céc diém thuoc cdc doan thang
AA., V6l i,j=1,2,3,4 va i#j.C66

ey

doan thiang nhu thé va mbi doan thing
dé duoc goi la mot canh cua hinh tu
dién. Hai canh goi la déi dién nhau néu
ching khong c6 diém chung, chang han canh A A, déi dién vdi canh AjA,.

Hinh 5.1

+ Cdc diém thudc cdc tam gidc cé dinh la ba trong bén dinh cta t dién, cu
thé 1a cdc tam gidc AAA,, AAA,, AAA, va AAA,. O day tam gidc
dugc hiéu 12 tap hop gém cdc diém thudc cdc canh tam gidc va cac diém
ndm trong tam gidc. Cac tam gidc dé duoc goi 1a cdc mdr cha td dién. Moi
mot mat ¢é mot dinh doi dién, d6 1a dinh khong nam trén mat ay.

2. Cac ki hiéu
Dudi day cdc chi s6 i, j, k, [ déu ldy céc gid tri trong tap hop {1.2,3,4}.

Cho hinh tt dién A A,A,A, . Ta ki hieu:
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+) A, la mat clia tt dién doi dién véi dinh A,
+) S, la dién tich tam gidc A, .
+) () 1a mat phéné chifa tam gidc A,.
+) h, 1a chiéu cao cia tit dién Gng v6i dinh A, nghia 1a khoang cach tir diém
A téimp ().
+ @, ;la goc phang nhi dién hop boi hai mat A, va A;trong d6 i # J..Co nhién
¢, ;=¢;;va :

0°< @, ;< 180°.
Khai tir dién
Cho hinh tt dién A A,A,A,. Ta goi o la nira khong gian c6 bo la mat phing
(a,) va ¢6 chita diém A, tic 1a tap hop gom nhiing diém nam cung phia véi
diém A, doi v6i mp(e;). Khi d6
+ Tap hop X, =o' naj Nna; Nna, goi la phdn trong cia hinh ti dién
AAAA,. Mot diém thuoc X, dugc goi 1a diém ndm trong hinh ti dién
AAAA,.
+ Ta dién A A,AA, cung v(ﬁ phin trong clia né dugc goi la khéi ut dién

AAAA,.

Mot s6 cong thirc lién quan dén tir dién

DINH LI Déi vdi ti dien A A,AA, vbi cdc chi s6'i, j, k, | doi mot phdn
biét ta c6 S, =8, cosg, ; + 5, cos0,, + S, cos o, ,

Chitng minh. Ta ching minh cho trudng hop i = 1,j=2,k=3,1=4,tic la

S, =8,cos¢,, +5,co8¢ ,+S,cos9,, *)

Céc truong hop khac ching minh tuong tu.



Goi H la chan dudng vuéng géc ha tit Ay
dinh A, t6i mp(e,) (h.5.2). Khi d6 tam
gidc HA,A, la hinh chi€u cla tam gidc
AAA,, matam gidc A A,A, c6 dién tich
S,. Bt’fi. vay né€u ta ki hiéu ) 1a dién tich
tam gidc HA,A, thi: S) =S,
la: Az

, tirc

Cos @, ,

+ Néu ¢, <90” thi H vA A, nam cing Hinh 5.2
phia d6i véi dudng thang A,A, va

S, =S,co8¢,,
+ Néu ¢, >90° thi H va A, nam khdc phia doi v6i dudng thing A,A, va
S, =-8,c08¢,, »
+ Néu ¢, =90" thi H ndm trén dudng thdng A,A,, khi d6 tam gidc HA,A,
suy bi€n thanh mot doan thang, do d6 S, =S, cos¢,, =0.
Tuong tu nhu th€, ta ki hiéu S; va S, ldn luot 1a dién tich cla tam gidc
HA,A, va HA, A, thi ta cling c6 cdc két qua tuong tu nhu trén
bé ching minh cong thic (*) ta xét cac truong hop sau: Hoac ca ba géc o, ,,
¢y @14 déu bé hon hay bing 90°, hoac
chi ¢6 hai géc bé hay bing 90°, hoic chi
c6 mot géc bé hon hay bang 90° (dé

thdy rang khong thé xdy ra trudng hop
khong c6 géc nao bé hon hay bing 90°).

A

Chang han ta xét trudng hop ¢,, <90°, 4, 4,

P2 <90° va @, >90° (h.5.3). Khi d6 H
diém H nam trong géc A,A,A, nhung A,

khong nam trong tam gidc A,A,A, . Hink 5.3
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Bai vay ,

S, =8 +5;—8, =8,c08¢,, +S,cosg, , —(=S,cos ¢, ,)
: = S, cos@,, +S5,C08¢, 4 +5,C080, .

Céc‘»?tru’fmg hop khac ching minh tuong tu.

HE QUA 1. T6ng dién tich ba méit cia mdt hinh ti dién bao gid cling 16n
hon dién tich cua mét con lai.

HE QUA 2. Goi hk,,h,,h,,h, 12 bon chiéu cao cua hinh td dién

J—, —1—,——{, L bao gid cling 16n
h, h, hy h,

-

A,A,A,A,. Khi dé tdng ba trong bon sb

hon s& con lai.
Chitng minh. Néu V 1a thé tich clia hinh t& dién thi
' 3V =nsS, =hS, =hnS, =hS,

S, S, S, . ..

Béi vay tir déng thitc S, +S, +S, > S, tasuy ra: —— >—% tic la

+.—’:_ JE.
v 3v 3V
1 1 1 1

—t — :
h, h h,

h

1

Pi&m Monge cua hinh ti dién

PINH Li. Trong hinh ti dién néu
xét 6 mgt phdng, méi mdt di qua
trung diém mét canh va vudng goc
vdi canh doéi dién, thi 6 mat phang
dé cung di qua mot diem goi la
diém Monge ctia tiz dién.

Chitng minh. Gia sk cho td dién
AA,A,A, V61 trong tam G (h.5.4). Goi

(;,) 1a mat phing di qua trung diém

Hinh 5.4

/,; cua canh A/A; va vudng goc vol

canh di dign A,A, va () 12 mat phang di ximg v6i (a,;) qua diém G



Khi dé (] ;) di qua trung diém canh A.A, va ciing vudéng géc véi Ak'A, (vi
hai mat phang (¢,;) va (a;) song song v6i nhau). Nhu vay (o,) 1a mat
phéng trung truc cla canh A A, nén né di qua tam O clia mat cdu ngoai ti€p
-t dién. Boi vay néu goi M 1a diém déi xting vé6i diém O qua diém G thi moi
mat phang (¢, ;) déu di qua diém M.

HE QUA. Goi O 1 tdm mit cdu ngoai tiép tu dién A,A,A,A,. Didm M 1a
diém Monge ctia t@ dién d6 khi va chi khi

MA, + MA, + MA, + MA, = 2MO.

Chitng minh. Goi G 1a trong tam cta ti dién AAAA,. Theo chitng minh
dinh Ii trén, M l1a di€ém Monge clia tit dién khi va chi khi G 13 trung diém
doan thing MO hay Ia MO =2MG . Nhung

MG =211‘(MA, + MA, + MA,+ MA, )
nén ta suy ra diéu phai chitng minh.

Tur dién ndi tiép hinh hdp va hinh hop ngoai tiép tr dién
DINH NGHIA. Cho hinh hép ABCD.A’B'C'D’ (h.5.5). Trong 8 dinh cta né
chon ra bén dinh sao cho b4t ¢ hai dinh nao déu khong thudc ciing mot
canh thi bén dinh dé tao thanh mét ti dién goi 1a i dién néi tiép hinh
hép.

C6 hai ttt dien noi tiép, dé 1a ACB'D’
va BDA'C'.

Ta con néi hinh hop ABCD.A'B’C'D'
ngoai tiép tir dién ACB'D' va BDA'C'.

Dé dang thay rang:

+ Canh cta tif dién noi ti€p 1a dudng
chéo clia mat bén ctia hinh hop.

+ Tam cla hinh hop 1a trong tam ctia
ti¥ dién noi tiép.
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+ Thé tich hinh hop bing ba lan thé tich
mot ti dién noi ti€p nd.

PINH LI 1. Méi tw dién ludn ludn cé
mét va chi mot hinh hép ngoai tiép.
Chitng minh. Gia su ta c¢é hinh 1t dién
A A,AA, v6i trong tam G (h.5.6). Ta goi

B 1a diém doéi xing v6i di€m A qua
diém G. Khi doé dé thay
A.B,A,B, B,A,BA, 1 hinh hop va hinh

o ) Hinh 5.6
hop d6 ngoai ti€p tit dién A /A,AA,.

DINH LI 2. Téng binh phuong dién tich t4t cd cdic mdt ciia hinh hép bang
hai ldn téng binh phuong dién tich tdt cd cdc mdt cua hinh ti dién noi
tiép hinh hép do

Chitng minh. Gia su hinh t¢ dién
AAAA,  noi  tiep  hinh  hop
A B,A,B,.B,A,B /A, nhu hinh 5.7.

Ta ki hiéu @, ; la dién tich mat cuia hinh

hop c6 chita canh A A, thi c6 nhién

Q1,4 = Q2.3 ’ Q2,4 = Q3,1 s Q3,4 = Q1.2 -

Khi d6 ta phai chiing minh rang:
Q124 +Q224 +Q324 =Sl2 +Szz +S32 +S42

Ta ldy mot mat phang vuong géc véi du’&mé thang A,A, tai mot diém H nao
dé va goi H, va H, la hinh chi€u cha A va A, trén mat phing dé. Khi dé6
tam gidc HH, H, c6 géc ¢ dinh H bing ¢, (bang goéc phéng nhi dién canh
A,A, cua tir dién A A,AA,) nén:

HH*+H,H* -2H H.H,Hcos g, , = H H!



19 A. TLCT HINH HQC 11

Nhan ca hai v€& véi —ALf—;— ta dugc két qua: S; +S; —25,S, cosg, , =07, -
Tuong tu ta cé: A
Si+8; —28,S,cosp,, =03, va S; +57 - 28,5, cosp,, =0;,
Nhu vay ta co6:
QL+ 0} + 00, =352+ 82 457 +5—28,(S, cos@, , +S, COs @, , +5,c08¢,,)

=S/ +S; +S: +5..

BAI TAP
Chitng minh rang bat ki hinh t dién ndo déu cé it nhat mot dinh ma ba canh 4
cla tit dién xudt phat tir dinh 4y bing ba canh clia mot tam gidc nao dé.
Goi V 1a thé tich tt dién A A,A,A,, ching minh ring: ‘

Ve 2SS, sing, ,
C 3A4,

trong do S; 1a dién tich mat déi dién dinh A, ¢, ; 1a géc phing ciia nhi dién
canh AA,.
Tinh thé tich clia hinh tt dién biét do dai hai canh d6i bing a, b, gbc giita
hai dudng thang chia hai canh d6 1a o va khoang cich giita hai .dudng
thang dé bang d.
T dién OABC c6

OA=a,0B=b,0C =c,va BOC =a,COA=,AOB=7 .

Ching minh rang

abc ‘
V:————\/l—cos2 a—cos’ f—cos’ y+2cosacos fcosy .
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9.

10.

11.

12.

290

Cho i dién A /A,AA,, goi M, N, P, Q la lugt la trung diém cdc canh A/A,,
A A, AA,, AA, S ladién tich hinh binh hanh MNPQ, d 1a khoang cich
giita hai duong thing A A, va A,A,. Tinh thé tich t dién do.

Goi d, ,d,,d, 1a khoang cdch gifta céc cap canh dgi cta hinh tif dién, ching
minh ring

1.1 1 1 1 1 1.

2 s+t — 2 st 7t 3
d dy, dy b by byl

1
Cho hai ti dién cing noi ti€p mot hinh hop. Chiing minh ring tam mat cau
ngoai ti€p ciia ti dién nay 1a diém Monge cua tit dién kia.

Chiing minh ring M 13 diém Monge cta tit dién A /A,A,A, khi va chi khi:

MA, MA, = MA, MA, (1)
MA, MA, = MA, MA, (2)
MA MAs = MA,.MA,. (3)

Goi M 1a diém Monge cla t¢ dien A A,A,A,, A la hinh chi€u clia 4, trén
mp( A,AA,), H, 1a truc tam tam gidc A,A;A, . Ching minh ring trung diém
ctia doan thing H,A! 13 hinh chi€u clia diém M trén mat phing (A,A,4,) .
Trong trudng hop nio diém Monge cla ti dién tring véi trong tam cla td
dién?

Trong trudng hop nao diém Monge cla ti dién nam trén mobi dudng cao cla
ti dién?

Chung minh ring néu diém Monge clia td dién ndm trén mot mat nao dé cla
t dién thi chan dudng cao tng v6i mat d6 nam trén dudng tron ngoai tié€p
cuia mat do.

19 B. TLCT HINH HOC 11



§2. TU DIEN GAN PEU

DINH NGHIA. Tt dién A ,A,A,A, duge goi 1a t dién gén déu néu n6 co
cac canh d6i dién bing nhau: A /A, =AA,, AA =AA, AA =AA;.
PINH L. Cdc ménh dé sau ddy tuong duong:

a) T dién A A,AA, la tie dién gan déu.

b) Pudong noi trung diém cia hai canh doéi cua tiz dién la duong vubng
géc chung cua hai canh do.

¢) Ba dudng thing néi trung diém cdc cdp canh doéi dién doi mét vuéng
goc vdi nhau.

d) Trong taém G ctia ti dién cdch déu bén dinh cua ti dién.

e) Bon chiéu cao ctia tiZ dién bang nhau.

f) Dién tich bén mdt ctia ti dién bang nhau.
Chitng minh.

1) a=b: Goi M,; la trung diém canh
AA,. Ta phai ching minh M, ,M,, vuong
géc v6i hai dudng thang AA, va AA,
(h.5.8).

Theo gia thiét, hai tam gidic AA,A, va

A,A /A, bang nhau. Vay ching c6 cdc trung

tuyén tuong Ung bang nhau: A,M,, = A,M,, .

Hinh 5.8

Suy ra M ,A,A, la tam gidc can, va vi

M,,1a trung diém A,A, nén M,,M,, LAA,.

Chiing minh tuong tu ta cing t6 M,,M,, L A/A, va nhu vay M, ,M,, la
dudng vuéng géc chung clia hai canh doi dién A A,,AA,.

P6i véi cdc cap canh doi dién khdc ta ciing c6 két qua tuong tu.
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2) b=>c: Theo b) M,,M,, LAA, va M ,M,, L AA,. Nhung vi M,, va

M,, lan lugt 12 trung di€m cdc canh A,A, va A/A, nén ba vecto A A, ,AA,

va M,,M,, dong phang. Vay M,,M,, L M,,M,, . Ching minh tuong ty ta di
dén két qua 1 ba dudng thang M,M,,, M, M, va M,;M,, doi mot vuong
goc.

3) ¢ < d: Goi G 1a trong tam t& dién A,A,A,A,. Gia st phép doi xting qua
diém G bién cic diém A, thanh cdc diém B; (h.5.9). Khi d6 ta dugc hinh
hop A, B,A,B,.B,A,B,A, ngoai tiép t& dién ma cdc diém M, 1a tam cla céc

mat cta hinh hop d6 va G tam cua hinh hop.

B;

Y

Hinh 5.9

Theo c) thi ba du‘&mgﬁthfmg M,M,,, M,,M,, va M;M,, doi mot vuong goc
nén hinh hop dé 12 hinh hop chif nhat, bdi vay diém G cach déu cdc dinh A,.
4) d = e ta cling xay dung hinh hop A B,A,B,.B;A,B A, nhu trong ching
minh 3). Theo gia thiét cha d) thi G cdch déu cac dinh cua 1 dién A A, AA,,
boi vay G cich déu moi dinh cta hinh hop dé, tic hinh hop dé noi ti€p mat
cau tam G nén né phai 13 hinh hop chit nhat. Tir d6 d& dang suy ra céc chiéu
cao cla t dien A A,A,A, bang nhau.

5) e= f: Néu goi V la thé tich hinh ti dién A A,A,A, thi 3V =5/, boi vay
néu h =h =h =h, thi S, =5, =5,=5,.

6) f=a:



BO BE. Cho tit dién ABCD, néu hai tam giac ACD va BCD c6 dién tich
bang nhau thi dudng vuéng géc chung cta hai dudng thing AB va CD
phai di qua trung diém ctia AB.
Cluing minh. Goi AH va BK lan lugt 1a
cdc dudng cao cua tam gidc ACD va
BCD (h.5.10).

Vi hai tam gidc d6 bang nhau nén ta cé
AH = BK. Ta goi P la trung diém AB
va Q 1a trung diém HK.

+ Néu H = K thi H = K = Q nén
PO 1L ABvaPQ L CD

(viCD L (AQB)), suy ra dpcm.

+ Néu H # K thi khi dé hai tam giac Hinh 5.10
vuong AHQ va BKQ bang nhau nén
AQ = BQ do d6 PO 1 AB . Lai vi hai tam gidc vuong AHK va BKH béng

nhau nén AK = BH va do d6 hai tam gidc ABH va BAK ciing bing nhau va
cdc trung tuyén PH va PK cua ching bang nhau, suy ra PQ 1L CD.

Vay dudng vuong géc chung clia AB va CD la PQ trong dé P la trung diém
canh AB

Bay gio ta ching minh f = «. Theo gia thiét clia f thi dién tich hai mat
AAA; va AA A, biang nhau nén dudng vuéng géc chung ciia hai dudng
thing A A, va A,A, di qua trung diém M, ,cta canh AA,. Ciing vi dién
tich hai mat A,A,A, va A3A4AA2 bang nhau nén dudng vuéng géc chung clia
hai dudng thang A A, va A,A, di qua trung diém M,, clia canh A,A,. T6m
lai dudng thang M ,M,, 1a dudng vuong géc chung clia hai canh A A, va
A,A,. Phép d6i xing qua dudng théng dé bién diém A, thanh diém A, va
bién diém A, thanh diém A, nén A A, = A,A, va AA, = A,A,. Ching minh

tuong tu cho cap canh doi dién con lai.
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13.

14.

15.

16.
17.

18.

294

BAI TAP

Cho mot tt dién gan déu véi ba canh xudt phét tir mét dinh c6 do dailaa, b, c.
a) Chiing to ring diém Monge ciia td dién tring véi trong tam tif dién. |

b) Tinh thé tich cha tit diéen.

c) Tinh dudng cao cua tif dién. {

d) Tinh ban kinh mat cau ngoai ti€p ti dién.

¢) Tinh ban kinh mat cdu ndi ti€p ti dién.

Goi d,,d,,d, 12 khoang cdch giifa cdc cap canh d6i ciia mot hinh ti dién
gan déu va /i 1a chiéu cao ctia tit dién d6. Ching minh ring:

4_1

LI
Bood 4 d
Ching minh ring mot t¢ dién 12 ti dién gan déu khi va chi khi ¢6 mot trong
cdc diéu kién sau day: ‘
a) Téng ba géc phing tai mdi dinh clia né bang 180" .
b) C6 hai dinh, tdng ba géc phang méi dinh dé bang 180" va c6 mot cap
canh d6i dién nao d6 bang nhau.
c) Téng ba géc phang tai mot dinh ndo d6 bang 180” va c6 hai cap canh
doi dién bang nhau.
Chung minh ring cdc mat ca t dién gan déu la nhiing tam gidc nhon.
Chiing minh mot hinh t dién 1a td dién gan déu khi va chi khi ¢6 mot trong
céc diéu kién sau day:
a) Tam mat cau ngoai ti€p va noi ti€p trung nhau.
b) Cic dudng tron ngoai ti€p cic mat c6 ban kinh bing nhau.

c¢) Trong tam cha t& dién 1a tam mat cau ngoai tiép.

Chiing minh ring 1 dien ABCD 1a gin déu khi BAC = ABD = ACD = BDC .



§3. TU DIEN TRUC TAM

DINH NGHIA. Tu dién A A,A,A, duge goi 1a ti dién truc tdm néu né co
cac canh dé1 dién vudng géc véi nhau
AA, LAA, AA LAA, AA LAA,.

DINH Li. Cdc ménh dé sau day tuong duong:
a) Tu dién A AAA, la ti dién truc tdm.
b) Tw dién AA,A A, cé hai cdp canh doi dién vudng géc vdi nhau.
¢) Chdan duong cao ha tir mét dinh ctia ti dién la truc tam ciia mdt doi dién.
d) Bén duong cao cua ti dién dong quy (diém dong quy dé goi la truc

tdm cua ti dién truc tdm AAAA,).
e) Tong binh phuong cdc canh d6i dién bing nhau.
Chitng minh. Ay
1) a=> b: hién nhién
2) b=>c¢: Gia sit ta c6 A A, L AA,
AA, L AA; va A H,la dudng cao cua td
dien AA,AA, (h.5.11). Khi d6 AH, Ia A Ay
hinh chi€u cia A A, trén mp(AA,A,),
nhung theo gia thi€t b) thi A A, L A,A,
nén theo dinh li ba duong vudng géc ta cé
AIH4 _LA2A3. Hinh 5.11
Ching minh tuong tu ta cé AH, 1L AA,.
Vay H, la truc tam tam gidc A A, A, .
3) c=d:Giaslr A;H,la dudng cao cia ti dién A A,AA, va H, 1a tryc tam
tam gidc A A,A, (h.5.12).
Gia st A H, cat A,A, tai diém ] vd A H, 1a dudng cao clia tam gidc A/A,[.
Khi d6 vi AA, L AH, va AA LAH, nén AA, 1L AH,. Nhu vay
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AH, L mp(A,AA,) hay AH, la dudng cao
cta tit dién va hai duong cao A,H,, AH,
cat nhau.

Chitng minh tuong tu ta cé hai dudng cao
ndo ciha ti dién déu cat nhau. Nhung bdn
dudng cao d6 khong déng phang nén chiing
phdi déng quy tai mot diém.

4) d = e : Xét hai dudng cao AH, va AH,
cua tt dién (h.5.13).

Vi hai dudng cao dé cit nhau nén mat phéng
chita ching vuéng géc v6i dudng théng
A A, tai diém I va

AA L AT, A A LAI.

T cac tam giac vuong [A/A,, [A A, TAA,,
IA,A, ta co:

AA; =AD + AT, AA} =A’ +A,
AA=ADP + AT, AA = AL+ AL

Tir d6 suy ra: A A2+ AA] = A A2 + AAL.

Chiing minh tuong tu cho cap canh déi con lai.

A4
B
A Az
I
Az
Hinh 5.12
Ay
. .
A AS
[
Ap
Hinh 5.13

5) e=> a: Tacé gia thi€t AA? + A,A2 = AAl + A A} = AA; + AA]

T A A2+ AA2 = A A+ A AL tasuy ra A AL — A A = AA; —AA; hay la

(AA -A4). (A4 +AA)=(4.A - A,A,).(4,4,+AA,)

Suy ra: A4, (A A +AA) = A4, (A4 +AA) *)

& Ah, (AA +AA -AA ~AA)=0 S244, A4 =0 & AA, LAA,.

Tuong tu ta ching minh dugc cho cdc cap canh déi con lai.



19.

20.
21.

22,

23.

24,

25.

- 26.

BAI TAP

Cho tam gidc ABC ¢@ dinh. Tim quy tich di€ém D sao cho t&¢ dién ABCD la ti

dién tryuc tam.

Hinh hop ngoai ti€p ti dién truc tam cé dac diém gi?

Chitng minh rang céc trung diém céc canh clia tit dién truc tam nam trén mot

mit cau. Ngugc lai ¢6 ding khong?

Chitng minh rang déi véi tit dién truc tam:

a) Ba géc phang & méi dinh ctia tit dién hodc ciing nhon hoic ciing khong
nhon.

b) C6 it nhat mot mat 1a tam gidc nhon.

Cho t& dién truc tdm A A,A,A, c6 truc tam H. Céc td¢ dién HAA A,

(i# j#k)cé phai la tit dién truc tam hay khong? Néu cé thi truc tam cia tit

dién d6 1a diém nao?

Cho hai tam gidc ABC va ABD. Chiing minh ring néu hinh chiéu ctia C trén

mp(ABD) 1a truc tdm tam gidc ABD thi hinh chiéu ctia D trén mat phang

(ABC) 1a tryc tdm tam gidc ABC.

Cho tit dién truc tam ABCD. Biét rang bén dudng thang di qua mot dinh va

tam dudng tron ndi ti€p mat doi dién dong quy. Chitng minh ring dé 1a hinh

chép déu.

Ta dién OABC goi la it dién viuéng dinh O néu ba canh OA, OB, OC doi mot

vudng goc véi nhau. Cac tam gidc vuong OAB, OBC, OCA goi la cdc mdt

vuéng cua ti dien d6, con tam gidc ABC goi 1a mdt lutyén clia tit dién.

a) Ching minh ring mat huyén ctia t dién vuéng la tam giac nhon.

b) Diém Monge clia tit dién vuong 14 diém nio?

¢) Ching minh ring trong t¢ dién vudéng binh phuong dién tich mat huyén
bang tong binh phuong dién tich ba mat vuong.

d) Phdi chang n€u mot hinh t dién cé binh phuong dién tich méot mat nao
d6 béng téng binh phwong dién tich ba mat con lai thi hinh t& dién dé6 1a
t dién vudng?
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§4. TOA PO Ti cu POI VOI HINH TU DIEN

Pinh nghia
Cho tit dien A A,A,A,. V6i moi diém M trong khong gian ta ¢6 bo ba s6 duy

nhdt x,x,,x, sao cho (h.5.14): AM = x A A +x,AA, +x,A/A; , hay:

AM = x,(MA, —MA4)+x2(ME—MA4)+X3(MA:~MA4)

& x, MA, + x, MA, + x,MA, +(1 - x,~x, —x,)MA, =0.

Néu ta dat x, =1-x —x,—x, thi ding

Aj

thitc trén trd thanh

x, MA, + x, MA, + x,MA, + x,MA, =0
Vol x, +x, +x,+x,=1.
Bo bon s6 (x,;.x,;x,;5x,) dugc goi la toa do

ti cir clia diém M doi véi ti dien A A,AA,.

Khi d6 ta dung ki hiéu: M (x;;x,;5x55%,) A>
hodc M =(x;x,;x,5x,). SO x, goi la toa Hinh 5.14

s6'tht i cha diém M. Mbi diém M c6 mot toa do ti cu duy nhat.

Nguogc lai, mdi bd bon s6 (x,;x,;x,;x,) v6i diéu kién x, +x, +x, +x, =1
déu cé diém M duy nhat sao cho M = (x;5X,;X,5X,).

Dé thay:

+) A, =(1;0;0;0), A, =(0;1;0,0), A, =(0;0;1;0), A, =(0;0;0;1).

+) DPiém M (x5 X35 %43X,) nam trén mp(¢r,) khi va chi khi x, =0.

+) Biém M(x,; x,; x;; x,) ndm trén dudng thang A, A, khi va chi khi x, =0 va x, =0.

+) Diém G 12 trong tam cta ti dién A A,A,A, khi va chi khi

Go(LL11)
474’44



Y nghia hinh hoc clia céc toa sé
Gia sit d6i véi tt dien A A,A,A, cho diém M A,

co toa do ti cula M =(x;x,;x,;x,). Ta hdy / M
tim hi€u ¥ nghia cla toa s¢ x,.

Goi H; va M, lan lugt la hinh chi€u vuong
géc cla diém A va diém M tréen mp(e,),
tic 1a AH, =h, con MM, =d, 1a khoing
cich tit M t6i mp(e;) (h.5.15). Khi d6 vi hai -

vecto MM vi H.A ciing phuong nén c6 s6 Hinh 6.15

t sao cho M\M = tH.A, .

Ta c6 x, MA, + x, MA, + x,MA, + x, MA, =0

& x (H A ~HM )+ x, (H A ~HM )+ x,(H A ~HM )+ x,(H A ~HM)=0

< xHA +x,HA, +x, HA, +x,HA, =HM .

Nhung HM =HM, + MM =HM, +tHA. .

Boivay x HA +x,HA, + x,HA, +x,HA, =HM, +tHA,.
Nhan vo huéng ca hai v& véi vecto H,A, ta dugc x.h’ =t hay x, =t.
Tir 6 ta c6: M,M = x,H,A

Nhu vay ta c¢é ¥ nghia hinh hoc cla toa s6 x;:

S .« . . N o P d ’ 3 " ~ 2 P
+) V€ gid tri tuyét doi cua x,, ta co ]x,.] =7L, titc |x,.[ bang ti s6 khoang cach
1.

!

tir di€ém M t6i mp(er,) va chiéu cao k;.
+) Ddu clia x, la duong hay am tuy theo diém M va di€ém A, nam ciing phia

hay khéc phia d6i véi mp(«,).
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Tix d6 suy ra: Néu cho hai di€m M(x,;x,;x,;x,) va M'(x];.x5;x5;x,) khong
nam trén mp(e,) thi M va M’ nam cung phia hay khic phia doi v6i mp(«,)

tuy theo x,x; la duong hay am.

Cac nira khéng gian
Mbi mp(e;) chia cdc diém khong nam trén né thanh hai nlta khong gian c6
bo 1a (¢;). Ta ki hiéu o 12 nlta khong gian ¢ chita di€ém A, va o la nia

khong gian khong chia di€m A, tic la:

o = {M(xl;,rz;xa;x4),x, > 0} va o = {M(,x'l;xz;xa;le)]xi <0}.

+) Cdc tap @' va «,” 1a céc tap 16i (nghia la: néu hai diém A va B ciing
thugc mot tap hop thi doan thiang AB ciing thuoc tap hop do).

+) Néu hai diém A, B thudc hai tap o va a; khac nhau thi doan thang AB
¢6 di€ém chung véi mp(e,).

o' na =0.

Bay gio ta xét cac tap hop:

c—xT= {M(xl;xl;x3;x4)1xi ZO} va &? ={M(,\'l;x2;,‘c3;x4)‘x. SO}.

Chiing dugc goi 1a cdc mita khéong gian déng, hay nita khong gian ké cd bo.
Hién nhién cdc tap d6 cling 12 nhitng tap 16i va & N = «,.

A . R . .z = 2
Su phan chia khéng gian bdi cac miat phang (o)
Ta hdy xét tap hop X gém céac di€ém M(x,;x,;x,;x,) khong nam trén bat ki
mp(e;,) nao. Diéu d6 c6 nghia la cdc toa s6 x, clia M déu khac 0, tic la chi
c6 thé duong hay am. Vay:

X:{M(,rl;,’cz;_r3;x4)‘,rl #0,x, #0,x, #0,x, ¢O}.

Tuy theo ddu clia céc toa s6 x, ta c6 15 tap hop cho boi bang sau day:



Xo [+ [ * [+ |+ [ X, |- |- |+ |+ | X, |+ |+ |- |-
A D A e A e 2 0. (U [t Py Ry [P
A e i L I U IE I I S S U5 AR [ (R A
Xo |+ |t = |+ [ X |+ = = |+ | X |- |+ |- |-
N R T P e Xoaa [T | | |-

Theo bang do, ta cé

) Xy ={M (5505000, > 0,5, > 0,0, > 0,x, >0}

Nhu vay X, =a na, na; na, vado dé X, chinh la phin trong clia hinh

th dién A AAA,.
+) X, ={M(xl;x2;x3;x4)‘x, <O,xl >0,x,>0,x, > O} Vol i# j= k=1,
Hiénnhién X, =o nal mno no izjzk=1.
Ta goi X, 1a hinh chdn dé'tng véi dinh A, .
+) X, :'{M(xl;xz;x3;x4)‘xi <0,x,<0,x,>0,x, > 0} VoL i = j#k#1.
- - + + ‘,. . .
X, =a,na;na,Nna Véii#j+k=l
Ta goi X, 1a hinh néc nha ving véi cap dinh ALA,.
) X0 ={M (x50, )% <0,x, <0,x, <0, x, >0} véi i j# k=l
- - — + P 3 .
Xoa=o, no;na na Véii#j=k+1,
Ta goi X, ;, 1& hinh tam dién Ging v6i ba dinh A, A A
Dé thdy rang 15 tap hop néi trén c6 cdc tinh chat sau day:

+) Doi moét khong giao nhau
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27.

28.

29.

302

+) Hop cua 15 tap ay la tap X.

+) Méi tap 1a mot tap 18i (ttc 1a néu hai diém A, B thuoc ciing mot tap thi ca
doan thang AB cung thudc tap dé).

+) Néu hai diém A, B thuoc hai tap khic nhau thi doan thang AB c6 diém

chung véi it nhat mot trong cdc mat phang (,).

B&i vay ngudi ta néi rang cdc mat phing () chia khong gian thanh 15

mién 16i.

BAI TAP
Tim ¥ nghia hinh hoc clia céc tap diém sau day
a) {M(xl;xz;xg;,g)lxi = O} .
b) {M (x,3x,5 x5, )| 5, = 0,x; 2 0,x, 2 0., >0} véi iz j#k#l
c) {M(xl;xz;x3;x4)}xi =0,x, =O} v6i i # j
d) {M(xl;xz;x3;x4)lx, = O,Xj =0,x, 20,x, 2 O} .
D6i v6i tit dien AA,A,A, hai diém phan biét A, B c6 toa do ti cu la
A=(a;;a,;ay,a,), B=(b;by;b;b,).
Tim diéu kién vé toa 56 (x,;x,;.,;x,) cha diém M dé:
a) Diém M nim trén dudng thang AB.
b) Diém M thudc doan thiang AB.
¢) Diém M 1a trung diém clia doan thiang AB.
Cho tt dién A A,A,A, va d6i véi né di€m M c6 toa do t cu (4;30,30534,) -
Goi N, la giao diém (néu c6) clia dudng thang MA, véi mp(a,).

Tim toa do ti cy cha diém N, .



30.

31.

32.

D61 véi ti dien A A,A,A, ba diém khong thing hang A, B, C c6 toa do ti cu
la A=(a;;a,;a3;0,), B=(b;by;b,;b,), C=(c;¢,;0550,) .

Tim di€u kién cdn va di dé diém M (x,;x,;x,;x,)

a) nam trén mat phing (ABC).

b) thudc tam gidc ABC.

¢) la trong tam tam gidc ABC.

Cho tir dien A A,A,A,, va d6i v6i né di€ém M c6 toa do ti cu (x;;x,;0,5x,).
Goi M, la hinh chi€u ctia diém M trén mat phéng («;) theo phuong A A/,
trong d6 A/ 1a trong tm tam gidc A,. Tim toa do ti cy cta M. .

Cho diém M nam trong t& dién A A,A,A,. Dudng thing AM cit mp(a,) tai

.« M ; 9 . > M » ~ L ~
cdc diem A sao cho ——-é'7 =k . Hoi k bang bao nhiéu va M la di€ém gi?

i

§5. MAT CAU NOI TIEP VA BANG TIEP HINH TU DIEN

Dinh nghia

Cho ti dién A A,A A, . Mit cdu () goi 1 ndi tiép hinh ta dién dé néu
né tiép xuc voi ca bdn mp(a,) va tdm cla () 1a diém ndm trong hinh
td dién. Mat cau (X) goi 1a bang tiép hinh tit dién dé néu né tiép xic véi
ca bén mp(e;) va tdm cua (2) khéng nidm trong hinh t& dién.

Toa dé tam va ban kinh clia mat ciu ngoai tiép va ndi tiep
Cho ti dién A A,A,A,. Goi O 1a diém c6 toa do ti cu la O =(x;x,;x,:x,)
doi véi t dién d6. Néu c6 mat cau (T) tam O béan kinh R tiép xic v6i ca bon
mp(e;) thi khoang cich d tr M t6i mp(e,) déu phai bing R (R > 0):
dy=d,=d,=d, =R.Vid =|x|h nen ta phai c6

x| hy = x|, = |xs |y = |, b, =R (*)’
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Ta xét cac trudng hop sau day:
a) Néu moi toa s6 x, déu duong, tic 1a diém O nam trong hinh td dién, thi
(Z) 1a mat cdu noi ti€p. Khi dé (*) tré thanh

xh = x,h, = x;hy, = x,h, =R.

Tu dé, v6i chii ¥ rang x, +x, +x, +x, =1 tasuy ra

R R R R
—t—t—+—=1.
hy hy, hy h,
Vay: R —1-+—1—+—~l-—+—1~ =1. ' (1)
hy h, h, h

Goi V 1a thé tich t¢ dién va S =S, +S, +S, +S, la dién tich toan phan cta t

dién. Khi dé S, =2/-, nén bang cdch nhan hai v€ cta (1) v6i 3V ta dugc
1

i

RS =3V hay R= -'2—/- Nhu thé ban kinh mat cdu noi ti€p (Z£) hoan toan xac

dinh, tam clia mat cdu dé 1a diém O= B-,E- : £,£ va ban kinh clia mat
: hy hy, h h,
7
caula R= E‘—
S

Sau day ta xét trudng hop cdc mat cau bang tiép.

b) Truong hop tam mait ciu bang ti€p c6 mot toa sd x, nao d6 am, ba toa s6
con lai déu duong. Ta ki hiéu mat cau d6 la (Z,) v6i tam la
O, = (x,3X,;X;;X,) va ban kinh 1a R.. Mat cau (2,) nhu th€ goi la mat ciu
bang tiép itng vdi dinh A,.

Néu /=1 thi (*) trd thanh —xh, = ,h, = x,h, = x,i, =R, .

T d6 véi chi y rang x, +x, + X, +x, =1 tasuyra

R, ———1—+—1—+—~1-—+i =1.
hy h, h, h



Nhan hai v€ v6i 3V ta duoc:
R (=S, +S,+8S,+8,)=3V.

£1%4

Vi S <S8,+S,+5, nén R >0 vi R = .
2T S-258,

Vay ban kinh mat cau hoan toan xdc dinh.

© s e a R R R R
Tam mat cdu la diém O, =(-—~-—'—;——‘—;——‘;——l )
h h, hy h,
Két qua tuong tu khi i =2,3,4 va ta cé thém ba mit cdu bang ti€p ting véi ba
dinh con lai:
Mat cdu bang ti€p (Z,) tng véi dinh A, c¢6 ban kinh R, va c6 tam O, nhu
sau:

3V , R, R,
R, = ! va 0, = 52_;__&;5-_;5; .
85-28, Sk hy by by

Mat cau bang ti€p (X,) Ung vé6i dinh A, c6 ban kinh R, va c¢6 tam O, nhu

sau:

: %
R, = 3 va O, = &;&;—-&—;—1—ei .
S-128, h h, hy h,

Mat cdu bang ti€p (Z,) tng v6i dinh A, cé ban kinh R, va c6 tam O, nhu

sau:

R=—" wao,-| BB R
§-25, ok h,

¢) Trudng hop tdm mat cdu c6 hai toa s6 4m 1a x, va x; hai toa sO con lai
duong.

Ta ki hiéu mat cau dé la (Z,;) voitam O, ; = (X5 X,3055x,) vaban kinh R, ;.
Mat cdu (Z, ;) néu cd dugc goi la mdt cdu bang tiép iing vdi canh A A, .

Khi i=1,j=2 (*) r6¢ thanh —x =—-x,h, = x;h, = x,h, =R, .
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T d6 v6i chi ¥ rang x, +x,+x,+x, =1 tasuyra
(

12

A

1 1 1 1
———=—+4—+4+— =1 hay R, {(-S, =S +S.+S, )=3V
( ko h4) y 1,2( 1 Ty T, 4)

Béan kinh R, , dugc x4c dinh néu diéu kién sau thod mén
ok
S, +S8, <8, +S, (*%)

Véi diéu kién d6, mat cdu (Z, ) c6 ban kinh R, = v va cé tam
N TS=2(5,+S)

la diém O,. = ..RLZ .__RLZ .Rl.z ,Rl,z '
1,2 hl K hz ’ h3 ) }14

Chu y:

+) Néu §, +5,>S,+S, thi khong c6 mat cdu bang tiép (,,) tng véi
canh A A,, nhung lai c6 mat cdu bang tiép (2,,) Ung v6i canh A A,

+) Néu S, +S, =5, +5, thi cd hai mat cdu (Z,,) va (Z,,) déu khong c6.

Nhu vay néu 1a hinh tit dién déu thi khong cé mat cdu bang tiép dng vdi cdc
canh.

d) Trudng hop tdm mat cdu c6 ba toa s6 4m va mot toa s6 duong. Chang han
néu x, duong thi (*) try thanh:

—x by =-x,h, = -x,h, =x,i, =R .

T d6 véi chi § rdng x, +x, +x, +x, =1 tasuyra

R{~%*i—i+iJ =1 hay R(-S, -5, -S,+S,)=3V.
V1§, +5,+S, >S, nén ding thifc trén cho ta s6 R < 0. )

Vay khong c¢é mat cdu nhu thé.

Vidu 1. Néu A A,AA, 12t dién déu canh a. Khi d6 ta c6

av6
-

/ h=h,=h =h,=
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Tir dé ta suy ra:

+) Ban kinh mét cdu noi tiép la R = af =%‘-.

N 1111
Tam mat cau la diém | —;—;—;— |.
4444
Vay tam mat cdu noi tiép 12 trong tam G cua tit dién déu.
+) C6 bon mat cau bang tiép (Z,) bang ti€p tng v6i bon dinh A, ching déu

¢ ban kinh bing nhau R, = 9—6——6— = L) =2R . Tam cta ching 1a cdc diém

Dé thdy ring diém O, d6i xtng véi diém G qua mp(a,).
+) Tit dién déu khong c6 mit cdu bang ti€p ting véi canh.
Vi du 2. Néu AA,AA, 1a ti dién vuong can tai dinh A,, tdc l1a ba canh
AA L AA  AA, bang nhau va doi mot vuong géc. Néu do dai cic canh dé

. < a
bang g thitadé thdy: hy =h,=h,=a, h,=—.
* V3

Tr d6 ta tinh duogc:

+) Bén kinh mit cdu noi tiép 12 R = va tam 12 diém

0[3—\/5_3—\/5.3-—\/5,\/3—1).
P ; ;

6 6 2

+ Ba mat cdu bang ti€p ting vdi cac dinh A, A,, A, c6 ban kinh bang nhau va

(ﬁ—l)a

bing R, =R, =R, = va ¢6 tam lan lugt 1a cdc diém
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2 2 2 2

0{_@—1;5/3—1.\/5—1,343)

o (\/5—1;_\/5—1;@—1;3—\/5}

2 2 2 2

o (B-13-1 3-13-8

WOl T T T )
(3+\/—?;)a
e e

Mit cdu bang tiép (£,) ung vdi dinh A, c6 ban kinh R, = c

3+\/§‘3+\/§_3+\/§__1+\/§]

acéd

k]

tam la diém 04( - _ - ;

+ Mat cdu bang ti€p ng véi cac canh A A, hoac A,A, hodc AA, cé ban

K ) v(%+1)a‘
kinh bang nhau va bang R, = T va c6 tam lan luot la:
0. = _\/§+1__\/§+1'\/§+1.\/§+3
2 2 7 2 2 72
o - 3+l 341 341343
# 2 7 27 2 72
o o[ B+ B+1 V3414343
a 27 2 7 27 2 )
BAI TAP

33. Ching minh
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35.

36.

37.

38.

39.

. Chitng minh:

Cho hinh tit dién A/A,A,A,, v6i gia thiet S, 2 SZ 28, 28,. Véi diéu kién nao
s6 mat cdu ti€p xiic véi ca bon mat phang (o) 12 nhiéu nhat.

Cho tit dién déu T, noi ti€p trong t& dién déu T, tic 1a méi dinh cha T, nam
trén mot va chi m¢t mat ctia 7,. Ching minh rang n€u T, c6 canh la a, va
T, ¢6 canh 12 a, thi 34, 2 a, . |

Cho tit dién A A,A,A, . V6i méi diém M ta dat

—_—

S, = S,MA +S,MA, +S,MA, +5,Ma, .

Chitng minh rang:
a) Diém M 1a tam mat cu noi tiép it dien khi va chi khi S,, =0.
b) Di€m M la tam mat cdu bang ti€p tng véi dinh A khi va chi khi

Sy —28,MA; =0. |
a) Mat cdu tam O tiép xtc véi ba mat SAB, SBC, SCA_ clia tam dién SABC l4n .
luot tai cac diém A,B,,C,. Hay biéu thi géc ASB, qua céc géc phing &
dinh cta tam dién;
b) Mat cau noi ti€p va bang ti€p cla ti dien ABCD ti€p véi mat ABC lan luot
tai P va P'. Ching minh rang hai dudong thang AP va AP’ d6i xing véi nhau
qua phan giac cua géc BAC. |
Cho tit dien A A,A,A4,, goi O, 12 tim mit cdu bang ti€p (S,) tng v6i dinh
A,. Chitng minh rdng néu céc hinh tit dién O,A;A A, (i# j#k=1) la ti dién

vuong tai dinh O, thi A A,A A, 1a ti dién gan déu.
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§6. MAT CAU NOI TIEP KHUNG VA BANG TIEP KHUNG
cUA HINH TU DIEN

DINH NGHIA. Cho ti dién A A,A A, . Mit cdu (S) goi 12 noi tiép khung

‘ N . N - e POTRY-¢ . 4,0 N 2 . =
ctia hinh td dién d6 néu né tiép xuc véi 6 dudng thang chiia 6 canh cua
, ‘A z c R s A z N I~ ~ -
t dién sao cho cac diém tiép xic déu nam trén cac canh.

Khong phai moi hinh tt dién ndo déu cé mét cz‘iq noi ti€p khung. Dinh i sau
day néi ro diéu dé.
DINH LL D¢ t¢ dién AA,A,A, cé mét cdu néi tiép khung diéu kién can
va di la téng cdc cdp canh déi dién cua né bang nhau:

| AA, + A A, = A A + A A = AA, +AA,.

- Chitng minh. |

a) Gia st hinh t dién A A,A,A, c6 mat cau
ndi tiép khung 1a mat cau (S).
Goi cic ti€p diém nam trén canh AA; 1a
M, (i#] va i,j=1,2,3,4) (h.5.16).
T tinh chdt ctia cic tiép tuyén clia mat ciu
cliing xudt phat tr mot diém, ta dat:

d=AM,,= Ale =AM,,,

d,=AM,, = AM, = AM,,
d, =AM, =AM, ;= AM,,, d, = AM, =AM, ,= AM,,.

Hinh 5.16

Khi d6 vi cac ti€p diém déu thuoc céc canh nén:

AA +AA =AM, +AM,,+AM,, +AM,,=d +d,+d,+d,
A+ A A, =AM, +AM,,+AM,, +AM,, =d,+d,+d,+d,
AA +AA =AM, +AM  +AM,, +AM,,=d +d, +‘d,2 +d,

Vay AA, +AA, = AA +AA =AA+AA . (%)
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b) Nguoc lai, gia sir tit dién A A,A,A, c6 diéu kién (*).

Goi (C,) la dudng tron noi ti€p tam gidc A,A,A, véi céc tiép diém la
M, (€ AA), M,, (e AA,), M, , (e AA,).

Tadat d, = AM,, = AM,,, dy=AM,,=AM,,, d =AM, =AM,,.

Trén cdc canh AA,, A A, AA, ldn luot 1dy cdc diém M,,,M,,,M,, sao
cho A,M,,=d,, AM,, =d,, AM,,=d,. Khi d6 tir ding thic (*) ta dé
dang suyra AM,, =AM, , = AM,, (vatagoibadodaidéla d).

Trong tam gidc AAA, ta c6 AM, = AM,,=d, AM =AM, =d,
AM,, =AM, =d,, nén ta dé ching minh ring dudng tron (C,) di qua ba
diém M,,, M,, va M,, la dudng tron ndi tiép tam gidc A A,A, va nhu vay
cdc diém M,,, M,, va M,, 1a cic tié€p diém. Tuong tw nhu vay dudng tron
(C,) di qua ba diém M,,,M,, va M,, la dudng trdn noi tiép tam gidc
A A4, dudng tron (C,) di qua ba diém M,,, M,, va M, la dudng tron
noi ti€p tam gidc A A, A, .

Ta chd ¥ rang n€u i # j thi hai duong tron (C;) va (C,) cung tiép xiic v6i v6i
mot dudng thang (canh d6i dién cla canh A/A;) tai mot diém, nén truc clia

hai dudng tron d6 cat nhau. Nhu vay truc ca bén dudng tron cit nhau tai
diém O, va O céch déu 6 diém M,;. Mat cdu (S) tam O di qua 6 diém M,

chinh Ia mét cau néi tiép khung cia ti dién A A,AA, .

DINH NGHIA. Cho tit dién A A,A,A,. Mat cAu (S) goi 13 bang tich
khung cta hinh tG dién d6 néu né tiép xdc véi 6 dudng thing chia 6
canh cta tt dién sao cho c¢6 it nhat mét diém tiép xdc khéng ndm trén
bat cit canh 130 ctia tit dién.

DINH Li. Néu iz dién A AAA, 6 mdt cau (S) bang tiép khung thi ludn
luén cé ba tiép Tiém thudc ba canh ciia tit dién va ba tiép diém con lai
khong thujc cani. nao ctia ti dién.
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Chitng minh. Gia st hinh t& dién A A,A,A, c6 mat cdu bang ti€p khung la

mat cdu (S). Goi céc tiép diém nim trén cdc dudng thing AA, 1a M,

(i#j va i j=1,2,3,4). Theo dinh nghia vé bang ti€p khung, ta ¢ thé gia sit
ti€ép diém M,, thudoc dudong thing A A, nhung nim ngoai canh AA4,, va
khong lam mat tinh tdng quat ta c6 thé gia st diém A, ndm gifta hai diém
AVAM,. |
Mat cu (S) cit mat phang A A, A, theo mot dudng tron (C) ti€p xdc véi ba -
duong thing AA,, AA, AA, ldn luot tai cdc diém M,,. M,,, M,,.
Nhung vi diém A, nim giita hai diém A, va M,, nén (C) la dudng tron
bang ti€p cha tam gidc A A,A,. T d6 suy ra diém M, , thudc canh A, A,,
con diém M, , khong thuoc canh A A, (diém A, nim gifta hai diém A, va
M, ). Xét tuong ty d6i v6i tam gide A A,A, ta duge: diém M,, thugc canh
A,A,, con diém M, , khong thuoc canh A A, (diém A, nim giita hai diém
A, vad M, ,). Cudi ciing vi trong tam gidc A,A,A, hai tiép di€m M,,, M,,
1an lugt thuoc canh A, A, va A,A,, nén ti€p diém M,, phai thuoc canh A;A,.
Mait cdu (S) nhu thé duge goi 1a mat cdu bang tiép khung ing véz; dinh A, .
PINH Li. D¢tz dien A A,A,A, c6 mdt cGu bang tiép khung, ing vdi dinh
A, diéu kién can va di la:

AA, -AA =AA -AA =AA, - A4,
Chitng minh. '
a) Gid sit hinh ti dién A A,A;A, c6 (S) 1a mat cdu bang ti€p khung Gng v6i
dinh A, (h.5.17).
Goi céc ti€p diém nim trén canh A A 1a M, (i # ] va i, j=1,23,4).

Tir tinh chat clia cdc tiép tuyén clia mat cdu cling xuét phét tr mot diém, ta
dat d, =AM,, =AM, =AM,,, d, = Ale.z = AzMz,a =AM, ,



dy=AM =AM, =AM,,, d, =AM, =AM, , =AM,

Khi d6: | | |

AA, = AA =AM, ~AM,, - AM,, ~AM,, =d ~d, —d, —d,
AA-AA =AM, ~AM,,~AM,, ~AM,, =d —d,—d, ~d, .

A ~AA =AM, ~AM, - AM,,~AM,, =d —d,~d,~d,.

Vay AA, —AA =AA -AA, =AA-AA,. *)
b) Ngugc lai, gid sir ti dién A A,AA,
c6 diéu kién (*).

Goi (C)) la dudng trdon noéi ti€p tam
- gide AAA, VO cdc tiép diém la

M2,3 (E AZAB) ’ M3‘4 (E A3A4) ’

M, (€ AA,).

] A 1.3

Ta dﬁt dz =A7M7—‘ :A7M74> : H\‘ h517
2772 e inh 5.

d, =AM,,=AM,,,

d,=AM,,=AM,,.

Trén cdc tia d6i cha cdc tia AA, A4, AA lan lugt 1dy cdc diém
M,,,M,,,M,, sao cho AM,,=d,, AM,  =d, AM,, =d,. Khi dé ti
dﬁng'thfro (*) ta d€ dang suy ra AM;, = AM,,=AM,, (vata goi ba do dai
d61a d,). |

Trong tam gidc AAA, ta c6 AM,=AM,=d, AM, =AM, =d,
AM,, =AM, , =d,, nén ta dé ching minh ring dudng tron (C,) di qua ba
diém M@, M., va M,, la dudng tron bang ti€p tam gidc AA,A, va nhu
vay cdc diém M., M,, va M,, 1a cc tiép diém. Tuong tu nhu vay dudng

tron (C,) di qua ba diém M,,, M,, va M,, 1a dudng tron bang ti€p tam
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gidc A AA,, dudng tron (C,) di qua ba diém M,,, M,, va M, , la dudng
tron bang ti€p tam gidc A AA,.

Ta chd § ring néu i # j thi hai dudng tron (C;) va (C)) cling tiép xic véi
mot dudng thang (chifa canh d6i dién cla canh A A)) tai mot di€m, nén truc
cia hai dudng tron dé cit nhau. Nhu vay truc ca bon dudng tron cat nhau tai
diém O, va O céch déu 6 di€m M, ;. Mat cdu (S) tam O di qua 6 diém M,
chinh 12 mat cdu bang ti€p khung cla tit dién A A,A,A, (ing véidinh A).
HE QUA. |

1) M6t hinh t dién c6 ba mit cAu bang tiép khung khi va chi khi né 1a
t@ dién gén déu.

2) Mét hinh ti dién cé mit cAu ndi tiép khung v c¢6 mat cAu bang tiép
khung khi va chi khi d6 14 hinh chép tam giac déu.

3) Mét hinh t& dién c6 mit cAu ndi tiép khung va ba mit cau bang tiép
khung khi va chi khi né 1a t dién déu.

Ban kinh mat ciu ndi tiép khung

Gia su tw dién’ AAAA, c6 mat
cdu noi ti€p khung la (O, R)
(h.5.18). Ta ki hiéu g, 1a do dai
cdc doan ti€p tuyén véi mat cau
xuét phat tr dinh A, B, 1a diém
ti€p xidc cha mit cau (O; R) v6i
céc canh A,A . Nhu vay diém O
phdi nam trén dudng cao AH
ciia hinh chép A,.B,B,B,.

T tam gidc vuong A,BO véi Hinh 5.18
A,B,.BH
AH

4

duong cao B/H tacé: R=0B, =



Chu y rang B/H 1a ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc B, B,B, nén néu
B,B,.B,B,.B,B,
48 '

goi § la dién tich tam gidc d6 thi BH =

_a,BB, BB BB
4S.AH

(*)

Vay R

Xét tam gidc A,A/A, v6i dudng trdn noi ti€p chinh 1a giao clia mit cdu

(O; R) v6i mp(c,), B, va B, 1a hai trong ba ti€p diém. Tam gidc d6 cé nira

chu vi va dién tich: p=a,+a,+a,, S, =\/(arl +a, +a,)a,a,a, , nén dudng

N e v S a,a,a
tron noi ti€p cé ban kinh r =2 = |—L24
r \a+a,+a,

Neéu goi / 1a tam dudng trdn noi ti€p va K 1a trung diém B, B, thi tir tam gidc

”~1~+_1-_a1+a2+a4 +_l_v_(a4+al)(a4+a2)
27 2 2 2 2 '
N a,a,a, a, a,a,a;

A,B/I tacé:

a,a,

(a, +a )a, +a,)

T dé suy ra: BB, =2KB, = 2a4\/

Tuong ty ta c6: B,B, = 2a4\/ % BB - 2a4\/ S
(a4 +az)(a4 +(13) (614 +da, )(Ll4 +a1)

4
Boi vay cong thic (*) trd nén: R = 2a,0,0,a, _
S.AH(a, +a,)a, +a,)a, +a,)

Ta goi V va V' lan luot 1a thé tich cla ti dien A A,A,A, va B,B,B,A, thi

V' _AB AB, AB, a, ~ a _a

\% A4A1 AA, A4A3 a,+a, a,+a, a,+a,

3
3a,

Suyra SAH=3V'=
(a, +a)a, +a,)a, +a,)

2a,a,a,a,

Cudi cingtacd R=
£1%
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Chi y. Ta goi ba canh clia tam gidc A A, A, c6do daila A,A,=a, AA,=b,
AA,=c va cdc canh d6i dién cia ching c6 d6 dai lin lugt la
m—a,m—-b,m—c. Khi d6 néu p, la nlra chu vi cua tam gidc A A,A, thi
a=p,—-a, a,= p4—b, a,=p—-c va a, =ni—ae(p4~a):nz—p4. Boi vay
ta cé: |

o 2P, =@, =b)(p, ~C)m=p,)

» 3V
- 2]74(]94 —Cl)(p4 _b)(p4 - C)(m '“P4)
3Vp,
_20m=p)S; _20m=p)S;
Sy, P,
‘Mot cich téng quét ta c6 R =M, trong d6 p,,S,,h 1an luot 1a nira
' pin;

chu vi va dién tich tam gidc A., con k, 1a chiéu cao ciia tit dién (ng v6i tam
giac do.

Ban kinh mat ciu bang tiép khung
Gia st td dién A A,A,A, cé mat ciu
bang ti€p khung la (O,,R,) ung véi
dinh A, (h.5.19).

Ta ki hiéu ¢ 12 do dai cic doan ti€p
tuyén v4i mat cdu xuat phat tir dinh A,

va B, la diém ti€p xdc cla mit cdu

(0,,R,) v6i cac canh A,A. Nhu vay

diétm O, phdi ndm trén dudng cao

A,H cla hinh chép A,.B,B,B,. Hinh 5.19

o

A,B,.BH

Tu tam gidc vuong A,B,0, véi duong cao BH tacé:R=0,B; = e,
o 4



Chi ¥ rang B H 1a ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc B,B,B, nén néu
BB, .B,B,.B,B,
48 '

goi § la dién tich tam gidc d6 thi B/H =

a,.B,B, B,B, BB,
4S.AH

().

Vay R=

Xét tam gidc A,AA, v6i dudng tron bang ti€p géc A, (1a giao clia mat cdu

(O,,R,) v6i mp(x,)), B, va B, 1a hai trong ba ti€p diém. Tam gidc d6 c6

nita chu vi 12 p=a, nén coé diéntichla §, = \/a4ala2(a4 —-a, —a,) . Mat khéc

néu goi r 1a ban kinh dudng tron bang tiép thi

‘53 =§(A4A] +A,A, —A,A2)=%(a4 -a,+a,—a,—a, —a,)=r(a,—a,—a,)

Suy ra r =

Néu goi / la tam duong tron noi ti€p va K 1a trung diém B, B, thi tir tam gidc
A,B/I ta co: *

1 1 1 a,-a-a +_1_:(a4—al)(a4——a2)
2 2 2 2 2 .
KB i a, a,a,a, a, a,a,a,

aa,

(a, —a)Na, —a,) '

Tu dé suy ra: BB, =2KB, = 2a4\/

A B.B, =2a \/ 44
- s Dy 4 ;
((14—612)(614 _az) l (a4 “613)((14 —al)

Tuong tuta cé: B,B, = 2@\/

2a,a,a,d,
S.AH(a,—a)a, —a,)a, —a;)

Bai vay cong thic (*) trd nén: R, =

Ta goi V va V' lan lugt 1a thé tich cia td dién A A,A,A, va B B,B,A, thi

Vi _AB AB AB, _ a,  a, a,
Vi AA AA AA a,-a a,-a, a,-a,

+
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40.

41.

42.

43.

44.

3
3a,

.(a4 —a)a,—a,)a,—a;) .

Suyra S AH=3V'=

2a,a,a,a,

3V :
Chi y. Ta goi ba canh clia tam gidc A A,A, c6 do daila A,A,=a, AA, =D,

Cuéicungtacd R, =

AA,=c VA cic canh d6i dién cla ching c6 do dai lan luot la
m+a,m+b,m+c.Khidénéu p, 12 nlta chu vi clia tam gidc A A)A, thi

a=p,—a,a,=p,~b,a,=p-cvia,=mt+a+(p,—a)=m+p,.
Bai vay ta co:

R = 2(194 '—a)(P4 "‘b)(P4 ”'C)(m +p4) — 2174(194 _a)(P4 "b)(]?4 “C)(m+l34)
) 3V 3Vp,

_2m+p)S, _2(m+p,)S,
Sh,p, P,

BAI TAP

Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh ddy bing a va canh bén bang b,
v6i a # b. Tinh ban kinh mat cdu noi ti€p khung va bang ti€p khung.

Tinh bdn kinh mat cdu bang tiép khung cla ti dién gin déu ABCD, véi
AD =BC=a, AC =BD =b,AB=CD =c.

Tinh ban kinh mat cdu noi tiép khung va bang tié€p khung cla tir dien déu
canh a.

Tt dién ABCD c¢6 AB+CD = BC+ AD . Ching minh ring c6 mot mat ciu
ti€p xdc v6i nam canh AB, BC, CD, DA va AC.

Mot mit cdu (S) tiép xiic véi cac canh AB, BC, CD, DA cua tit dién ABCD

* ma cdc tiép diém 12 bon dinh chia mot hinh vuéng. Ching minh rang (S) 1a
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